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Uvod

Diplomové prace navazuje na bakalarskou praci autorky, vénovanou principu bijekce a jeho
vyuziti pii feSeni kombinatorickych tuloh. Jejim cilem je ukadzat rozmanitost dalSich metod,
jimiZ 1ze kombinatorické dlohy fesit, a pfitom sezndmit ¢tenafe i s témi méné obvyklymi.
Autorka studujici ucitelstvi matematiky a fyziky pro stfedni Skoly doufd, Ze s nékterymi
z uloh fesSenych v této praci jednou seznami i své zZaky. Vytvorena sbirka piikladd je urcena
i dal$im studentim/absolventiim ucitelstvi matematiky.

Nejvice uloh v prici bylo feSeno metodou ,,double counting® (¢esky ,,pocitani dvéma
zpisoby*). Tato metoda byla vyuZita u dloh 1,1, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.10, 2.15, 2.22, 2.23,
34,3.6,3.7,3.8,3.9,3.11, 3.12, 3.20.

Nékolik dalsich dloh v préci bylo feSeno pomoci aparatu matematické analyzy. Ten byl
vyuZit u dloh 1.9, 1.11 (diikazu identity Li-Zen-Su, jejiz jiny dikaz uvadi bakalaiské price
autorky), 1.12, 3.20, 3.24.

Rekurentni metoda byla vyuzita u dloh 1.4, 1.5, 1.6, 2.13, 2.14, 2.20, 3.25, 3.26, 3.27.

Prace obsahuje také ulohy, pfi jejichz feseni byl vyuzit Dirichletiv princip; jde o dlohy
2.5,2.6,2.7,3.1,3.18.

Ulohy 2.18, 2.19, 3.10 byly feSeny pomoci konstrukce vhodného zobrazeni.

U nékterych dalSich tdloh v této prici se Ctendr setkd kupiikladu s dikazem matema-
tickou indukei (dlohy 1.2, 1.5, 1.6, 1,8, 1,9, 1.12, 2.11) ¢i diikazem sporem (tdlohy 2.12,
2.17,2.25, 3.5, 3.18, 3.22). Prace rovnéz obsahuje dlohy fesené pomoci vhodného odhadu
hledaného poctu danych prvka (dlohy 2.26, 3.2, 3.3, 3.15) ¢i tlohy na pokryti daného ob-
razce (dlohy 3.13, 3.14), tlohu feSenou jazykem teorie grafii (iloha 3.24) a rovnéZ nékolik
tloh, které do zadné z predchozich skupin zafadit nelze (kupiikladu dlohy 1.3, 2.8, 3.16).

Prace je rozdélena do tif kapitol. Prvni kapitola se sklada z diikazd vybranych kom-
binatorickych identit pfevzatych z knihy Kombinatorické identity od J. Kauckého. Oproti
plvodnimu textu jsou feSeni v této praci sepsana podrobnéji. Pravé v prvni kapitole ¢tenafi
najdou vétsinu uloh celé prace, pii jejichZ feSeni je vyuZzit apardt matematické analyzy.
Mnohé kombinatorické identity v této kapitole jsou dokdzany matematickou indukci.

Do druhé kapitoly byly zatazeny ptiklady z knihy Combinatorial Problems in Mathe-
matical Competitions od Y. Zhanga. Kapitola obsahuje tlohy feSené téméf vSemi vyse
uvedenymi metodami. Také u dloh v této kapitole bylo tfeba néktera feseni sepsat podrob-
néji, v jednom piipadé autorka upravila i samotné zadani (tloha 2.24).

Treti kapitola je tvofena piiklady z dalSich, pfevdzné zahrani¢nich zdroji. Nejvice
z uloh v této kapitole bylo prevzato z knihy The IMO Compendium od kolektivu autort.
Dalsi ulohy v této kapitole byly prevzaty napiiklad z webu www.matematickaolympiada.cz,
z knihy A Path to Combinatorics for Undergraduates dvojice autord Andreescu, Feng ¢i
z ¢lanku Sets and Subsets od T. W. Leunga. Zdroj kazdého prikladu kapitoly 3 je uveden



xvi Uvod

v poznamce pod ¢arou, na niZ je piipojen odkaz na konci zadani ptikladu. Také tato kapitola
obsahuje ulohy feSené téméf vSemi vySe uvedenymi metodami a i zde bylo tfeba néktera
reSeni prikladd doplnit a sepsat podrobnéji (coz se nejvice projevilo u tlohy 3.24).

V ramci studia zahrani¢nich zdrojl se autorka prace sezndmila také s knihou Combi-
natorics od Russella Merrise, ze které vSak nakonec do prace Zadnou ulohu nezaradila.

Kromé vSeobecné vzitych matematickych symboli neni v praci uZito zadné dalsi
specidln€ zavadéné symboliky. Upozornéme na tomto misté vSak, Ze zejména v kapitole 1
chdpeme pojem kombinacniho &isla v rozSifeném vyznamu

(z) - w pro kazdé x € R a kazdé k € Nj.

Ve druhé a tfeti kapitole byla opakované vyuzita Cauchyova nerovnost:
n ) 1/2 2
Z U; Z - ( Z Ui ) ’
i=1 n\i=1

kdeneNauy,...,u, € R.
U prikladu 3.24 byla rovnéz vyuZita Weierstrassova véta: Nechf funkce f je spojitd
na kompaktni mnoziné M C R". Pak funkce f nabyva na M své nejmensi a nejvétsi hodnoty.
Text prace byl vysdzen v Tg X u, vSechny obrazky byly vytvofeny programem GeoGebra.



Kapitola 1
Priklady z knihy J. Kauckého

Kombinatorické identity v této kapitole a jejich dikazy jsou pievzaty ze skript Kombina-
torické identity od J. Kauckého ([5]).

Priklad 1. Dokazte, Ze pro libovolna celd ¢isla p > 0 a ¢ > 0 plati nasledujici rovnost dvou
polynomu dvou redlnych proménnych o a f3:

£ Cpen-£ ) o

Reseni (Ljunggreniiv diikaz). Danou identitu dokdZeme tak, 7e dvéma zpiisoby vypodi-
tdme koeficient u x” v soucinu

(ax+B)P(1+x)9.

VyuZijeme binomickou vétu a dostdvame

(ax+By =Y (‘;) ()P, (1+x)7= f (‘f)x

i=0

takZe koeficient u x” v daném soucinu je roven

£ (0) ()

Déle pro stejny soucin ovSem plati

(ox+B)P(14x)7 = {x(a—B)+B(1+x)}(1+x)7 =

B Zo (p) (00— B)P B (1 42)77,

a proto koeficient u x” v rozvoji tohoto soucinu je rovnéZ roven

’g’ (i?) (qiﬂ) (.~ B)P .

1y knize str. 166



2 Kapitola 1. Priklady 7z knihy J. Kauckého

Porovnianim obou soudtd dostaneme Zddanou identitu.

z w7z

Priklad 2. DokaZte, Ze pro kazdé celé ¢islo n > 0 a libovolnd reédlnd ¢isla x a y plati Cau-
chyova kombinatorickd formule (neboli takzvany adi¢ni teorém pro zobecnéné binomické

koeficienty):
o (x y N EE AW
LGN -00) ®

Reseni. Pro n = 0 je dand formule zfejmé spravna. Déle piedpokladejme, Ze formule plati
pro néjaké n > 0, a dokazme ji pro hodnotu n o 1 vétsi, tj. vztah

n+1 X y _ x+y
,;a(k)(n+l—k>_(n+l)' 2)
X+y\ x+y—n/lx+y
n+1) n+1 n )’

prava strana dokazované formule (2) vznikne z pravé strany predpoklddané formule (1)
vyndsobenim zlomkem

Jelikoz

X+y—n
n+1 -~
Abychom dokdzali spravnost vztahu (2), vyndsobime i levou stranu pfedpokladané formule
(1) timto zlomkem a presvédcime se, Ze tak dostaneme levou stranu formule (2).
Timto ndsobenim a dal§imi Gpravami postupné dostdvime

’%kg(i) (nfk) _ nilkiz){y—n—i—k—k(x—k)}(i) (nfk> _
“r ()R R () -

_ nil{kio(n—kﬂ)(i) (n_i+1> +§O(k+l)(ki1) (nik>}

Tento vyraz déle upravme tak, Ze v prvnim souctu oddélime prvni ¢len a ve druhém souctu

posledni ¢len. Dostavame:
X+y—n Z”: X y o\
n+l & \k)\n—k)

e (L) () L)
Ben () () e ()}

2y knize str. 45-46




Kapitola 1. P¥iklady 7 knihy J. Kauckého 3

Uzijeme-li jednoduché substituce k' = k + 1, druhy soucet piejde ve vyraz

URIENEN

ktery 1ze ¢len po ¢lenu spojit s prvnim souctem, takze dédle

St (00 e () ()
o0 2 () (7o) v () (g)}:
(001

To je vSak leva strana vztahu (2). Tim jsme indukci dokézali platnost Cauchyovy kombi-
natorické formule pro kazdé celé n > 0.

Priklad 3. DokaZte, Ze pro kazdé celé Cislo n > 0 a libovolna redlnd ¢isla x a y plati

Hagentiv vzorec: >
i x—k\ (y+k\  (x+y+1 3
= \n—k k ) n '

Reseni. Podle prevodniho vzorce

m—t—1 t
—1)" =
()= 6)
plati rovnosti

)= )00
(_l)n(”—x;y—z) _ (X+Z+ 1).

Jejich uzitim dostavame

D G (O EEID ES T G [V (O

k=0

_ (_l)nkfb(n;i; 1) (—yk— 1) _ (_l)n(n—x;y—Z) _ (x+z+ 1)7

kde k urceni sumy pted ctvrtym rovnitkem jsme uplatnili Cauchyovu formuli z prikladu 2.
Tim je Hagenova formule dokdzéana.

3y knize str. 48. Netplné feSeni ve zdroji doplnéno vedoucim diplomové price.
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Pro zajimavost uved'me jesté dikaz z ¢lanku Elementary Proofs for Convolution Iden-
tities of Abel and Hagen—Rothe od W. Chua ([4]). Z Cauchyovy kombinatorické formule
z prikladu 2 plyne, Ze pro kazdé k =0,1,...,n plati

x—k o x4+y+ 1\ [—y—1—k
= . 4
(n—k) Zk( n—i )( i—k @
1=
Levou stranu vzorce (3) tedy miZeme s pomoci (4) prepsat do tvaru
i <y+k> (x—k) _ i <y+k> i (x+y—l— 1) (—y— 1 —k)
=\ k n—k =\ k &5\ n—i i—k
Po ,,pfesumovéni* a zohlednéni, Ze pro k =0,1,...,i plati
yt+k\ [(—y—1—k\
k i-k )

G+ +k=1)--(+1) (=) G+k+1)y+k+2)-(y+1i)

k! (i—k)!

ar()(7)

dostavame pro levou stranu (3) vyjadreni

50500

JelikoZ koeficient (y Jl”) na sumac¢nim indexu k nezavisi, miZzeme ho z vnitfni sumy

Vytknout a dostaneme
n (x+y+1) (y+i) i ( 1)ik(i>
zZ—O n—i i kZ:O k

Vnitini suma potom odpovid4 binomickému rozvoji (1 — 1)/, takZe je pro kazdé i > 0 rovna
nule.

Ve vnéjsi sumé tedy staci vzit i = 0. Dostavame, Ze celd suma je rovna (H,yl *1) a dikaz
Hagenova vzorce je hotov.

Priklad 4. Dokazte pro kazdé celé n > 0 Morleyovu—Dixonovu formuli:

& 20\ LB,
NE (k) — 1y

Reseni (Richmondiiv ditkaz). Nejdiive dokdZeme nésledujici pomocnou vétu, kterd pak
bude zdkladem dikazu dané formule.

4y knize str. 193, 201-204
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Pomocnd véta. Absolutni ¢len v rozvoji vyrazu s piirozenymi Cisly p, g

(x—xfl)zl’(x%—x*l)zq

je roven
(—1y? (2p)!(29)!
plq!(p+q)!
Diikaz. ZapiSme tento absolutni ¢len (tj. ¢len s mocninou 1Y) ve tvaru
(=DPV(p,q).
Uvazime-li, ze
(x—x P4 x DD = (r—x 2D (x4 —x )P (421,

dostaneme porovnanim absolutnich ¢lenti obou stran rekurentni vztah

V(p,q+1)=4V(p,q)—V(p+1,q).

Vyuzijeme ho k dikazu pomocné véty indukci vzhledem ke ¢. Pro libovolné p a g =1 je
absolutn{ ¢len v rozvoji prislusného soucinu

(x_x—l)Zp(x2+2+x—2) _ ()C2+2+)C_2) Z(_l)k( kp)x—kx2p—k
k=0

roven

takZe v tomto piipad¢ je tvrzeni spravné. Déle predpoklddejme, Ze véta plati pro libovolné
p anéjaké g > 1 a pocitejme
(=DPV(p.q+1).

S uzitim rekurentniho vzorce je tento absolutni ¢len roven
A=1PV(p,g)+ (1) V(p+1,q9) =

iy n)Ca)
plg+ D! (p+g+1)
JelikoZ zavorka davd (2¢+2)(2¢+ 1), je

!{4(61+ D(p+q+1)=2(g+1)2p+1)}.

(2p)!(29+2)!
plg+ D) p+q+1)t
coz je predpokladany vyraz s (¢ + 1) misto g. Indukce je dokonena a pomocnd véta

dokdzana.
Vlastni diikaz Morleyovy—Dixonovy formule vychazi z rozvoje podle binomické véty

(=DV(p,q+1) = (=1)"

(1—x)"=1—vix+vax> — v+,
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kde v = (an) jsou Cisla z levé strany dokazované formule. UkaZme nejdfive, Ze
143 +vixt 030 4 -
je souctem téch Clentl v rozvoji vyrazu

(1 =) (1 =2y )? = {(1+2°) = (y+ay~ )},

2n

které neobsahuji y. Skute¢ng, soucin (1 —xy)?*(1 —xy~!)?* ma rozvoj

(1—vixy+vaxy? — ) (1 —vixy T vy 2 —--0),

ze kterého Cleny, které neobsahuji y, ziskame tak, Ze kazdy ¢len z prvni zavorky vyndsobime

vvvvv

Jedné se tak o dvojici ¢lend (—1)*vxky* a (—1)*vxky=*, takze soucet viech odpovidajicich
soucind je skute¢né takovy, jak jsme vyse predpovédéli.
Pocitdme-li ovSem stejnou mocninu jako mocninu rozdilu

2n

(2n : .

()= Gyt 9 = L () a2 b )
j=0

vidime, Ze soucet té€ch ¢leni jejiho rozvoje, které na y nezaviseji, je

(2n)!
(21— 2k) KK

(2n)!

n
,;) (2n — 2k) 1k k!

(1 4 x2) 222k — i
k=0

(x +x—1 )2n—2kx2n'

Skute¢né, v souctu (5) se staci omezit na sudé indexy j = 2k, pii kterych ¢len v rozvoji

(xy +xy~ )% nezavisly na y bude roven (%)x%*. Porovndnim obou postupii dostdvime
identitu
i 2n)!
L4122 2 1250 4o — RCOIS 22k 2n
TV T kgg)(zn—Zk)!k!k!( )
VSimneme-li si nyni, Ze
l—vix 24— = (1 —x_2)2" = (x—x_l)znx_zn,

vidime, Ze soucet
1—v%+vg—v%+--- )

jehoZz hodnotu chceme urcit, je absolutni ¢len v souc¢inu
(14+vi? v+ (1 —vix 2o =),
tedy podle odvozeného vyjadieni prvniho Cinitele absolutni ¢len v rozvoji

(2n)!

n
,;0 (2n — 2k) kK]

(x_’_x—l)Zn—Zk(x_x—l)Zn.
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Tento absolutni ¢len je dle pomocné véty roven

‘ (2n)! . (2n)!(2n—2k)! L2 & (2n)! n!
kg(zn—zk)zkzk!(_ ) nl(n—k)'(2n—k)! == ()2 & (2n—k)k! (n—k)1k!

7 5 (") () =

pficemzZ jsme Vyuz111 1 Cauchyovy kombinatorické formule z pfikladu 2 prox =2nay =n.
Tim je dikaz Morleyovy—Dixonovy formule hotov.

Priklad 5. Dokazte pro kazdé celé n > 0 Jensenovu identitu:

y (p s ) (q+s ) _y <p+q v)dVS,

=\ n—s s =\ n—v
kde p, g a d jsou libovoln4 redln4 &isla. (Pro d = 0 klademe na pravé strané 0° = 1; tehdy
Jensenova identita pfechdzi v Cauchyovu kombinatorickou formuli z pfikladu 2 v oznadeni

x=qay=p.)
Reseni. Ukazeme nejprve, ze Jensenova identita s pevanym n a libovolnymi p,q,d je

disledkem identity
i —sd\ (q+sd\ _1(p+q
~ q+sd s g\ n )’

jejiz dikaz uvedeme az poté stejné jako vysvétleni, jak tuto identitu chdpeme v situacich,
kdy nékteré z Cisel ¢g,q+d, . ..,q+ nd je rovno nule.
Z této identity po vyndsobeni ¢ je totiZ

(1) B
A

i( —sd) (q+sd) ”i’ p—sd— d)( —1+sd+d)
for S\ n—s—1 s ’
jelikoz

sd (q+sd\ sd-(q+sd)! B (g+sd—1)! qg+sd—1
g+sd\ s "~ (q+sd)-s!(g+sd—s)! " (s—1)! (q+sd—s) B s—1 )

A proto pfi oznaceni

san =5 () (1)

Sy knize str. 243-247
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dostavame rekurentni vztah
N (Pta .
S(p,q;n) = ; +dS(p—d,q—1+d;n—1).
Z ného mame postupné

1
dS(p—d,q—1+d;n—1) :d(p+q )—l—d2S(p—2d,q—2—|—2d;n—2),

n—1

pt+q—2

sz(p—Zd,q—2+2d;n—2):d2( 5
n_

) +d*S(p—3d,q—3+3d;n—3),

5= (= Vg (o= 1)+ =D = (PO D)

k tomu pfipiSeme ziejmou rovnost

g =g (PTI7M).
n—n

Sectenim vsech téchto rovnosti dostadvame Jensentv vzorec pro dané n a libovolna p,q.d.
Prejdéme k dikazu uzité pomocné identity, kterou pro piehlednost zopakujeme:

z": 1 p—sd\ (q+sd\ 1(p+gq

S q+sd\ n—s s g\ n )’
Nejprve vysvétlime, jak tuto identitu chapeme, je-li nékteré z ¢isel ¢, g +d, . .. g+ nd rovno
nule.

V pfipadé g = 0 nema smysl ani levé, ani pravé strana identity. Smysl v§ak mé identita,
kterou dostaneme po vyndsobeni obou stran g:

" g p—sd\ (q+sd\ (p+q
Sqt+sd\ n—s s n )
Vratime-li se k dikazu samotné Jensenovy identity, vidime, Ze jsme pracovali pravé s takto
vynasobenou pomocnou identitou.

Nyni prejdeme k piipadu, kdy nékteré z ¢isel g +d,q+2d,...,q+ nd je rovno nule.
V piipadé, kdy g +sd =0 (s > 1), je i (91*?) = 0 a nedefinovany soucin na levé strané

1 (q+sd> _(q+sd)(g+sd—1)---(g+s5d—s+1)

g+sd\ s (q+sd)s!

chdpeme ve smyslu, ktery dostaneme, kdyZ ,,zkratime* prvni dva Cinitele (rovné nule).
»ZKraceny“ vyraz miZeme prepsat ve tvaru, ktery uz ma smysl:

1 /g+sd—1
s s—1 '
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Diukaz identity povedeme indukci vzhledem k n, pfi kterém budeme vyuZivat Jensentiv
vzorec pro ta n, pro néZ bude uz pomocna identita dokazana. Pro n = 0 vztah plati. Déle
ozna¢me soucet na levé strané jako S(p, ¢;n,d) a predpoklddejme, Ze pro néjaké n > 0 je

1/p+
S(p,q;n,d) :_(p q)-
q n

Dokézeme, Ze pak plati i

l/p+gq
S ; 1,d) = - .
(p,gin+1,d) q(n+1)

Proto zapiSme

l(p+q\ _1(p+q\p+tq—n_p+qg—n
n+1) g\ n n+1  n+l

R AR (g | G

Zlomkem sloZenou zdvorku rozndsobme. Predné je

l/p\p+gq—n 1(p\p—n 1 (p 1/ p 1 (p
- —_— = +— =- +— .
g\n) n—+1 g\n)n+1 n+1\n g\n+1 n+1\n

Dale mame
p+q— nil p—sd\ (q—1+sd
n+1 s s—1

+g+(d— )S(p—sd) q—1+sd):
)

S(p,q;n,d) =

n—s s—1

in-}—l—s p—n—(d—-1)s(p—sd\ (q—1+sd N
n+1-—s n—s s—1

s=1

)

Druhy soucet v posledni zavorce je roven

i( —sd)( —1+sd>
s=1 §
zatimco prvni soucet dava

Z”: +1—s( p—sd g—1+sd\
= n+1—s s—1 B
"1/ p—sd q—1+sd " [ p—sd q—1+sd
= 1 — — =
(n+ )gs(n—l—l—s)( s—1 ) ;(n—kl—s s—1
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"1/ p—sd g—1+sd\ " (p—d—sd\ (qg—14+d+sd
S B () ()& |
Ss\n+l—s s—1 = n—s s
S vyuzitim téchto vysledkd je

p+q—nz”:1 p—sd\ (q—1+sd _z”"l p—sd q—1+sd\
n+1 Ss\n—s s—1 _Szls n+1-—s s—1
1 " p—d—sd\ (q—1+d+sd 1 & (p—sd\ (q—1+sd
g’ S)(q g () -
n+1 5 n—s s n+l1=\n—s s
" p—sd —1+sd 1 & (p—d—sd\ (q—1+d+sd
:Z_ s s _—Z p s q s n
s\n+1—s s—l n—+1 n—s s

s=0

- —sd —14sd
+—Y (? 1 .
n+l&=\n—s s
Vratime-li se nyni k zac¢atku naseho dikazu indukei, miZeme vidét, Ze vyraz, kterému se
mad rovnat S(p,q;n+ 1,d), md hodnotu

1/p+ 1 1 W p—sd —14sd
pray_Lfp n p +Z_ p—s q say
g\n+1 g\n+1 n+1\n Hs\ntl—s s—1
| —d—sd —1+d+sd 1 p—sd —1+sd

B Z p s s L s q sd\ _
n+15 n—s s n+1 = s

1/ p "+11 g—1+sd

=- +

g\n+1 = n+1—s s—1
< —d—sd —1+d+sd 1 p—sd —1+4sd
| e R ¢ )(g )
= n—s s n+1 =\ n—s s
Nyni jesté vyuZzijeme toho, Ze z pfedpokladu a platnosti vzorce pro S(p, g; n,d) vyplyva,

jak jsme v tivodu celého feSeni ukdzali, platnost Jensenovy identity pro dotycné n alibovolné

hodnoty p,q,d. Jejim uZitim pro dvojice (p,q) zaménéné za (p —d,q— 1 +d), resp. za
dvojici (p,g — 1) dostaneme

i p—d—sd\ (g—1+d+sd _Z”: p+q—1 dv_i p—sd\ (q—1+sd
= n—s s _V:O n—v B n—s s ’

s=0

1
n+1

takZe predchozi odvozena rovnost se zjednodusi do tvaru

1/p+q\ 1/[ p My p—sd \ (qg—1+sd
- S + Z - ,
g\n+1 g\n+1 Ss\ntl—s s—1
kde na pravé strané stoji pravé soucet S(p,g;n+ 1,d). Dikaz indukci je tak ukoncen.

1. Bartosova véta. Nechf

ai,i=0,1,...,n, xj, j=12,....m
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jsou dana komplexni ¢isla. O Cislech a; predpokladame, Ze jsou po dvou rtizna. Oznacime-li

S(m,n) = i" (ai_xl)(ai_xz)"‘(ai—xm) |
i=0 (aj—ag) - (ai—ai—1)(ai—aiy1) - (ai — ap)
pak plati vztahy
1t n+l
S(n+1,n) Z ij, S(n,n) =1,
S(m,n) =0, 0<m<n.

Priklad 6. Dokazte platnost 1. BartoSovy véty.®

Reseni (Bartosiiv diikaz). Pfedné snadno zjistime, Ze pro souéty S(m,n) plati rekurentni
vztah
S(myn) =S(m—1,n—1)+ (ay, —xp)S(m—1,n), m>1,n>1.
K jeho diikazu postupné pisSme
S(m.n) = ”il (@ —x1) (@ =x2) - (@i = Xm—1) (i =+ = Xm)
= (ai—ao)--(ai—ai-1)(ai—ait1) - (ai—ap)

(an —x1)(an —x2) - (an — Xm) _
(an—ao)(an—ay)---(an—ap—1)
= (ai—x1)(ai—x2) - (a;i — Xp—1)

= (ai_ao)"'(ai_aifl)(ai_aﬂrl)'”(ai_anfl)—f_

ol (ai —x1)(ai —x2) -~ (@i — Xm—1)

i=0 (a7 —a0) (@ — ar1)(ai —ais1) - (di—an)

(an —1)(an —32) (@ =2 1) _
(an —ao)(an —ar) -+ (an — an—1)
=S(m—1,n—1)+ (an —xp)S(m—1,n).
Tim je dany rekurentni vztah dokazan.
Dile budeme potfebovat hodnoty soucti S(1,n) pro n > 1. Oznaéme

+(an - xm)

R Y e B T T B
a n 1
V(n)=

Potom mame

= y di— M =Un)—x1V(n
S(l’n)_,;)(ai—ao)---(ai—ai—l)(ai—am)---(ai—an) =Vl -nvin)

6y knize str. 252-257
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a déle
n+1
a; — X1
S 17n+1 - —
(D) = X = ao) (@ ar )~ aen) (@ an) @ —ans)
_ i a; — Apy1 + ap1 — X1 n
= (ai—ao)---(ai—ai—1)(ai—ai+1) -+ (@i — an) (@i — an+1)
1
+(apai1 —x =Vmn)+ (a1 —x1)V(n+1).
( i 1) (an—H _aO)(an—H _al) T (an—H _an) ( ) ( " ) ( )
Proto plati vztah
S(I,n+1)=V(n)+ (aps1 —x1)V(n+1). (6)
Nyni dokdZeme, Ze v proménné x; plati identity
S(1,n) =0, n>1. (7)

Ditikaz provedeme matematickou indukci. Jelikoz

ap— X ap —Xxi az —xi
5(1,2) = =0,
(1,2) (ao—ar)(ao—a2) ~ (a1 —ao)(a1 —az) (a2 —ao)(az —a)
tvrzeni plati pro n = 2.
Nyni pfedpoklddejme, Ze vztah (7) plati pro néjaké n > 2. JelikoZ v rovnosti
S(l,n) =U(n) —x1V(n)
je x1 libovolné ¢islo, musi platit, Ze
V(n)=0. €))
Nyni se zabyvejme rovnici
S(1,n+1) =0, 9
kde x; je nezndmad. S vyuZitim vztahu (6) a vysledku (8) dostdvame
S(l,n+1):(an+1—x1)V(n+l), (10

proto rovnice (9) ma kofen a,, 1.

JelikoZ soucet S(1,n+ 1) je symetrickd funkce v proménnych a;, rovnice (9) ma také
kofeny a;,i = 1,2,...,n, coz podle (10) znamend, ze V(n+ 1) =0, a tedy (9) plati
identicky.

Vidime, ze plati-li identita (7) pro néjaké n > 2, plati i pro n+ 1, tudiz plati obecné.

V tuto chvili mizeme piikrocit k dikazu jednotlivych vztahd z 1. BartoSovy véty.
Nejdiive dokdzeme posledni. JelikoZ rovnice (7) je splnéna identicky, dokazovany vztah
plati pro m = 1. Budeme pokracovat indukci vzhledem k m. Pfedpoklddejme tedy, Ze vztah
plati pro m = m; > 1 a vS§echna n > m; a dokaZme, Ze potom také

S(mi+1,n) =0, n>m;+1.
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S ohledem na rekurentni vztah mame
S(my+1,n) = S(my,n— 1)+ (an — Xm,+1)S(my,n)

a oba soulty na pravé strané jsou podle predpokladu rovny nule, nebof z n > m; + 1
dostdvdme nerovnosti n > my a n — 1 > my. Tim je Zaddany vztah dokdzan a tieti vzorec
z 1. BartoSovy véty tedy plati obecné.
Zbyva dokdzat prvni a druhy vzorec. JelikoZ
ap — X1 alr — X1
+

S(1,1) =

=1,
ap—ayp ap—ap

druhy vztah plati pro n = 1. Nyni pfedpokladejme, Ze druhy vztah plati i pro néjaké n > 1
a dokazme, Ze pak plati i nasledujici identita

S(h+1,n+1)=1.
Z rekurentniho vztahu je
S(n+1,n+1) =S(n,n) + (ap+1 —xp+1)S(n,n+1) = S(n,n) =1,

nebof S(n,n+ 1) = 0 podle jiz dokdzaného tfetiho vzorce. Tudiz i druhy vzorec plati
obecné.
Analogicky dokdZeme i prvni vztah. Pro n = 1 plati, nebot

(ao —x1)(ap —x2) N (a1 —x1)(a1 —x2)

S(2,1) =
2.1 ag— ai ap —ap

= (a0+a1) — (x1 +x2).

Predpokladejme tedy, Ze pro néjaké n > 1 je
n+1

n
S(n-l—l,n) = Zai— Z)Cj
i=0  j=0

a ukazme, Ze poté
n+1 n+2

S(n+2,n+1) = Z a; — ij.
i=0 j=0
Opét z rekurentniho vztahu mame

S(n+2,n+1)=Sn+1,n)+ (apt1 —Xp42)S(n+1,n+1) =

n n+1 n+1 n+2
o Zai_ ij+an+1 —Xp42 = Z ai— ij,
i=0 =0 i=0 j=0

nebof podle druhého vzorce je S(n+1,n+1) = 1.
Tedy i prvni vzorec plati obecné a 1. BartoSova véta je dokdzéna.

2. BartoSova véta. Bud x libovolné komplexni ¢islo a

aial:0717"'7n7
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navzajem riznd komplexni ¢isla, a polozme
ap =0ag_n_1, k>n—+1.

Potom

=1.

i (x+ai)(x+aiv1) - (x+ dizn—1)
i=1 —aj-1)(aiy1 —ai—1) -+ (@iyn—1—ai-1)
Piiklad 7. Dokazte platnost 2. BartoSovy véty.’

Reseni (Bartosiuy dukaz). Rovnice ze zavéru 2. BartoSovy véty je v proménné x algebraicka,
stupné nejvyse n. M4 viak, jak vzapéti ukdZzeme, (n+ 1) navzdjem riznych kofent

—aj,—az, ", —dptl,
proto je to identita.
Skute¢né, faktor (x+ay),k=1,2,--- ,n,n+ 1, je obsazen v kazdém séitanci dané sumy
aZ na sCitanec s indexem i = k+ 1. Je tedy pro x = —a; pouze jediny sc¢itanec rizny od

nuly a m4 hodnotu

(—ar+ar1)(—ar+ag2) - (—ax + agyn)

=1.
(arr1 —ar)(ar2 —ai) - (grn — ax)

Tim je 2. BartoSova véta dokdzana.

Priklad 8. DokaZte ndsledujici rovnost pro kazdé prirozené Cislo n:

ké(—l) <)Z—:;

=17

Reseni. Dukaz zalozime na nasledujici pomocné véte, kterou predem dokazeme.
Pomocnd véta. Pro kazdé ptirozené Cislo n plati

()

Diikaz. Rozepsanim (1 — 1)"*! = 0 podle binomické véty dostaneme

Oznf(—l) (n+1)_1+"i1 (n+1):1+i(_l)k+1(zi):

k=0 k=0

:1+(n+1)f%© :—n—l—(n-l-l)i%(Z).

k=0 k=1

Tim je pomocnd véta dokazana.

7y knize str. 252-257
8y knize str. 40, 293-294
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Samotnou identitu dokdzeme matematickou indukci. Pro n = 1 je to zfejmd rovnost.
Necht tedy pro dané n plati tak, jak je napsdna, a pocitejme ddle s vyuZitim pomocné véty
n+1\ __ n ny.
avzoree (";7) = (") + (¢):

o (1) EEor () g o (F -
BTt O Eer e ()

n n+l1 + n n+l
Zjistili jsme, Ze identita plati i s (n+ 1) misto n, takZe plati obecné.

Priklad 9. Dokazte pro kazdé celé n > 1 nasledujici identitu:

G\ &1 1 2:4--(2n-2)
X (=1 1<k);_'_ﬁ+3-5---(2n—1)'9

Reseni. 1 zde vyuzijeme pomocné véty, kterou jsme dokdzali v feSeni piikladu 8, stejné
. +1
jako vzorce (", ) = (,",) + ().

Identitu opét dokdZeme indukci. Pro n = 2 je zfejmé spravnd. Déle predpokladejme, Ze
plati pro n&jaké n > 2 a oznacme jeji levou stranu V (n). Pak

k=1 j=1J
n+1 2k n 2k
n 1 n 1
Sy e ()RR e () -
k=1 k—1 =17 k=1 k j=17
2%+2
n 1
—Y 0 (]) L v -
k=0 =17
L n 1 1
=--V —1) V(n)=
(”)+,;1( ) k) <2k—|—1+2(k—|—1))+ (n)
301 & (k! Lo(—1)
:___Z( ) n +Z( )" (n
2 254 k+1 \k) [=Z2k+1\k
Hodnota prvni sumy z posledniho vyrazu je podle pomocné véty rovna
n
n+1

9y knize str. 25-26, 40, 298-299
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Pro druhou sumu z rozvoje podle binomické véty

(-2 = B (-0 ()

k=0

integraci podle x od 0 do 1 vychazi

n (_
k;)Zk—i—

1)k ! z
S ( :/ (1—x*)"dx = /2 sin®" " rdr.
I \k 0 0

Nyni pocitejme nasledujici integrél (u > 2 je pfirozené ¢islo) pomoci metody per partes:

(3 (3

g
7, T . oy z 2
/ s1n”tdt:/ sin~! 7 sintdr = [— sin* 1tcost]§+(u—1)/ sin“~2¢ cos? tdt =
0 0 0

= (u— 1)/2 sin" 2 tdt — (u— 1)/2 sintdt.
0 0

Odtud vyplyva rekurentni vztah

3 u—1 (3
/ sin“rdt = / sin“ 2 tdr,
0 u Jo

T
ze kterého s ohledem na hodnotu [’ sintdt = 1 uZitim indukce vychdzi

/3

L P 2:4---(2n)
tdt = .
/o - 3.5 (2n+ 1)

Tim dostdvame hodnotu druhé sumy odvozeného vyjadieni pro V(n+ 1):

A TU

=17

Dohromady pak obdrzime

1 2-4-.-(2n)

Vit D) = i 35t 1y

Identita tedy platiis (n+ 1) misto n, takZe plati obecné.

Priklad 10. Dokazte pro kazdé celé n > 1 nésledujici identitu:

22 "+k—n+k 1)!?!%11_1 10
—k)kk! &

Refeni. V dikazu vyuZijeme Hagenlv vzorec, ktery jsme dokazali v piikladu 3.

10y knize str. 48, 299-300



17

Kapitola 1. P¥iklady 7 knihy J. Kauckého

Pomoci rozkladu n? = (n+k)(n — k) + k? je postupné

22 ,Hk (n+k—1)1m&ET
—k)k!k! = j
:ril(_l)n+k (n+k)! n+k_]l+i(_1)n+k (”+k—1 i 1
= (n—k—1)k!k! j:lj = (n—k)!(k—1)!(k—1)! = j
:nz"l(_l)n—kk ( ‘ nJrill_nZ"l n+k n+k rik_:
=0 (n— ‘k'k' (n—k—1)k!k!
:nil(_l)n-i-k—O—l <n+k_1)! :nil(_l)n—k—l n—1 n—1+k _
= (n—k—=1)kk! = n—1—k k
_Z —l—k\(n—1+k\ (n—1 _q
n—1-—k k - \n—-1) 7
s vyuzitim prevodniho vzorce
m—t—1 t
—1)" =
("))
prom=n—k—1at = —1—kvpfedpfedposlednim kroku a avizovaného Hagenova vzorce

o krok pozdéji.
Priklad 11. Pro libovolna pfirozena ¢isla k < n dokazte identitu Li-Zen-Su

() (7500

j=0

Reseni (Diikaz L. Takdcse). Nasledujici dikaz vyuZivé diferenéniho poctu, proto nejdiive

zavedeme né&které pro dikaz dilezité pojmy.
Definice. Necht f(x) je dand redlnd ¢i komplexni funkce proménné x a @ je libovolné

komplexni &islo. Prvni diference funkce f(x) pii rozpéti @ je vyraz

A St~ )

A2 A{Af(x)}:Af(x+co)—f(x)_

) ) N

l{f(x+2(o)—f(x+a)) _f(x-l—a))—f(x)} _ f(x+2(o)—2f(x+a))+f(x)'

® ® ® »?
11V knize str. 45-46, 93, 96-97, 171, 174-176. Jiny diikaz stejné identity je uveden v bakaldiské praci

autorky.
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Dalsi diference se zavadéji podle rekurentniho vzorce

A" A A n—1
= {0 W)
Diference s rozpétim @ = 1 znacime
AN A

proto napiiklad
Af(x) = fx+1) = f(x)

A’ f(x) = f(x4+2) =2f(x+ 1)+ f(x).

Definice. Operdtor posunuti je definovan vztahem

Eof(x) = f(x+ @)

Pro @ = 1 uzivime oznaceni E a piSeme

Ef(x)=flx+1).

Proto plati
S ) = e 0) )} = - (Ea— D/ (0)
obecné N )
10 = —(Eo— D).

Dale plati pro @ =1 a A = E — 1 symbolicky vztah

A 1
= —(Ep—1).
= (Eo—1)

S vyuzitim vySe uvedenych vztahli dostadvame pro obecné @

o 0= s B 1" = o 3 -0 () e o)

) "
a specidlné pro o =1

8f(5) = 3 (<177 () e

Nyni miZeme pfikro¢it k samotnému diikazu identity Li-Zen-Su, ktery spo&iva ve
dvojim pouZiti posledniho vzorce (pro x = 0):

w0 =y ({) o an
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Pro zvolenou funkci

o= (")

n

je ziejmé

n—1

a0 = (-1

odkud indukci vzhledem k ¢islu i > 0 vychazi

n+2k—x—1>

A f(x) = ("*i"_‘f‘i).

Volbou x = 0 dostavame

Miéme tedy odvozen pomocny vztah

n+2k—i l' i\ (n+2k—s
= —1)* .
(%)= 5 ()
i N\ (n+2k—i\ _ (n+k\>
=\ 2k )\ k
nyni dokdZeme tak, Ze vyuzijeme predchdzejici vysledek. Podle n€ho je leva strana doka-

zované identity rovna
k 2 .
i—o\1/ =0 § n

Identitu Li-Zen-Su

Er ()R-
Eerl)(
Eer ()

kde jsme v poslednim kroku vyuzili Cauchyovy kombinatorické formule z prikladu 2. Dale

plati
(n+2k—s) (Zk—s) _ (n4+2k—s)! (2k—s)!

n k) nl(2k—s)! kl(k—s)!
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(n+k)! (n+2k—s)! _(n+k)(n+2k—s)

nk! (n+k)k—s)! \ k n+k

Predchozi soucet tedy miizeme dale upravit do tvaru

(B0
kN xe

Nyni ukdZeme, Ze posledni suma je rovna ( r ), ¢imz bude diikaz dokoncen. Diferen-

covanim funkce
n—+k+ x)

Jox(x) = ( K

vzhledem k proménné x s rozpétim @ = 1 dostaneme

n+k+x+1> B (n+k+x) B (n+k+x

A p—
Jukl¥) ( n+k n+k ntk—1

> = fap—1(x+1),

kde jsme pro hodnoty t = n+k+x a m = n+ k vyuZzili znamy vzorec

t t r+1
)= ()= ()
m—1 m m
Ze vzorce pro Af, x(x) postupné pro j = 1,2,...,k indukci dostaneme

N fui () = far—j(x+J)-

Specidlné pro j = k a x = 0 vychazi

N 4(0) = o (k) = (”“‘) _ (”jc‘ ").

n

Podle vzorce (11) vSak plati

850 = L 0 (s = L0 () uate =

s=0
e ()(E)

a vy$e uréend hodnota pro A¥ fnx(0) davéd Zddany vztah. Tim je diikaz identity dokoncen.
Piiklad 12. Pro kazdé celé ¢islo n > 0 a libovolnd komplexni ¢isla o # 0, B, x dokazte
Abelovu formuli:

n

(x+a)' =) (2) oo —vB) M (x+vB) .12 (12)

v=0

Reseni (Abelitv diikaz). Formuli dokdZeme indukci. Pro n = 0 je formule zfejmé& spravna.

12y knize str. 273-275
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Dile predpoklddejme, Ze formule plati pro néjaké n > 0, a dokazme ji pro hodnotu n o 1
vEtsi. Za timto Gcelem vyndsobme obé strany formule ¢islem (n+ 1) a integrujme podle
proménné x. Dostaneme

(x+a)”“=i(n) (o vB) T (o vB) e =

= \v/n—v+l1
i 1

=¥ (" oty vy (13
v=0

kde c je integracni konstanta.
Abychom konstantu ¢ ur¢ili, dosadme do (12) a (13) x = —(n+ 1)B. Obdrzime

n

a4 1B =Y ()l vB) (1)t 1

v=0

[ —(n+ D" =c—(n+1)B i (z) a(o—vB) H(=1)""V(n+1—v)""B",

v=0

Vyndsobime-1i obé& strany prvni rovnosti ¢islem (n+ 1)f a k vysledku pfi¢teme druhou
rovnost, dostaneme, Ze

c=lo—(n+ DB+ (n+1D)Bla—(n+1)B]" = afa— (n+1)B]".

Dosadime-li tento vyraz za ¢ ve (13), mame

n+1 n
ot = ("7 oo vy vy
v=0

coz je vztah, ktery jsme méli dokazat.






Kapitola 2
Priklady z knihy Y. Zhanga

Piiklady v této kapitole a jejich feSeni, které jsme misty upravili, jsou prevzaty z knihy
Combinatorial Problems in Mathematical Competitions od Y. Zhanga ([10]).

Piiklad 1. Na soukromém gymnaziu pracuje u uciteli a navstévuje je a studentil. Kazdy
z uciteld uci prave v studentl. Pro kazdé dva studenty plati, Ze maji pravé b spole¢nych
uciteli. Dokazte, Ze plati

Nt s

Reseni. Uvazujme ucitele I, ktery ui studenty E; a E,, (I # m). Spoledn& vytviareji trojici
(It E;, Ep). Celkovy polet viech takovychto trojic oznaéme C.

Pro kazdého ucitele plati, Ze uci v studentd, se kterymi vytvari (;) trojic. A uciteld na
gymnaziu je prave u, z ¢ehoz pro celkovy pocet trojic vyplyva

c:u.@.

Nyni se na situaci podivejme z pohledu dvojice studentd E;, E,, (I # m). Ti maji pravé b
spole¢nych uditell, se kterymi vytvateji b trojic. A dvojici studentli miZeme vybrat (g)
zpusoby, z ¢ehoZ vyplyva, Ze
a
C=b- .
)

" (;) —b. (;) odkud %:%:zx:g

Tim je feSeni této ulohy hotovo.

Dostavame, Ze

Priklad 2. Na vecirku se seSlo u lidi, ktef{ spliiuji nasledujici podminky. Vybereme-li
z nich libovolné u — 2 lidi, pokazdé mezi nimi najdeme stejny pocet dvojic, které se uz
diive setkaly. Tento pocet je roven 3%, kde a je pfirozené Cislo. Najdéte vSechny mozné
hodnoty u.”

1y knize str. 88-89
2y knize str. 89-90
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Reseni. Predpoklidejme, 7e mezi viemi u lidmi, ktef{ se na ve&irku sesli, je pravé v dvojic,
které se uz dfive setkaly. Je ziejmé, Ze (u — 2)-¢lennou skupinu lidi miZeme vybrat (uiz)
zpusoby. Ke kazdé této skupiné patii 3¢ dvojic, které se uz setkaly. Nyni urc¢ime, ke kolika
(u — 2)-Clennym skupindm kazda takovéto dvojice patii, abychom ji zapocetli do souctu v
pouze jednou.

Uvazujme pevné zvolenou dvojici. Chceme ji doplnit na (z —2)-¢lennou skupinu, takze
vybirdme zbylych u — 4 lidi. MiiZzeme je vybrat (Z:i) zpusoby. Pravé k tomuto poctu skupin
kazda dvojice, kterd se uz setkala, patii. Pro celkovy pocet ,,znamych* dvojic v tedy plati

_ 30 3 () _ 3% u(u—1)

o e
Nyni rozli§ime dva piipady, podle toho, zda ¢islo u je ¢i neni délitelné tiemi.

Pokud ¢islo u neni délitelné tfemi, potom (u,3) = (u—3,u) = (u—3,3%) = 1. Dile
ziejmé (u— 1,u—2) = 1, takZe z vyjadfeni v dostavame, Ze (u—3)|(u — 1). JelikoZ déle
(u—1) = (u—3)+2, musi platit, Ze (u—3)|2. TudiZ u — 3 < 2, neboli u < 5. Zarovei ze
zaddni plyne (“,%) > 3¢ > 3, z &eho? dostdvame, Ze u > 5. TudiZ u = 5.

Pokud &islo u je délitelné tfemi, potom &islo (u — 2) ziejmé délitelné tfemi neni. Pak
plati (u—2,3%) = (u—2,u— 1) = 1. Tentokrat z vyjadieni v plyne, Ze (u —2)|u. JelikoZ
u= (u—2)+2, dostavime, ze (u—2)|2. Tudiz u—2 <2, tj. u < 4. To je vSak spor
s podminkou, Ze (“;2) >34 >3,

Dospéli jsme tedy k zavéru, Ze jedina vyhovujici hodnota miZe byt u = 5. Uvazme tedy
5¢lennou skupinu lidi, ktef{ se potkali na vecirku. Pfedpoklddejme, Ze libovolné vybrana
dvojice lidi z této skupiny se uz dfive setkala. A tak mezi u — 2 = 3 ¢leny skupiny jsou
pravé (%) = 3! dvojice lidi, kteff se uz difve setkali. To vyhovuje podmince ze zadani pro
ptirozené ¢islo a = 1.

Piklad skupiny skute¢né spliiuje podminky zadani a Cislo 5 je jedinou moZnou hod-
notou u.

Priklad 3. Necht « a a jsou pfirozena ¢isla a V je mnoZina u bodl v roviné takovych, Ze
zadna trojice bodl z V nelezi v pifimce a ke kazdému bodu z V existuje nejméné a dalSich
bodu z V, které od né€j maji stejnou vzdalenost. Dokazte, Ze

1
a<§+v2u.3

Reseni. Necht V = {By,B,,...,B,}. Z druhé podminky v zad4ni dostdvame, Ze pro kazdy
bod B; z mnoZiny V existuje kruZnice k; se sttedem B; takova, Ze na ni leZi nejméné a dalSich
bodi z V. Pfedpokladejme, Ze pravé ¢; bodia z V lezi na kruznici k;(i = 1,2, ...,u) a Ze bod
B; je spoleCnym bodem pravé d; z té€chto kruznic. Podle zadani plati nerovnost

u u
u S Zci = Zd,’.
i=1 i=1

Je-li bod B; patfici do V spole¢nym bodem dvou kruZnic k., ky(x # y), sestavime trojici
{Bi,ky,ky} a mnozinu viech takovychto trojic oznacime R. Libovolnd dvojice riiznych

3y knize str. 93-94
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kruZnic ma nejvyse 2 priseciky. Proto existuji nejvyse 2 trojice, které obsahuji tuto dvojici
kruZnic. Pro u kruZnic je proto takovychto trojic nejvyse 2 - (’5) , Z ¢ehoz dostdvame, Ze

IR| <2 @) —u(u—1).

Na druhou stranu, bod B; je spoleénym bodem pravé d; kruznic, coZ znamend, Ze tento bod
je souddsti pravé (‘é’) trojic (i =1,2,...,u), a proto plati

w545 50

S vyuzitim vySe odvozenych vztahl a Cauchyovy nerovnosti postupné dostavame

u(u—1) (Zdz Zd)

oo () £ (5 (B0

1 1
u(u—1) > E(au)(au—u) = Eau(a— 1).

Obdrzeli jsme tak kvadratickou nerovnici
a?—a—2u—1)<0.
Jejim feSenim dostdvame horni odhad

1++/1 1
< il ZS(u )<1+\/@=%+\/ﬂ.

2

Tim je diikaz pozadované nerovnosti dokoncen.

Priklad 4. Uvnitf ¢tverce je zaddno 1000 bodli. Mezi nimi a vrcholy daného ctverce nee-
xistuje Zadna trojice bodu lezicich v pfimce. Nékteré dvojice ze zadanych bodi a vrcholu
¢tverce jsou spojeny useCkami tak, Ze vychozi ¢tverec je ve vysledku dokonale rozdélen
na trojihelniky. Strany téchto trojuihelnikil jsou pfitom tvofeny vyhradné ,,spojovacimi‘
tiseCkami a stranami pivodniho ¢tverce a Zadné dvé ,,spojovaci* tsecky nemaji spolecny
vnitini bod. Najdéte pocet ,,spojovacich* tsecek a pocet trojihelnikd, na které je Ctverec
rozdélen.*

Reseni. Piedpokladejme, e cely &tverec rozdéluje celkem u ,.spojovacich® dseek na cel-
kem v trojihelnikt. Soucet velikosti vnitinich dhld vSech v trojihelnikd je roven v - 180°.
Dile plati, Ze soucet velikosti vnitfnich Ghl, jejichZ vrchol je jednim z 1000 zadanych
bodi, je 1000-360°. Soucet velikosti vnitinich Ghld, jejichZ vrcholem je jeden ze zadanych
vrchol ¢tverce, je roven 4 - 90°. Z toho vyplyva rovnost

v-180° = 1000 x 360° +4 x 90°,

4y knize str. 87-88
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takze v = 2002.

Danych v trojihelnikd ma 3v stran. Kazd4 ,,spojovaci* tusecka je spole¢nou stranou
dvou trojihelnikd. A kazdd ze stran ptivodniho Ctverce je stranou jednoho trojihelniku.
Tudiz 3v = 2u + 4, z ¢ehoz dostavame, ze u = 3001.

Dokazali jsme, Ze zadany Ctverec je rozdélen na 2002 trojihelnikd za pomoci 3001
,spojovacich* usecek.

Priklad 5. Uvazujme mnoZinu A = {1,2,...,2005}. Z ni vySkrtneme u Cisel tak, aby mezi
zbylymi &isly nebylo Zadné, které by se rovnalo soucinu nékterych dvou dalSich ¢isel, ktera
jsme také nevyskrtli. Urete nejmensi moznou hodnotu .

Reseni. Uvazme téchto 43 trojic &isel: (2,87,2 x 87);(3,86,3 x 86);(4,85,4 x 85);...;
(43,46,43 x 46); (44,45,44 x 45). Pokud by vyskrtnutych &isel z mnoziny A bylo méné
nez 43, mezi zbylymi ¢isly by néktera z téchto trojic zlistala kompletni. To je v§ak v rozporu
se zadanim tlohy, takZe musime vySkrtnout minimalné 43 Cisel.

Odstrafime nyni z mnoZiny A pravé 43 Cisel 2,3, .. .,44. Potom soucin dvou libovolnych
zbylych ¢isel je minimalné 45 x 46 = 2070, piipadné 1 x ¢ = ¢ (c € {45,...,2005}). Mezi
zbylymi &isly tedy neni Zadné, které by se rovnalo soucinu nékterych dvou dalSich z nich.

Tim jsme urcili nejmensi moZnou hodnotu u = 43.

Priklad 6. 49 studentl jsme nechali fesit stejnou trojici tloh. Kazda dloha byla hodnocena
celoc¢iselnym poctem bodid, maximum bylo 7 bodl, minimum 0 bodt. Dokazte, Ze existuje
dvojice studentti U a A takova, Ze u Zadné z trojice tloh nedostal student U niz$i hodnoceni
neZ jeho kolega A.°

Reseni. Predpoklidejme nejprve, Ze existuje dvojice studentii takovd, e u prvnich dvou
uloh dostali stejné bodové hodnoceni. Pak bez ohledu na to, jak dopadli s hodnocenim
u tfeti dlohy, zfejmé existuje v této dvojici student (oznacme ho U), ktery u Zadné ulohy
nedostal niz§{ hodnoceni neZ druhy kolega (ozna¢me ho A).

Nyni naopak predpoklddejme, Ze pro libovolnou dvojici studentl plati, Ze jejich hod-
noceni u prvnich dvou udloh nejsou uplné stejnd. Kazdého z 49 studenti budeme déle
reprezentovat bodem v roviné s dvojici soufadnic (u,v), kde 0 < u,v <7, u (resp. v) od-
povida bodovému zisku studenta u prvni (resp. druhé) tlohy. Vzhledem k predpokladu
dostavame 49 riznych bodi v roving.

Uvazme nasledujici mnoZiny.

C={(u,v)|u,y € Z,0 <u,v <7},

Dy = {(u,v)|(u,v) €C,0<u<7,v=0nebou=7,1<v<7};
Dy = {(u,v)|(u,v) €C,0<u<6,y=1nebou=6,2<v<7};
D3 = {(u,v)|(u,v) €C,0<u<5v=2nebou=53<v<7};
Dy ={(u,v)|(u,v) €C,0<u<4,v=3nebou=4,4<v<7};
Ds ={(u,v)|(u,v) eC,u=2,3a4<v<T7}
Dg = {(u,v)|(u,v) €C,u=0,1a4 <v<T}.

Sy knize str. 24
6y knize str. 25-26
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Z obrazku 2.1 dobfe vidime, Ze 49 bodl odpovidajicich jednotlivym studentim patfi do
mnoziny
C=D UDyUD3UD4UDsU Dg.

| | | | | | | | | | | | | |
e
| Y | | | | | | | | | | | |
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Obrazek 2.1: Tlustrace prikladu 12. Body patfici do mnoZiny D; jsou vyznaceny fialove,

body pattici do mnoZiny D, zelené, body mnoZiny D3 maji Zlutou barvu, body mnoZiny
Dy jsou vyznaceny Cervené, body mnoziny Ds jsou modré a body mnoziny Dg Cerné.

Z Dirichletova principu vyplyva, Ze mezi t€mito 49 body existuje 9 takovych, Ze patii
do stejné ,,déckové* mnoziny. JelikoZ mnoZiny D5 a Dg jsou obé pouze osmiprvkové, danou
mnoZinou musi byt nékterd z mnoZin Dy, D, D3, Dy.

Studenti, kterym danych 9 bodd odpovidd, pochopitelné dostali hodnoceni i za tfeti
ulohu. JelikoZ moZnych hodnoceni je pouze 8 a studentl 9, n€ktefi dva studenti z dané
devitice dostali za tfeti dlohu stejné hodnoceni. Z konstrukci mnozin Dy, D;,D3,D4 Vy-
plyva, Ze v této dvojici studentl existuje student (oznacme ho U), jehoZ hodnoceni u Zadné
z prvnich dvou tloh nebylo niZsi neZ u druhého studenta (oznacme ho A).

Tim je feSeni ulohy hotovo.

Priklad 7. Nechf M znaci libovolnou n-prvkovou mnoZinu piirozenych ¢isel mensich nez
2n (n > 4). Dokazte, Ze existuje neprazdnd podmnozina A mnoZiny M takova, Ze soucet
viech prvki z A je délitelny 2n.”
Reseni. Pro libovolnou uvazovanou mnoZzinu M = {ur,up, ..., u,} rozlisime dva piipady,
které oddélené vyteSime.

V prvnim ptipadé n ¢ M. Plati, Ze 2n pfirozenych Cisel

UL UD,y .. Up, 20— UL, 20— Up, ..., 20 — Uy,

7y knize str. 24-25
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patii do mnoziny {1,2,...,2n— 1}. UZitim Dirichletova principu dostdvame, Ze nutné mezi
témito Cisly existuji dvé sobé rovna. Ale &isla uy,uy, ..., u, jsou navzajem rizna. Stejné
tak ¢isla 2n —uy,2n—uy, . ..,2n — u, jsou navzajem raznd. TudiZ musi existovat indexy i, j

takové, Ze u; = 2n — uj,u; # n,u; # n. Potom ziejmé u; # u; a pritom u; +u; = 2n. Tim
jsme nasli poZzadovanou dvouprvkovou mnoZinu A a prvni piipad je vyfeSen.

Ve druhém pripadé n € M. Bez ujmy na obecnosti polozme u,, = n. Uvazme zbylych
n—1(n—12>3)¢isel uy,uy,...u,—. Pfipustme existenci trojice ¢isel u, < up, < u. takové,
Ze Cisla u, — up, a up — u, jsou délitelnd n. Potom u, — uy = (ue — up) + (up — ug) > 2n.
To je v§ak nemozné. TakZe nutné existuji 2 &isla u, < up(a,b € {1,2,...,n— 1}) takova,
Ze up — u, neni délitelné n. Opét bez Gjmy na obecnosti, necht uy — u; neni délitelné n.
Uvazme nasledujicich n ¢isel

Up,up,uy +uz,uj +u2—|—u3,...,u1+u2+'-~—i—un—|—l.

Opét postupné rozebereme dva ptipady.

(1) Pokud mezi danymi n ¢isly nejsou zadnd dvé kongruentni modulo n, musi mezi
nimi byt jedno, které je délitelné n. Toto Cislo vyjadiime ve tvaru vn (v je pfirozené Cislo).
Je-li v sudé, s hleddnim poZadované podmnoZiny jsme hotovi. Je-li v liché, potom v+ 1 je
sudé a vn+u, = (v+ 1)n je délitelné 2n a s hledanim poZadované podmnoziny jsme opét
hotovi.

(2) Zbyva situace, kdy mezi danymi n ¢isly jsou dvé kongruentni modulo n, takze jejich
rozdil je délitelny n. OvSem rozdil u; — u; takovy neni. Z ¢ehoz vyplyva, Ze onen rozdil
délitelny 7 je roven souctu né€kolika (minimalné jednoho) z éisel uy, u, ..., u,—1 (n—1>3).
Potom uZ poZadovanou podmnoZinu snadno najdeme analogicky se situaci (1).

Na zdvér jesté Ctendfe upozornime, jak dileZitd je podminka n(n > 4). Uvazujme
situaci n =3 a mnozinu {1,3,4}. V tomto piipadé zddnd podmnoZina spliiujici podminky
zaddani neexistuje.

Priklad 8. V jisté spolecnosti 1ze kazdou dvojici zaméstnancii oznadit jako ,,pfatelskou‘
nebo ,,nepiitelskou’. Clenové ,,pratelské“ dvojice jsou skutecné piatelé (prételstvi je obou-
stranné). Stejné tak clenové ,,nepratelské* dvojice jsou opravdu nepratelé (tento vztah je
rovnéZ oboustranny). Spolecnost ma celkem a zaméstnanct a u ,,pratelskych dvojic. Déle
plati, Ze mezi tfemi libovolné vybranymi zaméstnanci najdeme aspoi jednu ,,nepratelskou*
dvojici. DokaZzte, Ze existuje zaméstnanec spolecnosti takovy, ze pocet ,,pratelskych* dvojic
v mnoZiné jeho (pfipadné jejich) nepfitel je mensi nebo roven u(1 — 2—’2‘).8

Reseni. Kazdému zamé&stnanci spolecnosti prifadime jeden bod v roviné: By,B;,...,B,
(body prislusné rtiznym zaméstnancim jsou navzdjem rizné). Tvori-li dva zaméstnanci
,pratelskou’ dvojici, jim pifislusné body spojime zelenou useckou. V opacném piipadé
(zaméstnanci tvorii ,,nepfatelskou‘ dvojici) spojime body, které témto zaméstnanct piislusi,
fialovou useCkou. Ozna¢me w; pocet zelenych usecek, které spojuji bod B; s dalSimi body
(coZ znamend, Ze zaméstnanec, kterému piislusi bod B;, m4 w; pfétel). Potom ziejmé bod
B; je krajnim bodem a — w; — 1 fialovych dsecek (neboli zaméstnanec, kterému piislusi bod
Bi, ma a —w; — 1 nepratel). Plati to pro kazdé i = 1,2,...,a.

Dile plati, Ze

a
Z w; = 2u.
i=1

8y knize str. 169-172
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Obréazek 2.2: Ilustrace piikladu 8 proa =4, wy =wr =2, w3 =wyg = 1.

Vzniklé zelené a fialové tsecky tvoii strany trojihelnika (viz obrazek 2.2). Pocet troju-
helniki se 2 fialovymi a 1 zelenou stranou ozna¢me F, pocet trojuhelnikl se 2 zelenymi
a 1 fialovou stranou ozna¢me Z. Protoze podle podminky ze zadani tlohy neexistuje troju-
helnik se 3 zelenymi stranami, pro pocet Z trojihelnikd se 2 zelenymi a 1 fialovou stranou

plati vzorec
a
Wi
Z= .
£()

Nyni uvazme uhly, jejichZ vrcholem je néktery z bodid B; a jejichZ ramena tvoii 2 z danych
obarvenych dsecek. Takovyto thel, jehoZ ramena maji rizné barvy, nazveme riiznobarevny
tihel. Celkovy pocet riiznobarevnych tihlu je roven

2(F+2) = iwi(a—wi— 1).

S vyuzitim vySe uvedenych vztahti a Cauchyovy nerovnosti dostavame

i (a—w;i—1) ——Zw, —;lZwi—ZwizS

2
a 4 4 4uy? 4y

Pro kazdé i = 1,2,...,a ozna¢me y; pocet trojihelnikd s fialovymi stranami B;Bj a B;By
a zelenou stranou B ;By.. Potom y; udava pocet ,,pratelskych dvojic mezi nepfateli zamést-

NI*—*
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nance, kterému odpovida bod B;. Ztejmé plati }.7' , y; = F, odkud dostdvame, Ze

Z vlastnosti aritmetického priméru vyplyva, Ze nutné existuje zaméstnanec spolecnosti,
kterému odpovidd hodnota y; < u(1— i—;‘), a tudiz pocet ,,pratelskych* dvojic mezi nepriteli
tohoto zaméstnance je mensi nebo roven u(1 — %) Tim je dikaz hotov.

Priklad 9. Necht U je a-prvkova mnozina a Uj,U,,...,U, jeji podmnoZiny takové, Ze
Zadna z nich neni podmnozinou nékteré dalsi z téchto podmnozin. DokaZzte, Ze

Z 1
S (o)
kde |U;| znaci pocet prvkii podmnoziny U; (1 <i<v).”

Reseni. Nerovnost (1) je po rozepsani kombinacnich ¢isel pomoci faktoridlti ekvivalentn{
s nésledujici nerovnosti:

<1, (1)

14

Y Uil (a—|Ui)! < a. )
i=1
Na jednu stranu, pocet vSech permutaci z a prvkii mnoziny U je roven a!. Na druhou stranu,
pro kaZdou podmnozinu U; miiZzeme sestrojit permutaci z a prvkii mnoziny U nasledovné:

biby by, c1c2- oy 3)

kde biby---by, je kompletni permutace z prvkd mnoZiny U; a cic2- ¢4y, je kom-
pletni permutace z prvki mnoZziny U;x (U;x je dopln€k podmnoZziny U; v U). Pocet vSech
permutaci v podobé (3) je roven |U;|!(a — |U;|)! pro kazdé i =1,2,...,v.
Dale ukazeme, Ze pro libovolna i # j jsou vSechny permutace typu (3) korespondujici
s podmnoZzinami U; a U rozdilné. Ozna¢me libovolnou kompletni permutaci korespondujici
s Uj jako
b\b - - TUJ-|CIIC/2"'C;—\UJ-\ 4)
a predpokladejme, Ze i # j a Ze permutace (3) a (4) jsou totozné. RozliSme nyni piipady
Uil < |Uj| a |U;| > |Uj|. V prvnim z nich plati by = b}, by = by,..., by, = bTU”, a tedy
U; € U, coz odporuje podmince ze zaddni tlohy. Podobné ve druhém ptipadé, kdy plati
\Ui| > |Uj|, odvodime spornou inkluzi U; C U;. Skupiny permutaci, které odpovidaji jed-
notlivym mnoZindm Uj, jsou tedy po dvou disjunktni, a proto pro celkovy pocet permutaci
v téchto skupindch s vyuZzitim pravidla souctu dostdvime nerovnost (2), kterou jsme chtéli
dokézat.

Priklad 10. Nechf U je kone¢nd mnoZina bodii. Jeji prvky jsou zelen¢ a fialové obarveny
aVy,Va,. .., Veg jsou pétiprvkové podmnoziny U spliiujici nésledujici podminky:

(1) Kazd4 z podmnoZzin Vi, V>, ..., Veg obsahuje alespoii 1 zeleny bod.

(2) Pro libovolnou trojici bodl z U existuje pravé jedna mnozina V; (i = 1,2,...68), kterd
tuto trojici bodu obsahuje.

Rozhodnéte, jestli mezi mnozinami Vi, Vs, ..., Veg nutné existuje takova, kterd obsahuje 4
nebo 5 zelenych bodi.'”

9y knize str. 176177
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Reseni. Predpoklddejme, Ze mnozina U mé a prvki, a tedy (g’) tiiprvkovych podmnozin.
Kazda z téchto tiiprvkovych podmnoZin patii pravé do jedné zmnozin V1, V5, . . ., Veg. Kazda
mnozina V;(i = 1,2,...,68) obsahuje pravé (g) = 10 tfiprvkovych podmnozZin. Mnoziny

Vi,Va,..., Vs tedy celkem obsahuji 68 - 10 = 680 tfiprvkovych podmnoZin. Proto

a
= 680
(3) =ow.

a(a—1)(a—2) =4080=17-16-15,

z ¢ehozZ dostavame

takze a = 17.
Nyni pfedpokladejme, Ze v mnozin€ U je celkem z zelenych bodi a Ze oproti zkouma-
nému zavéru kazd4 z mnozin Vi, V,, ..., Vg obsahuje nejvyse 3 zelené body. Ttiprvkovou

podmnoZzinu Z mnoZiny U nazveme ,,zelenou®, pokud obsahuje pravé 1 zeleny a 2 fialové
body. Potom celkovy pocet ,,zelenych tfiprvkovych podmnozin U je roven (?) (', %). Na
druhou stranu, pro kazdé 3 zelené body existuje jedind pétiprvkova mnoZzina V;, kterd tuto
trojici bodt obsahuje. TakZe existuje praveé (g) pétiprvkovych mnozin V;, které obsahuji
3 zelené body (kazda z t€chto mnoZin obsahuje pravé 3 ,,zelené* 3prvkové podmnoZziny).
Dile plati, Ze kaZdé ze zbylych 68 - () podmnoZin V; obsahuje 1 nebo 2 zelené body, a tedy
(1) (3) = 6 (obsahuje-li 1 zeleny bod) nebo (%) (3) = 6 (obsahuje-li 2 zelené body) ,,zele-
nych* tfiprvkovych podmnozin. Proto celkovy pocet ,,zelenych* tfiprvkovych podmnoZin
je3(3) +6(68 — (3)). Z toho dostdvdme, Ze

3(5) vess— (3= ()("; )

2 — 1872+ 1377 — 408 = 0.

S vyuzitim kongruence modulo 5 ziskany vztah dale upravime a dostaneme
3=7-3742:=2(z-1)(z—2) (mod5).

Provéime postupné vSechny mozZnosti: z =0,1,2,3,4 (mod 5). Ani jedna z nich odvozené
kongruenci nevyhovuje. Tak jsme sporem dokdzali, Ze mezi mnoZinami Vi,V;,...,Veg
existuje takova podmnoZina, kterd obsahuje 4 nebo 5 zelenych bodd.

Piiklad 11. Nechf U je mnoZina s 2002 prvky a necht A je celé &islo, 0 < A < 22002,
Dokazte, Ze je mozné obarvit kazdou podmnoZinu mnoZiny U zelené nebo fialové tak, aby
byly splnény nésledujici podminky:
(1) Sjednocenti libovolnych dvou zelenych podmnoZzin je zelend mnoZina.
(2) Sjednoceni libovolnych dvou fialovych podmnoZin je fialovd mnoZina.
(3) MnoZina U md pravé A zelenych podmnoZin. '’
Re§eni. Dokdzeme, Ze takové obarveni miizeme udélat pro kazdou n-prvkovou mnoZinu
U, ={1,2,...,n}, kde n je pfirozené Cislo, a pro kazdé celé ¢islo A,, 0 <A, < 2".

Dukaz provedeme matematickou indukci vzhledem k n. Piipad n =1 je trividlni.
Predpoklddejme, Ze miZeme obarvit viechny podmnoZziny mnoziny U, = {1,2,...,n}

1y knize str. 172-173
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pozadovanym zptisobem pro kazdé celé Cislo A,, 0 < A, < 2". UkdZeme, Ze existuje
obarven{ spliiujici podminky ze zadédni pro mnozinu U, = {1,2,...,n+ 1} a celé &islo
Ani1, 0 <A, <271 Uvédzime nasledujici dva piipady.

V prvnim ptipadé 0 <A, < 2" Aplikujme indukéni predpoklad na U, a A, = A4 1.
Dostavame obarveni vSech podmnoZin U, které spliiuje vSechny podminky ze zadani.
VSechny zatim neobarvené podmnoziny mnoZziny U, | obsahuji prvek n+ 1 a obarvime je
vSechny fialové. Dohromady dostaneme obarveni v§ech podmnoZin mnoZiny U, , které
zfejmé vyhovuje zadani.

Ve druhém pifpadé 2" +1 <A, 1 <21 tak7e A, ;| = 2"+c, kdece {1,2,...,2"}.
S vyuzitim prvniho piipadu vime, Ze existuje obarveni vSech podmnozin mnoziny U,
které spliiuje podminky (1) a (2) a obsahuje pravé c¢ zelenych podmnozin. VSechny zatim
neobarvené podmnoZiny mnoZiny U, obsahuji prvek n+1 a je jich celkem 2". VSechny
je obarvime zelené. Vzniklé obarveni vSech podmnoZin mnoZiny U, zfejmé spliluje
podminky (1) a (2) ze zaddni a mnoZina U, md navic pravé 2" +c = A, zelenych
podmnozin, takZe je splnéna i podminka (3). Tim je diikaz indukci pro kazdé ptirozené n
hotov. Tvrzeni tak plati i pro hodnotu n = 2002 ze zadéani tlohy.

Priklad 12. 9 ¢tvereckt (kazdy o obsahu %cmz) jsme ndhodné poloZzili do rovinného
obrazce O o celkovém obsahu 1cm?. DokaZte, Ze existuji minimalng 2 &tverecky takové,
Ze obsah jejich prekryti je alespon % cm?.!1?
Reseni. Viechny dile uvadéné obsahy jsou v cm?.

Dané ¢tvereCky Uy, Ua, ..., Uy podle zadani maji stejné obsahy |U;| = % Jelikoz dale
Z?:l \Ui| = % > 1, nutné se dva ze ¢tvereckt U; prekryvaji.

Pripustme, ze pro kazdé i,j,1 <i < j<9,je |UNU;| < %. Potom obsah plochy
pokryté ctverecky Uy,Ua, ..., Uq je vétsi nez 1. Skutecné

9
U UU,U---UUs| > i;\u,-y —1<;< UiNUj| > 9 x %— (g) X % =1,
= <i<j<9
kde neostrd nerovnost vyplyvd z toho, Ze zadani nevylucuje, Ze se na urcitych mistech
prekryvaji vice nez 2 Ctverecky. AvSak vSechny ¢tverecky Uy, Us, . . ., Ug leZi uvniti obrazce
O o obsahu 1, proto
‘Ul UUQU“-UUg‘ <1,

ato je spor. Existuje tudiZ dvojice ¢tvereckt U;,U;(1 <i < j <9) takova, Ze |U;NU,| > %.

Priklad 13. Ve mésté U zije n divek a n chlapct, pfitom kazda z divek zna vSechny chlapce.
Ve mésté V zije n divek (Fi,F,...,F,;) a2n—1 chlapci (G1,Gy,...,Gy,—1) a pro kazdé
i=1,2,...,nplati, Ze divka F; zna pravé chlapce Gy, ...,Gy;—1. Prokazdé c € {1,2,...,n}
vyberme c divek a ¢ chlapcii z mésta U a stejné tak ¢ divek a ¢ chlapct z mésta V. Mladez,
ktera Zije ve stejném méste, ,,sparujeme* pro chystany ples, v obou pfipadech dostaneme
¢ paru. Pfi ,sparovani musime dodrZet nasledujici pravidlo: tane¢ni par miize utvofit
pouze divka a chlapec, kterého uz tato divka znd. Ozna¢me U (c) (respektive V(c)) pocet
moznosti pro vyhovujici vybér ¢ divek a c chlapcti ve mésté U (respektive V). Dokazte, Ze

U(c)=V(c)."

12y knize str. 168
13y knize str. 101-102. Netiplné feeni v origindlnim zdroji bylo dopln&no vedoucim préce.
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Re§eni. Uvazujme popsanou situaci pro kazdé n > 1 a ozname proto U(c) = Uy,(c)
aV(c) =V,(c). JelikoZ ve mésté U znd kazda divka kazdého chlapce, pro kazdé n > 1 plati

_(n 2' B (n!)?
9= (1) o= e ©

Nyni odvodime rekurentni vztahy pro hodnoty V,,(c), kde n >3 a 2 < ¢ < n. Pro dané n
a c rozliSime dva pripady podle toho, jestli divka F, patfi/nepatii mezi ¢ vybranych divek.

V prvnim piipadé divka F, mezi ¢ vybranych divek patii. Potom pocet moznosti, jak
utvofit zbylych ¢ — 1 parg, je V,,_1(c — 1). JelikoZ partnerem divky F,, mtze byt kterykoliv
ze zbylych (2n— 1) — (c — 1) = 2n— ¢ chlapci, s vyuZitim pravidla souc¢inu dostavame, Ze
celkovy pocet moznosti je (2n—c)V,—1(c—1).

Piejdéme ke druhému piipadu, kdy divka F;, mezi ¢ vybranych divek nepatii. Potom
nutné plati ¢ < n, divky byly vybrany ze skupiny F1,F3,...,F,_1 a jejich tanecni partnefi
ze skupiny G1,Ga,...,G2,—3. Celkovy pocet moznosti vybéru je pak V,_(c).

Shrneme-li naSe vySe uvedené uvahy, pro kazdé n > 3 dostavame vztahy

Va(c) = (2n—c)Vp—1(c—1)+V,—1(c), Va(n) =nV,—1(n—1), (6)

kdec=1,2,...,.n—1.
Ziejmé U, (1) = n? =V, (1) a Up(2) = 2 = V5(2). S vyuzitim (5) vime, Ze

I (G VU
Un-1(c) = [(n—1—c)2-c!
a také |
Up1(c—1)= [(n—1)1]

[(n=c)t2- (c—=1)

S pomoci pravé uvedenych vztahii snadno odvodime, Ze
Uy(c)=2n—c)Uy—1(c—1)+U,—1(c), U,(n) =nU,—1(n—1), (7)

kde opétc =1,2,...,n—1.

Porovname-li vztahy (6) a (7), matematickou indukci vzhledem k n dostaneme, Ze
n

posloupnosti (Un(c)> 2 (Vn(c)> maji stejné prvni ¢leny a jsou zadany stejnym
c= =

rekurentnim vztahem, takze plati U,(c) = V,(c) pro kazdé ¢ = 1,2,...,n a dikaz je do-
koncen.

Priklad 14. Kruh je rozdélen na u (u > 2) kruhovych vyseéi S1, 52, ...,Sy, kazdd vysec je
obarvena jednou z a barev tak, Ze sousedni vyse€e jsou obarveny riznymi barvami (jedno
z moznych obarveni pro u = 7, a = 3 ilustruje obrdzek 2.3). Kolika riznymi zpiisoby lze
takto vysede obarvit?'*

Reseni. Pocet riiznych obarveni pro dany pocet vyse&i u a barev a oznaéme fula).

14y knize str. 102-103
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Obrazek 2.3: Tlustrace prikladu 14 pro u =7, a = 3.

Nejdfive uvazme pripad, kdy u = 2. Prvni vyse¢ miiZe byt obarvena libovolnou z a da-
nych barev, druhd vyse¢ libovolnou z a — 1 barev, které jsme pii obarveni prvni vysece
nepouzili. Tudiz

fala)=a-(a—1).

Nyni uvazme piipad, kdy u > 2 a pokusme se odvodit rekurentni vztah. Prvni vyse¢
opét miiZzeme obarvit libovolnou z a danych barev, druhou vysec libovolnou z a — 1 barev,
které jsme pifi obarveni prvni vysece nepouzili. Treti vyse¢ opét jednou z a — 1 barev
(,,vyloucena“ je ta barva, kterou jsme obarvili druhou vysec). Stejné tak mdme a — 1
moznosti obarveni pro ¢tvrtou, patou, . .., u-tou vysec¢. Barvy vyseci S, a §; mohou byt
rizné, ale také mohou byt ob& vysee obarveny stejnou barvou. Dostdvame a(a — 1)*~!
ruznych obarveni. Tato obarveni rozdélime do 2 skupin pravé podle barev vyse¢i S; a S,,.

Do prvni skupiny zafadime ta obarveni, pii nichZ jsou barvy vyse¢i Sy a S, rizné. Pocet
obarveni v této skupiné je pravé hledana hodnota f,(a).

Do druhé skupiny zaradime zbyld obarveni, pfi nichZ maji vysece S1 a S, stejnou barvu.
Mizeme je pak ,,spojit do jediné vétsi vysece. Kruh pak bude rozdélen na u — 1 vysedi,
které mohou byt obarveny f,_;(a) zpisoby. To je zdroveri pocet obarveni ve druhé skupiné.

Odvodili jsme rekurentni vztah (pro kazdé u > 2)

ful@)+ fu—1(a) = ala—1)""",

Nyni zavedme g,(a) = (f: {(fgu pro kazdé a > 2 a kazdé u > 2. Z odvozeného rekurentniho
vztahu dostavame, Ze
(@ + g 1(a) = 2
8uld a_lgufla _a—l’
1
gu(a)—1= _;[gu—l(a) —1].

Cisla gu(a) — 1 tedy utvofi pti pevném a geometrickou posloupnost, takze plati

1

—)"?[g2(a) 1],

gula) — 1= (- —
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gu(a) —1=(— 1 )u_z [(52_((11))2 — 1] = (— 1 )u—2 [‘(Zia__l;) B 1] ,

a—1 a—1

ula) =1 = (=)' 5y

Nyni uz jednoduchou tpravou ziskdme vysledny vzorec
ful@) = (a=1)"+(=1)"(a=1)  (u=2)

pro hledany pocet riznych obarveni kruhu pfi daném poctu vyseci u a barev a, ktery ziejmé
plati i v pfipadé a = 1.

Priklad 15. Na turnaji se kazdy hrac¢ utkal pravé jednou s kazdym z ostatnich. Na konci
kazdého utkani byly body rozdéleny nasledovné: vitéz 2 body, porazeny 0 bodi, v piipadé
remizy kazdy hra¢ 1 bod. Po skonceni turnaje bylo zjisténo, Ze kazdy z hraci ziskal presné
polovinu svych bodii v utkdnich s 10 hraci, ktefi celkové ziskali nejméné bodl. (Tedy
i kazdy z 10 hract s nejniz§imi bodovymi zisky ziskal polovinu svych bodl v utkanich
s dal§fmi 9 bodové nejméné tisp&inymi hraci.) Kolik hraci celkem se turnaje zicastnilo?'?
Reseni. Celkovy pocet hracu, kteff se turnaje zacastnili, oznaéme n. Vichni hradi dohro-
jemnych zdpasech celkem 2(120 ) = 90 boddt, cozZ je polovina jejich celkového bodového
zisku, takZze 10 bodové nejméné tspéSnych hracu ziskalo celkem 180 bodii. Nejuspés-
n&jSich n — 10 hradi ve vzdjemnych zédpasech ziskalo 2(" ;10) = (n—10)(n—11) bodd,

vvvvvv

hraca ziskalo celkem 2(n — 10)(n — 11) bodti. Dostavame ndsledujici rovnici:
n(n—1)=180+2(n—10)(n—11),
kterou upravime do tvaru
n> —41n+400 = (n—25)(n—16) = 0.

Turnaje se tedy mohlo zicastnit 25, ptipadné 16 hracli. Nyni ukdZeme, Ze 16 hraci se turnaje

zucastnit nemohlo. Primérny bodovy zisk nejispésnéjSich n — 10 hraci totiz nemize byt
mensi neZ praimérny bodovy zisk 10 nejméné tspéSnych hracuy, tj.

2(n—10)(n—11) : (n—10) > 180 : 10,

tedy n > 20. Turnaje se tak mohlo zuicastnit jeding 25 hracu.

I kdyZ to zadani ulohy nevyzaduje, ukdZeme, Ze takovy turnaj s 25 hraci existuje.
Hréce rozdélime na 15 dspésnych a 10 neiispésnych. Kazdé utkani mezi dvéma dspesnymi
nechame skoncit remizou, kazdy z ispésnych tak z téchto zapasi ziska 14 bodl. Vsechna
utkani mezi netspésnymi také nechame skoncit remizou, kazdy z neiispésnych z téchto
zapasu ziska 9 bodl. Zbyvaji utkani dvojice iispésny - neiispésny. Kazdého z vspésnych
nechame v zdpasech proti neiispésnym vybojovat 6 vyher, 2 remizy a 2 porazky, coz mu
prinese dalSich 14 bodl. Kazdého neiispésného v téchto zdpasech nechdme dopadnout

15y knize str. 166, 270-271
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stejné, tj. aby vybojoval 3 vyhry, 3 remizy a 9 porazek, coz mu pfinese dalsich 9 bodu. Je
zfejmé, Ze v turnaji s nami navrzenym prubéhem kazdy z 25 hract ziska pravé polovinu
svych bodt v utkanich s neiispésnymi, ¢imz jsme ukdazali, Ze turnaj s vlastnostmi popsanymi
v zadéni existuje.

Priklad 16. Na konci Skolniho roku se 14 spoluzikti domluvilo, Ze si spole¢né zahraji
japonské Sachy §ogi. Kazdy hrac hraje pravé jednou s kazdym z ostatnich 13 a kazda hra
kondi vitézstvim jednoho z hrac¢d. Pokud hra¢ A porazi hrace B, hra¢ B porazi hrace C
a hra¢ C porazi hrace A, trojici (A,B,C) nazveme ,Gplnou”. Uréete maximalni moZny
pocet , iplnych* trojic.'®

ReSeni. Danych 14 hradh oznatime Aj,...,A14 a pocet vyher hrice A; (i = 1,2,...,14)
ozna¢ime a;. Pokud tfi hraci netvoii ,,iplnou* trojici, pak pravé jeden z nich porazil oba
dalsi hrace z této trojice. Odtud plyne, Ze pocet trojic, které nejsou ,,uplné®, je Z}il (‘5’)
Pocet ,,uplnych* trojic je tudiz U = (134) — }il (‘;’) Aby U nabylo maximdlni mozné
hodnoty, musi byt pocet ,,netiplnych* trojic minimalni moZny.

Dokéazeme, Ze nabyva-li Zilil (‘;’) minimdlni hodnoty, pak |a; —a;| < 1,1 <i<j < 14
Pfipustme, Ze naopak existuji poCty vyher a;, a takové, Ze a; —aj > 2. Jisté pak existuje hrac
Ay, ktery prohral s hra¢em A; a zdaroven porazil hrdCe A ;. Zméiime v celém turnaji vysledky
pouze t&chto dvou zdpasi. Pak bude platit pro nové pocty vyhera; = a; — l,a;~ =a;+1,
a, = ay, (k#1,j,1 <k < 14). Potom

B -£0)=(5+ () [@)+ ()] -

—a,~+1—|—aj:—(a,~—aj)+1 <-2+41=-1.

L(1)<2(%)

coZ je ve sporu s tim, Ze hodnota }i] (“2’) byla vybrdna jako minimélni moZna.

Tedy

Uvézime-li, 7e Y14, a; = (124) =91 ala;—a;] <1(1 <i,j < 14), dostdvame, Ze mezi
Cisly aj,an,...,a14 najdeme sedmkrat ¢islo 6 a sedmkrat Cislo 7. Minimélni hodnota

Y2 (%) se tedy rovnd
6 L 7
2 2

a maximdlni mozny pocet ,,iplnych* trojic se tedy rovna

14 14 /a;
= — =364 —252 =112.
U (3) Z(2> 36 5

i=1

7 =252

Zjistény pocet 112 je skute¢né mozny, protoZe jsme popsali, jak se k nému dostaneme
opakovanymi zménami vZdy dvou vysledki ze vSech zdpasu.

16y knize str. 136-138
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Priklad 17. Dne karetnich her se dcastni 2004 divky. VSechny sedi kolem kruhového stolu
a hrajf hru s 2004 kartami. Na zacdtku md vSechny karty divka D. Ma-li nékterd z divek
u sebe vice neZ jednu kartu, musi dat po jedné karté kazdé ze svych dvou sousedek. Hra
kon¢i ve chvili, kdy mé kazda z divek pravé jednu kartu. DokaZzte, Ze za danych pravidel
je nemozné hru ukon¢it.!’

Reseni. Budeme piedpoklddat, ze hru ukondit Ize. Divky ozna&ime &isly 1,2, ...,2004.
Pokud divka i ma na dplném zacatku nebo po nékterém tahu (tahem rozumime, Ze néktera
z divek predd karty svym sousedkdm) u sebe kartu K, karté K pfiradime aktudlni hodnotu
i. Pfedpokladejme, Ze po u-tém tahu je soucet vSech aktudlnich hodnot karet S,,, pfitom na
zacatku hry ma vSechny karty divka D s ¢islem a, tedy So = 2004 - a. Pokud v u-tém tahu
predava karty sousedkdm divka 1 (divkam 2 a 2004 ), soucet vSech aktudlnich hodnot karet
stoupne o

(2004 — 1)+ (2—1)=2004,  tedy S, =S,_; +2004.

Pokud v u-tém tahu predava karty sousedkdm divka 2004 (divkam 1 a 2003), soucet vSech
aktualnich hodnot karet klesne o

(2004 —2003) + (2004 — 1) = 2004,  tedy S, = S,_; —2004.

Pokud v u-tém tahu piedava karty sousedkdam divka i (2 <i <2003) (divkdmi—1ai+1),
soucet vSech aktudlnich hodnot karet se nezméni, protoze

i— G+ D)]+[i—(—1)]=0, tedy  Sy=S.1.

Z ptredchozich tvah vyplyvd, Ze soucet S, je vZdy ndsobkem c¢isla 2004. Pokud hra po
ur¢itém poctu taht skonci, pro soucet aktualnich hodnot karet bude platit, Ze

S=1+4+2+---4+2003 42004 = 1002 - 2005.

Ziskéany soucet vSak zfejmé neni ndsobkem cisla 2004. Z nastalého sporu vyplyva, Ze nas
uvodni pfedpoklad byl chybny a Ze za danych pravidel je skute¢né nemozné hru ukoncit.

Priklad 18. Je ddna mnoZina U obsahujici 48 riznych pfirozenych ¢isel, jejichz rozklady
na prvocinitele obsahuji pouze prvocisla mensi nebo rovna 29. Dokazte, Ze mnoZina U
obsahuje Ctyfi riiznd pfirozena ¢isla takova, Ze jejich soucin je druhd mocnina prirozeného
&isla.!®

Reseni. Existuje pravé 10 prvo&isel, kterd jsou mensi nebo rovna 29:

pP1= 27[)2 = 3>P3 :57]74 :77p5 = 1171’6 = 137[?7 = 17,1?8 = 197179 = 23ap10 =29.
M¢éjme mnoZinu
A={p{'p3?---piy|ai=0nebo 1,i=1,2,...,10}

a systém mnoZin B obsahujici vSechny dvouprvkové podmnoziny mnoZiny U. Pro kazdou
mnoZinu {a,b} € B miiZeme soucin ab zapsat v jednoznaéném tvaru: ab = K2, - I, kde

17y knize str. 125-126
18y knize str. 81-82
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K, je piirozené &islo a I, € A. To, Ze kazdé mnoZiné {a,b} € B miZzeme jednoznacné
pfifadit [, € A, ndm umoziiuje definovat zobrazeni f : B — A piedpisem f({a,b}) = l,.

Jelikoz |B| = (¥) = 1128 > |A| = 2'0 = 1024, zobrazeni f neni injektivni. Existuji
tedy {a,b},{c,d} € B,{a,b} # {c,d} takové, Ze

lap = f({a,b}) = f({c,d}) = lea,

z ¢ehoz dostavame
abcd = Kgblab 'Kcz-dlcd = (Kachdlab)z.

Jsou-li ¢isla a,b,c,d riznd, pravé jsme nasli Ctvefici ¢isel poZadovanych vlastnosti. Je
vSak mozné, Ze se mnoziny {a,b} a {c,d} v jednom ¢&isle shoduji. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, Ze a # ¢,b = d. Potom abcd = acb? a ac je druhd mocnina pfirozeného
Cisla.

Nyni &fsla a,c z mnoziny U vyjmeme. Plati, Ze |U \ {a,c}| = (426) = 1035 > |A|. Zo-
pakujeme ptedchozi dvahu. Z ni plyne, Ze existuji dvé rGzné mnoZiny {a’,b'},{c,d'}
ze systému dvouprvkovych podmnozin U \ {a,c} takové, Ze soucin a’'b'c’d’ je druhou
mocninou pfirozeného &isla. Pokud jsou ¢&isla @', b, ¢/, d’ riizna, tvoii Stvefici &isel pozado-
vanych vlastnosti. Je v§ak mozné, Ze se mnoziny {da’,b'} a {¢’,d’} v jednom &isle shoduji.
Bez tijmy na obecnosti predpokladejme, 7e a’ # ¢/, b’ = d’. Potom d'b'c'd’ = d'c'b'> a d'c’
je druhd mocnina pfirozeného &isla. Dostdvame, Ze prirozena Cisla a,c,d’, ¢’ jsou rizna
a jejich soucin je druhd mocnina ptirozeného ¢isla. Tim je diikaz hotov.

N4

Priklad 19. Na soutézi zahradkart se seslo 40 soutézicich. Libovolné vybranych 19 za-
hradkari sdili obdiv k zeleniné pravé jednoho ze svych kolegli. Tento obdiv je vzdy
jednostranny, takZe pokud zahradkai A obdivuje zeleninu svého kolegy B, zahradkéatr B
zeleninu zahradkare A neobdivuje. Také neuvazujeme, Ze by zahradkari obdivovali svou
vlastni zeleninu. DokaZte, Ze existuje mnozina U tvorend 20 zahradkari ucastnicimi se
soutéZe takovd, Ze pro kazdého zahradkaie V € U plati, Ze V neni zahradkafem, jehoZz
zeleninu obdivuje viech 19 zbylych zahradkafi patiicich do U."

Re§eni. MnoZinu tvofenou viemi 40 zahradkari, ktefi se zucastnili soutéZe, ozna¢me Z.
20prvkovou podmnoZinu P mnoZiny Z nazveme dobrou, pokud v ni najdeme zahradkare,
jehoz zeleninu obdivuje vSech 19 dalSich zahradkart patficich do P (ze zadani vyplyva,
Ze neni mozné, aby v P bylo takovych zahradkaii vic nez jeden). Chceme dokdzat, Ze
existuje 20prvkova podmnoZina mnoziny Z, kterd neni dobrd. To je ekvivalentni s tvrze-
nim, Ze dobrych 20prvkovych podmnoZin mnoziny Z je méné nez (50), coz je pocet viech
20prvkovych podmnoZin mnoZiny Z.

Oznacme X systém mnozin obsahujici vSechny dobré 20prvkové podmnoZziny Z a Y
systém mnozin obsahujici vSechny 19prvkové podmnoziny Z. Pro kazdou mnozinu R € Y
ozna¢ime g(R) zahradkére, jehoZ zeleninu obdivuje vSech 19 osob z R. Z definice dobré
podmnoZiny vyplyvd, Ze pro kazdou mnozinu 7 € X existuje jedind osoba O € T takova,
ze O =g(T \ {0O}). MiiZzeme tedy definovat zobrazeni f : X — Y nésledovné

F(T)=T\oO.

Zobrazeni f je zfejmé injektivni. Pokud by se totiZ dvé rizné mnoZiny 71, T, € X zobrazily
na tutéZ mnozinu R € Y, vSech 19 osob z R by sdilelo obdiv k zeleniné dvou riznych

19y knize str. 80-81
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zahradkéaia Oy a O, kde O € Ty \Ra O, € T> \ R, coZ by bylo v rozporu se zaddnim tdlohy.

Dostavame, ze
X| < |y| = 40 - 40
-9 20/’

coz jsme chtéli dokdzat. Skutecné tedy existuje mnozina U tvorend 20 zahradkari ucastni-
cimi se soutéZe takova, Ze pro kazdého zahradkare V € U plati, Ze V neni zahradkarem,

£V O N, s

jehoz zeleninu obdivuje vSech 19 zbylych zahradkéit patticich do U.

Priklad 20. Je dan kruh s obvodem 24 cm a obvodovou kruzZnici rozdélenou na 24 shodnych
oblouku. Kolika zptisoby miiZeme vybrat 8 bodt z 24, které obvodovou kruznici rozdéluji,
tak, aby délka kratSiho oblouku mezi libovolnymi dvéma vybranymi body nebyla ani 3 cm,
ani 8 cm??!

Reseni. Danych 24 bodi oznacime 1,2, ...,24 podle pofadi na kruZnici a zapiSeme je do
tabulky 3 x 8:

1147 ]10]13]16|19 |22
9 [12]15]18 (21|24 |3 | 6
17120232 |5 | 8|11 |14

V této tabulce dvé sousedni Cisla v fadku (prvni a posledni ¢islo v fadku také povazujeme za
sousedni) odpovidaji dvéma bodim takovym, Ze délka kratsiho oblouku mezi nimi je 3 cm.
Diéle v této tabulce dvé sousedni ¢isla ve sloupci (prvni a posledni ¢islo ve sloupci také
povaZzujeme za sousedni) odpovidaji dvéma bodim takovym, Ze délka kratsiho oblouku
mezi nimi je 8 cm. Z kazdého sloupce tedy miZeme vybrat nejvyse jedno Cislo. Jelikoz
vybirdme prave 8 Cisel (a jim odpovidajici body), z kazdého sloupce musime vybrat pravé
jedno &islo, pficemz Cisla vybrand ze sousednich sloupcti (prvni a posledni sloupec také
povazujeme za sousedni) nesméji leZet ve stejném radku.

Podivame-li se na kazdy sloupec jako na kruhovou vysec a na prvni, druhy a tfeti fadek
kazdého sloupce jako na tfi barvy, je tento problém ekvivalentni s pfipadem u = 8,a =3
v piikladu 14. Hledany pocet zptsobt, kterymi miizeme pozadovanym zpiisobem vybrat
8 bodti rozdélujicich obvodovou kruznici, je tedy roven

fz(3) =28+ (—1)%.2=258.

Priklad 21. Predpokladejme, Ze skupina n lidi (n > 6) spliiuje nasledujici podminky:

(1) Kazdy ¢len skupiny loni poslal pfani k narozeninidm nejvyse n — L%j ¢lendm skupiny.
(2) Pro libovolné vybrané tii ¢leny skupiny plati, Ze v této trojici minimalné dva lidé loni
poslali prani k narozenindm obéma zbylym ¢lentim trojice.

Dokazte, Ze je mozné téchto n osob rozdélit do dvou disjunktnich mnoZin tak, aby pro libo-
volnou dvojici osob z téze mnoZiny platilo, Ze si loni k narozenindm popialy navzdjem.”!
Reseni. Cleny skupiny budeme reprezentovat body v roving, z nich? z4dné tii neleZi na
jedné piimce. Pokud si dva lidé loni navzdjem popfali k narozenindm, spojime jim piislu-
$né body zelenou tseckou. V opacném piipadé prislusné body spojime fialovou useckou.
Je ziejmé, Ze v zaddném z bodl nekonci vice n — L%J zelenych usecek. Déle pro libovolné
tii body plati, Ze minimdlné jedna dvojice bodi z této trojice je spojena zelenou tseckou.

20y knize str. 104-105
2ly knize str. 60—62
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Ptvodni problém jsme ptevedli na kol dokazat, Ze je mozné rozdélit uvazovanych n bodu
do dvou disjunktnich mnoZin tak, aby kazdé dva body ze stejné mnoZiny byly spojeny
zelenou useckou.

Mnozinu danych n bodl ozna¢ime U. V kazdém z bodi mnoziny U kon¢i nejméné

1 n+2 n
n—1—|(n— =|=
2 2
fialovych tsecek. Pfedpoklddejme, Ze bod A; je spojens | 5] body By, By, .. -B| 1) fialovymi

tiseCkami a Ze bod By je spojen s | 5| body Ay,A;, .. 'AL%J fialovymi useCkami. Tak jsme
definovali mnoZiny

UIZ{A17A27---7AL%J} a UQZ{Bl,Bz,...,BL%J}.

Ziejm& Uy NU, = 0 a libovolné dva body z téZe mnoZiny U; (i = 1,2) jsou spojeny zelenou
usecCkou.

Je-li n = 2k sudé Cislo, je mnoZina U rozdélena do dvou disjunktnich k-prvkovych
mnozin U; a U, které maji poZadovanou vlastnost.

Je-lin =2k+ 1 > 6 liché ¢islo, pak k > 3. Tehdy |U; UU,| = 2k, takze existuje jediny
bod C € U, ktery nepatii do U; U U,.

Jsou-li body C a By spojeny fialovou dse¢kou, oznaéme U{ = U; U{C}. Zfejmé libovolné
dva body z mnoZiny U] jsou spojeny zelenou tseckou, stejné jako libovolné dva body z Us.
Déle U{ NU, =0 aU{UU, = U. Tim je opét nalezeno pozadované rozdéleni mnoZiny U.

Stejnou dvahu zopakujeme pro piipad, kdy jsou body C a A spojeny fialovou tdseckou.
PoZadované rozdéleni mnoziny U opét existuje.

Zbyva ptipad, kdy je bod C s obéma body A;,B; spojen zelenou useckou. Nutné
existuje nejméné 5| = k > 3 bodi, které jsou s bodem C spojeny fialové, a viechny tyto
body nelezi ve stejné mnoziné U; (i = 1,2). Bez Gjmy na obecnosti pfedpokldadejme, Ze
bod C je spojen fialovymi use¢kami s nékterym bodem A; € U; (2 < i < k) a s nékterymi
body B;,B,, € U (2 <1< m<k). Vime, Ze bod A; je spojen fialovymi tiseCkami nejméné
s | 5] = k body, z nichZ nejméné k — 1 bodi (mimo bod C) patif do U,. Pomineme-li body
B;, B, € Uy, v mnoZiné U, zbyva pouze k — 2 bodi. Bod A; tedy musi byt s nékterym
z bodu By, B, spojen fialovou tseckou. Necht je to bez djmy na obecnosti bod B;. Potom
vsak pro trojici bodti C, A; a By plati, Ze zadna dvojice bodu z této trojice neni spojena
zelenou useckou. Vznikly spor znamend, Ze neni mozné, aby byl bod C spojen s obéma
body Ay, B; zelenou dseckou.

Tim jsme dokdzali, Ze danych n osob je skute¢né mozné rozdélit do dvou disjunktnich
mnoZin tak, aby pro libovolnou dvojici osob z téZe mnoZiny platilo, Ze si loni k narozenindm
popraly navzdjem.

Priklad 22. Pro celé ¢islo n > 0 dokazte nasledujici identitu:

2 (02 (1 0) = (0

22y knize str. 95-97
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Reseni. Zacneme tim, Ze koeficient u x” v mnohoc¢lenu

(1+x)2n+l :2§l <2nl;|— 1>xk

k=0

2n+1

'), Zéroveii

je pravé (

n

(1407 = (142 420" (1+x) = ¥ (Z) 2% (1 + 22"k (1 4-x) =
k=0

_ i (Z) 2Kk (14 x2) k4 i (Z) kR (] o x2)nk
k=0

k=0
Je-li n — k liché, potom scitanec z prvni sumy

n—k . )
(”) 2Kk (1 42k = (”) ok ok Z (” ' k)xzz
k k =\

neobsahuje mocninu x", zatimco scitanec z druhé sumy

n—k
N\ ok ket 2k (1 kk+lz n—k\ ,
(k)2x 1+ _(k>2x i:O( I )x’

mocninu x"* obsahuje a piislusny koeficient je

(Z) 2k(<n —nk_—kw/z) - (k) 2k(L<nn—_k§/2J)'

Je-li naopak n — k sudé, potom s¢itanec z prvni sumy mocninu x"* obsahuje a prislusny

koeficient je . .
(Z> 2k<<nn— k)/z) B (k) Zk(wn— k)/2J>’

zatimco sc¢itanec z druhé sumy mocninu x" neobsahuje.
Dohromady dostdvdme, Ze koeficient u x* v (1 +x)?"*1j

e
;Zo (k> 2 < un"_}f/zj)

a porovnanim s ivodnim vyjadfenim téhoZz koeficientu dostaneme zadanou identitu.

Priklad 23. Je ddna mnoZina U = {x1,x2,...,X4,+3} a jeji podmnoZiny Ay,Az, ..., A4pt3,
které spliiuji ndsledujici podminky:

(1) Libovolnych n+ 1 prvka z U patii pravé do jedné podmnoZziny A; (1 <i<4n+3).
(2) |Aj| >2n+1 (i=1,2,...,4n+3).

Dokazte, Ze pro libovolné dvé podmnoZiny A;,A; (1 <i < j <4n+3) plati, Ze maji pravé
n spoleénych prvki.”?

23y knize str. 91-93
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Reseni. Vytvoiime tabulku (4n +3) x (4n -+ 3) tak, Ze &islo v i-tém fadku a j-tém sloupci
zaddame predpisem

- 1, kdyZzx; €A, —
ajj = {0 kdyZxi ¢ A, kdei,j=1,2,...,4n+3.

PoloZzme r; = Z‘}ff ij, [j = 24”T3 a;j. Potom r; udava poCet podmnozin z Ay, ..., A4, 3,
které obsahuji prvek x;, a /; udavé pocet prvki podmnoZiny A ; (tedy /; = |A |). Z podminky
(2) ze zadani dostavame, Ze

4n+3 4n+34n+3 4n+34n+3 4n+3

Yri=Y Yai=Y Y aj=Y [Aj]>@n+3)2n+1).
i=1 =1 j=1 j=1 =1 j=1

Je-li x; spole¢nym prvkem podmnoZin A;,A; (i < j), vznikne ndm trojice {xz;A;,A;}.
MnoZzinu takovychto trojic ozna¢ime V. Z podminky (1) ze zaddni dostavame, Ze pro
kazdé dvé rizné podmnoZiny A;,A; plati |A;NA;| < n. Existuje tedy nejvyse n trojic z V,
které obsahuji danou dvojici A;, A, a proto

vi<n- <4”2+3> _ n(dn+3)(2n+1).

Na druhou stranu, kazdy prvek x; patfi do r; podmnoZin z Ay, ...,A4,13, existuje tedy
pravé ('}) trojic z V obsahujicich dany prvek x;. Proto

a3 4nt3  4ni3
|vr=2() <2rk Zrk).
k=1 1

Zkombinujeme-li vySe odvozené vztahy a Cauchyovu nerovnost, dostaneme
4n+3 4n+-3 1 4n+3 2 4n+3
4n+3)(2n+1) — _ —
n(4n+3)(2n+ Zrk Zrk 23 4n+3<2 k) Y

k=1

1 k=1

Z toho vyplyva, ze v nerovnosti n(4n+3)(2n+ 1) > |V| musi nastat rovnost, coZ podle
postupu jejiho odvozeni znamend, Ze kazdé dvé podmnozZiny A;,A; (1 <i< j<4n+3)
skute¢né maji pravé n spole¢nych prvka.

Priklad 24. V roviné je ddno 18 bodu, z nichz Zadné tii nelezi v pfimce. Kazdé dva
body jsou spojeny useckou, kazdad usecka je obarvena zelenou, nebo fialovou barvou.
Predpokladejme, Ze pocet zelenych tsecek koncicich v jednom z danych bodii U je lichy

a Ze pocty zelenych usecek koncicich v kazdém z dalSich 17 bodt jsou navzajem razné.
Urcete pocet ,,vicebarevnych® trojihelniki (s alespon jednou zelenou a s alespoii jednou



Kapitola 2. Ptiklady z knihy Y. Zhanga 43

fialovou stranou), jejichZ vrcholy jsou tvofeny trojicemi z 18 piivodné zadanych bodi.”*
Refeni. Polet trojihelnikii se tiemi zelenymi stranami oznadime m, poCet trojihelniki
se dvéma zelenymi a jednou fialovou stranou n a pocet trojihelnikd s jednou zelenou
a dvéma fialovymi stranami p. PocCet ,,vicebarevnych* trojuhelniki, ktery chceme urdit,
je tudiz roven n+ p. K tomu budeme v zavéru feseni jeSté potiebovat poznatek, zZe pocet
vSech zelenych usecek je %(3171 +2n+ p), nebot kazdd z nich je stranou 18 —2 =16
z uvazovanych trojihelnik.

JelikozZ pocty zelenych tisecek koncicich v kazdém ze 17 bodli riznych od U se navziajem
1i§1, mohou bytbud 0,1,...,16,nebo 1,2,...,17 (nebof pocty 0 a 17 se navzdjem vylucuji).
Uvazme prvni piipad a pocet zelenych usecek koncicich v bodé€ U ozna¢me 2k — 1. Potom
je celkovy pocet vSech zelenych tisecek roven

%{O—i—l-l—----l— 16+2k—1}=4- 17—|—k—%,
coz vSak zfejmé& neni celé ¢islo. Tento spor vylucuje prvni pfipad, piejdéme tedy ke dru-
hému. 17 bodi raznych od U oznalime Bj,B,,...,By7 tak, aby pocet zelenych usecek
koncicich v kazdém bodé B; byl roven i. Potom bod B{7 je spojen zelenymi tseckami se
vSemi 17 dalSimi body a bod B je spojen zelenou tseckou pravé s bodem By7. Odtud se
pro i = 1 odvodi takové tvrzeni: bod Bj7_; je spojen zelenymi useCkami s dalS§imi 17 —i
body riznymi od bodl Bj,B;,...,B; a bod B;;| je spojen zelenymi tseckami s i+ 1
body B17,Bi¢,.-.,B17—i. Indukci se platnost tohoto tvrzeni celkové rozsiti na hodnoty
i=0,1,...,7 ajeho prvni ¢ast (o bodu By7_;) i pro i = 8. Odtud plyne, Ze bod U je spojen
zelenymi useckami s 9 body By7,Bjg,- .., B9.

Uhel, jehoZ vrcholem je jeden ze zadanych bodti a rameny dvé zelené tsecky, nazveme
zelenym. Podle pocti zelenych useCek vychazejicich z jednotlivych bodd B; a rovnéz
z bodu U dochazime k zavéru, Ze celkovy pocet zelenych tihlu, které se vyskytuji po tfech
v m trojuhelnicich a ostatni po jednom v #n trojihelnicich, je roven

3m+n:£(i)+(9) = 852. ()
= \2 2

Druhym zavérem je, Ze celkovy pocet zelenych usecek, o kterém uZ jsme se zminili
v uvodnim odstavci feSeni, je roven

1 1
E(3m+2n+p):5(1+2+-~+17+9):81. )

Kombinaci (8) a (9) dostdvame, Ze pro hledany pocet ,,vicebarevnych* trojihelniki plati

n+p=0Bm+2n+p)— (3m+n)=16-81 —852 =444,

Priklad 25. V republice R (kterd se d€li na kraje) je 1001 mésto, kazda dvé z nich jsou
spojena jednosmérnou cestou. Z kazdého mésta vychdzi pravé 500 jednosmérnych cest do
500 dalSich mést a pravé 500 takovych jednosmérnych cest do kazdého z mést vstupuje.
V kraji K lezi 668 ze vSech mést. DokaZte, Ze po zminénych cestach najdeme spojeni

24y knize str. 166, 271-272. Originalni zad4n{ i feSeni byly upraveny autorkou préce.
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mezi libovolnymi dvéma mésty kraje K, aniz bychom béhem cesty museli navstivit nékteré
z mést, které do kraje K nepatii.”

Reseni. Predpoklidejme naopak, 7e v kraji K lezi mésta U,V takovi, Ze cesta z U do V,
béhem které bychom nemuseli navstivit ani jedno mésto mimo kraj K, neexistuje. Rozdélme
vSechna mésta z kraje K do mnoZin A, B takovych, Ze pro kazdé mésto C € A plati, Ze
existuje cesta z mésta U do mésta C takova, Ze béhem ni Zadné mésto mimo kraj K
navstivit nemusime (pfedpoklddejme, Zze U € A), a pokud C ¢ A, potom C € B. Ziejmé
V € B, takZe B # 0.

Potom pro kazda U; € A a V; € B plati, Ze jednosmérnd cesta mezi t€émito mésty musi
vést z V; do U;. V opacném piipadé€ by totiZ existovala cesta U — U; — V; bez navstévy
nékterého z mést mimo kraj K, coz je ve sporu s tim, Zze V; € B.

Necht |A| = a,|B| = b, zfejmé a+ b = 668. Je-li a > b, potom a > 334 > b. Existuje
celkem (}2’) jednosmérnych cest mezi mésty v B, tudiZ nutné existuje mésto D € B takové,
7e z n¢j vychazi alespon % (3) = %(b — 1) jednosmérnych cest mificich do dalSich mést z B.
Meésto D je zarovenl piimo spojeno a jednosmérnymi cestami se v§emi mésty v mnoziné
A. Pocet jednosmérnych cest vychézejicich z mésta D je tedy alesponi

a+(a+b)—1_ 33446681

1
at+=-(b—-1)= 5 > >

2
coz je v rozporu se zadanim ulohy.
Je-li a < b, potom a < 334 < b. Existuje celkem (g) jednosmérnych cest mezi mésty
v A, tudiZ nutné existuje mésto E € A takové, Ze do néj vchazi alespon é(g) = %(a —1)
jednosmérnych cest z dalSich mést v A. Mésto E je zaroven pifimo spojeno b jednosmérnymi
cestami se vSemi mésty v mnoZiné B. Pocet jednosmérnych cest vchazejicich do mésta E
je tedy alespon

> 500,

b+ (b+a)—1_ 33546681

1
b+-(a—1)= 5 > >

2
coZ je opét v rozporu se zaddnim ulohy.
Shrneme-li pfedchozi zavéry, dostdvame, Ze nas vychozi predpoklad byl chybny, a tudiz
skutecné existuje spojeni mezi libovolnymi dvéma mésty kraje K takové, Ze béhem cesty
nemusime navstivit nékteré z mést, které do kraje K nepatii.

> 500,

Priklad 26. Centrum chemického vyzkumu je tvofeno 99 laboratofemi. Mezi laboratofemi
funguje potrubni posta, kazdé dvé z nich jsou propojeny jednou potrubni cestou. Mezi
vSemi potrubnimi cestami je pravé 99 obousmérnych, ostatni jsou jednosmérné. Pokud
Ctverice laboratofi spliiuje, Ze do kterékoliv z té€chto ¢tyf laboratofi miZzeme poslat zpravu
ze vSech tfi dalSich laboratofi cestami v této ¢tverici, oznacime tuto Ctverici laboratofi
jako ,,dobfe propojenou‘‘. Navrhnéte schéma, aby pocet ,,dobfe propojenych* ctvefic byl
co nejvyssi, a toto nejvyssi mozné &islo uréete.”®
Reseni. Budeme uvaZovat obecn&jsi pfipad s n laboratofemi a n obousmé&rnymi potrubnimi
cestami (n > 3 je liché). Déle polozme m = 3(n — 3).

Je-li ve Ctvefici laboratofi laborator L takovd, Ze je se vSemi dalSimi laboratofemi
ve Ctvefici spojena jednosmérnou potrubni cestou a navic vSechny tyto potrubni cesty

25y knize str. 180, 275-276
26y knize str. 193-197. NetipIné feseni v originalnim zdroji bylo dopInéno vedoucim prace.
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z laboratore L vychézeji, dana ¢tvefice laboratofi ,,dobfe propojenou‘ neni. MnoZinu vSech
Ctvefic s takovouto laboratofi L ozna¢ime U a mnoZinu zbylych Ctvefic laboratofi, jez

<13

nejsou ,,dobfe propojené®, oznac¢ime V. Potom pocet ,,dobie propojenych* Ctvefic je

n
A, = —|\U|—\V]|.
(3)-tw1-w

Laboratofe oznac¢me 1,2,...,n a pocet jednosmérnych potrubnich cest vychazejicich
z laboratofe i ozna¢me x;. Potom
n
Xi
=3 (3)

i=1
a s ohledem na pocet n obousmérnych cest plati

n 1
X{+xp+x, = (2) —n= En(n—3) = mn.

A, nabyde nejvétsi hodnoty, kdyZ budou ob€ hodnoty |U| a |V| soucasné nejmensi mozné.
Nejdfive dokaZeme, Ze [U| > n(’}). K tomu ukdZeme, Ze |U| nabyva nejmensi hodnoty na
takovém systému cest, kdy pro kazdd moznd 1 <i < j < n plati, Ze |x; — x;| < 1. Pfedpo-
klddejme naopak, Ze existuji takovd 1 <i, j <n,i # j, Ze x; —x; > 2. Jist& existuje laboratof
Ly, do které vede jednosmérnd cesta z laboratofe L; a zdroveni z ni vychdzi jednosmérna
cesta do laboratore L;. Zménime v celém systému cest pouze tyto dvé orientované cesty.
Pak bude pro nové pocty jednosmérnych potrubnich cest vychdzejicich z laboratofi platit
xi=x + 1L}, = x; — Ly =x(k#i,j,1 <k <14). Potom ¥ x) = Y] x. Je-li

l
navic [U'| =Y}, (’;:) pak

ww=(5)+(5)-()- () -
(1) ()- (3302 )- ()=

protoZe (xj —1) —x; > 1. To je ve sporu s tim, Ze |U| nabyva nejmensi hodnoty. Dodejme,
Ze odvozend nerovnost |U| > |U’| neplati v piipadé x; = 2 a x; = 0, kdy ob& kombina¢ni
cisla (V) 1) a (%) jsou rovna nule. Tehdy plati |U| = |U’|, takZe navrZenou zm&nu hodnot
xj,x; miZeme provést i v tomto piipadé, aniZ hodnotu |U| zménime.

Pripomenime, Ze x| + x» + - - - + x, = mn, takZe aritmeticky pramér ¢isel xi,x2,...,x,
je roven ¢islu m. Kdyby neplatilo x; = x, = --- = x,, = m, méli bychom i a j takova, Ze
xj >m+1ax; <m—1, takZe by platilo x; —x; > 2 a podle pfedchoziho by hodnota |U|
nebyla nejmensi mozna. Obecné proto plati |U| > n(’;’), pfi¢emZ rovnost nastane pouze,
kdyZ x; = xp = - -+ = x,, = m. To spolu s trividlni nerovnosti |[V/| > 0 vede k odhadu

1
A, = (Z) —|U|-v| < (Z) _n<’;’) —0= En(n—3)(nz+6n—31). (10)

Nasledujici schéma ukaze situaci, kdy nerovnost (10) ptejde v rovnost. Danych n laboratof{
ztotoZznime s body Bi,B»,...,B; umisténymi na kruZnici po sméru chodu hodinovych
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rucicek. Kazdé dvé sousedni laboratofe spojime obousmérnou cestou, tudiZ obousmérné

cesty jsou nasledujici:
§1192, §233, e §n—an7§nBl-

Prokazdai,je€ {1,2,...,n},i# j, obsahuje-li oblouk B/ZE, od B; k Bj po sméru hodinovych
rucicek lichy pocet bodi, body B;, B; spojime jednosmérnou cestou z B; do B;. JelikoZ n
je liché, pravé jeden z oblouki s koncovymi nesousednimi body B;, B; obsahuje po sméru
hodinovych ruciéek lichy pocet bodi, takze nase zavedeni jednosmérnych cest je korektni.
Kupftikladu orientace jednosmérnych cest s krajnim bodem B je nasledujici:

B1B3, BBy, BiBs, BB, ..., BB, 2, BiB,_1.

Orientaci cest s krajnim bodem B; prokazdéi € {2,3,...,n} dostaneme z pfedchoziho vy&tu
tak, Ze vSechny indexy bodl B zvét§ime o i — 1, pfitom vysledné indexy vétsi neZ n
o hodnotu n jeSté zmensime.

Pii popsaném zavedeni jednosmérnych cest je patrné, Ze pro kazdé i je pocet jedno-
smérnych cest, které z bodu B; vychdzejf, roven &islu 3 (n — 3) = m, takze [U| = n (). Nynf
dokdzeme, Ze v tomto schématu |V| = 0.

Nejprve vysvétlime, Ze pokud ve Ctvefici laboratoii jsou nékteré dvé reprezentovany
body B; a B}, které jsou na kruZnici sousedni, pak takova Ctvefice je ,,dobfe propojend®.
Skute¢né, pro kazdé k ¢ {i, j} plati, Ze pokud ob¢& cesty ByB; a BiB; jsou jednosmérné, pak
diky sousednosti B}, B; jedna z téchto dvou cest z bodu By vychézi a druha v ném konci.
Proto je kazda trojice By, B;, B ,,dobfe propojend* a z t€to vlastnosti obou trojic By, B;, B;
a B;,B;,B; plyne, Ze ,,dobie propojend® je i kazda Ctvefice B;, B, By, B;.

Proto neni-li ¢tvetice laboratofi ,,dobie propojend*, vSechny cesty mezi t€émito labo-
ratofemi jsou jednosmérné. Po sméru chodu hodinovych rucicek ozna¢me tyto laboratofe
B;i,B;,By,B; a necht b;,bj,by,b; znaci v tomto sméru pocty laboratoii mezi B; a Bj, Bj
a By, Bi a B; a By a B;. Potom soucet b; + b + by + b; = n — 4 je liché ¢islo. To znamena,
Ze poCet lichych Cisel mezi Cisly b;, b, by, b; je rovnéz lichy (tedy 1 nebo 3).

Nejdiive uvazme piipad, kdy mezi Cisly b;, b, by, b; je pravé jedno liché (bez Gjmy na
obecnosti je timto ¢islem b;). Potom s ohledem na to, Ze ¢isla b;,bj + by + 1 jsou lichd,
zatimco Cisla b, by, by, bi+bj+1 jsou sud4, je orientace vSech Sesti cest mezi B;, Bj, By, B
jednoznacné urcena a vyznacena na obrdzku 2.4. Podle ného se snadno presvédcime, Ze
jde o ,,dobfe propojenou* Ctvefici, a to je spor.

Nyni uvazme piipad, kdy mezi Cisly b;,b;,by,b; je pravé jedno sudé (bez tijmy na
obecnosti je timto ¢islem b;). V tomto pifpadé€ jsou suda Cisla b;, b; + b + 1, zatimco lichd
jsoucislabj, by, b;,b;+ by + 1. Odpovidajici orientace cest mezi B;, B, By, B; je vyznaCena
naobrdzku 2.5. ProtoZe z vychodu B vSechny tii cesty vychézeji, patii Ctvefice B;, B, By, B,
do mnoziny U.

Dostavame, Ze v tomto schématu skute¢né plati |V | = 0, takze v diive dokdzané nerov-
nosti (10) pro dané schéma nastane rovnost. Nejvyssi mozny pocet ,,dobfe propojenych*
Ctveftic je tedy X

2
&n(n —3)(n"+6n—-31).
Na zavér dosadime do vysledku hodnotu n = 99 ze zadani, pro kterou hledany pocet vyjde

99 48
-9 =2052072.
(3)-(5)
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By

Obrazek 2.4: Situace, kdy mezi Ctvetici laboratoii existuji pouze jednosmérné cesty, ¢islo
b; je liché, Cisla b, by, by suda.

Obrazek 2.5: Situace, kdy mezi Ctvetici laboratoii existuji pouze jednosmérné cesty, ¢islo

7z w7z

b; je sudé, Cisla b, by, by licha.






Kapitola 3

Priklady z dalSich zdroju

Priklady v této kapitole a jejich feSeni, kterd jsme sepsali podrobnéji a misty také upra-
vili, jsou pievzaty z nejruzné&jSich prevazné zahrani¢nich zdroji (viz seznam literatury
a poznamka u kazdého z piikladi).
Priklad 1. Je dano 1978 mnozin, kazd4 z t€chto mnoZin ma 40 prvka. Kazdé dvé mnoZziny
maji pravé jeden spole¢ny prvek. Dokate, Ze viech 1978 mnoZin m4 spoleény prvek.!
Reseni. Jednu ze zadanych mnoZin oznaéme U. UvaZujme zbylych 1977 mnoZin, z nichz
kazda ma s mnoZzinou U jediny spolec¢ny prvek. Jelikoz % > 49, existuje prvek u € U
takovy, Ze patii do 50 dalSich mnozin Uy, Us,,...,Usy a je jedingym spolecnym prvkem
téchto mnoZin. Nyni uvazujme libovolnou dalsi ze zadanych mnoZin, oznaéme ji V.

Nechf u ¢ V. MnoZina V ma spole¢ny prvek s kazdou z mnozin Uy, U,, . .., Usgy. Téchto
50 prvki musi byt navzajem riznych, protoze jedinym spole¢nym prvkem Uy, Uy, ..., Usq
je prvek u, ktery za uvazované situace do mnoziny V nepatii. To v§ak znamen4, Ze mnoZina
V musi obsahovat minimalné 50 prvkd, coz je vsak ve sporu se zadanim, podle kterého
mnozina V je 40prvkova. Pfedpoklad u ¢ V byl tedy chybny.

MnozZinu V jsme volili obecné, takZe pro kazdou z 1978 mnoZin plati, Ze obsahuje
prvek u. TudiZ vSechny zadané mnoziny maji spole¢ny prvek a diikaz je hotov.

Priklad 2. 1600 radnich vytvofilo celkem 16 000 vybora. Kazdy vybor m4 pravé 80 ¢lent.
Ukaizte, e existuji dva takové vybory, které majf alespoii 4 spole¢né ¢leny.”

Reseni. Na priklad se budeme divat z pohledu jednotlivych radnich. Oznaéme postupng
ui,...,u1600 pocty vybort, jejichz ¢leny jsou radni 1,...,1600. Snadno odvodime, Ze zde
mame celkem (”21) 4+ (” 1300) ,,vyborovych dvojic. Pod nf rozumime kaZdou neuspora-
danou dvojici vybord, jez jsou ,,provazany* radnim, ktery je ¢lenem obou téchto vybort,
pritom v pfedchozim souctu pocitime kazdou takovou dvojici tolikrét, kolik provazujicich
radnich m4.

Kazdy z A = 16000 vybori ma pravé 80 ¢lent, takZe musi platit

uy+---+upgo0 = 80A = 1280000.

Odhadnéme vyse uréeny pocet ,,vyborovych dvojic*

uj uigoo\  u1(ur—1) u600(U1600 — 1)
() () g

'[6]
*l6]

—49_
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_ Wit tulepg e+ uigoo S 1(u1+-- +uie0)” i+ +ueon _
2 2 -2 1600 2
1(804)>2 80A )
== — —— =2A"—40A =2A(A - 20).
2 1600 2 ( )

Upozornéme Ctendre, Ze jsme v odhadu vyuZili Cauchyovu nerovnost.
Predpokladejme nyni, Ze kazdé dva vybory maji nejvySe 3 spolecné Cleny. Z toho
vyplyva, Ze odhadnuty pocet ,,vyborovych dvojic* je nejvyse

(1) -t

Musi proto platit
AA—-1
2A(A—-20) < 3%.
Této nerovnosti v§ak nevyhovuje Zddné A vétsi nez 77, coZ je ve sporu se zadanym
A = 16000. Tim je existence dvou vybori, které maji alespon 4 spole¢né ¢leny, dokdzana.
Dodejme, Ze existenci dvou vybori s alesponi 5 spole¢nymi Cleny vSak uvedenym
postupem nedokaZeme, nebof nerovnost

2A(A—20)< 4 (2)

plati.

Priklad 3. V soutéZi se seSlo u ucastniki, ktefi jsou hodnoceni v porotci (v je pfirozené
liché Cislo a zaroven v > 3). Kazdy soutézici je hodnocen kazdym porotcem, ten mu bud
udé€li 1 bod, nebo 0 bodt. Predpokladejte, Ze libovolna dvojice porotcii hodnotila stejné

YN~ s

nejvySe a soutézicich. Dokazte, Ze

Reseni. Uvazujme soutéZzictho b, 1 < b < u. Pocet porotct, ktefi tomuto soutézicimu udélili
1 bod, oznacme x, pocet porotcii, kteti mu Zadny bod neudélili, oznaCme yj,. Ziejmé plati

Xp +yp = v. Potom pocet dvojic porotcii, které se na hodnoceni tohoto soutéZiciho shodly,
je roven a lze zdola odhadnout takto:

(xb> n <yb) _ o —1) +yb(yb—l) :x[%—i—yl% Cmtw | (5o +35)2 %o+ _

2 2 2 2 2 2 T2 2 2
2
v.oov 1 , 1
— = —(v=1)2— -,
7 230 g

Dle zadanf je v liché, takZe celé &islo (%) 4 (*2) je v&Gf nebo rovno (v —1)2. Médme

zde praveé v porotct, z nichZ libovolné zvolend dvojice se s hodnocenim shodla nejvyse

YN, s

u a soutézicich. Proto existuje nejvyse a(;) dvojic porotct, kteff se shodli na hodnoceni

YN, s

nékterého ze soutézicich, kdyz kazdou dvojici pocitdme tolikrat, kolikrat se shodla.

3l6]
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Z vySe uvedeného dostdvame, Ze

()22 [(5)+ ()]0

z ¢ehoz jednoduchou tpravou jiz dostaneme dokazovanou nerovnost

v—1
- 2y

a
u

Piiklad 4. Na univerzit¢ je 10 001 studentd. Studenti spolecné vytvareji kluby, kazdy
student mtze byt ¢lenem vice klubu. Kluby se zase sdruzuji do spolecnosti, kazdy klub
muZe patfit do vice spolecnosti. Na univerzité je celkem u spolecnosti. Uvazujte nasledujici
podminky:

(1) Kazda dvojice studentti se potkava v pravé jednom klubu.

(2) Kazdy student patii do kazdé spolecnosti ovsem pouze do jediného z klubii, které tuto
spolecnost tvori.

(3) Do kazdého klubu patii lichy pocet studentd. Kazdy klub, do kterého patii 2a + 1
studentd patii pravé do a spolecnosti.

Uréete viechny mozné hodnoty u.*

Refeni. Ze vieho nejdiive zavedeme pojem pFipustnd trojice. Tou rozumime usporddanou
trojici (e, K, S), kde e je student, K je klub, S spole¢nost a zdroveti e € K a K € S. Celkovy
pocet piipustnych trojic nyni spocitdme dvéma riznymi zptsoby.

Dle druhé podminky v zadani pro kazdého studenta e a spolecnost S existuje prave jeden
klub K takovy, Ze uspotrddana trojice (e,K,S) je piipustna. Z ¢ehoZ snadno vyvodime, Ze
vSech pripustnych trojic je pravé 10001 u.

Dile, pocet ¢lent libovolného klubu K oznaéme |K|. Ze tieti podminky v zadani plyne,
Ze klub K patii do V{l% spolecnosti. TudiZ dany klub K je coby druhd slozka trojice

wionr oz [KI(K|=1) . . . vy o « .
soucdsti pravé % ptipustnych trojic. MnoZinu vSech klubu ozna¢me J. Potom vSech

pfipustnych trojic je
y KI(K[=1) _ y <|Kl>
KeJ 2 kes \ 2
Dle prvni podminky v zadéni, toto ¢islo je rovnu poctu (10801)
z pozorovani obou vyjadieni poctu piipustnych trojic

vSech dvojic studentt, takze

10001u = <1OSOI> =10001-5000,

z ¢ehoZ vyplyva, Ze je mozna jedinad hodnota

u = 5000.

Piiklad 5. Na $kole je 2007 studentek a 2007 studentdi. Zddnd studentka ani student
nejsou Cleny vice nez 100 Skolnich spolktl. Vime, Ze libovolna dvojice studentka + student

7]
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se potkdva v minimalné jednom spolecném spolku. UkaZte, Ze existuje spolek, do kterého

patii nejméné 11 studentek a 11 studentd.’

Reseni. Piipustme, e v kazdém ze spolkd je nejvyse 10 studentek nebo nejvyse 10 studenti.
Oznacme A pocet vSech uspotrddanych trojic (g, f,s), kde g znaci studenta, f studentku

a s spolek, ktery je pro tuto dvojici spole¢ny. Jelikoz se libovolna dvojice studentii opacného

pohlavi alespoii v jednom spolku potkédvd, nutné

A > 20077 = 4028049.

Rozlisime dva typy spolkii. Nechf U je mnozina vSech spolkt, které maji nejvyse 10
muzskych ¢lent, a V je mnozina vSech spolkil s nejméné 11 muzskymi Cleny (a proto, diky
naSemu predpokladu, s nejvyse 10 ¢lenkami).

Usporddanych trojic (g, f,s), kde s € U, je nejvyse 10 x 2007 x 100 = 2007000,
protoZe moznosti pro g je maximalné€ 10 (studentt v kazdém spolku je nejvyse 10), mozZnosti
pro f je 2007 (celkovy pocet studentek) a moZnosti pro s je maximalné 100 (zadny student
ani studentka nenavstévuje vice nez 100 spolkll). Analogicky shora odhadneme pocet vSech
trojic (g, f,s), kde s € V, ktery tak opét nepfevysuje 2007000 (zacneme jen s odhadem
moznosti pro f). Takto dostdvame, Ze

A <2007000+ 2007000 = 4014000,

coz je vSak ve sporu s dolnim odhadem A z tvodu feseni. Tim jsme ukazali, Ze skutec¢né
musi existovat spolek, do kterého patii nejméné 11 studentek a 11 student.

Piiklad 6. Ctverec 15 x 15 je tvofen jednotkovymi &tverecky. Viechny jejich vrcholy
obarvime Cervené nebo modie. Po obarveni mame 133 Cervenych bodl. Dva z téchto
¢ervenych bodu jsou vrcholy velkého ctverce, dalSich 32 cervenych bodu lezi na strandch
velkého ¢tverce. Nyni obarvime vSechny strany jednotkovych ¢tverecki podle nasledujictho
pravidla. Strana, jejiZ oba krajni body jsou Cervené, bude také Cervend. Strana, jejiz oba
krajni body jsou modré, bude rovnéZ modra. Strana s jednim ¢ervenym a jednim modrym
koncovym bodem bude fialova. Pfedpokladejme, Ze vznikne 196 fialovych stran. Kolik jich
v tom piipadé bude modrych?°

Reseni. Kazdy tadek obsahuje 15 stran jednotkovych &tverekd a takovych Fadkd zde
mame 16. Dostdvame 1516 = 240 ,horizontdlnich* stran. Analogicky odvodime, Ze
pocet ,,vertikdlnich* stran jednotkovych ¢tvereckt je rovnéz 240. Celkovy pocet stran
jednotkovych ¢tverecki je tedy 480.

Nyni celkovy pocet stran jednotkovych ¢tvereckd spocitime druhym zplsobem. Jed-
notkovych &tverecki je celkem 152 = 225. 60 stran jednotkovych &tvereck dohromady
tvoii strany velkého Ctverce. Tyto strany vZdy patii pouze jednomu Ctverecku. Naopak ty
strany jednotkovych ¢tvereck, které lezi uvniti velkého Ctverce, jsou vzdy spole¢né dvéma
¢tvereckiim. Celkovy pocet stran jednotkovych ¢tvereckd je tedy %(225 44 60) = 480.

Podle zadani mdme 480 — 196 = 284 stran, které jsou modré nebo cervené. Pfedpokld-
dejme, Ze z téchto stran je r Cervenych a 284 — r modrych. Nyni dvéma zplsoby spocitime
pocet vyskytl ¢ervenych bodi jako koncovych bodi stran ¢tverecki. Tento pocet oznacime
|U]|.

371
6[1], str. 143—144
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Na kazdou Cervenou stranu piipadaji dva vyskyty, na fialovou stranu jeden a modré
strany 7adné ¢ervené koncové body nemaji. Tedy |U| = 2r + 196.

Na druhou stranu, kazdy ¢erveny bod, ktery je vrcholem velkého Ctverce, patfi dvéma
strandm jednotkovych ¢tverecku, a proto mu piislusi dva vyskyty jako koncovému bodu.
KaZzdému ¢ervenému bodu, ktery leZi uvnitf strany velkého Ctverce, analogicky piislusi
tf1 vyskyty jako koncovému bodu. A kazdému ¢ervenému bodu, ktery lezi uvniti velkého
Ctverce, prislusi Ctyfi vyskyty jako koncovému bodu. Takze podle zadanych poctu plati

U|=2-2+32-34 (133 —2—132)-4 = 496.

Dostavame, ze 2r + 196 = 496, odkud r = 150. Hledany pocet modrych stran je tudiz
284 — 150 = 134.

Priklad 7. Kurz kombinatoriky navstévuje 12 studentd. Na zac¢atku kazdého tydne vyucu-
jici zada studentiim novy projekt. Studenti se rozdé€li do 6 dvojic, kazda dvojice pracuje
samostatné a na konci tydne projekt odevzda. Kazdy tyden se studenti znovu rozdéluji do
dvojic na zdkladé vzdjemné domluvy. Dokazte, Ze bez ohledu na to vZdy bude existovat
dvojice studenttl takovd, Ze nejméné 5 dalSich studentii uz bud’ spolupracovalo s obéma
studenty z této dvojice, nebo jesté nespolupracovalo s nikym z této dvojice.’

Reseni. M&me mnoZinu viech studentti kombinatoriky U = {s1,s3,...,512} a mnoZinu
viech dvojic studentd V = {(s;,s;) | | <i < j < 12}. Zfejmé |[V| = (') = 66. Rekneme, ze
student s; je propojen s dvojici (s,sx), pokud studenti s;,s;, 5% jsou rizné osoby a student
s; jiz spolupracoval pravé s jednim studentem z dvojice (s}, sx). Necht

A = {[si,(sj,8%)] | si a (s},sx) jsou propo jeni},
A(*’ (sjask» = {si ‘ [Siv (sjvsk)] EA}?
A(Siv*) = {(sjvsk) | [siv(sﬁsk)] GA}'

Nyni predpokladejme, Ze dokazované tvrzeni neplati, tedy Ze v urcité chvili je kazda dvojice
(sj,8%) takovd, Ze je s ni propojeno alespoii 6 studenti (JA(x, (s},sx))| > 6).
Nésledné
Al= ), |AGk,(sjss0))] = 6]V] = 396.

(sj.56)€V
Na druhou stranu, pokud student s; spolupracoval s d studenty, je propojen s d(11 —d)

dvojicemi studentti. Pro cela ¢isla 0 < d < 11 je maximélni hodnota soucinu d(11 —d)
rovna 30 a ziskdme ji pro d = 5 nebo d = 6. TudiZ |A(s;,*)| < 30 pro kazdé i, a proto

Al =Y [A(si, %)) < 30[U| = 360.

sieU

Dostdvame 396 < |A| < 360, coZ neni mozné. N4§ pfedpoklad byl tedy chybny a dokazované
tvrzeni skute¢né plati.

Priklad 8. Nechf U je kone¢nd mnoZina, |[U| = n, a nechf Ay,A,,... A, jsou tfiprvkové
podmnoziny U takové, Ze |A;NA| < 1 pro kazdd i # j. UkaZte, Ze existuje podmnoZina A
mnoziny U s nejméné |+/2n| prvky neobsahujici Zddnou z podmnoZin A8

7[1], str. 145-146
8[1], str. 146-147
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Reseni. Necht A je podmnoZina U s co nejvétiim poctem prvki takova, Ze Zadn4 z pod-
mnozin A; neni podmnoZzinou A. Nechf |A| = k. Nyni dvéma zptisoby uréime pocet prvku
mnoziny U \ A. Ten je zfejmé n — k.

Daéle nechf u je prvek z U, ktery nepatii do A. Vzhledem k maximdlnimu poctu prvka A
mus{ existovat tifprvkovd podmnoZina A;(, takovd, Ze A;(,) CAU{u}. TudiZ z u ¢ A plyne
u € Aj(,) amnozina Ay, \ {u} je podmnoZinou A. MnoZina L, = ANA(,) je dvouprvkova.
ProtoZe |A;NA;| <1 pro i # j, mnoZiny L, museji byt rizné pro riiznd u € U \ A.

Zjistili jsme, Ze zobrazeni f(u) = L, mnoZiny U \ A do mnoZiny dvouprvkovych podm-
nozin A je injektivni. Z toho vyplyvi, Ze

k K2 —k
k< =

dale k> +k > 2n, atedy k > |\/2n], nebof ziejmé (|v/2n] —1)2+ (|v/2n] —1) < 2n.

Priklad 9. Méjme n bodi leZicich na téZe piimce. UvaZzujme vSechny vzdalenosti mezi
dvéma riznymi z téchto bodd. Pfedpokladejme, Ze kazda vzdalenost se vyskytuje nejvyse
dvakrat. Dokazte, Ze je zde nejméné | 5] vzdalenosti, které se vyskytuji pravé jednou.”

Reseni. Necht u je pocet vzdélenosti, které se vyskytuji pravé jednou, a v pocet vzdalenosti,
které se vyskytuji dvakrat. Ze vSeho nejdiive chceme urcit dolni odhad celkového poctu
ruznych vzdalenosti, tedy u 4+ v. Dané body oznac¢me zleva doprava Bj,B>,...,B,. Nyni
budeme pocitat podle jejich levych krajnich bodi zleva doprava vzniklé isecky B;B;. Bod
B je levym koncovym bodem n — 1 tsecek riiznych délek. Piejdéme k bodu B;. Ten je
levym koncovym bodem n — 2 usecek, je vSak mozné, Ze nékteré jejich délky jsme jiZ
zapocetli u bodu Bj. To se vSak mohlo stat pouze jednou. Pokud by nastala situace, kdy
by ’BlBil = ’BQBJ" a |BlBk‘ = ’BzBl‘, pak by platilo ’B]Bz| = ‘Bile = ’BkBl|7 coz by ble
v rozporu s tim, Ze kazda vzdélenost se vyskytuje nejvyse dvakrat. Tudiz z délek, které
jsme zapocetli u bodu By, se ndm u bodu B, zopakuje nejvyse jedna. U tsecek s levym
koncovym bodem B; tedy ziskdme nejméné n — 3 novych délek. Stejnou tivahu zopakujeme
i u bodu Bj3. Ten je levym koncovym bodem n — 3 dsecek, jedna vzdalenost uz mohla byt
zapoctena u bodu Bj a jedna dal$i u bodu B;. U tsecek s levym koncovym bodem B3 tedy
ziskame nejméné n — 5 novych délek. Takto miiZeme pokracovat a ziskdme dolni odhad
poétu riznych vzdalenosti ve tvaru (n— 1)+ (n—3) + (n—35) +---. Je-li n liché, je tento

« 21 . . .
soucet roven L. je-li n sudé, je roven =

Vime, Ze celkovy pocet dseek (tedy u+2v) je (5) = "("2_ 1 Na zdkladé naseho dolniho
odhadu mame u + v > L%J, takze 2u+2v > L%j Potom

u=(2u+2v) - (u+2v) > V;J - ("—;—g) — H

coz jsme chtéli dokdzat.

Priklad 10. Permutace uju; - --uy, prirozenych ¢isel 1,2,...,2n ma vlastnost V, pokud
|uj — ujy1| = n alesponi pro jednu hodnotu i € {1,2,...,2n — 1}. Ukazte, Ze permutaci
s vlastnosti V je pro kazdé piirozené &islo n vic neZ permutaci bez vlastnosti V.

9[1], str. 155-156
10137, str. 31-32
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Reseni. Zatnéme kritkou tvahou nad zadanym problémem. Je ziejmé, 7e permutace
uiuy - - - Uy, prirozenych ¢isel 1,2,...,2n nema vlastnost V pouze v pfipad€, Ze neexistuje
k=1,2,...,n takové, Ze by spolu dvojice Cisel k a n+ k v dané permutaci sousedila. Pro
vétsi ndzornost uvedme mnoZzinu A (resp. mnoZinu B) vSech permutaci pfirozenych &isel
1,2,...,2n bez vlastnosti V (resp. s vlastnosti V) pro n = 2:

A = {1234,1432,2143,2341,3214,3412,4123,4321},

B ={1243,1324,1342,1423,2134,2314,2413,2431,
3124,3142,3241,3421,4132,4213,4231,4312}.

Pro n = 2 tedy plati |B| = 16 > 8 = |A|. Nyni pfejdéme k samotnému dikazu pro obecné n.

Piipad n =1 je trividlni, proto ddle uvaZzujme n > 2 a mnoZinu A (resp. mnoZinu
B) vSech permutaci prirozenych &isel 1,2,...,2n bez vlastnosti V (resp. s vlastnosti V).
Chceme ukdzat, Ze |B| > |A|, a proto sestrojime zobrazeni f : A — B, které je injektivn{
a zdroven neni surjektivni.

Pro kazdé k = 1,2,...n nazveme &isla z dvojice {k,n+k} partnery. Pokud spolu &isla
k a n+k v dané permutaci sousedi, dvojici {k,n + k} nazveme sousednim pdrem partneri.

Nechf a = uju; - - - up, € A. Permutace a nema vlastnost V, a proto partnerem uy je u,,
kde 3 < r < 2n. Nyni poloZime

£(a) = a3ty 110141 2

Je ziejmé, 7e v permutaci f(a) je {uy,u,} jedinym sousednim pdarem partnerii. (Kupiikladu
f(1234) = 2134 a f(2143) = 1243.) Zjevné f(a) € B a f je zobrazeni mnoZiny A do
mnoZiny B.

Nyni ukdzeme, Ze f je injektivni zobrazeni. Necht

a=ujuy Uy, a b=vivy---va,

jsou permutace z mnoziny A, kde partnerem u; je u, a partnerem vy je vy, 3 < r,s < 2n.
Predpoklddejme, Ze f(a) = f(b), tedy

UpUZ -+ Up— UL Uy -~ Uy = V2V3 VsV Vs Vg

JelikoZ {uy,u,} (resp. {vi,vs}) je jedinym sousednim pdrem partnerii v f(a) (resp. f(b)),
musi platit, Ze r = s, u; = vy a u, = vs. Z Cehoz dale vyplyva, ze u; = v; pro kazdé
i=1,2,...2n, a proto a = b a zobrazeni f je tak skute¢né injektivni.

Na zdvér poznamenejme, 7e f(A) obsahuje pouze permutace &isel 1,2,...,2n, které
maji pravé jeden sousedni pdr partnerii. MnoZina B vSak obsahuje i permutace, které maji
vice neZ jeden sousedni pdr partnerii, kupiikladu permutaci 1(n+1)2(n+2)---. Tudiz
f(A) & B azobrazeni f neni surjektivni. Tim je diikaz hotov.

Priklad 11. Pro libovolné pfirozené ¢islo n dokazte rovnost

2n n

Yien+1-i)=4) ¢

i=1 k=1
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bez vypoétu hodnot obou stran. '!

Reseni. Uvazme trojihelnikovou tabulku tvofenou jednotkovymi &tverecky o zékladné
obsahujici 2n takovych ctvereckli. Do vSech ¢tverecki v i-tém fadku odspodu vepiSme
Cislo i (situaci pro n = 5 ilustruje obrazek 3.1).

Sectéme Cisla v tabulce po fadcich. Soucet stejnych ¢isel v i-tém fadku je roven

i2n+1—1),

proto sectenim ¢isel ve vSech fadcich tak dostaneme soucet z levé strany rovnosti ze zaddni.

Soucet vSech ¢&isel v trojihelniku nyni uréime druhym zptsobem. Trojihelnik roz-
délime na n ,,dvousloupcti* (barevné rozliSenych na obrdazku 3.1). Soucet Cisel v i-tém
,,dvousloupci‘ je roven

14244 (Qi—1) 42+ (2i— 1)+ +2+1,

coz odpovida postupnému séitani poctu poli na Sachovnici (2i) x (2i) po diagondldch
jednoho ze dvou moZnych sméri, takZe uvedeny soucet je roven 4:2.

Sectenim Cisel ve vSech ,,dvousloupcich® proto dostaneme soucet z pravé strany rovnosti
ze zadani. Jeji dikaz je tak hotov.

N
N
N
N
N
N
N
N
N
/:

Obrazek 3.1: Trojuhelnikova tabulka s vyznacenymi ,,dvousloupci* k feSeni piikladu 11.

Priklad 12. Pro libovolné pfirozené ¢islo n dokazte rovnost

bez vypoétu hodnot obou stran. '?

Reseni. Uvazme tabulku n x n, kde do poli i-tého Fadku pro i = 1,2, ...,n vepiSeme zleva

11 [8]
12[8]. S touto tilohou i jejim feSenim se autorka seznamila uz diive v ramci pfedmétu M8502, ktery vyucuje
vedouci price.
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doprava postupné Cisla i,2i,--- ,ni (situaci pro n = 5 ilustruje obrdzek 3.2). Soucet Cisel
v i-tém fadku je zfejmé roven
i(142---+n),

proto sectenim Cisel v celé tabulce po fadcich dostaneme

(L)

12 | 15

| O | b~ N
O

12|16 20
20| 25

o s fw|m e

[HY
o
[HY
Ui

Obréazek 3.2: Tabulka s vyznacenymi ,,uhelniky* k feSeni ptikladu 12.

Stejny soucet nyni uréime druhym zpiisobem. Tabulku rozdélime od horniho levého
rohu postupné na n ,,ihelniki* (rozdéleni pro n = 5 je barevné vyznaceno na obrazku 3.2).
Soucet ¢isel v i-tém ,,uhelniku‘ je roven

P24 A (= D)+ =it +2i+i=

:i<1+2+~-~+(i—1)+i+(i—1)+-~~+2+1> =7,

nebof soucet ve velké zavorce odpovida postupnému sc¢itani poctu poli na Sachovnici i X i
po diagonélich jednoho ze dvou moznych smérd, a je tedy roven i2. Seétenim Cisel celé
tabulky po ,,uhelnicich* tudiz dostaneme

n
¥
i=1

a porovnanim obou vyjadieni ziskdme pozadovanou formuli.

Priklad 13. Dokazte, Ze poCet moZnosti, jak 1ze Gtvar na obrazku 3.3 vydlazdit dominovymi
kostkami, je druhou mocninou celého ¢isla. (Dominova kostka pokryvéd vzdy dvé policka
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sousedici stranou).!?

Reseni. Pole daného titvaru obarvime jako $achovnici. UkdZeme, Ze ttvar U tvofeny levym
¢tvercem 5 x 5 spolu s jednim polem navic (jak ukazuje obrazek 3.4) je nutné také beze
zbytku (a bez prekryvu) vydlazdén.

Obrézek 3.3: Utvar ze zaddni piikladu 13.

Ozna¢me V tutvar, ktery pokryvaji ty dominové kostky, jez zasahuji do dtvaru U. Kazda
dominova kostka zakryje jedno bilé a jedno Cerné pole, a proto ma utvar V stejny pocet
bilych a Cernych poli. Ovéiime, Ze totéZ plati i pro ttvar U. Utvar V miZe oproti U
obsahovat navic pouze ti1 pole sousedici s U (na obrdzku 3.4 oznacena jako A, B, C).
JelikoZ tato pole jsou vSechna Cernd, musi platit, Zze U = V. Skutecné tedy plati, Ze kazdé
dlazdéni celého utvaru obsahuje jako svou ¢ast dlazdéni dtvaru U.

Obrizek 3.4: Resent piikladu 13.

Podobné miizeme argumentovat pro soumérné sdruZeny dtvar U’ na pravé strang. Nyn{
si staci uvédomit, Ze kazdé dlazdéni celého obrazce je jednoznacné urceno vydlazdénimi
ttvard U a U’. Uplnym vydldzdénim dtvaru U N U’ je jednoznaéné uréena poloha dvou
dominovych kostek, které pokryvaji zbytek daného ttvaru s poli A a C.

Oznacime-li pocet dlazdéni utvaru U jako n, celkovy pocet moZnosti, jak zadany utvar
vydlazdit, bude roven n?. Tfm jsme ukdzali, e hledany pocet zpiisobii je skute¢n& roven
druhé mocniné celého ¢isla.

13191, roénik 69, kategorie A, doméci kolo, tiloha 2
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Priklad 14. Ukazte, Ze pocet zpusobt, jimiz Ize vydlazdit ttvar na obrazku 3.5 dominovymi
kostkami, 1ze vyjadfit jako soucet dvou druhych mocnin pfirozenych &isel.'*

Reseni. Pokud by n&kterd ze dvou Gervenych tsecek na obrazku 3.6 protinala pravé jednu
dominovou kostku, zbylo by ndm ve Ctverci 6 x 6, ktery tato udsecka z daného tutvaru

7 w2

vycleniuje, 35 poli k vydlazdéni. To je vSak nemozné, nebot 35 je liché Cislo.

Obrizek 3.5: Utvar ze zadani piikladu 14.

Plati tedy, Ze kterdkoli ze dvou Cervenych usecek bud neprotind Zadnou dominovou
kostku (pfipad A na obrazku 3.6), anebo protind pravé dvé dominové kostky (piipad B
na obrazku 3.6).

Nastane-li u nékteré cervené usecky ptipad A, v piisluSném ctverci 6 x 6 zbyde k vy-
dlazdéni 36 poli. Oznacme a pocet zplisobti, jimiz Ize tato pole vydlazdit. Podobné nastane-
li piipad B, v prislusném ctverci zlstane k vydlazdéni 34 poli. PoCet zpiisobt, jimiZ lze
tato pole vydlazdit, oznaéme b. Nyni rozliSme tfi ptipady.

Obrizek 3.6: Reseni piikladu 14.

Dl4zdéni, v nichZ u obou &ervenych tse¢ek nastane piipad B, je presné b?.

U dlazdéni, v nichZ u obou Cervenych usecek nastane piipad A, je mozZné zbyly Ctverec
2 x 2 vymezeny ¢ervenymi useCkami vydlazdit dvéma zpisoby, a vyslednych dlazdéni je
tedy 24°.

Zbyva pripad, kdy u jedné cervené usecky nastane piipad A a u druhé ptipad B. Potom
je dlazdéni zbylého Ctverce 2 x 2 vymezeného Cervenymi useCkami urceno jednoznacné
podle toho, zda pfipad A nastal vlevo nebo vpravo. DlaZdéni tohoto typu je tudiz 2ab.

14191, ro¢nik 69, kategorie A, $kolni kolo, tiloha 3
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Celkovy pocet dlazdéni je 2a” + 2ab + b?, coZ miZeme upravit na pozadovany soudet
dvou druhych mocnin jako (a4 b)? 4 a. Tim je tiloha vyfesena.

Priklad 15. Matematické soutéZe se zicastnilo 2(m — 1)(n— 1) + 1 divek a stejny pocet
chlapcii (m, n jsou celd ¢isla vétsineZ 1). Po skonceni soutéze se zjistilo, Ze kazdy z tcastnika
vyfesil nejvyse m ze zadanych dloh. Déle se ukézalo, Ze pro kaZdou dvojici divka—chlapec
existuje aspon jedna uloha, kterou oba soutézici vyresili. Ukazte, Ze mezi zadanymi tilohami
existuje takova, kterou vyfesilo aspon n divek a soucasné aspoti n chlapci.'”

Resent. Necht N = 2(m — 1)(n— 1) + 1. Ulohu nazveme ndrocnou pro chlapce, pokud ji
vyfesilo nejvyse n — 1 chlapcii, a ndroc¢nou pro divky, pokud ji vyfesilo nejvyse n — 1 divek.
Nejdrive odhadneme pocet dvojic divka—chlapec takovych, Ze oba soutéZici vyfresili ilohu
naroc¢nou pro chlapce. Uvazme libovolnou divku. Mezi nejvyse m tlohami, které vyfiesila,
musi byt alespori jedna, kterou vyfesilo alesponi n chlapct. Kdyby tomu tak nebylo, takova
divka by kazdou ulohu vyfesila s nejvySe n — 1 chlapci, takze celkovy pocet chlapci, se
kterymi by tato divka méla vyfeSenu aspoi jednu tlohu, by nepfevysoval ¢islo m(n—1). To
by byl spor, nebot, jak nyni ukdZeme, ¢islo m(n — 1) je mensi neZ pocet N vSech chlapct.
Skutecné, doty¢nd ostrd nerovnost

mn—1)<N=2(m—1)(n—1)+1
je totiZ ekvivalentni s neostrou nerovnosti
mn—1)<2(m—1)(n—1),

ktera po vydéleni kladnym cislem se redukuje na m > 2. Tak jsme dokazali, Ze kazda
divka vyfesila nejvySe m — 1 tloh, jez byly pro chlapce ndrocné. Jelikoz kazda z téchto
tloh byla vyfeSena nejvySe n — 1 chlapci a soutézilo N divek, odhadovany pocet dvojic
nemuze byt vy$§inez (m—1)(n— 1)N. Stejné tak miZe byt nejvyse (m—1)(n— 1)N dvojic
divka—chlapec takovych, Ze oba soutézici vytesili tlohu narocnou pro divky. Celkovy pocet
dvojic divka—chlapec je N2. Jelikoz N> = [2(m —1)(n— 1)+ 1]*> > 2(m—1)(n — 1)N, musi
existovat dvojice divka—chlapec takova, Ze uloha, kterou vyfeSili, nebyla t€zka ani pro
chlapce, ani pro divky. Tim jsme ukdzali, Ze mezi zadanymi tlohami skutecné existuje
takova, kterou vytesilo aspon n divek a souc¢asné aspoii n chlapcu.

Piiklad 16. Na hiisti si spolu hraje n divek (n > 2), ka?d4 z nich md mi¢. Kazdéd z (5) dvojic
divek si postupné (v ndhodném potadi) jednou vyméni mice. Hru nazveme zajimavou,
pokud na konci Zddna z divek nema svidj pivodni mi¢. Hru naopak nazveme nudnou,
pokud na konci kazda z divek ma sviij ptivodni mi¢. Urcete hodnoty n, pro které existuje
zajimavd hra, a rovnéZ hodnoty n, pro které existuje nudnd hra.'®
Reseni. Hra je uréena potadim 1,15, . . .ty (N = (4)) vech transpozic (i, j) prvki mnoZiny
{1,2,...,n}. Hra je zajimavd, pokud permutace P = tyty_1 - - -1; nema Zadny pevny bod,
a je nudnd, pokud je identitou (kterou oznac¢ime /). Pfipomenime, Ze kazdou neidentickou
permutaci miZeme zapsat jako slozeni nékolika nezavislych cykli (a to jednozna¢né az na
poradi téchto cykli).

Tvrdime, Ze zajimava hra existuje, pravé kdyz n # 3. Je-lin = 2, potom P, = t; = (1,2)
a hra zfejmé zajimava je. Je-li n = 3, pro kazdou hru bude P = (b,¢)(a,c)(a,b) = (a,c)

1512], str. 314, 681
16[2], str. 304, 653-654
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pro vhodné zvolené oznaceni hraci a hra nemiiZze byt zajimava. Nyni pro kazdé n > 4
definujme P, = (1,2)(1,3)(2,3)---(1,n)(2,n)--- (n— 1,n). Plati, Ze

P,=P,_(l,n,n—1,...,3,2)=(1,n)2,n—1)---(i,n+1—10)---

a piislu$nd hra bude zajimava pro kazdé sudé n > 4.
Je-li n = 2k + 1 liché, potom definujme permutaci

On="P,—1(1,n)(2,)--- (kyn)(n—1,n)(n—2,n)--- (k+1,n),

kterd zobraziinan+1—iproi <k,nan—1—iprok+1<i<2k—1ana3k+1—ipro
i € {2k,2k+ 1}. Pfislu$nd hra tak bude zajimavé pro kazdé liché n > 5.

Nyni dokdZeme, Ze nudnd hra existuje pouze tehdy, kdyz n = 0,1 (mod 4). Zfejmé
kazda transpozice méni paritu permutace. Potom sgn(P) = (—1) (2) a ma-li byt permutace
P identita, musi 2|(5), coZ je moZné pouze pro n = 0,1 (mod 4).

Zkonstruujme nudnou hru pro zminénd n. Pro n = 4k divky rozdélime do ¢tyiclennych
skupin. V kazdé ctyiclenné skupin€ nechme probéhnout hru, které odpovidad nésledujici
permutace Py = (3,4)(1,3)(2,4)(2,3)(1,4)(1,2) = 1. Nyni uvazme libovolné dvé rizné
Ctyi¢lenné skupiny, napiiklad {1,2,3,4} a {5,6,7,8}, a pfifadme jim permutaci

Py = (4,7)(3,7)(4,6)(1,6)(2,8)(3,8)(2,7)(2,6)-
-(4,5)(4,8)(1,7)(1,8)(3,5)(3,6)(2,5)(1,5) = 1.

Ze vsech téchto (';) permutaci Pg spole¢né s k permutacemi P, pak sestavime hledanou
permutaci, které odpovida nudna hra.

Pro n = 4k + 1 divky rozdélime do Ctyiclennych skupin jako v pfedchozim piipadu,
zistane ndm jedna divka navic. Uvazme étyfélennou skupinu {1,2,3,4} a tuto divku navic
(pojmenujme ji 5). Jejich hru by mohla popisovat nasledujici permutace

Ps =(3,5)(3,4)(4,5)(1,3)(2,4)(2,3)(1,4)(1,5)(1,2)(2,5) =1,

zbytek konstrukce je podobny jako v ptfipadé n = 4k.

Piiklad 17. Necht n je sudé pfirozené &islo. Rekneme, Ze dvé rizna pole &tvercové Sa-
chovnice n X n jsou sousedé, maji-li aspon jednu spole¢nou stranu. Uréete miniméalni pocet
téchto poli, kterd musime oznacit kfiZkem, aby kazdé z poli (bez ohledu na to, jestli toto
pole samo je, nebo neni oznaceno kiizkem) mélo aspon jednoho souseda, ktery kiizkem
oznaen je.!”
Reseni. Necht n = 2k. Viechna krajni pole Sachovnice obarvime zelen&. Vechna pole,
kterd s témito poli sousedi, obarvime Cervené. VSechna pole, kterd sousedi s takto ziska-
nymi ¢ervenymi poli a jeSté€ obarvena nejsou, obarvime zelené. VSechna pole, kterd soused{
s témito zelenymi poli a jeSté nejsou obarvena, obarvime Cervené a tak ddle, aZ obarvime
vSechna pole Sachovnice. Situaci pro k = 5 ilustruje obrazek 3.7.

Strukturu tvofenou poli, kterd jsme obarvili stejnou barvou v ramci jednoho kroku,
nazveme rdmecek. Je ziejmé, zZe kazdé z poli bez ohledu na svou barvu sousedi pravé
se dvéma zelenymi poli. Zelenych poli je celkem 2k(k + 1), takze aby kazdé z nich mé&lo
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Obrazek 3.7: Tlustrace prikladu 17 pro k = 5.

souseda s kifzkem, potfebujeme oznacit kiizkem minimdlné k(k + 1) poli (kazdy kiizek
,,uspokoji‘‘ jen dvé zelend pole).

Na druhou stranu, ptijdeme-li podél kazdého ze zelenych rameckli, miZeme stiidavé
vzdy dvé po sobé jdouci pole oznacit a potom dvé nechat neoznacend. Protoze pocet poli
v kazdém zeleném ramecku je nasobkem Ctyt, kazdé zelené pole tak bude mit jednoho
oznaceného souseda. Je jisté mozné takto oznacit dva po sobé jdouci zelené ramecky tak,
aby kazdé pole z cerveného ramecku mezi nimi mélo pravé jednoho oznaceného souseda.
Zac¢neme-li od nejvétsiho zeleného rdmecku a budeme pokracovat az k tomu nejmensimu,
dostaneme Sachovnici, na které bude kiizkem oznaceno pravé k(k -+ 1) zelenych poli a pro
libovolné pole Sachovnice bude platit, Ze ma oznaceného souseda.

Minimadlni pocet poli, kterd musime oznacit kiiZkem, abychom vyhovéli zadani, je tedy
pravé k(k+ 1), neboli 1n(n+2).

Priklad 18. Mezinarodni matematickd spolecnost ma celkem 1978 ¢leni, ktef{ jsou prislus-
niky 6 riznych stati (kazdy ¢len je obanem pouze jednoho statu). Jména ¢lent spole¢nosti
jsou uvedena na oc¢islovaném seznamu, kazdému ¢lenu spolecnosti tedy piislusi jedno z Ci-
sel 1,2,...,1978. Dokazte, Ze mezi Cleny spolecnosti existuje minimalné jeden takovy, ze
jeho &islo je souétem dvou (ne nutné riiznych) &isel, kterd patff jeho spoluob&antim.'®

Reseni. Piedpokladejme opak. Jeden z 6 sttii, nazvéme ho A, je nutng vlasti alespoii 330
¢lend spole¢nosti. Ty ozna¢me podle jejich Cisel vzestupné my,my, ..., ms39. Uvazme roz-
dily m339 —m;, kdei=1,2,...,329.Lidé, jejichz ¢isla odpovidaji témto rozdiltim, nemohou
byt obfany A a minimaln€ 66 (sestupné€ m33g —m;, . ..,m330 — Mj ) z nich patfi do stejného
z 5 zbylych statd, nazvéme ho B. Nyni uvazme rozdily (m;,, — m3s3p) — (mi, — m330) =
= mjg —m;;, kde j=1,2,...,65. Lidé, jejichZ Cisla odpovidaji témto rozdilim, nemohou
byt obCany ani jedného ze stitii A,B a minimdlné 17 z nich patii do stejné ze 4 zemi,
nazvéme ji C. Zopakujeme-li nasi ivahu z pfedchoziho kroku, dostaneme 16 rozdild, pro
které plati, ze lidé, jejichz Cislem je nektery z téchto rozdild, nemohou byt obCany ani
jedné ze zemi A, B,C. Sest takovychto lidi musi byt oblany stejné zemé, nazvéme ji D.
Nasi tvahu zopakujeme jesté jednou, dostaneme pét rozdila a nasledné tfi lidi, ktefi musi
byt ob¢any stejné zemé rizné od A, B,C, D, nazvéme ji E. Zopakujeme-li nasi tivahu jesté
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jednou, dostaneme dva rozdily, pro které plati, ze lidé s témito ¢isly nemohou byt obéany
74dné ze zemi A,B,C,D,E. Dle zaddni mame jeSté Sestou zemi, nazvéme ji F'. UvaZme
rozdil dvou rozdili z posledniho kroku. Clovék s timto ¢slem nemiize patiit do Zadné
ze zemi A,B,C,D,E. F. Z toho vyplyva, Ze na§ vychozi predpoklad byl chybny, a tedy
skutecné existuje minimalné jeden Clen spolecnosti s pozadovanou vlastnosti.

Priklad 19. V roviné je ddno 1991 bodi, n€které z nich jsou spojené tseckou. Pro kazdy
z téchto bodu plati, Ze je dsecCkou spojen s minimdlné 1593 dalsimi body. UkaZte, Ze mezi
danymi body existuje Sest takovych, Ze kazdé dva z nich jsou spojeny tseckou.'”

Re§eni. Mnozinu danych 1991 bodi oznaéme C. Uvazme body Bj,B; z C, které jsou
spojeny useckou. V C\ {B1, B>} najdeme nejvyse 397 bodu, se kterymi bod B; tseckou
spojen neni, a stejné tak nejvyse 397 bodu, se kterymi neni tseckou spojen bod B;. Nutné
tedy existuje bod B3, ktery je spojen s obéma body By,B;. V C\ {B;,B»,B3} je nejvyse
3-397 = 1191 bodi, které nejsou spojeny s minimalné jednim z bodid By, B;, B3, takZe jisté
existuje bod By, ktery je spojen se vSemi tfemi body Bj,B,,B3. V C\ {B1,B2,B3,B4} je
nejvyse 4-397 = 1588 bodd, které nejsou spojeny s minimalné jednim z bodti By, B, B3, B4,
takZe jisté existuje i bod Bs, ktery je spojen se vS§emi ctyifmi body By, B, B3, B4. A konec¢né,
mezi 1986 body riznymi od bodi By, B>, B3, B4, Bs je nejvyse 5-397 = 1985 bodd, které
nejsou spojeny s minimalné jednim z bodt By, B, B3, B4, Bs, takze bod Bg, ktery je spojen
se vSemi péti body By, B;,B3,B4,Bs, také existuje. Tim jsme ukézali, Ze Sestice bodd
poZadovanych vlastnosti opravdu existuje.

Priklad 20. Na konferenci se se$lo 12k lidi, kde k je pfirozené Cislo. Kazdy ¢lovék si
vyménil vizitku s pravé 3k + 6 dalSimi ucastniky. Pocet lidi, ktefi si vyménili vizitku
s obéma Cleny jakkoli zvolené dvojice ucastnikd, je vzdy stejny, tj. nezavisi na volbé
doty&né dvojice. Kolik lidf se seslo na konferenci??’

Reseni. Oznadme u pocet lidi, kteif si vyménili vizitku s ob&ma ¢leny kterékoli dvojice.
Nyni dvéma zptisoby uréime pocet trojic tcastnikti konference (A, B,C) takovych, Ze A si
vyménil vizitku s B 1C, ale B a C si vizitky nevyménili.

Pro vybér prvniho ¢lena trojice A mdme 12k moZnosti. Vybirdme-li k A jejiho druhého
¢lena B, mdme 3k 4 6 moznosti. Jelikoz je zde u lidi, ktefi si vyménili vizitku s A 1 B, pro
vybér tfetiho Clena C, ktery si vymeénil vizitku s A, ale ne s B, mdme 3k + 5 — u moZnosti.
Vsech trojic (A, B,C) je tedy 12k(3k+6)(3k+5 —u).

Na druhou stranu, vybirame-li nejdiive prostfedniho ¢lena trojice B, madme pro néj opét
12k moznosti. Vybirame-li k B osobu C, kterd si s ni vizitku nevyménila, mame pro ni
12k — 1 — (3k+6) = 9k — 7 moznosti. Pro danou dvojici B,C muzeme osobu A vybrat
u zpusoby. Vsech trojic (A, B,C) je tedy 12ku(9k — 7).

Dostavame, 7e (3k+6)(3k+5 —u) = u(9% —7), odkud u = 3N protoze 3

ned&lf 12k — 1, musf % — 124140 _ g4 4 3dd gy celg &islo. Tedy rovnsz A= je
celé ¢islo. Z pribéhu raciondlni lomené funkce f(x) = ?’5;“1‘ vyplyvd, Ze existuje jedind
mozné hodnota k = 3.

V zadani ptikladu se predpokladd, Ze takové k existuje, proto je podané feSeni kompletni.
Ukazme navic, Ze popsand situace skute¢né miZe nastat, a to na prikladu konference

36 ucastnikl, kdy k& = 3. Kazdému z ucastnikli pfifadime jedno z poli tabulky 6 x 6.
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Predpokladejme, Ze dv€ osoby O;; a Oy si vyméni vizitky pouze tehdy, kdyz i = k nebo
j=1Ineboi— j=k—1 (mod 6). V tomto pfipadé si kazdy ucastnik vyméni vizitku s 15
dal$imi a pro kazdou dvojici dcastniki plati, Ze s obéma ¢leny dvojice si vizitku vyménilo

6 osob. Navrzend konference tedy spliiuje vSechny podminky ze zadéni.

Priklad 21. Hra solitér je hrana na obdélnikové desce m x n a pouziva mn hracich kament,
které jsou z jedné strany bilé a z druhé Cerné. Na zacatku hry leZzi na kazdém hracim
poli (s vyjimkou jednoho rohového pole) jeden hraci kdmen s bilou stranou nahote. Na
vyjime¢ném rohovém poli lezi posledni hraci kdmen s ¢ernou stranou nahotre. V kazdém
kroku je moZné odebrat jeden hraci kdmen s €ernou stranou nahote, coZ musi byt doplnéno
otocenim vSech kamenii leZicich na polich, kterd sousedi (spole¢nou stranou, nikoliv jen
jednim vrcholem) s polem odebraného kamene. Urcete vSechny dvojice pfirozenych Cisel
(m,n) takové, aby bylo mo7né z hraci desky postupné odebrat viechny kameny.”!

Reseni. Oznaéme U aktudlni podet viech kamend s bilou stranou nahofe a V aktudlni
pocet vSech dvojic kament takovych, Ze pole, na kterych tyto kameny leZi, spolu sousedi.
Tvrdime, Ze parita souctu U 4V se béhem hry neméni. Predpokladejme, Ze v nékterém
kroku odebereme kamen, ktery ma presné a sousednich kament, mezi kterymi je b bilou
stranou nahoru (0 < b < a < 4). Odebrany kimen m¢l samoziejmé nahofe ¢ernou stranu.
Po jeho odebrani oto¢ime b kamenti Cernou stranou nahoru a a — b kamend bilou stranou
nahoru. Pocet bilych kament U se tak zméni o a — 2b. Pocet V vSech dvojic sousednich
kament se zmensi o a. Soucet U 4V tudiz klesne o 2b a skutecné si zachova paritu.

Uvazme situaci na zacatku hry, kdy plati, Ze U =mn—1aV =m(n—1)+n(m—1),
takze U +V = 3mn —m —n — 1. Podafi-li se ndm odebrat vSechny hraci kameny, bude
nakonec U +V = 0. CoZ znamend, Ze 3mn —m —n — 1 musi byt sudé ¢islo, coZ je mozné
pouze tehdy, je-li alesponi jedno z Cisel m,n liché.

Nyni ukdzeme, Ze je-li aspon jedno z Cisel m,n liché, skute¢né miZeme postupné
odebrat vSechny hraci kameny. Predpoklddejme, Ze kuptikladu m je liché ¢islo. Jak ukazuje
obrazek 3.8, po m krocich se dostaneme z pozice (0) do pozice (1). Po dalSich mT“ krocich
se dostaneme do pozice (2). Po dalSich mT_l krocich se dostaneme do pozice (3). Je ziejmé,
Ze takto miiZzeme postupovat az do chvile, kdy odebereme posledni kdmen.

®| 0[O0 e |0 ® ®
(o][e][e) ® |0 e O )
0|0|0 [ e} ® ®
0|0|0 ® |0 ®|0 )
m . — —
0|0|0 ®|0 ® ()
0|00 [ 2e) e |0 ®
0|0|0 |0 Y ®

(0) (1) 2) 3)

Obrazek 3.8: Ilustrace prikladu 21.

Priklad 22. Skupinu k lidi nazveme k-clennou partou, pokud plati, Ze libovolni dva lidé
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z této skupiny se uZ v minulosti setkali. Na jistém vecirku plati, Ze libovolna dvojice tficlen-
nych part md minimélné€ jednoho spole¢ného Clena. Ddle plati, Ze na vecirku nenajdeme
ani jednu péti¢lennou partu. Dokazte, Ze na vecirku existuje osoba, pfipadné dvojice osob
takovd, Ze k tomu, aby na vecirku neztstala Zadna tficlennd parta, staci, aby vecirek opustila
pravé tato osoba, piipadné dvojice osob.?

Reseni. Uvazme jeden takovy velirek. Je-li na vedirku pouze jedna téi¢lennd parta, je
tvrzeni trividlni. Proto déle predpoklddejme, Ze na vecirku najdeme alesponi dvé tficlenné
party, oznac¢me je P; a P». RozliSme, zda maji spole¢ného jednoho, ¢i dva ¢leny.

V prvnim piipadé P; = {a,b,c} a P, = {a,d,e}, kde a,b,c,d,e jsou navzdjem ruzné
osoby, které se ucastni vecirku. Pokud po odchodu a na vecirku zadna tficlennd parta
neziistane, jsme hotovi. V opa¢ném piipadé musi existovat tieti tficlennd parta P3, ktera
ma spolecného €lena jak s partou Py, tak s partou P, a pfitom osoba a jejim ¢lenem neni.
Predpokladejme tedy, ze P; = {b,d, f} pro n&jakou osobu f ucastnici se vecirku. Takto
ziskdme dalsi tficlennou partu Py = {a,b,d}, kterda md s partou P3 dva spoleéné ¢leny
a dostdvame se do situace, kterou fesi druhy ptipad.

Ve druhém ptipadé P, = {a,b,c} a P, = {a,b,d} pro navzdjem rtizné osoby a,b,c,d.
Pokud po odchodu osob a,b na veirku zZadna tficlennd parta nezlstane, jsme hotovi.
V opaéném piipadé musi existovat teti tficlennd parta P; = {c,d, e} pro n&jakou osobu e
Ucastnici se vecirku.

Nyni ukdZeme, Ze po odchodu osob ¢, d na vecirku Zadna tfi¢lennd skupina nezlistane.
Predpokldadejme opak, tedy Ze i bez osob c,d na vecirku najdeme tficlennou partu P.
JelikoZz P musi mit spole¢ného ¢lena s partami, {c,d,e},{c,d,a},{c,d,b}, potom nutné
P ={a,b,e}. Tehdy vSak dostdvame péti¢lennou partu{a,b,c,d, e}, coZ je v rozporu se
zadanim tlohy. Z toho vyplyva, Ze odchod osob c¢,d staéi k tomu, aby na vecirku Zaddna
tficlennd skupina neziistala, a feSeni dlohy je hotovo.

Priklad 23. Nechf n znac¢i sudé ptirozené Cislo. Nechf A,A3,...,A,41 jsou n-prvkové
mnoZziny takové, Ze kazdé dvé z nich maji nejvyse jeden spoleCny prvek a zdaroven pro
kazdy prvek sjednoceni vSech z nich plati, Ze je prvkem minimalné dvou z danych n+ 1
mnoZzin. Pro kterd n je mozné kazdému prvku sjednoceni vSech danych mnozin pfifadit
jedno z Cisel 0, 1 tak, aby prvky kazdé z mnoZin Ay,Ay,...,A, 1 mély piifazeny pravé 5
nul?%

Reseni. Necht n =2k a A = {A1,..., A1} je systém mnoZin vyhovujici zadani dlohy.
Z toho, Ze kazdy prvek sjednoceni U vSech téchto mnoZin je prvkem minimalné dvou
z danych mnoZin, plyne, Ze Aj = U;.jA;NA; pro kazdé 1 < j < 2k+ 1. ProtoZe kazdy
prinik v uvedeném sjednoceni md nejvyse jeden prvek a A; md 2k prvkd, plyne odtud, Ze
priniky A; NA;(i # j) jsou vSechny jednoprvkové a Ze kazdy prvek z A; (a tedy i kazdy
prvek ze sjednoceni U, nebof j je libovolné) je prvkem pravé dvou mnoZin z A.

Nyni predpokladejme, Ze dané prifazeni Cisel O, 1 existuje, a dokdZeme, Ze k musi byt
sudé. Jiz jsme ukdzali, Ze pro kazdou dvojici indext 1 < i, j < 2k+ 1,i # j existuje jediny
prvek, ktery patfi do obou mnoZin A;,A ;. Nyni uvaZme matici 2k x 2k. Prvek a;; (pro i # j)
bude shodny s ¢islem, které bylo pfifazeno jedinému prvku A; NA ;. Prvek a;; bude shodny
s ¢islem, které bylo pfifazeno jedinému prvku A; N Az, 1. Z vlastnosti pfifazeni ¢isel 0, 1
plyne, Ze v kazdém fddku musi byt stejny pocet (5 = k) nul. Celkovy pocet nul v dané
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matici s 2k Fadky je tedy sudé &islo 2k2. JelikoZ je matice symetrickd, pocet nul v této
matici mimo hlavni diagonédlu musi byt také sudy. Tedy i pocet nul na hlavni diagonale
musi byt sudy a zdroveni se rovna poctu prvkii mnoziny Ay 1, kterym byla pfifazena nula.
Téch je pravé k, a tedy k musi byt sudé.

Pro sudé & plati, Ze matici 2k x 2k miZeme rozd€lit na matice 4 x 4. Zvolime-li za kazdou
z nich matici

— o = O
S = O =
S = = O
—_—0 O =

dostaneme podle vyse uvedeného popisu prvki a;;(i # j) a a;; pfifazeni ¢isel 0,1, které
spliiuje vSechny pozadavky zadani, nebof v kazdém fadku i1 na hlavni diagondle sestavené
matice je stejné¢ nul jako jednicek, tedy obou je po k exemplarich, a pritom kazdému
prvku x sjednoceni U odpovidd v matici jedind pozice s dvojici indexd (i, j) urenou
rovnosti {x} =A;NA;proi# ja{x}=A;NAgy proi= j. Ukdzali jsme, Ze poZadované
pfifazeni existuje prave tehdy, kdyz & je sudé, neboli kdyZ n je délitelné Ctyfmi.

Priklad 24. Jazykovou Skolu navstévuje 120 studentd, néktefi z nich jsou pratelé (pratelstvi
je vzdy vzdjemné). Ctvefici studentli, mezi nimiZ najdeme pravé jednu dvojici pitel,
nazveme slabou. Jaky je nejvétsi mozny pocet takto slabych &tvefic?**

Reeni. Kazdému studentovi jazykové $koly miizeme piifadit jeden z vrcholi grafu G,
ktery ma pravé 120 vrchold, jehoz hrany odpovidaji relaci pratelstvi. Pocet slabych ¢tvefic
v grafu G ozna¢me ¢(G). NaSe feSeni bude mit tii Cdsti.

Nejdfive dokdzeme, Ze existuje graf s maximdlnim poctem slabych ctvetic takovy, Ze
ho 1ze rozdélit na né€kolik navzdjem disjunktnich dplnych grafid. Toho dosdhneme, kdyz
ukdZeme, Ze kazdé dva jeho sousedni vrcholy maji stejné sousedy (aZ na né samé).

Nechf G je graf s maximalnim poctem slabych Ctvefic a x,y jeho sousedni vrcholy.
Necht G, je graf, ktery dostaneme z G ,.kopirovanim x na y* tak, Ze pro kazdy vrchol
7 # x,y ptidame hranu zy, jsou-li vrcholy z, x spojeny hranou, a odstranime hranu zy, pokud
vrcholy z,x hranou spojeny nejsou. Analogicky z G ziskdme , kopirovdnim y na x* graf G,,.
Tvrdime, Ze 2¢(G) < q(Gy) + ¢(Gy). Tato nerovnost vyplyne z nasledujicich pozorovani:
1. MnoZina vSech slabych ¢tvefic, které neobsahuji ani vrchol x ani vrchol y, je pro vSechny
tii grafy G, Gy, Gy stejna.

2. MnoZina vSech slabych ctvefic, které obsahuji oba vrcholy x a y, je pro graf G pod-
mnoZinou obou takovych mnoZzin pro grafy G, a G,.

3. Pocet slabych ctveric v grafu G,, které obsahuji pravé jeden z vrcholi x a y, je alespori
dvojnédsobkem poctu slabych Ctveric v grafu G, které obsahuji vrchol x, ne vSak y.

4. Pocet slabych Ctveric v grafu Gy, které obsahuji prave jeden z vrcholil x a y, je alesponi
dvojnasobkem poctu slabych ¢tvetic v grafu G, které obsahuji vrchol y, ne vSak x.
ProtoZe tvrzeni 1 a2 jsou ziejmd, dokdZeme pouze tvrzeni 3 (dlikaz tvrzeni 4 je analogicky).

UvaZzme libovolnou slabou Ctvefici v G, kterd obsahuje vrchol x, ale ne y. Tato Ctvetice
zGstane slabou i v grafu G,. JelikoZ Zadny soused vrcholu x nepfibyl ani neubyl, timto

24[2], str. 321, 699-700. Netiplné feseni ze zdroje bylo doplnéno o aplikaci Weierstrassovy véty vedoucim

diplomové price.
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zpusobem slabost Ctvefice naruSena nebyla. A libovolnému ze tii vrcholl, které x ve
¢tvetici dopliuji, mohl pribyt nebo ubyt pouze jeden soused — vrchol y. Ten vSak ¢lenem
Ctvefice neni, a proto jeho sousedstvi/nesousedstvi slabost Ctvefice neovliviiuje. Tudiz
slabych Ctvefic v G,. které obsahuji vrchol x, ale ne y, je nejméné tolik jako slabych Etvetic
v G, které obsahuji x, ale ne y. Z toho, jak jsme vytvofili graf Gy, plyne, Ze kazdy jeho
vrchol rizny od x a y ma k vrcholim x a y stejny vztah (sousedstvi/nesousedstvi). To nam
umoziuje sestrojit mezi mnoZinou vSech slabych ctvefic v G, obsahujicich x, ale ne y
amnoZzinou vSech slabych ¢tvefic v Gy obsahujicich y, ale ne x bijekci (tfi vrcholy ziistanou
zachovény, pouze vrchol x nahradime vrcholem y). Tim je tvrzeni 3 dokdzano.

Z nerovnosti 2¢(G) < q(Gy) + q(G,), kterou jsme pravé ovéfili, plyne, Ze pro graf
G s maximdlni hodnotou ¢(G) musf platit ¢(G) = g(Gx) = ¢q(G,), coZ nastane, jen kdyz
vrcholy x,y maji stejné mnoZziny vSech sousednich vrcholl z # x,y (to plyne z rovnosti ti{
mnoZin slabych ¢tvefic z vySe uvedeného tvrzeni 2). Postupnym opakovéanim ,,kopirovani*
pro kazdou dvojici sousednich vrchold nakonec dostaneme graf G’ s maximalnim ¢(G’),
ktery 1ze rozdélit na nékolik navzdjem disjunktnich dplnych grafi.

Dile, pfedpoklddejme, Ze graf G’ l1ze takto rozloZit na n tplnych graft, jejichZ podty
vrchold jsou ay,ay,...,a,, kde a; +ax + - - - + a, = 120. Potom

n a:

0= (3) L a
J<k,
Jik#i

Podle pravé strany posledni rovnosti definujme piedpisem
F(al,az,...,an)zz ) Zajak
i=1 Jj<k,
Jk#i
funkci n redlnych proménnych ay,as,...,a, na mnoZiné¢ M C R" zadané podminkami

0<a;<s (i=1,2,...,n), ay+ay+---+a,=s,

kde s je dané kladné ¢islo (v nasi situaci s = 120). ProtoZe funkce F je spojita (jde dokonce
o mnohoclen n proménnych) a mnoZina M je v prostoru R” ohrani¢end a uzaviend, existuje
podle Weierstrassovy véty takovy bod z M, ve kterém funkce F nabyva na M své nejvétsi
hodnoty. UkdaZeme déle, Ze takovy bod je v M jediny a ma soutfadnice

alzazz---:an:;

Protoze v ném ma funkce F hodnotu
" (s/n s> 52 (s/n\ (n—1
Qn = ( ) 5 = )
; 2 j<Zk, n? n 2 2
JokFi

bude to znamenat, Ze pro vyse uvaZovanou hodnotu ¢(G’) plati odhad

q(G') < Q.
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Tvrzeni o tvaru soufadnic bodu maxima funkce F na mnoZiné M dokdZeme sporem.
Pfipustme, Ze tento bod md dvé souradnice, feknéme a; a ay, kde j # k, rizné, tedy
a;j # ag. Oznaéme u = a; + a; a povazujme vSechny ostatni soufadnice a;, kde i ¢ {j,k}
za pevné. Potom hodnota F jako funkce dvou proménnych a; a ay, kde

0<aj<u, 0<aq,<u a aj+ar = u,

je tvaru

ai a ai a
K +K2ajak+K3<(21> + (;)) +K4(ak(21> +aj(2k>) = C +Gajay,

Ci a G, (stejné€ jako K1,K7,K3 a Ky) jsou kladna Cisla, kterd zavisi pouze na hodnoté u.
Z rovnosti
4ajap = (aj+a)? — (a; — ap)? = > — (a; — az)*
jak = \dj k j k) = j— Ak

vidime, Ze uvaZovand hodnota C; 4 Cyajay funkce F se zvétsi, pokud obé rizné hodnoty
aj,ar zaménime jejich aritmetickym primérem %(a j+ai). Pri takové zaméné se vSak
nenarus$i podminky, které na n-tici ¢isel ay,a, . .. ,a, od pocatku klademe, a tak dochdzime
ke sporu s predpokladem, Ze bod se soufadnicemi a; # a; je bodem maxima funkce F
na mnoziné M.

Dokdzany vysledek o funkci F s hodnotou s = 120 ukazuje, Ze pokud je graf G’
sjednocenim n disjunktnich dplnych grafd, plati pro pocet ¢(G’) vSech slabych &tvefic v G’

odhad ) /
120 120/n\ /n—1
G) < :
= (D)),

pfitom rovnost v této nerovnosti nastane, pokud je ¢islo 120/n celé a je rovno poctu vrchold
a; v kazdé z n komponent grafu G'. UZitim diferencidlniho po¢tu nyni ukdZeme, Ze funkce f
s predpisem

ACY

_ 12)602 ‘ (12;)/)() (x;l) 30 1202 (x—l)(x—x?)(IZO—x)

nabude na mnoZzin€ vSech pfirozenych ¢isel od 1 do 120 své nejvétsi hodnoty pro x = 5.
Rutinnim vypoctem zjistime, Ze derivace funkce f ma vyjadfeni

F) = K- (123x% — 724x +720) _ 123K (x_xfl)(x_)Q)»

x4

kde K =432-10°, x; = 1,267 a x, = 4,619. Podle znaménka derivace tak vidime, Ze
funkce f je rostouci na intervalu (2;4) a klesajici na intervalu (5;00). ProtoZe

f(1)=r£(2)=0, f(4) =4698000 a f(5) =4769280,
je f(5) skute¢né hledané maximum. ProtoZe navic zlomek 1%—0 je roven celému Cislu 24,
dochédzime k odpovédi na feSenou ulohu. Nejvétsi mozny pocet slabych Ctvetic v uvazova-
nych grafech o 120 vrcholech je roven 4769280 a dosdhne se, pokud je graf sjednocenim
péti disjunktnich uplnych grafi o 24 vrcholech.
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Priklad 25. Ozna¢me p(n) pocet vSech n-mistnych ¢isel sloZenych jen z Eislic 1, 2, 3, 4,
5, v nichZ se kazdé dvé sousedni ¢islice 1iSi alesponl o 2. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené
¢islo n plati

5-2,4" 1 <p(n)<5-2,5"15

Re§eni. Odtrhneme-li posledni &islici vyhovujiciho (n+ 1)-mistného Cisla, dostaneme
vyhovujici n-mistné ¢islo. UvaZzme naopak, jak z vyhovujiciho n-mistného ¢isla vytvoiime
vyhovujici (n+ 1)-mistné ¢islo. Pokud n-mistné ¢&islo konéi &islici 1, mtizeme na konec
pridat nékterou z Cislic 3, 4, 5. Za Cislici 2 miZeme piidat nékterou z Cislic 4, 5, za Cislici 3
muZe nasledovat néktera z Cislic 1, 5, za Cislici 4 mizeme piidat nékterou z Cislic 1, 2 a za
Cislici 5 miize ndsledovat néktera z Cislic 1, 2, 3. Jak vidime, zéleZi na tom, jaka je posledni
¢islice. Oznaéme proto a, pocet vyhovujicich n-mistnych ¢isel, kterd konc¢i nékterou z Cislic
1, 5, b, pocet Cisel koncicich nékterou z ¢islic 2, 4 a ¢, pocet Cisel zakonéenych &islici 3.
Potom p(n) = a, + b, +c,. Ziejmé a; = by =2,¢c1 =1, p(1) =5=5.2,4"=5.2,5°,
a=6,by=4,¢c,=2,p2)=12=5-2,41 <5.2,5!,
Z ptedchdzejicich uvah plynou rekurentni vztahy

an+1 = 4an + by +2cp, bn+1 = an+ by, Cn+1 = dap. (1)

Z t&chto vztahl vyplyvd, Ze a3 = 14,b3 = 10,c3 = 6,p(3) =30 € (5-2,4%;5-2,5%).
Matematickou indukci dokdZeme, Ze pro kazdé n > 3 plati

an > 2,4", by > = -2,4", cp > 2,471

Wiy WIN

Pro n = 3 to plati. Jestlize a, > 2,4" b, > 2-2.4" ¢, >2,4""! tak také

2 2 5
Gt = n by 420, 2 2,4+ 52,47 +2.2,47 = <1+§+6> 2,41 =

=12,5-2,4">2 4"+
5 2

2
bn+1:Cln-l-bn22’4”_'_§,2’4_n:5,274n>5.274114—17

Cpyl =ap 2 2,4%.

Z pravé dokazanych nerovnosti vyplyva, ze
p(n) =an+b,+c,>2,4"+ % 2,4" 42,4 =(2,441,641)-2,4" 1 =524,
Podobné dokdZeme i druhou nerovnost. Ovéfime, Ze pro n > 3 plati
an < k-2,5", bngké-Z,S”, cn <k-2,5"1 )

kde k je vhodné zvolené Cislo. Potom bude

2:51«2.2,5"*1.

- 5 -
p(n) = an+bun+cn <k-2,5" 1'(275+§+1):k-2,5" b 30

23[9], ro¢nik 62, kategorie A, domaci kolo, tiloha 3
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Zvolime-li tedy k = %, bude pro kazdé n > 3 platit p(n) < 5-2,5" 1.
Zbyva matematickou indukci dokdzat nerovnosti (2), ve kterych k = %—(l). Pron =3
nerovnosti plati. Plati-li (2), je rovnéz

2 4 37
an+1 =da,+b,+2c, Sk'2,5n' (1+§+§> :k'275n'B <k-2,5n+1,

2 2
byt = an+by < k-2,5" (1+§) k52,50,

Cnr1=an <k-2,5".

Priklad 26. Pro libovolné ptirozené ¢islo n sestavme z pismen A, B v§echna mozn4 ,,slova“
délky n. Rozdélme je do dvou skupin S, a L, podle toho, zda je v daném slové sudy,
resp. lichy pocet ,,slabik* BA (za sudy povazujeme i pocet 0). Naptiklad slova BABBBBA
a AAAAAAB obé patii do skupiny S7, slova AABBABB a BA BAABA obé patii do skupiny
L. Urcete, pro kterd n majf skupiny S, a L, stejny pocet prvki.>°

Reseni. Skupinu S, rozdélme na dvé &asti (SA), a (SB), podle toho, zda slovo sku-
piny S, kon¢i pismenem A, resp. B. Skupinu L, rozdélme analogicky na dvé &asti (LA),
a (LB), podle toho, zda slovo skupiny L, kon¢i pismenem A, resp. B. Ddle ozna¢me
Snylny (SA)ny ($B)n, (IA), a (IB), po fadé pocty prvki skupin Sy, Ly, (SA),, (SB),, (LA),
a (LB),. Pro kazdé pfirozené ¢islo n pak podle naseho rozdéleni plati

sp = (sA) + (sB)y,

Iy = (IA), + (IB)n.

Kazdé slovo ze skupiny (SA), 1 vznikne tak, Ze pfipiSeme pismeno A bud na konec slova
ze skupiny (SA),, nebo na konec slova ze skupiny (LB),. Proto plat{

(sA)ns1 = (s4)a + (1B)s.
Analogicky plati rovnéz vztahy
(sB)nr1 = (sA)n+ (sB)n,

(IA)ns1 = (sB)n + (IA)n,
(IB)nt1 = (IA)n+ (IB)n.

Pro n = 1 maji skupiny nésledujici tvar
{SA}1 ={A},{SB}1 = {B},{LA}s = 0,{LB}1 = 0,

a tedy (SA)l = (SB)l =1la (lA)l = (lB)l =0.

Predpoklddejme, Ze pro urcité pfirozené ¢islo k obsahuji skupiny (SA); a (SB)y stejny
pocet prvka, ktery oznacime p, a zédroveii skupiny (LA); a (LB); maji stejny pocet prvku,
ktery oznacime ¢q. Pfedpokladejme navic, Ze plati p # ¢, jak je tomu v piipadé k = 1,

26[9], ro¢nik 53, kategorie A, domdci kolo, tloha 3
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kdy p = 1,4 = 0. Do nasledujici tabulky zapiSme pocty prvki ve skupinach pro éisla
n=kk+1,k+2,k+3,k+4. Pro vypocty hodnot vyuZijeme vySe uvedené vztahy.

n k| k+1 k+2 k+3 k+4
(sA)p | p | P+q | p+3q | 2p+6g | 6p+10g
(sB)n | p 2p 3p+q | 4p+4q | 6p+10g
(IA, | g | p+q | 3p+q | 6p+29 | 10p+6g
(IB)n| g | 29 | p+3q | 4p+4q | 10p+6q

Sn 2p | 3p+q | 4p+4q | 6p+10q | 12p+20g

I, 2q | p+3q | 4p+4q | 10p+6q | 20p+12¢g

Z tabulky miZeme vycist nékolik poznatkl. ProtoZe p # g, plati také 2p # 2q,
3p+q# p+3q,6p+10q # 10p+6q. Déle sg # Iy, skr1 7 let 15 Sk2 = lev2s Skt3 7 ey
a vidime, Ze skupiny (SA)i.4 a (SB)xi4 obsahuji opét stejny pocet prvki. Stejné tak
skupiny (LA)j4 a (LB).4 obsahuji opét stejny pocet prvki. Pfitom (sA)g.4 # (IA)x14.
Uzitim matematické indukce usoudime, Ze uvedend tabulka mé vSechny zminéné vlast-
nosti pro kazdé k = 4m+ 1, kde m je celé nezaporné ¢islo, tudiZ rovnost s, = [, plati, pravé
kdyzn=k+2=4m+3.
Skupiny S,, a L, tedy maji stejny pocet prvkd, pravé kdyz n = 4m + 3, kde m je celé
nezaporné ¢islo.

Priklad 27. Pro libovolné ptirozené ¢islo n sestavme z pismen A, B v§echna mozna ,,slova“
délky n a ozna¢me p,, pocet téch z nich, kterd neobsahuji ani trojici AAA po sobé jdoucich
pismen A, ani dvojici BB po sobé jdoucich pismen B. Urcete, pro kterd ptirozena Cisla n
plati, Ze obé &isla p,, a p,.1 jsou sudd.”’

Refeni. Existuji pravé dvé vyhovujici slova délky jedna (slova A a B), pravé tfi vyho-
vujici slova délky dva (slova AA,AB,BA) a pravé Ctyfi vyhovujici slova délky tii (slova
AAB,ABA,BAA,BAB). Proto plati p; =2, p, =3, p3 =4.

Nyni odvodime rekurentni rovnici pro Cisla p,. Pro kazdé n > 4 plati, Ze kazdé vyho-
vujici slovo délky n mé pravé jednu z koncovek ABAA,ABA,BAB,BAAB. Koncovky ABA
a BAB ma pravé p,_; slov, nebof ta s koncovkou ABA, resp. BAB, vzniknou pravé tak,
Ze k vyhovujicim sloviim délky n — 2, ktera konc¢i na A, resp. B, pripiSeme nakonec BA,
resp. AB. Koncovky ABAA a BAAB ma pravé p,_3 slov, nebof ta s koncovkou ABAA, resp.
BAAB, vzniknou pravé tak, Ze k vyhovujicim slovu délky n — 3, kterd konc¢i na A, resp. B,
pripiSeme nakonec BAA, resp. AAB. Pro kazdé n > 4 tak dostdvdme rekurentni rovnici

Pn = Pn—2+ Pn-3-

Protoze nds zajima pouze parita ptirozeného Cisla p, a vyrazid, pomoci kterych ho
pocitime, mizeme sestavit tabulku ze symbold S a L, kterym odpovidaji sudé, resp. lichd
Cisla. Paritu &isel p(n) pro n > 4 uréime pomoci rekurentni rovnice pro p(n). Pron < 17
dostaneme:

n|112(3/4(5]6|7|8[9]10|11 12|13 |14 15|16 |17
po|S|L|S|L\L|L|S|S|L|S|L|L|L|S|S|L|S

27191, roénik 53, kategorie A, krajské kolo, dloha 2
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Tato tabulka je nutné periodickd, protoze kazdé pismeno S nebo L pro hodnotu p,
je uréeno trojici predchozich pismen a existuje pouze osm riznych uspofadanych trojic
pismen S a L. Z tabulky vidime, Ze jeji perioda je 7, nebot prvni trojice (S, L, S) pod trojici
(1,2,3) se poprvé znovu objevuje pod trojici (8,9, 10). A protoZe v prvni vypsané periodé
pod sedmici (1,2,...,7) je dvojice (p7, pg) sousednich sudych &isel jedind, jsou obg Eisla
Pn @ ppt1 suda, pravé kdyz je Cislo n délitelné sedmi.



Zaveér

Vytvorend price se vénuje rozmanitym metoddm, které lze vyuZit pfi feSeni kombina-
torickych problémi. Text je uréen pro vSechny zdjemce o tuto problematiku, autorka se
domniv, Ze by mohl byt zajimavy predeviim pro u¢itele matematiky. Radu dloh zejména
ze treti kapitoly autorka povazuje za vhodné ke zpestieni stredoSkolské vyuky. Préace tvori
uceleny soubor fesenych tloh z kombinatoriky pievzatych z nejriiznéjSich zahrani¢nich
i Ceskych zdroju.

Pti tvorbé préce se autorka ddle zdokonalila v praci s T Xem, se kterym se setkala uz
na stfedni Skole a pfi psani bakaléiské prace, pokracovala v préci s programem GeoGebra,
ve kterém poridila vSechny potiebné obrazky. Opravdu velmi hodnotnou zkusenosti je pro
autorku prace s anglicky psanymi matematickymi texty. ReSeni fady piikladd bylo tieba
doplnit a sepsat podrobnéji.

V neposledni fadé€ si autorka ddle rozsitila znalosti z kombinatoriky jako matematické
discipliny a méla moznost poznat, jak se miZe kombinatorika prolinat s dal§imi matematic-
kymi disciplinami. Jelikoz si je dobfe védoma krésy i rozsdhlosti této oblasti matematiky,
doufa, Ze zdjem o kombinatoriku v budoucnu probudi i alespon u ¢asti svych studenti.
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