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UvVOD 5

Uvod

"Zda se mi, Ze pojem konvexni funkce je stejné zakladni,
jako funkce nezdpornd nebo funkce rostouct.

Nemylim-li se v tom, tento pojem by mel nalézt své misto
v elementarnich textech vénovaniych teorii realnych funkci.”

J.L.W. V. Jensen

Jensenova nerovnost je jednim z nejvyznamnéjsich vztahi v teorii algebraickych ne-
rovnosti. Vétsinu klasickych nerovnosti z ni totiz mizeme odvodit a zaroven s jeji pomoci
elegantné vyresit celou fadu algebraickych tloh. Presto ji podle mého nazoru dosud nebyla
v zakladni ¢eské matematické literatuie vénovana dostatecna pozornost. V této diplomové
praci si kladu za cil tuto mezeru castecné vyplnit.

V prvni, teoretické ¢ésti se vénuji tématu konvexnich funkci, nebot ty jsou hlavnim
predpokladem pro vyuziti Jensenovy nerovnosti. Pii sestavovani textu o vlastnostech kon-
vexnich funkei v prvnich dvou kapitolach jsem Cerpal prevazné ze skript [1]. Treti kapitola
je vénovana vlastni Jensenové nerovnosti, ktera je zde zavedena a dokazana. Jsou zde rov-
néz vylozeny okolnosti, které vedly danského matematika Jensena k objeveni nerovnosti
nesouci dnes jeho jméno. Popsana teorie je pak vyuzita v poslednich dvou kapitolach, které
ukazuji prakticky vyznam Jensenovy nerovnosti. V prvni z nich je odvozena vétsina klasic-
kych nerovnosti, ve druhé je pak sbirka prikladi a tloh, které jsou s vyuzitim Jensenovy
nerovnosti vyreseny. V zavéru je uveden strucny prehled Zivotopisnych tdaji zminénych
matematiki.

Poznamenejme jen, ze nebude-li uvedeno jinak, budou v textu proménné i, j, k, n znacit
prirozena cisla.
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Kapitola 1

Konvexni funkce

V tvodni kapitole se budeme vénovat konvexnim resp. konkavnim funkcim. Po jejich zave-
deni vylozime nékteré vyznamné vlastnosti téchto funkci a uvedeme dillezita tvrzeni, ktera
plynou z existence jejich derivaci.

Uvazme funkci f(z) = 2%, = € (0,00) a funkci g(z) = /7, z € (0,00). Ob& maji na
intervalu x € (0, 00) podobné vlastnosti: jsou rostouci a spojité, maji zde vsechny derivace
apod.

Obr. 1.1 Obr. 1.2

V jejich pribéhu je vsak pfesto patrny rozdil, oba grafy jsou ,zakfiveny* opa¢nym smé-
rem. Strucné, avSak vystizné, to lze vyjadrit néasledujici formulaci. Zatimco graf funkce f
lezi nad tecnou sestrojenou v jeho libovolném bodé, graf funkce ¢ lezi pod kazdou svou
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tecnou. A pravé tato vlastnost se v pripadé funkce f nazyva konvexnost, presnéji ostra
konvexnost, a v pripadé funkce g ostra konkavnost. Toto pojeti je ovS§em omezeno pouze
na funkce majici derivaci.

Uvedenou vlastnost ryze konvexnich funkci vsak Ize formulovat i jinak. Zvolime-li dva
libovolné body 1, xo € (0,00), 1 < xs, pak oblouk grafu funkce f pfislusny k intervalu
(x1, z9) lezi pod sefnou s uréenou body [z1, f(x1)] a [z2, f(x2)]. To znamend, ze pro kazdé
x € (x1,22) je ¢islo f(x) mensi nez pfislusna funkéni hodnota linearni funkce g, jejiz graf
je urcen body [ZL’l, f(xl)]v [x2> f(!ll'g)]

Y
s:y=g(r)
f(ifz) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1
G() frororerrorereereres :
F(@) pormrmrmrme Sy = [(2)
flz) | 1 | :

Obr. 1.3

Libovolny bod z € (xy,x9) lze psat ve tvaru z = Ajx; + Aawo, kde Ay > 0, Ay > 0,
A1+ A2 = 1. Hodnota piislusné linedrni funkce v bodé = je pak A\i f(x1) + Ao f(z2).

Definice 1.1. Rekneme, ze funkce f je konverni na intervalu I, jestlize pro kazdé dva

body x1, x5 € I takové, ze x1 < x5, a kazda dvé cisla \;, Ay € R takova, ze \; > 0, Ay > 0,
A1+ Ao = 1, plati

Fmy + Aowa) < Aif(21) + Ao f (22). (1.1)

Rekneme, Ze funkce f je konkdvni na intervalu I, jestlize pro kazdé dva body x1, x5 € I

takové, ze x1 < w9, a kazda dvé cisla A, Ay € R takova, ze Ay > 0, Ao > 0, Ay + Xy = 1,

plati
f()\lxl + )\2$2) > )\1f(£lf1) + )\Qf(l’g) (12)

Pokud v obou vztazich (1.1) a (1.2) nahradime neostré nerovnosti ostrymi, dostavame
definice pojmu ostré konvexnosti a ostré konkdvnosti na intervalu I.



KAPITOLA 1. KONVEXNI FUNKCE 8

Dodejme, ze vztahy (1.1) a (1.2) plati i pro dvojice Ay = 1, Aa =0a X\ =0, Ay = 1,
kde tyto nerovnosti prechazeji v trividlni rovnosti (splnéné pro kazdou funkci f).

Poznamka 1.2. 7 definice ihned plyne, Ze je-li funkce f konvexni na intervalu I, pak
funkce (—f) je konkavni na intervalu I a naopak. Lze se tedy omezit pouze na vySetfovani
vlastnosti konvexnich funkci. Stejny vztah plati i mezi ostfe konvexnimi a ostie konkavnimi
funkcemi.

Poznamka 1.3. Ekvivalentni zapis nerovnosti (1.1) z pfedchozi definice 1ze dostat také
néasledujicim zptsobem: Necht f je konvexni na I a pro body zi, x9, x3 € I plati, ze
1 < To < T3. Pokud 29 = >\1$1—|—)\2.§L’3, kde Ay > 0, A >0a A+ XM= 1,j€ Ay = 1—>\1, a
tedy 9 = A\jz1+ (1—A)z3 a odtud Ay = ﬁ = %, Ay = 1—% = ﬁ Nerovnost
(1.1) lze tedy v nasi situaci zapsat a postupné upravovat takto:

XT3 — T2 To — I

flee) < T f (@) + T (@),
Flag) < =Tt @ = o) () & (2 = ) 23)
f@ﬁ<(“x”ﬂ%)éz;;§@ﬁ+tmxnﬂm{
f@ﬁ<¢““ﬁ@ﬂ+52}ﬂ&@9ﬂm»
f@ﬁéf@ﬁ+£g%{§?9ub—my

Poznatek, ze konvexni funkce lze charakterizovat pomoci posledni nerovnosti, uvedeme
za chvili ve vété 1.7. Ke stejnému tcelu lze vyuzit i nerovnosti z nasledujiciho lemmatu.

Lemma 1.4. Nechf funkce [ je definovand na intervalu I a v, < 1o < 3 jsou libovolné
tri body z 1. Pak nasledugici tri nerovnosti jsou ekvivalentni:

flz2) = f(21) _ flws) = () (1.3a)
fw2) = flar) _ flw) = f(s) (1.3b)
flas) = fla) _ flas) = faz) (1.3¢)

T3 — X1 - T3 — X9



KAPITOLA 1. KONVEXNI FUNKCE 9

Diikaz. Stac¢i ukazat rovnocennost napt. prvnich dvou nerovnosti, pro ostatni je dikaz
obdobny. Upravami (1.3a) se postupné dostane

(z1) (22 — 21),

(21)(zg — 1) <

f(xs) (w2 — 1) — f(21) (22 — 1),
(f(@2) = fz1)) (25 — 22) < (f(x3) — f(22)) (22 — 1),

z ¢ehoz jiz snadno plyne nerovnost (1.3b). VSechny tpravy byly ekvivalentni, proto lze
postup obratit, ¢imz je ekvivalence nerovnosti dokazana. O

fxo)(ws — 1) — flz1)(23 — 1) < flz) (22 —21) — f
f(xa) (w3 — w2) + f(22)(w2 — 1) — f(21)(203 — 22) — f
<

Geometricky vyznam zlomki z nerovnosti (1.3a) - (1.3c) je zndzornén na obr. 1.4. Body
[z1, f(21)], [22, f(22)] @ [z3, f(23)] urcuji tfi piimky p1, p» a ps. Vztahy (1.3) vyjadiuji
nerovnosti mezi jejich smérnicemi.

Y
f(x3) \
= f(a2)—f(z1)
_ x2)—J (%1
f<x1> w2 tg w1 = ro—x1
D3 _ fz3)=f(z1)
P1 tgws = jg_m -
flxz) y=[(x) tguws = Lo/l
w3 w1
X1 T xr3 X
Obr. 1.4

Pojem konvexni mnoziny (nikoliv funkce) zname jiz ze stfedni skoly. P¥ipomenme si ho.

Definice 1.5. Mnozina M C R? se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body A,
B € M i celd tsecka AB lezi v M. Jestlize kazdad z uvazovanych tsecek AB lezi cela
(s pfipadnou vyjimkou krajnich bodt A, B) uvniti¥ M, nazyva se M ostre konvexni.

Definice 1.6. Necht f je funkce s definiénim oborem D(f) C R. Nadgrafem funkce f
rozumime rovinnou mnozinu Gy = {[z,y] e R* : 2 € D(f) ay > f(z)}.
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Z vyse uvedenych definic a poznatki lze nyni vyvodit vétu, ktera popisuje rtizné nutné
a dostatecné podminky konvexnosti.

Véta 1.7. Necht funkce f je definovand na intervalu I. Pak ndsledujici vlastnosti jsou
ekvivalentni:

(a) Funkce f je konverni na I.

(b) Pro libovolné body x1, xs, T3 € I takové, Ze x1 < w9 < x3, plati

+ M (29 — 21). (1.4)

r3 — I

f(za) < f(m1)

(c) Pro libovolné tii body x1 < w9 < x3 leZici v I plati nékterd z nerovnosti (1.3).
(d) Nadgraf funkce f je konverni mnozZina.

Obdobné tvrzeni plati, bude-li v (a) ostre konvexni funkce misto konvexni, nahradime-li
vSechny neostré nerovnosti (1.3) a (1.4) ostrymi a bude-li v (d) ostre konvexni mnoZina
misto konvexni.

Diikaz. Vlastnosti (a) a (b) jsou ekvivalentni podle vypo¢tu z poznamky 1.3.

(c) < (b)
Protoze nerovnosti (1.3) jsou ekvivalentni, pfedpokladejme, ze plati napf. druhé z nich.
Jeji tipravou postupné dostavame

f(x2) — f(z1) < f(x3) — f(x2)

[f(z2) = f(@1)](w3 — 22) < [f(3) = f(22)](22 — 71),
f(x2)ws — f(x2)wr < f(w3)ae — f(2s)zr — fla)we + fla1)ws,
f(@2)(ws — @1) < flas) (w2 — 1) — f@1) (w2 — 23 + 21 — 21),
f(2)(zs — x1) < (w2 — 1) [f(w3) = flz1)] + f(@1) (25 — 21),
flxs) — f(z1) (22

r3 — I

Y

—1'1),

f(x2) < floy) +

a proto podle poznamky 1.3 je f konvexni na I. Pouzité tpravy jsou ekvivalentni, takze
plati i opa¢nd implikace (b) = (c).
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(a) = (d)

Predpokladejme, ze A = [x1,y1], B = [z2, y2] jsou libovolné body nadgrafu Gy konvexni
funkce f, takze plati f(z1) < yy a f(x9) < yo. Je-li 1 = 19, je tvrzeni o tom, ze celd tsecka
AB lezi v M, ziejmé. Nechf tedy napf. 1 < z. Déle nechf g je linearni funkce, jejimz
grafem je pfimka p prochazejici body A a B, a h je linearni funkce, jejimz grafem je ptimka ¢
prochéazejici body [z1, f(x1)] a [xe, f(x2)].

Obr. 1.5

Funkce g a h jsou zfejmé zadany vzorci

Y2 — 1

g: y=y1+x2_x1($—561),
h y:f(xl)+%(x—xl).

Piedpokladejme déle, ze C' = [x3, g(x3)], 13 € (21, 22), je libovolny vnitini bod tsecky AB.
Ukazeme, ze g(xs) > h(x3), neboli C € GYy.

Splyvaji-li piimky p a ¢, je tato nerovnost zfejméa rovnost. Necht tedy f(x1) #
nebo f(z2) # yo. UkdZeme, Ze pak je dokonce g(x3) > h(zs3). Pripustme, Ze pro nékteré
x3 € (w1, 22) je g(x3) < h(xs). Dostaneme tedy
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it BB ) < oy + LD gy,
m= ) < P2 (g = f @)~ (e )
e = Fa)) < = e f()

Leva strana posledni nerovnosti je nezaporna a prava nekladna, takze obé musi byt nulové.
To znamena, ze f(x1) =y a f(x2) = ya, cOZ je spor.

(d) = (a)

Protoze tsecka spojujici dva body [z1, f(z1)] a [z2, f(22)] z Gy lezi cela v Gy, plati
h(xzs) > f(x3) pro kazdé x5 € (x1,x2), kde h ma stejny vyznam jako v predchozi ¢asti
diikkazu. Tedy

flaz) — fla1)

To — I

f(xy) + (r3 — 21) > f(23),

coz je ekvivalentni se zapisem

n f(x3) — f(x1)

T9) > f(x Ty — T1),
Flaa) = fla) + H2 L (o — )
kde ovSem x; < x3 < x9, takze plati (b), a tedy i (a).
Pro obménéné tvrzeni o ostfe konvexnich funkcich je dikaz analogicky. O

Néasledujici véta ma pri praktickém rozhodovani o konvexnosti ¢i konkavnosti konkrét-
nich funkci rozhodujici vyznam. Ukazuje, Ze zkoumand vlastnost u funkci, které maji de-
rivaci, souvisi s monotonii prvni derivace.

Véta 1.8. Necht funkce f md vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Pak je f konvexni
(ostre konvezni) na I prave tehdy, kdyz je funkce f' neklesagici (rostouct) na I.

Diikaz. Predpokladejme, ze je funkce f konvexni na I. Zvolme libovolné body x1, x5 € I,
x € (11, 72). Pak podle véty 1.7, ¢asti (c) plati

fx) — f(x1) < f(xa) — f(21) < f(x) — f(x2)

r — T - To — X1 - T — T

Provedeme-li v levém zlomku této nerovnosti limitni pfechod pro z — i a v pravém

zlomku limitni pfechod pro z — x5 (a uvédomime-li si, ze podle predpokladu existuji
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derivace f'(z1) a f'(x3)), dostavame, ze f'(x1) < f'(x2), coz znamend, Ze funkce f’ je
neklesajici na I.

Necht je nyni f” neklesajici na [ a necht x; < x5 < x3 jsou libovolné t¥i body z intervalu
I. Podle véty 1.7, ¢asti (c) staci ukazat, ze

f($2) - f(xl) < f($3) - f($2)

To — X1 o T3 — T2

Funkee f spliiuje na intervalech (z1, x5) a (x9, 23) pfedpoklady Lagrangeovy véty, tj. existuji
body ¢; € (21, x2) a ca € (29, x3) takové, ze

f/(C1) _ f(xs) — f($1)7 f/(CQ) _ f(x3) — f(932)_

To — I T3 — T2

Jelikoz ¢; < ¢y a f' je neklesajici, plati f'(c;1) < f'(cq) a tvrzeni je dokazéano.

Pro ostfe konvexni funkce je ditkaz analogicky. O

Dusledek 1.9. Necht I je otevieny interval a f md vlastni druhou derivaci na 1.
(a) Je-li f"(x) >0 pro kaZdé x € I, pak je f ostre konvezni na I.

(b) Je-li f"(x) <0 pro kazdé x € I, pak je f ostre konkdvni na I.

Diikaz. Plyne z véty 1.8 a z toho, ze funkce s kladnou (zédpornou) derivaci je rostouci
(klesajici). O

Nésledujici véta mé dilezity geometricky vyznam. Rika nam, Ze zatimco graf konvexni
funkce musi lezet nad tecnou sestrojenou v jeho libovolném bodé, graf konkavni funkce
musi lezet pod kazdou takovou teénou. Pripomenme, Ze rovnice tecny ke grafu funkce f
s bodem dotyku [xg, f(z0)] m4 tvar

y = f(xo) + f'(z0)(x — x0).

Véta 1.10. Necht funkce f md vlastni derivaci na intervalu I. Pak je [ konvexni na I
prave tehdy, kdyZ pro kazdé dva ruzné body x, xo € I plati:

f(@) = f(xo) + f'(wo) (2 — o).
Stejné tak je f konkdvni na I prdvé tehdy, kdyz pro kazZdé dva ruzné body x, xq € I plati:
f(@) < fxo) + f'(wo) (2 — o).

Obdobny vysledek plati pro funkce ryze konvexni a ryze konkdavni na intervalu I (nerovnosti
v turzend jsou ostré).
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Diikaz. Dukaz staci provést pouze pro piipad konvexni funkce, pro konkavni je analogicky.
Necht f je konvexni na intervalu I. Podle véty 1.8 je funkce f’ neklesajici na I. Mé&jme
tedy dany dva rtzné body z, x¢ € I. Podle Lagrangeovy véty existuje bod ¢ mezi body =,
xo tak, Ze

f(x) = f(xo) = f'(c)(x — mo).

Odtud odectenim vyrazu f'(zo)(z — xo) od obou stran rovnosti dostavame
f(@) = f(xo) = f'(zo)(w — m0) = (f'(¢) = f'(w0)) (& — o).

Funkce f’ je neklesajici na I, tj. %ﬂm > 0, takze je bud f’(¢) = f'(x¢), nebo ma vyraz
f'(c) = f'(x0) stejné znaménko jako ¢ — zy a to ma stejné znaménko jako x — zy. Proto je

(f'(c) = f'(xg)) (x — o) > 0, a tedy
f(x) = f(zo) = f'(xo)(w —w0) 20 odkud  f(z) > f(xo) + f'(w0)(z — wo).

Necht je naopak pro libovolnd x # xg z intervalu I splnéna posledni nerovnost. Pak pro
takova x, xy plati implikace

T < o - f(x)_f($0) Sf/(xO)a
r — 2o
r>19 = w > f'(0)-

Odtud dostavame, ze pro libovolné tii body x1 < xy < 3 z intervalu [ je

f($2) - f(%) < f’(xg) < f($3) - f($2)

Lo — X1 X3 — X2

Y

a podle véty 1.7, ¢asti (c) je f konvexni na /. O

Na zaver této kapitoly si uvedeme a dokazeme jednu diilezitou vétu, ktera se tyka tzv.
J-konvexnich funkci. To jsou funkce, které splnuji definici 1.1 zzenou na kombinaci ¢isel
AL = % aly = % Pro libovolna x1, x9 € I tedy J-konvexni funkce f vyhovuje nerovnosti

f<l’1+113’2) < f(l’l)+f(l'2) (15)
2 2

Témito funkcemi se zabyval dansky matematik Jensen a jejich vyznam podrobnéji popiseme
v tvodu kapitoly 3.

Véta 1.11. Je-li funkce f J-konvexni a spojitd na intervalu I, pak je konvexni na I wve
smyslu definice 1.1.
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Diikaz. Indukci vzhledem k ¢islu k lze dokazat, ze kazda funkce f, ktera je J-konvexni na
intervalu I, spliiuje nerovnost

1 & 1 &
Flae ) <md fa), (1.6)
=1 =1

pro libovolné z1, xa, ..., Tor € I. Pro k = 1 jde piimo o defini¢ni nerovnost (1.5). Ukazme
si, jak prejit k hodnoté k = 2. Pro libovolna w1, o, x3, x4 € I nejprve uzijeme nerovnost
(1.5) s hodnotami z;, x5 zaménénymi hodnotami %(xl + 29) a %(933 + x4). Dostaneme po-
stupné:

T4 T+ as+ s\ L (500 +22) + 5(25 + 24)
f( 4 >_f<2 22 )S

< LGt e) 1 G2
1 (f(xl) ) | fs)+ f<w4>)

-2 2 2

f(z1) + flza) + flas) + [(24)
1 ;
a to je nerovnost (1.6) pro k = 2. Obecny indukéni krok od k ke k + 1 je analogicky.
Abychom dokézali, ze J-konvexni funkce f spliiuje nerovnost (1.1) z definice 1.1 pro
libovolné, ale pevné zvolena z1, zo € I, dosadime do (1.6) z; =z prol < j <maz; = xy
prom < j < 2% Dostaneme nerovnost

m m m m
fgroms (Lo gp) ) < e s+ (1= ) fa)
Provedeme-li nyni limitni pfechod zlomku Z — X, kde A € (0,1) je libovolné zvolené ¢islo,
plyne ze spojitosti funkce f nerovnost

fQAr+ (1= Nag) < Af(z1) + (1= A) f(a2),

coz je nerovnost (1.1), kterou jsme méli dokazat. O
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Kapitola 2

Dalsi vlastnosti konvexnich funkci

V pfedchozi kapitole byly zavedeny konvexni a konkavni funkce a byly vySetfovany jejich
vlastnosti zejména za predpokladu, ze tyto funkce mély prvni resp. druhou derivaci. Kon-
vexni a konkévni funkce vSak maji fadu dilezitych vlastnosti i bez téchto predpokladii.
Nékteré z nich jsou uvedeny v této kapitole. Stejné jako v predchozim textu se lze omezit
ve formulacich pouze na konvexni funkce, nebot funkce f je konkévni pravé tehdy, kdyz
funkce (—f) je konvexni.

Pro potieby nésledujiciho textu je vhodné zavést nasledujici oznaceni. Necht f je defi-
novand na intervalu I s krajnimi body a a 5, o < 5. Oznacme vnitrek intervalu 1 0= (o, )
a jeho uzavér I = (a, ) (pro @ = —oo resp. [ = oo zustava [ zleva resp. zprava otevieny).

Tedy I C D(f)=1C I.

Lemma 2.1. Je-li f konvexni na I, je f spojitd na I°.

Diikaz. Necht xo € I° 2, 3 € I a 21 < m3 < x3. Necht y = py(z) je rovnice p¥imky
prochéazejici body [z1, f(x1)] a [z, f(z2)] a y = ps(x) je rovnice piimky prochazejici body
(9, f(x2)] & [z3, f(x3)]. Z definice konvexity je f(z) < ps(z), v € (xa,x3). Necht x4 €
(x2,23) a p je piimka prochéazejici body [za, f(x2)] a [z4, f(x4)]. Pak podle véty 1.7, ¢asti
(c) plati f(xji:igl’l) < f(x;‘i:gxz). Odtud vzhledem k rovnostem pi(xs) = p(x2) = f(x2)
méame p;(z) < p(x) pro > xe. Ale p(x4) = f(x4), odkud p;(z) < f(x), z € (xq, x3). Plati
tedy p1(x) < f(z) < ps3(z), © € (xq,z3). Protoze lim,_,+p1 (x) = lim,_ ps(z) = f(xq),
je lim, .+ f(z) = f(xq) a f je spojité zprava v z5. Obdobné se ukaze i spojitost zleva. [

V krajnich bodech I (pokud je v nich definovana) ovSem funkce konvexni na I spojita
byt nemusi. Ukazuje to piiklad funkce f(z) =0, z € (0,1), f(0) = f(1) = 1.

Lemma 2.2. Funkce f je konvexni (ostie konvexni) na I pravé tehdy, kdyz pro libovolné

(z) = f(x)—f(=o

xo € I je funkce g p— ) neklesajici (rostouci) na I ~ {xzo}.
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Diikaz. Plyne pfimo z véty 1.7, ¢asti (c). O

Véta 2.3. Necht funkce f je definovand na otevieném intervalu I = («, 3).

(a) Je-li funkce f konvezni na I, pak pro kaZdy bod x¢ € I ezistuji vlastni jednostranné
derivace f' (xo) a f\(xo) a plati f (xo) < fi(z0). Tedy f je zejména spojitd na 1.

(b) Je-li funkce f konvexni (resp. ostre konvexni) na I a x1,x9 € I, x1 < x5, pak plati

fi(zr) < fL(mg) (resp. fi(x1) < fL(x2)).

Dikaz.

(a) Oznatme g(z) = %ﬁéxo)’ x # mxy. Funkce ¢ je neklesajici podle lemmatu 2.2.

Pro 21 < xg < @3 je g(#1) < g(x2), proto plati lim - g(z) < g(x2), a tudiz i
nasledné limx_)xa g(x) < limx_)xg g(x) (limity existuji diky monotonii funkce g a jsou
vlastni, protoze g je ohrani¢end v ryzim okoli bodu xg). Ale lim, - g(x) = f' (z0)
alim, .+ g(z) = fi(xo). Z existence jednostrannych derivaci plyne spojitost zprava

a zleva a tedy i spojitost funkce f. (Spojitost jiz byla nezavisle dokazana v lemmatu
2.1.)

(b) Pro 1 < x < x5 plati f(xi:ﬁxl) < ﬂ“’”jﬁiﬁ“ < f(xji:i(x)

v levém zlomku pro x — 7 a v pravém pro x — z, dostaneme (existence jed-
nostrannych derivaci plyne z bodu (a)), ze f!(z1) < % < fr(xq). Jeli f
ostfe konvexni, zlistanou v predchozich nerovnostech vzhledem k ryzi monoténnosti
pomocné funkce g ostré nerovnosti.

. Limitnim prechodem

]
Poznamka 2.4.

e V krajnich bodech intervalu, na kterém je funkce f konvexni, (pokud patii do D(f))
také existuji jednostranné derivace, ale mohou byt nevlastni. Konkrétné plati:
Je-li f konvexni na (o, ), existuje f’ (a) a —oo < f!(z9) < +00.
Je-li f konvexni na («, 3), existuje f’ () a —oo < f!(z9) < +o0.

e I pro ostie konvexni funkci se miize stat, Ze pro néjaké xy je f (o) < f’.(xo). Pii-

kladem je funkce f(z) = |tgz| na intervalu (=%, %), kterd je ostie konvexni, a plati

272/
f2(0) = =1 <1 = fi(0).

Dusledek 2.5. Je-li f konvexni, resp. ostre konvexni, na intervalu I = (o, 3), pak jsou
I a f neklesagict, resp. rostouct, na I. (Je-li I = (o, [3), turzent pro f'. plati na («, 3),
a podobné, je-li I = («, [3), turzend pro f’ plati na («, 5).)
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Lemma 2.6. Je-li f (ostie) konvezni na (o, 5) a spojitd na {(«, 3), je f (ostre) konvexni
na (a, 3).

Diikaz. Je-li f konvexni na («, ) a pro body x1, z2, 3 € (o, 5) plati x; < x5 < x3, pak
e f2)—f(z1) < S(@3)—f(x2)

-] To2—T1 Tr3—T2

% a podle véty 1.7, ¢asti ¢) je f konvexni na (o, (7). Stejné se ukaze, ze konvexnost

se zachova i pripojenim koncového bodu 3.

Necht f je ostfe konvexni na («,(3), ale neni ostie konvexni na [a, ]. Pak existuji
a <1 <y < ax < ftak, zZe f(xiz W(A’) = f(“) f('Y . Protoze f(gz 10 e neklesajici, je
tato funkce na (x1, z2) \ {7} rovna néjaké konstante C. Odtud f(z) = f(y)+C(z —7) je

linearni na (z1,x5) C (v, 3), coz je spor s ostrou konvexitou. O

. Nyni pro ; — a™ je (f je spojita zprava v «) 7]”(9@;3:2(04) <

Véta 2.7. Necht f je konvexni na I a xy € I°. Pak plati:

lim f(z) = lim_f’(x) = fi(zo),

Z‘—>SEO SC—>Z'0
lim fL(x) = lim f'(2) = f (o).
I—>£E0 I—>£E0

Tedy f'(xo) existuje pravé tehdy, kdyZ f' (resp. f') je v xy spojitd.

Driikaz. Limity existuji, protoze podle disledku 2.5 jsou f’ a f! neklesajici. Dokdzeme
napf. prvni vztah (dikaz druhého je analogicky). Pro @ > g je f'(z0) < f'(z) < fi(x)
a pro x — xqy je tudiz f}(zo) < lim, 4 f’(z) <lim, 4 f\(z). Déle prozg < z <

je fi(z) < J@e)=/@) - Fypkee f je podle lemmatu 2.1 spojita, tedy pro z — x§ je

r1—x

lim, o f4 () < lim, . 22000 — JOUTE0) Ny pro 2y — af je lim, .« fi(z) <
f! (xg), coz dohromady dokazuje tvrzeni. O

Lemma 2.8. Necht f je konvexni na I a x1, o € I, 11 < T3.
(a) Je-li f(x1) < f(xa) (f(z1) < f(z2)), je [ neklesajici (rostouct) pro x > x9, x € I.
(b) Je-li f(z1) > f(z2) (f(x1) > f(xa)), je f nerostouct (klesajict) pro x < xy, x € I.

Je-li f ostre konvexni, je ryze monotonni na prislusném intervalu, i kdyZ f(z1) = f(xq).

Diikaz. Necht f je konvexni na I, body z7 < 2 < x3 < x4 lezi v I a f(z1) < f(xq). Pak
0 < f($2) f(wl) < f(903) flz2) < f(m44 f§903 Odtud f(l’4) > f(l’g) Je-li f(l’l) < f(l’g), bude
f (:)34) > f (:)33) Obdobne se dokaze pripad (b). Je-li f ostfe konvexni, bude v ptipadé (a)
0 < Lws)floa) o Jwa)J@s) ta)ze f(z,) > f(as). Piipad (b) je analogicky. O

:(:3 T2 T4—T3
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Véta 2.9. Necht f je konvexni na I a xy € I je bod lokdlniho minima funkce f. Pak je
toto minimum globdlni. Je-li f dokonce ostre konvexni, je toto minimum ostré a jediné.

Diikaz. Necht plati predpoklad dokazované véty. Pak bod xy je vnitini a na jistém okoli
d(zo) C I plati f(xo) < f(x). Nechf napt. 1 > xg. Zvolime x5 € 0(x0), v9 < x2 < 1. Podle
lemmatu 2.8 je f(x1) > f(x2) > f(x). Obdobné pro z; < xy. Minimum je tudiz globalni.
Je-li f ostife konvexni, je toto minimum podle lemmatu 2.8 dokonce ostré a protoze je
globalni, je jediné. O

Poznamka 2.10. Z piredchozi véty a lemmatu mimo jiné plyne, Ze ma-li mit funkce f
konvexni na I v néjakém bodé lokalni maximum, pak jediné za predpokladu, ze f je
konstantni na néjakém okoli bodu xy. Pro x € d(z) je totiz f(z) < f(xy) a soucasné
f(z) > f(xo). Je-li tedy f ostfe konvexni, nemize mit lokdlni maximum.

Véta 2.11. Necht [ je konvexni na otevieném intervalu I = («, ). Pak nastane pravé
jedna z nasledujicich mozZnosti:

(a) f roste na I;
(b) f klesd na I;

(d
(e

)

(c) existuje xog € I takové, Ze f je konstantni na (o, xy) a je rostouct na (xo, 3);
) existuje xo € I takové, Ze f je klesagici na (o, xo) a je konstantni na (xo, 5);
)

existuje interval (pripadné degenerovany na bod) J = (xg,x1) C I, a < o < 17 < 3,
takovy, Ze f je konstantni na J, je klesajici na («, xo| a je rostouci na [y, 3).

Je-li f ostre konvexni, nemohou nastat pripady (c) a (d), a nastane-li pripad (e), je J
jednoprvkovd mnozina.

Dukaz. Necht f je konvexni na I = («, ) a nenastane ani (a), ani (b). UkdZeme, ze pak ma
f globalni minimum. ProtoZe f neni klesajici, lze najit x; < x5 tak, ze f(x1) < f(x2). Podle
lemmatu 2.8 je f neklesajici pro z > x5. Podobné z toho, ze f neni rostouci, plyne existence
x3 takového, ze pro x < w3 je f nerostouci. Lze predpokladat, ze x3 < xs. Na intervalu
(x5, x9] je podle lemmatu 2.1 funkce f spojita, takze (podle Weierstrassovy véty) nabyva
na tomto intervalu nejmensi hodnotu v néjakém bodé xy, v némz je lokdlni minimum f na
1. Pro x3 < xg < x5 je to zfejmé, pro xo = xs resp. g = x3 to plyne z monotonie f mimo
(3, x9]. Z véty 2.9 mame, Ze je toto minimum globélni.

Oznacme J mnozinu vSech bodt globalniho minima. Pak .J je jednoprvkova nebo je to
interval. Pro x4y < x5 z J a © € (x4,75) totiz f(mi:ﬁ“) < f(xjg:ﬁ“) = 0, z ¢ehoZ mame
f(z) < f(xy), takze z € J. Tedy f je konstantni na J. Zbytek tvrzeni plyne z lemmatu
2.8.

Je-li f ostie konvexni, nemize byt v Zadném podintervalu linedrni. V piipadé (e) je
podle véty 2.9 mnozina J jednoprvkova. O
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Kapitola 3

Jensenova nerovnost

Po zavedeni konvexnich funkci a zkoumani jejich vlastnosti se jiz mizeme zabyvat hlavnim
tématem diplomové prace - Jensenovou nerovnosti. V této kapitole se seznadmime s okol-
nostmi, které vedly ke zrodu této nerovnosti, popiseme jeji vztah ke konvexnim funkcim a
dokazeme jeji platnost. V zavéru kapitoly pak vylozime problematiku Holderova rozdilo-
vého vzorce.

V roce 1906 dansky matematik J. L. W. V. Jensen uvefejnil ¢lanek, ve kterém se zabyval
Cauchyovym dikazem AG-nerovnosti tzv. zpétnou indukei. Ten si nyni uvedeme.

Véta 3.1 (AG-nerovnost). Pro libovolnd nezdpornd redlnd ¢isla x1, xo, ..., x, plati
Ty +To+ -+ Ty
VETa @y < 2 : (3.1)
n
Pritom rovnost nastane pravée tehdy, kdyz x1 = 1o = -+ = x,,.

Diikaz. Nejprve poznamenejme, Ze tvrzeni o nerovnosti (3.1) je ziejmé, je-li alespoii jedno
z nezapornych c¢isel z; rovno nule. Proto dale budeme predpokladat, ze vSechna cisla x;
jsou kladna.

Cauchytv dtikaz zpétnou indukci probihéd v téchto trech krocich:

e 2¢c M,
e VneN:neM=2ne M,
e VneN:n+1eM=neM,

kde M je mnozina vSech téch pfirozenych ¢isel n, pro néz nerovnost (3.1) plati s libovol-
nymi kladnymi ¢isly x1, xs, ..., z,.
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(1)

(2)

(3)

Nejprve tedy ovérime, zda nerovnost plati pro n = 2. Ekvivalentnimi tipravami dos-

taneme
T + )

VaL s £ —5—,

2V 1y <1y + 29,
0 <z — 21122 + T2,
0< (vVay—vaz) .

Platnost posledni nerovnosti je zfejma, pricemz rovnost nastane, prave kdyz bude
platit \/z1 — /72 = 0, tedy x1 = 5.

Nyni predpokladejme, Ze nerovnost (3.1) plati pro urcité n. DokdZeme, Ze plati také
pro 2n. Zvolime tedy libovolna kladna x1, x», ..., x9,. Pro ta pak postupné plati

VAT 'l’gn:</{7$1' R V47 TS RN S

Tit ot Ty Tppr t ot Do
n n

< (AG-nerovnost pro dvé n-tice) < \2/ <

Tit-+Tn Tn4+1+-+Tan

+ Ty +-+

< (AG-nerovnost pro n = 2) < —= 5 n = 5 2
n

Rovnosti v uvedenych nerovnostech nastanou pravé tehdy, kdyz bude zaroven platit

Dttt — DA PRI gy = =T, 8 Bpgy = 0 = Doy, DEboli Ty = Ty = -+ = g,

Nakonec predpoklddejme, Ze nerovnost (3.1) plati pro urc¢ité n+ 1. Abychom dokazali
jeji platnost pro ptislusné n, zvolime libovolné n kladnych ¢isel zy, ..., x, a pridame
k nim ¢slo 41 = BFHe které je rovnéz kladné. Podle predpokladu plati:

1+ -+ T+ Tpga
n+1

=P.

YT Ty T <

Protoze soucet x; + - - - + x,, je roven n - x,,+1, ma prava strana vyjadieni

NTp41 + Tptl

- =T
n+1 1

Mizeme tedy psat

T T Ty S Ty,

n+1
Tis oo Tp o Tpe1 S Ty,

IN

n
Ty T ST,

3
8
—
8
3
IN

xn-i—l 3
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odkud po dosazeni za x,, . dostaneme

Ve, < ——m

coz je nerovnost, kterou jsme chtéli dokazat. Pri¢emz rovnost nastane, prave kdyz

Ty = =2, = BEE coz je ekvivalentni s 27 = x5 = -+ = .
U
V jiz zminéném ¢lanku Jensen provedl nasledujici ivahu. Protoze funkce f(z) = —Inxz
je na intervalu (0; 00) klesajici, dostaneme po zlogaritmovani AG-nerovnosti
T+t 2, —Inx it (=Inz,
At (Cna) e 4 )
n n
To je priklad nerovnosti tvaru
T+t T, x1) + -+ fla,
n n

Analyzou Cauchyova dikazu zjistil Jensen, ze nerovnost (3.2) 1ze odvodit z jediného pred-
pokladu o funkci f: pro libovolna ¢isla x1, x5 z ptislusného intervalu plati

2 2
Funkce, které tuto nerovnost spliiuji, dnes oznacujeme jako J-konvexni. Jak uz bylo zmi-
néno v zavéru prvni kapitoly, jde o slabsi podminku v definici 1.1 a vztah téchto funkci
ke konvexnim funkcim vyjadiuje véta 1.11. Nerovnost (3.2) je vlastné historicky prvnim
tvarem Jensenovy nerovnosti, kterou dnes zapisujeme v obecnéjsi podobé (3.4) z nasledu-
jici véty 3.3. Pred ni vSak zavedeme pojem konvexni kombinace Cisel xq, xo, ... x,, jejimz
zvlastnim pripadem je aritmeticky priameér téchto cisel.

Definice 3.2. Cislo \iz1 + - -+ 4+ A\,2, se nazyva konvexni kombinaci ¢isel 1, ..., Zn,
spliuji-li koeficienty A; této linearni kombinace tyto podminky: A\; > 0 (i = 1,2,...,n) a
A1+ -+ A, = 1. Pro takovou kombinaci ozna¢me vy, . . ., yx, kde k < n, vSechny vzajemné
ruzné body x;, tj. {z1,...,z.} = {vy1,...,yx}. Déle ozna¢me p; soucet vSech \;, pro néz
yj=a;, 7 =1,2,... k. Pak ziejmé p; >0 (j =1,2,..., k) a g+ -+ pp = L.

Véta 3.3 (Jensenova nerovnost). Necht funkce f je definovand na intervalu I. Pak plati:

(a) Je-li funkce [ konvexni na I, pak pro libovolnou konvexni kombinaci A\yz1+- - -+ N\, x,
jakychkoliv c¢isel x+,...,x, € I plati nerovnost
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(b)

Je-li funkce [ ostre konvexni na I, pak nerovnost (3.4) z casti (a) je ostrd, prdvé
kdyz pri oznaceni z definice 3.2 je k > 2 a pro alespon jedno j je 0 < p; < 1.

Diikaz.

(a)

Pro pevné zvolené x4, ..., x, € [ ozna¢me o = min{zy,...,x,}, f = max{xy,...,x,}.
Pak
a=M+-F+N)a< i+ e, <M+ -+ A)8 =0,

takze Mz + -+ + \yx, € I. Ditkaz nerovnosti (3.4) provedeme indukei vzhledem
k ¢islu n. Pro n = 1 je nerovnost (3.4) zfejma rovnost. Necht nerovnost (3.4) plati
pro vSechny (n — 1)-tice, n > 2. Mé&jme n-tice x1,..., 2, a A,...,\,, kde A\; > 0,
i=1,...,.naXA+---+ X, =1 Necht 0 < \; < 1,7 =1,...,n (jinak lze rovnou
vyuzit indukéni pfedpoklad). Ozna¢me nyni

)\n—l

A
=4+ A1 a :Z":El:)sl%—---—l— Ty -

Jefel,protoée% +---+A”—u’1 = 1. Zfejmé A\jxq + - - - + A\, = pT + (1 — p) .

S vyuzitim nerovnosti (1.1) a indukéniho pfedpokladu dostaneme

FOuy + -+ M) = F(uz + (1= p)aa) < pf (&) + (1= ) flaa) <
<pu (% flz)+--+ )\7;1 f(xn_1)) + M\ f(zn) = (3.5)

Predpokladejme, Ze pro ostie konvexni funkci f v nékteré nerovnosti (3.4) nastane
ostra nerovnost. Nemtize byt k& = 1, protoze by platilo 1 = ... = =z, a dostali
bychom rovnost. Kdyby neexistovalo 0 < p; < 1, existovalo by s € {1,..., k} takové,
ze j1s =1 a pu; = 0 pro kazdé j # s. Pak by platilo

furs + -+ X)) = f(ys) = Af(zn) + -+ A f(20),

coz je opét spor. Dokézali jsme, Zze & > 2 a pro alespoil jedno j je 0 < p; < 1.

Nyni pfedpoklddejme naopak, ze k& > 2 a pro alespon jedno j je 0 < p; < 1. Pak
pro vsechna j = 1,...,k je u; < 1, a tedy i \; < 1 pro vSechna ¢ = 1,...,n.
Vybereme nejvétsi z;, pro néz \; > 0. Bez jmy na obecnosti miizeme predpokladat,
Ze je to x,. Definujme bod 7 stejné jako v ¢asti (a). Stejné jako tam se ukaze,
ze T lezi mezi témi z;, pro néz je \; > 0, a tedy ¥ < z,. Pfitom 0 < p < 1.
Protoze predpokladame, Ze f je ostfe konvexni, bude v Fetézci vztahit (3.5) platit
ostra nerovnost f(uz + (1 — p)x,) < puf(Z) + (1 — p) f(x,), a tudiz i nerovnost (3.4)
bude ostra.

O
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Podminku tykajici se ostré Jensenovy nerovnosti (3.4) lze také vyjadrit tak, Ze existuji
alespoil dva rtzné body x;, z; takové, Ze jim odpovidajici koeficienty A;, A; jsou kladné.

Dusledek 3.4. Necht f je ostie konvexni, \; > 0 pro vSechnai=1,...,n a v Jensenové
nerovnosti (3.4) nastane rovnost. Pak x1 = - -+ = x,.

Poznamka 3.5. Dodejme jesté, ze v mnoha ptipadech je vyhodné polozit v nerovnosti (3.4)
(%
U1 + e + Up, ’

kde v; > 0 pro kazdé + = 1,...,n a alespon jedno z ¢isel vy, ..., v, je kladné. Jensenovu
nerovnost pak zapisujeme ve tvaru

f M1+ -+ 0T, < Ulf(xl)—i_"'"i_vnf(xn)
v1 4+, - v+ oy, '

)\i:

(3.6)

Poznamka 3.6. Jak je to obvyklé, Jensenovu nerovnost ve vété 3.3 jsme formulovali
pro konvezni funkci f. Pro konkdvni funkci f plati Jensenova nerovnost (3.4) s opa¢nym
znakem nerovnosti:

Plyne to pfimo z véty 3.3 uplatnéné ke konvexni funkei (—f).

Véta 3.7 (Holdertuv rozdilovy vzorec). Necht funkce f: I — R md vlastni druhou derivaci
na intervalu I a necht pro kazdé x € I plati 0 < m < f"(x) < M. Pak pro vSechna redlnd
r1,...,%, € I a pro nezdpornd redalnd \;, kde v = 1,....n a A\ +---+ N\, = 1, existuje
redlné cislo pu € (m, M) takové, Ze plati

Z)\fxz <ZAL)=—NZZM x; — ;)% (3.7)

i=1 j=1

Poznamka 3.8. Vzorec (3.7) pochézi ze stejného ¢lanku O.L. Holdera z roku 1884, ve
kterém je podan dikaz nerovnosti dnes oznacované jako Holderova. Rozdilovy vzorec (3.7)
sice neni tak znamy jako ona nerovnost, je vSak rovnéz vyznamny. Vyjadiuje hodnotu
rozdilu mezi obéma stranami Jensenovy nerovnosti a zaroven ukazuje vztah konvexnich
funkci k linearnim ¢i kvadratickym funkcim. Je-1i napf. rozdil hodnot M —m maly, pak nam
vztah (3.7) fik4, Ze funkce f ma podobny prubéh jako kvadratickd funkce na intervalu I.
V krajnim piipadé, kdy m = M, bude funkce f pfesné kvadratickd, tzn. f(x) = a+Bz+y2?,
kde m = M = p = 27, a rozdilovy vzorec tak prejde v obycejnou kvadratickou rovnici.
Podobné, je-li M malé, feknéme 0 < M < ¢, pak ze vztahu (3.7) plyne, Ze funkce f se
blizi spiSe k linedrni funkci f(z) = a + fz. Pro presnou linedrni funkci bude leva strana
rozdilového vzorce (3.7) rovna nule.
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Diikaz. Vyjdeme z predpokladu véty 3.7, tedy z platnosti vztahu 0 < m < f”(x) < M pro
kazdé x € I. Vezméme funkce

g(z) = %Mﬁ ~f(z) a h(z)= f(z)— %mx?

Snadno ovétime, zZe obé maji na I nezaporné druhé derivace, takze jsou na I konvexni:
g"(x) =M — f"(x) >0, h"(x) = f"(x) —m > 0.

Oznadime-li T = \jzy + -+ -+ Nz, kde 21, ... 2, € I, \; € (0,1) a > | A\; = 1, dostaneme
z Jensenovy nerovnosti pro konvexni funkci g nasledujici vztah

9(z) < Z)‘ig(xi)v
i=1
ktery po dosazeni za ¢ a dalsich upravach mizeme zapsat

J17 = 10 < x (§0at = 1w )

Z Aif (x:) = f(T) < % M (Z Aiw? — :32) . (3.8)

Upravime-li vyraz v zavorce na pravé strané nerovnosti (3.8), dostaneme :

i)\ﬂf? _ 72 = i)vx? _ ikijz _ i&(ﬁ _ )=
i=1 =1 — —
- Zn: Ai(; — j)z + 2526 ATy — 2 z": N2 =
= i=1 i=1

= Nlwi -2’22 22" =) Ni(wi — 7).
i=1 i=1

Proto nerovnost (3.8) mizeme piepsat ve tvaru

n

o Nf (@) - (@) < %MZ Nl — 5)2. (3.9)

1=1

Podobné z Jensenovy nerovnosti pro konvexni funkci h dostaneme

> NS () - (@) 2 %mz N(wi — 7). (3.10)
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Z nerovnosti (3.9) a (3.10) za predpokladu
> Az —x)° >0 (3.11)

plyne, ze ¢islo

lezi v intervalu (m, M). Pfedpoklad (3.11) neni splnén jediné v ptipadé, kdyz vSechna x;,
pro néz \; # 0, jsou rovny témuz ¢islu (totiz ¢islu z). Tedy obé strany (3.7) jsou rovny
nule bez ohledu na to, jaké ¢islo u € (m, M) vybereme.

Zbyva dokazat identitu

zn:Ai(g:i— ZZM z; — ;)2 (3.12)

i=1 j=1

Podle predchoziho vypoctu je leva strana (3.12) rovna

Z)\x —T —Z)\x — (Z)‘x’) —
=1 Jj=1 i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

:—ZZA)\ z; — ;)2

=1 j=1

Tim je i vzorec (3.12) dokazan. O
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Kapitola 4

Klasické nerovnosti

V této kapitole ukazeme, jak lze z Jensenovy nerovnosti odvodit nékteré vyznamné vztahy
patiici k zakladim celé teorie algebraickych nerovnosti.

AG-nerovnost

Jak jsme uvedli v iivodni ¢asti kapitoly 3, nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym

prumérem
Ty + X2+ -+ 2y

n
a jeji dikaz Cauchyovou metodou zpétné indukce privedly v roce 1906 J.L.W.V. Jensena

Z {1/213'1'.1’2' R

k objevu obecné nerovnosti, kterou dnes oznacujeme jeho prijmenim. Na tomto misté
uvedeme a dokdzeme AG-nerovnost v obecnéjsim tvaru pro tzv. vdZené pruméry.

V praxi pii vypoctu aritmetického priimeéru casto pfisuzujeme jednotlivym priamérova-
nym ¢islm x4, xo, . . ., x, rizné vahové koeficienty vy, vs,...v, > 0. Aritmeticky primeér
pak pocitame podle vzorce

V1T1 + VaZo + -+ + + Uy
U]+ Uy + Uy,

A:

Tuto hodnotu pak nazyvame vazZenym aritmetickym priumeérem ¢isel xy, xs, . . ., x,. Zavedeme-
li normované vahové koeficienty

(%

)\i:
v+ v+ .U,

(1=1,2,...,n),

miiZzeme vazeny aritmeticky primér vyjadrit vzorcem
A= )\1113'1 + )\21’2 + -+ )\nZL'n

Vsimnéme si, ze koeficienty Ai, Ao, ..., A\, jsou kladna ¢isla a jejich soucet je roven jedné.
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Vidime, ze vazeny aritmeticky primeér cisel zq, ..., z, je takovou jejich linearni kombi-
naci, které jsme v kapitole 3 fikali konvexni kombinace.

Podobné 1ze definovat i vdZeny geometricky primér nezapornych cisel xq, xs, ..., T,, a
to vzorcem

A e Ar
G=a'xy® .. ),

pfitom pro koeficienty A\; = Ay = -+ = A, = = dostaneme obvyklé (nevézené) priméry.
Obecnou AG-nerovnost uvedeme v nasledujici véte.

Véta 4.1. Pro libovolnd nezapornd cisla x1,xs, ..., x, € R a libovolné kladné koeficienty
A1, Agy .oy A, JejichZ soucet se rovnad jedné, plati nerovnost

AMTy 4 Aoy + -+ -+ Ay, > xl x2 S (4.1)
pritom rovnost nastane, pravé kdyzZ ry = --- = x,.
Diikaz. Pokud je x; nulové pro nékteré i = 1,...,n, je nerovnost (4.1) zfejm4, nebot jeji
prava strana je rovna nule. Pfedpokladejme tedy, ze x; > 0, ¢+ = 1,...,n. Vyjdeme-li
z Jensenovy nerovnosti pro funkci f(z) = Inz, ktera je ovSem ostte konkdvni na Rt nebot
f"(x) = —% < 0 pro kazdé z > 0, dostaneme

In (Mg + Aoxo 4+ -+ Xpzy) > Ailnag + Aelnag + -+ Ny Inzx, =In (xl xé\z x)‘”).

Po odlogaritmovani vSak pfimo dostaneme nerovnost (4.1):
AT+ XXy + -+ ANy, > xl x2 R

n

Protoze A\; > 0 pro kazdé i = 1,2, ..., n, plyne z disledku 3.4 zbytek tvrzeni o rovnosti. [

Cauchy-Schwarzova nerovnost

Véta 4.2. Pro libovolné dvé n-tice cisel uq,...,u, € R, vy,...,v, € R plati nerovnost
|u1v1+-~-+unvn|§\/u%+-~-+ug\/v%+-~-+vg, (4.2)
pritom rovnost nastane pravé tehdy, kdyz jsou usporadané n-tice (uy, ..., u,) a (v, ..., vy,)

linedarné zavislée jako prvky R™.



KAPITOLA 4. KLASICKE NEROVNOSTI 29

Diikaz. Predpokladejme nejdiive, ze v; # 0 pro kazdé i = 1,2,...,n. Ukazeme, Ze nerov-
nost (4.2) je dtsledkem Jensenovy nerovnosti pro funkci f(z) = z? (ostfe konvexni na
celém R, nebot f”(x) =2 > 0 pro kazdé x):

Polozme v této nerovnosti
u; v?

Ti=— a )\2-22—’2 pro i=1,2,...,n.
V; v+t ug

Pak 0 < \; <1, A\ +---4+ A\, = 1. Po dosazeni nejprve upravime oddélené levou a pravou
stranu Jensenovy nerovnosti:

2 2 2
v U v Up,
L=M\z14 -+ MAy)? = 2—12_1+_|_2—"2_ _
vi o Fu, 0 Vit FU, Uy
ULV, UpUp, 2 UV + -+ -+ ULy, 2
N\ ottt e ) T 2 2 5
vi oy vit+ -+ vit+ -ty
2 2 2 2
v U v U
P=MNai+ +ral=—5—1—— T4 o
v+ tv; o vy v+ tv; v
u? u? uf+ -+ ud

_ .+ .
v 4 02 V4402 vl 0l

Nerovnost L < P tedy vypada takto:

ULV + - A UpUy 2<u%+-~-+ufl
v 4 02 Tui 402

(u1v1+---+unvn)2§(u%+---+ui)(vf+---+vi),

|u1v1+---+unvn|§\/u%+---+ug\/v%+---+vg,

coz je nerovnost (4.2). Rovnost v ni nastane, pravé kdyz nastane rovnost ve vychozi Jen-
senové nerovnosti, tedy pravé kdyz jsou vSechna ¢isla z; stejnd (pfipomindme, ze \; > 0
pro kazdé i). Jinak vyjadfeno, existuje-li takové t € R, ze u; = tv; (1 =1,2,...,n).

V ptipadé, Ze se vSechna ¢isla v; v (4.2) rovnaji nule, jsou rovny nule i obé strany této
nerovnosti. Pokud jsou rovny nule pouze néktera v;, staci v ,silnéjsi“ nerovnosti

[ug||v1]| + - -+ un|vn| < \/u%+---+u%\/v%+---+v,%

vynechat na levé i pravé strané ty séitance |u;||vi|, u?, vZ, pro néz |v;| = 0. Leva strana se
tim nezméni, pravéa strana se mize pouze zmensit (pokud u; # 0 a v; = 0 pro nékteré 7).
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K takto upravené nerovnosti uz mizeme pouzit dokazané tvrzeni. Aby v pivodni nerovnosti
nastala rovnost, musi existovat ¢t € R takové, ze u; = tv; pro vSechna ta i, pro néz v; # 0.
Pro ta 7, pro néz v; = 0, ovSsem musi podle predchoziho platit i u; = 0, takze dohromady
u; = tv; pro kazdé 1 =1,2,...,n. O

Specidlnim pfipadem Cauchy-Schwarzovy nerovnosti je tzv. Cauchyova nerovnost
(x1 4+ 2,)2 <n@?+--+122),

kterou dostaneme aplikaci Jensenovy nerovnosti pro ostie konvexni funkci f(x) = 22 s ko-
eficienty \f = g = --- =\, =

Holderova nerovnost

Tuto nerovnost nejprve uvedeme v historicky prvni podobé z Holderova ¢lanku z roku
1884.

Véta 4.3. Pro libovolné n-tice cisel vy, ...,v, > 0 a uy,...,u, > 0 a pro libovolné redlnée
cislo p > 1 platt
3 g < (z ) (Z u) | (43)
k=1 k=1

Diikaz. Nerovnost (4.3) lze odvodit z Jensenovy nerovnosti ve tvaru (3.6) z poznamky 3.5,
kde f je vhodna konvexni funkce, za predpokladu, Ze aspon jedno z (nezapornych) ¢isel
v, ..., v, je kladné. Pro funkci f(u) = uP, kterd je konvexni na intervalu (0, co) pro kazdé
p > 1, nebot f"(u) =p(p—1)uP~2 > 0, totiz postupné dostaneme

)

iUy e Vplly p<v1u’1’+---+vnuﬁ
vit ot i+ U

1
vius e Ul v+ Fvub \ P
A, o\ vt )

==

(01 + -+ 4+ v,) (v + -+ + v,uP)
(01 + -+ 0,)7

p—1

vt + o, < (v F ) r (Ul 4+ oul)r

S (5 ) (St)

k=1 =1

vy + o VU, <

S

Jsou-li vSechna ¢isla v; rovna nule, je nerovnost (4.3) splnéna jako trividlni rovnost. O
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Holderova nerovnost se vsak castéji uvadi ve své ,moderni® verzi, kterou zavedl F. Riesz
a kterou zapiSeme v nésledujici vété jako nerovnost (4.4). Ukézeme, Ze ji lze ziskat jednak
vhodnou volbou hodnot uy, vy v jiz dokdzané nerovnosti (4.3), jednak pfimym uzitim Jen-
senovy nerovnosti (3.6) pro stejnou konvexni funkei f(u) = u?.

Véta 4.4. Pro libovolné n-tice ¢isel x1,...,x, >0 a y1,...,y, > 0 a pro libovolnd redind
cislap >0, g > 0 takovd, Ze % + % =1, plati nerovnost

gzkyk < (Z ) (Z yk) : (4.4)

k=1

Diikaz. VSimneme si nejprve, Ze z rovnosti % + % =1lplynep>1,¢>1,q= ﬁ, takze
(diky nerovnosti p > 1) lze vyuzit dokdzanou nerovnost (4.3) a pfepsat ji ve tvaru

k=1
Polozime-li v této nerovnosti v, = yk au, = yz—fl pro kazdé k= 1,2,...,n, dostaneme
n T n [L’p % n %
q q k q
St = (St ) (k)
k=1 k k=1 Yk k=1

coz je zfejmé nerovnost (4.4), nebot ¢ = p (¢—1). Nerovnost (4.4) je tak dokazana v pfipadé,
kdy je kazdé z cisel y; kladné. Je-li y, = 0 pro nékteré k, 1ze zopakovat obdobnou tvahu,
jakou jsme uzili v zévéru dikazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti.

Holderovu nerovnost (4.4) lze vSak odvodit nezavisle na nerovnosti (4.3). Kdyz se vra-
time k Jensenové nerovnosti (3.6) pro konvexni funkei f(u) = u? a polozime v ni v; = y! a
u; =z %, dostaneme

gl o ytrayy )" () 4yl )"
yi1_|_..._|_y% - yi1_|_..._|_y%
(a1 + -+ xpyn)”  ylaly T+ ydaby
<
q . . qp - q . e . q
(Yl +--+yi) yi+ -+
(@ + -+ ah) (i + -+ yi)”
Yit - yn

)

IN

(z1y1 + -+ ToYn)’

Y

—1

(W4 +y) 7,

(5 ()

Jsou-li vSechna ¢isla v; rovna nule, je nerovnost (4.3) splnéna jako trivialni rovnost. O

B =

(ryy1 + -+ 2pyn) < (2 + -+ 2P)
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Youngova nerovnost

Véta 4.5. Pro libovolnou dvojict cisel x > 0, y > 0 a pro libovolnd redlnd cisla p > 0,
q > 0, pro néz je % + % =1, platt
Pyt
ry < —+ = (4.5)
p q

Dikaz. Nerovnost (4.5) plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f(u) = Inwu (ktera je
na R* konkévni, nebot f”(u) = —-% < 0 pro kazdé u > 0):

In (Ajug + Aaug) > A lnug + Aglnuy .

Dosadime-li do této nerovnosti \; = i, Ay = % a uy = 2P, ug = y?, pak nerovnost (4.5)
dostaneme nasledujicim zptisobem:

p q 1 1
In ($_+y_) > —Inz? + —-Iny?,

p q p q
P q
In (I—+y—) >Inx+Iny,
p q
P q
In (x_ + y_) > In (zy),
p q
P q
“ 4L >y
p q
O
Minkowského nerovnost
Véta 4.6. Pro libovolne n-tice cisel aq,...,a, > 0 a by,...,b, > 0 a pro libovolné redlnée
cislo p > 1 platt
P P P
(Z(ak + bk)l’) < (Z ai) + (Z bﬁ) . (4.6)
k=1 k=1 k=1

Diikaz. Pro odvozeni této nerovnosti lze opét vyuzit Jensenovu nerovnost ve tvaru (3.6),
1
a to pro funkci f(u) = (1 + ur)P, kterd je na intervalu (0, co) konkavni. Pfesvéd¢ime se o
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tom vypoctem jeji druhé derivace. Po tipravach dostaneme

\p-1 1
<1+up) - uPp

u

f'(u) =

1

(-1 (1+ u%>p_2 cup

pu?

') = -

Vidime, ze f”(u) < 0 pro kazdé u > 0. V sumarnim zapise (3.6) z poznadmky 3.5 ma tedy
Jensenova nerovnost pro nasi funkci tvar

e ()

. : be|P : . . o
Dosadime-li sem v = |ax|P a up = Ja’; “p, dostaneme Minkowského nerovnost nasledujicim
zptsobem:

B =

1\ P
p 22‘21 Vg, (1 + x,ﬁ’)
V. .

ZZ:l Uk

=

>
ZZ:1 |ag|P N ZZ:1 |ax [P ’

I\ P
1\ P n p bk]” \ P
1 (Zzzllak|p|2i||z> Zk:1|ak| (1+<Iakp> )
_|_

b p
>mﬁmwuﬁb
> het laxl? 7

>
)

( L (i loe)
(> et laxl?)

(@me + (s bel)
(S Jaxl?)?

P)p p n
(s lae)? + (i [ba) L T (e + ]’
>k larl? > ket laklP

<Z|ak|p> Z|bk|p ) > > (lawl +1bx])"

S ()

( ak + bk)p ) .
k=1

Uvedené odvozeni Minkowského nerovnosti je korektni s vyjimkou ptipadu, kdy vsechny
koeficienty vy jsou rovny nule nebo kdy nékteré z ¢isel a; je nulové (takze prislusné wuy

== "I

S

Zk:l Iaklp ’

P

'U|>—'

3

S =
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neexistuje). V prvnim piipadé jsou vSechna ¢isla a; rovna nule a nerovnost (4.6) prechézi
v trivialni rovnost. Ve druhém piipadé mtizeme nejprve vsechna a; rovna nule zménit na
kladné, pak korektné uzit nerovnost (4.6) a nakonec v ni pro zminéna k provést limitu
ap — 0. ]

Bernoulliova nerovnost

Véta 4.7. Pro kazdé redlné cislo x > —1 a libovolné€ kladné redlné cislo p # 1 plati
(14+2)P >1+px (jeei p>1), (4.7)
(142 <14px (jei 0<p<1). (4.8)

Rovnost v prislusné nerovnosti (4.7) ¢ (4.8) nastane, pravé kdyz x = 0.

Diikaz. Nejprve predpoklddejme, Zze p > 1 a dokazme (4.7). Pokud bude v nerovnosti
(4.7) platit 1 4+ pz < 0, bude tato nerovnost splnéna trividlné. Necht je tedy prava strana
nerovnosti (4.7) kladna. Pak po zlogaritmovani dostavame ekvivalentni nerovnost

pln(1+z)>In(1+px).

Tato nerovnost vSak plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f(z) = Inx, ostfe konkavni
na RT. S ohledem na p > 1 jsou obé ¢isla \; = % al=1— % kladna a A\; + Ay = 1, takze
mizeme psat

1 1 1
—In(1+4+pzr)==In(l+pz)+ (1——) Inl<
p p p

§ln<%(1+px)+<1—%) ~1) =In(1+x).
Tedy

1
In(l4+2z)>-1In(1+px),
p
pln(1+2) > In(1+px),
(14+2)P > (1+px).

V piipadé 0 < p < 1 je diikaz nerovnosti (4.8) obdobny. VyuZijeme opét Jensenovu nerov-
nost, tentokrat pro konvexni kombinaci s koeficienty \; =p a Ay =1 — p:

pn(1+z)=plh(l+2z)+(1—-p)lnl <

<In(p(l+z)+(1—p)-1)=In(1+pz).
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Tedy
pln(1+2z) <In(1+px),

(14+2)" < (1+pz).

Protoze v obou ¢astech dikazu byly koeficienty Ay, Ay uvazované konvexni kombinace
kladné, rovnost v (4.7) ¢ (4.8) nastane, pravé kdyz 1 + pr = 1 resp. 1 + 2 = 1, cozZ je
v obou pripadech ekvivalentni s rovnosti z = 0. O
Nerovnost pro mocninné prumeéry

Pro kazdé realné c¢islo p > 0 definujeme mocninny prumeér stupné p nezapornych cisel

x1,...,x, jako hodnotu
1
o 4 ak\ v
- -

Pro p = 1 dostavame obvykly aritmeticky primér, pro p = 2 obdrzime stredne-kvadraticky
prumeér ¢isel xq, ..., x,.

Véta 4.8. Pro libovolnou n-tici cisel x1,...,x, > 0 a libovolnd redlna cisla p, q takovd, Ze
0<p<gq, plati
1 1
2 P\ p vk S L B
(&) < (ﬁ—ﬂ) _ (4.9)
n n
Rowvnost nastane, pravé kdyz x1 = - -+ = x,.

Diikaz. Oznacime nejprve m = 1 > 1. Pak xl = y" kde y; = ¥ proi = 1,2,...

Nerovnost (4.9) pak bude mit tvar
1
(y1+~-~+yn>% (e
n o n '

Odtud po umocnéni kladnym exponentem pm dostaneme

(y1+---+yn>m< yit ey
n - n ’

coZ je Jensenova nerovnost pro ostfe konvexni funkci f(y) = y™ (m > 1) s koeficienty
A==\, = % A protoze A\; > 0 pro kazdé i = 1,2, ..., n, plyne z disledku 3.4 zbytek
tvrzeni o rovnosti. O
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Poznamenejme, zZe stejnym zptsobem lze dokazat i nerovnost pro wdZené mocninné
prameéry libovolnych stuprit p a ¢ (0 < p < q)

Q[

Mzl + -+ Mz) 7 < (\zd + -+ Apa?) s,

kde \; >0a X +---+ A\, =1

Nerovnost mezi vazenym mocninnym a vazenym geometrickym
prumeérem

Véta 4.9. Pro libovolnou n-tici c¢isel xq,...,x, > 0, redlné koeficienty \; > 0, pro néz
A+ -+ N, =1, a pro libovolné redlné c¢islo p > 0 plati

B =

(Ma? 4 Apal)e >t - (4.10)

Dikaz. Nerovnost (4.10) zlogaritmujeme a postupné upravime
1
—In(Maf +---+A\28) > 1n (xi‘l cea),
p

In(A\af + -+ X22) > p (Inayt + -+ Ina)),

In(Mal + -+ Xal) > A Inal + -+ A, Ina? |

Posledni nerovnost vSak plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f(z) = lnaP, ktera je
konkévni na R*, nebof f”(z) = —% < 0 pro vSechna x > 0. O

Poznamenejme bez diikazu, ze vazeny geometricky primeér je limitou vazenych mocnin-
nych prameéri:
A .
o s = lim (M\ad - Aa?)
p—0t

B =

Proto se nékdy geometrickému priméru tikd mocninny prumeér stupne nula.
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Kapitola 5

Dalsi aplikace Jensenovy nerovnosti

Z predchozich kapitol je patrné, Ze Jensenova nerovnost je v teorii algebraickych nerovnosti
velmi silnym nastrojem. Presvéd¢ime se o tom i v této kapitole. Obsahuje totiz sbirku nej-
riznéjsich tloh, pfi jejichz feseni lze uzit pravé Jensenovu nerovnost. Poznamenejme jen,
ze v nékterych pfipadech budeme vychéazet z Jensenovy nerovnosti s nenormovanymi va-
hovymi koeficienty v;, jak bylo uvedeno v poznamce 3.5, tedy z nerovnosti tvaru

; v £ Ao\ _ v (@) + - onf (2n)
(I SR O - (I S S T '

Priklad 5.1. Dokazte, Ze plati nerovnost

€/3+x7§+f/3—\7§<2x7§.

Regend. Diikaz plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f(r) = /. Ta je na intervalu

(0, 00) ostfe konkavni, nebot f”(z) = —ﬁ < 0. Pro hodnoty

1
1'1:3—|—\?/§, 1'2:3—\3/5 a )\1:)\225

dostavame

Y

V3+€/§+V3—€/§<§/3+%+3—6/§
2 2 2

{’/3+x3/§+{’/3—x3/§<2\3/§.
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Priklad 5.2. UkazZte, ze pro kazdé realné cislo x > 1 plati nerovnost

1 1 1 3

> .
r—1 = x+1 T

Resend. Diikaz této nerovnosti lze snadno provést algebraickymi tpravami. My vsak ové-
fime jeji platnost pomoci Jensenovy nerovnosti. Pro funkei f(z) = %, ostie konvexni na

intervalu (0, 00), nebot f”(z) = 2 > 0 pro kazdé = > 0, ma Jensenova nerovnost tvar

A1 A )\3 1
1 T2 )\11’1 + )\21’2 + )\31’3

Odtud pro ¢isla 1 = o — 1, x5 = x, 3 = 33 + 1, ktera jsou kladna a navzajem rtzna pro
kazdé x > 1, a koeficienty )\1 Ay = A3 = dokazovanou nerovnost jiz snadno ziskame:

3
}( 1 ) 1
sle—1 ™ t(e—l4+z+a+1)’
1(1 ) '
s\z—1" T’
s
-1 =z x+1 x

Priklad 5.3. Ukazte, ze pro libovolna realnd ¢isla a, b € (—1,1) plati

V1—a2 +V1 =12 <\/4— (a+b)?

Resend. Funkce f(z) = +/1 — 22 je na intervalu (—1, 1) konkavni, coz plyne z tvaru jejiho
grafu, kterym je polokruznice. Z Jensenovy nerovnosti tedy plyne

— 2 _}h2 2
V1 a+\/1 b < 1_(a+b) ’

2 2 4
VI—a?+VI-1? <2 W,

V1—a2 +vV1-12<\/4— (a+b)?
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Priklad 5.4. Ukazte, Ze pro libovolna kladna realna ¢isla x, y, z, pronéz x +y + z = 1,

plati nerovnost
1 1 1
64<(1+—)(1+—-)(1+—-).
x Y z

Reseni. Uvedeny vztah plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci

1
f(t) =In (1 + Z) =In(1+1¢)—In(t),
ktera je na intervalu (0, 00) konvexni, coz je zfejmé z vypoctu jeji druhé derivace:

1 1

f/(t)zl—ﬂ—ga

1 1 2t +1

f//(t):—m+t—2:m>0.

Jensenovu nerovnost pro funkci f tedy muzeme zapsat takto:

1 1 1 1
In|1 <AIn(1l+ — AIn(1+— Asln [ 1+ — |.
n< +>\1t1+)\2t2+)\3t3>_ 1n< +tl)+ 2n< +152)+ 3n< +t3)

Dosadime-li sem kladna t; =z, to =y, t3 =2z a A\j = Ay = \3 = %, dostaneme s ohledem
na predpoklad =z + y + z = 1 postupnymi Gpravami

1n<1+1;) §11H<1+1>+lln<1+1)+
3@ +y+2) 3 x 3 Yy
1 1 1 1 1
111(“?) S_{111(14‘—)+ln<1+—)+ln<1+—>} ;
g 3 xr y z
3ln4§ln[(l—b—l) <1+1) <1+1>}7
T Yy z
64 < (1+1) (1+1) (Hl) |
x Yy z

coz je dokazovana nerovnost.

Priklad 5.5. Dokazte, Ze pro délky stran libovolného trojihelnika a, b, ¢ plati

b—c\* c—a\’ a—>b\°
(1+ ) (1+ ) (1+ ) <1,
a b c
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Reseni. Vezméme funkci f(z) = Inz. Z vypoétu f"(z) = —=% < 0 je ziejmé, Ze je na
intervalu (0, co) konkévni. Dosadime-li do Jensenovy nerovnosti pro funkci f ¢isla
a+b—c b+c—a cta—1>
x1:77 x2:77 .1'3:7,
a b c

ktera jsou kladna podle trojihelnikové nerovnosti, pak pro koeficienty
a b c

A = Ag= ——— A3= ———

YT atbtc’ T atb+c’ T a+b+ec

dostaneme zvlast na levé a pravé strané:

a a+b—c b b+c—a c c+a—2>
L=——"— .In + -In + -In ;
a+b+c a a+b+c b a+b+c c

at+b—c+b+c—a+c+a—0> a+b+c
P—=1In =In{———— ) =Inl.
a+b+c a+b+c

Odtud pak zfejmé

aln<1+b_c)+bln(1+%)+cln(l+a_b) <(a+b+c)Inl,

a c
a b c
<1+b_c) <1+C_a) <1+a_b) <1.
a b c

Priklad 5.6. Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku ABC' se stranami délek a, b, ¢ a obsa-
hem S plati

ab+ ac+be > 4V3 S

C

S = %ava = %absinfy
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Resend. Jak je patrné z obr. 5.1, obsah libovolného trojthelnika lze vyjadfit pomoci dvou
stran a thlu, ktery tyto strany sviraji. Ziejmé tedy plati

1 1
S = 3 absiny = §acsinﬂ =3 besin av,

z ¢ehoz plynou rovnosti

25 25 25
ab=——,
sin vy

Sectenim téchto rovnosti dostaneme

1 1 1
ab+ac+bc:25<, + —+ = ) (5.1)
sinaw  sinf3  sinvy

1

sinx

Nyni uplatnime Jensenovu nerovnost, a to pro funkeci f(x) = . Ta je na intervalu (0, 7)

konvexni, jak dokazuje kladna hodnota jeji druhé derivace:

N COST
) = (sinx)?’
B 1 cos’ -
f'(#)=—4+2———>0  prokazdé z € (0, ).
sin sin®

Z Jensenovy nerovnosti tedy plyne

1 1 1 3 3

. 6
N N N = . 8+7  aiw )
sina - sinf - siny T sin @ sing /3
takze s vyuzitim rovnosti (5.1) muzeme psat

ab+ac+bcz25i24\/§S.
V3

Priklad 5.7. Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku ABC' se stranami a, b, ¢ a obsahem S

plati
A+ +E>(a—b)2 4 (b—c) 4 (c—a)*+4V38.

Reseni. Vyjdeme z kosinové véty pro stranu a, kterou muzeme upravit nasledujicim zpi-
sobem:

a? =b* +c* —2bccosa = (b— c)* + 2bc(1 — cos ) =
45(1 — cos @)

= (b—c¢)?
( c) + sin «v

:(b—c)2+45tg<%).
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Stejné tak dostaneme i rovnice pro zbylé dvé strany trojuhelnika:

b’ = (c—a)’ +4Stg (g),

= (a—0b)*+4Stg (%)

Secteme-li nyni tyto t¥i rovnosti, dostaneme

A+ 0+ =(a—b)>+(b—c)+(c—a)?+4S (tg <%) +tg (g) + tg (%)) (5.2)

Protoze funkce f(z) = tgz je jak zndmo na intervalu (0, §) konvexni, dostavame z Jense-
novy nerovnosti pro tuto funkci

(w3 e ru) 2a("52) -u() -

takze z rovnosti (5.2) plyne
A+ +E>(a—b) 4+ b—0c)?+(c—a)’+4V3S,

coz jsme méli dokazat.

Priiklad 5.8. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené ¢islo n > 2 plati

(14 n)cos T ncosl>1.
n n

Reseni. Funkce f(z) = cosx je na intervalu (0, Z) ostfe konkavni, coZ je ziejmé ze znamého
pritbéhu jejiho grafu. Pro hodnoty 1 =0, 2o = = a Ay = n%rl, A2 = 15 tedy z Jensenovy
nerovnosti pro funkci f plyne:

1 n s 1 n s
cos -0+ = > cos(0 + cos — ,
n+1 n+1l n n+1 n+1 n

s 1 n s
Cos > + cos — ,
(n—l—l) n+1 n+1 n

(n+1)cos<

s s
) >1+ncos—,
n+1 n

T
—ncos— > 1.

(1+n)cos
n+ n
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Priiklad 5.9. Dokazte, Ze pro libovolna realna ¢isla a > %, b> % plati
a? —v? 2> [a2+ 02 a+b
2 - 2 2

Reseni. Nejdiive provedeme néasledujici tpravu:

a? — 2\ ? a+b a*—2a%b® +b*+2a + 20
2 Tty T 4 -

_2a4—a4—2a2b2+2b4—b4+2a+2b_

4
~ 2(a*+a+ b +b) — (a* +2a%0* +b*)
- . -
Cattatbi4b (a®+ 57\’
B 2 2 '

Dokazovanou nerovnost tak mtizeme prepsat ve tvaru

at+a+b+b a? + b2\ 2 a2 + b2
> . .

: _( ! )+ ! (5.3)

1

Nyni vezméme funkci f(z) = 2* 4+ \/x. Ta je konvexni na intervalu (3, 00), nebot

() =2

1 1
- —22—-—F=0 ro kazdé = € (—, 00).
T TR p (3:09)
1

Jensenova nerovnost pro funkci f ma tvar
)\1 (Z’% + \/l’l) + )\2 (Z’% + \/1’2) Z ()\1351 + )\2$2)2 + vV )\12151 + )\QLL’Q s

, Ty = b?, ktera diky nerovnostem a, b > % lezi v intervalu &, 00),

takze pro ¢isla 7 = a?

a pro koeficienty A\; = \y = % dostéavame

&+mwﬂw> &+@2+ a2 + b2
9 = 9 9

coz je nerovnost (5.3).
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Priiklad 5.10. Dokazte, Ze pro kladné redlnd ¢isla a, b, pro néz a + b = 1, plati
1\? 1\*_ 25
- b+ -] > —.
o)

Reseni. Dané nerovnost plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkei f(z) = (z+ 1)2. Ta je na
intervalu (0, 0o) konvexni, nebot f”(z) =2 (14 2) > 0 pro kazdé = > 0. Plati tedy

E +52+3 b+32> atb 2 2
2\“ T g 2 ) =\ "2 Taxb)
Y (e sa (i)
“Ty b)) =“\271) T

Poznamenejme, ze postup z predchoziho prikladu mtizeme zobecnit pro libovolnou n-
tici kladnych realnych ¢isel aq, ..., a,, pro néz a; + - - -+ a, = 1. Z Jensenovy nerovnosti
pro funkei f(z) = (z + 2)?, konvexni na intervalu (0, c0), dostaneme

1 1\? 1\? a1+ ---+a, n 2
— am+—] +---+{a,+— > + ,
n a a, n a+---+apy
1\’ 1\? 1+n2\?
ap+— | +- -+ |ap+— n ,
aq an n

1\ 1\> _ (1+n?)?
a+—) + o+ (an+— PR
ay Qp, n

Ziskany odhad lze dale zobecnit zptisobem, ktery uvedeme pozdéji jako priklad 5.15.

v

v

Priklad 5.11. Dokazte, Ze pro libovolné n-tice ¢isel ay,as,...,a, > 0a by,by, ..., b, >0
plati

-
S|=

(a1 Gz . )™+ (by-bye oo ba)* < (a1 +b1) - (ag+bo) - .. - (an +by))" .

Reseni. Abychom dokézali, ze dani nerovnost plyne z Jensenovy nerovnosti, bude nutné
ji nejdrive upravit. Protoze je nerovnost trivialni v pripadé, kdy a; = 0 pro nékteré 1,

predpokladejme dale, ze ay, as, ..., a, > 0, a vydélme nejprve obé strany kladnym vyrazem
1
(al-ag- -an)zz
1 1 1
(@ -ag- ... -ap)® +(by-by- ... -by)" - (a1 +b1) - (az+b2) - ... (an+by))"
1

(ay-ag- ... -ap)" B (ay-ag- ... ay)
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Déle v této nerovnosti oznacme c; = Z—i > ( pro vSechna k =1,2,...,n. Dostaneme

1t (1o vne)n < (L) (T4e) oo (Lt e))".

Nyni dosadme ¢;, = e%, kde d;, = In ¢y, a celou nerovnost zlogaritmujme. Postupné dosta-

neme
1

I (14 (e et et ) < (L et) - (L e) (L e))

dn 1
In (1%7‘“”31+ - ) <-ln ((1+ed1) C(L+e®) .. ~(1+ed”)>,

0 1 —
l (1 %Zk:ldk) < = 1 <1 dk) ,
n +e < - 321 n +e

coz je vSak Jensenova nerovnost pro funkci f(x) = In(1 + €*). Zbyva tedy ovéfit, zda je
funkce f konvexni (na celém R, nebot d; mohou byt jak kladnd, tak zdporna ¢isla). To
zjistime z vypoctu druhé derivace:

, e
"z - -9 pro kazdé x € R.
EEE

Funkce f je na R konvexni a diikaz je tak hotov.

Priklad 5.12. Ukazte, Ze ze vSech konvexnich n-thelnikt vepsanych do dané kruznice ma
nejvetsi obsah prave pravidelny n-thelnik.

\

Vil

Obr. 5.2
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Resend. Jisté mfizeme uvazovat jen takové vepsané n-tihelniky, které obsahuji stted O dané
kruznice. Z obr. 5.2 je patrné, ze kazdy takovy konvexni n-tthelnik se skldda z n rovno-
ramennych trojuhelnikd, které maji spole¢ny hlavni vrchol ve stifedu O. Obsah kazdého
takového n-thelnika je tedy roven souctu obsahii jednotlivych trojihelniki. Je-li dana
kruznice jednotkova, pak pro obsah S kazdého z nich plati

1
Szﬁ siny,

kde ¢ je tihel pii stifedu O. Obsah A celého n-tthelnika tedy mutzeme zapsat:

anupk, kde O0<¢r<m a ngk:%r

k=1

Je dobfe znamo, ze funkce f(z) = sinz je ostfe konkdvni na intervalu (0,7), a proto
z Jensenovy nerovnosti plyne

2T
E < E == = A
sin g nsm ( <pk> 7 sin < - ) ,

kde A’ je zfejmé obsah pravidelného n-thelnika. A protoZe rovnost v této nerovnosti na-
stane, prave kdyz @1 = g = -+ = @, tedy ¢ = %’T pro vSechna 1 < k < n, je tvrzeni o
maximalnim obsahu pravidelného n-tihelnika dokazano.

Priklad 5.13. Dokazte, Ze pro libovolna kladné realna ¢isla aq, . . ., a, plati

n n anlai
Z = .

Resend. Tuto nerovnost lze odvodit z Jensenovy nerovnosti pro funkei f(z) = zlnz. Ta je
konvexni na intervalu (0, c0), nebot f”(x) = % > 0. MiZzeme tedy psat

ailnay + - +a,Ilna, _ a;+--+a,
n n

In

Y

(a1_|_...

+an)
n

a1+---+an)

allna1+-~-+anlnan2(a1+-~-+an)ln( -

)

In(ai*- ... -ay") >1n

Y
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Priklad 5.14. Dokazte, Ze pro libovolnou n-tici kladnych realnych ¢isel aq, . . ., a,, pro néz

> " a? =1, plati
" /1

i=1

Regenid. Jensenova nerovnost pro funkci f(x) = % — v/z, konvexni na intervalu (0, c0),

nebot f”(z) = ﬁ + ﬁ > 0, ma tvar

()

1
VZn

> 1
Ve + -+ Az,

Po dosazeni z; = a? a \; = % (1=1,2,...,n) tedy dostaneme

5 .12
n [\ a Qn a2+ +a Vn

(on)s(on) 2o (55).

Priklad 5.15. Dokazte, Ze pro libovolnou n-tici kladnych realnych ¢isel aq, . . ., a,, pro néz
> a; =1, a pro libovolné kladné realné ¢islo p plati

n 1 p 2 1)
3 (aﬁ_) s (2
a; np—1

i=1

Reseni. Vyjdeme 7 Jensenovy nerovnosti pro funkci f(z) = (x + %)p. O jeji konvexnosti
na intervalu (0,1) se nyni pfesvédcime:
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Je-li p > 1, je nerovnost f”(x) > 0 zfejmé splnéna pro kazdé x z uvazovaného intervalu.
Pro 0 < p < 1 plyne nezaporna hodnota druhé derivace funkce f z nerovnosti

1\* 2 1 1\* 2 1\ 1-a2' 4
p-D{1-=%) +5le+-)z2-(1-5) +5le+-)=—F+3

jejiz prava strana je pro kazdé x € (0,1) kladna (jako soucet dvou kladnych zlomk).
Jensenovu nerovnost pro funkci f s danymi ¢isly a; a koeficienty \; = % tedy miizeme
zapsat a dale upravit:

1 p 1 p 1 p
A = ot la,+—) > (A R ,
l<al+a1) L (a i n) B ( A +>\1£E1+"'+)\n93n)

1 1\” 1\” a;+ -+ ay n P
—|\la+—) +--F |0+ — > + )
n ai Qp, n a + - +a,
1\?” 1\” 1 P
(al—i-—) +~-~+<an+—) Zn<—+n> ,
a; . n

n 1 P 2 1)
E (ai + —) > M )
a; np—l

i=1

Priklad 5.16. Dokazte, ze pro libovolné n-tice kladnych redlnych ¢isel a4, ..., a,, by, ..., b,
plati
(Z az') + (Z bi) < (Z \a? + bf)
i=1 i=1 i=1

Resent. Dokazovanou nerovnost nejdiive upravime. Oznacme S = > | a;. Po vydéleni
virazem S? a odmocnéni obou stran nerovnosti postupné dostaneme

- (Zb) S (Z?ﬂvf*bf)i

S S

2

S

\/1 -(E b) DYV,
< Zm VAT

Pravou stranu mutizeme jesté dale upravit takto:

(T Ve R) T H(Z_i)z ~ 4 1"’((%‘)2
. |

B S S
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Ptivodni nerovnost tedy mtizeme zapsat ekvivalentné jako
E@_l b; ? & a; b; ?
1 == _1] < —q/1 — . 5.4
\/ " ( S i S " @i o4

Vezméme nyni funkci f(x) = /14 22 a spoc¢téme jeji druhou derivaci:

T 1
f/(ﬂf) = ’ f//(x) - —— .
V14 22 (1+ :)32)3

Vidime, ze f”(z) > 0 pro kazdé = € (0,00), takZe f je na tomto intervalu konvexni.

Dosadime-li z; = 2—2 a \; = ¢ do Jensenovy nerovnosti pro funkci f, dostaneme

2
" a; bl " a; bl 2
n 2 n 2
\/1+<Lglb’) SZ% 1+(%),
i=1 ‘

coz je nerovnost (5.4).

Priklad 5.17. Dokazte, Ze pro libovolné n-tice kladnych realnych ¢isel aq, . . ., ay,, b, . .

a pro libovolné realné cislo p > 0 plati

1 1
(S )

— b T (L b))

-5 bn

Reseni. Nerovnost opét nejprve upravime. Po vydéleni obou stran souctem S = Y7 b,

postupné dostaneme

T&-a™ (S a)
S T s.s
—~ (1 afﬂ (Z?:laZ)pH
S b - Sp+1 ’
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Vezmeme-li funkei f(x) = 2P, kterd je na intervalu (0, 00) ostfe konvexni, jak je patrné
z hodnoty jeji druhé derivace f”(z) = p(p + 1)aP~' > 0, pak Jensenova nerovnost bude
mit tvar

Po dosazeni

dostaneme

A protoze pravou stranu muzeme dale upravit

“oa)" S " e
i:lS b; N i:lS N S ’

je tak ditkaz hotov.

Priklad 5.18. Dokazte, Ze pro libovolnou n-tici redlnych ¢isel aq, . .., a, z intervalu (0, %)

plati
| J < [T (1—a)

(i a)” — i (I —a)

Reseni. Nerovnost nejdiive upravime:

| J < [T, (1 —a)
Oimia)” — (o (I —a)"
[l ai < i, a@)"

[T (T —a) = (1 —a)’

ln v S nlnnl_#’
g l—a > i1 (1 —a)

i a: ST a
In—— <nlp =" _ | (5.5)
; 1—aq >oim (1 —a;)

i=1
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Nyni vezméme funkci f(x) = In ;%= a spoc¢téme jeji druhou derivaci:

L vy 201
f(x)_:c(l—x)’ /() 22(1—x)?"

Vidime, Ze f”(z) < 0 pro kazdé = € (0, 5), takze funkce f je na tomto intervalu konkévni
Jensenova nerovnost pro funkci f bude mit tedy tvar

S|
VR
(]
=3
—_
S
~
A
=3
—_
3=
Ny
|
&

coz je nerovnost (5.5).

Priklad 5.19. Dokazte, zZe pro libovolna redlné ¢isla x, y € (0, 1) plati

Lo 2
Vita?  1+y? 7 VItay

Resend. Bude-li jedno z &sel x, y rovno nule, piejde dani nerovnost v nerovnost
<1, resp. <1,
V1+ 22 V1+y?

jejiz platnost je zfejméa. V piipadé, ze x = y = 0, pfejde dané nerovnost v trividlni rovnost
Necht tedy 0 < 2 <1 a0 <y <1. Oznacme

kde u, v > 0. Zfejmé pak

Nerovnost ze zadani muzeme tedy prepsat ve tvaru

1 1

+ < -
Viter Vi+e

51
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coz je Jensenova nerovnost pro funkci f(u) = \/142? Ze je tato funkce konkdvni na
intervalu (0, 00), ovéfime vypoctem druhé derivace funkce f:
e e (e v —2)
f=srm—s ) =
2\/(1+eu)3 4\/(1 + e v)?

Vidime, Ze znaménko druhé derivace funkce f zavisi na hodnoté vyrazu (e —2). Ta bude
zaporna pro vSechna u > — In 2. Interval vsech u, pro ktera je funkce f konkavni, lze tedy
roz$ifit na (—In2, 00). A protoze pro u > — In 2 plati

1’2 — U §61n2 :2’
miizeme rozsitit i oblasti pro z a y, kdy nerovnost ze zadani ptrikladu plati, na intervaly

0<z<v2, 0<y<V2.

Priklad 5.20. Dokazte, Ze pro libovolna kladna realné ¢isla a, b, ¢ plati

a n b n c
Va+b Vb+c Ve+ta

<+2a+b+c).

Resent. Ozna¢éme S = a+ b+ ¢ a vydélme obé strany nerovnosti vjrazem v/S. Dostaneme

a S b S c S
g\/a+b+§\/b+c+§\/c+a<\/§’

Ziskana nerovnost vyplyne z Jensenovy nerovnosti, a to pro funkci f(x) = /=, jejiz druha

derivace f"(x) = —4—\/1;3 je zaporné pro vSechna x € (0,00), takze funkce f je na tomto

intervalu konkéavni. Zrejmé totiz plati
L L Y
SVa+b SVb+e SVet+a
a S b S c S
=—fl— ) +<fl— )+ <
Sf<a+b>+5f<b+c>+5f<c+a)_
S \/ a b c
. — —|— —|— —
c+a a+b b+c cHa
::%1— NS S O (L A
a-+b b+ c c+a a+b b4+c c+a

<\/3—(%+%+%):\/§.

A tim je dikaz hotov.

VAN
~
N

|
N
_|_
n| <o
N
nla
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Piiklad 5.21. Dokazte, Ze pro libovolna kladné realné ¢isla a, b, ¢ plati

(a® + b* + ¢?)?
a+b+c

ala+b—c)*+bb+c—a)+c(c+a—b)?>

Reseni. Vydélme obé strany nerovnosti vyrazem a -+ b + c. Dostaneme

ala+b—c)? bb+c—a)* clct+a—0b)? _ (a®>+ 1+ 2)?
+ + >
a+b+c a+b+c a+b+c (a+b+c)?

Je patrné, Ze jde o Jensenovu nerovnost pro konvexni funkci f(z) = 2% s hodnotami

rn=a+b—c, To=b+c—a, r3=c+a—>b,
a b c

M =—, A= ————, Ag = —— .

YT at b+ T a+bte ST a+bte

Plati totiz
ala+b—c)? N blb+c—a)*  clc+a—0b)?*
a+b+c a+b+c at+b+c
= )\1f(l’1) -+ )\Qf(l’g) + )\3f(l’3) Z f()\ll’l -+ )\QJJQ + )\33}3) =

Cfala+b—c) bb+c—a) clcta—-b)\?  (a®+b+ )
\at+b+te a+b+c at+b+c ) (a+b+c)?

Y

coz je skutecné upravend nerovnost ze zadani.

Priklad 5.22. Ukazte, ze pro délky stran libovolného trojuhelnika a, b, ¢ plati

ab + be + ca
<2(1———— ).
( a2+b2+cz)

Resenid. Zavedeme funkci g tif proménnych:

a b ¢ b
glabe) =g+t o u Ty

a rozlisime dva pfipady:
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(a) g(a,b,c) > 0.
Protoze funkce f(z) =2 je jak zndmo konvexni na R* a koeficienty

_a+b-c _btc—a _cta-=0
P atbte’ 2T atb+tc’ ST atb+tc’
jsou kladna disla, jejichz soucet je roven jedné, muzeme Jensenovu nerovnost vyuzit

nasledujicim zptisobem:

a b c

b—e b ,
}g(a,b,C)‘:g(a’b’c)zg_ (a_'_ C_|_ t+c a+C+CL )

=3 (M J(a) + Aof () + Aaf(0)) (a+ b+ ) <

§3—f(>\1a+)\gb+)\30)(a+b+c):

_(a+b+c)2_ _ab+bc+ca
a? + b2 +c2 a? 4 b2 4 2

(b) g(a,b,c) <0.
Protoze pro funkci g plati
‘g(a, b, c)‘ = —g(a,b,c) = g(e,b,a) >0,

mizeme provést obdobnou tvahu jako v piipadé (a). Tedy pro stejnou funkci f a
koeficienty A;, A2, A3 s vyuzitim Jensenovy nerovnosti dostavame

}Q(Cabaa)‘zg(ab,a):i’)— <C+b—&+b+a_c+a_|_c_b>

c b a

=3 (MJ() + Ao f(8) + Ao f (@) (c+ b+ a) <

§3—f()\10+)\2b+)\3a)(c+b+a):

_(c+b+a)2_ _ cb+ba+ac
A+ +a2 A+ +a?)’

¢imz je dikaz hotov.

Priklad 5.23. Ukazte, ze pro délky stran libovolného trojuhelnika a, b, ¢ plati

a*b(a — b) + b%c(b—¢) + alc —a) > 0.
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Reseni. Nerovnost nejdiive upravime. Po vynasobeni ¢islem 2 a néasledném roznasobeni
zévorek dostaneme

20%b + 20%c + 2c3a > 2a%h? + 20°* + 2742
Pfi¢teme-li k obéma strandm nerovnosti vyraz a* + b* + ¢*, dostaneme

a* + 2a3b + bt + 203¢ + ¢t + 2% > a* + 2a%0% + bt + 202 + * + 2622 .

Ptiddme-li nyni k levé strané nerovnosti nulovy vyraz a?b* —b?a® +b*c® — 2b? + c*a® — ac?,
pak po dalsich tpravach dostaneme

a®(a® + 2ab + b — ) + b*(b* + 2bc + & — a?) + *(c® + 2ca + a* — b*) > (a* + b* + )2,
tedy

a® ((a+0b)* =)+ ((b+¢)* —a?) + A ((c+a)* = V) > (a* +0* + )*.

Vydélme jesté obé strany posledni nerovnosti vyrazem (a + b + ¢)?. Dostaneme

a+b—c‘a2+b+c—a'bz c+a—b_c2Z (a? 4+ b* + *)?
a+b+c a+b+c a+b+c (a+b+c)?

Takto upravena nerovnost jiz vSak ziejmeé plyne z Jensenovy nerovnosti pro konvexni funkei
f(x) = 22 a konvexni kombinaci A\ja + \ob + Asc, kde

a+b—c _b—i—c—a c+a—>

AN = —— Ay = —— | = —,
YT atbre’ 2T 4+ b+ec P A

nebot pro hodnotu f(Aja + Aeb + Asc) plati

(@a+b—ca (b+c—ad (c+a-bc\>  (a®+b?+c?)?
a+b+c a+b+c a+b+c ~ (a+b+c)?

Priklad 5.24. Ukazte, ze pro vSechna kladné realné cisla ay, aq, az, as plati

a a a a
2< 42 40 41 (5.6)
ag+a3 a3+a4 a4 + aq a1 + as
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Reseni. Provedme nejprve nasledujici oznaceni:

S:a1+a2+a3+a4,
ay a2 as Q4
+ + + :
ag+a3 as + aq a4 + aq a1+a2

Ukézeme, Ze dokazovana nerovnost plyne z Jensenovy nerovnosti s koeficienty A\; = %
(jejichz soucet A; + Ay + A3 + A4 je podle definice souc¢tu S roven jedné):

f<2“§i> S;%-f(:):,-).

1=1

Vezmeme-li totiz konvexni funkci f(z) = %, kterd je jak zndmo konvexni na RT, a
dosadime-li kladna ¢isla z1 = ag + a3, vo = a3z + a4, x3 = a4 + a1, x4 = ay + as, do-
staneme pro levou a pravou stranu nerovnosti tato vyjadfeni

aq + a2 + as + Qy
al(ag + CL3) + ag(ag + CL4) + ag(a4 + al) + a4(a1 + CLQ) ’

I —

aq 1 a9 1
a1+a2+a3+a4 CL2+CL3 a1+a2—i—a3—i—a4 CL3+CL4

as 1 i Q4 1
a1+ag+a3+a4 a4+a1 a1+ag+a3+a4 CL1+CL2.

Pokud oznac¢ime jmenovatele zlomku levé strany D, mtizeme Jensenovu nerovnost L < P
prepsat do jednoduchého tvaru

2

% < odkud % <C.

w0l Q

Nasi tlohou je dokazat nerovnost C' > 2, staci tedy ovérit, ze

52
) > 2, neboli ~ S*—2D > 0.

Levou stranu posledni nerovnosti miizeme postupné upravit takto:

(CLl -+ a9 + as + CL4)2 — 2(&1(&2 + CL3) -+ a2(a3 + CL4) -+ a3(a4 + CL1) -+ a4(a1 —+ CL4)) =

= a} + a3+ aj + ai — 2a1a3 — 2a4a2 = (ay — az)® + (az — as)* > 0,

¢imz je nerovnost (5.6) dokazana.
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Pro zajimavost k prikladu 5.24 dodejme, Ze nerovnost

n a1 Qa2 (p—1 [€7%
_ S + _|_ “ e
2 ag + as as + ay an + aq ai + as
se nazyva Shapirova, a plati s libovolnymi kladnymi ¢isly aq, as, ..., a, pouze pro suda

n <12 a licha n < 23.

Shapirovu nerovnost pro n = 3

aq a9 as

3
=< + + :
2 as + as as + ap ai + as

lze zobecnit i jinym zptsobem uvedenym v nasledujicim prikladu.

Priiklad 5.25. Dokazte, Ze pro libovolna kladné realné ¢isla aq, . .., a, plati

n

a; n
E > ;
-~ S —a; n-—1
=1

kde S =a; + -+ a,.

Reseni. Funkce f(z) = <%= je na intervalu (0,5) konvexni, nebot f”(z) = ﬁ >0

pro kazdé = € (0,S). Z Jensenovy nerovnosti pro funkci f a koeficienty \; = % proto
dostavame:

S
VR
(]
nn
I8
£
~
V
3=
I
RS

l Z a; Z S ’
n \ 4~ 5 —aq; Sn— S

V predchozim prikladé jsme cyklickym zptisobem secetli zlomky, kde v citateli bylo
jedno z danych cisel a ve jmenovateli n — 1 ostatnich cisel. V nasledujicim ptikladu se
budeme zabyvat zobecnénim takovych souctii na zlomky, kdy v citateli bude soucet k£ po
sobé jdoucich danych cisel a ve jmenovateli soucet n — k ostatnich cisel.
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Priiklad 5.26. Dokazte, ze pro libovolna kladna realna ¢isla aq, ..., a, a pro kazdé priro-

zené Cislo k= 2,3,...,n — 1 plati

zn: Gipr T Girk nk
iZlS—(aiJ,_l"‘"""aiJ,_k) “n—k’

kde S=a;+---4+a,aa,=a;,1=1,2,....n

= SL konvexni
—X

Reseni. Jako v ptikladu 5.25 uplatnime Jensenovu nerovnost k funkci f(z)

na intervalu (0, 5):

Dosadime sem ¢isla z; € (0,.5) zvolend takto:

Ti = Qip1 + Qiyo + -+ Qigg (i=1,2,...,n)
Protoze pro jejich soucet plati
n
Z T; = k - S,
i=1
dostaneme postupnymi tipravami:
Gigr + -0 F Cigk k.

1 n
E;S—(azq_l""""‘alq_k) S

i Gip1 + -+ Qitk
—1 S—(ai+1+~-~+ai+k) _n—k'
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Slovnic¢ek matematiku

JOHANN BERNOULLI

Johann Bernoulli se narodil 27.6. 1667 ve Svycarské Basileji. Patti
do prvni generace vynikajicich matematiki z rodu Bernoulliti, ktefi
vyrazné ovlivnili vyvoj matematiky v 18. stoleti. Ptivodné studoval
medicinu, avsak pod vedenim svého o dvanact let starsiho bratra Ja-
coba se brzy zacal plné vénovat matematice. Po studiich zil kratce
v Parizi, kde kromé jiného soukromé vyucoval markyze 1’'Hospitala.
Ten na zakladé Johannovych prednasek a korespondence vydal prvni
ucebnici diferencialniho poctu, v niz vsak neuvedl dostatecné Johan-
nuv podil na jejim vzniku. Autorstvi znamého 1'Hospitalova pravidla
tak bylo Johannovi uznano az v roce 1921, kdy byl nalezen soubor jeho prednasek, z nichz
I’Hospital ¢erpal. V letech 1695-1705 vyucoval Johann matematiku na Univerzité v Gronin-
genu v Holandsku. Po smrti svého bratra Jacoba se vratil do Basileje a stal se profesorem
matematiky na tamni univerzité. Mezi jeho zaky patril i Leonhard Euler. Zemftel 1.1. 1748.
Béhem svého zivota se zabyval celou fadou matematickych problémi. Vyrazné prispél
k rozvoji diferencidlniho poctu, vytesil proslavenou tlohu o brachystochroné i Bernoulliho
diferencialni rovnici, se svym bratrem Jacobem polozil zaklady varia¢niho poctu.

AUGUSTIN LOUIS CAUCHY

Augustin Louis Cauchy se narodil 21.8. 1779 v Patizi. Po vystudo-
vani Ecole Polytechnique nejprve pracoval jako inzenjr v Cherbourgu,
brzy se vsak zacal vénovat vyuce a védecké praci. V roce 1816 ziskal
za svou praci z hydrodynamiky cenu Parizské akademie, jiz se stal
pozdéji ¢lenem. Od roku 1848 ptisobil na Collége de France. Zabyval
se mnoha oblastmi matematiky a jako autor byl velmi plodny. Zvlaste
vyznamné jsou jeho prace predevsim z matematické analyzy, ale i z te-
orie analytickych funkci, diferencialnich rovnic nebo algebry. Zemfel
23.5. 1857 v Sceaux nedaleko Pafize.




SLOVNICEK MATEMATIKU

60

OTTO LUDWIG HOLDER

Otto Ludwig Holder se narodil 22.12. 1859 ve Stutgartu. Studoval
nejdiive na Polytechnice ve Stutgartu a od roku 1877 na Univerzité
v Berliné, kde navstévoval prednasky Weierstrasse, Kummera nebo
Kroneckera. Jeho laskou se stala algebra. Studium zakoncil disertaci
v oblasti analytickych funkci v roce 1882 na Univerzité v Tiibingenu.
Jako profesor ptisobil na univerzitach v Lipsku, kde spolupracoval
s Kleinem, poté v Gottingenu a od roku 1890 v Tiibingenu. Zabyval se
predevsim teorii grup (znamaé je Jordan-Holderova véta), ale studoval
také napt. Galoisovu teorii, analytické funkce, Fourierovy fady atd.

Ve svém clanku z roku 1884 dokézal platnost nerovnosti, kterd dnes nese jeho jméno.

JOHAN LUDWIG WILLIAM VALDEMAR JENSEN

Johan Ludwig William Valdemar Jensen zil v Dansku v letech
1859 - 1925. Narodil se 8.5. ve mésté Nakskov. Jeho otec podnikal
v oblasti nemovitosti a za praci se nékolikrat s rodinou stéhoval. Céast
svého détstvi tak prozil maly Johan v severnim Svédsku. Zakladni
vzdélani vSak dokoncil v Kodani. V roce 1876 nastoupil na College
of Technology, kde studoval fyziku, chemii a matematiku. A pravé
v této dobé si oblibil matematiku natolik, Ze ji vénoval veskerou svou
pozornost a témer ztratil zajem o studium ostatnich védnich disciplin.
Zabyval se otazkami, které prekracovaly ramec vyuky a jesté béhem

studia publikoval své prvni prace. Pfesto vSak po ukonceni studii pfijal misto inzenyra
v kodanské poboc¢ce mezinarodni telefonni spole¢nosti, kde pracoval az do konce svého
zivota. Matematika se tak stala pouze jeho zalibou a vénoval se ji jen ve svém volném case.
Zabyval se napt. Riemannovou hypotézou, nekoneénymi fadami, gamma funkci atd. Do
déjin matematiky se vSak zapsal pfedevsim svymi poznatky v oblasti konvexnich funkeci.
V roce 1906 publikoval v ¢asopise Acta mathematica Clanek, v némz dokézal nerovnost
(dnes znamou jako Jensenovu), ktera vyjadiuje dulezitou vlastnost konvexnich funkeci a
patii k zakladnim pilifim teorie algebraickych nerovnosti. J.L.W.V. Jensen zemfel 5.3.

1925 v Kodani.
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HERMANN MINKOWSKI

Hermann Minkowski se narodil 22.6. 1864 v Aleksotach (v dnesni
Litvé) v rodiné némeckého obchodnika, avSak od svych osmi let zil
v Némecku. Jiz béhem studii na Univerzité v Konigsbergu obdrzel
Velkou cenu Parizské akademie za praci z teorie ¢isel, které se vénoval 1 »d
cely zivot. Po ukonceni studii v roce 1885 ptisobil stfidavé na univerzi- L a

tach v Konigsbergu, Bonnu a na Polytechnice v Ziirichu, kde byl jeho
studentem i Albert Einstein. V roce 1902 ziskal diky svému ptiteli
Davidu Hilbertovi misto na Univerzité v Gottingenu, kde pracoval az

do své predcasné smrti v roce 1909. Béhem svého neptilis dlouhého

Zivota se kromé teorie ¢isel vénoval také geometrii, topologii a matematické fyzice. Vy-
tvoril matematické zaklady obecné teorie relativity, zejména rozvijel teorii ¢tyirozmérného
prostoru (Minkowského ¢asoprostor).

HERMANN AMANDUS SCHWARZ

Hermann Amandus Schwarz se narodil 25.1. 1843 v Hermsdorfu
(v dnesnim Polsku). Po gymnaziu zacal studovat chemii na Univerzité
v Berling, ale pod vlivem Kummera a Weierstrasse ptesel ke studiu
matematiky. Po ziskani doktoratu v roce 1864 pracoval na univerzi-
tach v Halle, v Ziirichu, v Goéttingenu a od roku 1892 na Univerzité
v Berlin€, kde nastoupil na misto Weierstrasse. Zemiel 30.11. 1921.
Zabyval se aplikovanou geometrii a rozvinul teorii minimalnich ploch.
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