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Uvop

Uvod

Prvni geometrické ulohy, ve kterych bylo tikolem nalézt maximum nebo minimum
néjaké hodnoty, byly formulovany jiz v antice. Mezi takové tlohy patii napriklad
proslula Heronova tloha, jejiz vysledek je dnes znamy jako jeden ze zakontd ge-
ometrické optiky, nebo odvozeni izoperimetrické vlastnosti kruhu. Mnohé extre-
malni tlohy mtzeme nalézt uz v pracich znamych matematiki jako Eukleides,
Apollonius, Archimedes (vSichni 3. stol. pf. n. 1.) a dalsi. Nékterymi extremal-
nimi tlohami se zabyvali matematikové po staleti vyuzivajice odlisné matematické
prostiedky, jez méli ve své dobé k dispozici. Reseni dvou zminénych problémt a
mnohych dalsich jsou ukazana v této praci.

Jak jsme jiz naznacili, postupem doby vznikaly s rozvijejicim se matematic-
kym aparatem i rizné metody feSeni podobnych tiloh. Dalo by se Tict, zZe nutnost
resit extremalni tlohy pozdé€ji dokonce napomohla ke vzniku matematické ana-
lyzy. Resit takové typy tiloh vyzaduje i dnesni doba. Diky rozvoji technologii
v mnoha odvétvich a v ekonomickych védach je tfeba hledat optimalni feSeni
riznych extremalnich problémi.

Piedlozeny text volné navazuje na mou bakalafskou praci s nazvem Geome-
trické ulohy na maxima a minima, kde byla popsana a pouzita jedind metoda
feSeni, a to diferencialni pocet funkci jedné nebo vice proménnych. V této praci
jsou ukazany dalsi dvé z moznych metod Teseni zaméfené spise na geometrické
vztahy.

Prace je rozclenéna na tii kapitoly. V prvni kapitole jsou k feseni uvedenych
extremalnich tloh pouzity rizné geometrické transformace, jako jsou osova sou-
mérnost, rotace nebo stejnolehlost. Druha kapitola je vénovana tzv. tecnovému
principu, ktery je nejprve posouzen teoreticky a nasledné vyuzit k feseni nékolika
uloh. TTteti kapitola pojednava o tfech zajimavych extremalnich tlohach, jejichz
feseni jsou zalozena na dalsich prostredcich elementarni matematiky, jakymi jsou
vlastnosti kvadratickych a goniometrickych funkci.

Prace je urcend predevsim pro vysokoskolské studenty jako doplnék zakladniho
kurzu matematiky, avSak nékteré snazsi tlohy (pfevazné z prvni kapitoly) lze
zafadit i do vyuky na stfedni skole.

Text je vysazen typografickym systémem TEX ve forméatu (SIATREX a obrazky
jsou vytvofeny programem Ipe.



VYUZITI GEOMETRICKYCH TRANSFORMACT

Kapitola 1

Vyuziti geometrickych
transformaci

Geometrické utvary v riznych tlohach ¢asto obsahuji prvky nékteré z rovinnych
¢i prostorovych symetrii. Pti feseni takovych tloh jsou proto pomeérné casto vy-
uzivany geometrické transformace. Pouziti nékteré z nich mtze feSeni ulohy vy-
razné zjednodusit. Tato kapitola obsahuje extreméalni tilohy, v jejichz feseni jsou
pouzity transformace jako osova soumeérnost, rotace nebo stejnolehlost. Kromeé
vétsiny tloh zadanych a fesenych v roviné jsou zde zafazeny i prostorové tlohy.

1.1 Resené priklady

Uloha 1.1.1 (Heronova tlohal). V roviné je ddna primka | a body A a B le-
Zict ve stejné poloroviné urcené primkou . Najdéte takovy bod X na primce [,
pro ktery je soucet vzddlenosti |AX | + | X B| minimalni. [AMS, str. 1]

Reseni. Necht B’ je bod soumérné sdruzeny s bodem B podle p¥imky [ a necht
bod X, je prusecik usecky AB’ a ptimky [ (viz obr.1.1). Pro libovolny bod X
na primce [ plyne ze symetrie | X B| = | X B’|, a tedy podle trojuhelnikové nerov-
nosti dostavame

|AX|+ |XB| = [AX|+ |XB'| > |AB'],

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz bod X splyva s bodem X,. Hledanym
bodem je tedy bod Xy, prisecik tsecky AB’ s pfimkou [. s

Vysledek této tlohy odpovida jednomu ze zadkonti geometrické optiky, zakonu
odrazu: thel a dopadu, ktery svird dopadajici paprsek s rozhranim (ptimka [), je
roven uhlu odrazu, ktery s rozhranim svira odrazeny paprsek.

'Herén Alexandrijsky (1.stol. pi. n. 1.) byl starovéky fecky matematik a vynalezce.



VYUZITI GEOMETRICKYCH TRANSFORMACI — RESENE PRIKLADY

A

B/
Obr. 1.1

Uloha 1.1.2. Dané body A, B lezi uvniti opacnijch polorovin s hranicni primkou |
tak, Ze bod A ma od primky | vétsi vzddlenost neZ bod B. Urcete takovy bod X € [,
pro ktery je rozdil vzddlenosti |AX| — |BX| mazimdlni. [Navrh vedouciho préce]

Reseni. Oznaéme B’ obraz bodu B v osové soumérnosti s osou [ a X, prisecik
polopiimky AB’ s piimkou [, ktery existuje diky predpokladu o vzdalenostech
bodi A, B od pfimky [ (viz obr.1.2). Pro libovolny bod X na pifimce [ plati
trojuhelnikova nerovnost

|AB'| + |B'X| > |AX]. (1.1)
Ze symetrie |BX| = |B'X| a z (1.1) pak plyne
AX| - |BX| = |AX| - |B'X| < |AB/,
kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz X = X,. Hledanym bodem maxima je

A

Obr. 1.2

tudiz bod X, prusecik piimky AB’ s pfimkou [. Podobné jako v predchézejici
Heronové tloze ze symetrie vyplyva, ze usecky AXqy, BXq sviraji s pfimkou [ uhly
stejné velikosti. [ )

10



VYUZITI GEOMETRICKYCH TRANSFORMACI — RESENE PRIKLADY

Nasledujici tloha je zajimavou modifikaci Heronovy tlohy 1.1.1.

Uloha 1.1.3. Dvé mésta A a B jsou oddélena Tekou s primocarymi rovnobéznymi
brehy. Navrhnéte, kde postavit most pres reku kolmy k jejim brehim, aby cesta
mezi mésty byla co nejkratsi. [AMS, str. 19

Reseni. Ozna¢me rovnobé&zné biehy feky [,, [, (viz obr. 1.3). Ozna¢me dale [ osu
ptimek 1, l,. Plati tedy [ || I, || . V osové soumérnosti podle osy [ sestrojime

}A//
AR A
\\\ : \\\ ///
- — - - - = = = = =t = = = = = =N~ - R
H Y
i '
! \
Xo | Yo\
| \
| .
| \
L, N I MB
Obr. 1.3

obraz A" bodu A a v osové soumérnosti podle pfimky [, sestrojime obraz A”
bodu A’. Necht Y je prusecik tsecky A”B a piimky [, a necht X, je kolmy
prameét bodu Y, na primku /,. Pak pro libovolné body X €[, a' Y € [, takové, ze
XY 1 1,, plati

|AX| = |AY| = |A"Y]. (1.2)

Z (1.2) pak podobné jako pii feseni Heronovy tlohy vyplyva
[AX] + [ XY [+ Y B| = [A"Y| + [Y B[ + [ XoYo| = |[A"B| + | XoYol,

kde rovnost nastava pravé tehdy, kdyz Y =Y, a tedy i X = X,.
Cesta z mésta A do mésta B je nejkratsi mozna, pokud je most umistén
na vyse urcené usecce XoYj. s

Dalsi tloha je rozsitenim Heronovy tlohy 1.1.1 do prostoru.

Uloha 1.1.4. Je ddna primka [, mimo ni bod A a bod B, ktery nelei v roviné
urcen€ primkou | a bodem A. Najdéte takovy bod X leZici na primce l, aby byl
soucet vzddlenosti |AX | + | X B| minimalni. [AMS, str. 2]

Reseni. Tato tloha je podobna Heronové tloze 1.1.1. V ni jsme vyuzili soumér-
nost podle pfimky. PovSimnéme si, ze v prostoru muze byt osova soumérnost
podle dané ptimky [ uskutecnéna jako rotace kolem této piimky o thel 180°.

11



VYUZITI GEOMETRICKYCH TRANSFORMACI — RESENE PRIKLADY

A

S

B
XN»
p B/

Obr. 1.4

Pti feseni nasi prostorové tlohy lze pouzit podobnou myslenku, totiz vyuzit
rotaci kolem dané pfimky [ o vhodny thel. K tomu oznac¢ime p rovinu uréenou
piimkou [ a bodem A a B’ obraz bodu B v takové rotaci v prostoru kolem
primky [, pti které obraz B’ a bod A budou lezet v opa¢nych polorovinach roviny p
vytatych ptimkou [ (viz obr.1.4).

Necht bod X je prisecéik tsecky AB’ s piimkou [. Pak pro libovolny bod X
na primce [ plati trojuhelnikova nerovnost

|AX|+ |XB| = |AX|+ |XB'| = |AB,

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz bod X splyva s bodem Xy, ktery je
proto fesenim ulohy.

Vsimnéme si jesté, ze tsecky AXy a XoB' sviraji s pfimkou [ stejny thel (jedna
se o vrcholové thly) a usecky XoB a XoB’ sviraji stejny thel s piimkou [ (diky
rotaci bodu B do bodu B’ kolem pfimky /). Tudiz bod X, ma takovou vlastnost,
ze usecky AXy a XoB sviraji s primkou [ stejny thel, stejnou vlastnost, jakou
meél i bod X, fesici rovinnou ulohu 1.1.1. &

Uloha 1.1.5. Je ddn soutadnicovy systém Ozy a v ném pravouhly lichobéznik
ABCD s vrcholy A =10,0], B=[2,0], C =[2,2], D =[0,4]. Na zdkladndch DA,
BC' lichobézniku jsou ddle ddny body X = [0,1], Y = [2,1]. Najdéte nejkratsi
cestu z bodu X do bodu 'Y spojujici postupné strany DA, CD, AB, CD, BC
lichobézniku (viz obr. 1.5). [AMS, str. 5]

Reseni. Pii feseni této tlohy pouzijeme postupné tii osové soumeérnosti vzdy

podle jedné ze stran lichobézniku nebo stran jeho obrazu (viz obr.1.6). Sloze-
nim téchto tif soumérnosti prejde bod Y do bodu Y’ = [6, 1]. Uloha tedy piesla

12
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na problém: najit cestu z bodu X do bodu Y’, kterd lezi celd v obrazci tvo-
feném ze ¢tyt lichobézniki, jez jsme dostali v pribéhu skladani zminénych tii
soumérnosti. Z (obr. 1.6) je zfejmé, Ze hledana nejkratsi cesta je lomena ¢ara

X =10,1¢

\

O=A=10,0]

Obr.

1.5

B

>
Y

0]

X =1[0,1 —[2,2] — [4,2] — [6,2] — Y' =[6,1].

7 uzitych soumérnosti vyplyva, ze nejkratsi cesta z bodu X do bodu Y, ktera
v daném lichobézniku postupné spojuje strany DA, CD, AB, CD, BC, je lomena
¢ara prochéazejici body

X=100,1—1[2,2] —[2,00 — [2,2] — Y =[2,1].

Hledana cesta ma tedy tvar lomené ¢ary XCBCY .

y A
D04 [4, 4] 8, 4]
C =22 \\\7
| 4,2 [6,2])/
X =101t Y =[2,1] Y’ = [6, 1]
O=A=[0,00 B=P2,0 6, 0] 8.0
Obr. 1.6

13
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Obr. 1.7 Obr. 1.8

Nésledujici uloha je z 15.ro¢niku mezinarodni matematické olympiady. K je-
jimu TeSeni vyuzijeme mimo jiné opét Heronovu tlohu 1.1.1.

Uloha 1.1.6. Vojdk dostal kol detektorem zkontrolovat celé minové pole, které
ma tvar rovnostrannéeho trojuhelniku. Detektor md dosah poloviny vysky trojuhel-
nikového pole. Najdéte nejkratsi trajektorii vojaka pri kontrole pole, jestlize musi
zacit v jednom z vrcholi trojihelniku. [AMS, str. 6]

Reseni. Oznacme h visku trojihelnikového pole a jeho vrcholy A, B, C. Bez Gjmy
na obecnosti muzeme uvazit, ze vojakova trajektorie zacina ve vrcholu A. Déle
uvazme kruznici k; ve vrcholu C' a kruznici ks ve vrcholu B o polomérech g
Je zfejmé, ze vojak prozkoumé vrcholy B a C pravé tehdy, protina-li jeho tra-
jektorie kruznici k; i kruznici k. Mizeme predpokladat, ze trajektorie nejdiive
protne kruznici ki, jejich prisecik ozna¢me X, poté teprve protne kruznici ko,
prusecik oznac¢me Y. Déale oznac¢me d délku trajektorie, D prusecik kruznice k;
s vyskou trojuhelniku spusténou z bodu C' a [ rovnobézku se stranou AB procha-
zejici bodem D (viz obr. 1.7). Pro délku trajektorie jisté plati d > |[AX| + | XY
Pak ziejmé plati také

h
d+§ > |AX|+ | XY |+ |YB| =
=|AX|+ |XP|+|PY|+|YB|,

kde P je prusecik pfimky [ s useckou XY (viz obr. 1.8). Pouzitim trojtihelnikové
nerovosti pro trojuhelnik APX a trojihelnik Y BP dostaneme

h
d+3 = |AP| +|PB]. (1.3)

7 vysledku Heronovy tlohy 1.1.1 pro body A, B a pfimku [ vime, ze plati

|AP| +|PB| > |AD| + |DB, (1.4)

14
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kde rovnost nastava prave tehdy, je-li P = D, protoze tehdy sviraji tsecky AD a
BD s piimkou [ stejné thly. Dosazenim (1.4) do (1.3) dostavame
h
d+§ > |AD| +|DB| =
= |AD|+ |DE| + |EB],

kde FE je prusecik tsecky DB s kruznici k. Z toho pak vyplyva
d>|AD|+ |DE|.

Nejkratsi trajektorie, po které vojak s detektorem prozkouma celé minové
pole tak, ze za¢ne v bodé A, pak protne kruznici k; a poté kruznici ks, je lomena
¢ara slozena ze dvou tusecek AD, DE. Nyni zbyva jen ukéazat, ze vojak, ktery
s detektorem ptuijde touto cestou, opravdu prozkouma celou plochu pole tvoreného
trojuhelnikem ABC.

C

Obr. 1.9

Ozna¢me K, L, M po fadé stiedy tsecek AB, BC, C'A (viz obr. 1.9). Jelikoz
|IDL| = |DM| < %, je ziejmé, Ze detektor s dosahem 2 v bodé D prozkouma
oblast, ve které je AM LC'. Béhem cesty po tsecce AD prozkouma vojak oblast,
jez obsahuje ¢tyiuhelnik AK DM, zatimco béhem cesty po usecce D E prozkouma
oblast obsahujici ¢tyituhelnik K BLD. Ovérili jsme tak, ze vojak zkontroluje kazdy
bod celého trojuhelniku ABC', pokud bude jeho trajektorie lomena ¢ara ADE.

Trajektorie slozené ze dvou tsecek AD, DF je tedy jednim z feSeni této tlohy.
Dalsi fesSeni dostaneme zaménou bodu B a C (pfipadné libovolnou permutaci
bodu A, B, C) v feSeni. AvSak pokud je pfedem dan vrchol, ve kterém vojak
musi zacit, ma tloha pouze dvé soumérné sdruzena feseni. &

15
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Uloha 1.1.7 (Fagnanova tloha o paté vysky). Do daného ostrotihlého trojihel-
niku vepiste trojihelnik o minimdlnim obvodu. [Dér, str. 359]

Tato slavna tloha pochézi od I. F. Fagnano, syna italského hrabéte Julio C. Fag-
nano (1682 — 1766), ktery se proslavil svymi vyznamnymi studiemi lemniskat?.
Existuje mnoho zptsobti feseni této tilohy. Nésledujici feSeni je vyznacné svou
vyraznou jednoduchosti a pochazi od bratra Gabriela-Marie, autora vyznamné
knihy Exercises de Géométrie.

Reseni. Ozna¢me dany trojthelnik ABC a do néj vepsany trojthelnik K LM
takovy, ze jeho vrcholy K, L, M lezi po fadé na stranach AB, BC, CA.
Nejprve uvazme, ze K je libovolny pevné zvoleny bod. Ozna¢me bod X,
resp. Y, obraz bodu K v osové soumeérnosti s osou C'A, resp. BC. Priiseciky
usecky XY se stranami BC, C'A budou pro pevné K, polohy téch bodi L a M,
pii kterych m4 trojuhelnik K LM minimélni obvod. Oznacdime-1i totiz L', resp M’,

C

Obr. 1.10

libovolny bod na BC|, resp. C'A, ktery neni prisecikem tsecky XY se stranou BC),
resp. C'A (viz obr. 1.10), pak pro obvody trojahelnikia K LM a KL'M’ plati

oxin = |[KL| +|LM| + |MK| = |YL| + |LM| + |MX]| = |XY],
OKIL'M' = ‘KL/| + |L/M/‘ —|— ‘M/K‘ — |YL/| —|— ‘L/M/‘ —|— ‘M/X‘ > |XY‘ .

Tudiz pro libovolnou dvojici (L', M") # (L, M) plati oxpy < oxpae (tedy po-
sledni nerovnost bude ostra, i kdyZ bude platit pouze jedna z nerovnosti L' # L
nebo M’ # M).

Polohy hledanych bodi L, M jsou tedy urceny polohou bodu K. Zbyva proto
nalézt takovy bod K, pro ktery bude délka tisecky XY, a tedy i obvod trojihel-
niku K LM, nejmensi. Jelikoz tisecka C' X, resp. C'Y je obrazem usecky C'K v osové
soumérnosti s osou C'A, resp. BC, plati |CX| = |CY|, |[{KCA| = |[{XCA|
a |[{KCB| = |£YCB]|. Ozna¢ime-li v vnitini thel daného trojahelniku u vr-

2druh rovinnych kiivek

16
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Obr. 1.11

cholu C', pak plati
[ £AXCY|=|4XCK|+|£KCY|=2-(|[L{ACK|+ |{BCK|) = 2y

(viz obr.1.11). Zkoumana tsecka XY je tedy zdkladnou rovnoramenného troju-
helniku XY C, ktery ma konstantni tthel 2y u hlavniho vrcholu C' a proménnou
velikost ramen XC', YC. VSechny rovnoramenné trojuhelniky XY C urcené po-
lohou bodu K jsou proto podobné (podle véty sus). Z toho vyplyva, ze délka
zakladny XY trojihelniku C' XY bude miniméalni, pokud bude minimélni délka
jeho ramen XC|, YC. Jelikoz |KC| = |XC| = |YC|, bude délka ramen troji-
helniku XY C' minimalni, pokud bude minimalni délka tsecky KC| coz nastane
pravé v pifpadé, kdy tsecka K C bude kolma na tsecku AB. Usetka KC' tedy
musi byt vyskou trojuhelniku ABC spusténa z vrcholu C' a bod K byt jeji pata.
Podobné, jako jsme provedli tvahu pro polohu bodu K (a zavislost polohy
bodia L, M na poloze K), bychom mohli provést tivahu i pro body L a M.
Usecka AL tedy bude v¥ska na stranu BC zadaného trojuhelniku a tsecka BM
bude vyska na stranu C'A.
Trojuhelnik K LM vepsany do daného trojihelniku ABC' ma nejmensi mozny
obvod, pokud jeho vrcholy K, L, M tvori paty vysek trojuhelniku ABC'.
)

Doposud jsme pfi hledani geometrickych extrémii vyuzili pouze osovou sou-
mérnost. V nasledujicich tlohach pouzijeme i jiné symetrie a geometrické trans-
formace. Prvni z nich je tloha, jejiz vysledek je znamy jako Pompeiova véta®.

3Dimitrie Pompeiu (1873-1954) byl rumunsky matematik.
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Uloha 1.1.8. Necht ABC je rovnostranny trojihelnik. Dokazte, Ze pro libovolny
bod P roviny ABC, ktery nelezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC', existuje
trojuhelnik se stranami o délkach |AP|, |BP|, |C'P|. UkaZte rovnéz, Ze v pripadé,
kdy bod P lezi na kruznici opsané, je jedna z délek |AP|, |BP|, |C'P| rovna souctu
ostatnich dvou. [AMS, str. 7]

Tvrzeni tlohy je mozné formulovat i v nésledujici podobé, v niz upfesnime
i uplny zavér puvodniho znéni: Necht ABC' je rovnostranny trojuhelnik a P je
libovolny bod v rovine ABC'. Pak plati nerovnost

|AP|+|BP| = |CP],

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, lezi-li bod P na tom oblouku AB kruznice
opsané€ trojuhelniku ABC, ktery neobsahuje vrchol C.

Reseni. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme |CP| > |AP| a |CP| > |BP).
Uvazme tu rotaci kolem bodu A o 60°, ve které prejde bod B do bodu C'. Touto ro-
taci pfejde bod P do bodu P’ (viz obr. 1.12), pro ktery ziejmé plati |AP| = |AP’|
a |[{PAP'| = 60°. Z toho vyplyva, Ze trojuhelnik APP’ je rovnostranny, tedy

Obr. 1.12

|PP'| = |AP|. Protoze v uvazované rotaci prejde bod B do bodu C, tsecka P'C
je obrazem tusecky PB, a tedy plati |[C'P'| = |BP|. Trojthelnik C PP’ ma tudiz
strany o délkach |AP|, |BP|, |CP|, nelezi-li ovsem body C, P, P’ v pfimce (pak
o trojihelniku C'PP’ nelze mluvit). Z predpokladu |CP| > |AP| a |CP| > |BP)|
a z |[{APP’'| = 60° plyne, ze trojihelnik C'PP" mtize piejit jediné v tsecku C'P,
a to pravé tehdy, kdyz bude |[LAPC| = 60° = |{ABC|. V tomto pfipadé bude
z obou bodt P a B vidét tusecka AC pod stejnym tthlem 60°, proto budou body A,
P, B, C lezet na jedné kruznici, neboli bod P bude néalezet kratsimu oblouku AB
kruznice opsané trojuhelniku ABC'. Tim je tloha vyfeSena. s
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Nésledujici nAmét je znadm jako Steinerova® trojihelnikovd tiloha. Tuto slavnou
tilohu ptivodné zadal francouzsky matematik Pierre de Fermat® italskému fyzi-
kovi Torricellimu®, zndmému studentovi Galilea”, ktery ji vyfesil vice zpisoby.
Kromé téchto dvou odbornikii se ji zabyvalo i mnoho jinych matematiki, napft.
Viviani®, Cavalieri®, avsak tplny diikaz, %e hledany bod, jehoZ polohu néktefi
diive jmenovani matematikové spravné urcili, ma skutecné pozadovanou extre-
malni vlastnost, podal teprve Steiner, po kterém proto tloha nakonec dostala
jméno.

Uloha 1.1.9. V roviné daného trojihelniku ABC najdéte takovy bod X , pro ktery
je soucet
d(X)=|AX|+ |BX|+|CX|

minimdlni. [AMS, str. 8]

ReSeni. V prvni ¢asti feseni ukdZeme, Ze nachazi-li se bod X vné trojihel-
niku ABC, existuje vzdy néjaky bod X’ takovy, ze d(X’) < d(X). Pfedpo-
kladejme tedy, ze bod X lezi vné trojuhelniku. Jedna z primek AB, BC, C'A ma
jisté takovou vlastnost, ze bod X lezi v jiné poloroviné urcené touto primkou nez
trojuhelnik ABC'. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze tuto vlastnost
mé piimka AB (viz obr. 1.13). UvaZme osovou soumérnost podle pfimky AB.

C

Obr. 1.13

4Jacob Steiner (1796-1863) byl svycarsky matematik, ktery se vénoval pfevazné geometrii.

SPierre de Fermat (1601-1665) byl francouzsky matematik a pravnik. Zabyval se teorii ¢isel a
algebrou. Spolecné s Descartem polozil zaklady analytické geometrie a je jednim ze zakladatelt
teorie pravdépodobnosti.

6Evangelista Torricelli (1608-1647) byl italsky fyzik a matematik, ktery polozil zaklady
hydrodynamiky, vynalezl rtufovy barometr a dokézal existenci atmosferického tlaku.

"Galileo Galilei (1564-1642) byl italsky fyzik, astronom, matematik a filosof. Galileo je za-
kladatelem experimentalnich metod zkoumaéani prirody.

8Vincenzo Viviani (1622-1703) byl italsky matematik a fyzik, ktery byl studentem Galilea.
Zabyval se geometrii.

9Bonaventura Cavalieri (1598-1647) byl italsky matematik. Cavalieri je jednim z predchiidcti
zakladateld infiniteziméalniho poc¢tu. Vyvinul metodu urcovani obsaht ploch a objemu téles.

19



VYUZITI GEOMETRICKYCH TRANSFORMACI — RESENE PRIKLADY

’ \\ \\

/ \

// \\X(/) \\\
/ \ \
I \ \
! \ / |
| s X C
\ /\\\ D 71
\ // ¢ //
\\ , 7 ,

\\ // <. ///XQ/

\ ! /l\\\ ,

A o B
Obr. 1.15
Obr. 1.14

Bod X piejde v této soumérnosti do bodu, ktery oznac¢ime X’. Ziejmé plati
|AX'| = |AX]|, |BX'| = |BX]|. (1.5)

Necht Y je prisecik usecky C'X s pfimkou AB, pak plati |Y X |= |Y X'|. Z troju-
helnikové nerovnosti pro trojihelnik CY X’ vyplyva

ICX'| < |CY] + |[YX'| = |CY| + [V X| = |CX]. (1.6)

Ze vztahi (1.5) a (1.6) tak dostavame d (X') < d(X) a tvrzeni z prvni véty
naseho teseni je dokazano.

Vime tedy, ze hledany bod X s minimalni hodnotou d (X) lezi uvnitf troju-
helniku ABC' nebo na jeho hranici. Ozna¢me «, (3, v vnitini thly trojihelniku
po fadé u vrcholdt A, B, C. Bez Gjmy na obecnosti miizeme ptredpokladat, ze
v > [ > a. Pak thly « a § musi byt ostré.

Oznacme ¢ rotaci o tthel 60° kolem vrcholu A ve sméru orientovaného thlu
BAC. Libovolny bod M # A se v této rotaci zobrazi na bod M’ = ¢ (M)
tak, Ze trojuhelnik AM M’ je zfejmé rovnostranny. Specidlné trojuhelnik ACC’
je rovnostranny a jeho vrchol C” lezi v opa¢né poloroviné s hrani¢ni pfimkou AC
nez bod B (viz obr. 1.14).

Uvazme nyni libovolny bod X lezici uvnitt nebo na hranici trojuhelniku ABC.
Pak z vlastnosti rotace ¢ vyplyva |[AX| = | XX'| a |CX| = |C"X'|. Pro sou-
¢et d (X) tudiz dostavame

d(X) = |BX| + |XX'| + |X'C|, (1.7)

coz je délka lomené ¢ary BX X'C’. Rozdélme nyni feSeni na tii pfipady podle

velikosti thlu ~, tedy nejvétsiho z vnitinich thli trojuhelniku ABC:

1. pfipad: v < 120°. Pak plati |{BCC'| = v + 60° < 180°. Z dfive zminéné
nerovnosti a < 90° dostavame |{BAC'| < 150°. Ctyfahelnik ABCC’ je
tedy konvexni a jeho tthlopticky BC” a AC' maji prusecik, ktery oznacime D
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(viz obr.1.14). Oznacme dale X, prisecik usecky BC’ s kruznici opsanou
rovnostrannému trojuhelniku ACC’, ktery ziejmé lezi na tsecce BD. Jeli-
koz oba body C' a Xj lezi na stejném oblouku AC’ zminéné kruznice, plati
|£LAX,C'| = |LACC"| = 60°. Z rovnostranného trojihelniku AXyX| plyne
jednak |£LAXX[| = 60°, takze bod X{ lezi na polopfimce X,C’, jednak
| XoX(| = |AXo| < |C'Xp| (nebot |[LAC' X,| < 60° < |[LC"AXp|). To dohro-
mady znamend, ze bod X lezi na tseéce C'X,. Proto podle vztahu (1.7)
pro bod X = X, plati

d (Xo) = [BXo| + | XoXo| + | XoC'| = |BCT.

Pro libovolny bod X uvnitf nebo na hranici trojuhelniku ABC' diky vztahu

(1.7) plati |BC’'| < d(X), kde rovnost nastava pravé tehdy, kdyz X = X,.

V diskutovaném 1. ptipadé je tedy hledanym bodem bod Xj.
Poznamenejme, Ze takto zkonstruovany bod X splituje rovnosti

|LAXoB| = |£BX,C| = |{CX,A| = 120°.

Bod urceny témito rovnostmi se nazyva Torricelliho bod trojuhelniku ABC.
Maji ho pravé ty trojuhelniky, jejichz vnitini thly jsou mensi nez 120°.

2. pripad: v = 120°. Nyni plati |[{BCC’| = v+ 60° = 180°, a tedy vrchol C' lezi
na usefce BC' (viz obr.1.15). Zkoumany soucet d (X) podle vztahu (1.7)
pfitom zfejmé nabyva minimalni hodnoty pravé tehdy, kdyz X = C.

Poznamka. V 1. a 2. ptipadé této ulohy lze pii feSeni vyuzit také Pompeiovy
véty (viz tloha 1.1.8), a to pro rovnostranny trojihelnik ACC". Podle této véty
pro kazdy bod X plati |AX |+ |CX| > |C'X|, odkud plyne

d(X)=|AX|+|BX|+|CX|>|C'X|+ |BX| > |C'B|,

pritom rovnosti nastanou pravé tehdy, kdyz bod X lezi na kratsim oblouku AC'
kruznice opsané trojuhelniku ACC” a zaroven lezi na tsecce C'B.

Obr. 1.16
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3. pfipad: v > 120°. Potom plati | BOC'| = v+60° > 180°. Ctytuhelnik ABCC’
mé u vrcholu C' nekonvexni thel a tsecka BC’ se neprotiné se stranou AC
(viz obr. 1.16).
Pokud |AX| > |AC| (viz obr.1.16), pak z trojihelnikové nerovnosti
pro trojuhelnik BC'X dostavame

d(X)=|AX|+|BX|+ |CX| > |AC| + |BC]. (1.8)

V ptipadé |AX| < |AC| sestrojime osu o nekonvexniho thlu BCC" a
jeji prusecik s lomenou carou BX X'C’ oznacime Y. Nejprve vysvétlime,
pro¢ v obou moznych pripadech polohy lomené ¢ary BX X'C’, kdy bod X’
lezi uvnitf ¢ vné trojihelniku ACC” (viz obr.1.17 a 1.18), bude priise¢ik Y
existovat. Diky nerovnosti o < 60° lezi polopfimka AC uvniti thlu X AX".
Z ptredpokladu |AC| > |AX| = |AX'| pak vyplyva, ze tisek X X’ lomené ¢ary
BXX'C" protne usecku AC. Jelikoz osa o ziejmé lezi v ihlu BC'A, je tak
existence jejiho pruseciku Y s lomenou ¢arou BX X'C’ dokézéna.

C/

X/
X
_ e _

o Vs VR
Y ---
/

70

Obr. 1.17 Obr. 1.18

Protoze jsou oba (shodné) thly BCY, Y CC’ tupé, je v trojihelniku BCY,
resp. YCC', nejdelsi strana BY', resp. Y'C'. Proto plati nerovnosti

|BY | > |BC| a Yc'| > |cc|. (1.9)

Délka lomené ¢ary BX X'C’ je ziejmé nejméné rovna délce lomené Cary
BY (', nebot bod Y na ¢afe BXX'C’ lezi. S vyuzitim nerovnosti (1.9) pak
dostavame pro zkoumany soucet d (X) odhad

d(X) = |AX|+ |BX|+|CX| = |BX|+ | XX'| + |X'C'| >

, , (1.10)
> |BY |+ [YC'| > |BC| + |CC| = |AC| + | BC.

(Dodejme, Ze toto odvozeni je korektni i v pfipadé X = A, kdy X' = A,
nebot i tehdy osa o protne lomenou ¢aru BAC".)

Z vysledku obou ¢asti piipadu v > 120°, tedy z nerovnosti (1.8) a (1.10)
plyne, ze pro kazdy bod X uvnitf nebo na hranici trojuhelniku ABC' plati

d(X) > |AC| + [BO| = d (C),
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pfitom rovnost nastane jediné v pripadé X = C.

Shriime feseni této tlohy. Ma-li trojuhelnik ABC' vSechny vnitini ithly mensi
nez 120°, je soucet d (X) minimalni pravé tehdy, kdyz bod X lezi uvnitf trojihel-
niku ABC' tak, ze vsechny tii thly AXB, BXC a CX A jsou 120°. Je-li naopak
vnitini thel u nékterého z vrchold trojuhelniku ABC' vétsi nebo roven 120°, je
d (X) minimalni, pokud bod X splyva s timto vrcholem. Poznamenejme jesté,
ze bod X s minimélni hodnotou d (X) se nékdy nazyva dopravni stied daného
trojtihelniku. )

Nasledujici tloha je zobecnénim predchazejici Steinerovy trojuhelnikové ulohy.

Uloha 1.1.10. UvaZme trojihelnik ABC, jenz neni tupothlyj. Necht m, n, p jsou
pevné dand kladnd ¢isla. Najdéte v rovine ABC' takovy bod X, pro ktery je soucet

s(X)=m-|AX|+n-|BX|+p-|CX]
minimdlni. [AMS, str. 11]

Reseni. Podobné jako v pfedchozim piikladé 1.1.9 pro libovolny bod X lezici
vné trojuhelniku ABC' existuje vzdy néjaky bod X' takovy, Ze s (X') < s(X),
tudiz hledany bod X s minimalni hodnotou s (X) lezi uvnitf nebo na hranici
trojuhelniku ABC'. Dtikaz tohoto tvrzeni je analogicky dikazu v tivodu feSeni
zminéného predchoziho prikladu.

Oznac¢me vnitini thly daného trojuhelniku u vrchold A, B, C po fadé «, 3, .
Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat m > n > p. Rozdélme déle feSeni
podle vzajemné velikosti téchto danych koeficienti na dva ptipady.

1. pripad: Uvazme situaci, kdy m > n+ p. Pro kazdy bod X plati trojuhelnikova
nerovnost

IAX|+|XB| > |AB|, tesp.  |AX|+|XC|> |AC], (1.11)

kde rovnost nastane pravé tehdy, lezi-li bod X na strané AB, resp. AC.
Pro zkoumany soucet s (X) z predpokladu m > n+p a z (1.11) plyne

s(X) = (n+p)-[AX[+n-[BX|+p-|CX]|=
=n-(|AX[+ [XB]|) +p- (JAX]|+[XC]) =
> |AB| +p-|AC| = s (A).

Je zfejmé, ze rovnosti nastanou jediné pro X = A. V prvnim piipadé je tedy
hledanym bodem minima vrchol A.

2. ptipad: Nyni pfedpokladejme, zZe naopak m < n + p. Uvazme pomocny troj-
thelnik AygByCy, pro ktery plati |BoCo| = m, |CoAo| = n, |AoBo| = p
(viz obr. 1.20). Oznacime-li v, By, Yo vnitini thly tohoto trojihelniku po fadé
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Obr. 1.19 Obr. 1.20

u vrcholtt Ay, By, Co, pak pro né plati nerovnosti ag > 5y > 7o (diky avod-
nimu pfredpokladu m > n > p, ktery spolecné¢ s podminkou m < n + p
vymezujici 2. pfipad zarucuje i samotnou existenci AAgByCy). Necht ¢ je
zobrazeni sloZzené ze stejnolehlosti se stifedem ve vrcholu A a koeficientem
k= % a rotace kolem vrcholu A o thel o ve sméru orientovaného tthlu BAC'.
Pro libovolny bod X ozna¢me X' obraz ve vySe zminéné transformaci .
Podle jeji definice plati

|AX'| LD _ | Ao Bo|

XAX'| = ag = Ay B = =
|K | o ‘ACO 0 0| & |AX‘ n |A000|’

z ¢ehoz dostavame podobnost AAX'X ~ AAyByCy (viz obr.1.19 a 1.20).

Z této podobnosti vyplyva také ﬁ;' = 7, tedy m - [AX] = n - [XX].

Protoze ¢ je podobnost s koeficientem k, plati také |C'X'| = k- |C X, neboli
p- |CX|=n-|C'"X'|. Pro soudet s(X) tak dostavame

s(X)=m-|AX|+n-|BX|+p-|CX]|=
=n-|XX'|+n-|BX|+n-|C'X"],

tedy
s (X)

= |BX|+ | XX'| + | X'C"].

Z praveé provedenych tivah vyplyva, ze feSeni 2. pripadu mtzeme nyni zredu-
kovat na nalezeni takového bodu X, pro ktery je délka lomené ¢ary BX X'C’
miniméalni. Rozdélme déle feseni tohoto tkolu na t¥i situace podle vzajemné
polohy tiseéek AC' a BC'. Tyto situace rozlisime porovnéanim uhlu « + «q
s thlem 180°.

a) Necht a + ap < 180°. Jelikoz ag > [y > 79, musi platit 79 < 90°, coz
spolu s nerovnosti 7 < 90° (jez plati podle zadani tlohy) znamen4,
7e v + v < 180°. Ctyithelnik ABCC’ je proto konvexni (mé totiz
konvexni vSechny Ctyfi vnitini ahly), takze jeho uhlopiicky AC' a BC’
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Obr. 1.21

maji spole¢ny vnitini bod, ktery oznacime D (viz obr. 1.21). Z podobné
nerovnosti 8 + By < 180° (jez plyne z S5 < 90° a 8 < 90°) dosta-
vame pro thel ABC g < 180° — fy. Jelikoz obvodovy thel pfislusny
delsimu oblouku AC' kruZnice k opsané trojuhelniku ACC’ je roven
180° — By, a je tedy vétsi nez tthel ABC, musi bod B lezet ve vnéjsi ob-
lasti této kruznice, zatimco bod D lezi v jeji vnitini oblasti. Kruznice k
tudiz protne tsecku BD v nékterém jejim vnitinim bodé€, ktery ozna-
¢ime Xj. Pro obvodové thly pfislusné oblouku AC’ plati [£AXC'| =
= |LACC'| = 7. Jelikoz je ¢tyfthelnik AXoCC’ tétivovy, dostavame
tak |[LAXoC| = 180° — |[LAC'C| = 180° — By = o + 7. Protoze je
tthel AX(C" obrazem uhlu AX,C, plati

Z NAX{ Xy ~ ANAyByCy vyplyva |£LAX{Xo| = Bo, coz je podle (1.12)
doplnék thlu £LAX|C” do 180°. Obraz X bodu X, v uvazovaném zob-
razeni ¢ bude proto lezet na tsecce XoC’, takze podle tvodni tvahy
v 2. ptipadé bude v situaci a) pro kazdy bod X roviny ABC platit

S(X) Z |BC/‘ — S(XO)’
n n

pritom nerovnost prejde v rovnost praveé tehdy, kdyz X = X,. V situaci
a) je tedy hledanym bodem minima funkce s(X) bod Xy, ktery lze
povazovat za zobecnéni Torricelliho bodu trojuhelniku ABC, nebot se
vyznacuje rovnostmi
|4AX()B| = 180° — Yo, |KBX00| = 180° — Qp,
|LCXoA| = 180° — Gy

(plynoucimi z obvodovych thlt v kruznici k).
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Obr. 1.22
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b) Necht a+ag = 180°. Bod A je nyni vnitini bod tsecky BC” (viz obr. 1.22).
V zobrazeni o plati A = A’, a proto pro kazdy bod X roviny ABC méame

GO IBC'| _ )

n n

Hledanym bodem minima v této situaci je tedy vrchol A.

Obr. 1.23

c) Nechf o + o > 180°. Ze zadani o < 90°, takze jisté naopak ag > 90°
a usecky BC’" a AC nyni nemaji zadny spoleény bod (viz obr.1.23).
7 predpokladu o + ag > 180°, neboli %(aJron) > 90°, aza < a
vyplyva
1
o < 5 (Oé + Oé()) < Q. (113)

Pro velikost thlu C'AB’, ktery je obrazem thlu C'AB, jisté plati

|LC'AB'| = |{4CAB| = a. (1.14)
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Necht o je osa nekonvexniho tthlu BAC” a necht O € o je libovolny bod
ruzny od A. Pak z (1.13) a (1.14) pro velikosti konvexnich thla BAC,
BAO, BAB' vyplyva

|{BAC| < |£BAO| < |{BAB/|. (1.15)

Jelikoz ag je vnitinim thlem trojuhelniku AyByCy, je ag < 180°, proto
pro libovolny bod X (uvnitf nebo na hranici AABC) lezi tsecka X X'
cela uvnitt konvexniho thlu X AX’, ve kterém podle (1.15) lezi i osa o.
Usecka X X' proto osu o protina. Pro soucet s (X) tak dostavame

= |BX|+ |XX'| +|X'C'| > |BA| + |AC'| = ﬂ,
n

s (X)

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz X = A. V situaci c) je tedy

hledanym bodem minima vrchol A.

V druhém piipadé (m < n + p) ma uloha také vzdy pravé jedno feSeni.
Pro a + oy > 180° je s(X) minimélni pravé tehdy, kdyz X = A. Pokud
a+ oy < 180° je s (X) minimélni, jediné kdyz bod X splyva s bodem X
ur¢enym konstrukei z obr. 1.21. &

Ulohy analogické probléméim 1.1.9 a 1.1.10 pro vice nez t¥i dané body jsou
také vzroste, pokud uvazime podobnou tlohu v prostoru. Reseni jedné z téchto
uloh zde uvedeme. Omezme se nyni na specialni ptipad ¢tyi bodu lezicich ve vr-
cholech pravidelného ctyisténu.

Uloha 1.1.11. V prostoru je ddn pravidelny ctyrstén ABCD. Najdéte takovy
bod X, aby byl soucet

s(X)=]AX|+ |BX|+ |CX]| + |DX|
minimdlni. [AMS, str. 13]

Reseni. Danému ¢tyfsténu ABCD opisme vétsi pomocny pravidelny tytstén
A'B'C'D’, ktery mé stény rovnobézné se sténami puvodniho ¢tyfsténu tak, ze
vrchol A lezi ve sténé B'C'D’, B ve sténé A'C'D’, C ve sténé A'B'D’ a D
ve sténé A’ B'C". Necht O je prusecik télesovych vysek ¢tyisténu ABC D. Pak body
A, B, C', D' jsou zfejmé obrazy po fadé bodu A, B, C, D ve stejnolehlosti
se stfedem O a koeficientem —3 (viz obr. 1.24).

Pro libovolny bod X uvnitf nebo na hranici ¢tyfsténu A’B'C'D’ (viz obr. 1.25)
oznaCme a, b, ¢, d jeho vzdalenosti od stén B'C'D’, A'C'D’, A'B'D’, A'B'C".

27



VYUZITI GEOMETRICKYCH TRANSFORMACI — RESENE PRIKLADY

Obr. 1.24

Daéle ozna¢me h' velikost télesové vysky ctyfsténu A'B'C’D’. Pro objemy V' Ctyf-
sténti a obsahy S jejich podstav plati

/

3 Sapcor = Vapcop =

= Vxpop +Vxacp +Vxapp + Vxapo = (1.16)

a b c
:—-S///+—-S///—|——~S///—'——-S///_
3 PBCOD T3 A'C'D 3 A'B'D 3 A'B'C

A% pravidelném étyfsténu A'B'C'D’ plati SA’B’C’ = SB’C’D’ = SA’C’D’ = SA’B’D’,
takze z (1.16) dostavame po zkraceni stejnych obsaht S

W =a+b+c+d.

Jelikoz bod X, ktery urc¢uje vzdélenosti a, b, ¢, d, byl ve ¢tyfsténu A'B'C'D’

A/

D/

Obr. 1.25 Obr. 1.26

volen libovolné, ukazali jsme tak, Ze soucet vzdalenosti bodu X od stén tohoto
¢tyTsténu je konstantni.
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Pokud bod X lezi vné ¢tyisténu A’ B'C'D’, pak ziejmé (viz obr. 1.26) plati
Vapop < Vxpop +Vxacp +Vxapp +Vxapcr,

odkud pro obdobné vzdélenosti a, b, ¢, d bodu X od rovin stén ¢tyfsténu A’B'C'D’

vyplyva
W <a+b+c+d

Vratme se k FeSeni nasi tlohy o ¢tyfsténu ABCD. ProtoZe jeho vrcholy lezi
ve sténach pomocného ¢Etytsténu A'B'C'D’, z vyse zavedené definice vzdalenosti
a, b, ¢, d vyplyva, ze pro libovolny bod X prostoru plati nerovnosti

a<|AX|, resp. b<|BX|, resp. ¢<|CX|, resp. d<|DX|, (1.17)

kde rovnost nastéava pravé tehdy, kdyz je pfimka AX kolma k roviné B'C'D’,
resp. pfimka BX kolma k roviné A'C’' D’ resp. ptimka C'X kolma k roviné A’ B’ D',
resp. pfimka DX kolma k roviné A’B’C". Pro zkoumany soucet s (X) tak dosta-
vame

s(X) = |AX| + |BX| + |CX|+|DX| > a+b+c+d> W,

pficemz rovnost s (X) = A’ nastane pravé tehdy, kdyz bod X lezi ve ¢tyfsténu
A'B'C'D’ a je zaroven prusecikem vSech ¢tyt kolmic k jeho sténdm s patami A,
B, C, D. Na téchto kolmicich lezi télesové vysky ctyisténu A’B'C’'D’ i ¢tytfsténu
ABCD, jejichz prusecik O jsme zminili v avodu feSeni. Jedinym bodem X spl-
nujicim rovnost s(X) = A’ je proto bod O. Hledanym bodem je tedy prisecik
télesovych vysek daného pravidelného ¢tyrsténu ABCD. s
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TECNOVY PRINCIP

Kapitola 2
Tecnovy princip

Tato kapitola se vénuje dalsi metodé Teseni extreméalnich geometrickych tloh,
kterd je zalozena na tecnovém nebo také dotykovém principu. Tato metoda vy-
uziva tzv. droviiové kiivky (v Ceské terminologii znamé spise jako wvrstevnice),
resp. troviiové plochy, které jsou definované v roviné, resp. v prostoru. Ceska
terminologie tohoto odvétvi neni zatim ustalena.

2.1 Teoreticky zaklad

Aby byl popis této metody vice nazorny, vyresime nejprve jeden ukazkovy priklad
a teprve na ném vysvétlime, co to vlastné tecnovy princip je, a ujasnime obecny
postup feseni extremalnich tloh pomoci tohoto principu.

Uloha 2.1.1. V roviné je ddna primka | a mimo ni dva rizné body A, B leici
ve stejn€ polorovine urcen€ primkou . Najdéte takovy bod X na primce [, aby
byla velikost uhlu AX B mazimdlni. [AMS, str. 48]

Reseni. Ozna¢me ¢ velikost zkoumaného thlu AX B. Mnozina viech bodt v ro-
viné, pro které plati |[{AX B| = ¢ s danou hodnotou ¢, je pro ¢ € (0°,180°)
sjednoceni vnittnich bodt dvou oblouki AB, jez jsou soumérné sdruzené podle
ptimky AB (viz obr.2.1) a jejichz polomér klesd s hodnotou ¢ na intervalu
(0°,90°) a roste na intervalu (90°,180°). Takova mnozina se nazyva ekvigonéla
dané tsecky AB a je tedy ur¢ena touto tseckou a thlem ¢. Pro ¢ = 180° je
touto ekvigonalou vnitiek tsecky AB, pro ¢ = 0° to je sjednoceni vnitikd dvou
polopiimek opac¢nych k poloprimkam AB a BA. Pro dané body A, B a rtzné hod-
noty thlu ¢ € (0°,180°) dostaneme systém ekvigondl, ktery pokryje celou rovinu
kromé bodi A a B. Kazdy bod lezici na primce [ je tedy prisecikem piimky [
s nékterou z ekvigondl usecky AB (viz obr.2.2). Nasim tkolem nyni je nalézt
takovou ekvigonalu, ktera protind primku [ a které prislusi maximalni hodnota
uhlu ¢.

30



TECNOVY PRINCIP — TEORETICKY ZAKLAD

Obr. 2.1

Uvazme nejprve pripad, kdy je pfimka [ riznobézna s ptimkou AB. Rozdélme
feSeni na t¥i situace podle toho, kolik ma Thaletova kruznice nad pramérem AB
spolec¢nych bodu s primkou (.

1. situace: Thaletova kruznice nad primérem AB nema zadny spolecny bod
s piimkou [ (viz obr.2.3), a tedy vSechny thly AX B pro libovolné X € [
jsou ostré (jelikoz body X € [ lezi vné Thaletovy kruznice nad AB). Ozna¢me
C' prusecik piimky AB a [ (viz obr.2.2). Bod C' (kterému odpovida hodnota
¢ = 0°, takZe ho pfi hleddni maxima muZeme vynechat) rozdéluje pfimku !
na dvé polopfimky, oznac¢me je [1, l5. Ozna¢me déle k; ten oblouk AB, kte-

A l

Obr. 2.2 Obr. 2.3

rého se dotyka poloptfimka [;, a X; jejich bod dotyku. Je ziejmé, ze k; je
oblouk nejmensi kruznice prochézejici body A, B, ktera méa spoleény bod
s poloprimkou /;. Pro libovolny bod X # X; polopfimky [; proto plati
| AX B| < |£AX;B|. Analogicky ozna¢me ks oblouk AB, kterého se dotyka
poloprimka ls, a X5 jejich bod dotyku. Tento oblouk je také oblouk nejmensi
kruznice prochézejici body A, B, jez ma s polopfimkou [y spoleény bod,
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a proto pro libovolny bod X # X, poloptimky [; plati |[{AX B| < |£AX,B|.
Staci tedy zjistit, ktery z ahla AX;B, AX,B je vétsi. V piipadé, ze jsou
velikosti téchto thla stejné, jsou fesenim tlohy oba body Xi, Xs.

2. situace: Thaletova kruznice nad prumérem AB ma s piimkou [ spole¢ny praveé
jeden bod, ozna¢me ho X (viz obr. 2.4). Pfimka [ je tedy tecna této kruznice.
Pak pro vSechny body X # X lezici na piimce [ plati [{AX B| < |£AX;B]|
(jelikoz tyto body X # X; lezi vné Thaletovy kruznice nad AB). Hledanym
bodem maxima v 2. situaci je tudiz bod Xj.

B

X1
Obr. 2.4

3. situace: Thaletova kruznice nad primérem AB ma s pfimkou [ spolecné dva
body, ozna¢me je D a F (viz obr. 2.5). Je zfejmé, Ze pro libovolny bod X € I,
ktery neni bodem tsecky DE, je tthel AXB ostry, pro X = D a X = FE je
uhel AX B pravy a pro libovolny vnitini bod X tsecky DFE je thel AXB
tupy. Staci tedy hledat maximum pouze na vnitinich bodech tsecky DFE.
Ozna¢me k; ten oblouk AB, kterého se usecka DFE dotyka, a X; jeho bod
dotyku s touto tiseckou. Oblouk k; je oblouk nejvétsi kruznice prochéazejici
body A, B, kterd méa spoleény bod s vnitikem tsecky DFE. Pro vsechny
vnitini body X # X; tsecky DFE proto plati |[{AXB| < |£AX;B|. Tedy
hledanym bodem maxima v této situaci je bod Xj.

B

Obr. 2.5

Podivejme se nyni na piipad, kdy je piimka [ rovnobézna s piimkou AB.
Pro takovou tisecku AB existuje prave jeden oblouk, ktery se dotyka dané piimky I.
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Hledany bod maxima je potom bod dotyku X; tohoto oblouku s piimkou [, ktery
je prusecikem piimky [ s osou tsecky AB (viz obr.2.6), jelikoz pro kazdy jiny
bod X € [ ziejmé plati |[{AX B| < |£AX;B|. ' )

Zrekapitulujme, jak jsme pii feseni postupovali. Na velikost zkoumaného thlu
AXB jsme pohlizeli jako na funkci zavislou na poloze bodu X v roviné, tedy
f(X) = |£AXB|. Nejdfive jsme vysetiili chovani této funkce pro libovolny bod X
(lezici nejen na dané pfimce [). Zjistili jsme tak, jak vypadaji kiivky, pro které je
hodnota f (X) konstantni. Témito kfivkami byly v nasi tloze ekvigonély. Takové
kiivky mohou byt obecné definovany pro libovolnou funkei f (X) zévisejici na po-
loze bodu X v roviné nebo jeji ¢asti a nazyvaji se droviiové krivky funkce f(X).
Zavedme tedy definici:

Definice 2.1.1. Necht f (X) je libovolnd funkce proménného bodu X v roviné
a necht c¢ je libovolné redlné ¢islo z oboru hodnot funkce f. Urovriovou kiivkou
funkce f(X) odpovidajici ¢islu ¢ nazveme mnozinu L. = {X; f (X) = c}.

Analogicky mizeme zavést pojem drovriovd plocha pro funkei f (X) zavislou
na poloze bodu X v prostoru.

Definice 2.1.2. Necht f (X) je libovolna funkce proménného bodu X v prostoru
a necht ¢ je libovolné relné é&islo z oboru hodnot funkce f. Urovriovou plochou
funkce f (X) odpovidajici ¢islu ¢ nazveme mnozinu L. = {X; f (X) = c}.

Mnoho extremalnich geometrickych tloh v roviné je zadano nasledujicim zpi-
sobem: Naleznéte maximum, resp. minimum, funkce f(X) definované v roviné
na dané rovinné ktivce k. Takové zadani bylo i v tloze 2.1.1, kde jsme hledali
maximalni hodnotu funkce f (X) = |£AXB|, a to na pfimce [. Jak jsme ukazali,
maximalni velikost thlu pfislusi jednomu z bodi primky [, ve kterém se pfimka [
dotykéa nékteré troviiové kiivky funkce f (X)), a je tedy jeji tecnou. Nyni jiz mi-
zeme obecné vyjadrit tecnovy princip.
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Véta 2.1.1 (Te¢novy princip v roving). Mazimum, resp. minimum, dané funkce
f(X) v roviné na dané krivce k miZe nastat pouze pro takové body krivky k,
ve kterjch se k dotgkd nékteré droviiové kiivky funkce f (X).

Diikaz. Predpokladejme, ze f(X) nabyvda svého maxima v néjakém bodé
Y € k, a necht f(Y) = c. Kfivka k tedy nema zadny spoleény bod s mno-
zinou {X; f(X) > ¢}, a nélezi ji proto pouze body mnoziny {X; f(X) < c}.
Kfivka k tedy nemize v bodé Y turoviiovou kiivku L. = {X; f (X) = ¢} protinat.
7 toho vyplyva, ze kiivka k se musi uroviové kiivky L. ve spolecném bodé Y
dotykat. Analogickou ivahou se odvodi stejny zavér i pro bod minima. O

Véta 2.1.2 (Tecnovy princip v prostoru). Mazimum, resp. minimum, dané funkce
f(X) v prostoru na dané kiivce nebo plose k miZe nastat pouze pro takové body
z k, ve kterych se k dotgkd nékteré droviiové plochy funkce f(X).

Diikaz. Dtikaz te¢nového principu v prostoru je analogicky dikazu téhoz principu
vV roviné. U

Jak jsme mohli v ukédzkovém feSeni predchozi tlohy 2.1.1 vidét, znalost trov-
niovych kiivek funkce f(X) = |£AXB| ndm umoznila snadno nalézt jeji ma-
ximum na primce [. Nyni uvedeme struc¢ny prehled nékolika zakladnich funkci
zavisejicich na poloze bodu v roviné ¢i v prostoru a v kazdém pripadé popiseme
tvar trovniovych kiivek ¢i ploch ptislusné funkce. Prvni priklad takové funkce byl
jiz podrobné rozebrany v uvodni tloze, ale pro tplnost vyctu nejzakladnéjsich
typu funkci zavisejicich na poloze bodu a jejich trovnovych kiivek ho zde znovu
uvedeme.

5

Obr. 2.8

Priklad 1. V roviné jsou dany dva rizné body A, B. Necht f (X) = |[{AXB|.
Pro libovolny thel ¢, kde 0° < ¢ < 180°, dostavame uroviiovou kiivku L,
funkce f(X), kterou je ekvigondla usecky AB pfislusnd thlu ¢ (viz obr.2.7).
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Pro ¢ = 0° je L, sjednocenim vnittkt polopiimek opac¢nych k polopiimkam AB,
BA. Pro ¢ = 180° je L, vnitfek tsecky AB.

Nasledujici ptiklad je trivialnim disledkem definice kruznice.

Priklad 2. V roviné je dan bod S. Necht f(X) = [SX]|. Pro libovolné re-
alné ¢islo » > 0 dostavame troviovou krivku L,., kterou je kruznice se stfedem
v bodé S a polomérem r (viz obr. 2.8). Pokud bychom misto bodi v roviné uva-
zovali body v prostoru, bude L, troviiova plocha tvaru kulové plochy se stfedem
v bodé S a polomérem r. Pro r = 0 je v roviné i v prostoru L, = {S}.

Dalsi dva priklady uvedeme bez samostatnych dikazi, protoze to jsou zvlastni
pripady obecnéjsiho vysledku, ktery vzapéti vylozime i s diikazem jako vétu 2.1.3.

Priklad 3. V roviné jsou dany dva ruzné body A a B. Uvazme funkci
f(X) =|AX|* + |BX|*. Pak pro libovolné reélné &slo ¢ > : |AB|? je tiroviiovou
kiivkou L, kruZnice se stfedem S ve stfedu usecky AB (viz obr. 2.9). Uvazujeme-li
funkci f v prostoru, jsou L. kulové plochy se sttedem S. Pro ¢ = % |AB |2 je v ro-
viné i v prostoru L. = {S}.

Obr. 2.9 Obr. 2.10

Priklad 4. V roviné jsou dany dva rtzné body A a B. Uvazme funkci
f(X) = |AX)? — |BX|*. Uroviiové kiivky funkce f(X) jsou potom viechny
pfimky kolmé k ptimce AB (viz obr.2.10). Narozdil od pfedchozich piiklada
je obor hodnot této funkce celd mnozina R. Pro ¢ = 0 je L. osa tsecky AB.
Oznacime-li S stfed usecky AB, pak pro ¢ > 0 jsou L. kolmice protinajici polo-
piimku S'B bez jejiho pocate¢niho bodu S a pro ¢ < 0 jsou L. kolmice protinajici
poloptimku S A bez jejiho poc¢atecniho bodu S. Uvazujeme-li funkci f v prostoru,
uroviiovymi plochami L. jsou vSechny roviny kolmé k pfimce AB. Diskuze po-
lohy priseciku téchto rovin s primkou AB vzhledem k hodnoté ¢ je stejna jako
u situace v roviné.
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Véta 2.1.3. Necht \y, Aa,. ..\, jsou redlnd ¢isla a Ay,A,,. .. A, jsou rizné body
roviny. Uvazme funkci

FX) =M JAXP 4 A, X

a oznacme L. jeji urovnovou kiivku odpovidajici libovolné funkcni hodnoté c.
Jestlize:

a) A\ + -+ A\, #0, pak L. je bud kruznice, nebo bod;
b) M+ -+ X, =0, pak L. je bud celd rovina, nebo primka.

Diikaz. Uvazme libovolny pravouhly souradnicovy systém Ozy. Ozna¢me sourad-
nice bodu X = [x,y] a A; = [x;,y;] pro kazdé i = 1,...,n. Potom bod X lezi
na uroviiové kiivce L. pravé tehdy, kdyz

M@=z’ + =)+ A [@—2)’ + (=)’ = (21)

Oznacéme
k:>\1l‘1+"'+>\nl‘n, l:>\1y1++>\nyn,
A=A+ -+ A\, p:)\l(:prryf)+---+)\n(xi+y,21)—c

a dosadme do rovnice (2.1). Dostaneme
o? 4+ \y? — 2kx — 2ly +p = 0. (2.2)

V pfipadé A # 0 muzeme (2.2) upravit na tvar

2ty ————+§:0,

k> IN?  K2+12—pA
r—~ | +tly—5) =————.
) ) A2

7 posledni rovnice je zfejmé, ze se jedna o:
— kruznici se stfedem v bodé [f, ﬂ , jestlize k2 + 12 — p)\ > 0;
— bod [f, ﬂ , jestlize k2 + 12 — p\ = 0;
— prazdnou mnoZinu, jestlize k? + 2 — pA < 0.
Pokud A\ = 0, rovnice (2.2) se zjednodusi na rovnici
2kx +2ly —p =0,

odkud je vidét, ze se jedna o:
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— celou rovinu, jestlize k =1 =p = 0;
— piimku, jestlize k? + 1% # 0;
— prazdnou mnozinu, jestlize k = [ = 0 a zaroven p # 0.

Protoze je diky vybéru ¢isla ¢ podle definice L. # 0, je diikaz hotov. O

V prostoru plati tvrzeni analogické predchozimu:

Véta 2.1.4. Necht \y, Aq,. ..\, jsou redlnd ¢isla a A1,A,,. .. A, jsou rizné body
v prostoru. Uvazme funkci

FX) = A JAXP 4 A, X

a oznacme L. jeji urovrniovou plochu odpovidagici libovolné funkcéni hodnoteé c.
Jestlize:

a) M1+ -+ N\, #0, pak L. je bud kulovd plocha, nebo bod;
b) M+ -+ X, =0, pak L. je bud cely prostor, nebo rovina.

O specialnim pfipadé \; = Ay = --- = A\, = 1 z pfedchozich tvrzeni (2.1.3) a
(2.1.4) mluvi tzv. Leibnizova formule.

Véta 2.1.5 (Leibnizova formule). Necht T je tézisté bodi Ay, As,. .., A, v roving,
resp. prostoru. Potom pro libovolny bod X v roviné, resp. prostoru, plati
1
JALXP + X+ 4 A X =n- |TX]? + - > A4
1<i<j<n

Vv

Pripomenme, ze bod T je i}ems‘cém bodi A;, As,..., A, pravé tehdy, kdyz
TA, +TAy + ---+TA, = 0, ptricemz takovy bod T je urcen jednoznacéné

vyjadienim
1 — — —
OT = = (OA1+OA2+-~-+OAn>,

kde O je libovolny bod (napf. pocéatek soustavy soutadnic).

7 dtkazt vét 2.1.3 a 2.1.4 pro \; = Ay = --- = A\, plyne tvrzeni nasledujiciho
prikladu.

Priklad 5. V roviné, resp. prostoru, jsou dany body A;, As,..., A, a T je jejich

FX) = [AX]P + [AXP 4+ A X

mé pro kazdé realné ¢ > f (T) troviiovou kiivku, resp. plochu, L. ve tvaru kruz-
nice, resp. kulové plochy, se stfedem v bodé T'. Pro ¢ = f (T') je L. = {T}.
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Priklad 6. V roviné jsou dany dvé riznobéiné piimky [, ls. Necht d (X, 1;) je
vzdalenost bodu X od pfimky [; pro ¢ = 1,2. Uvazme funkci

F(X)=d(X,hh)+d(X,l).

Pak pro libovolné realné cislo ¢ > 0 je uroviiova kfivka L. hranice obdélniku,
jehoz thlopricky lezi na pfimkach [y, Iy (viz obr.2.11). Pro ¢ = 0 je kiivka L,
tvofend jednim bodem, kterym je prisecik primek [y, Is.

I

Obr. 2.11

Tvar tiroviiové kiivky L. zapsany v pfedchozim prikladu je ziejmy, uvédomime-
li si, Ze v rovnoramenném trojihelniku je pro libovolny bod zakladny soucet jeho
vzdalenosti od ramen trojihelniku konstantni.

V nasSem prehledu troviiovych krivek je tfeba zminit jesté dvé vyznamné ku-
zelosecky, a to elipsu a hyperbolu. Nékteré poznatky z analytické geometrie téchto
kiivek uvedeme déle bez dikazt. Ty lze najit napf. v [KoBo].

Priklad 7. V roviné jsou dany dva rizné body E, F'. Uvazme funkce
fX)=EX|+|FX|,  g¢(X)=|EX|-[FX].

Urovitovou kfivkou L. funkce f (X) je pro kazdé ¢ > |EF| elipsa a pro ¢ = |EF|
se jedna o tsecku EF (viz obr.2.12). Uroviiovou kiivkou L. funkce g (X) je
pro ¢ = 0 osa tsecky EF (na obr.2.13 osa y) a pro kazdé ¢ # 0 je L. vétev
hyperboly v jedné poloroviné urc¢ené zminénou osou.

Body FE, F' se nazyvaji ohniska elipsy, resp. hyperboly, a stfed S tsecky EF
se nazyva stred elipsy, resp. hyperboly. Priiseciky elipsy, resp. hyperboly, s pfim-
kou EF'F se nazyvaji hlavni vrcholy. Obé ktivky jsou osoveé soumérné podle primky
EF arovnéz podle osy tsecky E'F. Umistime-li stied S do poc¢atku soustavy sou-
fadnic, pfimku EF' na osu z a osu usecky E'F' na osu y, pak pro souradnice bodt
elipsy (a jen pro né) bude platit

2 2
z )
atE=h
zatimco soufadnice bodi hyperboly budou spliovat rovnici

xZ y2

pERR TR
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\

Obr. 2.12 Obr. 2.13

kde a > 0 je délka tzv. hlavni poloosy a b > 0 je délka tzv. vedlejsi poloosy.
Kazda hyperbola se sklada ze dvou vétvi lezicich spolu s hlavni osou ve dvojici
vrcholovych 1hld sevienych tzv. asymptotami hyperboly, coz jsou pfimky o rov-
nicich

br + ay = 0.

Mnoho zajimavych tloh, ve kterych vystupuji elipsy nebo hyperboly, vyuzivaji
nasledujici vlastnosti obecnych tecen téchto kiivek.

Véta 2.1.6. Necht E, F jsou ohniska dané elipsy, resp. hyperboly. Pak pro li-
bovolny bod X této elipsy, resp. hyperboly, sviraji usecky EX a FX stejny whel
s jeji tecnou v bodée X.

Obr. 2.14

Diikaz. Uvazme elipsu k a jeji libovolny pevny bod Xy, pro ktery proto plati
|[EXo| + |XoF| = 2a, kde a délka hlavni poloosy elipsy k. Necht ¢ je pfimka
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prochézejici bodem X, takova, ze svird s tseckami EX,, F X, stejny thel a a
zaroven neprotind tsecku E'F' (viz obr.2.14). Ozna¢me F’ obraz bodu F' v osové
soumérnosti s osou t. Bod Xj je ziejmé prusecikem tusecky EF’ s ptimkou t.
Pak podle Heronovy tlohy 1.1.1 pro libovolny bod X; # X, pfimky ¢ plati

|EX1|+ | X1F| > |EXo| + | XoF| = 2a. (2.3)

Jelikoz pro vsechny body X elipsy k£ musi podle jeji definice platit rovnost
|EX |+ | X F| = 2a, vyplyva z nerovnice (2.3), ze libovolny bod X; # X, pfimky ¢
lezi vné elipsy k. Tedy piimka ¢ ma s touto elipsou jediny spole¢ny bod (bod X)),
a je proto jeji tecnou v bodé X,. Tim je diikaz hotov. Pro hyperbolu je dikaz
analogicky ovSem s pouzitim véty 1.1.2 (viz obr. 2.15). O

A

Uvedeme jesté jednu vyznamnou vlastnost polohy tecen hyperboly vzhledem
k jejim asymptotam, kterou budeme dale potfebovat pri feseni jedné zajimavé
extremalni ulohy.

Véta 2.1.7. Je ddna libovolnd hyperbola. Potom obsah trojuhelniku vytatého li-
bovolnou tecnou jedné z vétvi hyperboly z uhlu tvoreného asymptotami této vétve
je konstantni. Navic bod dotyku je stredem usecky, jejiz krajni body jsou priseciky
tecny s asymptotams.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti uvazme hyperbolu k se stfedem S v pocatku
soustavy soufadnic, s hlavni poloosou délky sa lezici na soufadnicové ose x a
vedlejsi poloosou délky sb lezici na souradnicové ose y, kde s > 0 je parametr (viz
obr.2.16). Pro soutadnice bodt hyperboly potom plati

= 1. (2.4)
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A
Y X,

3 S sb | XO

T sa | T
L/ X2 !

P t,,,,
ll l2

Obr. 2.16

(Divod, pro¢ volime hyperbolu v zavislosti na parametru, bude zfejmy v pozdéjsi

Casti ditkazu.) Pro teénu ¢ v jejim libovolném bodé Xy = [zg,y] plati znama
rovnice - Yoy
0 0
t: — = 2.5
Rovnice asymptot [y, I hyperboly % jsou jak znamo
b b b b
li:y= D= -z, lo :y = = a (2.6)
sa a sa a

Poznamenejme, ze rovnice asymptot nezavisi na volbé parametru s, tudiz pro
riazné hodnoty parametru dostaneme rizné hyperboly se spole¢nymi asympto-
tami. Dale zminme, ze kazdy bod X’ = [2/,y'] uvaZovaného whlu je charak-
terizovan nerovnostmi }%} > }% , takze lezi na hyperbole urcené parametrem

1./2 y/2
@ O
lezneme priisecik X; tecny s asymptotou /; a prusecik X5 tecny s asymptotou [o

ve tvaru

s = Vyfesenim soustavy rovnic (2.5) a pfislusné rovnice z (2.6) na-

s2a2b s2ab?

2ob + Yo' Tob + Yoa

2.2 2 72
Xlz{ s2a’b s?ab }

X, —
Zob — yoa’ Tob — yoa ? [

(2.7)

Pro obsah S trojuhelniku vytatého te¢nou z ithlu tvofeného asymptotami, ve kte-
rém lezi vétev hyperboly, jiz se te¢na dotyka, potom plati

1
Sa =5 |X18] - |XaS] - sin [£X,5 K| =

1 4 (q4h2 2p4 4 (qAh2 24
_ 1 S (a +a2)‘ S ((l +a2)-Sin|KX15X2|:
2 (wob — yoa) (w0b + yoa)
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1 s2abva?+ b2 s2abva? + b?

=_. . -sin |4 X159 X,| =
2 |wob — yoal |20b + yoa| [£X05 X
1 4 Zb2 2 b2

AL (a j )-sin\A{XlSXg\.
2 |agb® — yga?|

Jelikoz bod X = [z, yo| lezi na hyperbole, plati pro jeho soufadnice rovnost (2.4).
Dosadime-li z této rovnosti do posledniho vztahu za vyraz x3b* — y2a® jeho hod-
notu s2a?b?, dostaneme

g, = 1 s'a®p? (a® + 1)
272 |s2a2b?|

1
-sin [£ X715 X,| = 3 s* (a® +b%) - sin [ £ X719 X5] .

Pro danou hyperbolu je cely vyraz na pravé strané konstantni, a proto je pro
libovolnou te¢nu hyperboly konstantni obsah S trojihelniku, ktery na asympto-
tach tecna vytina. Z pfedchoziho vztahu zarovén vyplyva, ze pro rtizné hodnoty
parametru s, tedy rtzné hyperboly se spole¢nymi asymptotami, jsou hodnoty
obsahu SA ruzné.

K dtikazu druhé ¢asti véty vypocitame z (2.7) soutadnice [z, y;] stiedu tsecky
X1 X5 s opétovnym vyuzitim (2.4) pro souradnice bodu Xj:

1 s2a®b s2a®b s2a?b 1 1
'TS _ — . + ey . + ey
2 \xzob—yoa  xob+ yoa 2 xob — yoa  xob + yoa

s2a%b  xob + yoa + xob — Yoa s2a’b’xg
I r3h? — y2a? B r3b? — y2a? -
1 s2ab? s2ab? s2ab? 1 1
T (9005 —yoa b+ ?/oa) T2 (9005 —yoa  wob+ ?/oa) -
B s2ab®  xob + yoa — xob + yoa B s2a%b%y, B
T2 z3b? — yia? Coadbh? —yda? vo-

Bod dotyku libovolné tecny hyperboly je proto stfedem tusecky, jejiz krajni body
jsou priseciky této tecny s asymptotami hyperboly. U
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2.2 Resené priklady

Uloha 2.2.1. V roviné je ddn trojihelnik ABC. Naleznéte takovyj bod X na kruz-
nici opsané tomuto trojuhelniku, aby byl soucet

f(X) = [AX[" + [BX[* + |CX]?

a) minimdlni;
b) mazimalni. [AMS, str. 56]

Vv

(viz obr. 2.17). Jak bylo zminéno v pfikladé 5, pro libovolné ¢ > f (T') je troviiova
kiivka L. funkce f (X)) kruznice se stfedem v tézisti 7.

Obr. 2.17

Jestlize trojuhelnik ABC' neni rovnostranny, pak 7" # S a body T a S jed-
nozna¢né uréuji piimku 7'S, kterd se nazyva Eulerova primka'. P¥imka T'S mé
zfejmé s kruznici k& dva spoletné body, které oznac¢ime X; (lezici na polopfim-
ce ST), Xs (lezici na poloptimce T'S). Tyto body jsou body dotyku kruznice k
s nékterymi dvéma kruznicemi L., L., (kde ¢; < ¢3). Z tenového principu
pak vyplyva, Ze funkce f(X) ma své minimum v bodé X = X; a své maxi-
mum v bodé X = X,. Pro vypocet extrémnich hodnot f (X;), f (Xs) pouzijeme
Leibnizovu formuli (véta 2.1.5). Dosazenim stfedu S za libovolny bod X do zmi-
néné formule dostaneme predné pro nasi ilohu pomocnou rovnost

|AS|? + |BS|* +|CS]P = < - (a®> +b* + ) + 3+ |TS|, (2.8)

W

kde a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelniku ABC. Jelikoz |AS| = |BS| = |CS| = R,

!Eulerova piimka nerovnostranného trojahelniku je p¥imka, na které lezi priisecik visek

Vv

neni definovand, protoze vsechny t¥i zminéné body splyvaji. Na Eulerové pfimce lezi také stied
kruznice deviti bodti, neboli Feuerbachovy kruznice.
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kde R je polomér kruZnice opsané, z rovnosti (2.8) vyplyva?

1
TS| = \/R2 —5- @2+,

Pro vyjadfeni extreméalnich hodnot f (X;), f (X2) opétovné vyuzijeme Leibnizovu
formuli z véty 2.1.5, do niz nyni podle obr. 2.17 dosadime |T°X;| = R—|ST)|, resp.
|TXs| = R+ |ST|, s pfedchozim vyjadfenim |ST|. Dostaneme

- 12
1
-@Mb2uﬂ+3-3—¢m—§mﬁ+w+&),

f(Xl) =

Wl

- 12
1
-@szuﬂ+3-R+¢m—§wﬁ+w+&)

f (X2) =

W

V pripadé, Ze je trojuhelnik ABC rovnostranny, je T = S a kruznice k je
potom pfimo jednou z troviovych kiivek L., tedy funkce f (X) je na kruznici k
konstantni. &

Obr. 2.18

Uloha 2.2.2. Je ddn lichobéinik ABCD se zdkladnami AB, CD. Naleznéte ta-
kovy bod X wuvnitr nebo na hranici lichobéezniku, aby byl soucet jeho vzddlenosti
od stran lichobézniku

a) minimdlni;

b) mazimdlni. [AMS, str. 57]

2Ze vzorce pro |T'S| plyne zajimavéa nerovnost 9R? > a? + b% + ¢? pro obecny trojihelnik,
ve které nastane rovnost jediné v pfipadé T' = S, kdy je trojuhelnik ABC rovnostranny.
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Reseni. Oznac¢me [y, [, po fadé piimky DA, BC a V jejich priisecik (viz obr. 2.18).
Jelikoz je soucet vzdalenosti bodu X od zékladen lichobézniku konstantni, staci
nalézt uvnitf nebo na hranici lichobézniku minimum, resp. maximum, funkce
f(X) =d(X, ) +d(X,l), kde d(X,[;) je vzdalenost bodu X od pfimky I;
pro ¢ = 1,2. Jak bylo zminéno v pfikladé 6, jsou pro tuto funkci f (X) turov-
novymi kiivkami obdélniky s vrcholy na primkach [;, ls. Nas zajima pouze c¢ast
téchto obdélnikd, a to jejich strany, které lezi uvnitt konvexniho thlu AV B,
tedy usecky kolmé k ose o tohoto tthlu s krajnimi body na ramenech VA, VB.
Funkce f(X) je proto minimdlni, resp. maximélni, v takovém bodé X;, resp.
X5, lichobézniku, ktery lezi na nejkratsi, resp. nejdelsi, tsecce kolmé k ose o s
krajnimi body na ramenech uhlu AV B. Tedy v piipadé, ze |DA| < |BC|, bude
X; =D a Xy = B (viz obr. 2.18). Pokud naopak |DA| > |BC|, bude X; = C a
Xy = A. Kone¢né v pfipadé |DA| = |BC| nastane minimum pro vSechny body
X usecky C'D a maximum pro vSechny body tsecky AB. s

Uloha 2.2.3. V roviné jsou ddny tri rizné body A, V, B a uvniti* konvezniho
uhlu AV B je ddna libovolnd krivka k. Naleznéte takovou tecnu k této krivce k,
kterd v daném uhlu AV B vytne trojuhelnik:

a) o minimdlnim;

b) o maximdlnim
obsahu. [AMS, str. 58|

ResSeni. Necht f(I) je funkce, jejiz hodnota pro libovolnou piimku [ protina-
jici obé& polopiimky V' A, VB je rovna obsahu trojihelniku vyfatého piimkou [
z hlu AV B. Nagim tkolem je tedy najit minimum, resp. maximum, funkce f (()
na mnoziné tecen dané kiivky k. Abychom mohli pouzit te¢novy princip, musime
nalézt uroviniové kiivky této funkce, tedy mnoziny tecen [, pro které je hodnota
funkce f(I) konstantni. Z véty 2.1.7 jiz vime, Ze pfimky, které v daném thlu
vytnou trojihelnik o stejném obsahu, jsou tecnami k jedné z vétvi hyperboly
s asymptotami, na nichz lezi ramena daného thlu® (viz obr.2.19). V dikazu

A

Obr. 2.19

3Jedna se o vétev té ze dvou hyperbol se spoleénymi asymptotami, ktera leZi uvniti uvazo-
vaného konvexniho thlu AV B.
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zminéné véty bylo také ukazano, ze obsah vytnutych trojuhelnik pro vétve riz-
nych hyperbol se stejnou dvojici asymptot je rizny a ze kazdy bod daného thlu
lezi na vétvi nékteré hyperboly.

Obr. 2.20

7 te¢nového principu vyplyva, Ze tecna [y dané kiivky k, kterd vytina z uhlu
AV B trojthelnik o minimélnim, resp. maximalnim, obsahu, se musi krivky k
dotykat v takovém bodé X, ve kterém se k dotyka veétve nékteré hyperboly
s asymptotami, na nichz lezi tsecky VA, VB. V pfipadé, ze jde o minimum,
jedné se o hyperbolu hg s nejbliz§im vrcholem Vj vrcholu V' (ze vSech takovych
hyperbol, jez maji s kiivkou k spole¢ny bod) (viz obr.2.20), pokud jde o maxi-
mum, lezi vrchol dotykajici se hyperboly nejdale od vrcholu V. Jelikoz bod X
dotyku te¢ny hyperboly je stfedem tusecky, jejiz krajni body jsou pruseciky této
tefny s asymptotami hyperboly (viz véta 2.1.7), musi mit bod X, € k na hledané
primce [y stejnou vlastnost.

Poznamenejme, 7Ze predchozi diskuze nam nezarucuje existenci tecny k dané
kiivce k, ktera v ithlu AV B vytne trojthelnik o minimélnim, resp. maximalnim,
obsahu. Zminény rozbor pouze ukazuje, ze pokud tato pfimka existuje, potom se
krivky £ dotykéa v takovém bodé, ktery je stredem usecky, jejiz krajni body jsou
priseciky této te¢ny s rameny thlu AV B. Abychom mohli néco usoudit i o jeji
existenci, uvazme nasledujici dva specialni ptripady:

Obr. 2.21

1. situace: Pfedpokladejme, ze k = {X}. Misto kfivky tedy uvazujeme jediny
bod X (viz obr.2.21) a namisto tecen vSechny pfimky [, které timto bodem
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prochézeji. Uloha nalézt maximalni obsah f (I) v tomto pfipadé nemé4 fesent,
jelikoz lze vzdy nalézt takovou primku, ktera v thlu AV B vytne trojihelnik
o libovolné velkém obsahu. Funkce f (1) m4a tedy nekoneéné supremum (troj-
uhelnik zdegeneruje v polopéas ohrani¢eny rameny thlu AV B a rovnobézkou
s jednim z téchto ramen jdouci danym bodem X). Avsak vyfaty trojuhelnik
s minimalnim obsahem f (ly) zfejmé existuje, jelikoz lze sestrojit takovou
primku Iy, jejiz pruseciky s rameny thlu AV B jsou krajnimi body usecky
s danym stfedem X. Podle predchozi diskuze vytne tato pfimka z daného
thlu trojihelnik o nejmensim obsahu.

Obr. 2.22

2. situace: Uvazme kruznici, kterd je vepsand do uhlu AV B. Body dotyku této
kruznice s rameny thlu ozna¢ime Tj, Ty (viz obr.2.22). Piedpoklddejme,
ze krivka k je kratsi ze dvou oblouktl 7T)75. Protoze lze jisté sestrojit tecnu
oblouku &, ktera vytne trojihelnik o libovolné malém obsahu, mé funkce f (1)
infimum 0 (trojahelnik zdegeneruje na pfimku VA nebo V B), nikoli vSak
minimum. TudiZ tloha nalézt minimélni obsah f (/) nema feSeni. Jelikoz i
zde existuje primka [y dotykajici se oblouku k v takovém bodé X, ktery je
stfedem tsecky, jejiz krajni body jsou pruseciky [y s rameny VA, VB, ma
funkce f (1) maximum. Hledané pfimka [y je zfejmé kolmé k ose thlu AV B
a zminénym bodem dotyku X je priisecik této osy s obloukem k.
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Vezméme nyni za kiivku £ delsi z obou oblouki 7775. Potom analogicky
funkce f(I) ma nekoneéné supremum, ne vSak maximum, a existuje pouze
jeji minimum, které prislusi opét té tecné ly, jez je kolma na osu thlu AV B
a jejiz bod dotyku Xy je prusecik této osy thlu a oblouku k (viz obr. 2.23).

Poznamenejme, Ze argumenty 2. situace budou analogické i v pripadé,
ze k bude libovolna uzaviena kiivka ohranicujici konvexni plochu, ktera
lezi v daném thlu AV B a kterd je hladkd*. Potom budou existovat hle-
dané dvé tecny 1y, [y (dotykajici se k po fadé v bodech X;, X3), a tedy
i minimélni a maximéalni obsah f (I) vyfatého trojihelniku (viz obr.2.24).
Tecna [; ke kiivce k je zaroven te¢nou k vétvi hyperboly hq, ktera se kiivky k

Obr. 2.24

v bodé X; dotyka a ktera ma vrchol Vi nejblize vrcholu V. Naopak tecna ¢,
je tecnou k vétvi hyperboly ho, kterd se kiivky k& v bodé X, dotyka a je-
jiz vrchol V5 je nejdale od vrcholu V. body Vi, V5, zfejmé lezi na ose o
uhlu AV B. Bod X; minima a bod Xs maxima budou stejné jako v 2. situaci
lezet na opacnych castech kiivky £ s krajnimi body 77, 15, které jsou body
dotyku £ s polopfimkami po fadeé t;, {5 se spole¢nym pocatecnim bodem V'
(viz obr. 2.25). )

Obr. 2.25

4Hladké kiivka je kiivka s parametrickymi rovnicemi z = ¢ (t), y = v () pro t € {a,b), kde
funkce ¢, ¥ maji vlastni derivace v kazdém bodé.
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Uloha 2.2.4. Mezi vsemi trojihelniky o dané délce a jedné strany a daném ob-
vodu o urcete ten, ktery ma nejuétsi obsah. [AMS, str. 62]

Reseni. Uloha mé jisté smysl, jen kdyZ o > 2a. Uvazme libovolny trojihlenik
ABX, jehoz obvod je 0 a |AB| = a. Potom zfejmé plati |[AX| + |[BX| = o — a.
7 prikladu 7 v teoretické casti této kapitoly vime, Ze mnozina bod X s takovou
vlastnosti je elipsa, ozna¢me ji k, s ohnisky A, B (viz obr.2.26). Uvazme funkci

Obr. 2.26

f(X) = Sapx, kde Sapx je obsah trojuhelniku ABX. JelikoZ je obsah trojuhel-
niku urcen délkou nékteré jeho strany a vyskou na tuto stranu a v nasi situaci je
strana AB pevné dana, je obsah AABX zavisly pouze na vzdalenosti vrcholu X
od piimky AB. Uroviiové kiivky funkce f(X) jsou proto rovnobézky s pifm-
kou AB. Protoze hledany vrchol X musi lezet na vyse zminéné elipse k, hledame
podle te¢nového principu troviiovou kfivku, kteréd se této elipsy dotyka. Takové
tecny ziejmé existuji dvé (kazda v jedné poloroviné urcené piimkou AB) a jejich
body dotyku X, X5 jsou pruseciky elipsy k s osou usecky AB. Hledané troju-
helniky jsou tedy rovnoramenné trojuhelniky ABX; a ABXs, jeZ jsou soumérné
sdruzené podle piimky AB. &

Uloha 2.2.5. V roviné je ddna primka | a dva rizné body A, B. Najdéte na
takovy bod X, pro ktery je soucet |AX|* + |BX|* minimdlni. [AMS, str. 61]

Reseni. Uvazme funkci f (X) = |AX|* + |BX|*. Podle piikladu 3 jsou troviio-
vymi kiivkami této funkce kruznice se stiedem S, ktery je stiedem tsecky AB
(viz obr. 2.27). Podle te¢nového principu je f (X) na pfimce [ minimélni pro ta-
kovy bod Xy € [, ve kterém se primka [ dotykd nékteré jeji trovinové kiivky
(kruznice), pfitom v ptipadé S € [ je pfimo Xy = S. Takovy bod X, zfejmé lezi
na kolmici k piimce [ prochézejici stfedem pfislusné kruznice, tedy stfedem S
dané tsecky AB. (Bod X, je tudiz ortogondlni projekci bodu S na pfimku [.) &
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Obr. 2.27

Uloha 2.2.6. Je ddna krychle ABCDEFGH . Najdéte takovy bod X leZici na je-
Jim pouvrchu, pro ktery je ihel AXG minimalni. [AMS, str. 61]

Reseni. Uvazme funkci f(X) = |{AXG|. Jelikoz v kazdé roviné obsahujici
ptimku AG je uroviiovou kiivkou funkce f (X') ekvigondla tisecky AG, troviiovou
plochu této funkce v prostoru dostaneme rotaci jedné takové ekvigonaly kolem
primky AG. Pro thel 90° je touto uroviiovou plochou kulova plocha nad prii-
mérem AG, kterd je ziejmé kulovou plochou opsanou dané krychli, na niz lezi
v8echny jeji vrcholy (a Zadny jiny bod jejiho povrchu). Proto plati f(X) = 90°
pro X € {B,C,D,E,F,H} a f(X) > 90° pro kazdy bod X povrchu krychle
rizny od jejich vrcholi. Hledané body minima tedy jsou vSechny vrcholy dané
krychle kromé bodu A a G. &
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DALST ZAJIMAVE ULOHY

Kapitola 3
Dalsi zajimavé tlohy

Pti zpracovavani daného tématu jsem narazila na nékteré dalsi historické nebo
jinak zajimavé extremalni tlohy, které svym reSenim sice nespadaji ani do jedné
z predchézejicich dvou kapitol, avSsak byla by skoda je do vysledného textu ne-
zatadit. Rozhodla jsem se je proto umistit do samostatné kapitoly. Pti jejich fe-
Seni jsou vyuzity napf. Pythagorova véta, Thaletova véta, goniometrické funkce
a vztahy mezi nimi. V souvislosti s feSenim tfeti, zavéreéné ulohy se v zavéru
zminuji rovnéz o dulezité otazce samotné existence extremalnich hodnot funkci.

3.1 Resené priklady
Uloha 3.1.1 (Réaumurova tiloha o véeli butice). [Dor, str. 366]

Bunky vcelich plastvi maji tvar odvozeny od pravidelného Sestibokého hra-
nolu. Jedna jeho podstava je pravidelny Sestitthelnik arbpcq a druhé podstava je
tvorena vypuklou stfechou, slozenou ze t¥i shodnych kosoctverct RASB, PBSC,
QCS A, svirajicich s osou hranolu stejny tihel shodny s tthlem, ktery s touto osou
sviraji jejich uhlopricky SP, SQ, SR (viz obr.3.1). Roviny ABC a PQR jsou
proto k ose hranolu kolmé a kolmé jsou tudiz i k bo¢nim sténam hranolu, tvore-
nymi Sesti shodnymi lichobézniky Aar R, Bbr R, BbpP, CcpP, CcqQ, AaqQ. Delsi
zakladny Aa, Bb, Cc téchto lichobéznikt jsou o néco delsi nez dvojnasobek pri-
méru kruznice vepsané do Sestitthelnikové podstavy. Poslednim predpokladem je,
ze kosoctvercové stény maji u vrcholu S tupé tuhly, takze SP, SQ, SR jsou jejich
kratsi uhlopricky.

Tuto neobvyklou konstrukei véelich bunék objevili ptirodovédci jako Maraldi,
Réaumur! a jini (na zacatku 18. stoleti). Véely samy stavi butiky takového tvaru,

N 24

'René Réaumur (1683-1757) byl francouzsky védec, ktery se proslavil v monoha oblastech.
Zabyval se predevsim entomologii, ale také geometrii, meteorologii a fyzikou. Zavedl Réaumu-
rovu teplotni stupnici.
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Obr. 3.1

Na toto téma formuloval Réaumur ve spolupraci se svycarskym matematikem
Koenigem nésledujici tlohu:

Navrhnéte rozmery popsan€ vceli burniky tak, aby vzniklé teleso mélo pri daném
objemu co neymensi povrch.

Reseni. Ozna¢me 2e stranu Sestithelnikové podstavy arbpcg, potom pro jeji
kratsi thlopiicky plati |ab] = |be| = |ca] = 2ev/3, a tedy i |AB| = |BC| =
= |CA| = 2¢v/3. Dale oznaéme x vzdalenost roviny ABC od vrcholu stfechy S,
coz je zaroven vzdalenost roviny ABC' od roviny PQR. Polozme 2y = |SP| =
= |SQ| = |SR|. Velikost kolmého primétu tisecky SR (o délce 2y) na osu hra-
nolu je tedy 2z a do roviny PQR ma jeji kolmy prumét velikost 2e (viz obr. 3.2).
7 toho vyplyva rovnost

y? = e +a°. (3.1)

Oznacme P’ )', R’ po fadé pruseciky polopfimek pP, q@Q, rR s rovinou ABC
(viz obr. 3.3). Potom AR'BP'C(Q' je pravidelny Sestitthelnik o strané velikosti 2e.

JelikoZ objem pravidelného jehlanu ABC'S' je roven souc¢tu objemu t¥i mensich
jehlant ABR'R, BCP'P a CAQ'(Q (vSechny ¢tyfi jehlany maji stejnou télesovou
vysku z a obsah podstavy ABC' je roven souc¢tu obsaht podstav ABR', BC'P’
a C'AQ)’), je objem zadaného télesa stejny jako objem hranolu, ktery mé misto
stfechy z kosoctvercu Sestitthelnikovou podstavu AR'BP'C'Q)'. Objem zadaného
télesa se tedy se zménou parametri x a y stifechy neméni, zavisly je na nich pouze
jeho povrch.

Povrch zadaného télesa dostaneme, kdyz od povrchu popsaného hranolu s pod-
stavami arbpcq a AR'BP'C'(Q)" odec¢teme obsah 6 - ex Sesti pravotuhlych trojtuhel-
nikt AR'R, BR'R, BP'P, CP'P, CQ'Q, AQ'Q, dile odetteme obsah 6e%v/3
Sestitthelniku AR'BP'C'Q)" a naopak pri¢teme obsah tfi shodnych kosoctverci
ASBR, BSCP a CSAQ s uhlopfickami 2y a 2ev/3, tedy pfi¢teme hodnotu
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Obr. 3.2 Obr. 3.3

3- M = 6e/3y. Stadi proto najit nejmensi hodnotu proménné ¢asti povrchu,

tedy minimum vyrazu
—6ex — 6e*V3 + 6ey\/§ = be (y\/g — :L‘) — 662\/§,
coz muzeme zredukovat na hledani minima vyrazu
s =yvV3— .

Jestlize zavedeme analogicky vyraz r = zv/3 — v, pak
52—r2:2-(y2—:c2)

a po dosazeni z (3.1)
s2—rt=2 (y2 — :c2) = 2¢?,

neboli
s? = r? 4 2¢2%. (3.2)

Jelikoz s > 0 (vzhledem k vyznamu proménnych z, y, pro které ziejmé plati
y > ), bude vyraz s minimalni pravé tehdy, kdyZ bude minimalni vyraz s>.
ProtoZe 2¢? je konstanta, vyplyva z vyjadieni (3.2), Ze vyraz s, a tedy i vyraz s,
nabyva svého minima v pripadé r = 0, ktery nastane, jestlize bude platit

y = 2V3. (3.3)

Dosazenim z (3.1) do této podminky obdrzime rovnici

)= VIV

93



DALST ZAJIMAVE ULOHY

Protoze y je kladné, dostavame tak jediné reseni

_e\/§
y_ 27

kterému po zpétném dosazeni do (3.3) odpovida

r =e€ 5

Nasli jsme tak dvojici parametru z, y, pro kterou je povrch zkoumaného télesa
v koso¢tverci ARBS velikost 2y = ey/6 thlopiicky SR opravdu kratsi nez ve-
likost 2ev/3 = ey/12 thlopficky AB, takze thly u vrcholu S ve shodnjch koso-
¢tvere¢nych sténach jsou opravdu tupé. Oznacime-li ¢ velikost ostrého thlu AC'S
(viz obr. 3.4), pak tgp = ﬁg = %, z ¢ehoz vyplyva tg 2p = l%zgf@ = /8. Dosta-
vame tak 2¢ = |£QCS| = 70°32". Tupé vnitini thly stiesnich koso¢tverci maji

proto velikost 2¢ = 390°-22¢ = 1(9° 28',

S
| _.B
Cr/ P LN
N4y
v i
Q | e
pi | b
C / B x’/‘*” 777777 r
q 2e a
Obr. 3.4

Zjistéme jesté velikosti nékterych dalsich vyznamnych hli nalezeného télesa
vyznaceného na obr. 3.4. Pro thel 9, ktery sviraji uhlopficky SP, SQ, SR s osou
2e 1

hranolu, plati vztah tgd = - = V2 = wp — cotgp. 7Z vlastnosti funkci tangens

a kotangens je ziejmé, ze ¥ = 90° — ¢ = 54°44’. Uhel v, ktery sviraji roviny
stfesnich kosoctverct s rovinou Sestitthelnikové podstavy télesa, je roven dopliku
thlu ¥ do 90°, a mé tudiz hodnotu v = 90° — ¥ = p = 35° 16/.

Jelikoz tangens ostrého thlu aAR v bocni sténé hranolu je roven % =38
(= tg2yp), jsou ostré, resp. tupé, vnitini thly bocnich lichobéZnikovych stén
shodné s ostrymi, resp. tupymi, vnitinimi thly stfesnich kosoctverci.
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Je vhodné se jesté zminit o tthlech, které sviraji rizné dvojice sousednich stén
nalezeného télesa. Jeho stény, které se navzajem stykaji v jednotlivych vrcho-
lech S, P, Q, R (vzdy jsou to tii stény), vymezuji navzdjem shodné a pravi-
delné trojhrany se sténovymi uhly 2& = 109° 28, proto se musi rovnat i vSech
12 zkoumanych thli mezi témito sténami (3 thly u kazdého trojhranu). Pro-
toze Ctyfhrany s vrcholy A, B, C jsou také pravidelné a shodné (jejich sténové
thly maji velikost 2 = 70°32'), rovnéz i zde jsou thly mezi sténami (4 u kaz-
dého z vrcholtt A, B, C') shodné. Zaroven vidime, Ze ihel mezi sténami trojhranu
s vrcholem P je tihel bpc velikosti 120° a Ze stejnou velikost mé i thel qar mezi sou-
sednimi sténami ¢tyfhranu s vrcholem A. Tudiz kazdé dvé sousedni stény télesa
sviraji thel 120° (samozifejmé s vyjimkou odchylek 90° bo¢nich lichobéznikovych
stén od Sestitihelnikové podstavy).

Velikosti tihli, ke kterym jsme pravé dospéli vypoctem, byly potvrzeny meéte-
nim véelich bunék. Za povsSimnuti stoji obzvlast skutecnost, ze kazdé dveé sousedni
stény vceli bunky sviraji thel 120° nebo 90°. [

Uloha 3.1.2 (Smérovani lodé v protivétru). Jaky musi plachetnice nastavit kurs
proti severnimu vétru, aby plula na sever co nejrychleji 22 [Dér, str. 363]

Reseni. Oznaéme o odchylku plachty lodi od sméru severniho vétru a 3 odchylku
plachty od osy plachetnice (viz obr. 3.5).

Nejdfive vyresme tvodni otazku: Maxzimadlni rychlost plachetnice plujici po ve-
tru, kterd ma vici vétru nejuyhodnéji natocené plachty, je V' uzli. Jakd je jeji
rychlost, jestlize odchylka plachty od smeéru vétru je o a od osy lodé je B¢

smeér vetru

plachta

Obr. 3.5

Ozna¢me P tlak vétru na plachtu lodi v pripadé, Ze vitr na plachtu fouka
kolmo. Jestlize bude plachta natocena pod thlem « vic¢i sméru vétru tak, ze vitr
nyni fouka sikmo proti sméru plavby, pak je tlak vétru P’ (ktery ma stejny ucinek,

2Lod samozfejmé nemtiize plout piimo proti severnimu vétru. Otézka se t§ka sméru plavby,
pii kterém nejrychleji nartista severni zemépisné sirka lodi.
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jako kdyz vitr foukajici kolmo na plachtu na ni pusobi tlakem P’) mensi, nez
pti predchozi kolmé pozici (o = 90°). Je rozumné predpokladat, ze tlak vétru je

P'= P -sina. (3.4)

Tento vztah, ktery sestavil Lossl, je ovSem pouze aproximativni.

Rozdélme tlak P’ do dvou sloZzek p a ¢, kde p = P’ - sin § je prumét tlaku P’
na osu lodi a ¢ = P’ - cos 8 je jeho kolmy doplnék. Pouze slozka p tedy prispivéa
k dopfednému pohybu lodi. Po dosazeni (3.4) do vztahu pro p dostaneme vzorec
pro tlak vétru, ptisobici ve sméru pohybu lodi ve tvaru

p= P -sinasinf.
Jelikoz rychlost v lodi je imérna tomuto tlaku vétru, plati
v==Fk-p=FkP-sinasinf, (3.5)

kde k je konstanta zminéné tmeérnosti. V pripadé a = = 90° dostavame ma-
ximalni moznou rychlost, které je plachetnice pfi daném vétru a nejvyhodnéjsim
natoceni plachty schopna dosdhnout:

Umaz = V = kP.
Vyraz kP proto miZeme ve vztahu (3.5) nahradit za V', tedy rychlost lodi je
v=1V -sinasinj,

coz je Tesenim uvodni otazky k nasi tloze. Tento vztah tvori zaklad pro feseni
celé tlohy. Hodnota V' v ném mé vyznam rychlosti plachetnice v pfipadé, ze lod
pluje pfimo na jih a kolmo ke své ose ma natocenou plachtu, do které se opira
severni vitr.

smer veétru

plachta

Obr. 3.6

Maéame-li zjistit, jak nejrychleji muze lod za daného severniho vétru plout
na sever, musime najit maximum rychlosti vs, kterda je primétem rychlosti v
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lodi do sméru jih-sever (viz obr.3.6). Protoze smér plavby lodi (smér osy lodi)
svira se smérem jih—sever tthel a4+, bude zminény primét rychlosti kladny prave
tehdy, kdyz bude platit o + 8 < 90°, a bude mit velikost

vs=v-cos(a+ )=V -sinasinfcos(a+ ) =V -sinasinfsiny, (3.6)

kde v doplnék souc¢tu a + £ do 90°. Staci proto najit uhly «, 3, 7, jejichz sou-
cet je 90°, pro které bude soucin sinasinsin~y, a tedy i slozka rychlosti v,
maximalni. K feseni tohoto problému nam pomiize nasledujici véta:

Véta 3.1.1. Necht p, 1 a ¢, Y’ jsou dvé dvojice kladnych uhli takové, Ze
o+ =¢ +9¢" <180°.
Potom plati 3
sin psin®y > sin ' siny’ & | — | < | —P'].

Hledejme tedy maximum soucinu sin « sin 3 sin 7y za ptredpokladu, Ze pro kladné
proménné uhly «, 3, v plati o + 4+ v = 3z (< 180°), kde = je dany thel (v nasi
uloze x = 30°). Pokud néktery ze tii thlt «, 5, v neni roven x, pak alespori
jeden z téchto uhli, feknéme «, musi byt vétsi nez x a jiny, feknéme (3, musi byt
mensi nez x. UtvoFme novou trojici thla o/, f’, 7/ (spliyjici zadané podminky)
naslednujicim zptisobem:

o =ux, fr=atp-ux, v ="

Pak diky predpokladu o > = > 3 plati § < ' < «, takZe nejen hodnota o/ = x,
ale 1 hodnota (3’ lezi mezi ¢isly 8 a «, a proto kromé rovnosti a+ 3 = o/ + 3’ plati
i nerovnost |o/ — f'| < a — f. Podle vySe uvedené véty je potom sina’sin 3’ >
> sin asin 3, a tudiz

sin a/ sin 3’ sin~y’ > sin asin 3 sin 7,
neboli

sin z sin ' siny’ > sin asin B sin 7. (3.7)

Jelikoz ' + ' = 2z, z vySe uvedené véty opét vyplyva

sin x sinx > sin 3’ sin/, (3.8)

3Tvrzeni vyplyva ze vztahii 2sinpsiny = cos(p — 1) — cos (¢ + 1) a 2sing’siny’ =
= cos(¢ — ') — cos(¢' +), kde ¢, ¥ a ¢, ¢ jsou dané dvojice thla. Z podminky
e+ =¢ +9 (<180°) vyplyvd, Ze mensitelé na pravych strandch vztahti jsou stejné velci.
Vétsi soucin sintt mé proto ta dvojice thlt, pro kterou je kosinus jejich rozdilu vétsi, tedy mensi
jejich absolutni rozdil.
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nebot v piipadé §’ # +' plati (3.8) jako ostra nerovnost, zatimco v piipadé g’ =~/
jde o zfejmou rovnost. Spojenim (3.8) a (3.7) dostaneme

sinxsinz sinx > sin o sin 3 sin 7.

Takto jsme ukazali, Zze hledané maximum nastane jediné pro a« = § = v = =.
Pro nasi tlohu o plachetnici to znamend, Ze soucin sini thlid «, £, 7 a tim
i rychlost v, (viz vztah (3.6)) je tudiz maximalni pravé tehdy, kdyz a = f =~ =
= 30°.

Zaver: Plachetnice musi byt natocena proti sméru severniho vétru s odchyl-
kou 60° a plachta musi ptlit tihel sevieny smérem vétru a osou lodi.

[ )

Nasledujici tloha byla opét znaméa uz v dobach antiky. Na prvni pohled se
muze zdat velmi jednoduché a jeji feSeni ziejmé, ale teprve v poloviné 19. stoleti
prisel Jacob Steiner s geometrickym dikazem, ktery byl pfijat. Steinerovo feSeni
mélo ovSem jisté nedostatky, které byly ke konci 19.stoleti odstranény pomoci
matematické analyzy. Tato tloha je jednou z izoperimetrickych tiloh*.

Uloha 3.1.3. Mezi viemi uzavienymi rovinngmi kiivkami dané délky najdéte tu,
kterd ohranicuje plochu o nejuétsim obsahu. [Ped, str. 64][Pro, str. 28]

Uz ve starovéku byla znama hypotéza, ze hledanou kiivkou je kruznice. Dikaz
vsak teprve vyplynul z feSeni, které zde vylozime a které byva nékdy podle svého
objevitele nazyvano Steinertiv zvétsovaci postup. Steiner ukéazal, ze ke kazdé ro-
vinné uzaviené kiivce k, ktera ohranicuje konvexni plochu a kterou neni kruznice,
lze nalézt takovou rovinnou uzavienou kfivku k", jez mé stejnou délku a ohrani-
cuje vetsi plochu nez kiivka k. Z tohoto vyplyva, ze zadné kiivka k, ktera neni
kruznice, nemtze byt fesenim izoperimetrické tlohy 3.1.3.

Reseni. V tvodu celého postupu ukdzeme, proé stacéi uvazovat pouze takové uza-
viené krivky, které ohranic¢uji konvexni plochu. Neméa- li kiivka £ tuto vlastnost,
potom na ni existuji dva rizné body X, Y takové, zZe vnitiek tsecky XY lezi
cely vné ttvaru, ktery ohranic¢uje kiivka k (viz obr.3.7). Tyto dva body rozdéli
k¥ivku £ na dvé kratsi kiivky, oznacme je kp, ky. Uvazme osovou soumeérnost
podle osy XY a nahradme napiiklad kiivku k; kiivkou s ni soumérné sdruzenou
(ozna¢me ji k) podle osy XY. Potom bude mit nova kiivka k* = kj U ko zfejmé
stejnou délku jako piivodni kiivka £, ale bude ohranicovat vétsi plochu. Pro dalsi
diskuzi proto staci uvazovat pouze kiivky ohranicujici konvexni plochy.

Zvolme nyni libovolnou kfivku k, ktera ohranicuje konvexni plochu a kterou
neni kruznice, a na ni body A a B tak, aby rozdélily kiivku k na dveé kiivky kq, ks

4Nazev pochézi z latinského vyrazu perimeter — obvod. Takto oznacované tilohy se zabyvaji
hledadnim extrémt na mnoziné k¥ivek dané délky.
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Obr. 3.7

stejné délky (viz obr. 3.8). Ozna¢me S; obsah plochy, kterou ohranicuje kiivka k;
s useckou AB, a S5 obsah plochy, kterou ohranicuje kiivka ko s tiseckou AB. Pak
jisté pro obsah S plochy, kterou ohranicuje krivka k, plati S = S; +.55. Bez Gjmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze S; > S,. Nyni nahradme kiivku ko kiiv-
kou k), ktera je soumérné sdruzend s ki podle ptimky AB. Nova kiivka, ozna¢me
ji k', slozena z k; a kj méa zfejmé stejnou délku jako puvodni kiivka k a obsah S’
plochy, kterou ohranicuje, je roven

Jelikoz mize v tomto vztahu obecné nastat rovnost, neni prozatim zamysleny
zvétSovaci postup hotovy.

Obr. 3.8

Podle predpokladu kiivka k neni kruznice, tedy v tvodu je mozné vybrat
body A, B tak, aby kfivky ki, ko nebyly pulkruznice. Nové sestrojend kiivka &/,
jez je soumérna podle pfimky AB, proto také nebude kruznice, tudiz na ni lze
najit takovy bod C' rizny od bodi A, B, aby platilo |[{ACB| = v # 90°.
Necht bod D € k' je obrazem bodu C' v osové soumérnosti podle piimky AB.
Vytizneme-li z plochy ohrani¢ené kiivkou k' ¢tyiuhelnik ACBD, rozpadne se
zbytek této plochy na ¢&tyfi ¢asti, kterym budeme fikat vysece (viz obr.3.9).
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C
N c”
X
A B A B
K K
Obr. 3.9 Obr. 3.10

Predstavme si, ze strany c¢tyfuhelniku jsou pricky spojené v bodech A, B, C,
D pohyblivymi klouby a Ze vysece jsou k témto prickdm pfipevnény. Pozménme
nyni vzdalenost bodi A, B posunutim pficek tak, aby pro nové polohy bodu A,
B, C, D platilo |[{ACB| = |£{ADB| = 90°. Oznac¢me A"C"B"D" takovy ¢tyt-
thelnik a £” nové vzniklou kiivku, kterou je hranice rovinného ttvaru tvoreného
¢tyfuhelnikem A”C”B”D” sjednoceného se zminénymi vysecemi pripevnénymi
k jeho stranam (viz obr. 3.10). Kfivka &” je opét soumérna podle osy AB. Jelikoz
kazda z vyseci kiivky k" je shodnd s prislusnou vyseci kiivky &', je délka k” rovna
délce k’. Rozdil obsahti ploch ohrani¢enych kiivkami k" a k" je pak roven rozdilu
S” — S’ obsaht ¢tyfuhelnika A”C” B" D" a ACBD, pro které plati |A”"D"| = |AD|,
|D"B"| = |DB|, |B"C"| = |BC|, |C"A”| = |CA|, takze

S"— S =|C"A"|-|C"B"|sin|£A"C"B"| — |CA| - |CB|sin|{ACB| = 3.10
= |CA|-|CB|(1—siny) > 0. (3.10)
Z nerovnosti (3.9) a (3.10) vyplyva S” > S" > S, a proto kiivka £” ma sice
stejnou délku jako dana krivka k, ohranicuje vsak plochu o vétsim obsahu. Tim
je Steinertiv zvétsovaci postup zavrsen.’

Pravé popsany postup zvétsovani plochy ohranicené kiivkou k dané délky
bychom mohli provést pro kazdou dvojici bodiu A, B, které déli kiivku na dvé
stejné dlouhé ¢asti, a pro kazdy bod X € k rizny od bodi A a B, pro ktery plati
|{AX B| # 90°. Pokud takovy bod X neexistuje, znamena to podle Thaletovy
véty, ze danou uzavienou kiivkou k je kruznice nad priamérem AB.

Zjistili jsme tedy, ze pokud mezi vSemi uzavienymi rovinnymi kiivkami dané
délky mizeme najit takovou, ktera ohranicuje plochu o vétsim obsahu nez vsechny
ostatni kiivky, pak se jedna o kruznici. Nemame vsSak prozatim zaruceno,

5Jak je zdtiraznéno v [Pro, str. 31], podany popis Steinerova postupu mé slabé misto: pii ota-
¢eni pricek se zadné dvé vysece z obr. 3.9 nesmi prekryt, jinak je zavér o rozdilu obsahi neplatny.
Na stejném misté citované knihy je vSak ¢tenar ujistén, ze tento nedostatek lze podrobnéjsim
rozborem odstranit.
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ze takova kiivka existuje (coZ byl nedostatek v tivahach Steinera). Ptiklady tloh,
kde maximum neexistuje a kde bychom bez ovéreni jeho existence pii pouziti
podobné uvahy jako v nasi loze dospéli k chybnému zavéru, lze nalézt napriklad
v [Pro, str. 32].

Abychom feseni izoperimetrické tlohy 3.1.3 udélali iplnym, museli bychom
jesté kromé Steinerovy konstrukce podat ditkaz existence kiivky dané délky, ktera
ohranicuje plochu o maximalnim obsahu. Takovy tkol je pomérné narocny a je
vyplnén v [Ped, str. 66-78]. Uvedeme pouze, Ze je zaloZen na odvozeni nerovnosti

l2
S<—, (3.11)

4t
ktera omezuje velikost obsahu S plochy ohranic¢ené jakoukoliv uzavienou kiiv-
kou délky [. Nerovnost (3.11) je nejprve dokdzdna pro pravidelné n-thelniky,
poté pro n-thelniky, jejichz vSechny strany maji tutéz délku. Hranice takovych
n-thelnikd jsou uzaviené lomené cary, které lze vepsat do kazdé uzaviené krivky
délky [ tak, ze délky téchto uzavienych ¢ar pro n — oo konverguji k délce [,
zatimco obsahy pfislusnych n-tthelnik konverguji k obsahu S plochy omezené
puvodni uzavienou kiivkou (viz obr.3.11). Takovym zpisobem je dikaz nerov-
nosti (3.11) v knize [Ped] ukonc¢en. Dodejme, Ze rovnost v (3.11) zfejmé nastane
pro uzavienou ktivku, kterou je kruznice délky [. Steinertiv zvétSovaci postup uka-
zuje, Ze pro zadnou jinou uzavienou kiivku rovnost v (3.11) nenastane. Kruznice
je tak jedinym feSenim izoperimetrické tlohy 3.1.3. s

Obr. 3.11
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ZAVER

Z.aver

Tato diplomovéa prace je zaméfena na piiklady geometrickych extremalnich tloh,
které byly v dostupné literature feseny predevsim dvéma metodami, a to geo-
metrickymi transformacemi a te¢novym principem. Volné tak navazuje na mou
predchozi bakalafskou praci s ndzvem Geometrické ilohy na mazrima a minima,
ve které byly tkoly téhoz zaméfeni reSeny prosttedky matematické analyzy.

Text vykladovych kapitol neni pouhym prekladem piislusnych ¢asti pouzité li-
teratury. V mnoha pfipadech bylo vhodné a ticelné rozvést podrobnéji argumenty
ptvodnich diikazii a peclivéji diskutovat mozné pripady. Néktera pojednani a pii-
klady jsou zpracovany pozménénym zptisobem. VSechny tyto dopliky a zmény
konzultované se skolitelem mi umoznily lépe a hloubéji poznat geometrickou pro-
blematiku, kterou jsem si pro sviij diplomovy projekt vybrala.

Vytvofeny text je vlastné sbirkou feSenych prikladt, které mohou slouzit
k upevnéni a rozsifeni znalosti jejiho ¢tenafe v prislusnych oblastech geometrie.
Toto praktické vyuziti geometrie mize byt uzitecné zejména studenttim ucitel-
ské matematiky, a to jak pro zdokonaleni a prohloubeni vlastnich znalosti, tak
pro moznou demonstraci zajimavych aplikaci geometrie pfi jejich budouci praci
ucitele, zejména ve tiidach s rozsifenou vyukou matematiky a fyziky. Jelikoz pro-
blematika te¢nového principu dosud neni dostatecné prezentovana v ceské mate-
matické literatufe, domnivam se, ze prace muze byt uzitecna také diky zarazeni
teorie a FeSenych piikladt z této oblasti.
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