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Uvod

Kazda matematicka disciplina je tvofena teoretickym zakladem (definicemi objektt
a operaci), ze kterého jsou odvozeny rtzna tvrzeni a poc¢etni metody usnadriujici
tuto disciplinu nejen snadnéji pochopit, ale taktéz ji efektivné aplikovat na roz-
licné problémy. Pii bliz§im zkouméni té ¢i oné discipliny miizeme nabyt dojmu
ur¢ité systematic¢nosti: priklad nebo problém, ktery se snazime vytesit, katego-
rizujeme a podle toho zvolime vhodnou pocetni metodu nebo pfimo aplikujeme
obecny vzorec. Piikladem muze byt funkcionalnim rovnicim blizka teorie diferen-
cidlnich rovnic. Pfi feSeni diferencidlni rovnice nejdiive urcime jeji typ a podle
toho pak zvolime vhodny zptsob jejiho fesSeni (pokud existuje). Tuto vyhodu vsak
u feSeni funkcionalnich rovnic zcela postradame. Mtizeme sice tyto rovnice rozdélit
do urcitych ttid, napt. podle po¢tu neznamych funkei, podle poctu slozeni (iteraci)
hledané funkce atd., to nam ale nijak nepomtize k nalezeni metody, jak rovnice da-
ného typu explicitné vytesit. Vzhledem k tomu ani metodika feSeni funkcionalnich
rovnic (narozdil od rovnic diferenciélnich) netvoii ucelenou a od teoretického studia
kvalitativnich vlastnosti feseni oddélenou partii matematické discipliny zabyvajici
se funkciondlnimi rovnicemi, jejiz zdklady jsou shrnuty v monografiich [Kucz],
[A-D]. Ceskému ¢tenafi poskytuji dobrou zékladni piedstavu o teorii funkcio-
nalnich rovnic publikace [Neu], [Smi], [Dav]. Nicméné i pfes vyse uvedeny handicap
lze v rozmanitych prikladech feseni téchto rovnic nalézt urcita opakujici se pravidla
a schémata, jejichz znalost poskytuje Tesiteli vyhodu a zvysuje pravdépodobnost
dosazeni cile.

Zamérem této prace, jak samotny nazev napovida, je ¢tenafe seznamit praveé
s témito pravidly a schématy pii feSeni funkcionalnich rovnic a pokusit se je roz-
¢lenit do t¥id podle zpiisobu jejich uziti. Jedna se o kol vskutku nesnadny, proto
bychom zde radi ospravedlnili pripady, kdy jsme funkciondlni rovnice zahrnuli
do urcité kapitoly, pricemz Ctenafi se miize jevit, ze by mély byt zarazeny v jiné
¢asti prace. Protoze feSeni funkcionalnich rovnic vétSinou nevyuziva pouze jedné
metody, ale kombinuje vice dil¢ich obratt vedoucich k vysledku, zvolili jsme zde
vyklad cestou ,nabalovani“, kterd spociva v tom, ze u Teseni nasledujicich rov-
nic nékdy vyuzivame metody, které byly jiz na predchozich stranach predstaveny,
tzn. ze zatimco prvni uvedené rovnice maji nejjednodussi zpiisob feSeni, postupy
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14 UVOD

feseni poslednich rovnic v dané ¢asti textu mohou obsahovat kombinace jiz uve-
denych metod.

Protoze jsme zatim neuvedli padny dtvod, proc¢ se funkcionalnimi rovnicemi
viibec zabyvat, mize se méné znaly ¢tenal dotazat, jaky uzitek viibec funkcionalni
rovnice prindseji. Nebudeme zde uvadét piiklady cetnych situaci (Ize je nalézt
v [Kucz], [A-D]), kdy funkciondlni rovnice je nejvhodnéjsim prostiedkem popisu
fungovani matematickych modeld v riznych oblastech pfirodnich véd, techniky,
ekonomie ¢i socialnich oborii. Funkcionalni rovnice maji sviij vyznam i v teoretické
matematice. Vyjadirujeme jimi naptiklad pravidla, podle kterych ,funguji“ znamé
elementarni funkce a které je mnohdy plné charakterizuji. Tteba pravidlo o moc-
niné€ souctu lze zapsat funkcionalni rovnici f(z+y) = f(z)- f(y). Takova a jiné po-
dobné funkcionalni rovnice maji velkou prednost: jejich zapisim mize porozumét
i stfedoskolsky student neznaly kupiikladu derivaci a integralti. Navic i postup fe-
Seni takovych rovnic je mnohdy elementarni, tj. zalozen na algebraickych upravach
a substitucich, tivahach o defini¢nich oborech a oborech hodnot hledanych feseni,
uziti periodicnosti ¢i parity funkci, ¢imz rozumime splnéni jedné z funkcionalnich
rovnic f(x) = f(—xz), resp. f(—x) = —f(x) pro sudé, resp. liché funkce. Pravé
takové postupy nas budou zajimat, odpovida tomu totiz i spojeni elementdrni
metody v nazvu nasi prace. Zdliraznéme, ze k nim budeme tfadit i a¢inné vyuziti
zékladnich vlastnosti spojitych funkci. Ostatné predpoklad spojitosti je pro mnohé
modely popisované funkcionalnimi rovnicemi pfirozeny a do metodiky jejich reseni
vnasi silné obohacujici prvky. Vseobecné je kupfikladu znamo, jakou roli hraje
spojitost pfi Feseni snad nejproslulejsi funkciondlni rovnice f(x+y) = f(z)+ f(y),
nesouci piivlastek Cauchyova.

Téchto vlastnosti si vSimli i tviirci tloh stfedoskolskych matematickych olym-
piad, kteri funkcionalni rovnice zahrnuji do jejich nejvyssich, zejména mezinarod-
nich kol. Diky snadné formulaci a neexistenci algoritmickych postupi jsou fesitelé
takovych soutézi odkazani vice na své matematické schopnosti a uvazovani nez na
rozpomenuti se na néjaky vzorec nebo rutinni pocetni postup. Pripravou tak miize
byt jediné propocitani rovnic z minulych ro¢nikd matematickych olympiad, které
1ze dohledat na jejich internetovych strankach, nebo (v koncentrovanéjsi podobé)
v téch sbirkach soutéznich tloh, které obsahuji specialni oddily vénované funkci-
onalnim rovnicim. Takovych sbirek ovSsem neni mnoho, stejné jako publikaci vé-
nujicich se vyluéné metodice feseni funkcionédlnich rovnic (viz Seznam literatury).
Pouze autofi jako G. Small nebo T. Andreescu se snazili svou publika¢ni ¢innosti
vnést nadhled do metodiky feSeni funkcionalnich rovnic a urc¢itym zptsobem tyto
metody kategorizovat. Doposud bezesporu nejpropracovanéjsi dilo ([And]) tohoto
zaméreni sestavil se svymi spolupracovniky T. Andreescu a vydal v konecné verzi
v roce 2012 (pfedbézna internetova verze byla dostupna jiz v roce 2011) pod néa-
zvem Topics in Functional Equations. Timto po¢inem nés (ostatni autory usilujici
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o zpracovani dané problematiky) ,okradl® o pocit ur¢ité originality, nebot tézko
budeme hledat metody, které by v této publikaci nebyly byt jen okrajové obsa-
zeny. Nicméné véiime, ze diky tomu mohlo vzniknout o to kvalitnéjsi dilo, které
bude pro ¢tenafe zajimavéjsi a vice srozumiteln€jsi. S védomim vysokého cile jsme
se tak pokusili zaradit nasi praci mezi publikace vyse zminénych autort, v nepo-
sledni fadé pro uzitek ceskych ¢tenait, zejména mladych fesitelt stiedoskolskych
olympiad, pro néz jsou nakladné zahrani¢ni knihy prakticky nedostupné. Taktéz

Vv

funkcionalnim rovnicim, mezi nez nepochybné patii publikace F. Neumana ([Neu),
J. Smitala ([Smi]), J. Chvaliny ([Chv1], [Chv2]) nebo T. Zdréhala ([Zdr]).

Funkcionalni rovnice jsme rozdélili do nékolika kapitol, a to bud podle vy-
znamné rovnice (Cauchyova, d’Alembertova), na jejiz tvar lze nékteré typy rovnic
po substitucich prevést a poté snadno vytesit odvolanim na jiz nalezeny vysledek,
nebo podle metod, které v postupu hledani neznamé funkce povazujeme za sté-
zejni.

Rovnice, které se objevily v nékteré z matematickych soutézi, jako napiiklad
narodni nebo mezinarodni kolo matematické olympiady pro stiedoskolaky, ma-
tematickd soutéz Putnam uréend pro vysokoskoldky USA a Kanady (bez ohledu
na statni prislusnost) aj., jsme oznadili kratkym komentafem v poznamce pod ¢a-
rou a lze je dohledat na internetovych strankach uvedenych v [IMO1], [IMO2],
[IMO3] nebo v [MKS].

Na tomto misté bych jesté rad podékoval svému skoliteli doc. RNDr. Jaromiru
Simsovi, CSc. za peélivy dohled a cenné rady, které mi béhem tvorby této prace
poskytoval, a jeho nesmirnou trpélivost. Taktéz dékuji rodiné za podporu a viru,
ze pripravu disertacni prace dokonc¢im a jeji obhajobou i celé doktorské studium
zdarné ukondcim.






Kapitola 1

Teoreticky zaklad

1.1 Pojem funkcionalni rovnice

Jak samotny nazev prace napovida, zamérime pozornost na feseni rovnic, v nichz
v roli neznamych vystupuji funkce. Tento intuitivni popis objektu naseho zajmu
vsak v praci, kterda ma disponovat kvalitou nejen po obsahové, ale i po formalni
strance, nemiize stacit. Abychom vyty¢ili mantinely pro to, co funkcionalni rovnice
jsou a co uz ne, uvedeme definici téchto rovnic tak, jak je Frantisek Neuman popsal
v [Neu| na strané 14.

Definice. Pojem clenu je vymezen témito tfemi podminkami:
1. Nezavislé proménné xq, ..., x; jsou ¢leny.

2. Jestlize tq,...,t, jsou ¢leny a f je n-mistnd funkce, pak f(t1,...,t,) je
také clen.

3. Jiné ¢leny nez ¢leny tvorené pomoci bodii 1 a 2 nejsou.

Funkcionalni rovnice je relace t, = to, kde t1 a t5 jsou ¢leny obsahujici alespon
jednu neznamou funkci a konecny pocet nezavisle proménnych. Pro kazdou ne-
znamou funkci musi byt udano, odkud tuto funkci lze vybirat, tzn. je urcena
mnozina pripustnych funkci.

Necht funkcionalni rovnice ¢; = t5 obsahuje r neznamych funkci fi,..., f..
Pak r funkci ¢4, ..., ¢, patficich do mnozin pfipustnych funkci je resenim této
funkcionalni rovnice, kdyz po dosazeni ¢; za f; proi = 1,... 7 se z relace t; =ty

stava identita.
Jestlize uvazujeme soucasné nékolik funkcionalnich rovnic, mluvime o soustavé
funkcionalnich rovnic.
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18 KAPITOLA 1. TEORETICKY ZAKLAD

Jak si miizeme vsSimnout, je pii zavadéni pojmu c¢len v podmince 2 nazvana
funkce f jako n-mistna, ackoliv byva obvyklejsi pojmenovani funkce n promén-
nych. Tato terminova zména ma své opodstatnéni. Hovorime-li totiz o funkcionalni
rovnici, v niz vystupuje ¢len f(z + y), bylo by znaéné zavadéjici hovorit o f jako
funkci dvou nezavislych proménnych. Misto toho oznaceni f jako 1-mistné funkce
s dvéma nezavislymi proménnymi ndm dava presnéjsi predstavu o ¢lenu f(z + y).

Uvédomme si, ze diky vyse uvedené definici nepovazujeme za funkcionalni
rovnice ty, v jejichz zadané relaci vystupuje napt. derivace nebo integral. Za funk-
cionalni rovnice tedy nepovazujeme rovnice diferencialni, integralni aj. Pro pred-
stavu zde uvedeme nékolik funkciondlnich rovnic, v nichz vystupuji neznamé (ob-
vykle dle pfedpokladu spojité) funkce f,g: R — R:

1) f(f(g(y))> =f(@gW), 3) Y flza)g(w)=f (Z a:n> ,

2) fa+y) =2/, 0 s =14 f (1)

P1i hledani feseni dané funkcionalni rovnice jsme limitovani pouze nasim divtipem
a tim, jak nejlépe dovedeme uplatnit rozlicny matematicky aparat. Lze tedy vyuzit
i derivovani, resp. integrovani a poté resit rovnici jako diferencialni, resp. integralni.
Avsak pro zdarné vyreSeni mnoha funkcionalnich rovnic stac¢i znalost elementar-
nich postupti a pojmi, z nichz nékteré predstavime v nasledujici podkapitole,
nasledujicich.

Zde c¢tendfi muzeme jako Uvodni stru¢ny text doporucit ¢lanek P. Calabka
a J. Svreka [CS1], ktery o nékterych elementérnich postupech pii feseni funkcio-
nalnich rovnic pojednava.

1.2 Zakladni obraty pri reseni funkcionalnich
rovnic

Jak jsme jiz zminili v ivodu, neexistuje univerzalni postup, jak zacit fesit zadanou
funkcionalni rovnici. Nicméné je velmi vyhodné zacit s metodou zvanou specifikace
proménnych!, kterd ndm poskytuje urcitou predstavu o nékterych vlastnostech fe-
Seni dané rovnice, nevede-li pfimo k jejich urceni.

!Ekvivalentni pojem, ktery by zde mohl byt pouzit, je substitucni ¢ dosazovaci metoda.



1.2 ZAKLADNI OBRATY PRI RESENI FUNKCIONALNICH ROVNIC 19

1) Specifikace promeénnych

Podstatu metody specifikace proménnych ukédzeme na nasledujicim feSeni dané
funkcionalni rovnice.

Priiklad 1.1. Urcete vSechny funkce f: R — R, které€ splriuji rovnost

fle+y)=flx)—y
pro vsechna x,y € R.

Reseni. Budeme hledat vSechna feSeni dané tilohy tim, Ze oznacime jako f libovol-
nou funkei splnujici vSechny predpoklady piikladu. Protoze defini¢ni obor funkce f
je R, miZzeme za x a y dosadit (specifikovat) libovolna realna ¢isla. Polozenim (spe-
cifikaci) = = 0 pfejde zadand rovnost do tvaru

fly) = f0) —v.

Protoze f(0) je redlna konstanta a pojmenovani nezavislych proménnych z, y ne-
ovlivni FeSeni, mtzeme psat f(z) = ¢ — x, kde ¢ € R. Nyni vSak jesté nemtzeme
prohlasit, ze jsme nalezli feseni. K tomu je potfeba provést zkousku dosazenim
nalezeného predpisu funkce do zadané funkcionalni rovnice:

L: flz+y)=c—(r+y)=c—z—y,
P: flx)—y=c—x—y.

Nyni jiz mizeme konstatovat, Zze jsme nasli (vSechna) feSeni zadané rovnice. Jsou
jimi pravé funkce f(z) = ¢ — x, kde ¢ € R je libovolna konstanta.
[

Specifikaci proménné ziejmé nemd smysl uplatiiovat neuvazené, nebot napiiklad
pro y=0 bychom z rovnice z pfikladu 1 ziskali rovnost f(z)= f(x), s niZz jiz nelze
vice pracovat, nebot plati trividlné. Jaké proménné urcit pro specifikaci a pokud
viibec specifikovat, zalezi na zkusSenostech a jistém ,citu® resitele.

Uvédomme si dale, ze zavérecnou zkousku feseni je nutné opravdu provést.
Pokud by totiz v prikladu 1 byla zadana rovnice tvaru

flx+y)=2f(x) -y,

obdrzeli bychom pro z = 0 rovnost f(y) = 2f(0) — y neboli f(x) = 2¢ — z, kde
¢ € R. Avsak tato funkce neni feSenim pozménéné rovnice, protoze po dosazeni
nalezeného predpisu funkce do zadani nedostaneme identické vyrazy:
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L: flz+y)=2c—(x+y)=2c—x—y,
P: 2f(x)—y=202c—2x)—y=4c—2x —y.

2) Prevedeni do tvaru jiZ vyresené funkciondlni rovnice

Mame-li jiz kompletné vyieseny nékteré funkcionalni rovnice, je velmi vyhodné
vyuzit vhodnych substituci pro transformaci aktualné resené funkcionalni rovnice
do tvaru rovnice, kterou jsme jiz diive vytesili. Takto mohou vzniknout fetézce
navaznosti, ve kterych diky jedné vytesené rovnici vyfesime druhou, tato druha
rovnice poslouZi pro feseni t¥eti atd. Ctenéii se o tom budou moci sami presveédéit
v dalSich ¢astech této prace.

Na nasledujicim ,nefeseném” prikladé ukazeme princip zminéné metody s od-
kazem na fesSeni prikladu 1.1.

Priklad 1.2. Urcete vsechny funkce f: R — R, které splriugi rovnost

G916

pro vsechna x,y € R.

Pro ziskani tvaru rovnice z prikladu 1.1 zde stac¢i uvazit funkci g: R — R urcenou
predpisem
x

9@) = f(5) +a

pro kazdé x € R. Presvédc¢ime se o tom po malé tipravé zadané rovnice:

G+ -s() -

gat+y)=f(5+5)+aty=1(5)+o-y=g@) -y

2 2

vvvvvv

nych predpokladi) vime, Ze mé FeSeni ve tvaru g(z) = ¢—x, kde ¢ € R. Dosazenim
do predpisu funkce g tak zjistime, ze plati

g@)=c—w=f(3)+=
2= 1(3).

odkud nahrazenim z za 2t obdrzime f(t) = ¢ — 4t. I pfes zfejmost korektniho
postupu je nutné provést zkousku, kterou pro jeji snadnost zde vynechéame.
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Vyse dvé uvedené metody jsou nejhojnéji vyuzivany pri feseni funkcionalnich

vvvvvv

vvvvvv

Vv

3) Sestaveni vhodné soustavy rovnic s hledanou funkci

S ohledem na zadanou funkcionalni rovnici se pfi feseni mtzeme dostat do situace,
kdy v odvozené rovnosti vystupuje hledana funkce s odlisSnymi parametry obsahu-
jici nezavislou proménnou, napt. f(—z) a f(z), nebo f(2x) a f(z). Po sestaveni
vhodné soustavy rovnic a uzitim scitaci, resp. dosazovaci metody se tak mizeme
lehce zbavit nechténého ¢lenu, tj. f(—x), nebo f(2x) v ndmi uvedeném piikladé,
a poté snadno odvodit predpis hledané funkce. Tuto metodu nazorné ilustrujeme
na nasledujicim piikladu.

Priklad 1.3. Urcete vsechny funkce f: R — R splriujici rovnost

flaty)=2f(x—y)+ flx) —2f(y) =y — 2
pro vsechna x,y € R.2

Reseni. Necht f je libovolna funkce, kterd spliiuje zadani. Po volbé z =y =0
obdrzime rovnost f(0) —2f(0) + f(0) — 2f(0) = —2 neboli —2f(0) = —2, odkud
plyne f(0) = 1.

Polozenim = = 0 v rovnosti ze zadani obdrzime s ohledem na predesly vysledek
f(0) = 1 rovnost

fly) =2f(=y) + f(0) = 2f(y) =y — 2,
—fly) =2f(~y) =y 3. (1.1)

Vhodnymi specifikacemi proménné y nyni vytvorime soustavu dvou rovnic, jejiz
feseni povede k nalezeni predpisu funkce f. Nahrazenim y za t, resp. nahrazenim
y za —t, kde t € R je libovolné, dostaneme

—f(t) =2f(=t) =t =3,
respektive — f(—t) —2f(t) = —t — 3.

Pii feSeni této soustavy (po odecteni dvojndsobku druhé rovnosti od rovnosti
prvni) dojdeme k vysledku 3f(¢) = 3t + 3 neboli f(t) =t + 1.
Ziskali jsme tak predpis funkce f ve tvaru f(x) = z 4+ 1 a snadnym dosazenim
jejiho predpisu do zadani zjistime, ze je tato funkce skutec¢né resenim.
O

2[CS1, str. 325]



22 KAPITOLA 1. TEORETICKY ZAKLAD

4) Rozdéleni funkce na sudou a lichou cdst

Kazdou funkci (se symetrickym definiénim oborem) mtizeme vyjadiit (jedingym

zpusobem) jako soucet dvou funkci, z nichz jedna je sudd a druha je licha. Skute¢né,

oznacime-li puvodni funkci jako f a séitané funkce jako f; a f; (dolnim indexem

oznacujeme jejich ,paritu“), pak z rovnosti f(z) = fs(z)+ fi(x), f(—x) = fs(z) — fi(x)
ihned plynou vzorce

f(z) + f(==)

oy = LHIED gy S ZIE0)

2

pro funkce f, a f;, které nazyvame sudou, resp. lichou ¢asti funkce f a které zrejmé
maji pozadovanou ,paritu®.

Casto se napiiklad stava, Ze upravami néjaké funkcionalni rovnice odvodime
identitu f(z) + f(—z) = g(z) + g(—x) pro neznamé funkce f, g: R — R. Znamena
to, ze funkce f a g maji stejné sudé c¢asti, a proto se v dalsim postupu zabyvame
vlastnostmi jejich lichych casti.

Jindy je vyhodné jiz na pocatku feSeni dané funkciondlni rovnice ,rozdeélit”
hledané funkce na jejich sudé a liché ¢asti a manipulaci s danou rovnici odvodit
rovnice dvé — jednu pro neznamé sudé casti a druhou pro neznamé liché casti.

Vyuziti této metody ilustrujeme na nasledujicim prikladu 1.4.

Priklad 1.4. Urcete vsechny funkce f,g: R — R splniujici rovnost

fla+y)+ fly—2) =gz —2y) —g(2y — x)
pro vsechna x,y € R.

Reseni. Necht f a g dale oznacuji funkce, které jsou feSenim zadané rovnosti.
Polozenim y = 0 obdrzime s ohledem na zavedené znaceni sudé a liché ¢asti funkce
rovnost

f(@) + f(—2) = g(x) — g(—2),
2fs(x) = 2g1(7),
fs(z) = ai(x).

Odvodili jsme, ze suda ¢ast funkce f je rovna liché ¢asti funkce g. Posledni odvo-
zend rovnost ziejmé plati jen v piipadé, kdy fs(z) = gi(z) = 0 (pouze konstantni
nulové funkce je zaroven sudé a lichd). Odtud plyne, Ze f je lichd a g je suda
funkce.

PoloZenim x = y ziskdme s ohledem na rovnost f(0) = 0, ktera plyne z lichosti
funkce f, a na doposud zjisténé vlastnosti vztah

fQ2x)+ f(0) = g(—z) — g(x) = —2g(x) = 0
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neboli f(z) = 0 pro kazdé = € R.
Vzhledem k sudosti funkce g a nalezenému predpisu funkce f pak plati

0=g(z—2y) —g(2y — x),
92y —x) = g(—(2y — x)).
Obdrzeli jsme tak rovnost odpovidajici definici sudé funkce, kterou ¢ splnuje
pro vSechna z,y € R. Odtud plyne, Ze g je libovolna suda funkce.

Trividlnim dosazenim nalezeného predpisu a jednoduchou tvahou zjistime,
ze priklad ma nekonecné mnoho feseni, pricemz kazdé TeSeni je tvoreno dvojici
funkei f, g, kde f(x) = 0 pro kazdé = € R a g je libovolné sudé funkce.

O

5) VyuZiti symetrie jedné ze stran funkciondlni rovnice

V nékterych pripadech funkcionalnich rovnic si mizeme vSimnout, ze jedna strana
rovnice je vzhledem k (obvykle dvéma) zastoupenym proménnym symetrickd, za-
timco druh& strana nikoliv. Vzajemnou vyménou téchto dvou proménnych tak
muzeme ziskat dalsi rovnost, kterou hledana funkce splnuje a ktera nam mtze do-
pomoci nalézt feseni. Na nasledujicim pfikladu tuto metodu nazorné ilustrujeme.

Priiklad 1.5. Urcete vsechny prosté funkce f: R — R, které splriuji rovnost

f(f@)+y) = fla+y) +1
pro kazdd x,y € R.3

Reseni. Necht f dale oznac¢uje funkeci spliiujici zadani piikladu. Pravéa strana za-
dané rovnice je symetricka vzhledem k proménnym z a y, proto pro kazdé x,y € R
plati

F(f@) +y) = fla+y) +1=f(fy) +2),
odkud vzhledem k predpokladu, ze funkce f je prosta, dostaneme

f@)+y=fly) +=

Polozenim y = 0 v predeslém vysledku zjistime, ze pro kazdé x € R plati vztah
f(z) = f(0) + z neboli f(z) =z + ¢, kde ¢ = f(0) € R je konstanta.

Snadnym dosazenim nalezeného predpisu funkce f do zadani jesté ovérime,
jestli je takova funkce opravdu fesenim pro kazdé ¢ € R:

flz+c+y)=z+y+c+1,
r+y+ct+ec=x+y+c+1,

c=1.

3[CS1, str. 326]
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Jak vidime, nalezeny piedpis funkce f splituje zadani pouze pro ¢ = 1. ReSenim
ptikladu je tedy pouze funkce tvaru f(z) =z + 1.
]

6) Vyuziti oboru hodnot hledané funkce

Nékdy je vyhodné, zejména u feSeni funkcionalnich rovnic obsahujicich slozené
funkce, zamérit se na tvar reSeni na mnoziné, ktera odpovida oboru hodnot hleda-
nych funkci. Vhodnymi tivahami pak 1ze tato vyjadfeni rozsitit na cely defini¢ni
obor, coz ukdzeme na nasledujicim piikladé 1.6.

Piiklad 1.6. Naleznéte vsechny funkce f: R — R spliujici rovnost

f(f@+y) = fla+y)+ f@)fly) -y

pro viechna x,y € R.4

Resend. Necht f déle zna¢i funkci spliiujici zadani piikladu. Polozenim y = 0
dostaneme f(f(z)) = f(z)(1 + f(0)). Jak vidime ze zastoupeni hodnoty f(z)
v odvozené rovnosti, pro vsechna z z oboru hodnot funkce f plati

f(z) = 2(1+a), (1.2)

kde a = f(0) je konstanta. Nahrazenim z hodnotou f(z+vy) v nalezeném pfedpisu
(1.2) ziskdme jiny vztah pro levou stranu rovnosti uvedené v zadani: f ( flx+ y)) =
= f(z+y)(14a). Porovnanim s pravou stranou tak dojdeme k zavéru, Ze pro vsech-
na z,y € R plati

fl@+y)A+a) = flxz+y)+ f(2)f(y) — 2y,
af(z+y) = f(z)f(y) —zy. (1.3)
Polozenim © = a a y = —a zjistime s ohledem na oznaceni a = f(0), Ze plati
a* = f(a)f(—a) — a(—a) neboli f(a)f(—a) = 0. Odtud plyne, ze alespoii jedna
z hodnot f(a), f(—a) musi byt rovna nule. Proto nula patfi do oboru hodnot
funkce f a polozenim z = 0 v (1.2) obdrzime f(0) = 0, tj. @ = 0. Diky nulové
hodnoté levé strany (1.3) vychézi rovnost

f@)f(y) = zy. (1.4)

Volbou = = y = 1 ziskdme (f(l))2 = 1, takze plati bud f(1) = 1, nebo f(1) = —1.
Pro y = 1 ptejde v prvnim piipadé (f(1) = 1) rovnost (1.4) do tvaru f(z) = z,
ve druhém ptipadé (f(1) = —1) do tvaru f(x) = —=x.

4Béloruskd matematicka olympidda (1995).
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Obdrzeli jsme tak dvé funkce, které jediné mohou byt fesenim prikladu. Snad-
nym dosazenim vsSak dojdeme k zavéru, ze feSenim je pouze funkce s pfedpisem
f(z) = x pro kazdé = € R.

m

7) Nalezeni pevného bodu hledané funkce

Pfi feSeni funkcionalnich rovnic obsahujici slozené funkce (zejména jejich iterace)
byvaji nékdy piinosné ivahy o tzv. pevnijch bodech. Rekneme, ze hodnota zy € R
je pevnym bodem funkce f, pokud lezi jak v jejim defini¢nim oboru, tak v oboru
hodnot a plati f(zg) = xo.

Nalezneme-li pevny bod funkce, 1ze tuto informaci uplatnit naptiklad pro dikaz
toho, ze dalsi jiny pevny bod funkce nema a po dosazeni jeho hodnoty za vhodnou
proménnou ziskat jednodussi rovnici, kterou jsme jiz schopni vyftesit (viz prvni
ptiklad 7.1 kapitoly 7). Nékdy lze zase dokazat, Ze existence jakéhokoliv dalsiho
pevného bodu vede k zavéru, ze kazdé r € R je pevnym bodem hledané funkce.
Nalezeni takového druhého pevného bodu u kazdého feSeni nam pak zaruci, ze
funkce s predpisem ve tvaru f(x) = x je jedinym FeSenim.

Posledni zminovany postup nyni uplatnime v nasledujicim piikladu 1.7.

Priiklad 1.7. Urcete vSechny funkce f: R — R spliujici rovnost

fley —2f(y) = 2y —yf(z)
pro kaZda x,y € R.

Reseni. Necht f je libovoln4 funkce, ktera splituje zadani. Volbou z = y = 0 snadno
zjistime, ze x = 0 je pevnym bodem funkce f: f(0) = 0.

Ukézeme, ze existence jakéhokoliv jiného (nenulového) pevného bodu zarudi, ze
jedinym FeSenim piikladu muzZe byt pouze funkce s predpisem ve tvaru f(z) = z,
kde x € R. Oznacime-li totiz xg # 0 jako libovolny, dale pevné dany, pevny bod
funkce f, dostaneme pro y = z¢ s ohledem na podminky f(zg) = z¢ a f(0) =0
rovnost

f(l'l’o - If(%)) = xxg — xo f (),
f(0) = 229 — o f(2),
flx) ==,
kde z € R je libovolné. Zbyva tedy dokazat, ze funkce f ma alespon jeden nenulovy

pevny bod, abychom funkci f(z) = x mohli prohlésit za (jediné) feSeni.
Po dosazeni z = y = 1 do rovnosti ze zadani obdrzime

F1=f1) =1-f(),
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odkud vidime, ze 1 — f(1) je pevnym bodem funkce f. V obou pfipadech, které
mohou pro hodnotu 1 — f(1) nastat, tj. 1 — f(1) = 0, nebo 1 — f(1) # 0, vSak
zjistime, Ze jsme nalezli nenulovy pevny bod funkce f, a to bud x = 1 v pfipadé
prvnim, nebo x = 1 — f(1) v piipadé druhém.
Dokazali jsme tak, ze jedinym fesenim ptikladu mize byt opravdu pouze funkce
s pfedpisem ve tvaru f(z) = x pro kazdé z € R. Snadnym dosazenim predpisu
funkce f do zadani zjistime, Ze jde skutecné o feSeni.
m

Uvedli jsme nejhojnéji vyuzivané zédkladni obraty, kterymi lze funkcionalni rovnice
fesit. Nicméné existuji ptriklady rovnic, kdy ani kombinace vySe uvedenych me-
tod nestaci. Jako pfiklad takové funkcionalni rovnice a jejiho originalniho fte-
Seni, v némz predpis hledané funkce zkoumame nejdiive pro pfirozena c¢isla, poté
pro vSechna racionélni ¢isla az nakonec dojdeme k ¢islim redlnym, uvadime ve tieti
kapitole nejznaméjsi funkcionalni rovnici pojmenovanou Cauchyova.



Kapitola 2

Nejjednodussi funkcionalni
rovnice

V této prvni praktické Casti nasi prace c¢tenari predstavime elementarni metody
feseni na nejjednodussich funkcionalnich rovnicich. Zaradili jsme sem dosazeni kon-
krétnich hodnot (specifikace) za vystupujici nezavislé proménné, vyuziti vhodnych
substituci za vyrazy obsahujici hledané funkce nebo substituci zaméfenych na ne-
zavislé proménné a sc¢itani, resp. od¢itani funkcionéalnich rovnic, které v priubéhu
hledani feSeni odvodime. Jedna se o tak zakladni obraty vyuzivané pro hledani vy-
hovujicich funkci, Ze alespon jeden z vyse jmenovanych uplatnime pii feseni témér
kazdé funkcionalni rovnice. Uvédomme si vsak, ze i pfes jejich jednoduchost je
potfeba dbat na korektnost postupu, kupiikladu se vyvarovat chyb spocivajicich
v dosazovani hodnot mimo defini¢ni obor za nezévislé proménné.

Pripomenme také, ze nedilnou soucasti kazdého postupu feseni je zkouska spo-
¢ivajici v dosazeni nalezeného pfedpisu do zadani. Jeji provedeni muze naptiklad
ukazat, ze nékteré z nalezenych funkci nepatii do mnoziny feSeni (jak si ¢tenaf
bude moci dale vsimnout, u piikladi, kde nalezené feseni o¢ividné spliuje zadani
nebo je forméalni zapis provedeni zkousky zbytec¢né komplikovany, zkousku nepro-
vadime).

Nyni zde uvedeme piiklady, na nichz ilustrujeme situaci, kde by mohl pfipadny
fesitel udélat chybu pfi substitucich nebo specifikaci proménnych.

Priklad 2.1. Naleznéte vSechny funkce f: (0,00) — R, které spliuji rovnost

flay) = f (g)

pro vsechna x,y € (0,00).!

1[Smi, str. 32]
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Reseni. Necht f dale oznacuje libovolnou funkci, kterd splituje zadanou rovnost.
Pro kazdé realné t > 0 dosadme do zadané rovnosti kladné ¢isla 2 = y = v/t. Do-

staneme tak rovnost f(t) = f <%> = f(1). Jak vidime, je funkce f konstantni pro
vSechna kladna realna ¢isla, 1ze tedy psat f(z) = ¢, kde ¢ = f(1) e Raz € (0,00).
Snadnym dosazenim nalezeného predpisu do zadani zjistime, ze libovolné kon-

stantni funkce na (0, 00) je opravdu fesenim piikladu.
[

Vyse uvedeny trivialni priklad by nemél ¢init vétsi problémy pii feseni zadnému
po urcitych substitucich mtzeme dostat do situace, kdy mame za kol vyftesit stej-
nou rovnici jako v prikladu 2.1, avSak s mirné upravenym zadanim:

Priklad 2.2. Naleznéte vsechny funkce f: R — R, které splniuji rovnost
x
flry) = f (—)
(zy) )

Slovo ,pripustna“ v zadani prikladu znamend, Ze uvedend rovnost ma platit
pro vSechny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, které lze do rovnice dosadit. Jsou to
ztejmé vechny dvojice, kromé dvojic (x,0), pro které zlomek % v pravé Casti rov-
nosti ztraci smysl.

Stejné jako v prikladu 2.1 je patrné, Ze feSenim piikladu 2.2 je kazda kon-
stantni funkce f. Nesmime vSak udélat ukvapeny zaveér, ze jina feSeni neexistuji.
Presvédc¢ime se, ze tomu tak neni.

pro vsechna pripustnd x,y € R.

Reseni. Oznacme f jako funkci, ktera splituje vechny predpoklady zadani.

Nejdrive stejné jako v ptikladu 2.1 dosadime do zadané rovnice pro libovolné
realné ¢t > 0 kladna ¢sla = y = +/t. Obdrzime tak stejné jako vySe rovnost
f(t) = f(1), diky ¢emuz muzeme psat f(z) = a, kde a = f(1) € R a x € (0, 00).

Polozenim x = —/t a y = /t, kde t > 0 je libovolné, pfejde zadana rov-
nost do tvaru f(—t) = f <—%> = f(—1). Jak je vidét, je funkce f konstantni
i pro vSechna zaporna redlna ¢isla, proto pro tato ¢isla ma jeji predpis tvar f(x)=b,
kde b= f(—1) € R.

Zjistili jsme tak (pfi oznaceni f(0) = ¢, kde ¢ € R), ze kazda funkce spliujici
zadani musi byt tvaru

a prox >0,
flx)=<b proxz <0,

c prox =0,
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kde a, b, c jsou libovolné realné konstanty. Zkouskou, v niz rozebereme vSechny
pripady hodnot jaké mohou pro levou stranu zadané rovnosti nastat, nyni ukazeme,
ze takova funkce je skutecné feSenim, at jsou ¢isla a, b, ¢ zvolena jakkoliv.
Leva strana rovnosti f(zy) = f (%) je rovna jednomu z ¢isel a, b, ¢:
Rovnost f(zy) = a plati, pravé kdyz xy > 0, coZ znamend, ze obé ¢isla z,y
jsou bud kladnd, nebo zapornd, a proto plati také i >0, a tudiz i f (ﬁ) = a.
Rovnost f(xy) = b plati, pravé kdyz xy < 0, coz znamena, ze jedno z ¢isel z,y
je kladné a druhé zaporné, a proto plati také 5 <0,atudizi f (g) =b.
Kone¢né rovnost f(zy) = c plati, pravé kdyz zy = 0, coz znamena, ze x = 0
a y # 0, nebot hodnota y = 0 neni pFipustnd, a proto také plati % = 0, a tudiz

if(2)=c

Porovnanim predchozich dvou zadani a TeSeni si mizeme vSimnout, Ze zatimco
v prvnim piikladé, kde jsme uvazovali defini¢ni obor ve tvaru intervalu (0, c0)
a odvodili feSeni ve tvaru konstantnich (a tedy spojitych) funkci, v druhém pii-
kladé, ktery se lisil od prvniho pouze v defini¢nim oboru (tentokrat ve tvaru R),
jsme odvodili i nespojita Feseni. Jak vidime, je zde pozadavek, ze hledana funkce
ma byt definovana pouze pro kladna ¢isla, dostatecnym pro to, aby zadané rovnosti
neodpovidaly zadné nespojité funkce. Proto pfi feseni néjaké funkcionalni rovnice
je dilezité si uvédomit, ze zména predpokladu, za kterého hledame ji vyhovu-
jici funkce, s sebou nese riziko i zadsadni zmény tvaru vSech TeSeni. V nasem pfi-
padé jsme po zméné obdrzeli kromé feseni ve tvaru spojitych konstantnich funkci
i funkce nespojité.

V dalsi casti se zaméfime na zpusoby, jakymi lze nejjednodussi funkcionalni
rovnice Tesit, a to pomoci jiz vyse avizovanych metod specifikace proménné, sub-
stituce s vyrazy obsahujicich nezavislé proménné nebo hledané funkce a souctu,
resp. rozdilu odvozenych funkcionalnich rovnic.

]

Priklad 2.3. Ukazte, Ze existuje jedind funkce f: R — R splriugjici pro vSechna
x,y € R rovnost

flzy) = xf(z) +yf(y)
a jeji predpis md tvar f(x) = 0 pro kazdé x € R.2
Reseni. Necht f je funkce splitujici zadanou rovnost. Po dosazeni x = 1 ay = 1
dostaneme

fF) = 1)+ (1) = 2f(1).

2[Ven, str. 109]
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Vidime tedy, ze musi byt f(1) = 0. S ohledem na tuto skutecnost po dosazeni
y = 1 do zadané rovnosti dojdeme k zavéru

f(z) =xf(z)+ f(1) =z f(x) neboli (1—2x)f(z)=0.

Odtud plyne, Ze f(x) = 0 pro kazdé x # 1. Celkové tedy plati f(x) = 0 pro kazdé
x € R. Je patrné, ze takova funkce f je skutec¢né resenim.

[]

Priklad 2.4. Urcete vsechny funkce f: R — R, které pro vsechna x,y € R splriuji
TOVN0St

(r(550)) = @+ 0)f - ).

Reseni. Necht f je libovoln4 z hledanych funkci. PoloZime-li y = x, resp. y = —xz,
pak ze zadané funkcionélni rovnice dostaneme

(f(x))* = f(22)f(0), resp. (2.1)
(£(0))* = £(0)f(22). (2.2)

Nyni uvazime dva pfipady, které mohou nastat pro hodnotu f(0).

Je-li f(0) = 0, pak z rovnosti (2.1) plyne (f(:z:))2 = 0. Jednim feSenim je
v tomto pfipadé tedy funkce f(z) = 0 pro vSechna z € R, o ¢emZ se presvédéime
snadnym dosazenim.

Je-li f(0) # 0, pak z rovnosti (2.2) plyne f(0) = f(2x). Odtud vidime, zZe dal-
S$imi FeSenimi mohou byt pouze konstantni funkce f(z) = ¢, kde f(0) = c € R\ {0}.
Dosazenim do zadani se snadno presvédcime, ze tyto funkce danou funkcionalni
rovnici opravdu splituji, nebot obé jeji strany ziskaji tutéz hodnotu c2.

Dohromady tak dostavame, ze zadani prikladu vyhovuji vSechny konstantni
funkce (a zadné jiné).

O

Priklad 2.5. Urcete viechny funkce f: RxR — R splriujici pro vSechna z,y,u € R
rovnosti3

D fle+uy+u) = fzy)+u
2) fzu,yu) = f(z,y)u.

Reseni. Necht f oznacuje funkci, ktera spliiuje zadani. PoloZzenim z = 0 ay = 1
v rovnosti 2) dostaneme f(0,u) = f(0,1)u, odkud plyne vzorec f(0,z) = qz
pro néjakou realnou konstantu g. Volbou u = —z v rovnosti 1) obdrzime

flx—x,y—x)= f(x,y) — 2z neboli f(0,y—z)+z=f(x,y).

3[Ven, str. 113]
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Odtud s ohledem na fakt, ze f(0,z) = gz, dostaneme vysledny vzorec

fl@,y)=fOy—2)+r=q(y—2)+2=(1-qr+qy.
Snadnym dosazenim do obou podminek provedeme zkousku:
Li: f+uy+u)=0-—q)(z4+u)+qly+u)=1—-q¢z+qy+u,
P flzy)+u=Q1-qz+q+u,
Lyt f(au,yu) = (1 — gJzu + qyu,
Py: flz,y)u= ((1-q@z+qy)u=(1-q)zu+ qgyu.

Resenim jsou tedy pouze funkce tvaru f(z,y) = (1 — ¢)x + qy, kde ¢ je libovolna

realné konstanta.
O

Priklad 2.6. Urcete vSechny funkce f: R\ {0} — R spliugici
1 1
—fl=a)+ f (—) =
x x

Reseni. Necht f je libovolnd funkce splitujici zadani. Zaménou —% za T dostaneme

1 1 1 1
E)(5)-=

—af (i) + fl—z) = —i. (2.3)

pro vechna x € R\ {0}.*

Vyjadrenim f (%) z puvodni rovnice obdrzime

/ (i) =z~ f(~a).

Dosazenim pravé strany piedeslé rovnosti za hodnotu f (1) v (2.3) ziskdme:

~o (2= 150)) + f-0) =1,
o (=) f(-) = =2,
()= "
fla) = L2

4[Ven, str. 114]
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Snadno se presvédcéime, ze jsme opravdu nalezli (jediné) FeSeni:

1 1\ 1-2% 14+ (1) 1-a3 41
L = — —_ — — x — X —
(@) :z:f( o+ (x) 22 T 2% 22 T 2
3 _ 1 3 1

212 222

V piikladech 2.3 az 2.6 jsme vyhradné vyuzivali metody specifikace nebo nahrazeni
nezavislé proménné jinou proménnou, resp. jednoduchym vyrazem. V ptikladech
2.7 a 2.8 ukdzeme, ze v nékterych ptipadech je vyhodné (nékdy i nezbytné) defi-
novat novou funkci, v jejimz predpisu se vyskytuje hledana funkce.

Naésledujici rovnice, v niz je zavedeni nové funkce nezbytnosti, byla studovana
D. M. Sincovem jiz v roce 1903, a proto také byla nazvana jeho jménem ([Neu,
str. 60]).

Priklad 2.7. (Sincovova funkciondlni rovnice) Urcete vSechny takové funkce
F: R xR — R, ktere rovnost

F(z,y) + F(y,z) = F(z, 2)
splriugi pro viechna x,y,z € R.5

Reseni. Necht F' oznacuje funkci, kterd splituje zadani, a ¢ € R je libovolné, déle
vsak pevné dané. Definujme novou funkci g: R — R ve tvaru

g(x) = —F(z,c)

pro kazdé = € R. Po dosazeni ¢ za proménou z v zadané rovnosti ziskame F'(z, y)+
+F(y,c) = F(z,c), odkud po upravé zjistime, Ze s ohledem na pfedpis funkce g
plati Fl(z,y) = —F(y,c)+F(x,c) = g(y)—g(x). Obdrzeli jsme tak pfedpis funkce F’
ve tvaru F'(z,y) = g(y) — g(z), kde =,y € R.

Dosazenim do zadani se pfesvédéime, Ze jsme opravdu nasli vSechna (i nespo-
jita) FesSeni:

L: F(x,y)+ F(y,z) = g(y) — g9(x) + g(2) — g(y) = g(2) — g(x),
P F(z,z)=yg(z) — g(z).

Na funkci g: R — R z predpisu funkce F' tedy nejsou kladeny zadné podminky.
O

5[Neu, str. 60]
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Poznamka. Sincovova funkcionalni rovnice popisuje znamé pravidlo pii pocitani

s urcitymi integraly
Y z z
/f(t)dt+/ f(t)dt:/ F(t)dt.
T Y T

kde z,y,z € R a f: R — R je funkci (riemannovsky) integrovatelnou na kazdém
intervalu konecné délky, a jeji feSeni je obdobou Newtonovy-Leibnizovy formule

/ "F)dt = Fly) - Flo),

kde F' je primitivni funkce k funkci f.

Piiklad 2.8. Urcete vSechny funkce f: R — R spliujici rovnost
(z—y)f(z+y) — (z+y)f(z —y) = doy(2® — y°)
pro vsechna x,y € R.6
Reseni. Zadanou funkcionalni rovnici budeme fesit uzitim substituce
t=xz—y a u=zx-+y.

Protoze v ptivodni rovnici vystupuji libovolné z,y € R, ze vztahi

u—+t u—t
a =
2 ¥= 73

plyne, ze i v prepsané rovnici budou hodnoty ¢, u € R libovolné. Leva strana bude

tf(u) —uf(t),

Tr =

pravou stranu nyni vypocteme:
u+t u—1t
2 2

Hledame tak kazdou funkci f, kterd splituje rovnost tf(u) — uf(t) = tu® — t3u
pro vSechna ¢, u € R. Ttetich mocnin na pravé strané se zbavime tak, ze uvazime

funkci i danou predpisem h(z) = f(x) — 2* pro kazdé x € R. Po dosazeni funkce
h(z) (f(z) = h(x) + x3) obdrzime

4ay(2® —y?) =4 (z —y)(x+y) = (u? — *)tu = tu® — tPu.

t(h(u) +u®) — u(h(t) + %) = tu® — t?u,
th(u) — uh(t) + tu® — tPu = tu® — tPu,
th(u) = uh(t).

6[Ven, str. 111]
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Odtud po dosazeni t = 1 a navratu k funkci f dostaneme
h(u) = uh(1),
flu) =’ = u(f(1) - 1),
flu) =’ —u(f(1) - 1).

Nasli jsme tedy predpis funkce f, f(z) = 23 —cx, kde f(1) — 1 = ¢ € R. Dosazenim
do zadani ovérime, zda jsme opravdu nalezli feseni funkcionalni rovnice:

(z=y)fl@+y) - (@+y)flez—y) =@ -y ((=+y)° —clz+y)-
—(x+y)(( —y)’ —clz —y)) =
= (2 — (x+y c)—
(ZE2 2)( ):
=@ —y*) ((+ >—c—(<x—y>2—c)):
= (2 — y*)(4ay).

Vidime, Ze rovnost ze zadani plati pro libovolné ¢ € R a Ze jedinymi feSenimi jsou

tedy vSechny funkce tvaru f(z) = 23 — cx.

]

V nésledujicim ptikladu 2.9 ilustrujeme metodu spocivajici v ziskani soustavy
funkcionalnich rovnic ze zadani postupnym nahrazovanim nezavislych promén-
nych. Odéitanim (jindy zase s¢itanim nebo dosazovaci metodou) téchto rovnic pak
miuizeme snadno obdrzet predpis hledané funkce.

Piiklad 2.9. Urcete vsechny funkce f: R — R spliujici pro kazdé z,y € R
rovnost”

fl@+y)+ flz—y) = flx)(y+2) —y(a® — 2y).

Reseni. Necht f je libovolna z hledanych funkei. Po nahrazeni y za x resp. y za —x
ziskame dvé rovnosti

f(22) + £(0) = f(z)(x +2) — (2 — 2z), resp. :
f0) + f(2z) = f(z)(—x + 2) + x(2® + 22). (2.5)
Odeétenim druhé od prvni, tj. (2.4) — (2.5), obdrzime
0= Jr)(o+2) 2o — 20) — J(2) (2 +2) — (s + 20),
0 =2xf(z) — 22°,
22 f(z) = 22°.

[Ven, str. 109]
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Pro kazdé x # 0 tak vidime, Ze f(z) = x2. Zbyva nalézt hodnotu funkce f v bodé 0.
Polozime-li x = 0 a pfedpokladame-li, ze y € R\ {—2,0}, dostaneme

FW) + f(=y) = F0)(y +2) + 27,
y* + (—y)* = f0)(y +2) +2¢7,
0= f(0)(y+2).

Posledni rovnost musi byt splnéna pro vsechna y rtzna od —2 a 0, diky cemuz
dostavame f(0) = 0. Hledany piedpis funkce f m4 tedy tvar f(z) = z* pro vSech-
na x € R. Dosazenim se snadno presvéd¢ime, ze jsme opravdu nalezli (jediné)
feseni:

L: fa+y)+flz—y)=(@+y)?’+ (@@ —y)?=20"+1),
P fx)(y+2) —y(a® —2y) = 2*(y +2) —y(a® — 2y) = 2(2® +¢°).
0

Kapitolu ukonc¢ime ptikladem, v némz narozdil od téch predeslych hledame pred-
pis komplexni funkce komplexni proménné. Jak si ¢tenai bude moci vSimnout, je
metodika FeSeni opét stejna jako u prikladi jiz zde uvedenych.

Priklad 2.10. Necht je ddina funkce g: C — C a komplexni ¢isla a,w, kde w # 1
a w® = 1. Naleznéte vsechny funkce f: C — C, které pro kazdé z € C splriuji®

f(2) + flwz 4+ a) = g(z). (2.6)

Reseni. Necht f je n&jaka funkce spliiujici zadani. Nejdiive si viimnéme, Ze z pied-
pokladu w # 1 a w® = 1 plyne ze zndmého rozkladu dvojélenu w?® — 1 rovnost

w4+w+1=0.
Nahrazenim wz 4+ a za z v zadané rovnosti dostaneme

flwz +a) + f(w(wz +a) +a) = g(wz + a),
f(wz +a) + f(w’z + wa+ a) = g(wz + a). (2.7)

Po jiném nahrazeni w?z + wa + a za z v rovnosti (2.6) obdrzime

f(w*z +wa+ a) + f(ww?z + wa+ a) + a) = g(w’z + wa + a),
fw?z +wa + a) + f(w*z + w?a+wa + a) = g(w*z + wa + a). (2.8)

8[Ven, str. 112]
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Po provedeni (2.6) — (2.7) + (2.8) dostaneme rovnost
f(2) + f(wPz +wa +wa + a) = g(2) — g(wz + a) + g(w*z + wa + a),
odkud s ohledem na fakt, Ze w3 =1 a w? + w + 1 = 0, plyne

(2) — g(wz + a) + g(w?z + wa + a),

f(z)+ f(w3z+a(w2 +w + 1)) =g
F&)+ () = 9(2) — glws + ) + g(uPs +wa +a),
1) = 5 (902) = 9wz + @) + g(w?= + wa+ ).

Odvodili jsme tak pro hledanou funkci f predpis, kterym je urcena pro kazdé
z € C. O tom, ze se jedna skutecné o feSeni, se presvéd¢ime dosazenim do levé
strany zadané rovnosti:

f(2) + flwz+a) = %(9(2) — gwz+a) + g(w’z + wa +a))+
+ = (g(wz + a) — g(w?z + wa + a) + g(w’z + w'a + wa + a)) =

1
2
— %(g(z) + g(w’z + a(w® + w + 1))) = g(2).

]

2.1 Priklady s rfesenim uvedenym v zavéru prace

Priklad 2.11. Urcete vsechny funkce f: R — R splniugici pro vsechna x,y € R
rovnost®

fla+y)=2f(x—y)+ flx) —2f(y) =y -2

Piiklad 2.12. Urcete vsechny funkce f: R — R spliujici pro vSechna =,y € R
rovnost?

flx+y)+2f(x—y)+ f(x) +2f(y) =4z +y.

Priklad 2.13. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R splriugjici rovnost

f@)f(x+1y) = f2(y)f*(x —y)e’™

pro vsechna x,y € R.°

9[Ven, str. 109]
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Priklad 2.14. Necht o je dané redlné cislo. Urcéete vsechny takové funkce
f:(0,00) = (0,00), které pro viechna x € (0,00) spliiuji rovnost

1
wor () 0= 2

Priiklad 2.15. Urcete vsechny takové funkce f: C — C, které splriuji rovnost
F) +2f—2) =142

pro kazdé » € C.1!

107zraelskd matematicka olympiada (1995).
HIA-G, str. 188]






Kapitola 3

Cauchyova funkcionalni rovnice

Metodika feseni prikladii daného matematického oboru musi byt podporena zna-
lostmi jeho zakladnich vysledkd. V nasem pripadé tento vyklad nemutzeme zacit
jinak, nez predstavenim nejznaméjsi funkciondlni rovnice f(x +y) = f(z) + f(y)
pojmenované po francouzském matematikovi A. L. Cauchym. Ackoliv nebyl prvni,
kdo svétu predstavil tuto rovnici spolu s jejim fesenim, diky jejimu uvedeni a na
svou dobu preciznimu vyfeseni spolu s jejimi modifikacemi v dile Cours d’analyse
de I’Ecole royale polytechnique [Cau] si Cauchy zaslouzil, aby tato rovnice nesla
jeho jméno. Dtlezitost Cauchyovy funkcionalni rovnice a jejiho feSeni ocenime
pozdéji v dalsich fesenych prikladech, ve kterych bude zejména vyuzito substituce
pro pfevod zadané rovnice do tvaru Cauchyovy funkcionalni rovnice nebo jiné jiz
vyTesené rovnice, v jejimz feSeni bylo takové substituce uzito.

Priklad 3.1. (Cauchyova funkciondlni rovnice) Urcete vSechny spojité
funkce f: R — R splriujici

fle+y) = f(z)+ f(y)
pro vsechna x,y € R.

Reseni. Necht f dale oznacuje funkci, ktera splituje véechny predpoklady zadani.
Polozenim x = y = 0 zjistime, ze plati f(0) = f(0) + f(0) neboli f(0) = 2f(0),
coZ je splnéno pouze v jediném piipadé, kdy f(0) = 0.

Nahrazenim y opa¢nou hodnotou z, tj. —z, dostaneme f(0) = f(x) + f(—x)
neboli f(—z) = —f(x). Jak vidime, je f lich4 funkce, diky ¢emuz se hledani jejitho
predpisu znac¢né zjednodusi.

Nyni budeme postupné zkoumat vlastnosti funkce f na mnoziné vSech pfi-
rozenych (celych), raciondlnich a redlnych ¢isel. Nejdfive matematickou indukei
dokazeme, ze vztah

f(nz) =nf(z) (3.1)

39
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plati pro libovolné n € N.

Je-li n = 1, je dokazovana rovnost splnéna trivialné. Predpokladejme, zZe je
splnéna také pro dané ny € N. S ohledem na zadani a uvedené predpoklady mizeme
psat

f((no +1)x) = f(noz +x) = f(nox) + f(x) = nof(x) + f(z) = (no + 1) f(x).

Dokazali jsme tak, ze rovnost f(nz) = nf(z) plati pro kazdé n € N a vzhledem
k tomu, Ze je funkce f lichd, plati i pro libovolné n € Z.

Polozenim y = "z, kde m € Z, n € N a z € R, a naslednou upravou do tvaru
ny = mx, z néhoz vyplyva rovnost f(ny) = f(maz), dostaneme s ohledem na (3.1)
vztah

flny) = f(mz),
nf(y) =mf(z),

fy) =~ f (@)

odkud plyne f (%m) = 2 f(z). PoloZenim = 1 v posledni ziskané rovnosti dosta-
neme f(q) =q-c,kdeg="€Qac= f(1) eR.

Jak vidime, maji vSechny funkce, které jsou fesenim tohoto piikladu, na mno-
ziné vSech raciondlnich ¢isel predpis tvaru f(r) = cr, pro vhodné ¢ € R a vSechna
r € Q. Vsimnéme si také, ze jsme nikde nevyuzili predpoklad spojitosti, proto
uvedeny predpis plati i pro nespojité funkce, které spliuji zadanou rovnost. Roz-
Sifenim vyse uvedeného pfedpisu na vsechna realnd ¢isla r € R jiz v8ak spojitostit
funkce f vyuzijeme.

Necht x je libovolné, dale pevné dané realné ¢islo a (r,)5°, je posloupnost
raciondlnich ¢isel konvergujici k z, tj. le r, = x. S ohledem na spojitost funkce f
a jejl pfedpis na mnoziné racionélnicl‘? éiosel pak plati

flz)=f <lim rn> = lim f(r,) = lim r,f(1) = lim r,c = ¢ lim r, = cx.

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

Kazda spojita funkce, ktera je feSenim Cauchyovy funkcionalni rovnice, je tedy
tvaru f(x) = cz, kde ¢ € R. Dosazenim nalezeného piedpisu do zadéani tento
vysledek snadno potvrdime:

L: flz+y)=clz+y)=cx+cy,
P f(z)+ fly) = cx + cy.
[

!'Podminka spojitosti zde neni klicova pro dosazeni kyzeného vysledku. Lze ji napiiklad na-
hradit predpokladem, Ze je funkce f ohrani¢ené na nékterém intervalu kladné délky. Toto tvrzeni
formulujeme ve Vété 3.1. Ale po vynechani tohoto piedpokladu ze zadani budou feSenim i ne-
spojité funkce, jejichz popis lze nalézt v [S-K, str. 9].
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Jak si ¢tenal muze v FeSeni vSimnout, analyzujeme vyhovujici funkce nejdiive
na mnoziné vsech ptirozenych ¢isel, poté zdivodnime tvar téchto funkci na mnoziné
v8ech racionalnich ¢isel a aZ nakonec (s vyuzitim spojitosti) prejdeme k ¢islam
realnym. Tento specificky postup feseni je nékdy povazovan za jednu z vyznamnych
metod, jak funkcionélni rovnice Tesit, a nazyva se proto Cauchyova metoda reseni
rovnic.

Predpoklad spojitosti 1ze pritom nahradit pozadavkem ohranic¢enosti nebo mo-
noténnosti, jak v nasledujici vété (a jejim dusledku), jejiz dikaz lze nalézt v [S-K,
str. 14], uvadime.

Véta 3.1. Necht funkce f: R — R splriuje pro kaZdé x,y € R rovnost
flx+y) = flx)+ fy)

a je ddle bud monotdnni, nebo shora, resp. zdola omezend na néjakém intervalu
kladné délky, pak jeji predpis je tvaru f(x) = cx pro kazdé x € R, kde ¢ € R je
konstanta.

Dusledek. Spliuje-li funkce f: R — R pro kaZdé x,y € R obé rovnosti

flet+y)=f@)+fy) a flzy) = f2)fy),

pak jeji predpis je jeden z tvari f(x) =0 nebo f(x) = x, kde x € R.
Dikaz. Oznac¢me jako f funkci, ktera spliuje zadani. Nahrazenim x za y v druhé
rovnosti dostaneme f(22) = (f(x))* > 0. Zjistili jsme tak, Ze funkce f je proz >0
zdola omezend a z Véty 3.1 proto plyne, Ze jeji predpis je tvaru f(x) = cx, kde
ceR.

Dosazenim nalezeného ptredpisu do druhé rovnosti v uvedenych predpokladech
obdrzime

cxy = ay,

odkud jiz plyne, ze musi byt ¢ = 0 nebo ¢ = 1, aby posledni rovnost platila
pro vSechna z,y € R. Dokéazali jsme tak, ze pfedpis funkce f miize mit opravdu

pouze dvé podoby, a to f(z) = 0 nebo f(z) = x.
]

Taktéz definiéni obor R hledané funkce lze nahradit. Vhodné mnoziny uvadime
v nasledujici vété, na niz se v nékterych prikladech této prace odvolavame a jejiz
dikaz lze nalézt v [A-D, str. 12].

Véta 3.2. Necht D je jedna z mnozin R, (0,00), (0,00), (—00,0) nebo (—o0,0).
Pak kazdd spojitd funkce f: D — R, kterd splnuje rovnost

flx+y) = f(x)+ f(y)

pro viechna x,y € D, md predpis f(x) = cx pro vhodné ¢ € R.
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3.1 Modifikace Cauchyovy funkcionalni rovnice

Pti feseni funkcionalnich rovnic se po urcitych substitucich nemusime nutné dobrat
pfimo k vyse uvedené Cauchyové funkcionalni rovnici, ale k jeji modifikaci spo-
¢ivajici v zaméné operace s¢itani za operaci nasobeni na jedné ¢i obou stranach
rovnice. Celkem tak ziskdme tii nasledujici rovnice?, kde x,y jsou libovoln4 realna
¢isla:

1) flx+y) = f(2)f(y),
2) flxy) = f(z) + f(y),
3) flxy) = f(x)f(y).

U kazdé z rovnic nyni nalezneme vSechna spojita feSeni f: R — R. Necht tedy f
déle oznacuje hledanou spojitou funkci spliujici danou rovnost.

1) Z tvaru zadané rovnice je zfejmé, ze konstantni funkce f(z) = 0 je (trivial-
nim) feSenim. Dokonce podminka ve tvaru f(zo) = 0 pro né&jakou hodnotu zy € R
je dostatecné pro to, aby rovnost f(z) = 0 platila pro libovolné reélné x. Podle
rovnice 1) totiz tehdy pro vSechna x € R plati

f(@) = f((z — z0) + 20) = f(z — 20) f(x0) = 0.

Predpokladejme proto dale, Ze f(z) # 0 pro vSechna x € R. Pak s ohledem na tento
fakt dostaneme

0=1(5+3)=1(3) () =0 ) o

Jak vidime, je v tomto ptipadé obor hodnot hledané funkce f tvoren pouze klad-
nymi realnymi ¢isly. Diky tomu muzeme uvazit novou funkci g: R — R urcenou
predpisem

g(x) =In f(z) pro vSechna z € R.
Tato funkce je zfejmé spojita a vzhledem k jejimu piedpisu a zadané rovnici 1)

dostaneme

gx+y)=Inflz+y) = (f(z)f(y) =Inf(z)+Inf(y) = g(z) + g(y).

Obdrzeli jsme tak rovnost odpovidajici Cauchyové funkcionalni rovnici, kterou
funkce ¢ spliuje pro vSechna z,y € R. Odtud plyne, Ze jeji predpis ma tvar
g(x) = cx, kde c € R.

2Tyto rovnice jsou v nékterych odbornych textech (napt. [And]) pojmenovany postupné
1) Exponencidlni Cauchyova rovnice, 2) Logaritmickd Cauchyova rovnice a 3) Multiplikativni
Cauchyova rovnice.



3.1 MOoDIFIKACE CAUCHYOVY FUNKCIONALNI ROVNICE 43

S ohledem na dosazené vysledky jiz snadno odvodime tvar nenulovych feseni
rovnosti 1):
f(z) =™ = e = ¢,

kde a = e € (0,00). Snadnym dosazenim zjistime, Ze takové funkce jsou opravdu
FeSenim.

Funkcionalni rovnici 1), jak jsme pravé ukazali, spliiuji pouze funkce f(z) =0
a funkce f(z) = a”, kde a € (0,00) je libovolna konstanta.

2) Polozenim y = 0 dostaneme ze zadani f(zy) = f(z) + f(y) rovnost f(0) =
= f(x) + f(0), odkud plyne, ze f(x) = 0 pro vSechna x € R. Proto modifikace 2)
Cauchyovy rovnice se stane zajimavou, teprve kdyz vylouc¢ime nulu z defini¢niho
oboru funkce f a budeme hledat takové spojité funkce f: R\ {0} — R, které
spliiuji rovnici f(zy) = f(z) + f(y) pro vSechna x,y € R\ {0}. Tehdy je mozné
uvazit funkci g: R — R urcenou pro vsSechna realna x predpisem

nebot e # 0 pro kazdé x € R. Funkce g je zfejmé spojita (nebot jak exponencidlni,
tak hledand funkce f jsou spojité) a s ohledem na rovnici 2) plati

gz +y) = f (") = f(e"e¥) = f (") + [ (e¥) = g(x) + g(y).

Dostali jsme tak rovnost odpovidajici Cauchyové funkcionalni rovnici, kterou spo-
jita funkce g spliiuje pro vSechna z,y € R. Jeji pfedpis je proto tvaru g(z) = cx,
kde ¢ € R. Je-li x > 0, pak pro odpovidajici hledanou funkci f plati

flx)=f(e"") =g(Inz) = clnz.

Vyuzitim pravé ziskaného pfedpisu pro > 0 a volbou y = x v rovnici 2) odvodime
pro vSechna zaporna realna x vztah

2f(z) = f(z) + f(z) = f (2*) = clna® = 2cIn|z],

odkud f(z) = c¢ln|z|. Snadnym dosazenim ziskanych vysledkt do zadéni dojdeme
k z&véru, Ze funkce tvaru f(z) = c¢ln|x| s konstantnim ¢ € R je opravdu spojitou
funkei f: R\ {0} — R, ktera je feSenim tlohy, kterou jsme vySe vymezili, tedy
spliwujici rovnici f(zy) = f(z) + f(y) pro vSechny nenulové hodnoty z, y.
Dodejme, zZe Casto se fesi rovnice f(xy) = f(x) + f(y) pouze v mnoziné spo-
jitych funkei f: (0,00) — R, kdy se splnéni rovnice samoziejmé vyzaduje pouze
pro libovolnad z,y € (0,00). VSechna feSeni této tlohy jsou tvaru f(z) =clnx
(véetné funkce f(x) = 0 pro ¢ = 0), nebot i tehdy je mozné uplatnit predchozi
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postup diky tomu, ze e* > 0 pro kazdé = € R. Pro novou funkeci g(z) = f (e”) tak
dostaneme opét Cauchyovu funkcionalni rovnici s proménnymi x,y € R bez ome-
zeni.

3) Polozenim y = 0 v rovnici f(zy) = f(x)f(y) ziskdme f(0) = f(z)f(0).
Odtud pro f(0) # 0 plyne rovnost f(x) = 1 pro vSechna = € R. Je-li naopak
f(0) = 0 a existuje-li redlnd hodnota xy # 0 tak, ze f(zg) = 0, zjistime, Ze
pro vSechna x € R plati

fl@)=F <§0$0) =f (xﬁo) f(xo) = 0.

Snadnym dosazenim zjistime, Ze obé& konstantni funkce f(x) =1 a f(z) = 0 jsou
fesenim.

Predpokladejme déle, Ze rovnost f(z) = 0 plati pouze pro x = 0. S ohledem
na tento fakt a diky tomu, Ze pro libovolné x € R plati

J(e) = F (eFed) = [ (e5) f (e7) = (f (c7))" > 0,
miizeme uvazit funkci g: R — R danou pro kazdé x € R predpisem

g9(x) =1In f (e*).
Pro ni plati

g(z+y) =Inf (") =In f (e"e) =In (f (€*) f (V) =In f (") + In f (') =
= g(x) + g(y)-

Ziskali jsme rovnost odpovidajici Cauchyové funkcionélni rovnici, kterou spojita
funkce g spliiuje pro vSechna x,y € R. Jeji pfedpis ma proto tvar g(z) = cx, kde
¢ € R. Odtud plyne: je-li x > 0, pak pro odpovidajici hledanou funkci f plati

f(.I) _ eg(ln:p) _ eclnm — €.

V postupu hledani pfedpisu funkce f pro z < 0 vyuzijeme hodnotu f(—1),
proto si ji nejdiive z rovnice 3) postupné odvodime: polozime-li z =y =1, do-
staneme rovnost f(1) = (f(1)), ze které s ohledem na vyse uvedenou podminku
(f(x) = 0 pouze pro x = 0) plyne f(1) =1; pro x = y = —1 nakonec ziskdme
f(1) = (f(~=1))* a s ohledem na piedchozi odvozeni (f(1) = 1) vidime, 7e plati
f(—=1) =1 nebo f(—-1) = —1.

Zvolime-li nyni y = —1 v rovnici 3), pak pro z < 0 obdrzime

f@)=f(=(=2)) = (1) f(=2) = f(=1)(-2)* = f(=D)|[",
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odkud s ohledem na odvozené hodnoty f(—1) plati, ze pro vSechna x < 0 je bud
soucasné f(z) = |z|, nebo je soucasné f(x) = —|x|°.

Shrnutim vSech ziskanych vysledki zjistujeme, Ze vSechna feSeni rovnice 3)
musi byt funkce ve tvaru f(z) =0, f(z) = 1, kde z € R, a (pro konstantni ¢ € R)

¢ prox >0 ¢ prox >0
f(x) =< |z|° proxz <0, respektive f(x)=<{ —|z|° prox <0
0 prox =0 0 prox =0

Dosazenim do rovnice 3) se mizeme presvédéit, ze tyto funkce jsou opravdu fe-
senim, které vsak v pfipadé funkci definovanych po ¢astech nejsou spojité, je-li
c <0.

Stejné jako u rovnice 2) se ¢asto rovnice 3) uvazuje jen pro funkce s uzsim defi-
ni¢nim oborem (0, 00), ktery omezuje i volbu proménnych = a y v samotné rovnici.
Podle naseho postupu lze ukéazat, ze kazdé spojité feseni f: (0,00) — R takové
tlohy je jedna z funkci tvaru f(x) = 0, f(z) = 1 a f(x) = z° (pro konstantni

ce R\ {0}).

Pro lepsi orientaci nyni shrneme ta spojita feSeni, kterda jsme v postupech
pro modifikované Cauchyovy funkcionalni rovnice odvodili. Predpokladame pii-

tom, ze proménné z, y v kazdé rovnici nabyvaji vSech hodnot z defini¢niho oboru
funkce f.

R —
(x) = a”, kde a € (0,00).

) fl+y) = f@)f(y),
Regeni: f(z) =0,

2) flxy) = f(x)+ fy), f:(0,00) = R
ReSeni: f(r) = clnz, kde c € R,

3)  [fley) = f(2)f(y), f:(0,00) = R
Regeni: f(x)=0a f(x) = 2° kde c € R.
Poznamka. Uvédomme si, Ze podobné jako u Cauchyovy funkcionélni rovnice lze
i zde, u jejich modifikaci, nahradit defini¢ni obor hledané funkce vhodnou mnozi-
nou. Napiiklad v piipadé 3) miizeme uvazit funkci f: Q* — Q. Reseni lze pak
stejnymi metodami jako vySe odvodit ve tvaru f(z) = 2, kde x € Q" a c € Z.

3.2 Jensenova funkcionalni rovnice

Abychom podpotili nase tvrzeni z tvodu kapitoly o dilezitosti Cauchyovy rovnice
a jejiho Teseni, pfedstavime nyni funkcionalni rovnici pojmenovanou po danském
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matematikovi Johanovi Jensenovi, kterou snadno vytresime pravé pomoci vhodné
substituce prevadéjici zadanou rovnost do tvaru Cauchyovy funkcionélni rovnice.

Priklad 3.2. (Jensenova funkciondlni rovnice) Urcete vsechny spojité funkce
f: R — R spliugici

r+yy _ flo)+ f(y)
f( 2 >_ 2
pro vsechna x,y € R.

Reseni. Nejdiive ozna¢me f libovolnou funkci, ktera splituje véechny piredpoklady
zadani. VSimnéme si, ze zfejmé plati

f<xT—|—y> :f((x+32/)+0> _ f(x+y2)+f(0)’

diky ¢emuz muzeme prepsat levou stranu zadané rovnosti praveé ziskanym vysled-
kem:

fe+y)+f0) _ fl@)+ W)
2 2 '
Upravou pak dostaneme f(x +y) + f(0) = f(z) + f(y), odkud dale plyne

f(@+y) = f(0) = f(x) = f(0) + f(y) — f(0).
Definujme spojitou funkci g: R — R pfedpisem

g(x) = f(x) = f(0)

pro kazdé x € R. Posledni ziskanou rovnost tak mtzeme prepsat do tvaru

g(r +y) = g(x) + g(y).

Tento vysledek odpovidd Cauchyové funkcionalni rovnosti, jez spojita funkce g
spliiuje pro vSechna z,y € R. Plati tedy, Zze g ma predpis ve tvaru g(z) = cz, kde
ceR.

Dosazenim nalezeného predpisu do definice funkce g zjistime, ze plati cx =
= f(x) — f(0) neboli f(z) = cx + a, kde a = f(0) € R. Dosazenim nalezeného
tvaru funkei do zadani dojdeme k zavéru, Ze jsme opravdu nalezli (vSechna spojita)
feseni prikladu:

Li f(55) = () Ha=T5 " 1e,
p. f(q:)—2|—f(y) :cx+a42rcy+a:c:c—;—cy+a

Konstanty a, ¢ v pfedpisu f(x) = cz + a jsou tedy libovolné.
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Ziejmé lze na Jensenovu rovnici pohlizet jako na zobecnéni Cauchyovy funkcionalni
rovnice, nebot jejimi feSenimi jsou vSechny linedrni funkce (nejen funkce p¥imé
amérnosti).

Existuje vSak i obecnéjsi zadani této rovnice, kterou nyni uvedeme ve formé
véty a na niz se v textu budeme taktéz odvolavat. Odvozeni jejiho Teseni miize
Ctendf nalézt v [Kucz, str. 351].

Véta 3.3. Necht I oznacuje libovolny neprazdny interval. Pak kaZdd spojitd funkce
f: I — R, ktera splriiuje rovnost

f <xv2Ly> _ f(fv)-zkf(y)

pro viechna x,y € I, md predpis f(x) = cx + a, kde a,c € R.

3.3 Pexiderova funkcionalni rovnice

Vyznamnych vysledk v oblasti funkcionalnich rovnic dosédhl na poc¢atku 20. sto-
leti i ¢esky matematik Jan Vilém Pexider z Prahy [Neu, str. 98]. Nasi pozornosti
by neméla uniknout zejména funkcionalni rovnice pojmenovand po tomto mate-
matikovi, na niz lze pohlizet jako na zobecnéni Cauchyovy funkcionalni rovnice.

Piiklad 3.3. (Pexiderova funkciondlni rovnice) Najdéte vsechny spojité
funkce f,g,h: R = R vyhovujici vztahu

f(@+y) = g(x) + hy)
pro vsechna x,y € R.

Reseni. Necht f, g, a h dale oznacuji libovolné spojité funkce, které spliuji zadanou
rovnost. Polozenim x = 0, resp. y = 0 dostaneme

f(y) = g(0) + h(y), respektive f(z) = g(x) + h(0),

coz po preznaceni a tpravé dava h(x) = f(z) — a, resp. g(x) = f(x) — b, kde
a=g(0) € Rab=h(0) € R. Dosazenim poslednich dvou vyjadfeni funkci g a h
do zadani ziskame rovnost

flx+y)=fz) = b+ fly) —a (3.2)

Definujme novou spojitou funkci k: R — R predpisem

k(x)=f(x)—a—10
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pro kazdé x € R. Funkci f mtizeme pomoci pravé zavedené funkce k vyjadiit jako
f(z) = k(z) + a + b a poté dosadit do (3.2), diky ¢emuz ziskdme rovnost

k(z+y)+a+b=(k(x)+a+b) —b+ (k(y) +a+b) —a,
k(z +y) = k(z) + k(y).

Dostali jsme tak rovnost, kterd odpovida Cauchyové funkcionéalni rovnosti, jiz spo-
jita funkce k spliuje pro vSechna x,y € R. Plati tedy, ze £ mé pfedpis ve tvaru
k(x) = cx, kde ¢ € R.

Dosazenim nalezeného predpisu do vztahu, kterym jsme funkci k zavedli, zjis-
time, ze plati cx = f(z) — a — b neboli

f(x) =cr+a+b.

Nakonec z vyse uvedenych vztahti pro funkce g a h (g(x)= f(x)—b a h(x)= f(x)—a)
dostaneme s ohledem na nalezeny tvar funkce f rovnosti

g(x)=(cx+a+0b) —b=cr+a,
h(z) = (cx +a+b) —a=cr+b,

kde a,b,c € R.

Nalezli jsme tak mozné tvary vsech trojic f, g, h spojitych feseni Pexiderovy
rovnice vyjadfenych pomoci konstant a, b, c € R. Dosazenim do zadani se presvéd-
¢ime, Ze to jsou FeSeni, af jsou éisla a, b, ¢ zvolena jakkoli:

L: flz+y)=clz+y)+a+b,
P: gx)+h(y)=ct+a+cy+b=clx+y)+a+b.

]

Podobné jako jsme u Cauchyovy funkcionalni rovnice uvazovali modifikace spociva-
jici v zaméné souctu za soucin, i zde mizeme stejnym zptusobem ziskat nasledujici
tTi modifikované Pexiderovy funkcionalni rovnice pro spojité funkce f, g, h: R — R:

1) f(x+y) = g(x)h(y),
2) f(xy) = g(x) + h(y),
3) f(zy) = g(x)h(y)

Princip feseni spociva podobné jako u Cauchyovych modifikaci ve vhodné pouzi-
tych substitucich s nové definovanymi funkcemi, diky nimz nam zadana rovnice
prejde do ptvodniho tvaru, ktery jsme jiz vyse vyftesili. Tentokrat vsak budeme
klast jistd omezeni na defini¢ni obor a obor hodnot hledanych funkci. Obecnéjsi
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feSeni by totiz nebyla natolik velkym pfinosem, abychom kviili nim uvadeéli kom-
plikovanéjsi rozbory.

Napiiklad u rovnice 1) si miZzeme vSimnout, Ze pokud kazda ze t¥i hledanych
funkci f, g a h nabyva pro vSechna x € R stejného znaménka, pak mohou nastat
nasledujici situace: je-li f(z) < 0, pak funkce g a h maji opa¢né znaménko, je-li
naopak f(x) > 0, jsou funkce g i h vzdy obé kladné, nebo vzdy obé zaporné. Témto
rozvétvenym feSenim se v pfipadé 1) snadno vyhneme tak, ze jako obor hodnot
hledanych funkci budeme uvazovat interval vSech kladnych redlnych cisel.

1) Necht spojité funkce f, g, h: R — (0, 00) spliiuji zadanou rovnost f(x+y) =
= g(z)h(y). Uvazme funkce F,G, H: R — R dané pfedpisy

F(z)=In f(x), G(z) =lng(z), H(z) =Inh(x)

pro kazdé = € R. Tyto funkce jsou ziejmé spojité a spliuji vzhledem k zadani
rovnost

F(z+y)=Inf(z+y) =In(g(x)h(y)) =Ing(z) +Inh(y) = G(x) + H(y).

Dostali jsme rovnost, ktera odpovida Pexiderové funkcionalni rovnici a kterou
funkce F, G a H splnuji pro vsechna x,y € R. Odtud plyne, Ze jejich predpisy
maji tvar F'(z) = Cx+ A+ B, G(z) =Cx+ A, H(x) = Cx+ B, kde A, B,C € R.

S ohledem na dfive dosazeny vysledek jiz nyni snadno odvodime tvar feSeni
rovnice 1):

F(z)=Inf(x) =Czx+ A+ B,
f(.flf) — er—l—A—i—B
/(@)
kde a = e, b = eP, c = e € (0,00). Stejnym zpiisobem odvodime predpisy funkci
g a h ve tvaru g(x) = ac® a h(x) = bc”.
Za danych predpokladii spliiuji rovnost 1) pouze funkce f(x) = abc®, g(x) = ac”
a h(x) = bc®, o CemZ se mizeme presvédcit snadnym dosazenim do zadéni.

abc”,

2) Necht funkce f,g,h: (0,00) — R jsou spojité a spliiuji pro libovolna éisla
z,y € (0,00) vySe zadanou rovnost f(zy) = g(z) + h(y).
Definujme nejdfive funkce F, G, H: R — R predpisy tvaru

F(z) = f(e"), G(x) =g (e"), H(x) =h(e)
pro kazdé x € R. Tyto funkce jsou zfejmeé spojité a vzhledem k zadani pro né plati

Flx+y)=f (") = f(c"e) = g (e") + h (V) = G(z) + H(y).
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Ziskali jsme rovnost odpovidajici Pexiderové funkcionalni rovnici, kterou spo-
jité funkce F, G, H splnuji pro vSechna z,y € R. Jejich pfedpis ma proto tvar
F(x)=cxt+a+0b, G(x) =cr+a, Hz)=cx+b,kde a,b,c € R.

Diky tomu jiz mizeme odvodit tvar Feseni zadané rovnice 2):

F)=f(e")=cr+a+b,
f(z) =clnx +a+0.

Stejnym postupem zjistime, ze predpisy zbyvajicich hledanych funkei g a h jsou tvaru
g(x) =clnz+aah(x)=clnz+0.

Dosazenim do zadani se pfesvédéime, ze funkce tvaru f(z) = clnz + a + b,
g(x) = clnz +a a h(z) = clnx + b, kde a,b,c € R a z € (0,00), jsou opravdu
resenim:

L: f(xy)=clnay+a+b,
P: g@)+h(ly)=clhzx+a+clny+b=clnzy+a+b.

3) Necht spojité funkce f, g, h: (0,00) — R spliuji pro kazdé z,y € R rovnost
f(zy) = g(x)h(y). Polozenim = y = 1 dostaneme f(1) = g(1)h(1). Je-li f(1) =0,
pak plati g(1) = 0 nebo h(1) =0. Prox =1a g(1) =0, resp. y =1a h(l) =0
dostaneme ze zadané rovnosti vztah

f(y) = g(1)h(y) = 0, respektive f(z) = g(x)h(1) =0

pro kazdé y € R, resp. kazdé x € R. V obou pfipadech je funkce f spolu s jednou
z funkei g, h nulova a zbyvajici funkce (¢ nebo h) je libovolnd spojita. Tyto trojice
funkci zifejmé splnuji zadani, proto je miizeme povazovat za TeSeni.

Predpokladejme dale, ze f(1) # 0, tudiz i g(1)h(1) # 0, a vyjadfeme funkci g,
resp. h volbou y = 1, resp. z = 1:

f(x) = g(x)h(1), respektive  f(y) = g(1)h(y),
f(x) _ f(x)
=5 h(y) = =

~g(1)

pro v8echna z € (0,00). Dosazenim téchto vyjadfeni za funkce g a h v zadani
dostaneme

f(x)f(y)

xy) = g(x)h(y) = . 3.3
flzy) = g(x)h(y) SA(D) (3.3)
Definujme nyni novou funkci k: (0, 00) — R piedpisem ve tvaru
f(z)
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pro kazdé = € (0, 00). Tato funkce je ziejmé spojitd, nebot f je spojita, a vzhledem
k (3.3) spliuje
f@)f)
fley)  — sory  fl®) )
g(MA()  g(Mh(1)  g(D)A(1) g(1A(1)

Ziskali jsme tak rovnost odpovidajici modifikované Cauchyové funkcionalni rovnici,
kterou spojitéd funkce k spliiuje pro vSechna z,y € (0,00). Jeji pfedpis ma proto
tvar k(x) = 2, kde c € R.

S ohledem na definici funkce & a vyse uvedené vysledky jiz snadno vyjadiime
hledanou funkci f a poté i g a h ve tvaru

k(ry) = = k(z)k(y).

_ S
K= Smay
f(x) = k(z)g(1)h(1),
f(z) = aba®,
odkud déle s ohledem na znaceni a = g(1), b = h(1) dostaneme
_ [f@) _ @)
g(x) = ma h(z) = m,
g(x) = abbac = azx’, h(z) = al;m = ba®,

kde a,b,c € R a bc # 0.

Snadnym dosazenim do zadani bychom se presvédcili, ze spojité funkce tvaru
f(z) = abz, g(x) = azx® a h(x) = bx® s vySe uvedenymi podminkami na konstanty
a, b, ¢ jsou opravdu FeSenim rovnice 3).

3.4 Vinczeova funkcionalni rovnice

Nésledujici rovnici, jejimz feSenim se jako prvni zabyval madarsky matematik
Endre Vincze a po ném% je tato rovnice pojmenovana®, lze povaZovat za zobec-
néni (,,slouceni“) Pexiderovy rovnice a jeji modifikace 1) z podkapitoly 3.3 ([And,
str. 25]).

Priklad 3.4. (Vinczeova funkciondlni rovnice) Urcete vSechny spojité funkce
fy9,h, k: R — R, které pro vsechna z,y € R splniuji rovnost

flx+y) = g(x)k(y) + h(y).

3Nazev rovnice lze dohledat pouze v cizojazyénych textech.
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Reseni. Necht f, g, h, k dale ozna¢uje funkce, které spliuji zadani.
Predpokladejme nejdiive, ze funkce f je konstantni, tj. f(x) = K7, kde K; € R.
Tehdy lze zadanou rovnost prepsat do tvaru

Ky = g(z)k(y) + h(y). (3.4)

Existuje-li yo € R takové, Ze k(yo) # 0, pak nahrazenim y za yo v (3.4) obdrzime
pro funkci g rovnost
. Ky — h(yo)
M=)

pro véechna x € R, kde Ky € R. Pro funkci h pak s ohledem na f(x) = K;
a g(x) = Kj snadno z (3.4) odvodime h(y) = K; — Ksk(y), kde k je libovolna
spojita funkce nabyvajici nenulové hodnoty v néjakém bodé.

Naopak, pokud neexistuje zadné yo € R s vyse uvedenou vlastnosti, tj. plati-
-li k(y) = 0 pro vSechna y € R, pak rovnost (3.4) ptejde do tvaru K; = h(y)
a funkce g mtze byt libovolna.

Celkem jsme tak zjistili, ze jednim typem feSeni je ¢tvefice funkci f, g, h,k
tvaru f(z) =K1, g(z)=Ks a h(z) = K1 — Kqk(z), kde K1, K3 € R a k je libovolna
nenulova spojita funkce, druhym typem feseni je ¢tverice tvorend dvéma konstant-
nimi funkcemi f(x)=h(z)= K1, nulovou funkei % a libovolnou spojitou funkei g.
U vsSech dalsich fesSeni je uz funkce f nekonstantni.

Vsimnéme si, ze pokud plati k(y;) = 0 pro né&jaké y; € R, 1ze zadanou rovnost
pro y =1y, zapsat ve tvaru f(z+y;) = h(y1), coz vSak bude znamenat, ze funkce f
je konstantni. To je ale ptfipad, ktery jsme jiz rozebrali vyse.

Predpokladejme proto dale, ze funkce k nenabyva v zadném bodé nulové hod-
noty a f je nekonstantni funkci. Ozna¢me a = k(0) # 0a b = h(0). Polozenim y = 0
v zadani dostaneme s ohledem na pfedchozi oznaceni rovnost f(x) = ag(x) + b ne-
boli

= K,

_ fl@)—b
g(z) = B (3.5)
Pfepsanim funkce g v zadani podle (3.5) obdrzime
fla+9) = T2 0) 1 ngy),
fla+9) = 1) 4 ngy) - P (36)

Definujme nové spojité funkce ¢, 1), x: R — R predpisy

o) =" @) = h@ - P @) = 1) - 1)

a a
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pro kazdé x € R. Dosazenim funkci ¢, za pfislusné vyrazy v rovnosti (3.6)
dostaneme

flx+y) = f(@)o(y) +¥(y). (3.7)

Polozenim z = 0 ziskdme f(y) = f(0)¢(y) + ¢ (y) neboli ¥'(y)=f(y)—f(0)o(y).
Nyni nahradime funkci ¢ v (3.7) pravou stranou posledni rovnosti a vysledny

vztah upravime tak, abychom piepsali vyrazy s f za vyrazy s x :

flxz+y) = f(x)o(y) + f(y) — f(0)d(y),
flx+y) = £(0) = (f(z) — f(0)(y) + fy) — f(0),
x(z +y) = x(x)o(y) + x(v)- (3.8)

Po vzajemné vyméné x za y vzhledem k symetrii levé strany (3.8) dostaneme
porovnanim pravych stran x(z)¢(y) + x(y) = x(y)o(z) + x(z) neboli

(o(y) — 1)x(x) = (o(x) — 1) x(y). (3.9)

Dalsi postup rozdélime na dva pripady podle toho, zda funkce ¢ nabyva néjaké
hodnoty rtizné od 1 ¢i nikoliv.

1. Jeli ¢(x) =1 pro kazdé x € R, dostaneme z definice funkce ¢ (gb(x):@)
predpis funkce k :
k(x) =a pro kazdé x € R.

Dale (3.8) pfejde do rovnosti x(z + y) = x(z) + x(v), kterd odpovida Cauchyové
funkcionalni rovnici. Spojita funkce x ji spliiuje pro vsechna x,y € R, a jeji pfedpis
mé proto tvar y(z) = dz, kde d € R. Vzhledem k zavedeni funkce x obdrzime
x(x) = f(z) — f(0) = dz neboli

f(z) =dx +c pro kazdé x € R,

kde ¢ = f(0) € R a vzhledem k predpokladu, Ze f je nekonstantni, d # 0. Dosaze-
nim posledniho vztahu za funkei f do (3.5) ziskdme pfedpis funkce g :

_d:p—l—c—b

a

g(x) pro kazdé z € R.

Polozenim = = 0 v (3.7) s ohledem na nalezeny piedpis funkce f a rovnost ¢(z) =1
ziskdme dy + ¢ = ¢ + ¢ (y), odkud plyne ¢ (x) = dz pro kazdé x € R. Dosazenim
predpisu funkce 1) do jeji definice s ohledem na k(x) = a nakonec dostaneme
dz = h(z) — % neboli

h(x) =dx+b pro kazdé = € R.
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2. Predpokladejme naopak, Ze pro néjaké xy € R plati ¢(xy) # 1. PoloZzenim
y = xo v (3.9) obdrzime rovnost

(¢(1‘0) - 1)X(l‘) = (¢(l‘) - 1)X($0);

X (o)
x)=(¢(x) —1)—/——— =s(o(x) — 1), 3.10
kde s = %) ¢ R. S ohledem na predpoklad, ze funkce f je nekonstantni

¢(zo)—1
(existuje x € R, pro které x(z) = f(z) — f(0) # 0) plati s # 0 a po dosazeni pravé

strany ze (3.10) za funkci x do rovnosti (3.8) ziskdme vztah

s(d@+y) — 1) = s(6(z) — 1)dy) + s(e(y) — 1),
(6 +y) —1) = (6(2) —1)o(y) + (6(y) — 1),
o(x +y) = ¢(2)d(y).
Ziskali jsme tak rovnost odpovidajici modifikované Cauchyové funkcionalni rov-
nici, kterou spojitda funkce ¢ splnuje pro vSechna x,y € R. Funkce ¢ ma proto

predpis tvaru ¢(z) = t* (x € R) s vhodnou konstantou ¢ > 0 a podle pfedpokladu
d(xo) # 1 je t # 1. Z definice ¢ (¢(z) = %I)) obdrzime predpis funkce k ve tvaru

k(x) = at® pro kazdé z € R.

Dosazenim nalezeného predpisu ¢ do rovnosti (3.10) ziskdme y(z) = s(t* — 1),
odkud vzhledem k definici x (x(z) = f(z) — f(0)) obdrzime pfedpis funkce f
ve tvaru s(t* — 1) = f(z) — f(0) neboli

f(z) = st® + ¢ pro kazdé x € R,
kde s € R\ {0} a ¢ = f(0) — s € R. Z rovnosti (3.5) obdrzime vzhledem k posled-
nimu vysledku predpis funkce g ve tvaru

st +c—0b
g(x) = srrez? pro kazdé z € R.
a

Nakonec ziskané vysledky dosadime do zadané rovnosti, ve které polozime = = 0,
a ziskdme predpis funkce h :

—b
stV + ¢ = Laty + h(y),
a

h(y) =c+ (b—c)tY pro kazdé y € R.

Shrnutim vsech odvozenych predpisti dostaneme vSechna spojita feseni Vincze-
ovy funkciondlni rovnice (o jejich spravnosti se nyni jesté presvéd¢ime zkouskou
dosazenim).
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1. f(x) =K1, g(r) = Kyah(x) = K;— Ksk(x), kde K1, K3 € R ak je libovolna
nenulova spojita funkce.
Zkouska:

K = f(z+y) = g(x)k(y) + h(y) = Kok(y) + K1 — K2k(y) = K;.

2. f(z) = h(x) = Ky, k(x) = 0 a g je libovolna spojita funkce, kde K; € R.
Zkouska: Kl = g($)0 + Kl = Kl-

3. f(x) = dz + ¢, glx) = =L h(z) = dz + b a k(z) = a, kde b,c € R
aa,d € R\ {0}. Zkouska:

Ao+ y) o= et u) = g@h(w) +hiy) = T a v ay b=

=d(z+y)+c
4. f(z) = st"+c, gla) = L= h(z) = c+ (b—o)t” a k(z) = at®, kde b,c € R
aa,s,t € R\ {0}, pficemz ¢t > 0, t # 1. Zkouska:

t* —b
stV 4= flx +y) = glx)k(y) + hly) = % at¥+

+c+ (b—o)t! = st™Y +c.
O

Nasledujici dtsledek Vinczeovy funkcionalni rovnice vyuzijeme pozdéji v ¢asti po-
jednéavajici o vlastnostech tzv. kvaziaritmetického primeéru.

Disledek. Kazdd nekonstantni spojitd funkce f: R — R, kterd splnuje rovnost

flxz+y) = f(x)k(y) + h(y)

pro vSechna z,y € R, kde h,k: R — R jsou funkce s vlastnosti k(z) # 0 pro kazdé
r € R, je tvaru:

f(z) =dx+c, nebo f(x)=st"+c,
kde c,d,s € R, pricemZd,s #0 at >0, t # 1.

Diikaz. Zadana rovnost odpovidad Vinczeové funkcionalni rovnici z prikladu 3.4
ve specialnim pripadé f = g.



56 KAPITOLA 3. CAUCHYOVA FUNKCIONALNI ROVNICE

Protoze hledame jen nekonstantni spojité funkce f, staci se v zavérec¢ném pie-
hledu teseni prikladu 3.4 omezit jen na feseni z bodt 3 a 4. V bodé 3 z podminky
f = g obdrzime rovnost

de+c—b
dr +c= ———,
a
ktera je splnéna pro kazdé = € R, pravé kdyz a = 1 a b = 0, takze k(x) = 1
a h(z) = dx.
V bodé 4 mé odpovidajici rovnost tvar
. st* +c—b
stt +c= ————,
a

takZze vyhovuje opét a=1, b=0 a odpovidajici funkce k(x)=t* a h(x)=c(1 —t*).
[

Poznamka. Vsimnéme si, ze v predpokladech pravé dokézaného dusledku neni
pozadovana spojitost funkci k a h. Jak vsak mtzeme v feseni prikladu 3.4 vypozo-
rovat, v pripadé nekonstantni funkce f neni zapotiebi predpokladat, ze funkce k
a h, které spolu s funkcemi f, g jsou fesenimi rovnice

flxz+y) = g(x)k(y) + h(y),

jsou spojité, jejich spojitost totiz plyne z predpokladané spojitosti prislusné funkce f.

3.5 Kvaziaritmeticky primeér

Nézorné vyuziti predeslych vysledk®, konkrétné Jensenovy rovnice a disledku
Vinczeovy rovnice, ilustrujeme v diikazech tii tvrzeni o kvaziaritmetickych pri-
merech ze dvou cisel.

Definice. Necht f: I — R je prosté spojita funkce, kde I C R je dany interval.
Definujme pro libovolnéd x,y € I funkci ms: I x I — R vztahem

my(z,y) =~ (M) : (3.11)

Tato funkce se nazyva kvaziaritmeticky prtimér na intervalu I hodnot x a y
generovany funkci f.

Vsimnéme si, ze predpoklad injektivnosti spojité funkce f lze ekvivalentné zameé-
nit za predpoklad, Ze spojita funkce f je ryze monoténni (rostouci nebo klesajici
na celém svém definiénim oboru).



S7

3.5 KVAZIARITMETICKY PRUMER
Y y=f(x)
fv) +
fw+fv) | _ ___ ________
2 |
|
|
flu) 1 :
0 / U my(u,v) v x
Obr. 1: Grafickd interpretace priaméru ms(u,v)=f~* (%}‘(W) i

Dfive nez uvedeme obecné vlastnosti kvaziaritmetického priméru, ukazeme, ze
vhodnou volbou funkce f obdrzime znadmé pruméry (aritmeticky, geometricky,

harmonicky).
Tty

Polozenim f(z) = x v (3.11) obdrzime aritmeticky prameér
my(2,y) = —5

Pro geometricky, resp. harmonicky pramér staci uvazit funkci f(z) = Inz, resp.

f(xz) =1, ob& na intervalu (0, 00), pii kterych piejde (3.11) do tvaru
neboli m¢(x,y) = /7,

Inz+Iny
2

mg(r,y) =e
1 2
neboli m¢(z,y) =
sley) =1

+
2

8=
< |~

respektive

8=
< =

mf<x7y) =

Uvédomme si dale, Zze pojem prumér je v definici pouzit zcela opravnéné,
nebot kvaziaritmetickym primérem dvou ¢isel x a y je vidy hodnota mezi nimi

(pro x #y), resp. hodnota rovna x a y (pro x = y), tj.
min{z, y} < my(z,y) < max{z,y}.

Tuto skutecnost dokdzeme sporem pouze pro rostouci funkei f (pro klesajici
funkei se postupuje analogicky). Necht f: I — R je spojitd invertibilni funkce,
kterd je rostouci, a my:IxI — R je kvaziaritmeticky primér generovany touto
funkei. Ptipustme existenci takovych hodnot xg,yo € I (zo < yo), Ze neplati

Ty < mf(xo,yo) < Yo,
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tj. ze plati bud nerovnost m¢(zo, yo) < xo nebo yo < mg(xo, yo). Vzhledem k pred-
pokladu, Ze je funkce f rostouci (zfejmé je pak rostouci i funkce f~1), plati jedna
z upravovanych nerovnosti:

my(zo,yo) < Yo < mys(o,%0),
f_1< {L‘o +f Yo >§ yoﬁf_l (f(xo);f(y0)>7 /f( )
(% +f (%0) < f(wo), Flyo) < f(%)gf(yo)?
f( 0) < f(o), f(yo) < flwo). (3.12)

Jak vidime, v obou pripadech jsme se dostali do sporu s tivodni nerovnosti zy < o,
nebot funkce f je rostouci.
Pro xg = yo obdrzime z definice kvaziaritmetického priméru rovnost

gCan, o) = £ (FEDZIE) ot g a)) =

Dokazali jsme tak, ze libovolny kvaziaritmeticky primeér dvou hodnot genero-
vany rostouci spojitou funkci f spliiuje nerovnosti

min{z, y} < ms(z,y) < max{z,y},

pritom obé rovnosti nastanou pouze soucasné, a to pravé v pripadé r = y.
Ztejmym disledkem, ktery pozdéji vyuzijeme, je fakt, ze kvaziaritmeticky pri-
meér kladnych, resp. zadpornych hodnot je vzdy kladny, resp. zaporny.
Nyni i s ditkazy, v nichz vyuzijeme feSeni Jensenovy funkcionalni rovnice, uve-
deme tii vlastnosti kvaziaritmetického primeéru:

1. Je-li kaZda z danych spojitych funkci f, g: R — R invertibilni a plati-li pro vsech-
na x,y € R rovnost

I= (f(:c);rf(y)> _ g (M) , (3.13)

pak plati g(x) = af(x) + b, kde a,b € R (a #0).

Diikaz. Oznaéme u, = f(x) pro kazdé x € R. Protoze je funkce f spojita a inver-
tibilni, existuje ke kazdému u, z intervalu H(f) jediné x € R tak, ze u, = f(z).
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S ohledem na z = f~! ( f (:E)) muzeme rovnost (3.13) pfepsat do tvaru

o (M) e <g(f1<f<x>>> gg(f“f(y)))) - Je()

(go fh) <u$—|2—uy> _ (go fY)(uy) _;_ (g0 f~)(uy)

Obdrzeli jsme rovnost, kterd odpovida Jensenové funkcionalni rovnici. Spojita
funkce g o f~! ji spliluje pro vSechna u,,u, € H(f) a ma tedy predpis ve tvaru
(9o f)(uz) = au, + b, kde a,b € R. S ohledem na substituci u, = f(z) dosta-
neme g(x) = af(x)+b. Pro a = 0 bychom obdrzeli konstantni funkci g, coz je spor

s predpokladem, Ze k této funkci existuje funkce inverzni, proto a # 0.
]

Mezi dalsi vlastnosti nékterych kvaziaritmetickych primért na celém R patii
translativita. Rekneme, %e kvaziaritmeticky primeér m;(z,y) na R je translativni,
pokud plati rovnost

mg(x +p,y+p) =mg(x,y) + p.

pro vSechna x,y,p € R. Nasledujici tvrzeni a jeho diikaz odpovi na otazku, jakého
tvaru jsou generujici funkce f, pro které je prislusny kvaziaritmeticky prameér
translativni.

2. Je-limys(x,y) translativnd kvaziaritmeticky prameér, tj.

o (fletp)+Hfy+p  (f@)
kde f: R — R je spojita invertibilni funkce a xz,y,p € R libovolnd, pak plati
my(z,y) = T2 (aritmeticky primeér) nebo my(z,y) = log, “22 (tzv. exponenci-
dlnd primeér), kdet >0 at # 1.

Dukaz. Necht p € R je libovolné, déle pevné dané. Definujme spojitou invertibilni
funkci g: R — R pfedpisem

g(x) = f(x +p) pro vSechna x € R.

S ohledem na zavedenou funkci g a invertibilitu obou funkei f, g obdrzime po tprave
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(3.14) rovnost

g(x) ;rg(y) _ s (f_1 <f(x)-2Ff(y)) +p) @) = o)
g(x) -th(y) _, (f_1 (f(x);f(y)))’ 1 ()
4! (g(ﬂr) : g(y)) _ (f(fv);rf(y)>

Znamena to, ze funkce f, g generuji tyz kvaziaritmeticky primeér. Jak jsme v pred-
chozim ukézali, existuji takovd a,b € R (a # 0), ze plati g(z)=af(x)+b. Do-
sazenim za funkci g, pro niz plati g(x) = f(z + p), dostaneme pro dané p :
f(z+p) = af(z) + b. Zménou hodnoty p € R v predeslé rovnosti ovSem ziskame
i (obecné) jiné hodnoty pro a a b, proto existuji funkce a,b: R — R takové, zZe
plati rovnost

f(x +p) = alp)f(x) + b(p) (3.15)

pro libovolna x,p € R. Ziejmé plati a(p) # 0 pro vSechna p € R. Kdyby totiz
existovalo py € R tak, Ze a(py) = 0, obdrzeli bychom

f(x+po) = alpo) f(x) + b(po) = b(po),

coz je spor s tim, ze k funkci f existuje inverzni funkce (f nemuze byt kon-
stantni). Funkce a,b, f spliiuji s ohledem na rovnost (3.15) vSechny ptredpoklady
diive uvedeného disledku Vinczeovy funkcionalni rovnice. Predpis funkce f je
proto tvaru f(z) = dx + ¢ nebo f(z) = st* + ¢, kde ¢,d,s,t e Rad,s #0,t >0,
t # 1. Pro f(z) = dx + ¢, resp. f(x) = st® + ¢ ziskdme inverzni funkci ve tvaru
@) = 22, resp. £ () = log, (=2).

Dosazenim do kvaziaritmetického priméru za funkci f a f1, tj. f(z) =dz + ¢
a f~H(z) = &£, resp. f(z) = st” +ca f(z) =log, (*¢) , obdrzime:

f<x>+f<y>) I i R

D o) = 5 (12 ety

(st®+c)+(stY+c) N T
2) my(z,y)=f" (M) =log, ( ? c) —log, ="

2 S
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Druhou vlastnosti nékterych kvaziaritmetickych primért, kterou jesté posoudime,
je jejich pfipadnd homogenita. Kvaziaritmeticky primér m¢(x,y) na RT nazveme
homogenni, jestlize rovnost

mf(tl'a ty) = Zf7nf(x7 y)

plati pro vSechny kladné realné hodnoty x,y,t. Nyni dokdzeme tvrzeni, Ze mezi
homogennimi kvaziaritmetickymi primeéry najdeme pouze dva typy prameéra.

3. Je-li mg(x,y) homogenni kvaziaritmeticky pramér na R™, tj. plati-li

my(tx, ty) = tmy(x,y)

pro vSechna x,y,t € RT, kde f: R™ — R je spojitd invertibilni funkce, pak plati

mys(z,y) = /2Ty (geometricky primeér) nebo mg(x,y) =
prumér stupné p), kde p € R\ {0}.

xp-l,-yp - ”
=L (tzv. mocninng

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze hodnoty x,y,t jsou kladné, je i ptislusny kvaziarit-
meticky primér kladny a mizeme obé strany zadané rovnosti ,zlogaritmovat®,
diky ¢emuz dostaneme

Inm(tz,ty) = In (tm(z,y)) = Int + Inm(z,y).
Nahrazenim z, resp. y, resp. t za €%, resp. eY, resp. e! ziskdme

Inm(e'e”, e'e?) = Ine’ + Inm(e”, e),

Inm (e, &) =t + Inm(e”, e¥).

Funkci m': R x R — R definujme ptfedpisem m/(z,y) = lnm(e”,e¥) pro kazda
x,y € R. Posledni ziskanou rovnost pak miizeme snadno piepsat do tvaru

m'(t +x,t +y) =t +m'(z,y).

Obdrzeli jsme vztah odpovidajici translativnimu kvaziaritmetickému praméru m/
(na R) a podle predchoziho tvrzeni plati m/(z, y) = “¥ nebo m'(z,y) = log, “4=.
Piejdeme-li k praméru m podle predpisu m/, obdrzime v prvnim ptipadé s ohledem
na kladné hodnoty x a y rovnost

Inm(e”,e’) =

m(z,y) =e 2 =.,/7y
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a ve druhém piipadé dostaneme s vyuzitim logaritmickych vzorci e®=t*1o8t¢
1

a log, e = ;- rovnost

t* +tY

Inm(e”,e’) = log,

Inz 1 Inz 1 1
10gt<t”;tny> logt(t%;tny)logte e o gloy\ o8
m(z,y) =e =t =(—— =

2
1 Int\ oy 1
_ :L.nt_i_ynt lnt_ xp+yp P
N 2 N 2 ’

kde p =Int € R\ {0}. Tvrzeni je tak dokazéano.

3.6 Priklady funkcionalni rovnic

V zavérecné casti kapitoly predstavime nékolik funkcionalnich rovnic, které vyfte-
Sime vyuzitim pfedeslych vysledktt. Dosazovanim do zadani za proménné
a naslednymi tpravami se budeme snazit ziskat Cauchyovu funkcionalni rovnici
nebo nékterou z jejich posouzenych modifikaci.

Piiklad 3.5. Najdéte vsechny spojité funkce f: R — R spliujici pro vsSechna
x,1y,2 € R rovnost*

F(f(@) +yz) =2+ f(y) f(2).

Reseni. Oznacme jako f funkci, ktera spliiuje zadani. Nejd¥ive zjistime, jaks mtize
byt hodnota f(0), a to tak, ze uvazime x = y = 0, diky ¢emuz ziskdme rovnost

Vidime, ze je-li f(0) # 0, pak ma hledanad funkce pfedpis f(z) = o) —
pro libovolné z € R. Zkouskou vSak dojdeme k rovnosti

f(c+yz) =+,
c=x+c

kterd jisté neplati pro vSechna = € R, at je konstanta ¢ jakdkoliv. Musi tedy platit
rovnost f(0) = 0.

Na druhou stranu je vidét, Ze nemuze byt f(¢) = 0 pro kazdé t € R, nebot
po dosazeni takové funkce do zadané rovnosti bychom dostali 0 = x + 0, coz neni

4[And, str. 34]
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pro = # 0 splnéno. Existuje proto takové t; # 0, ze f(t1) # 0. Polozime-li nyni
r=0,y=1az =1, ziskAme rovnost

f(f(o) + tl) =0+ f(1)f(t),
f(t) = f(1)f(t),

ze které s ohledem na f(¢;) # 0 plyne f(1) = 1. Po nahrazeni y = 0 v zadané
rovnosti vzhledem k faktu, ze f(0) = 0, dostaneme

f(f(@)) =z + f(0)f(2),
f(f(z)) = =.

S ohledem na posledni rovnost po nahrazeni z = 1 a = f(t) pro libovolné ¢t € R
a s vyuzitim toho, ze f(1) = 1, nakonec dostavame

FUFU®) +y) = F(6) + F(y) f(1),
flt+y) = ft)+ fy).

Dostali jsme tak rovnost odpovidajici Cauchyové funkcionalni rovnici, kterou hle-
dana funkce f spliiuje pro vsechna t,y € R. Za predpokladané spojitosti funkce f
proto plyne (s ohledem na f(1) = 1), Ze jeji pfedpis je tvaru f(z) = x. Dosazenim
této funkce f do zadani se presvédéime, ze nalezend funkce je skuteéné reseni:

L (@) +y2) = fla+y) =2+
Pi oo+ f)f() =2 +ye

Priklad 3.6. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R, které splnuji rovnost

fly+zf(2) = fly) +2f(2)
pro viechna x,y,z € R.5

Reseni. Necht f je libovolna z hledanych funkci. Po dosazeni x =1,y =0, z = 0
dostaneme

f(0) = f(0) + f(0), odkud f(0) = 0.
Jinym dosazenim y = 0, z = 1 ziskdme s ohledem na f(0) = 0 rovnost
F0+ f(z)) = f(0) + zf(1), odkud f(f(z)) ==zf(1). (3.16)

5[And, str. 42]
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PfepiSeme-li nyni v zadané rovnosti proménou x na hodnotu f(¢) pro libovolné
t € R, dostaneme s ohledem na (3.16)

Flu+2f(f(0) = fy) + F(0)f(2),
fly+2tf(1) = fly) + F(0)f(2). (3.17)

Ptipustné hodnoty pro f(1) nyni uréime (s vyuzitim (3.16)) tak, Ze v rovnosti
(3.17) polozime t = z = 1 a y = 0. Dostaneme

FO+ F(1) = £(0) + F(1) (D),
F(1) = (f)™

Vidime, Ze muZe nastat pouze jeden ze dvou pfipadi: bud je f(1) = 0, nebo
f(1) =1.

Pro f(1) = 0 piejde (3.17) do rovnosti f(y) = f(y) + f(x)f(z), odkud plyne
f(x)f(z) = 0 pro libovolnd z,z € R. Je zfejmé, Ze tuto rovnost spliluje pouze
funkce f(z) = 0. Trividlnim dosazenim do zadani zjistime, Ze tato funkce je FeSenim
prikladu.

Pro f(1) = 1 pfejde (3.17) do rovnosti f(y +tz) = f(y) + f(t)f(z). Nahraze-
nim z = 1 obdrzime rovnost f(t +y) = f(t) + f(y), ktera odpovida Cauchyové
funkcionalni rovnici a funkce f ji spliiuje pro vSechna t,y € R. Za predpokladané
spojitosti funkce f proto plyne (s pfihlédnutim k f(1) = 1), Ze jeji pfedpis ma tvar
f(z) = x. Dosazenim do zadani snadno ovéfime FeSeni:

L: fly+zf(zx)) =y+zf(z) =y+ 2z,
P fly) +af(z) =y +az

Celkem jsme tedy nalezli dvé funkce vyhovujici zadani, a to f(x) =0 a f(x) = .

O
Priklad 3.7. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R splriiujici rovnost
f@f(2) + fy) = 2f(2) +y
pro vsechna x,y,z € R.S
Reseni. Necht f je libovolna funkce, kterd splituje zadani. Dosazenim z = —1,

y = z = 0 dostaneme f(—f(0) + f(0)) = 0f(—1) + 0, coZ znamena, ze f(0) = 0.
S ohledem na tuto skutecnost ziskame ze zadani polozenim = = 0 rovnost
F(f() = 2£(0) +y,
F(f) =y (3.18)

6[Ven, str. 110]
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Zaménou f(u) zay a f(v) za z v ptivodni rovnici pro libovolna u, v € R dostaneme
s ohledem na (3.18) rovnost

F2f () + F(F@) ) = F0) (@) + f(w)
f(xv + u) = f(v)f(z) + f(u). (3.19)
Nahrazenim x = v = 1, u = 0 v posledni ziskané rovnosti obdrzime f(1) = f(1)f(1).

Odtud vidime, ze bud f(1) =0, nebo f(1) = 1.
Je-li f(1) =0, pak po polozeni u =0 a v =1 do (3.19) ziskdme rovnost

f(x) = f(1)f(x) + £(0), odkud f(z)=0.

Po dosazeni této funkce do zadani vsak dojdeme k rovnosti 0 = y, kterd zfejmé
neplati pro obecné y € R. Funkce f(z) = 0 tedy neni feSenim a plati f(1) = 1.

Diky odvozenému vysledku f(1) = 1 obdrzime po dosazeni v = 1 do (3.19)
rovnost

[l +u) = f(z) + f(u),

kterd odpovida Cauchyové funkcionélni rovnici. Funkce f ji spliuje pro vSechna
u,z € R a s ohledem na fakt, ze plati f(1) = 1 a hledana funkce f je podle
predpokladu spojita, je jeji predpis tvaru f(z) = x. Dosazenim ovéfime nalezené
fesSeni:

L: f(zf(2)+ fy) =af(2) + fly) = zz +y,
P: zf(x)+y=zx+y.
]

Vyuziti vysledku o tvaru feseni Cauchyovy funkcionalni rovnice se samoziejmé ne-
omezuje pouze na 1-mistné funkce, jejichz predpis hledame, jak ukazeme na dalsim
prikladu 3.8.

Priklad 3.8. Urcete vsechny spojité funkce f: R™ — R splnugici rovnost

fl@r+yn e+ 4, 20+ ya) = @, 22, 20) + f(Y1, 02, Yn)
pro vsechna (x1, %, ..., %), (Y1, Y2, - - -, Yn) € R™T

Reseni. Necht f oznacuje libovolnou funkci spliiujici zadani piikladu. Volbou
x; = y; = 0 pro vSechna ¢ € N vystupujici v zadané rovnosti zjistime, ze plati
£(0,0,...,0) = f(0,0,...,0) + f(0,0,...,0) neboli f(0,0,...,0)=0.

"[Ven, str. 149]
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Pro vSechna j € N, 1 < j <n, definujme funkce f;: R — R predpisem

pro kazdé x € R. Takové funkce jsou zfejmé spojité, vsechny s ohledem na predesly
vysledek spliiuji rovnost f;(0) = 0 a navic ndm umoziuji vzhledem k zadané
rovnosti zapsat predpis hledané funkce f ve tvaru

fz1, 20, .. 2) = f(21,0,...,0) + f(0,29,...,2,) = fi(x1)+
+f<0,372,0,...,0)+f<0,0,.§€3,...,$n):...:
= f1(z1) + fa(2) + - + fulzn). (3.20)

Zvolme si pevné néjaké 7, 1 < 57 < n, a polozme v rovnosti ze zadani x; = y; = 0
proi # jax; =,y; =y, kde x,y € R. Dostaneme tak rovnost

fO,...;x4+y,...,0)=f(0,...,2z,...,0) + f(0,...,y,...,0),
file +y) = f;(2) + f;(),

kterd odpovidd Cauchyové funkcionalni rovnici a funkce f; ji spliiuje pro vSechna
z,y € R. Ze spojitosti funkce f; proto plyne, Ze jeji pfedpis ma tvar f;(z) = ¢z,
kde ¢; € R libovolné. Protoze na zacatku jsme si j zvolili libovolné, plati odvozeny
pfedpis pro vSechny funkce f;. Dosazenim do rovnosti (3.20) nakonec ziskame
feseni
fz1, 29, ... 1) = 11 + Coy + -+ + Cp,

kde ¢, ¢o,...,¢, € R jsou konstanty. Snadnym dosazenim do zadéani zjistime, ze
jsme opravdu nalezli feseni.

O

3.7 Priklady s fesenim uvedenym v zavéru prace

Priklad 3.9. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R splriujici rovnost

flx+y) = f(x)+ f(y) + Af(2)f(y)

pro vsechna x,y € R, kde X € R je dané.®

8[A-D, str. 33]
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Priklad 3.10. Najdéte vsechny spojité funkce f: (0,00) — R, které rovnost
)

f@)fly)

(y
He ) = 50y 1y

spliugi pro kazdé x,y € (0,00).°

Priklad 3.11. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R spliujici rovnost

flx+y) = f(z)+ fly) +zy(r +y)

pro vsechna x,y € R.°

Priklad 3.12. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R, které spliiuji rovnost

flzy) =2 f(y) +yf(x)

pro vsechna x,y € R.10

Priiklad 3.13. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R spliugjici ndsledujici pod-
minky

1) f(ay) = f(2)f(y) pro viechna z,y € R,

2) pro néjaky bod z; # 0 a libovolné x € R plati f(x + z1) = f(x) + f(z1). 1!

Priklad 3.14. Za predpokladu, Ze n > 2 je dan€ celé ¢islo, urcéete vsechny spojité
funkce f: R — C splniugici pro kazZda x,x, ..., x, € R nasledujici podminky:

1) flzr+ao+ - +x,) = f(o1) f(22) ... f(2n),

9[Eng, str. 278]
107A-G, str. 190)
11Ven, str. 110]
12Zobecnéni piikladu z [Ven, str. 150].






Kapitola 4

Rozdéleni funkce na sudou a
lichou c¢ast

Jak jsme jiz uvedli v kapitole 1 v ¢asti Zakladni obraty pfi feseni funkcionélnich
rovnic, 1ze kazdou funkci f se symetrickym definicnim oborem vyjadrit jako soucet
dvou funkci, z nichz jedna je sudd (znaCime f;) a druhd je lichd (znacime f).
Pfipomenme déle, ze ze vztahu f(z) = fs(z)+ fi(z) plynou nasledujici vzorce pro
sudou a lichou ¢ast funkce f:

f@) + f(—x)

fs(z) = 9

Vyuzitim rozdéleni libovolné funkce na jeji sudou a lichou ¢ast miizeme Gspésné
vyresit nékteré typy funkcionalnich rovnic, jak ukazeme v této kapitole, ktera je
umyslné umisténa za kapitolu vénujici se Cauchyové funkcionalni rovnici a jejimu
feSeni, nebot se na ni v nasledujicich prikladech odvoldvame. P¥itom Feseni prvnich
dvou prikladd 4.1 a 4.2 jsou stézejni, protoze jsou zakladem k vyfeseni dalsich
navazujicich ptikladi.

Jak si bude moci ¢tenaf vSimnout u prvniho prikladu, je postup hledéni ne-
znamé funkce totozny s postupem hledani funkce spliujici Cauchyovu funkcionalni
rovnici.

Priklad 4.1. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R splriujict rovnost

flx+y)+ fz—y) =2f(z) +2f(y)
pro vsechna x,y € R.

Reseni. Necht f dale oznac¢uje funkci spliiujici viechny predpoklady zadani. Po-
stupné nyni prozkoumame vlastnosti funkce f na mnoziné vsech prirozenych, ce-
Iych, racionalnich a realnych cisel.

69
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Polozenim = = y = 0 zjistime, ze plati f(0) + f(0) = 2f(0) + 2f(0) neboli
2f(0) =4f(0), odkud plyne f(0) = 0.

Pro =0 obdrzime rovnost f(y) + f(—y) = 2f(0) + 2f(y), odkud s ohledem
na predchozi vysledek plyne f(—y) = f(y). Jak vidime, funkce f je nutné suda.

Abychom ziskali néjaky dalsi podklad pro zformulovani hypotézy o tvaru feseni,
polozme v zadani y = x. Dostaneme f(2x)+f(0) = 2f(z)+2f(x), odkud s ohledem
na rovnost f(0) = 0 plyne f(2x) = 4f(x). Nahrazenim 2z za y pfejde zadana
rovnost vzhledem k predeslému vysledku a dokézané sudosti funkce f do tvaru

fBz) + f(=z) = 2f(x) + 2f (2),
fBx) = f(x) +8f(x),
fBz) = 9f(x).

S ohledem na posledni dva odvozené vysledky mtzeme tusit, ze predpis hle-
dané funkce spliiuje rovnost f(nz) = n?f(z), kde n nemusi byt pouze libovolnym
prirozenym cislem, ¢emuz predesla odvozeni odpovidaji, ale diky sudosti funkce f
jej muzeme povazovat za libovolné celé ¢islo.

Nyni tedy pomoci matematické indukce dokazeme, ze vztah

f(nz) =n*f(x) (4.1)

opravdu plati pro libovolné n € N (a vzhledem k sudosti funkce f tedy i pro vSechna
n € 7).

Je-li n = 1, je dokazovana rovnost splnéna trivialné. Predpokladejme, zZe je
také splnéna pro vsechna pfirozena n az do néjakého ny € N, dale pevné daného.
S ohledem na zadani a uvedené predpoklady miizeme pro z = ngy psat

f(noy +y) + fnoy —y) = 2f(noy) + 2 (v),
f((no+1)y) + f((no — 1)y) = 2f( noy +2f()
F((no +1)y) = 205 f(y) + 2f(y) — (no — 1)*f(y),
F((n0+1)y) = (2no +2— (ng— 1°) f(y),
f((”o 1)3/) (no 4+ 1)*f(y).

Vidime, Ze rovnost (4.1) je splnéna i pro n = ny + 1. Dokazali jsme tak, Ze vztah
f(nz) = n?f(x) plati pro kazdé n € N a vzhledem k tomu, Ze je funkce f sud4,
plati i pro libovolné n € Z.

Polozenim y = "z, kde m € Z, n € N a x € R, a naslednou upravou do tvaru
ny = max, z néhoz vyplyva rovnost f(ny) = f(mz), dostaneme s ohledem na (4.1)
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vztah

fny) = f(mz),
n*fy) = m*f (=),

) =" 5 (),

nZ
odkud plyne f (Zz) = (%)2 f(z). Polozenim = = 1 v posledni ziskané rovnosti
dostaneme f(g)=¢* - a pro libovolné ¢=" € Q, pfitom a= f(1) € R.

Jak vidime, maji vSechny funkce f, které jsou fesenim tohoto piikladu, na mno-
7in& vsech racionalnich ¢isel predpis tvaru f(r) = ar? pro vhodné a € R. Uvédo-
mme si, ze jsme stejné jako v feseni Cauchyovy funkcionédlni rovnice nikde nevy-
uzili predpoklad spojitosti, proto uvedeny predpis plati i pro nespojité funkce f,
které splnuji zadanou funkcionalni rovnici. Rozsifenim vyse uvedeného predpisu
na vsechna realné ¢isla » € R jiz vsak spojitosti funkce f vyuzijeme.

Necht z je libovolné, dale pevné dané realné ¢islo a (r,,)2, oznacuje posloup-
nost racionalnich ¢isel konvergujici k x, tj. nll_}llolo r, = x. S ohledem na spojitost

funkce f a jeji predpis na mnoziné racionalnich cisel pak plati

f(z) = f(lim rn) = lim f(r,) = lim 72f(1) = lim r’a = o lim 72 =
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00

= ax’.
Kazd4 spojita funkce, ktera je fesenim tohoto pifkladu, je tedy tvaru f(z)=az?,
kde o € R. Dosazenim nalezeného predpisu do zadani tento vysledek snadno po-
tvrdime:

L: fx+y)+ flz—y)=alr+y)’ +alr—y)*=a (2 +27),
P: 2f(z) +2f(y) = 202® + 209/° :a(2x2+2y2).

O

Funkcionalni rovnice uvedena v piredchozim prikladé 4.1 se nékdy nazyva kvadra-
ticka podle tvaru vSech spojitych reseni. Budeme se proto dale odkazovat na tuto
rovnici s timto pojmenovanim.

Zatimco predchozi ptiklad 4.1 vede k sudym funkcim (konkrétné kvadratickym),
nasledujici priklad 4.2 povede k hledani liché ¢asti obecného feseni, které samo li-
chou funkci neni.

Piiklad 4.2. Najdéte vsechny spojité funkce f: R — R spliujici pro vsSechna
x,y € R rovnost

flx+y) + flz —y) =2f(2).
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Reseni. Oznaéme jako f funkci, kterd splituje zadani. Polozenim x = 0 dostaneme
f(y) + f(=y) = 2f(0), odkud plyne

fy) + f(=y)

£(0) = RO

= fs(y)-

Jak vidime, je sudé ¢4st funkce f konstantni, mizeme proto psat f(z) = fi(x) + ¢
kde ¢ = f(0) € R, a po dosazeni do zadani dostaneme

filr +y) +c+ filr —y) +c=2(fi(z) +¢),
filz +y) + filr —y) = 2fi(z).

Hledéani feseni se timto zuzilo pouze na obor lichych funkci.

Nahrazenim y hodnotou = dostaneme s ohledem na f;(0) = 0 rovnost f;(2z) =
=2fi(x ) Necht déle t,u € R oznacuji libovolna redlné ¢isla. Polozenim z = ¢
a y = 5% obdrzime s ohledem na f;(2x) = 2f;(x) rovnost

t+u t—u t—l—u — t+u
(5t (5t ( )

f()+fz() ),

ktera odpovida Cauchyové funkcionalni rovnici. Spojita funkce f; ji spliuje pro vsech-
na t,u € R, proto je jeji pfedpis tvaru f(z) = px, kde g € R.

Spojenim dil¢ich vysledkt tak dostavame, ze hledana funkce f mé predpis
f(z) = fxr+ec, kde 3, c € R. Dosazenim do zadani se presvéd¢ime, Ze vSechny tyto
funkce jsou skutecné fesenim:

L: fle+y)+flz—y)=p+y) +c+B(x—y)+c=20x+ 2,
P: 2f(x) =2(Bx + c) =28z + 2c.

]

V nasledujicich piikladech nalezne uplatnéni zejména disledek vyfeseného pii-
kladu 4.2, ktery pro jeho ziejmost ponechame bez diikazu.

Dusledek. KazZdd spojitd funkce f: R — R, kterd je lichd (nebo spliuje alespori
podminku f(0) =0) a spliiuje pro vSechna x,y € R rovnost

flx+y)+ flz—y) =2f(z),

md predpis tvaru f(x) = Pz, kde § € R.



73

Vidime, Ze rovnice f(z +y) + f(z —y) = 2f(x) ma v oboru lichych funkci stejné
feseni jako Cauchyova funkcionalni rovnice a jednoduchymi substitucemi ji lze
i do jeji podoby upravit (viz feseni Piikladu 4.2), budeme se proto také na ni dale
odvolavat s pojmenovanim Cauchyova.

Nyni jsme schopni snadnéji vyfesit nékteré typy funkcionalnich rovnic, které
zde i s takovymi fesenimi zaloZzenymi na predchozich vysledcich uvedeme.

Priklad 4.3. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R, které pro vSechna x,y, z € R
splriugi rovnost*

fl@t+y)+fy+2)+ fz+x)=flo)+ fly) + f(2) + fle+y+2).

Reseni. Necht f dale oznacuje libovolnou funkci splitujici zadani. Polozenim
r =1y =z =0 obdrzime rovnost 3f(0) = 4f(0) neboli f(0) = 0. Volbou z = —x
s ohledem na f(0) = 0 dostaneme

flx+y)+ fly—2z)=f(x)+ fy) + f(=2) + f(y)

Nahrazenim funkce f za soucet jeji sudé a liché ¢asti f, a f; ziskdme

fs(x+y)+ file +y) + foly —2) + fily — ) = 2fs(2) + 2f(y) + 2fi(y).

Pfepsanim proménnych x a y za jejich opacné hodnoty —x a —y obdrzime rovnost

fs(x+y) = file +y)+ foly —2) = fily —x) = 2fs(x) + 2fs(y) — 2fi(y),

ze které po seCteni, resp. po odecteni od predchozi dostaneme:

2fs(x + y) + 2fs(y - JI) = 4fs($) + 4fs(y)a
fs(x+y)+ fo(z —y) = 2f(z) + 2fs(y), (4.2)

respektive

2fi(z +y) +2fily —x) = 4fi(y),
file +y) + filz —y) = 2fi(x). (4.3)

Rovnost (4.2) odpovidé kvadratické funkcionélni rovnici, kterou funkce f; spliuje
pro vSechna z,y € R, a vzhledem k pfedpokladu spojitosti funkce f, a tedy i fs,
plati f,(z) = ax?, kde a € R. Posledni uveden rovnost (4.3) odpovida Cauchyové
funkcionalni rovnici, kterou spojita funkce f; spliuje pro vsechna x,y € R. Predpis
funkce f; mé za téchto predpokladt tvar fi(x) = fx, kde 8 € R. Dohromady tak
dostavame, ze hledana feseni musi byt tvaru:

f(a) = fi(2) + fi(z) = ax® + Bu.

1S-K, str. 139)
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Dosazenim do zadéani se presvédcéime, ze takova funkce je fesenim pfi libovolné
volbé konstant «, 8 € R:

L: flrty)+fy+2) + f(z+2) = alz+y)"+ Bz +y) +aly+2)%
+ By +2) + alz + 2)°+ B(z + 7) = 2a(2*+ v*+ 22+ 2y + yz + 22)+
+28(x +y + 2),

P: f@)+fW)+f(2)+f(@+y+2) = aa’+ Br+ay’+ By + a2’ + Bzt
+alr+y+ 2%+ B +y+2) =2a(2®+ v+ 22+ xy + yz + 2w)+
+26(z +y + 2).

O

Jak si ¢tenaf bude moci vSimnout v feseni nasledujiciho ptikladu 4.4, nikde v ném
nevyuzijeme a ani neodvodime sudost nebo lichost funkci, jejichz predpisy bu-
deme hledat. Nicméné tento piiklad navazuje na predchozi, jehoz vysledek zde
uplatnime.

Piiklad 4.4. Naleznéte vSechny spojité funkce f,qg,h: R — R, které splnuji rov-
nost

flaty)+fly+2)+ fz+2) =g(@) +9(y) + 9(2) + h(z +y + 2)
pro vsechna x,y,z € R.2

Reseni. Necht f,g a h déle oznacuji libovolné spojité funkce spliiujici zadanou
rovnost. Polozenim x = y = 2 = 0 dostaneme

3£(0) = 3¢(0) + h(0). (4.4)
Definujme funkce F, G, H: R — R predpisy
F(z) = f(z) = f(0), G(x)=g(z)—g(0), H(z)=h(z)—h0)

pro kazdé x € R. Tyto funkce jsou zfejmé spojité a plati F'(0)=G(0)=H(0)=0.
Dosadime-li je do rovnosti ze zadéani, ziskdme vzhledem k (4.4) rovnost

Flx+y)+F(ly+2)+F(z+2)=G(2)+G(y)+G(z)+H(x + y + 2).
Polozenim y = z = 0 obdrzime 2F(z) = G(x) + H(x) neboli

G(x) +H(m)‘

F(z) = 5

2[Ven, str. 150]



75

Po dosazeni za funkci F' v pfedchozi rovnosti dostaneme

G(z+y)+H(z+y) N Gy+z2)+H(y+=2) N G(z+z)+H(z+x)
2 2 2
=G(2)+G(y)+G(2)+H(z+y+ 2), (4.5)

odkud pro z = 0 plyne

G(x+y)+H($+y)+G(y)+H(y) G(r) + H(z)
2 2 2
=G(z)+G(y)+H(z+y)

neboli
Gz +y)—H(x+y)=G@) — H(z)+ Gy) — H(y).

Zavedenim funkce ¢: R — R ur¢ené predpisem ¢(z)=G(x)—H (z) pro kazdé x € R
ptejde posledni rovnost do tvaru ¢(x + y) = ¢(z) + ¢(y), ktery odpovida Cau-
chyové funkcionéalni rovnici. Vzhledem ke spojitosti funkci G a H, a tedy i ¢, je
predpis funkce ¢ tvaru p(z) = ax, kde a € R.

Zjistili jsme tak, ze G(z) — H(x) = ax neboli G(x) = az + H(x). Dosazenim
pravé strany za funkci G v rovnosti (4.5) zjistime, Ze plati

a(z+y)+2H(x+y) oly+z2)+2H(y+2) a(z4z)+2H(z+x))
2 + 2 + 2
=ax+H(z)+oy+H(y)+az+H(z)+H(z+y+ 2)

neboli
Hxz+y)+Hy+z2)+H(z+2z)=H(x)+ Hy)+ H(2)+ H(x +y + 2).

Vsimnéme si, ze funkce H spliuje vSechny predpoklady piikladu 4.3, ktery jsme
jiz. vytesili. Vzhledem k jeho vysledku je funkce H tvaru

H(x) = v2* + fa,
kde 3,7 € R, takze funkce G(z) = ax + H(z) mé tvar

G(z) = 72" + (B + o)z,

a tudiz konecéné funkce F(z) = w mé vyjadreni

v+ (Bt o)z +yat 4 Br

F(z) 5

ya® + (% —i—ﬁ) x.



76 KAPITOLA 4. ROZDELENI FUNKCE NA SUDOU A LICHOU CAST

Nyni jiz snadno z predpisu funkci F, G, H ur¢ime funkce f, g, h

f@) = F@) + F(0) =y + (5 +8) « +a.
9(x) = G(a) + 9(0) = 7@” + (B + a)a +b,
h(w) = H(z) + h(0) =72 + fa +c.

kde o, 8,7 € R aa = f(0),b = ¢g(0),c = h(0) jsou redlné konstanty, které podle
(4.4) spliuji rovnost 3a = 3b + c.
Dosazenim do zadani provedeme zkousku nalezeného reseni:

L: flz+y)+ fly+2)+ fz+2) =2y +y* + 22 + 2y + yz + za)+
+(a+28) (z+y+ 2)+ 3a,

P g(x)+g(y)+9(2)+h(z +y+2) = 29(2® + y* + 2 +xy +yz + za)+
+(a+28)(r+y+2)+3b+c.

Vidime, ze na konstanty «, 3, nejsou kladena zadna omezeni.
m

Priklad 4.5. Urcete vsechny takové spojité funkce f, g, h,k: R — R, které pro kaz-
dd x,y € R splriuji rovnost®

flx+y)+g(x —y) = 2h(z) + 2k(y).

Reseni. Necht f,g,h,k oznacuji libovolné spojité funkce, které spliiuji zadani.
Definujme spojité funkce H, K: R — R predpisy tvaru

H(z)=h(z) —h(0) a K(z)=k(zx)—k(0) pro kazdé = € R.

N&s postup feseni bude spocivat v tom, ze zadanou rovnost nejprve upravime tak,
aby v ni vystupovaly pouze funkce h, k, které poté nahradime novymi funkcemi H
a K.

Dosazenim y = 0, resp. x = 0 dostaneme
f(x) + g(x) = 2h(x) + 2k(0), resp. f(y) + g(—y) = 2h(0) + 2k(y).
Odectenim druhé rovnosti od prvni (po pfepsani proménné y na x) ziskame
g(x) — g(—z) = 2h(x) + 2k(0) — 2h(0) — 2k(x).
Zaménime-li zde —x za x, obdrzime rovnost
9(=x) = g(x) = 2h(—x) + 2k(0) — 2h(0) — 2k(-x),

3[Ven, str. 149]
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ze které po secteni s predchozi rovnici dostaneme
0 = 2(h(a) — h(0)) +2(h(—z) = h(0)) — 2(k(z) — k(0)) — 2(k(~a) — K(0))

neboli H(z)+ H(—z) = K(x)+ K(—x). Nahrazenim funkce H a K za soucet jejich
lichych a sudych casti zjistime, ze plati

2H (z) = 2K,(x) neboli Hy(z) = K(z)

pro kazdé z € R.
Polozenim y=x v zadané rovnosti ziskdme f(2z)+g(0)=2h(x)+2k(z), odkud

F(x) =2k (g) + 2k (g) — 4(0). (4.6)

Dosazenim y = 0 v zadané rovnosti s ohledem na (4.6) obdrzime

g(x) :2h(m)+2k(0)—2h(§) —2k<g> +9(0). (4.7)

S vyuzitim (4.6) a (4.7) pfejde rovnost ze zadéani do tvaru

2h(x_2|_y>+2k<x;y)+2h(x—y)+2k;(0)—2h (x_y)_

2

ok (”” S y) = 2h(z) + 2k(y). (4.8)
Po zdméné —y za y v (4.8) dostaneme

o (%) + 2k (%) e+ y) 1 2K(0) — 20 (a:;ry) -

ok (" ; L) = 2n(x) + 26(~y).
Sec¢tenim predchozich dvou rovnosti pak ziskame

2h(z — y) + 2h(x + y) + 4k(0) = 4h(z) + 2k(y) + 2k(—y),
h(z — y)+h(z + 1) —2h(0) = 2h(x) —2h(0) +k(y) —k(0)+k(—y) —k(0),
H(r —y)+ H(z +y) =2H(z) + K(y) + K(~y),

Po prechodu k lichym a sudym ¢astem funkce H a K obdrzime

(4.9)
Hi(z—y)+H(z—y)+H(x+y)+Hy(z+y) =2H,(x)+2H () +2K,(y).
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Po zaméné x za —x a y za —y ziskame rovnost

(4.10)
H,(x—y)—H(x—y)—H(x+y)+H(z+y) =2H (x)—2H,(z)+2K,(y),

Ze souctu (4.9)+(4.10) ziskdme s ohledem na fakt, Ze plati Hs(x) = K (x), rovnost
Hy(x —y) + Ho(z +y) = 2H,(x) + 2H(y),

ktera odpovida kvadratické funkciondlni rovnici. Spojita funkce H, ji spliiuje
pro vsechna z,y € R, a proto je jeji predpis tvaru H,(z) = ax?, kde a € R.
Z rozdilu (4.9) — (4.10) dostaneme

Hi(x+vy)+ Hi(x —y) = 2H(x).

Obdrzeli jsme tak rovnost, ktera odpovida Cauchyové funkcionalni rovnici a spojita
funkce H, ji spliiuje pro vSechna x,y € R. Z uvedenych skutecnosti plyne, ze predpis
funkce H, je tvaru H)(x) = Bz, kde 8 € R.
Spojenim dil¢ich vysledki dostaneme predpis funkce h :
h(z) — h(0) = H(z) = Hy(z) + H)(x) = az® + pz,
h(x) = az® + Bx + a,
kde h(0) =a a «, B,a € R.

Nahrazenim funkci h a k& novymi funkcemi H a K v rovnosti (4.8) ziskame

H() () e —) - () - K () -

2
= H(z) + K(y),

odkud po prechodu k lichym a sudym castem s ohledem na jiz ziskané vysledky
(Hs(z) = K4(z) a H(x) = ax?® + fz) dostaneme

(552 (55 R (5 ot
)R e o i),

odkud po upravé ziskame
+x -
K <y2 >+Kl<y2 > = Ki(y).

Nahrazenim z za novou proménnou 2x a y za 2y obdrzime rovnost

Ki(y +z) + Ki(y — z) = Ki(2y),
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ktera pro z = 0 pfejde do tvaru 2K;(y) = K;(2y). Vyuzitim tohoto vysledku tak
dostaneme rovnost
Ki(y + ) + Ki(y — z) = 2K(y),
ktera odpovida Cauchyové funkcionalni rovnici a funkce K ji spliiuje pro vSechna
x,y € R. Za predpokladané spojitosti funkce K proto plyne, zZe jeji predpis ma
tvaru K;(x) = vz, kde v € R.
Celkem jsme tak zjistili, ze funkce H, K a h jsou urceny predpisy tvaru
H(z) = ar® + Bz, K(z) = a2’ +v2 a h(z) = az’? + Br +a
pro kazdé x € R, kde «,f3,7,a € R. Postupnym dosazovanim nyni obdrzime
predpisy zbyvajicich funkei f, g, k.
Pro funkci k& dostaneme predpis tvaru
k(z) = K(z) + k(0) = K (z) + K;(z) + k(0) = ax® + vz + b,

kde k£(0) =b € R.
Pro funkci f, jejiz vyjadieni vzhledem k h a k jsme uvedli v (4.6), dostaneme
2 2

f(z) =2h (g) +2k (g) —g(0)= a% + Bz + 2a + oz% +yx +2b— g(0) =
= az® + (B + ) + 2a +2b — c,
kde g(0) = c € R.
Nakonec pro funkeci g uvedenou v (4.7) ziskdme rovnost
g(x) = 2h(x) + 2k(0) — 2h (g) 9%k (g) +g(0) = 2022 + 2B + 20+ 2b—

1’2 2

—aE—535—2@—04%—7x—2b+c:oz:c2—|—(ﬁ—fy)x+c.
Nalezli jsme tedy predpisy funkci
f(z) =ax®+ (B+)z +2a+2b—c,
9(w) = az® + (B =)z +c,
h(x) = ax® + Bx + a,
k(z) = ax® + vz + b,

kde «, 3,7v,a,b,c € R. Dosazenim do zadani se snadno presvéd¢ime, ze splnuji
zadanou funkcionalni rovnici:

L: flx+y)+glz—y)=alz+y)?+B+y)(x+y) +2a+2b—c+
+a(z—y)+ (B - -y +e=
= 2a(2® +y?) + 2(Bx + vy) + 2a + 2b,
P: 2h(z)+ 2k(y) = 2a2® + 2Bz + 2a + 2ax® + 2y + 2b =
= 2a(2® +y?) + 2(Bx + yy) + 2a + 2b.
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4.1 Priklady s resenim uvedenym v zavéru prace

Priklad 4.6. Urcete vsechny funkce f: R — R spliujici pro vsechna x,y € R
rovnost?

fle+y) = flx—y) = f@)f(y).

Priklad 4.7. Urcete vSechny takové spojité funkce f: R — (0,00), které splriuji
ToUNnost
f@?+y?*) = f(a® = y?) + f(2y)

pro vsechna x,y € R.°

Piiklad 4.8. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R, které pro vSechna x,y € R
splriugi rovnost®

flat+y) = fle—y)=2f(ey+1) = f(x)f(y) — 4

4[Ven, str. 113]
°[And, str. 42]
6[Ven, str. 151]



Kapitola 5

Vyuziti symetrie jedné ze stran
rovnice

V této kapitole se zamérime na priklady, v jejichz zadani ¢i v pribéhu feseni
obdrzime takovou funkciondlni rovnici, v niz jedna jeji strana bude symetricka
vzhledem k zastoupenym proménnym. Po jejich vzajemné vyméné tak ziskame
dalsi rovnost, kterou hledana funkce splnuje a kterda nam miize dopomoci nalézt
feseni.

U prvnich dvou ptikladii, které zde uvadime, si ¢tenar mize vSimnout, ze v za-
déani kazdého z nich vystupuje funkcionalni rovnice, ktera jiz ma symetrickou jednu
ze svych stran. Diky tomu lze metodu popsanou v predchozim odstavci ihned apli-
kovat.

Priiklad 5.1. Urcete vsechny funkce f: R — R splnujici rovnost

flay) = f(2)y* + fy) = f(1)
pro libovolnd x,y € R.!
Reseni. Necht f dale oznacuje funkci splitujici viechny piedpoklady zadani. Leva

strana zadané rovnice je vzhledem k nezavislym proménnym x a y symetricka,
diky ¢emuz plati rovnost

F@y* + fly) — f(1) = flay) = flyz) = fy)=* + f(z) — f(1),

z niz po upravé dostaneme

f@)@?=1) = f(y)(a® —1). (5.1)

Upraveny piiklad z [And, str. 63].
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Polozenim y = /2 obdrzime pro kazdé z € R ptedpis funkce f ve tvaru f(z) =
= c¢(2? — 1), kde ¢ = f(v/2) € R. Po dosazeni do zadani se pfesvédéime, Ze jsme
opravdu nasli vSechna feSeni:

L: f(zy) = c((zy)? = 1) = c(zy)® — ¢,
P fla)y® + fly) = f(1) = cy®(a® = 1) + ey = 1) = c(ay)* — ¢

Priklad 5.2. Urcete vsechny funkce f: R — R, které rovnost

2
@z =y)*) = (f2)" —22f(y) + v
splriugi pro jakdkoliv x,y € R.2
Reseni. Nejdfive ozna¢me jako f libovolnou funkei, kterd splituje viechny ptredpo-
klady zadani. V§imnéme si, ze leva strana zadané rovnice je vzhledem k promén-
nym z, y symetrické, diky ¢emuz ziskdme rovnost

(f(@) = 22f() +v* = f((z —v)?) = F((y —2)?) = (f¥)" - 2yf () +2*,
odkud pro y = 0 plati pro kazdé = € R:

(f(2))* = 20f(0) = (f(0))* + 2%,

2 2
(f(z))” =2"+22f(0) + (f(0))". (5.2)
Polozenim x = 0 v zadané rovnosti ziskdme pro kazdé y € R:
2
f(y?) = (f(0)" + . (5.3)
Nakonec dosazenim z = § a vyjadfenim hodnoty f(y) z pravé strany rovnosti

uvedené v zadani (2zf(y) = (f(x))2 +y* — f((z — y)?)) dostaneme s ohledem
na (5.2) a (5.3) predpis funkce f ve tvaru

1) =M+y2-f ((%_y)) _

N

~

5 )

_ (%) C(0) + (0)* 4 <(f )"+ (% _y>> .
(52) i ) )

_ (%)2 +1(0) +y” - ((%)2 _y+y2> -

=y + f(0).

2[A-G, str. 185]
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Hodnotu f(0) ur¢ime z (5.3) polozenim y = 0: f(0) = (f(O))Z, odkud f(0) =0
nebo f(0) = 1. Predpis funkce f je tedy tvaru f(z) = x nebo f(x) = x+1. Dosaze-
nim do zadani se presvédcime, Ze obé nalezené funkce jsou Fesenim: Pro f(x) =z
plati

L: f(lx=9)?) =(x—y)®=2"=2zy+y
P: (f(2))" = 22f(y) +* =2 = 22y + o,
pro f(z) = x + 1 je splnéno
L: f(le—y?)=(@-y’+1l=2"-2zy+y°+1,
P (f($))2—fo(y)—|—y2:(:v+1)2—2xy—2x+y2::172—2xy+y2+1.
[

Funkcionalni rovnice v nasledujicich dvou ptikladech jiz nebudou zadany tak, ze
jedna z jejich stran bude vzhledem k vystupujicim nezavislym proménnym syme-
tricka, proto vyuzijeme takovych substituci, abychom se k rovnici se symetrickou
stranou dostali.

Piiklad 5.3. Urcete vSechny funkce f: R — R spliujici rovnost
f@)f(y = f(x)) = 4wy — 4f (27)

pro vsechna x,y € R3

Reseni. Necht f dale oznacuje funkci spliiujici zadani piikladu. Nahrazenim y
za y + f(x) (pro libovolna z,y € R) obdrzime

@) f(y) =4x(y + f(x)) —4f (2%) = 4wy + 4a f(x) —4f (2?),

odkud ziskédme rovnost

F(@)f(y) = day + daf(z) — 4f (2?), (5.4)

jez ma symetrickou levou stranu vzhledem k vystupujicim proménnym z a y.
S ohledem na tuto skutecnost dostaneme po vzajemné zdméné x za y rovnost
f)f(z) = dyx + 4y f(y) — 4f (v*), kterd ma stejnou levou stranu jako predesla,
proto jsou si pravé strany obou rovnosti rovny pro libovolna z,y € R :

dry +4xf(x) — Af (27) =z + dyf(y) — 4f (v°) .
dzf(z) —4f (2*) =4y f(y) — 4f (v*) .

3[And, str. 55
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Vzhledem k tvaru posledni ziskané rovnosti je zfejmé, ze jeji prava i leva strana
nabyva vzdy stejné hodnoty nezavisle na zvolenych = a y. Tento fakt je zfetelnéjsi,
polozime-li y = 0, pak jiz snadno vidime, ze pro vSechna x € R plati vztah
4o f(z)—4f (%) = —4f (0) = a, kde a € R. S pomoci rovnosti (5.4) nyni ukdzeme,
ze hodnota a je rovna nule.

Nahrazenim x za y, resp. polozenim y = 1 v (5.4) obdrzime s ohledem na vyse
ziskané vysledky a prepis a = 4z f(z) — 4f (2%) rovnosti

(f(2))°= 422 + 4o f(z) — 4f (2?) = 422 + q, (5.5)
respektive f(z)f(1)= 4z + 4xf(z) — 4f (z*) = 4z + a. '

Vyuzitim predchozich dvou rovnosti lze (f(z))? (f(1))® vyjadfit dvéma zpiisoby
jako

(f(2))* (F(1)* = (F(1))* (42® +a) = 4 (f(1))* 2 + a(f(1))*,
respektive (f(2))* (f(1))* = (4z + a)? = 162% + 8za + d°.

Pravé strany obou rovnosti jsou si proto rovny pro vsechna x € R, tudiz i koefici-
enty u prislusnych mocnin proménné x se navzajem rovnaji. Porovnanim koefici-
entil u linearnich ¢lentt dojdeme k rovnosti 8xa = 0, ktera je splnéna pro libovolné
zvolené x € R. Plati tedy a = 0.

Porovnanim kvadratickych ¢lent ziskdme rovnost

4(f(1))* 2% = 162> neboli (f(1))*2? = 422,

ktera je splnéna pro vSechna x € R. Musi proto platit bud f(1)=2, nebo f(1)=

S ohledem na nalezené hodnoty a a f(1) pfejde rovnost (5.5) pro f (1)
do tvaru 2f(z) = 4x neboli f(x) = 2z, pro f(1) = —2 do tvaru —2f(x) =
neboli f(z) = —2uz.

Dosazenim do zadani, které prenechdme ¢tenafi jako malé cviceni, zjistime, ze
obé nalezené funkce jsou opravdu feSenim.

]

Priklad 5.4. Naleznéte vsechny funkce f: R — R spliujici rovnost
fly+ f(2) = f@)f(y) + f(f(@) + fly) —ay

pro libovolnd x,y € R.4

Reseni. Necht f je dale libovoln4 funkce spliiujici zadani piikladu. Polozenim
y = 0 dostaneme f(f(z)) = f(x)f(0)+ f(f(z)) + f(0), odkud po tpravé ziskdme

4[And, str. 63]
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f(0)(f(z) +1) = 0. Kdybychom pripustili, ze f(0) # 0, méli bychom f(z) = —1
pro vSechna x € R. Takovy piipad ale nemiiZe nastat, nebot po dosazeni pied-
pisu f(x) = —1 do zadani zjistime, Ze pro kazdé x,y € R ma platit

—1=1-1-1-—2ay,
vy =0,

coZ je spor, proto je tedy f(0) = 0. Jak nyni ukdZeme, funkce f nabyva hodnoty 0
pouze v bodé 0.

Uvazujme libovolny bod g € R takovy, ze f(xg) = 0, pak po dosazeni x = x
v zadané rovnosti zjistime s ohledem na pfedchozi vysledek, ze pro kazdé y € R
plati

f(!/ + f(xo)) = f(xo) f(y) + f(f(iﬁo)) + f(y) — woy,
f(y) = f(0) + f(y) — zoy,
zoy = 0.

Aby posledni rovnost opravdu platila pro libovolné realné y, musi byt zo = 0, ¢imz
jsme dokazali, ze hodnota f je rovna 0 skute¢né pouze v bodé 0.
Nahrazenim f(y) za y v zadani obdrzime rovnost

FUFW) + f@) = f@) f(fw) + F(f@) + F(fw) —=f (),

jejiz levéa strana je vzhledem k proménnym x a y symetrickd. Je-li x,y # 0 (a tedy
i f(x), f(y) #0), pak po vzajemné zdméné téchto proménnych ziskdme z rovnosti
pravych stran:

F@) F(fF@)+f(f@)+f(f() —2f(y) = F@) f(f(@)+F(F)+f(f(2))
—yf(z),
f@)f(f(y) +uf(x) = f)f(f(@) +zf(y),
W) +y _ f(f@) +a
f) fl)

Pro y = 1 dostaneme f(f;iz))ﬂ = f(f;(li))ﬂ — k neboli f(f(gg)) = kf(z) — x, kde
k € R ax # 0 je libovolne. VSimnéme si vsak, ze polozenim x = 0 v pfedchozim

vysledku obdrzime s ohledem na vztah f(0) = 0 platnou rovnost

f(£(0)) = kf(0),
£(0) = 0.
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Odvozeny vysledek f ( f (a:)) = kf(x) — x tak plati pro vSechna = € R, diky ¢emuz
mizeme rovnost ze zadani prepsat do tvaru

fly+f(@) = f@)f(y) + kfx) -2+ fly) —zy.

PoloZenim y = —1, resp. nahrazenim f(y) — 1 za y v predeslé rovnosti dostaneme

Ff@)—1) = f@)f(-1) + kf(x) —z+ f(-1) + = =
= b+ k) f(x)+b (kdeb= f(—1) €R),

respektive

F(F@)+f)-1)=f@)f(fly)=1)+kf(@)—z+f(f(y)—1)—zf(y)+z =
=f(@)f(fy)=1)+kf(@)+f(f(y)—1)—zf(y).

Posledni rovnost mfizeme s ohledem na ptedchozi piepsat do tvaru
F(F@)+ ) =1) = £ (@) ((0+R) () +5) +hF (2)+ (b4 R) f(g) +b—2f () =
= 0+ k) (F@)F W)+ S () +f (@) +hf (@) +b—2f () =
= 0+ k) (F@)F @) + S ) + F(@)) + b= 2] (y).

Jak si miizeme v posledni ziskané rovnosti vSimnout, jsou jeji leva strana a soucin
dvou vyrazt v zavorkach na jeji pravé strané symetrické vzhledem k proménnym =z
a y. Po vzajemné zaméné téchto proménnych tak ziskame rovnost pravych stran,
kde se vzhledem k popsané symetrii oba souciny odectou, diky cemuz ziskame
pro vSechna z,y € R rovnost

b—xf(y) =b—yf(a),
yf (@) =z f(y).
PoloZenim y =1 dostaneme ptedpis funkce f ve tvaru f(z) =cz, kde c= f(1) e R\ {0}
a r € R je libovolné.

Dosazenim nalezeného predpisu hledané funkce f do zadani zjistime, Ze ma
platit rovnost, kterou ekvivalentné upravime:

fly+ @) = f@)f(y) + f(f(2) + fy) — 2y,
fly+ca) = Cay+ f(cx) + cy — ay,
cy + cr = c%y + Px + cy — xy,
zy = ay,
odkud vidime, Zze ¢ = 1 nebo ¢ = —1. Diky vysSe provedenému dosazeni, které
lze zfejmé povazovat za zkousku, jsou jediné dvé funkce splnujici zadani tvaru

fx)=za f(z) = -z
[l
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5.1 Pridani nové nezavislé proménné

V nékterych prikladech je vyhodné pridat do zadané funkciondalni rovnice dalsi
nezavislou proménnou, diky ¢emuz ziskdme nejen vice moznosti pii specifikacich
za proménné, ale i (a to v nésledujicich piikladech zejména) muZeme uplatnit
metody vyuzivajici symetrie jedné ze stran rovnice vzhledem k jejim nezavislym
proménnym.

Jak uvidime na nékterych nésledujicich prikladech, bude mit zadana funkci-
onalni rovnice vzhledem ke svym nezavislym proménnym symetrické obé strany.
Vzajemnou zaménou téchto proménnych bychom ziejmé neziskali Zzadnou novou
informaci o hledané funkci, proto nejdiive aplikujeme postup pfidanim nové pro-
ménné, abychom se poté ke vhodné funkcionédlni rovnici s jednou symetrickou
stranou dostali.

Priklad 5.5. Urcete vSechny takové funkce f: R — R, které splriuji rovnost
fl+y) = f@)f(y) f(zy)

pro libovolnd x,y € R.®
Reseni. Oznacme jako f funkci, kterd splituje zadani. Piedpokladejme, Ze existuje
takové xy € R, pro které je f(xy) = 0. Pak pro kazdé = € R plati

f(z) = f(l’o + (z — 950))) = f(xo)f(x — xo)f(ﬂﬂo(»’f - 950)) =0.

Funkce f(z) = 0 zfejmé spliluje zadani, proto ji mizeme povazovat za (trivialni)
feseni.

Déle jiz muzeme pfedpokladat, ze f(x) # 0 pro libovolné realné x. Uvazime-li
levou stranu v rovnosti ze zadani ve tvaru f(z + y + z), pak po odlisném uza-
vorkovani = + (y + 2z) = (¢ + y) + 2z dostaneme ze zadané rovnosti porovnanim
odpovidajicich pravych stran a nasledné upraveé vydélenim spole¢nymi nenulovymi
¢initeli na obou stranach:

f@)fy+2)f(x(y +2)) = flz+y)f(2)f(2(z + ),
F@ (P w2) (Fay) @) ] y2)) = (F@)F ) f ) f2):
(FGn) fEn f(Eay)),
f(ay2) = f(:2ay). (5.6)

Dosazenim z = y = 1 v ziskané rovnosti dostaneme f(z?) = f(z). Nahrazenim x
zay a L za z pro kazdé x # 0 v rovnosti (5.6) obdrzime

f(ﬁ%) _ f((i)%) neboli f(22) = f(1).

5[Ven, str. 112]
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Odtud s ohledem na rovnost f(z?) = f(z) plati f(z) = ¢ pro kazdé x # 0, kde
¢ = f(1) je nenulova redlnd konstanta. Jeji hodnotu zjistime, kdyz do zadané
rovnosti dosadime libovolna nenulova z,y € R, pro néz je i x + y # 0. Dostaneme
rovnost ¢ = ¢?, které vyhovuji pouze dvé nenulova c, totiz ¢ = 1 a ¢ = —1. Zbyva
urc¢it hodnotu f(0). Dosazenim x = 1 a y = —1 v zadané rovnosti ziskame

FO) = fMf(-1f(-1) =c" =c,

takze drive provedena provérka zadané rovnosti pro nenulovd x,y a x+y je platna,
i kdyz x = 0 nebo y = 0 nebo x +y = 0.
Resenim pitkladu jsou pravé tii funkce f(z) =0, f(zr) =1 a f(z) = —

Priklad 5.6. Urcete vsechny funkce f: R — R splnugjici rovnost
fl@+y)+ f(0)f(y) = f(z) + fy) + f(zy)

pro libovolnd x,y € R.6

Reseni. Necht f dale oznac¢uje funkci splitujici viechny predpoklady zadéni. Ziejmé
jednim (trividlnim) feSenim je konstantni funkce tvaru f(z) = 0, kde = € R. Déle
predpokladejme, Ze existuje alesponi jedno takové xg € R, Ze f(zq) # 0.

Uvéazime-li zadani ve tvaru f(x +y) = f(x) + f(y) + f(zy) — f(x)f(y), pak
po zaméné y za y + z a nasledné upravé s ohledem na stejnou rovnost s dvojici
(z,y) postupné zaménénou za (y, z), (zy,xz) a (y, z) dostaneme

f(x+(y+z)) f@)+ fly+2)+ floy +x2) — f2)fly+2) =
fx) + F@) + flyz) = F) f(2)+

fly) +
+f(w2)+f(3? yz) — ( y)f(ez)—

+f(-’L’y)

— 1@ (f0) + £+ Fw2) = F)f(2)

= J(@)+ )+ f( >+f<xy>+f<yz> F@2)+F@) W) f (2)+
@) = 1)) = F@) )+

1) — @I 2) — 1@ (2) (5.7)

Na druhou stranu po odlisném uzavorkovani souctu = + y + z ziskame s ohledem
na predchozi vysledek rovnost

f((@+y)+2) = f@)+f W)+ F(2)+ flay)+ )+ fz2)+ f(2) f(y) f(z)+
@) fy) = FW)f(z) — fx)f(2)+
+f($y22) f(x2)f(yz) — f(2)f(zy), (5.8)

5The International Mathematical Olympiad Training Camp (Indie, 2003).
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kde jsme ve vysledku (5.7) zaménili trojici nezavislych proménnych (z,y, z) novou
trojici (z,z,y). Z rovnosti pravych stran (5.7) a (5.8) zjistime po néasledné tpravé
spocivajici v odecteni stejnych c¢lenti vystupujicich v prvnich dvou fadcich jejich
zapisu, ze plati

fa?yz) = flay) f(z2) = f(2)f(yz) = flayz®) = f(22) fyz) = f(2) [ (2y).

PoloZenim z = 1 dostaneme

f@?y) — flay) f(@) — f(2) f(y) = flay) — () f(y) — FQ)f(zy),
f(@*y) = f(xy) — FQ)f(xy) + f(2) f(zy),
f@?y) = (1= fQ)) f(xy) + f(2) [ (zy),
f@?y) = (a— 1) f(zy) + f(2)f(zy),

kde a = 2 — f(1) € R. Nahrazenim zy za y v ptivodni rovnosti ze zadani obdrzime

flx+ay) + f()f(xy) = f@) + flzy) + f(2%y),
f@?y) = f(x + zy) + f(x)f(xy) — fz) = flay),

odkud porovnanim s pravou stranou predchozi rovnosti dostaneme

f@+zy) + () f(zy) — f(2) = flay) = (@ = 1) fzy) + f(2)f(xy),
[z +zy) = af(zy) + f(2). (5.9)
Polozenim y = 0 zjistime, ze plati f(z) = af(0) + f(x) neboli af(0) = 0, odkud
plyne a = 0 nebo f(0) = 0.
V piipadé a = 0, kdy z rovnosti a = 2— f(1) plyne f(1) = 2, ziskdme pro kazdé
teRvolbouz=1ay=t—1v(59) rovnost

Snadnym dosazenim do zadéani zjistime, ze konstantni funkce f(x) = 2 je opravdu
Fesenim.
V druhém ptipadé, kdy f(0) = 0, obdrzime v (5.9) pro y = —1 rovnost
fl@—=)=af(-z)+ f(2),
f(@) = ~af(~2) = —a(~af(2)) = *f(x),

.....

S ohledem na predpoklad ze zac¢atku feSeni (f(xp) # 0) mizeme po dosazeni
x=1x¢ v poslednim vysledku vydélit obé strany rovnosti nenulovou hodnotou f(zy),
odkud pak zjistime, Ze musi platit bud @ = 1, nebo a = —1.
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Pro a = —1 pfejde (5.9) do tvaru f(z + zy) = f(z) — f(xy), odkud poloze-
nim y = 1 obdrzime pro kazdé x € R rovnost f(2z) = f(x) — f(x) = 0, coz je spor
s predpokladem, Ze f(zo) # 0 pro néjaké realné x,. Plati tedy a = 1 a rovnost
(5.9) miizeme zapsat jako f(z+xzy) = f(xy)+ f(x). Nahrazenim 2 za y dostaneme
pro libovolna z, z € R, x # 0, rovnost

flx+2)=f(z)+ f(x). (5.10)

Vsimnéme si vSak, ze posledni ziskand rovnost zarucuje vysledek f(0) = 0, musi
proto pro hledanou funkci f platit pro vSechna x,z € R i bez omezeni x # 0.
S ohledem na tento vysledek pak 1ze rovnost ze zadani

flx+y)+ f@)f(y) = f(x) + fly) + f(zy)

zjednodusit do tvaru

fxy) = f(2)f(y). (5.11)

Hledana (ne nutné spojitd) funkce f spliuje Cauchyovu funkcionalni rovnici (5.10)
a soucasné i jeji modifikaci (5.11) pro vSechna x,y € R. Podle dusledku Véty 3.1
uvedeného v kapitole 3 je proto jeji predpis tvaru f(z) = x (vylou¢ime-li jiz oveé-
feny vysledek f(z) = 0), kde z € R. Snadnym dosazenim do zadani se mizeme
presvédcit, ze tato funkce je opravdu (netrividlnim) fesenim:

L: flx+y)+ f(x)fly) =z +y+zy,
P flx)+ fly) + flzy) = v +y+ay.

Zjistili jsme tedy, Ze jedinymi funkcemi, které splnuji zadani, jsou funkce tvaru

f(x) =0, f(z) =2a f(z) ==
[l

P1i teseni posledniho prikladu této kapitoly ukazeme, ze z dtivodu slozitosti zapist
je nékdy v pribéhu reseni vyhodné definovat novou funkci. Po pfidani nové pro-
ménné tak prehlednéji vyuzijeme symetrii, které nam zadana funkcionalni rovnice
a nové definovana funkce nabizeji.

Priklad 5.7. Urcete vSechny spojité funkce f: R — R splriujici rovnost
f+y)+ fley) = fle) + fy) + fley + 1)

pro vsechna x,y € R.”

T[S-K, str. 225]
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Reseni. Necht f oznac¢uje dale funkci, ktera spliiuje predpoklady piikladu. Poloze-

nim z = y = 0 zjistime, ze plati f(0) + f(0) = f(0) + f(0) + f(1) neboli f(1) =0.
Definujeme-li pomocnou funkci F': R x R — R predpisem

F(z,y) = f(z)+ f(y) = fz +y),
vidime, Ze je zfejmé spojita, a plati rovnost
Fz+y,2)+ F(z,y) = F(z,y + 2) + F(y, 2), (5.12)

nebot po dosazeni za F' podle jejiho predpisu obdrzime pro vSechna z,y,z€ R
identitu:

flaty)+fz)—flat+y+2)+flx)+fly) - flat+y) =
f@)+ fly+2)— flat+y+2)+ fly)+ f(2) = fly+2), neboli 0=0.

Dale s ohledem na zadani obdrzime pro vSechna z,y € R rovnost

F(x,y) = f(z) + fly) — fx+y) = floy) — flzy + 1),

jejiz pravou stranu dosadime do (5.12) za kazdou hodnotu F, a dostaneme

flrz+yz) — flez +yz + 1)+ f(zy) — flzy + 1) =
=flzy +2z) — flry + a2+ 1)+ f(yz) — f(yz +1).

Nahrazenim z za i pro y # 0 ziskdme s ohledem na f(1) = 0 rovnost

F(E1) = s (Se2) s s - ) =

=f (:cy+§) —f(xy+§+1) - f(2).

Vyuzitim substituci u = £ a v = 2y, kde z,y € R spliuji jediné omezeni y # 0,

prejde posledni ziskany vysledek do tvaru

fu+1)—f(u+2) + f(v)— f(v+1)=f (v+u)— f (v+u+1)— f(2). (5.13)

Ze substituci si v§imnéme, ze pouze pro z = 0 bude u = v = 0 (jinak budou obé
hodnoty u, v vZdy nenulové) a Ze u a v musi mit stejné znaménko (bud jsou obé
kladna nebo zaporné, jinak bychom obdrzeli spor, Ze soucin dvou ¢isel mize mit
opac¢né znaménko nez podil téchto ¢isel). Zadna dalsi omezeni na ¢isla u,v € R
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neexistuji, protoze pro jejich libovolné nenulové hodnoty stejného znaménka vzdy
najdeme vhodna z,y € R:

x
u=—, v = 1Y,
Yy
uy =, v = (uy)y,
j:u\/E =z, /Y= Y.
U U

Zéménou u a v v (5.13) obdr#ime rovnost
f (04D = f (042) + Flu)=flut 1) = (utv)— f (utot1)—f(2),
po jejimz odeéteni od (5.13) ziskame
2/ (w+1) = f(u+2) + f(v) = 2f(0+1) + f(v+2) — f(u) =0,

2f(u+1) = f(u+2)— f(u)=2f(v+1) = f(v+2)— f(v). (5.14)

Dosazenim v = 1 do (5.14) dostaneme, ze pro kazdé u > 0 plati

2f(u+1) = flu+2) = f(u) = c1, kde c1 =2f(2) — f(3) — f(1).

Podobné dosazeni v = —1 vede pro kazdé u < 0 k rovnosti

2f(u+1) = flu+2) = f(u) = c2, kde ¢ =2f(0) — f(1) — f(-1).

Diky pfedpokladané spojitosti funkce f miZzeme v uvedenych rovnostech provést
limitni pfechody u — 0T, resp. u — 0~ a zjistit tak, Ze obé& konstanty ¢y, c, se
rovnaji téze hodnoté

2f(1) = f(2) = f(0).

Tomuto ¢islu se tedy rovna leva strana (5.14) jak pro kazdé u > 0, tak pro kazdé
u < 0, i zFejmé pro v = 0. S ohledem na f(1) = 0 tak pro kazdé u € R vychézi

2f(u+1) = flu+2) = fu) = =f(2) = £(0)

neboli
flut+1) = flu+2) = f(u) = flu+1) = f(2) = f(0).

Dosazenim pravé strany pravé ziskané rovnosti za prvni rozdil v levé strané rov-
nosti (5.13) obdrzime

fw)=flu+1)=fQ2)=f0)+f(v)=flo+1)=f (v+u)—f (v+ut+1)=f(2),
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odkud
flu+1)=f(u) +f(O)+ f(v+1)= f(v)+ f(0) = f (v+u+1)—f (v+u)+ f(0).

Uvazime-li funkci h: R — R definovanou predpisem
W) = flz+1) = f(z) + f(0)
pro kazdé x € R, prejde posledni rovnost do tvaru
h(u) + h(v) = h(u + v).

Pravé ziskany vysledek odpovida Cauchyové funkcionalni rovnici. Spojita funkce h
ji podle odvozeni (5.13) spliiuje jak pro vSechna u, v > 0, tak pro vSechna u,v <0,
a proto je jeji predpis podle Véty 3.2 z kapitoly 3 tvaru h(x) = ayx pro =z > 0
a h(x) = agz pro x < 0, kde a1, ay jsou vhodné konstanty. UkdZeme, ze oy = ap.
Dosazenim predpisu funkce h do jeji definice pres funkci f obdrzime

flx+1) = f(z) = awz — f(0) pro = >0,
flx+1)— f(z) = asx — f(0) pro z <0.

Polozenim = = 1, resp. © = —1, resp. x = —2 (diky f(1) = 0) dostaneme:

f(2) = f(1) = a3 — f(0) neboli ag = f(2) + f(0), respektive
f(0) = f(=1) = —ay — f(0) neboli 2f(0) = f(—1) — aw, respektive
f(=1) = f(=2) = =203 = f(0) neboli f(-2) = f(0) = f(=1) + 20a2.
Sec¢tenim poslednich dvou rovnosti ziskame f(—2) + f(0) = 2f(—1) + a2 neboli
az = f(—=2)+f(0)—2f(—1). Volbouxz = 2 ay = —1 v rovnosti ze zadani s ohledem

na f(1) = 0 ziskdme rovnost f(—2) = f(2)+2f(—1), jejiz pravou stranu dosadime
za f(—2) v predeslé rovnosti a obdrzime

= F(2) +2f(=1) + F(0) — 2f(~1) = F(2) + F(0) = a.

Zjistili jsme tak, ze plati f(x + 1) — f(x) = az — f(0) pro kazdé x € R, kde
O = (X1 = Q.

Pfepsanim x za xy pro vSechna z,y € R dostaneme f(zy + 1) — f(zy) =
= axy — f(0), diky ¢emuz lze rovnost ze zadani pfepsat do tvaru

flx+y) = f(x)+ f(y) + azy — f(0). (5.15)

Uvazme funkci g: R — R definovanou predpisem

a9

g9(x) = f(z) = 5 - 27 = f(0)
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pro kazdé = € R. Ukazeme, Ze s ohledem na (5.15) plati g(z + y) =g(z)+¢g(y). Na-
hradou funkce g v uvazované rovnosti za jeji predpis totiz ziskdme ekvivalentnimi
Upravami pii uziti (5.15) pro kazda x,y € R identitu

f@+9) = 5@+ 9 = 0) = f@) = 50"+ 1) = 54" =2/ 0).
axry — g(x+y)2 _ %2 g_yz
2 2 2 )

0=0.

Rovnost s funkei g (kterd, jak jsme ukazali, plati) tedy odpovidd Cauchyové funk-
cionalni rovnici. Spojita funkce ¢ ji spliuje pro vSechna x,y € R, proto je jeji
predpis tvaru g(z) = Sz, kde 5 € R. Dosazenim nalezeného ptedpisu do jeji defi-
nice zjistime, Ze pro kazdé x € R plati

«

B = fla) — 20— 1(0),
f(@) = 5>+ Bz +7,
kde a, 8,7 = f(0) € R jsou takové hodnoty, ze podle podminky f(1) = 0 plati

s+8+7=0.
Dosazenim do zadani se presvédc¢ime, ze vSechny takové funkce jsou fesenimi:

o o
L: flw+y)+ f(zy) = S(e+9)* + Blr+y) + 7+ F(ey)’ + fry + 7 =
a
— E(ﬁ +y? 4 2zy + :p2y2) + B(x +y + zy) + 27,

a a a
P: f(x)+fly)+flzy+1)= §x2 4+ Bx+v+ §y2 + By + v+ §(xy +1)%+

+ B(xy+1)+v=

= %(:cz—l—yz—l— 22y +%y?) 4+ Bz +y+ay)+ 27+
+%+ﬁ+m

]

Poznamka. Reseni piikladu 5.7 se nijak nezméni, bude-li defini¢nim oborem hle-
dangch funkci pouze interval (0,00) (namisto R), tzn. f: (0,00) — R. Uvédomme
si vSak, ze odvozeni rovnosti nahrazenim nezavislych proménnych zapornou hodno-
tou nebo nulou nebudou pfipustné. Napiiklad klicovy vysledek f(1) = 0 odvodime
ze zadané rovnosti polozenim x = y = 1, odkud dostaneme

F(2)+ F(1) = F(1) + F(1) + f(2) neboli f(1) =0.
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5.2 Priklady s fesenim uvedenym v zavéru prace

Priklad 5.8. Urcete vsechny dvojice funkci f,g: R — R splriiujici rovnost

f@) = fly) = (z—y)(9(x) + 9(v))

pro kazdé x,y € R.8

Priklad 5.9. Urcete vsechny funkce f: R — R splriugjici rovnost

zf(z) —yfly) = (x —y)f(z +y)

pro vsechna xr,y € R.®

Priklad 5.10. Urcete vSechny spojité funkce f, g, h: (0,00) — R splriugici pro vsech-
na z,y € (0,00) rovnost®

flz+y) +g(ry) = h(x) + h(y).

8[And, str. 64]
9[Ven, str. 150]






Kapitola 6

Vyuziti oboru hodnot hledané
funkce

V této casti prace se zamérime na funkcionalni rovnice fesené pomoci metod vy-
uzivajicich tvah o oboru hodnot hledanych funkci. Jedna se o rovnice, v nichz
vystupuji slozené funkce a jejichz feseni méa predpis, ktery lze vétsinou lehce odvo-
dit pro vSechny proménné z mnoziny odpovidajici oboru hodnot hledanych funkci.
Vhodnymi ivahami 1ze pak tohoto vysledku vyuzit pro rozsireni nalezeného pted-
pisu na cely defini¢ni obor. Pfi téchto ivahach je ale tifeba jisté ostrazitosti, jak
ukazeme na prvnim ptikladu, ktery nebudeme tplné fesit, pouze jej okomentujeme.

Priklad 6.1. Urcete vsechny funkce f: R — R splriugici rovnost

Flzfy) = f(2) (f(y)*

pro vsechna x,y € R.

Predpokladejme nejprve, ze f oznacuje hledanou funkci. Polozenim x = 1 zis-
kéme ze zadani rovnost f(f(y)) = f(1) (f(y))? neboli f(f(y)) = ¢(f(y))?, kde
c = f(1) € R. Resitele by nyni mohla svadét myslenka, ze po nahrazeni zavislé
proménné f(y) nezéavislou proménnou = obdrzime ptedpis ve tvaru f(z) = cx?
(po dosazeni do zadani ovSem zjistime, Ze takovym FeSenim jsou pouze dvé funkce,
pro které je ¢ = 0 nebo ¢ = 1). Uvédomme si vSak, Ze jsme za hodnotu f(y)
z oboru hodnot funkce f, ktera obecné nemusi nabyvat vSech realnych hodnot,
dosadili proménnou x z defini¢cniho oboru hledané funkce f, kterda podle zadani
musi nabyvat libovolné realné hodnoty. Nekorektnost postupu zde tedy zptsobuje
fakt, ze mnoziny odpovidajici definicnimu oboru a oboru hodnot mohou byt rizné
(pokud bychom dokézali, Ze jsou totozné, ospravedlnili bychom tak posledni pro-
vedenou substituci a tim i zptsob, jak jsme se dopracovali k uvedenému tvaru
feseni).

97
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Na dalsich prikladech jiz ukazeme, jakymi zptsoby lze obor hodnot hledané
funkce vyuzit korektné.

Piiklad 6.2. Urcete vsechny funkce f: R — R splniujici rovnost
F(f@@) +y) =22+ f(f(y) - o)

pro viechna x,y € R.1

Reseni. Necht f je libovolna z hledanych funkei splitujicich zadani. Nahrazenim
—f(x) za y dostaneme

£(0) =22 + f(f(—f(ac)) . x) neboli f(f(—f(ac)) - x) — —22 + (0).

Pravéa strana posledni ziskané rovnosti miize nabyvat se zménou x € R libovolnych
realnych hodnot, kterjch vzhledem k tvaru levé strany nabyva i hledana funkce,
tzn. obor hodnost H(f) je roven R. Existuje proto takové a € R, pro které je
f(a) = 0. (Dokonce mizeme urcit, ze vyhovuje a:f(—f(x)) — pro x = %f(O))
Polozenim x=a v zadané rovnosti zjistime, ze pro kazdé y € R plati

FO+y)=2a+ f(f(y) —a),
fly) —a=a+ f(f(y) —a).

Dosazenim z = f(y) — a, kde z je vzhledem k oboru hodnot funkce f libovolné
realné ¢islo, nakonec dostaneme z = a + f(z) neboli f(z) = z — a. Ziskali jsme tak
ptedpis funkce f ve tvaru f(z) = z —a pro vhodné a € R a kazdé € R. Snadnym
dosazenim do zadani ovéfime, ze vSechny takové funkce jsou opravdu fesenim:

L: f(f(x)—l—y):f(x—a+y):x+y—2a,
P: 20+ f(fly)—z)=22+fly—a—2z)=c+y—2a

]

Priklad 6.3. Najdéte vsechny funkce f: R — R, které pro vSechna x,y € R spliiugi
rovnost?

f@)+ fly) = F(f(2)f(y))-

Reseni. Necht f déle oznacuje funkci spliiujici zadani a t € R je libovolné, déle
vSak pevné dané. Zrejmé plati f(¢) € H(f) a polozenim z = t a y = t v zadané rov-

nosti obdrzime 2f(t) = f (( f (t))z), coz s ohledem na tvar pravé strany znamena,

'Rovnice byla vybrana na seznam navrzenych piikladfi pro Mezindrodni matematickou olym-
piddu (Shortlist, 2002).
2[Luk]
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ze i 2f(t) € H(f). Existuje tedy takové ¢islo b € R, pro které je f(b) = 2f(¢).
Polozenim x = b a y = b v zadané rovnosti dostaneme
F) + f(0) = f(F(B) £ (D)),
2
21(t) +2/(t) = £ ((2(1)").
1f() = £ (40£®)°).
Vidime, Ze i hodnota 4f(t) patii do oboru hodnot H(f) funkce f. Existuje tedy

takové ¢ € R, ze f(c) = 4f(t). Dosazenim © =t ay = ¢, resp. c =bay =b
zjistime s ohledem na vyse ziskané vysledky, ze plati

(
(

0+ 1) = F(FDf(e)).
57(t) = £ (4(/(1)")

respektive

F0) + £(b) = F(f(D)£ (D)),
45t = £ (4(/1)%)

odkud porovnanim levych stran poslednich dvou rovnosti dostaneme

5f(t) = 4f (),
f(t)=0.

Protoze na zacatku bylo ¢ € R libovolné zvoleno, plati ziejmé rovnost f(z) = 0
pro vSechna x € R. Snadnym dosazenim do zadéni se mtizeme presvédcit, ze tato
funkce je opravdu fesenim.

Prikladu tedy vyhovuje pouze jedina funkce, a to ve tvaru f(z) = 0 pro vSech-

na r € R.
O

Priklad 6.4. Urcete vsechny funkce f: R — R splriiujici rovnost

fle—fw) =f(f) +xfly)+ flz) -1

pro vsechna x,y € R3

3Mezinarodni matematicka olympiada (1999).
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Reseni. Necht f je libovolné funkce, ktera splituje zadani. Za predpokladu, ze z je
z oboru hodnot funkce f, ziskdme po nahrazeni x za f(y) rovnost

F(0) = f(z) +2° + f(a) - 1,
_c+1—x2

f(z) = — (6.1)

kde ¢ = f(0) € R ax € H(f) je libovolné. Polozenim y = 0 v zadané rovnosti
dostaneme

fz — £(0))
flx—c)— f(2)

F(f(0) +2f(0) + f(z) -1,
fle) +ex—1, (6.2)

odkud pro z = 0 plyne f(—c) — ¢ = f(¢) — 1. Pokud ¢ = f(0) = 0, obdrzime
f(0) = f(0) — 1 neboli 0 = —1, coz je spor, a proto je ¢ = f(0) # 0. Diky tomu lze
z rovnosti (6.2) vyvodit zaveér, Ze pro kazdé t € R (odpovidajici celé pravé strané
této rovnosti) najdeme takova vy, y2 € H(f) (odpovidajici hodnotam vystupujicim
na levé strané rovnosti: y; = f(z — ¢), yo = f(x)), ze plati t = y; — y». S ohledem
na vysledek (6.1) a fakt, Ze y;,y2 € H(f), obdrzime s vyuZitim rovnosti ze zadani
predpis funkce f pro kazdé t € R ve tvaru

f@)=flyr =) = f(y2) Ty + f(n) — 1=

c+1—y3 c+1—y} (y1 — y2)?
= - —_1: - -
5 + Y1y2 + 5 c 5
t2
Ty

Pfejmenovanim ¢ na x a porovnanim pravych stran ze ziskané rovnosti a z rov-
nosti (6.1) zjistime (za predpokladu x € H(f)), ze

22 c+1—22
2 2 ’
c
2

Plati tedy, Ze ¢ = 1 a nalezeny pfedpis funkce f je tvaru f(z) =1— % Dosazenim
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jesté ovérime, ze jsme opravdu nalezli fesSeni:

L: f(xf(y))f(xHy—Q)l(xl—M;)Q

2 2
:1_:52_2“%L1+xy2_y2+%:1——1_y2+%Jra:_x_yi)_fc_2
2 2 2 27
y2 y2 IQ
P: f(f(y))+xf(y)+f(x)—1:f(1—5)+x<1—5)+1—7—1:
(1-%) 2 4
- 5 2 2 Yy 2 2
2 T l—y"+ 5 Tyt
=1- -7 -7 4 L T
5 Ty T 2 T

Pti vyuzivani oboru hodnot v postupech hledani vyhovujicich funkci je nékdy
vyhodné odvodit néjakou z jejich dalsich vlastnosti, napriklad Ze je funkce surjek-
tivni nebo prosta. Jak nam obé z uvedenych vlastnosti mohou pomoci, ukazeme
na feseni prikladu 6.5.

Piiklad 6.5. Urcete vsechny funkce f: R — R splriujici rovnost?

(@) +2f(y) ==f(y+1)
pro vSechna x,y € R.

Reseni. Nejdiive ozna¢me f libovolnou funkci, ktera splituje vsechny predpoklady
zadéni, a polozme a = f(0). Dosazenim = = 0 zjistime, ze f(f(0))) = 0 neboli
f(a) = 0. S ohledem na tento fakt ziskame polozenim y = a v zadani rovnost

f(f(2) +2f(a)) = xf(a+1),
f(f(x)) =zf(a+1). (6.3)

Uvazujme dale dva pripady, které mohou nastat.

Je-li f(a+ 1) =0, pak f(f(z)) = 0 pro viechna z € R. Pfedpokladejme, Ze
existuje takové realné y;, pro které je f(y;+1) # 0. Polozenim y = y; v zadané rov-
nosti dostaneme f (f(z)+zf(y1)) = «f(y1+1), odkud vidime, Ze hodnoty funkce f
nabyvaji vSech redlnych hodnot (funkce je surjektivni), proto tedy i f(f(z)) na-
byrva vech hodnot. To je ale spor s tim, ze f(f(x)) =0 pro viechna z € R. Zjistili
jsme, Ze v ptipadé f(a + 1) = 0 mé hledana funkce f predpis ve tvaru f(x) = 0

4[And, str. 53]
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pro kazdé x € R. Snadnym dosazenim do zadani zjistime, ze takova funkce je
(trividlnim) feSenim.

Je-li naopak f(a + 1) # 0, pak z rovnosti (6.3) vyplyva, Ze hledand funkce f
je nejen surjektivni, ale také prosta. Pokud pro néjaka xq,xs € R totiz nastane
rovnost f(z1)= f(x2), pak plati z1f(a +1) = f(f(z1)) = f(f(22)) = z2f(a+1)
neboli x1 = x5. Dosazenim x = 1 do rovnosti ze zadani dostaneme po upraveé
s ohledem na posledni vysledek rovnost

FFQ) + fly) = fly+1),
f)+fly) =y+1,
f(

kde y € R je libovolné. Ziskali jsme ptedpis funkce f ve tvaru f(z) =z +1— f(1).
Dosazenim x = 1 v nalezeném vyjadieni f si mizeme vSimnout, Ze plati rovnost
f(1) =1+1— f(1) neboli f(1) = 1. Pfedpis hledané funkce ma tedy tvar f(z) =z
pro vSechna x € R. Dosazenim zjistime, Ze se opravdu jedna o TeSeni:

L: f(f(@)+af(y) = f(z+ay) =z +ay,
P: zfly+1)=z(y+1) =a+zy.

Jediné dvé funkce, které splnuji zadani tohoto piikladu, maji pro kazdé r € R
pfedpis tvaru f(x) = 0 nebo f(x) = z.
O

V dosud uvedenych prikladech této kapitoly jsme nikde nepozadovali spojitost
hledané funkce. Tuto vlastnost vSak nyni uplatnime v poslednim ptikladu 6.6, kde
nejdfive najdeme predpis funkce f na jejim oboru hodnot a poté sporem ukazeme,
ze neni zdola ani shora omezeny, tj. ze diky predpokladané spojitosti funkce f plati
H(f) =R, ¢imz potvrdime nalezeny piedpis pro vSechna reélna ¢isla.

Priklad 6.6. Najdéte vsechny spojité funkce f: R — R spliujici pro vsechna
x,y € R rovnost®

flx+y)=f(z+ f(y))

Reseni. Oznacme jako f funkci, kterd spliiuje zadani. Zfejmé libovolné konstantni
funkce jsou (trividlnim) fesenim, vynechme proto tyto pfipady v naSich dalsich
uvahach.

Dosazenim z =0 dostaneme f(y)= f(f(y)). Vidime tedy, Ze f(z) = x pro viech-
na x € H(f). Oznacme a € RU {—o0}, resp. b € RU {oo} jako infimum, resp.
supremum mnoziny H(f) (v pfipadé H(f) = R je pak ziejmé a = —00 a b = 00).
Protoze pro kazdou (nekonstantni) spojitou funkci je podle Bolzanovy véty jejim

5[Sma, str. 78]
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oborem hodnot né&jaky interval, budeme v nasem pi¥ipadé mit f(x) = z pro vSechna
x € (a,b), pfitom a < b, nebot konstantni feseni jsme z nasich tvah vylou¢ili. Rov-
nosti @ = —oo a b = oo nyni dokédzeme sporem.

Pfipustme, Zze a # —oo, tj. a € R. Ze spojitosti funkce f v bodé a zprava
plyne, ze rovnost f(x) = x plati nejen pro kazdé x € (a, b), ale také pro = = a, tzn.
f(a) = a. Proto ze spojitosti funkce f v bodé a zleva najdeme diky predpokladu
a < b takové t > 0, Ze plati nerovnost f(a —t) + ¢ < b (jeji leva strana méa totiz
pro t — 07 limitu rovnou f(a) = a < b). Diky rovnosti a = min H (f) ovSem méme
fla—1t)+t>a+t > a, takze dohromady dostavame, ze f(a —t) +t € H(f).
Proto mtuzeme podle rovnosti ze zadani pro x =t a y = a — t psat

fla)=flt+(a—1t)=f(t+ fla—t) =t+ fla—t) >t+a,

odkud f(a) > a, coz je ve sporu s rovnosti f(a) = a.

Stejnymi kroky bychom dosli k zavéru, ze také podminka b # oo je sporna.
Obor hodnot funkce f je tedy totozny s mmnozinou vsech redlnych cisel a tudiz
plati f(z) = x pro vSechna x € R. Snadnym dosazenim do zadani se muzeme
presvedcit, ze tato funkce je opravdu fesenim.

Zjistili jsme tedy, Ze jediné spojité funkce, které jsou feSenim, maji tvar f(z)=c
a f(z) =z, kde ¢ € R je libovolna konstanta.

[

6.1 Priklady s fesenim uvedenym v zavéru prace

Priklad 6.7. Urcete vsechny funkce f: R\ {0,1} — R splnugici rovnost

f(fc)+f( ! >=x

l1—=x

pro viechna x € R\ {0,1}.

Priklad 6.8. Urcete vSechny dvojice funkci f,g: R — R, které splnuji ndasledujici
podminky

1) Funkce g je prosta.

2) f(9(z)+y) =g(z+ f(y)) pro libovolnd z,y € R.7

5[Eng, str. 278]
"[Ven, str. 111]
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Nasledujici priklad byl vybran jako jeden ze soutéznich na Mezinarodni matema-
tickou olympiadu, ktera se konala v Rio de Janeiro v roce 2017. Vzhledem k roku
jejiho konani a obdobi, kdy vznikala tato prace, si troufame tvrdit, ze feseni tohoto
prikladu nebylo touto dobou zvefejnéno v zadné jiné tisténé publikaci.

Priklad 6.9. Urcete vsechny funkce f: R — R, které splriugji rovnost
(@) f(y) + f(z+y) = f(ay)

pro kazdd x,y € R.8

8Mezinarodni matematicka olympiada (2017).



Kapitola 7

Vyuziti pevnych bodi hledané
funkce

V predchozi kapitole jsme predstavili metodu, kterou lze pouzit pri feseni funkcio-
nalnich rovnic obsahujicich slozené funkce. Touto kapitolou dale rozsirime arzenal
metod, které je mozné pro tyto rovnice pouzit. Vice zde totiz rozebereme jeden
ze zpusobt, ktery jsme predstavili v teoretickém zakladu této prace, zabyvajici
se nalezenim a vyuzitim pevnych bodi hledanych funkci. Pfedtim vSak jesté pfi-
pomenme, ze pevnym bodem funkce f je takové zy € R, které lezi jak v jejim
defini¢nim oboru, tak v oboru hodnot, a spliiuje pfitom rovnost f(zg) = .

Jak si ¢tendr jisté vsiml, spousta funkcionalnich rovnic mé feseni ve tvaru
f(z) = x. Pokud by se nam u téchto rovnic podafilo dokazat, ze kazdé =z € R je
pevnym bodem hledané funkce, dospéli bychom ziejmé ke stejnému zavéru. Nékdy
je zase naopak vyhodné ukazat, ze hledana funkce f neméa zadny pevny bod, diky
¢emuz budeme mit napiiklad zaruceno, Ze déleni hodnotou f(0) je pFipustnou
operaci.

Jak jsme jiz avizovali v 1. kapitole pfi pfedstavovani metod feseni vyuzitim
pevnych bodi hledané funkce, je nasledujici priklad vyfesen tak, ze nejdiive nalez-
neme pevny bod funkce a dokdzeme, ze zadny jiny nema. Nakonec dosazenim jeho
hodnoty za vhodny vyraz obdrzime rovnost, z niz pak snadno odvodime predpis
pro hledané feseni.

Prfiklad 7.1. Uréete vSechny funkce f: (0,00) — (0,00) spliiujici podminky

1) f(z) € (1,00) pro kazdé x € (0,1),

2) f(zf(y)) =yf(x) pro libovolnd x,y € (0,00).!

1[Ven, str. 111]
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Reseni. Necht f je libovolna funkce, ktera splituje zadani. Dosazenim y = 1 do rov-
nosti v podmince 2) dostaneme

flxf(1) = f(x). (7.1)

Po jiném dosazeni # = 1 obdrzime rovnost f(f(y)) = yf(1), kterou nyni vyuzijeme,
polozime-li v podmince 2) y = f(1). Ziskdme

ff(f(1) = f)f(x),
flxf(1) = fF)f(x). (7.2)

Porovnanim pravych stran u (7.1) a (7.2) s ohledem na fakt, ze f(x) # 0, zjistime,

ze f(1) = 1, coz podle pfedchoziho znamena, ze f(f(y)) = y pro kazdé y € (0, 00).
Nyni ukazeme, ze x = 1 je jedinym pevnym bodem funkce f. Po nahrazeni y

za f(y) (misto y budeme psat f(y)) v 2) s ohledem na f(f(y)) = y dostaneme

f@f(f(y) = fy)f(x),
fley) = f(y) f(=).

Zéménou y za = v posledni ziskané rovnosti s ohledem na f(1) = 1 ziskame

F) =t G) f(z), neboli ﬁ = f (%) . (7.3)

Pro z € (1,00) s ohledem na podminku 1) plati f (1) € (1,00) a podle (7.3) je
pro tato = také ﬁ € (1,00) neboli f(z) € (0,1). Funkce tedy zobrazuje inter-
val (0,1) do intervalu (1,00) a naopak, takze rovnost f(z) = = je splnéna jediné
pro x = 1. Tvrzeni o jediném pevném bodé funkce f je tak dokazano.

Zvolime-li nyni y = x v rovnosti uvedené v podmince 2), dostaneme

f(@f(x)) =2 f(x),

coz znamena, ze z f(x) je pevnym bodem funkce f pro libovolné x € (0, 00). V pre-
deslém odstavci jsme ukézali, ze jedinym pevnym bodem je x = 1, musi tedy
pro kazdé x € (0, 00) platit
1
xf(z) =1, neboli f(z)=—.
T

Funkce f s nalezenym predpisem ziejmé spliiuje podminku 1), podminku 2) snadno
ovéfime dosazenim:

Li faf)=f (%) =2,

y
P oyf(z) = %
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V tvodu této kapitoly jsme zminili, ze je nékdy vyhodné ukazat, ze hledana funkce
nema zadny pevny bod. Jak mizeme tuto informaci dale vyuzit, ukdazeme v feseni
nasledujiciho prikladu.

Piiklad 7.2. Urcete vSechny funkce f: (—1,00) — (=1, 00) spliugici podminky
1) flz+ fly) +2f(y) =y+ f(z) + yf(z) pro kaZdd z,y € (—1,00),

2) @ je rostouct na intervalech (—1,0) a (0, 00).2
Reseni. Necht f dale oznacuje funkci, ktera splituje vechny predpoklady zadani.
Z podminky 2) plyne, ze funkce f mé na kazdém z intervalt (—1,0), (0, c0) nejvyse
jeden pevny bod. Pokud by tomu tak nebylo a platilo by f(a) = a a f(b) = b
pro a # b, kde a,b € (—1,0), ziskali bychom ve 2) postupnym nahrazenim a a b
za x zlomky @ =2=1a @ = % = 1, coz je spor s predpokladem, ze @ je
na (—1,0) rostouci. Stejnou tvahu lze pak pouzit i pro interval (0, c0).

Ptredpokladejme dale, ze funkce f ma pravé jeden pevny bod na (—1,0), ozna¢me
jej a, a pravé jeden pevny bod na (0, 00), ozna¢me jej b, tzn. f(a) = a a f(b) =0,
kde a € (—1,0) a b € (0, 00).

PoloZenim = = y v podmince 1) dostaneme

fla+ f@) +af(@) =2+ f(2) +2f(2), (7.4)

odkud dale dosazenim x = a ziskame

fla+f(a) +af(a)) = a+ f(a) +af(a),
f(a2 +2a) =a* + 2a.

Vzhledem k tomu, ze a € (—1,0), je také a®> +2a = (a + 1)> — 1 € (-1,0).
Na intervalu (—1,0) je ale a jedinym pevnym bodem funkce f, proto plati

a’+2a =a,
ala+1) =0,

coz znamena, ze a = 0 nebo a = —1. Tim jsme ale ziskali spor s predpokladem,
ze —1 < a < 0. Stejnou tvahou dojdeme k zavéru, ze funkce f nemd zadny pevny
bod na intervalu (0, 00).

Ukézali jsme, ze hledana funkce f nema zadny pevny bod ani na jednom z in-
tervali (—1,0) a (0,00), coz znamend, ze rovnost (7.4) mize byt splnéna pouze
v piipadé z+ f(x)+xf(x)=0. Vyjaddfenim hledané funkce dostaneme jeji predpis

ve tvaru f(r) = — 47, kde z € (—1,00).

2Mezinarodni matematicka olympiada (1994).
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Dosazenim nalezeného predpisu do obou podminek vysledek jesté potvrdime:

1)

Lo St f)+af@) = £ (o= 2 - ) (2 -

y+1 y+1 y+1
z—y Ty
v+l oyl T Y
- T— - o+l )

x ry y—x  x—y
r+1 z+1 z+1  z+1

P: oy+ f(x)+yflx) =y

V ptipadé dosazeni do levé strany rovnice (L) vSak jesté musime ovérit, ze
hodnota 7= je pro vSechna z,y € (—1,00) také z intervalu (-1, 00):

T —y r+1 ) r+1
=—-1+4+ , odkud pro z,y > —1 plati — 1+ —— > —1.
y+1 y+1 P 4 P y+1

2) Funkce ve tvaru

fle)  —7a3 T 1

x r  22+x  x+1

je zfejmé rostouci na intervalech (—1,0) a (0, 00).

Priklad 7.3. Urcete vsechny funkce f: R — R splnugjici rovnost

flz+ flz+y) + flay) =2+ f(x +y) +yf(z) (7.5)
pro kazdd x,y € R.3

Reseni. Necht f oznacuje libovolnou funkci, ktera splituje vSechny piedpoklady
zadani, a Py mnozinu vSech jejich pevnych bodi. Volbou y =1 v (7.5) dostaneme

fle+ flx+1) + flx) =z + flz+1) + f(z),
f(:v—i—f(x—I—l)) =xz+ f(x+1).

Jak si miZeme vSimnout, je hodnota = + f(x + 1) pevnym bodem funkce f, at
je x € R zvoleno jakkoliv. Zaménime-li pritom x za x — 1, ziskdme nasledujici
poznatek o mnoziné Py vSech pevnych bodi funkce f :

r— 1+ f(x) € Py pro kazdé z € R. (7.6)

3Ptiklad z Mezinarodni matematické olympiady konané v roce 2015, jehoz feSeni jsme zvetej-
nili ve ¢lanku [Sat1].
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Vime tak, Ze mnozina Py je neprazdna. Podivejme se, zda lze vSechny pevné body
hledané funkce f snadno zjistit. Vezmeme-li libovolny prvek yo € Py, pak s ohledem
na f(yo) = yo volbou z =0 a y = yo v (7.5) ziskdme

f(f(yo)) + f(0) = f(vo) +v0f(0),
Yo + f(0) = yo + o f(0),
f0)(1 —yo) = 0.

Vs8e o mnoziné Py je tedy jasné za podminky f(0) # 0, kdy z posledni rovnosti
vychazi 1 — yo = 0, takze hledana funkce f ma jediny pevny bod y, = 1 neboli
Py = {1}. Tedy podle (7.6) musi platit

r—1+ f(z)=1 ¢l f(x)=2—2x prokazdé = € R.

Odvodili jsme tak ptredpis funkce f v piipadé, kdy f(0) # 0.

V celém dalsim feseni se proto budeme zabyvat zbyvajicim pripadem, kdy na-
opak plati f(0) = 0 a pfedchozi tivaha o obecném bodé yy € Py nevede k zadnému
ZAVeru.

Vzhledem k f(0) = 0 volbou y = —x v rovnosti (7.5) obdrzime

fla)+ f(—2?) =z — af(2). (7.7)

Pro x = —1 tak zjistime, ze plati f(—1)+ f(—1) = —14 f(—1) neboli f(—1) = —1.
S ohledem na tuto skute¢nost nyni z rovnosti (7.7) pro x = 1 mame f(1)+ f(—1) =
= 1— f(1) neboli f(1) = 1. Zjistili jsme tak, ze pevnymi body funkce f jsou —
vedle predpokladané nuly — i ¢isla —1 a 1.

Druhy vyznamny disledek pfedpokladu f(0) = 0 ziskdme, kdyz v (7.5) zvolime
y = 0. Dostaneme vztah

[+ f(x) = =+ f(x),
podle kterého rovnéz hodnoty x + f(x) patii k pevnym bodtim funkce f :
z+ f(x) € Py pro kazdé = € R. (7.8)

Porovnejme nyni zavéry (7.6) a (7.8): pevny bod z + f(z) funkce f je o 1 vétsi
nez jeji pevny bod z — 1 4+ f(x). Nyni ukdZeme, Ze plati nasledujici zavér: je-li
pro néjaké yy € Py rovnéz yy + 1 € Py, pak také yo + 2 € Py. Skutecné, z rovnosti
fwo) =vyoa f(yo+1) =yo+1ptivolbé z =1ay = yo v (7.5) obdrzime (s ohledem
na vyse dokdzany vysledek f(1)=1)

S+ f(X+w0) + f(yo) =1+ f(14w0) +yof(1),
JA4+14y) +yo =1+ (1+0) +vo
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neboli f(yo + 2) = yo + 2, jak jsme chtéli ukazat.

Pravé dokdzana vlastnost vede k nasledujicimu disledku zavéra (7.6) a (7.8):
rovnéz hodnota x + 1+ f(z) je pevnym bodem funkce f. Po nahrazeni z za x — 1
dostaneme

z+ f(r —1) € Py pro kazdé = € R.
To je vysledny poznatek o mnoziné Py, ktery k dokonceni feseni v piipadé f(0) =0
budeme potfebovat. Uplatnime ho tak, ze odpovidajici rovnost

flz+fz=1) =z + f(z—1)

vyuzijeme pii upravé vysledku po dosazeni y = —1 do (7.5):

fla+ fla=1))+ f(-2) =2+ flz = 1) = f(2),
r+ fle =1+ f(=2) =z + flz - 1) = fla),
f=z) = —f(=).
Jak vidime, je hledand funkce f licha, diky ¢emuz po nahrazeni x opa¢nou hodno-
tou —x v rovnosti (7.7) obdrzime rovnost

f(=2) + [(=2%) = —w + 2 f(=2),
—f(2) + f(=2%) = —2 — af(2).
Odectenim pravé ziskané rovnosti od (7.7) dostaneme 2f(x) = 2z neboli f(x) =z

pro kazdé x € R. Odvodili jsme tak druhé feseni ptikladu, a to pro pfipad f(0) = 0.
Celkem jsme tedy zjistili, ze feSenim pfikladu jsou pouze dvé funkce, a to

tak opravdu je: Pro f(z) = x plati
L: flz+flz+y)+ flzy) =z+ f(x+y)+ 2y =20 +y +ay,
P: ox+ fle+y) +yflz) =22+y+uay,
pro f(z) = 2 — x dostaneme
L: f(x—irf(:c—l—y))+f(xy):f(x—|—2—x—y)—|—2—:cy:
=2-2—-y)+2—axy=2+y—ay,
P: o4+ flz+y)+yfl@x)=z+2—(x+y)+y2—2)=2+y—ay.
[

Priklad 7.4. Necht g: R — R je takovd kvadratickd funkce, Ze jejim sloZenim
g(g(x)) ziskame funkci, kterd md alespon tri navzajem rizné€ pevné body. Dokazte,
Ze pak neexistuje funkce f: R — R spliujici pro vsechna x € R rovnost*

f(f(@) = g(@).

4[And, str. 192]
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Reseni. Necht f a g dale oznacuji funkce splitujici vSechny piedpoklady zadani.
Uvédomme si nejdiive, ze kazdy pevny bod funkce ¢ je i pevnym bodem slozené
funkce g o g. Pokud by vSak ¢ neméla zadny pevny bod, musela by vzhledem
ke spojitosti kvadratické funkce g platit pro kazdé x € R bud nerovnost g(x) < z,
nebo g(x) > z. V obou ptipadech bychom vsak obdrzeli spor s predpokladem, Ze
g o g ma alespon tii pevné body, protoze bychom pro kazdé x € R obdrzeli bud
nerovnost g(g(z)) < g(z) < z, nebo g(g(x)) > g(z) > x.

Dokézali jsme tak existenci alespon jednoho pevného bodu g a ozna¢me dale
jako x1, x5 vSechny pevné body této funkce s tim, ze pfipoustime i moznost x; = x».
Slozena funkce g o ¢ ma podle predpokladu tii navzajem rizné pevné body mezi
néz patii jak xq, tak xo, proto existuji jeden, nebo dva dalsi pevné body riizné
od x1, zo, které oznacme jako x3 a x4, pricemz stejné jako predtim pripoustime
i moznost x3 = x4.

S vyuzitim rovnosti ze zadani plati

Flo@) = F(F(F@)) = a(f(2)), (7.9)
odkud pro z; (a podobné také pro xs) dostaneme

flzr) = fg(z1)) = g(f(21)),

coZ znamend, ze f(x1) (a zfejmé také f(z3)) je pevnym bodem funkce g. Protoze
pro x; # x5 plyne s ohledem na rovnost ze zadani vysledek

F(f(x1)) = glar) = 21 # 22 = glx2) = f(f(22)),

ktery znamenad, ze f(x1) # f(z2), plati mnozinova rovnost { f(z1), f(x2)} = {1, x2}.
Vzhledem k vysledku (7.9) a rovnosti ze zadani déle plati

1(7( @) = 1(1or@)),
f(g(g(x))> —~ g(Q(f(ﬂf))>,

odkud pro libovolny pevny bod a € {x1, x2, x3, 24} funkce g o g obdrzime

f@) = £ (9(st@) ) = o(o(s(@)).

To znamena, Ze f(a) je taktéz pevnym bodem sloZené funkce g o g, a proto plati
[(xs), f(wa) € {x1, 2,23, 24}

Nyni ukazeme, Ze kvadratickd funkce g ma dalsi (tfeti) pevny bod, coz bude
spor dokazujici tvrzeni ptikladu.

Predpokladejme, ze f(x;) = x5 pro néjaké k € {1,2} a l € {3,4} (neboli
f(z3) € {x1, 22}, nebo f(z4) € {x1,x2}). Vzhledem k vySe uvedenému znaceni
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pevnych bodd, v némz z3, x4 ¢ {x1,22}, a s ohledem na rovnost ze zadani dosta-
neme

x = g(g(z)) = f<f(f(f($z)))) = f(g(zr)) = fzx) € {z1, 22},

coz je spor s podminkou x3, x4 & {x1, x5}, plati tedy f(x3), f(z4) € {3, 24}

Pro z3 = x4 je vzhledem k vySe uvedenému splnén vztah f(z3) = x3, cozZ
s ohledem na rovnost ze zadani znamend, ze g(x3) = f(f(xg)) = X3, COZ je SpOor
s predpokladem, Ze g je kvadraticka funkce (a tedy ma nejvyse dva pevné body
a Tg, jak jsme ze zac¢atku FeSeni vyznadili).

V pripadé x3 # x4 ze vztaha

F(£(r0) ) = alotea) =22 # 0= alate) = 1 (1( (0

plyne f(x3) # f(z4), odkud déle s ohledem na f(x3), f(x4) € {x3, 24} vyplyva,
ze {f(x3), f(x4)} = {x3,24}. Tedy pro kazdou variantu, ktera mize nastat, tj.

f(x3) = x3, f(x4) = x4, nebo f(x3) = x4, f(x4) = 3,

vzdy plati g(x3) = f ( f (:Eg)) = x3. To ale znamend, Ze kvadratickd funkce ¢ ma
dalsi pevny bod 3 (ze zacatku feSeni jsme vSechny jeji pevné body jiz vyznacili
jako x; a x5), coZ je spor.

Dokazali jsme tak, Ze neexistuje zadna takova funkce f, ktera by splnovala
zadani prikladu.

[]

Poznamka. Dodejme k prikladu 7.4 ponékud delsi komentar. Pro kvadratickou
funkci g v zadani prikladu uvedena podminka na pocet pevnych bodt slozené
funkce g o g je podstatnd, tj. nelze ji vypustit. Kuptikladu pro nejjednodussi kva-
dratickou funkci g(z) = x?, kterd podminku piikladu 7.4 nespliiuje, je ptislusna
funkcionalni rovnice

f(f(@) =a* (z€R)

Fesitelna, nebot ji zfejmé vyhovuje spojita funkce f(z) = |z|V2. Tato rovnice ma,
jak ukazali J. Berdnek a J. Chvalina v praci [B—Ch] z roku 1990, nekoneéné mnoho
dalgich feseni (kazdé z nich ma nekoneénou mnozinu bodi nespojitosti).

Piekvapujici vysledek ovsem dokazali R. E. Rice, B. Schweizer a A. Sklar
v ¢lanku [RSS] z roku 1980, Ze totiZ stejna funkciondlni rovnice z piikladu 7.4
v oboru komplexnich ¢isel, tedy rovnice

f(f(z) =9(2) (z€0),
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nemé 7adné feseni f: C — C, af je kvadratickd funkce g(z) = az%+bz+c vybrana
jakkoliv (a,b,c € C, a #0).

Stejné tak ramec nasi disertace presahuje s pfikladem 7.4 souvisejici vysledek R.
Isaacse z ¢lanku [Isa] z roku 1950 o nutnych i postacujicich podminkéch pro danou
funkci g: F — FE, za kterych existuje funkce f spliujici rovnost f ( f (x))) = g(x)
pro kazdé x € E, kde E je dana obecnd (neprazdnd) mnozina. Tyto Isaacsovy
podminky jsou vyjadieny jako vlastnosti tzv. orbit funkce g, o kterych se jesté
zminime v poznamce v samotném zavéru této kapitoly. Orbitam kvadratickych
funkci (a moZnostem jejich vykladu zéktm st¥ednich $kol) se ve své disertacni
praci [Bin] z roku 2006 vénovala H. Binterova.

Poslednim fesenym piikladem této kapitoly se dostavame k metodé, jez je hlavni
naplni kapitoly bezprostfedné nasledujici. P¥i hledani pfedpisu funkce (opét zejmé-
na u funkciondlnich rovnic, v nichz vystupuji slozené funkce) je totiz nékdy vyhodné
zadané rovnice zapsat pomoci vhodné rekurentné zadané posloupnosti, jejiz expli-
citni vyjadreni ndm muze usnadnit praci pii hledani feseni. Tento pripad nyni
i demonstrujeme.

Priklad 7.5. Urcete vSechny spojité funkce f: R — R splriujici rovnost
f(f(2)) =3f(z) — 2z

pro vsechna x € R.°

Reseni. Necht f dale oznacuje libovolnou spojitou funkci f, kterd vyhovuje dané
podmince. Pro libovolnéd z1,x € R takova, ze f(x1) = f(x2), vyplyva ze zadani
rovnost

f(f(xl)) = f(f(%));
3f(xq1) — 221 = 3f(xg) — 2o,

1 = T9g.

Zjistili jsme tak, Ze funkce f je prostd a diky jeji predpokladané spojitosti je
ziejmé navic i ryze monoténni. Nyni vysSetfime, zda je klesajici nebo rostouci.
Pro libovolna x1, 2o € R zvolena tak, ze xy < x5, dostaneme v piipadé klesajici
funkce f implikace

11 < 29 = f(11) > f(72) = f(f(xl)) < f(f(mz))

a v pripadé rostouci funkce f implikace

1 < 2o = f(21) < f(22) = f(f(xl)) < f(f($2)>~

5[And, str. 194]
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Jak vidime z obou pfipadi, je sloZena funkce fo f vzdy rostouci. S ohledem na tuto

skutec¢nost a z vyjadieni funkce f ze zadani

Fa) = 2x + fg(f(x))

pak plyne, Ze i sama funkce f je rostouci na celém R.
Vzhledem k (7.10) a tomu, Ze f o f je rostouci funkce, a tedy plati

f(f(:c)) > f(f(O)) pro kazdé x > 0 a zaroven f(f(x)) < f(f(O)) pro kazdé x < 0,
existuji limity

(7.10)

. o 2+ f(fx)
i g10) = jim IO - e

diky nimz a predpokladané spojitosti f je patrné, ze f je na R navic surjektivni.
Shrnutim dosavadnich vysledki vidime, ze f je na R rostouci bijekci, takze k ni
zfejmé existuje i funkce inverzni f—1.
Necht o € R je libovolné, dale pevné dané, a (z,) -, je posloupnost urcena
rekurentné rovnostmi

ro=qa, 1= f(a) a Tpy = f(xn) pro kazdé n € Ny.
7 rovnosti ze zadani pak po dosazeni x = « plyne
Ty = 311 — 27
a obecnéji po dosazeni x = x,, pro libovolné n € Ny obdrzime
Tpio = 3Tpi1 — 2Tp. (7.11)

Ziskali jsme tak rekurentni vyjadfeni posloupnosti (z,) -, a jeSté nez nalezneme
jeji explicitni tvar, uvédomme si, Ze diky existenci f~! mtZzeme ¢leny x,, uvazovat
i pro cela zapornd n, kde z,, = f~!(x,1) pro kazdé n < —1, pfidemz pro posloup-
nost (z_,), ., zfejmé také plati vztah odvozeny v (7.11).

Charakteristickd rovnice pro (7.11) ma tvar A2 — 3\ + 2 = 0 a jeji kofeny jsou
A1 =1, Ay = 2. Posloupnost (z,,),~, mé tedy explicitni vyjadfeni

Ty, = 11" + 2" = 1 4+ 2",

kde ¢1,co € R jsou vhodné konstanty. Polozenim n = 0, resp. n = 1 dostaneme
s ohledem na zavedené znaceni o = o a x; = f(«) soustavu rovnic (pro neznamé
c1 a c)

a =1 + o,
fla) =c1 + 2cs.
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Odectenim prvni od druhé ziskdme ¢y = f(a) — «, diky ¢emuz jiz snadno (po dosa-

zeni do jedné z rovnic) obdrzime druhou konstantu ¢; = 2a — f(«). Dosazenim ¢;
.7 v z x /N ¥ s v o

a co do vyjadfeni (z,,),., dostaneme s ohledem na vyse zminénou definici ¢lenti z_,,

(n € N) rovnost

T, =20 — f(a) +2"(f(e) — a) (7.12)
pro kazdé n € Z, z niz plyne existence konecné limity

lim z, =20 — f(a).
n——oo

Ze spojitosti funkce f odtud plyne
f(2a = f(o)) = nl—i}Poof(xn) = nl_i}}loo Tni1 = 2a — f(a).

Jelikoz a € R bylo na zacatku zvoleno libovolné, dokéazali jsme tak, ze hodnota
2z — f(x) je pevnym bodem funkce f pro kazdé = € R.

Oznac¢me dale jako A mnozinu vSech pevnych bodi funkce f, ktera je vzhledem
k vyse uvedenému ziejmé neprazdna. Existuji-li v A alespon dva rizné body a a b,
kde a < b, uvazme libovolné ¢ € (a,b), dale pevné dané, a definujme spojitou
funkci g: (a,b) — R pro kazdé x € (a,b) predpisem

g(x) = f(x) — 2z +c.

Tato funkce nabyva s ohledem na pfedpoklady f(a)=a, f(b) = b a c € (a,b)
v krajnich bodech svého definiéniho oboru opa¢nych znamének, nebot

g(a)=fla) —2a+c=a—2a+c=c—a>0,
gb)=f(b) —2b+c=b—2b+c=c—b<0.

Mame tak s ohledem na spojitost funkce g zarucenu existenci takového bodu
co € (a,b), pro ktery plati g(cy) = 0.5 Po dosazeni bodu ¢, do pfedpisu g obdr-
zime 0 = f(cg) — 2¢y + ¢ neboli ¢ = 2¢y — f(co). Jak vidime, 1ze ¢ zapsat ve tvaru,
ktery odpovida pevnému bodu funkce f, jak jsme jiz vySe ukazali, proto c je tak-
téz pevnym bodem této funkce. Navic vzhledem k tomu, Ze na zacatku tvahy
bylo ¢ € (a,b) libovolné, plati pro v8echny body intervalu (a,b), Ze jsou pevnymi
body f, tj. (a,b) C A. Uvédomme si déle, Ze ze spojitosti funkce f déle plyne, Ze
je-li (a,b) C A (a,b € R), pak dokonce (a,b) C A.

Ukéazali jsme tak, Ze neni-li mnozina A jednoprvkova, miize byt jediné néjakym
intervalem tvaru (—oo,0), (—oo,a), (a,00) nebo (a,b), kde a,b € R a a < b.
Tyto pripady nyni prozkoumame oddélené.

6Existence bodu ¢ € (a,b) s uvedenou vlastnosti g(cy) = 0 plyne z Bolzanovy véty.
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Pro A = R je zfejmé f(x) = x pro kazdé = € R a jednoduchym dosazenim
do zadani zjistime, Ze se opravdu jednd o feseni.

V piipadé, kdy A= (—o0,a) pro né&jaké a € R, plati predné f(x)=x pro kaz-
dé z <a. Nyni ukazeme, Ze pro ostatni x € R (zadand nerovnosti > a) ma funkce f
uvahy, 22— f(z) je pro kazdé x € R pevnym bodem funkce f, patii tedy do mnoziny
A = (—00,a), coz zarucuje nerovnost 2z — f(x) < a. Zbyva tedy vyloucit existenci
takového ¢isla f > a, pro néz 26— f() < a. P¥ipustme, Ze takové /3 existuje. Stejné
jako vyse definujme oboustranné nekone¢nou posloupnost (z,) . rekurentné
rovnostmi

To=p0 a Ty = f(:vn) pro kazdé n € Z,

pro jejiz ¢leny podle vysledku (7.12) plati pro kazdé n € Z vzorec

2, =28~ f(B)+2"(f(B) - B).

Diky pfedpokladu 28 — f() < a existuje takové ny € N, ze x_,,, < a. (Plyne to
z predchoziho vzorce, nebot 27" — 0 pro n — o0.) To ale znamena, ze x_,, je
pevaym bodem funkce f, a tudiz plati x_,,+1 = r_,, neboli

28 — f(B) + 27 (f(B) — B) =28 — F(B) +27™ (f(B) — B),
2(f(8) = B) = f(B) - 5,
£(8) = B.

To je ale spor s predpokladem, Ze 5 > a, a tak je pfedpis f(x) = 2z — a dokdzan
pro kazdé = > a.

Stejnymi tvahami bychom dosli k zévéru, Ze pro A = (a, ) je f(x) =2z —a
na (—oo,a) apro A = (a,b) je f(xr) =2r—ana (—o0,a) a f(x) = 2x—bna (b, 00).

V poslednim pfipadé, kdy je A jednoprvkovou mnozinou {a}, je vzhledem k do-
sazenym vysledkim ziejmé, ze funkce f ma predpis tvaru f(z) = 2x —a pro vSech-
na r € R.

Dosazenim do zadani se muzeme presvédcit, ze vSechny nalezené funkce jsou
feSenimi. Staci si pfitom uvédomit, ze vétsi z ¢isel ve dvojici (z,a) je na stejné
pozici jako vétsi z ¢isel ve dvojici (2x — a, a).

Pro piehlednost zde jesté provedme shrnuti vSech feseni: Pro kazdé x € R jsou
to f(x) =z, f(x) =22 —a a déale (kde a,b € Ra a <b)

{:v pro z < a, {x pro x > a,

fz) = flx) =

2r —a prox > a, 2r —a prox < a,

2r —a prozx < a,
flz) =< x proa <z <b,
2r — b prox > b,
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[e.e]

Poznamka. V feseni piikladu jsme vyuzili posloupnost (z,,), ., jejiz ¢leny jsme

pro dané cislo a € R urcili rekurentné rovnostmi
ro=qa, 1= f(a) a Tpy = f(:L‘n) pro kazdé n € Ny.

Takova posloupnost se nazyva orbita bodu o funkce f a jeji ¢leny jsou iteracemsi
funkce f v daném bodé a (Clen z,, = f(r,_1) = ... = f™(a) nazyvime n-tou
iteraci funkce f v bodé «).

V feseni prikladu jsme vyuzili vlastnosti, kterd obecné plati pro konvergentni
orbity bodi a kterou zde nyni uvedeme bez ditkazu (lze jej nalézt v [Smi, str. 72]).

Necht I je otevreny interval a f: I— 1 je spojitd funkce a necht pro néjaké xo€ 1l
posloupnost (f(”) (:Eo))oo konverguje k néjakému 5 (B € I). Potom (B je pevnym

n=1

bodem funkce f, tzn. f(B) = 5.

Uvedené tvrzeni ilustrujeme pro funkci f(z) = V22 a bod zp = 4 na nésledujicim
obrazku.

|
|
|
|
o) B... x3 X2 z1 xo =4 x

Obr. 2: Grafické znazornéni orbity bodu x¢ = 4 pro funkci f(z) =V22.

Jednim z pevnych bodi funkce f je zfejmé bod s hodnotou rovnou 1 (dal$im uz
je pouze 0), s ¢imz koresponduje obrazek 2, kde je zfejmé [ = 1.
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7.1 Priklady s rfesenim uvedenym v zavéru prace

Priklad 7.6. Necht f: R — R je funkce splnujici rovnost

pro vsechna x € R. Dokazte, Ze existuji takovd ti navzdjem riznd ¢isla a,b,c € R,

Ze plati f(a) + f(b) + f(c) =0.7

Priklad 7.7. Dokazte, Ze alespon jeden pevny bod maji vSechny (i nespojité)
rostouct funkce f: (0,1) — (0,1).8

Priklad 7.8. Necht f: R — R je takovd spojitd funkce, Ze pro kazdé x € R existugje
takové n € N, Ze n-td iterace f v bodé x je rovna jedné, tj. f)(x)=1. Dokazte,
Ze funkce f md pevny bod.”

"[And, str. 194]
8[And, str. 193]



Kapitola 8

Vyuziti rekurentnich posloupnosti

Funkcionalni rovnice, v nichz se vyskytuji slozené funkce, 1ze v mnoha ptipadech
feSit metodami predstavenymi v predchozich dvou kapitolach. Nicméné existuji
i takové typy rovnic, kdy ani vysSe uvedené metody nejsou dostacujici pro nalezeni
hledanych funkci. Tuto situaci jsme predstavili v pfikladu 7.5 v zavéru predchozi
sedmé kapitoly, kde jsme ze zadané funkcionalni rovnice odvodili vhodnou reku-
rentné zadanou posloupnost, jejiz explicitni vyjadfeni nam pomohlo najit tvar fe-
Seni. Pravé tento ,prepis“ rovnice do tvaru rekurentné zadané posloupnosti urcuje
metodu, kterou vice predstavime v této kapitole.

Typickymi funkcionalnimi rovnicemi, kde Ize tuto metodu vyuzit, jsou takové
rovnice, v nichz kromé slozenych funkci vystupuje pouze jedna nezavisla proménna.
Diky tomu jsme sice zna¢né omezeni pii odvozovani obecnych vlastnosti hledané
funkce s pomoci specifikace nebo dosazovani za tuto nezavislou proménou, ale
metoda vyuziti vhodné rekurentné zadané posloupnosti nam poskytuje dostatecné
silny prostiedek k tomu, abychom byli schopni odvodit vSechna tato feseni i bez
specifikaci a dosazovani, jak nyni ukdzeme na zarazenych ptikladech.

Priklad 8.1. Urcete vsechny funkce f: (0,00) — (0,00) spliujici pro vsechna
z € (0,00) rovnost !

F(f(2)) =122 — [(2).
Reseni. Necht f je libovoln funkce vyhovujici zad4ni. Piedpis funkce f budeme
hledat pomoci vhodné rekurentné zadané posloupnosti, jejiz explicitni vyjadieni
povede k nalezeni této funkce. Necht zq € (0,00) je libovolny, déle pevné dany
bod a (b,),-, je posloupnost urcena rekurentné rovnostmi

bo = xo, b1 = f(xg) a by = f(bn) pro kazdé n € Nj.

Protoze v defini¢cnim oboru i oboru hodnot funkce f lezi pouze nezaporna disla,
plati nerovnost b, > 0 pro kazdé n € Ny. Dale si vSimnéme, Ze ze zadané rovnosti

1[Ven, str. 111]
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po dosazeni x = b,,, kde n € Ny je libovolné, obdrzime
bn+2 = 12bn - bn+1. (81)

Ziskali jsme tak rekurentni vyjadfeni posloupnosti (b,) -, a nyni nalezneme jeji ex-
plicitni tvar. Charakteristickd rovnice pro linedrni rovnici (8.1) mé tvar
A+ X —12 = 0 a jeji kofeny jsou Ay = 3, Ay = —4. Posloupnost (b,) -, mé
tedy explicitni vyjadreni

bn = Cl3n + CQ(—4)n, (82)

kde ¢q, ¢ € R jsou vhodné konstanty. Sporem ukézeme, ze ¢y = 0.
Kdyby bylo ¢; > 0, pak bychom po vydéleni obou stran rovnosti (8.2) hodno-

tou 3" dostali
3n — (1 2 3 9

o .. . _A\M v ve s .
coz s ohledem na limitu nlggo (—4) = —oo by znamenalo, ze od urcitého li-

3
n€eN liché
chého c¢isla ny € Ny poc¢inaje bude pro libovolné liché n > ng platit b, < 0, coz

je spor, nebot b, > 0 pro vsechna n € Nj. Stejnou uvahou dojdeme ke sporu
i v pfipadé c; < 0, kdyz na misto lichych uvazime suda n € Nj.

Zjistili jsme tedy, ze pro kazdé n € Ny plati b, = ¢13", pficemz polozenim n = 0
dostaneme

Ty = bo = 6130 = (1.

To znamend, Ze by = 3z, avSak by = f(xo) a pfitom zg € (0,00) bylo zvoleno
libovolné. Rovnost f(z) = 3z tak musi platit pro kazdé x € (0,00). Snadnym
dosazenim se presvédcime, ze funkce s takovym predpisem vyhovuje zadani:

L: f(f(z)) = f(3z) =9z,
P: 12z — f(x) =122 — 3x = 9.

Priklad ma tedy jediné FeSeni f(x) = 3.

Priklad 8.2. Urcete vsechny funkce f: (0,00) — (0, 00) spliiujici rovnost

F(F(F@)) + F(f@) = 20+5

pro kazdé x € (0,00).2

2[And, str. 76]
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Reseni. Ozna¢me jako f funkci, kterd vyhovuje zaddni. Budeme ji opét hledat
pomoci vhodné rekurentné zadané posloupnosti, jejiz explicitni vyjadieni povede
k nalezeni predpisu funkce f. Necht zg € (0, 00) je libovolny, dale pevné dany bod
a (b,),—, je posloupnost urcena rekurentné rovnostmi

bo = xo, b1 = f(xg) a by = f(bn) pro kazdé n € Nj.

V defini¢nim oboru i oboru hodnot funkce f lezi pouze nezaporna d¢isla, proto
nerovnost b, > 0 plati pro kazdé n € Ny. Vsimnéme si dale, Ze z rovnosti ze zadani
po dosazeni x = xy dostaneme

Podobné dosazenim x = b,,, resp. © = b, pro libovolné n € Ny obdrzime
bpis + byio =2b, +5, resp. byiq + bpiz = 2b,01 +5.

Odectenim prvni rovnosti od druhé ziskame rekurentni vyjadieni posloupnosti
oo
(by),—o Ve tvaru

bn+4 - bn+2 = 2bn—i—l - an

Charakteristickd rovnice mé tvar A\* — \? = 2\ — 2 a jeji kofeny odvodime pomoci
uprav

(X2 —1) =

NA-1DA+1)—-20 -1

1

A=12 (N 42042) =

Vzhledem k tvaru prvniho ¢initele (A — 1)? plyne, Ze A1 5 = 1, tzn. 1 je dvojna-
sobnym kofenem. Zbylé kofeny A3 a A4 ziskdme z druhého cinitele feSenim rovnice
N +20+2=0:

—2++4— -2+ 21
X34 = 5 8: 5 1:—1ii:—\/§<cos%q:isin%>.

Vzhledem k vySe odvozenym vysledkim mé tedy posloupnost (b,),-, explicitni

vyjadieni

b, = c1 + con + (—\/ﬁ)n <c3 cos % + ¢4 8in %) , (8.4)
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kde ¢, ¢o, c3,c4 € R jsou vhodné konstanty. Sporem ukazeme, ze c3 = ¢4 = 0.
V piipadé c¢3 > 0 ziskdme po vydéleni obou stran (8.4) kladnou hodnotou

(\/§)n rovnost

bn
—_a 4 Can +(=1)" (03 cos%r + ¢4 8in %) .

v2)" (V2" (v2)

Uvéazime-li n ve tvaru n =4 + 8k, kde k € Ny je libovolné, pak ziejmé (—1)" =1

a sin % =(. Odtud s ohledem na rovnosti nl1_>n(r>10 —( \/Czl)n = nh—>nolo _( \c/%n — 0 plyne
o li nm . nT\
nlglo, B nl}g}’ (C3 COS I + c4sin I) = —c;.

n
n=4+8k, keNy (\/i) n=4+8k, keNg

To znamena, Ze od urcitého ¢isla ky € Ny pocinaje bude pro libovolné n= 4 + 8k,
kde k € Ny splituje k& > ko, platit b, < 0, coz je spor, nebot b, > 0 pro vSechna
n € Np. Stejnou tvahou dojdeme ke sporu i v ptipadé c3 < 0, kdyz uvazime n
ve tvaru n = 8k, kde k € Nj.

Ukazali jsme, ze c3 = 0, a zbyva dokazat, ze taktéz ¢y, = 0. Uvédomme si
vsak, ze i zde lze postupovat stejné jako vyse: Pro ¢y > 0 staci uvazit n ve tvaru
n =6+ 8k a pro ¢4 < 0 ve tvaru n = 2 + 8k, kde k € Ny. V obou pfipadech jisté
plati (—1)" =1 a cos % = 0 a po odvozeni hodnot limit

li bn (pro ¢4 > 0) li bn
nlrglo ——— 3 = —C4 (PTO C4 s nlIglo —
n:6+§k, k€eNo (‘/§) n:2+;k,k;eNo (\/5)
obdrzime opét spor s podminkou, ze b, > 0 pro vsechna n € Nj.

Zjistili jsme tedy, ze pro kazdé n € Ny plati b, = ¢; + ncy, odkud pro n = 0
obdrzime zy = by = ¢;. Dosazenim pravé odvozeného vyjadieni b, do (8.3) pak
dostaneme

=c¢4 (procy <0)

bg+b2:2$0—|—5,
Cl—|—362+01+262:201+5,

02:1.

To znamenad, 7e by = zo + 1, avSak by = f(z¢) a pfitom zy € (0, 00) bylo zvoleno
libovolné. Rovnost f(z) = x + 1 tak musi platit pro kazdé z € (0,00). Snadnym
dosazenim se presvédcime, ze funkce s takovym predpisem opravdu spliuje zadani:

Lo f(F(f@)) +(f@) =2 +3+a+2=20+5,
P: 2x+5.
Priklad méa tedy jediné feseni f(z) = z + 1.
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Priklad 8.3. Necht a,b € (O, %) jsou dand c¢isla a f: R — R je spojitd funkce
splnugici pro kazdé x € R rovnost

F(F(@)) = af(x) + br.

Dokazte, Ze funkce f md pro kaZdé x € R predpis ve tvaru f(z) = cx, kde ¢ € R
je vhodnd konstanta.?

Reseni. Necht f je funkce vyhovujici zadani. Z rovnosti f(z) = f(y) plyne

F(f@) = f(fW),
af(x) +br = af(y) + by,
bxr = by,

odkud s ohledem na predpoklad b € (0, %) dostaneme vydélenim obou stran ne-
nulovym ¢islem b rovnost x = y. Jak vidime, je funkce f prostd a vzhledem k jeji
predpokladané spojitosti musi byt na R bud rostouci, nebo klesajici.

Sporem déle ukdzeme, ze funkce f je (af uZ je rostouci nebo klesajici) ne-
omezena. Predpokladejme, ze f je na R rostouci a shora, resp. zdola omezena.
Vzhledem k zadané rovnosti a s ohledem na a,b > 0 pak existuje nevlastni limita

lim f(f(x)) = lim (af(z) + br) = oo,

T—00

coz je spor s tim, ze f je shora omezena, respektive

lim f(f(z)) = lim (af(z)+ bzx) = —oo0,
T—r—00 Tr——00
coz je spor s predpokladem, ze f je zdola omezena.
V pripadé, kdyz je f klesajici na R a shora, resp. zdola omezena, plati pro slo-
zenou funkci fo f, Ze je zdola, resp. shora omezena. Diky tomu obdrzime s ohledem
na zadanou rovnost nevlastni limitu

lim f(f(2)) = lim (af(x) + br) = —oo,

T—r—00

coz je spor s tim, ze f o f je zdola omezena, respektive

li =1l =
lim f(f(z)) = lim (af(z) + bz) = oo,
coz je spor s predpokladem, Ze f o f je shora omezena.

Celkem jsme tak zjistili, ze hledana funkce f je rostouci, resp. klesajici prostou
funkci neomezenou na celém R. Vzhledem k vyse uvedenému existuje k funkci f

3Matematickd soutéz Putnam (2001).
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inverzni funkce f~1, kterd je ziejmé také spojitd, prosta a rostouci, je-li f rostouct,
resp. klesajici, je-li f klesajici.

Necht z € R je libovolny, dale pevné dany bod a (c,,),—, je posloupnost urcena
rekurentné rovnostmi

Co = To, Cpy1 = f(cn) pro kazdé n € Nj.
Dosazenim = = ¢,, kde n € Ny je libovolné, do rovnosti ze zadani obdrzime
Cn+2 = QCpyq + bcn. (85)

Ziskali jsme tak rekurentni vyjadfeni posloupnosti (¢,),—, a jeSté neZ nalezneme
jeji explicitni tvar, uvédomme si, Ze diky existenci f~! mtZeme ¢leny c, uvazovat
i pro celd zaporna n, pticemz vztah odvozeny v (8.5) pak plati pro kazdé n € Z.

Charakteristickd rovnice pro linedrni rovnici (8.5) mé& po tupravé tvar
A2 —a)X — b =0 a jeji kofeny jsou diky piedpokladu a,b > 0 reilnd ¢isla
a+va?+4b a—+a?+4b

Ng = LVETE (8.6)

A= 2 2

Posloupnosti (¢,),—, a (c_p),—, maji tedy pro kazdé n € N explicitni vyjddieni
Cp — Cl)\? + Cg)\g, (87)

kde C, C5 € R jsou vhodné konstanty. Uvédomme si, Ze z predpokladu a, b € (0, %)

plyne
/1 9 3
0<a=+Va2<Va2+4b< Z+ :\/;:57

odkud pro kofeny A, Ay vychazeji odhady

/2 4b l+§

Ap 0<(1+ ;L—I— <222=1,
—Var+4b 0-3

Ao 0> ;+ > 22>—1.

Kofeny A1, a Ay tedy spliiuji nerovnosti 1 > A\; > 0 > Ay > —1 a ziejmé také plati
[A2| < |A1]. Nyni vySetfime oba pfipady monotonie, které pro hledanou funkci f
mohou nastat, pricemz sporem ukazeme, ze v obou pripadech je pravé jedna z kon-
stant C, Cy rovna nule.

Necht je funkce f rostouci a Cy > 0. Vydélenim obou stran rovnosti (8.7)
kladnou hodnotou (A;)" dostaneme

Cn o )\2 "
I (r) |
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S ohledem na predchozi rovnost a limity

A2\" A \"
lim (A\)"=00 a lim (—2) =00, resp. lim (—2) = —00,

n——00 n——o0, 1 n——oo, 1
neZ sudé n€Z liché

v nichz jsme vyuzili odvozenych nerovnosti —1 < Ay < 0 < A; < 1 a || < |Aq],
plati

lim ¢,=00 a lim ¢, = —o00.
n——oo, n——oo,
n€Z sudé n€Z liché

To znamena, ze od urcitého zaporného cisla ny € Z pocinaje bude pro libovolné
liché n < ng platit ¢, < ¢,11 a i1 > ¢up9. Protoze je ale funkce f rostouci, plati
s ohledem na ¢, < ¢,41 nerovnost f(c,) < f(cpy1) neboli ¢, 11 < ¢yi2, €OZ je spor
s predchozi uvedenou nerovnosti.

V ptipadé rostouci funkce f a Cy < 0 postupujeme stejné. Po vydéleni obou
stran rovnosti (8.7) kladnou hodnotou (A;)" zjistime s ohledem na limity

lim 5 (ﬁ) = —00, lim C, (%) = 00,

n——o0, A1 n——o0, 1

n€Z sudé neZ liché
ze od urcitého zaporného cisla ny € Z pocinaje bude pro libovolné sudé n < nyg
platit ¢, <c,41 @ cpp1 > cup0. Funkee f je ale rostouci, proto s ohledem na ¢, <c,41
plati nerovnost f(c,) < f(cns1) neboli ¢,11 < ¢pi2, COZ je Opét spor se stejnou
nerovnosti jako vyse.

Zjistili jsme tedy, ze v pripadé rostouci funkce f musi byt Cy = 0, a proto

pro kazdé n € Z plati rovnost ¢, = C1 A}, pfi¢emz po polozeni n = 0 dostaneme

Lo = Cyp = Cl)‘(l) = Cl.

To znamend, ze ¢; = Az, avSak ¢; = f(xy) a pfitom zy € R bylo zvoleno
libovolné. Rovnost f(r) = A1z tak musi platit pro kazdé = € R, pficemz konstanta
A1 € (0,1) je uréena vzorcem (8.6).

V pripadé, kdy je hledana funkce f klesajici, dojdeme sporem k zavéru C; = 0.
Predpokladejme nejdfive, ze C; > 0. Vydélenim obou stran rovnosti (8.7) hodno-
tou (A2)", kterd je ziejmé kladnd pro n sudé a zaporna pro n liché, obdrzime

S ohledem na limity

I A\" , A\
111 ~ = 00 1m — = —00
n—oo, )\2 ’ n—0o0, )\2 ’

neN sudé neN liché
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v nichz jsme vyuzili odvozenych nerovnosti —1 <Xy <0< <1 a |Ao| <|A1|, plati
nerovnost ¢, > 0 od urcitého n € N pocinaje. Zaroven s ohledem na nerovnosti
—1 < A2 <0< A; <1 plyne z rovnosti (8.7) existence limity

lim Cp = lim f(”)(xg) = lim Cl()\l)n + CQ()\Q)n = 0,
n—oo n—oo n—oo

coz s ohledem na spojitost funkce f znamend, Ze 0 je jejim pevnym bodem, tzn.

f(0) = 0.* Funkce f je podle predpokladu klesajici, proto s ohledem na ¢, > 0

plati nerovnost f(c,) < f(0) = 0 neboli ¢,1 < 0, coz je spor s tim, Ze od urcitého

prirozeného n je vzdy ¢, > 0.

V ptipadé, ze je funkce f klesajici a C'; < 0, postupujeme stejné s tim rozdilem,
ze od urcitého ¢isla n € N pocinaje plati nerovnost ¢, < 0, odkud stejné jako vyse
obdrzime s ohledem na fakt, ze je f klesajici a f(0) = 0, spor.

Ukazali jsme tak, ze v ptipadé klesajici funkce f plati pro kazdé n € Z rovnost
¢ = Co(Ag)™, odkud poloZenim n = 0 dostaneme

Tg = Cy = CQ(/\Q)O = 02.

To znamena, Ze ¢c; = A\yxy, aviak ¢; = f(xg) a pfitom o € R bylo zvoleno libovolné.
Rovnost f(x) = Az tak musi platit pro kazdé x € R, pficemz Ay € (—1,0) je
konstanta urc¢end vzorcem v (8.6).

Pro obé nalezené funkce f(x) = cx, kde ¢ € {A1, A2}, zbyva provést zkousku.
Dosazenim do rovnosti ze zadani dostaneme

2r = acx + bzx.

Takovéa rovnost pro obé uréené konstanty plati, at je x € R jakékoliv, protoze ¢isla
A1, A2 jsou kofeny rovnice ¢? = ac + b s neznamou c.

Dokézali jsme tak pozadované tvrzeni ze zadani ptrikladu, ze pro dana a, b e (0, %)
nalezneme vzdy takové realné c, Ze hledan funkce f ma pfedpis ve tvaru f(x) = cz
pro kazdé z € R.

[

Priklad 8.4. Urcete vsechny takové funkce f: (0,00) — R, které splriuji f(0) =0

st (2]) o (2]

pro kazdé redlné x > 0, kde | x| znaci dolni celou édst ¢isla x.5

4Vyuzili jsme zde tvrzeni uvedené v pozndmce v zavéru piedeslé kapitoly pojednavajici
o orbité bodu dané funkce.
5[And, str. 71]
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Reseni. Oznacme jako f funkci spliujici zadani. Pro kazdé x € (0, 2) plati rovnosti
ﬂ = 0, odkud pro vsSechna takova x s ohledem na zadani a predpoklad
dostaneme

= |
=0
fx) =14 5f(0) = 6f(0) = 1.

Protoze f(1) = 1, lze snadno odvodit, Ze pro kazdé = € (2, 4) s ohledem na rovnosti

1
[5) =1, [3] = 0 plat

f() =145f(1) - 6f(0) = 6.

Matematickou indukei nyni dokéZzeme, 7e f(x) = a, pro kazdé x € (2", 2"+1) kde
n € Ny a kde posloupnost (a,),, je urCena rekurentné rovnostmi

ap=1, a;=6 a a,=1+ba,_1—6a,_» prokazdé n > 2. (8.8)

Pron = 0 an = 1 jsme jiz vySe odvodili, ze f(z) = a9 = 1 pro x € (1,2)
a f(r) =a; =6 prox € (2,4).

Necht ny € N je libovolné, dale pevné dané, a predpokladejme, Ze uvedena
rovnost f(z) = a,, kde z € (2",2"") plati pro kazdé pfirozené éislo n < ny.
Pro x € (2mF! 2m0%2) plati |£] € (2™, 20 ) a |£]| € (2071 2), odkud s ohle-
dem na pifedpoklad, Ze f(x) = a, pro kazdé n < ng, kde z € (2",2"™!), miiZeme
psat f (L%J) =ap, a f (Lﬂ) = Qp,—1. S ohledem na zadani a predchozi vysledky
spliiuje funkce f pro kazdé x € (2"0+! 270%2) rovnost

flz)=1+4+5f (LgJ) —6f ({%J) =14 5a,, — 6apy—1 = Angt1-

Ukézali jsme tak, Ze pro kazdé x € (2",2""1) kde n € Ny, lze piedpis funkce f
zapsat ve tvaru f(z) = a,, kde a, jsou ¢isla uréené vztahy (8.8). Abychom se
zbavili absolutniho ¢lenu 1 vystupujiciho ve vzorci urcujicich ¢leny a,, a tim snadno
odvodili explicitni vyjadfeni rekurentné zadané posloupnosti (a,),-,, uvazujme

o0 e sV v , _ 1 v 12
novou posloupnost (b,),",, jejiz cleny zaddme vztahem b, = a, — 5 pro kazdé
n € Np. S ohledem na zavedeni (a,),_, plati by = %, b, = 31 a z rekurentniho
vzorce (8.8) pro a,, obdrzime rovnost

anp =1+ 5a,_1 — 6an—27

1 1 1
bn+§—1+5<bn_1+§>—6(bn_2+§),

b, = 5b,—1 — 6b,,_1.

Charakteristickd rovnice pravé odvozené linearni rovnice pro ¢leny b, ma tvar
A2 — 55X+ 6 = 0 a jeji kofeny jsou A\; = 3, Ay = 2. Posloupnost (b,);~, mé tedy
explicitni vyjadieni

bn == Cl3n + CQQ”, (89)
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kde c1,co € R jsou vhodné konstanty, které snadno urc¢ime z rovnosti by = %
a by = L. Polozenim n = 0, resp. n = 1 v (8.9) dostaneme
1 11
by = 2 =1+ Ccy, TESP. by = 1 = 3c1 + 2¢o.
Odectenim dvojnasobku prvni rovnosti od druhé dostaneme % —1=3c —2¢
neboli ¢ = g. Hodnotu ¢, jiz snadno odvodime z prvni rovnosti, podle které
Cy = % - % neboli ¢y = —4.

Zjistili jsme tedy, Ze ¢leny posloupnosti (b,) -, lze pro kazdé n € Ny vyjadrit
ve tvaru

1
bn:g-3”—4-2” neboli b, = 5 (372 — 243 |
odkud s ohledem na rovnost b,, = a,, — % plyne
]‘ 1 1 n+2 n+3 1 n+2 n+3

Vzhledem k nalezenému explicitnimu vyjadfeni posloupnosti (a,),_, je diive od-
vozeny piredpis hledané funkce f tvaru

0 pro x =0,
pro z € (0,2),

flx) =41
% (1 + 3nt2 _ 2n+3) pro r € <2n, 2n+1)7

kde n € N (mohli bychom uvazovat n € Ny, ale moznost n = 0 je v uvedeném
pfredpisu jiz zahrnuta).

Zkouskou se presvédcéime, ze tato jedina funkce je opravdu fesenim. Pro x € (0, 2)
s ohledem na ptredpoklad f(0) = 0 plati

L: f(x) =1,

P: 1+5f (SJ) —6f (EJ) —145£(0) —6/(0) = 1,
pro x € (2",2""1) s ohledem na |2| € (2"71,2") a [£]| € (272,2""1), kde n € N,
plati

L: f(z)=5(1+3""—-2"),

P 1+5f(gJ> —6f<EJ> =1+ 5ay_1 — Bap_y =

:1+g(1+3n+1_2n+2)_3(1_'_3n_2n+1):

_ 1 4 §3n+1 o 2n+2 —

2 2

N

(1 + 3n+2 . 2n+3) )

N =
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8.1 Priklady s fesenim uvedenym v zavéru prace
Priklad 8.5. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R splriujict rovnost

fQRr+1) = f(x)

pro viechna x € R.6

Piiklad 8.6. Necht funkce f: (0,00) — (0,00) splriuje pro kazdé x € (0,00)
rovnost

f(f(x)—i-ﬁ) =z +a,

kde a € R je vhodnd konstanta. Dokazte, Ze pro a < 1 Zddnd takovd funkce f
neezistuje a naopak pro a > 1 je takovych funkci nekonecné mnoho.”

5[And, str. 76
"Bélorusk4 matematicka olympiada (1998).






Kapitola 9

D’Alembertova funkcionalni
rovnice

Vyznamnou funkcionalni rovnici lze dohledat v dile francouzského matematika
Jeana d’Alemberta. PTi studiu mechanického kmitani totiz odvodil vlastnost, kte-
rou zname ve formé funkcionalni rovnice

fle+y)+ flo—y)=2f(2)f(y)

pod nazvem d’Alembertova funkciondlni rovnice, jejiz netrivialni feseni tvori funkce
kosinus a hyperbolicky kosinus.

Vyfteseni této rovnice zde provedeme podobnym principem jako u Cauchyovy
funkcionalni rovnice, a to tak, ze nejdiive nalezneme vsechny vyhovujici funkce
na mnozin€, ktera je podobné jako racionalni ¢isla v R husté, a poté s vyuzitim
limity ukazeme, jak lze odvodit predpis téchto funkci spojitych na celém R.

Tuto mnozinu, kterou v feseni vyuzijeme a ktera je, jak ukdzeme, v R opravdu
husta, definujeme pro libovolné, dale pevné zadané kladné a € R nasledujicim
zpusobem:

S:{QﬁmcdeNo, nEZ}.

Nejdrive vsak dokazeme, ze mnozina vSech dyadickiych raciondlnich cisel, tj.
, n
S:{ﬁ‘mENo,HGZ},

je v R hustd a poté jako dusledek odvodime pozadované tvrzeni s mnozinou S
([Dav, str. 76]).

Diikaz. Necht («, ) C R je libovolny interval a e oznac¢uje jeho délku, tj. ¢ = f—a.

Protoze plati lim - = 0, existuje takové mo € N, které splituje nerovnost

m
m—0o0 2

131
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2m0 < e. Nyni vySetfime nésledujici t¥i moznosti, které mohou nastat: 0 < a < (3,
a<fB<0,a<0<p.
Pro 0 < a <  uvazme neomezenou rostouci posloupnost dyadickych racional-
nich cisel
1 2 3 n

T et e Hma
2 2 2 2

0,

Uvédomme si, ze od urcitého ny € N (uvaéme véetné) jsou vSechny éleny této
posloupnosti vétsi nez «, tzn. ”;mo <a< Kdyby pfitom bylo 5 < 22 dosli
bychom ke sporu:

2m0 2m0 ’

n ng — 1 1
e=pf—-—a< 0 _ 2 = < €.

= omo gm0 mo

Plati tedy 8 > 5%, coi dohromady s predeslym vysledkem znamend, ze jsou
splnény nerovnosti a < 5% < . Jak vidime, nachézi se v intervalu (o, 3) dyadické
racionalni ¢islo.
Pro a < # < 0 uvazme neomezenou klesajici posloupnost dyadickych racional-
nich cisel
-1 -2 -3 -n

2m0’ 2m0’ 2m0"“’2m0"“

0,

Od urcitého no E N (uvazme véetné) jsou vSechny ¢leny této posloupnosti mensi
nez (3 neboli 572 < 3 < 12;730 Kdyby pfitom ale platilo, Ze 5mg < «, dosli bychom
ke sporu:

0

1—n —n 1
c=f—-a< L

gm0 gm0 Qmo

Plati tedy a < Z7g, coz znamend, Ze jsou splnény nerovnosti a < 72 < (.
I v tomto piipadé se v intervalu (o, 5) nachézi dyadické racionélni ¢islo.

U posledni moznosti, kde a < 0 < [, vidime, ze ¢islo 0, které je dyadickym
racionalnim ¢islem, patii do intervalu («, 3). Navic bychom vzhledem k pfedeslym
dokazanym moznostem nalezli dyadické racionélni ¢isla v intervalech (a, 0), (0, 3).

Dokazali jsme tak, ze mnozina
, n
S:{ﬁﬁmeNmneZ}

je husta v R. O]

Jako disledek pravé dokazaného tvrzeni dostaneme, ze pro kladné a € R je
mnozina

S:{Q%a|mENO,nEZ}

hustd v R.! Sta¢l uvéazit libovolny interval (o, 3), kde a, 3 € R a a < 3. Diky

dokazanému tvrzeni o mnoziné S’ pak existuji pro interval tvaru (%, ﬁ) takova

Uvédomme si, Ze je-li S hust4 v R pro redlné a > 0, pak je husté i pro redlné a < 0.
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¢islan € Z a m € Ny, pro ktera plati nerovnosti

o n
@ b
a 2™ aq
Odtud jiz snadno vidime, Ze a < 5;a < .
Ukazali jsme tak, ze v kazdém intervalu (o, ) najdeme ¢islo z mnoziny S,

odkud plyne, ze S je husta v R.

Jak jsme uvedli v tvodnim odstavci kapitoly, jsou netrivialnimi spojitymi fe-
senimi d’Alembertovy rovnice funkce kosinus a hyperbolicky kosinus, ktery je de-
finovan pro vSechna x € R vztahem

e’ +e”
2

Jak funkce kosinus, tak hyperbolicky kosinus jsou funkce sudé a plati pro né
podobné vztahy. V feSeni d’Alembertovy funkcionédlni rovnice uvedeném v pii-
kladu 9.1 vyuzijeme dva ze vztaht, které nyni odvodime ze znamych vzorct pro si-
nus a kosinus souctu (rozdilu), resp. pro hyperbolicky sinus a kosinus souc¢tu (roz-
dilu) platnych pro libovolné x € R s vyuzitim goniometrické (hyperbolické) ,,jed-
nicky“:

coshx =

cos 2 = cos® ¥ — sin®z = cos®’x — (1 — cos®z) = 2cos®x — 1,

odkud po prfepsani = za 3 plyne

cos? <§> ~cosx +1
2/ 2

Dalsi vztah odvodime z nésledujicich rovnosti

cos ((n + 1)z) = cos (nx) cos z — sin (nx) sinz,

cos ((n — 1)z) = cos (nz) cos x + sin (nx) sin z,

kde n € N. Vyjadienim soucinu sin (nx) sin x z druhé rovnosti a dosazenim do prvni
dostaneme druhy vztah, ktery v feseni piikladu 9.1 pouzijeme:

cos ((n + 1)z) = cos (nx) cos z — sin (nx) sinz =
= cos (nz) cosx — (cos ((n —1)z) — cos (nz) cos x) =
= 2cos (nz) cosz — cos ((n — 1)z).
Pro hyperbolicky kosinus obdrzime

cosh 22 = cosh® 2 4 sinh® 2 = cosh® 2 + (cosh® x — 1) = 2cosh? z — 1,
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odkud po zaméné x za 5 plyne

cosh? (E) _coshz+1
2 2

Nakonec posledni potiebny vztah odvodime z rovnosti

cosh ((n + 1)z) = cos (nz) cos z + sin (nz) sin z,
cosh ((n — 1)z)

cos (nx) cos x — sin (nx) sin z,

kde n € N. Vyjadfenim soucinu sin (nz) sin z z druhé rovnosti a dosazenim do prvni
dostaneme podobné jako vyse vztah

cosh ((n + 1)x) = 2cosh (nz) cosz — cosh ((n — 1)z).

V feseni d’Alembertovy funkcionalni rovnice si mizeme v§imnout, ze vyse od-
vozené vztahy a dikaz hustoty mnoziny S, které jsme zamérné nezaradili do jejiho
feseni z divodu prehlednosti, jsou pro jeji feseni spolu s matematickou indukci
klicové.

Priklad 9.1. (D’Alembertova funkciondlni rovnice) Urcete vSechny spojité
funkce f: R — R splniujici rovnost

flaty)+ flz—y) =2f(2)f(y)
pro vsechna x,y € R.

Reseni. Necht f dale oznacuje funkci, ktera splituje predpoklady zad4ni. Polozenim
y = 0 obdrzime 2f(z) = 2f(x) f(0). Odtud pro f(0) = 0 plyne f(z) = 0 pro kazdé
x € R, coz je trividlni feseni prikladu.

Predpokladejme déle, ze f(0) # 0. Polozenim x = 0 v pfedeslé rovnosti dosta-
neme 2f(0) = 2(f(0))2, odkud plyne f(0) = 1. Nahrazenim z za ky, kde k € N,

resp. y za x v zadani obdrzime

flky +y)+ f(ky —y) =2f(ky) f(y),
F((k+1)y) =2f(ky) f(y) — f((k—1)y), (9.1)

respektive f(2z)+ f(0) = 2 (f(m))2 Po tpravé druhé rovnosti s ohledem na f(0) =1

a prepis t = 2x dostaneme
t\\>  f(t)+1
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Dale pro z = 0 prejde zadana rovnost do tvaru

fy) + f(=y) = 2f(0)f(y),
fly) + f(=y) =2f(y),
f(=y) = f(y).

Jak vidime, je hledana funkce f sudé a spliiuje rovnosti (9.1) a (9.2), které odpo-
vidaji spole¢nym vlastnostem funkci kosinus a hyperbolicky kosinus. Ukazeme, ze
tyto funkce tvori jedind netrivialni spojita feseni.

Protoze hledané funkce f je spojita a spliiuje f(0) = 1 > 0, existuje jisté takové
realné o > 0 spliiujici f(x) > 0 pro kazdé = € (—a, ). Rozlisme dale dva piipady,
které mohou nastat: 0 < f(a) <1a f(a)> 1.

Uvazme nejdfive, ze plati 0 < f(«) < 1 a ozna¢me symbolem f takové redlné
¢islo, které spliiuje nerovnosti 0 < B < 7 a rovnost f(a) = cosf3 (takové j3
jisté existuje, nebot funkce kosinus je spojitéd a plati 0 < f(a) < 1, cos (3) = 0
acos0=1).

Pomoci ,dvojnasobné“ matematické indukce vzhledem k ¢islim m,n doka-
zeme, 7e pro hodnoty z ve tvaru 5z a, kde m € Ny a n € Z, plati

fla)=f (2%@> — cos (2%5) = cos (gx) (9.3)

odkud jiz snadno diky spojitosti funkce f a hustoté mnoziny
n
52{2—ma|m€No, nGZ}

v R dojdeme k avizovanému vysledku.
Pro n =1, m = 0 obdrzime v (9.3) rovnost f(a) = cos 3, kterd je s ohledem
na zavedeni ¢isla § splnéna. Vyuzitim (9.2) dale zjistime, Ze pro ¢t = « plati

(r(G)) - Loptt - it ()

Odtud s ohledem na definici ¢isel a a 8 zarucujici nerovnosti f (%) >0 a cos (g) >0
plyne rovnost f (%) = cos (g), ktera odpovida (9.3) pron=1am = 1.
Predpokladejme nyni, ze (9.3) plati pro n = 1 a libovolné m € Ny, déle pevné

dané (jak je tomu, jak uz vime, pro m = 0). Pak z (9.2) pro t = 53 ziskdme
0 WS _os(B) 41 L
(1(eim) =55 =% = (m).

odkud s ohledem na nerovnosti f (2ma+1) > (0 acos (2,5“) > (0 dostaneme f (#) =

= Cos (2,1%)
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S vyuzitim rovnosti (9.2) jsme ukézali, ze (9.3) plati pro n = 1 a libovolné
meNy. V dalsi ¢asti indukce, kde dokézeme, ze (9.3) plati pro libovolna pfiro-
zenda n, uplatnime rovnost (9.1), v niz vystupuji t¥i bezprostfedné za sebou jdouci
prirozena c¢isla k — 1, k a k + 1. Musime proto v prvnim indukénim kroku dokéa-
zat, ze (9.3) plati alesporni pro n = 1 a n = 2. Platnost pfipadu n = 1 je zfejmé
z piedchozi ¢asti indukce a pro n = 2 piejde proménnd xr = 5« do tvaru Qm—l,la,
pti kterém rovnost (9.3) plati pro libovolné pfirozené m, jak jsme ukézali vyse.

Ptredpokladejme nyni, Zze rovnost (9.3) je splnéna pro libovolné m € Nyan € N,
kde n je dale pevné dané. Vyuzitim (9.1) pro y = 5 a k = n ziskdme

/ (n;nlo‘> =2/ (%) f(%a) -/ (n2;10‘> -
= 2cos (2%) cos (%6) — cos (nz—;lﬁ) = cos (n;—nlﬁ>

Dokézali jsme tak, Ze rovnost f(z) = cos (gx) plati pro libovolné x ve tvaru 47,
kde m € Ny a n € N. ProtoZe je navic funkce f sudéd s vlastnosti f(0) = 1,
mizeme mnozinu proménnych x ve tvaru zlomku 57 rozsitit o zlomky téhoz tvaru
pro libovolnéa celé n.
Jak jsme ukézali na zacatku kapitoly pfed samotnym feSenim tohoto prikladu,
je mnozina S = {gka | m € No, n € Z } pro a > 0 hustd v R. Pro kazdé
oo v

y € R proto existuje takova posloupnost zlomki (g,),., z mnoziny S, ze plati
y = lim ¢,. Odtud s ohledem na spojitost funkci cos, f a predpis f na mnoziné .S
n—oo

vyplyva pro takové y rovnost
fly)=f <lim qn> = lim f(g,) = lim cos (éqn> = cos (hm ﬁqn) =
n—00 n—00 n—00 [0

n—oo (Y
=cos | —y ).
«

Resenim d’Alembertovy funkcionélni rovnice, které potvrdime na zavér zkous-
kou, jsou tedy funkce ve tvaru f(z) = cos(az), kde x € R a misto nezdporné
hodnoty g piseme a, kde a € R. Tento prepis (g — a) je opravnény, nebot funkce
kosinus je sudé a pro a = 0 obdrzime druhé trivialni feseni f(z) = cos0 = 1.

Zbyva vytesit piipad, kdy f(«) > 1. Oznacéme opét symbolem [ takové realné
Cislo, které spliiuje nerovnost 0 < 3 a rovnost f(«) = cosh 5. Déle bychom postu-
povali stejné jako v predeslém pfipadé, tj. vyuzitim rovnosti (9.1) a (9.2), ,,dvoj-
nasobné* matematické indukce a limitnim prechodem k redlnym ¢isliim bychom

dokéazali
f(z) = cosh (§x>
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pro kazdé z € R. Tuto c¢ast diikazu zde vynechame.

Spojitym FeSenim jsou tedy i funkce ve tvaru f(z) = cosh (ax), kde misto g
piseme ze stejnych divodu jako vyse a, pricemz a € R.

Spojita reseni d’Alembertovy funkcionalni rovnice jsou tedy pouze funkce ve tva-
ru f(z) =0, f(x) = cosazr a f(r) = coshaz, kde a € R. Dosazenim nalezenych
netrivialnich predpisii do zadani s ohledem na znamé goniometrické a hyperbolické
vztahy tento vysledek potvrdime:

L: flz+y)+ f(z—y)=cos(a(z+7y))+ cos (a(z — y)) = cos az cos ay—
— sin ax sin ay + cos ax cos ay + sin ax sin ay =
= 2 cos ax cos ay,
P: 2f(x)f(y) = 2cosax cos ay,

pro cosh ax analogicky

L: fx+y)+ f(zr —y)=cosh (a(x - y)) + cosh (a(x — y)) =
= cosh az cosh ay + sinh ax sinh ay+
+ cosh az cosh ay — sinh ax sinh ay =
= 2 cosh ax cosh ay,

P: 2f(x)f(y) = 2coshaz coshay,

9.1 Aplikace na dalsi rovnice

Funkcionalni rovnice nasledujiciho ptikladu ilustruje znamy vzorec pro kosinus
rozdilu cos (o« — 8) = cosacosff + sinasin f. Jak ukdzeme, bude dvojice funkci
kosinus a sinus vystupujicich ve vzorci urcovat jedina netrivialni feseni, kdyz za tri-
vialni feseni povazujeme vhodné dvojice konstantnich funkci.

Priiklad 9.2. Najdéte vsechny dvojice spojitych funkci f,g: R — R splniujicich
TOUN0St

flx—y) = f(2)f(y) + g(x)g(y)

pro vsechna x,y € R.2

Reseni. Pfedpokladejme, Ze f a ¢ jsou déle funkce spliiujici zadani. Ztotoznénim
x =y dostaneme

c=f(0) = (f(2))" + (9(x))", (9.4)

2[Eng, str. 278]
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odkud pro z = 0 a po nasledné tupravé ziskame

c=c*+ (g(O))Q,
e(1—c) = (9(0)" = 0, (9:5)

kde ¢ € R. Posledni nerovnost nastane ziejmé jen v pripadé, kdy 0 < ¢ < 1. Nyni
prosetfime vSechny piipady vzhledem k moznym hodnotam c.

Pro ¢ = 0 je v (9.4) soucet druhych mocnin dvou funkei roven 0 pro kazdé x € R,
coz nastane pouze v ptipadé, kdyz pro vSechna tato z je f(z) = 0 a g(z) = 0. Tato
dvojice funkei tvori (trivialni) feSeni.

Je-li 0 < ¢ < 1, pak z rovnosti uvedené v (9.5) plyne g(0) # 0. Polozenim
y = 0 v zadéni s ohledem na znaceni ¢ = f(0) zjistime, Ze pro kazdé z € R
plati f(z) = cf(z)+ g(0)g(x), odkud vyjadfenim g(z) dostaneme g(z) = ;(_0; ().
Dosazenim pravé odvozeného tvaru funkce g do (9.4) ziskdme s ohledem na (9.5)
a podminku ¢ = f(0) # 0 rovnost

 (F(2))? N2 ()2 1_—C$2: I2(1—c)2 )2
=)+ o) = () (G /@) =)+ s )
pen? (12 A9 _ @)

= (£() <1+c(1—0)) e

odkud vidime, Ze pro kazdé x € R je (f(:zc))2 == (f(O))2 Ze spojitosti funkce f,
diky ptredpokladu ¢ # 0, plyne, ze jeji pfedpis je tvaru f(z) = ¢ (pfipad f(z) = —c
by vedl ke sporu ¢ = f(0) = —f(0), odkud ¢ = 0), diky ¢emuz mizeme odvodit
predpis funkce g z rovnosti (9.4) ve tvaru

c=+ ()",

g(x) = +tVe— 2,

kde pfipomindme 0 < ¢ < 1, takze ¢ — ¢ > 0. Snadnym dosazenim do zadani

se mizZzeme presvédcit, Ze i v tomto piipadé jsme nalezli feSeni, a to (vzhledem
ke spojitosti funkce g) ve tvaru f(x) = ¢ a g(x) = Vc— %, nebo f(z) = ¢
ag(r) =—Vc—c2

A7z do konce feseni budeme posuzovat zbyly pfipad, kdy ¢ = 1. Prava strana
zadané rovnosti je vzhledem k proménnym x a y symetrické, proto po jejich vza-
jemné zaméné obdrzime rovnost levych stran f(x — y) = f(y — x). Po poloZeni
y = 0 pak z rovnosti f(z) = f(—z) plyne, Ze je funkce f sudi. Nahrazenim y
svou opac¢nou hodnotou —y, resp. x svou opac¢nou hodnotou —z v zadané rovnosti
s ohledem na fakt, Ze funkce f je suda, dostaneme

flx+y) = f(@)f(y) +9(x)g(—y),
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respektive
f(=z —y) = flx+y) = f(2)f(y) + 9(—=2)9(y).

Porovnanim pravych stran poslednich dvou ziskanych rovnosti obdrzime

9(x)g9(~y) = 9(y)g(—x). (9.6)

Je-li g(z) = 0 pro kazdé = € R, plyne z (9.4) a spojitosti funkce f rovnost
f(z) = 1 pro kazdé = € R (kdyby totiz pro kazdé = € R platilo naopak f(z) = —1,
odporovalo by to disledku f(x—y) = f(x)f(y) v rovnosti ze zadani). Tato dvojice
funkci zfejmé splituje zadanou rovnost a je tedy fesenim. Pfedchozi nalezena feseni
tak muzeme sjednotit do tvaru dvojic f(z) = c a g(z) = V¢ — ¢?, nebo f(z) = ¢
a g(x) = —vc — 2, kde ¢ € R splituje nerovnosti 0 < ¢ < 1.

V uvazovaném pfipadé ¢ = 1 nyni posoudime opacnou moznost, kdy existuje
takové xy € R, ze g(xg) # 0. Dosazenim xg za x, resp. —x¢ za x v (9.4) dostaneme
s ohledem na sudost funkce f a ¢ = f(0) = 1 rovnosti

(f<$0>)2 + (9(%))2 =1= (f(—xo))2 + (9(—950))2,
(9(550))2 = (9(—930))2,
9(—%)

o(z0) = =x1.

S vyuzitim posledniho ziskaného vysledku dostaneme polozenim z = z¢ v (9.6)
rovnost

9(r0)g(=y) = 9(y)g(—0),

g(=o)
o(0) (y),

kde y € R je libovolné. Zjistili jsme tak, Ze funkce g je bud sudé, nebo lich4 podle
toho, zda je zlomek v rovnosti roven 1, nebo —1.
Je-li g suda, pak ze zadané rovnosti s ohledem na sudost funkce f plyne

flx—y) = f(@)f(y) +g(x)g(y) = f(2)f(~y) + g(x)g(~y) = f(x +y),

odkud po nahrazeni y za x dostaneme f(2z) = f(0) = ¢ = 1 pro vSechna = € R.
Tento pfipad jsme jiz vysSe prosetfili, predpokladejme proto, ze g je déle licha
funkce. Nahrazenim —y za y v zadané rovnosti s ohledem na ptredpoklad, ze g je
licha a f suda funkce, dostaneme rovnost

flx+y) = f(x)f(y) — g(x)g(y),

ze které po seCteni s rovnosti ze zadani obdrzime

fl@+y)+ fle—y)=2f(x)f(y).

9(—y) =
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Dostali jsme tak rovnost odpovidajici d’Alembertové funkciondlni rovnici, kte-
rou hledané funkce f spliiuje pro vsechna z,y € R. Za predpokladané spojitosti
funkce f proto plyne, Ze jeji pfedpis je tvaru f(z) = cosax a f(x) = coshax, kde
a € R. Ze zadéani nyni zjistime predpis funkce g.

Pro prvni pfipad, kdy f(z) = cosaz, obdrzime

cos (ax — ay) = cosax cosay + g(x)g(y),

cos ax cos ay + sin ax sin ay = cos ax cos ay + g(z)g(y),

g(x)g(y) = sin ax sin ay.

Pro x=y=ux¢ (s ohledem na g(xy)+#0) je (g(a:o))2: (sin axo)2 neboli 2% — 41,

g(zo)

Diky tomu pak pro y = o dostaneme g(x) = (sin ax)s;(lT“O”)O = +sinaxg, kde
a € R aa # 0. Oba pfipady muzeme sjednotit a psat predpis funkce g ve tvaru
g(x)=sinazx, kde a € R je libovolna (nenulova) konstanta (pro a = 0 dostaneme
vysSe odvozené trividlni feseni g(z) =0, f(z) = 1).

Ze vzorce pro kosinus rozdilu, ktery jsme pripomnéli diive, plyne, Ze nalezena
dvojice funkei f(z) = cosax a g(x) = sinaz je skutecné feSenim piikladu.

Pro druhy ptipad, kdy f(z) = cosh ax, obdrzime ze zadani rovnost

cosh (ax — ay) = coshaz cosh ay + g(x)g(y),
cosh ax cosh ay — sinh az sinh ay = cosh ax cosh ay + g(z)g(y),
g(x)g(y) = — sinh az sinh ay.

Dosazenim xg za x i y v poslednim vysledku obdrzime s ohledem na predpoklad
g(zg) # 0 spor 0 < (g(xo))2 = —(sinhax0)2 < 0, proto funkce f(x) = coshax
netvoii s zadnou funkci g Teseni.

Celkem jsme tedy zjistili, Ze jedina spojita FeSeni tvori dvojice funkci f(x) = ¢,
g(x)=+c—c% nebo f(r)=c, g(r)=—vc—c? kde 0<c<1, adéle f(z) = cosaxz,
g(x) =sinaz, kde a € R.

O

Dale predstavime vyuziti feSeni d’Alembertovy rovnice v pomérné naro¢ném pii-
kladu 9.5, v némz odvozujeme piedpis hledané funkce zv1ast pro jeji sudou a lichou
Céast. Jesté predtim ale vyfesime nésledujici dva (pivodni autorské) piiklady 9.3
a 9.4, na jejichz reseni se poté odvolame.

Priklad 9.3. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R, které jsou lich€ a pro kaZda
x,y € R splnugi rovnost

f@+y)+ f(x—y) =2f(z)cos ay,

kde o € R je dané cislo.
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Reseni. Pfedpokladejme, ze f je dale spojita lich4 funkce spliiujici zadani.

Je-li @ = 0, dostaneme rovnost f(x +y) + f(x —y) = 2f(x), kterda odpovida
Cauchyové funkciondlni rovnici (pouzivime pojmenovéani zavedené v kapitole 4
na strané 73). ProtoZe spojita funkce f ji splituje pro vSechna x,y € R, plati, Ze
jeji predpis ma tvar f(z) = cz, kde ¢ € R.

s s

Pro a # 0 polozenim x =t + 5-, y = 5, resp. ¥ = 5, y = t + 5 pro kazdé
t € R dostaneme (s ohledem na lichost funkce f):

Fe+2) 10 =27 (¢4 =) cosZ (= 0),

respektive

f <t+ g) — f(t) =2f (%) coS (at—i— g) (: —2f (%) sinat) .

Odectenim praveé ziskané rovnosti od predchozi obdrzime
2f(t) =2f (21> sinat neboli f(t) = dsinat,
a

kde d=f (%) €R. Nalezli jsme tak pfedpis funkce f ve tvaru f(z)=dsinaz.
Dohromady dostavame, Ze vSechna feSeni zadaného piikladu mohou byt bud
ve tvaru f(z) = cx (pro a = 0), nebo f(x) = dsinax (pro a # 0), kde ¢,d € R.
Dosazenim do zadani se presvédéime, ze vSechny funkce nalezenych tvar jsou
opravdu Tesenimi:
Pro a = 0 dostaneme

L fle+y)+ flx—y) =cle+y)+cle—y) =2,
P: 2f(x)cosOy = 2cx.

Pro a # 0 dostaneme
L: f(z+y)+ f(z—y)=dsin(a(z+y)) +dsin (a(z —y)) =
= d(sin ax cos ay + cos ax sin ay) + d(sin QT COS (VY — COS (T Sin ay) =

= 2d sin ax cos vy,

P: 2f(x)cosay = 2dsin ax cos ay.
]

Priklad 9.4. Urcete vSechny spojité funkce f: R — R, které jsou liché a pro kaZdd
x,y € R splriugi rovnost

flx+y) + fx —y) = 2f(x) cosh oy,

kde o € R je dané cislo.
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Reseni. Pfedpokladejme, Ze f je dale libovolna spojita funkce, ktera je lich4 a spl-
nuje zadanou rovnost.

Miizeme si v§imnout, Ze funkce s predpisem f(z) = 0 pro kazdé x € R spliiuje
zadanou rovnost a je tedy jednim (trividlnim) feSenim. Hledéni dalsich funkci
provedeme v zavislosti na zadané hodnoté a.

Je-li @ = 0, ziskdme rovnost f(z + y) + f(z —y) = 2f(x), kterd odpovida
Cauchyové funkcionélni rovnici (viz str. 73). Spojita funkce f ji splituje pro vSechna
x,y € R, a proto mé jeji pfedpis tvar f(x) = cz, kde ¢ € R. Dosazenim do zadani
se snadno presvédcime, ze jsme nalezli jeden tvar feseni pro libovolné ¢ € R.

Pro o # 0 ukdZeme, Ze nenulovym feSenim jsou pouze funkce tvaru f(z) =
= dsinhaz, kde d € R\ {0}. Nejprve polozenim x = 0 dostaneme s ohledem
na lichost funkce f rovnost

f(y) + f(—y) =2f(0)coshay neboli 0= f(0)coshay.

Volbou y = 0 odtud obdrzime f(0) = 0. Protoze hleddme nenulové feseni, predpo-
kladejme, Ze existuje b € R\ {0} s vlastnosti f(b) # 0 (existence takové hodnoty b
se nakonec potvrdi, kdyZ nalezneme nenulovou funkci spliiujici zadanou rovnost).
Vzhledem k podminkdm « # 0, b # 0 a f(b) # 0 existuje nenulova konstanta
dy = Siﬁlbib, pro niz plati f(b) = d; sinh ab.

Polozenim y = x v zadané rovnosti ziskdme s ohledem na f(0) =0 :

f(2z) = 2f(x) cosh . (9.7)

Dosazenim b za x v (9.7) dostaneme s ohledem na f(b) = d; sinh ab rovnost
f(2b) = 2f(b) cosh ab = 2d; sinh ab cosh ab = d; sinh 2ab,
jejiz zobecnény tvar
n . n
f <2—mb> — d, sinh <a2—mb> (9.8)

nyni dokazeme pro libovolna n,m € N.

Diikaz provedeme pomoci ,,dvojnasobné“ indukce vzhledem k m a n. Nejdtive
dokazeme (9.8) pro n = m = 1. PoloZenim z = £ v (9.7) dostaneme vzhledem
k faktu, ze coshx # 0 pro kazdé = € R, rovnost

b b
dy sinhab = f(b) = 2f (5) Coshaﬁ,

b b b b
2d, sinh a= cosha—- =2f | = ha=
dy sin a; coshag f(2> coshaz,

b b
disinha- = f |- |.
1sinh oz f(2)
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Predpokladejme dale, ze (9.8) plati pro n = 1 a pevné dané m € N. Nahrazenim
T 78 gt v (9.7) obdrzime

b . b b b
f (Q—m) =d, s1nha2—m =2f (2m+1) coshaw,

. b b b b
2d, sthszJr1 <:0sh042m+1 =2f (2m+1> cosha2m+1,

b b
2m+1 - f <2m+1) :

Ukézali jsme tak, ze rovnost (9.8) plati pro vSechna m € Nan = 1.

Necht nyni rovnost (9.8) plati pro vSechna m € N a pro vSechna pfirozend
n < ng, kde nyg € N je libovolné, dale pevné dané. Nahrazenim x za ngr a y za x
v zadané rovnosti ziskame

dy sinh a

f(nox + ) + f(nox — x) = 2f(nex) cosh azx,
F((mo + 1)2) = 2f(nox) cosh o — F((ng — 1))

Polozenim x = 2% zjistime, Ze plati

F (”02: 1b) —9f (%b) coshaQim — <”°2; 15) _
(n() — 1)b _

= 2d; sinh ozzim cosh ozz—m — d; sinh «

1)b —1)b
=d; <Sinh 04(7102;7”) + sinh oz(n02—m)) —

(no—l)b n0+1b

— d; sinh o = d; sinh «

Dokézali jsme tak, Ze rovnost (9.8) plati pro libovolné n, m € N. Z predpokladu,
ze funkce f je licha a f(0) = 0, lze platnost (9.8) rozsitit na vsechna n € Z. Podle
disledku tvrzeni z iivodu této kapitoly je s ohledem na poznamku 1 pod ¢arou
na strané 132 mnozina vSech cisel tvaru 5b, kde b # 0, n € Z a m € Ny, v R
husté, a proto pro libovolné x € R existuje takova posloupnost uvazovanych cisel
(2%6)2021 , Ze plati

. g
lim b=zx.
k—soo 2Mk

S ohledem na spojitost funkci f, sinh obdrzime

. . N IRT Mk N s . M, .
f) = f (Jim ) = lim f(52b) = lim dysinha b = dsinh aa.
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Dosazenim do zadani se presvéd¢ime o tom, Ze vSechny nalezené funkce tvaru
f(z) = dsinh ax, kde d € R, jsou feSenimi:

L: f(z+y)+ f(z—y)=dsinh (a(z +y)) + dsinh (a(z — y)) =
=d (sinh ax cosh ay + cosh az sinh ay) +
+d (Sinh ax cosh ay — cosh ax sinh ay) = 2d sinh ax cosh ay,
P: 2f(x)coshay = 2dsinh ax cosh ay.

Celkem jsme tedy zjistili, Ze vSechna feseni zadaného prikladu jsou bud ve tvaru
f(z) = cx (pro a = 0), nebo f(z) = dsinhax (pro o # 0), kde ¢,d € R.
0

Priklad 9.5. Urcete vsechny spojité funkce f,g: R — R splniugici rovnost
f@+y)+ flz—y) =2f(z)g(y)

pro libovolnd x,y € R.3

Resend. Necht f, g jsou libovolné funkce, které spliiuji uvedené zadani. Je-li f(x)=0
pro kazdé z € R, mtze byt funkce g jakdkoliv. Jednim feSenim je tedy dvojice
funkci f(x) = 0 a g libovolna spojita. Déle budeme postupovat tak, Ze funkci f
rozdélime na sudou a lichou ¢ast a ukadzeme, Ze kazda z nich (nezavisle na druhé)
spliiuje jistou funkcionalni rovnici, kterou poté vyfesime — nejprve rovnici prislus-
nou sudé casti a pak rovnici pro lichou cast.

S ohledem na ivod feseni miizeme predpokladat, Ze existuje bod a € R, ve kte-
rém funkce f nabyva nenulové hodnoty. PoloZzenim z = a a zdménou y za —y
dostaneme s ohledem na f(a) # 0 rovnost

2f(a)g(—y) = fla—y) + fla+y) =2f(a)g(y) neboli g(—y) = g(y).

Vidime, zZe funkce g je suda a po nahrazeni x = a a y = 0 v zadani také spliiuje
podminku

2f(a) =2f(a)g(0) neboli g(0) = 1.

Prechodem k sudé (fs) a liché ¢asti (f;) funkce f prepiSeme zadanou rovnost
do tvaru

fs(x+y) + filr +y) + folx —y) + filr —y) = 2fs(x)g(y) + 2fi(x)g(y).

Nahrazenim z za —x a y za —y s vyuzitim sudosti funkci g, fs pak ziskame

fs(x+y) = filz +y) + fole —y) = filz —y) = 2f(2)g(y) — 2fi(z)g(y).

3[Ven, str. 132]
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Sec¢tenim, resp. odectenim poslednich dvou vysledkii dostaneme po tipraveé rovnosti
pro sudou, resp. lichou ¢ast funkce f :

fs(x+y) + fo(z —y) = 2f(2)g(y), (9.9)

respektive

filr +y) + filr —y) = 2fi(x)g(y). (9.10)

Po vzajemné vyméné = za y v (9.9) s ohledem na sudost f, obdrzime

fs(x+y) + fo(x —y) = 2f(y)g(z).

Porovnanim pravé ziskané rovnosti s (9.9) dojdeme k podmince f(x)g(y) =
= fs(y)g(z), diky které polozenim y = 0 (g(0) = 1) dostaneme f,(z) = cg(z),
kde ¢ = f,(0) € R.

Je-li ¢ =0, pak fs(x) =0 pro kazdé = € R.

Je-li ¢ # 0, pak nahrazenim funkce fs(x) funkci cg(z) ve (9.9) ziskdme

cg(r +y) +cg(r —y) = 2cg(x)g(y) neboli g(x +y) + g(z —y) = 29(x)g(y).

Rovnost odpovida d’Alembertové funkcionalni rovnici, kterou funkce ¢ splnuje
pro vSechna z,y € R. Vzhledem ke spojitosti funkce g a podmince ¢g(0) = 1 vime,
ze funkce g mé predpis bud ve tvaru g(xr) = cosax, nebo g(x) = cosh ax, kde
a € R. Odtud dostaneme s ohledem na rovnost fs(x) = cg(x) predpis funkece f :

o

(x) = ccosax pro g(x)= cosax, (9.11)

fs(x) = ccoshax pro g(x)= coshauz, (9.12)

Nyni zbyva nalézt predpis funkce f;. Predpokladejme, Ze existuje takovy bod
b € R, ze plati f;(b) # 0 (v opacném piipadé by nenulova feSeni f = f, byla urcena
rovnostmi uvedenymi v (9.11) a (9.12)). Po vzdjemné zdméné z za y v (9.10)
s ohledem na lichost funkce f; dostaneme rovnost

filr +y) — filr —y) = 2fi(y)g(=), (9.13)

po jejimz odecteni od (9.10) ziskdme po Gpravé

fle = y) = filx)g(y) = fily)g ().
PoloZenim y = b s ohledem na f;(b) # 0 obdrzime

g(b) i) — filw = b)

filw = b) = fi(2)g(b) — fi(b)g(x) neboli g(z) = f(0)
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V dalsi ¢asti feSeni ukdzeme, ze plati g(z + y) + g(y — ) = 29(z)g(y). Dosazenim
vyjadieni funkce ¢g(z) do uvazované rovnosti obdrzime

gb) filr +y) = filzr +y—=b)  g0)fily — ) — fily — 2 —D)

fib) i fib) -
g(®) fily) — fily = b)
=29(@) fu(b) ‘
Rovnost
g(b) g(b) _ ., 9() . neboli
mfl($+y)+mfl(y—x) _2fl(b)g( )fily) nebol
g9(b) g9(b) _,9(0) .
R ORI TR

zfejmé odpovida (9.13) pro g(b) # 0 a plati trividlné pro g(b) = 0. Staéi proto
dokéazat zjednodusenou rovnost

—filr +y—b) = fily — v —b) = —2g9(x) fi(y — b),

ktera po nahrazeni y za novou proménnou y + b piejde po upravé do tvaru

filr +y) + fily — ) = 29(x) fi(y) neboli fi(z+y) — filr —y) = 29(z) fi(y).

Tato rovnost opét odpovida (9.13). Dokazali jsme tak skuteéné slibenou rovnost
g(x+y)+g(y—x) = 2g(x)g(y), ktera odpovida d’Alembertové funkcionalni rovnici.
Jak vime, predpis takové funkce g je bud tvaru g(z) = cosax, nebo je tvaru
g(x) = coshax, kde a € R.

Pro a = 0 bude g(z) = 1 pro kazdé x € R a (9.13) pfejde do tvaru

filr +y) = filr —y) =2fi(y) neboli fi(z +y)+ fily —z) = 2fi(y).

Tato rovnost odpovida Cauchyové funkcionalni rovnici (viz str. 73), kterou spojita
funkce f; spliuje pro kazdé x € R. Vzhledem k uvedenym pfedpokladiim méa tedy
tato funkce f; predpis tvaru f; = Az, kde A € R.

V pfipadé funkce g(z) = cos aur, kde o # 0, spliiuje liché funkee f; podle (9.10)
rovnost

file +y) + filz —y) = 2/i(x) cos ay,
z niz podle vysledku ptikladu 9.3 plyne

fi(x) = dsin ax,
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kde d € R.
V piipadé funkce g(z) = coshax, kde a # 0, spliiuje licha funkce f; podle
(9.10) rovnost

file +y) + filr —y) = 2fi(x) cosh ay,
z niz podle vysledku prikladu 9.4 plyne
fi(z) = dsinh ax,

kde d € R.
Shrnutim vSech dil¢ich vysledkt zjistime, ze hledané TeSeni tvorené dvojici
funkci f, g musi byt jednoho z tvarii:

a) f(x) = ccosax + dsinazx, g(x) = cos ax,

b) f(x) = ccoshax + dsinh azx, g(x) = cosh az,
&) f(@) = c+da, glz) = 1,

d) f(z) =0, g je libovolna spojita.

Postupnym dosazenim do zadani ukazeme, Ze vSechny uvedené tvary dvojic
funkci f a g jsou skutecné fesenimi pro libovolna ¢, d, a € R:

a)
L: flz+y)+ f(z—y)=ccos(a(z +y)) +dsin (a(z +y))+
+ ccos (a(z —y)) + dsin (a(z —y)) =
= c(cos QT cos vy — sin ax sin ay>+d(sin ox cos ay + sin ay cos 04:13) +

+c (COS ox cos ay + sin ox sin ay>+d (sin QX cos ay — sin vy cos ax) =

=2 (c cos ax + d sin ozx) cos ay,

P: 2f(x)g(y) = 2(ccos azx + dsin az) cos ay.
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L+ e +0) + Sz =) = ceosh (oo +) +dsinh e +)+
+ ccosh (a(z — y)) + dsinh (a(z

y) =
=c (cosh ax cosh ay — sinh ax sinh ay) +
+ (smh ax cosh ay + sinh ay cosh a:z:) +
+c (cosh ax cosh ay + sinh ax sinh ozy) +
+

(smh ax cosh ay — sinh ay cosh ozx) =

c cosh azx + dsinh aw) cosh ay,
P: 2f(:c)g(y) = 2(ccosh o + dsinh ax) cosh ay.

L: flx4+y)+flx—y)=c+dx+y)+c+dxz—y)=2(c+dz),
P: 2f(x)g(y) = 2(c + dx).

d) Pro f(z) = 0 a g libovolnou plati rovnost, jak jsme uvedli ivodem celého
feSeni, trivialné.

]



Kapitola 10

Dalsi typy funkcionalnich rovnic

Funkcionalni rovnice, které predstavime v této kapitole, jsme oznacili privlast-
kem ,dalsi“ z toho dtivodu, Ze se jejich zadani a Teseni na prvni pohled odliSuje
od vétsiny v této praci dosud uvedenych rovnic. Tyto rozdily, jak naznacuji nazvy
prvnich dvou paragrafu této kapitoly, spoc¢ivaji bud v odlisném zadéni definic¢-
niho oboru hledané funkce, ktery jiz nebude mit tvar intervalu v R jako dfive, ale
bude podmnozinou N, Z nebo Q, nebo v pozadavku, aby hledana funkce spliovala
kromé zadané rovnosti i podminku, zZe jeji predpis ma tvar néjakého mnohoclenu,
od ¢ehoz se budou odvijet i pfislusné metody feseni takovych rovnic.

Navzdory nazvu celé disertacni prace zde predstavime i nékolik funkcionalnich
nerovnic, abychom ukézali, Ze metody v této praci predstavené pro rovnice lze
stejné dobfe vyuzit i pii feSeni funkcionalnich nerovnic. Zavér kapitoly nakonec
vénujeme, kromé nefeSenych prikladi, problému vnotenych odmocnin, ktery pred-
lozil a poté i sam vyftesil talentovany indicky matematik Srinivasa Ramanujan.

10.1 Reseni funkcionalnich rovnic na N, Z a Q

V feseni funkcionalnich rovnic na mnoziné N nebo Z vlastné hledame vhodnou po-
sloupnost spliujici zadanou rovnost. Pro teorii ¢isel je jisté vyznamné, ze pomoci
funkcionalnich rovnic lze charakterizovat takové posloupnosti, které reprezentuji
nékteré z diskrétnich funkci, jako jsou pocet deliteli cisla, soucet délitelu cisla, po-
cet cifer c¢isla aj. Proto je vyhodné, nékdy dokonce nezbytné, porovnavat zadanou
rovnost se znamymi vlastnostmi vysSe uvedenych funkci pfirozenych a celych ¢i-
sel. Ukézeme to na prvnim piikladu, kde hledanou funkci bude nejmensi spole¢ny
nasobek dvou pfirozenych cisel.

149
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Piiklad 10.1. Dokazte, Ze existuje jedind funkce f: NxN — N splnujici pro vSech-
na m,n € N podminky

1) f(n,m) = f(m,n),
2) f(n,n) =n,
3) (m —n)f(n,m)=mf(n,m—n), je-lim >n.t

Reseni. Necht f oznacuje libovolnou z hledanych funkci. Definujme novou funkci
g: Nx N — Q" pro kazdé m,n € N piedpisem
nm

f(n,m)’

Podminky ze zadani tak prejdou s ohledem na nové zavedenou funkci g do tvaru

g(n,m) =

1) g(n,m) = g(m,n),
2) g(n,n) == =n,

3) (m—n)f(n,m)sz(n,n(z—f),)
g(n,m): g(n,m —mn)’

g(n,m) = g(n,m —n), je-li m > n.

Uvédomme si, ze pravé ziskané podminky odpovidaji Eukleidovu algoritmu pro na-
lezeni nejvétsiho spoleéného délitele g(n,m) dvou dangch ¢isel n a m, mizeme
proto predpis funkce g zapsat ve tvaru g(n,m) = nsd(n,m), kde nsd(n, m) mé
zminény vyznam. Z definice funkce g pak odvodime predpis hledané funkce f s vy-
uzitim zdkladniho vztahu nsd(n,m) - nsn(n,m) = n-m, v némz ¢initel nsn(n, m)
znaci nejmensi spole¢ny nasobek cisel n a m, ve tvaru

nm nm

f(n,m) = a(n.m) = wsd(n. 1) = nsn(n, m).

Podminky 1) a 2) jsou pro nalezeny ptedpis funkce f splnény trividlng, platnost
podminky 3) nyni pro vSechna m > n dokdZeme pomoci vySe pouzitého vzorce
nsd(n, m)-nsn(n, m)=n-m a dale vyuzijeme toho, Ze za naseho predpokladu m>n
plati znamy vztah nsd(n, m) = nsd(n, m — n):

nm n(m—n)

(m—n)f(n,m) = (m—n) - nsn(n,m)Z(m—n)nSd(njm) =)

=m-nsn(n,m —n) =mf(n,m—n).

'[And, str. 135



10.1 RESENI FUNKCIONALNICH ROVNIC NA N, Z A Q 151

Dokazali jsme tak, ze funkce f(n,m) = nsd(n,m), kde n,m € N, je opravdu
jedinym TfeSenim.
]

Priklad 10.2. Urcete viechny takové funkce f: N — N, pro které plati, Ze m*+ f(n)
déli beze zbytku vyraz (f(m))2 +n pro vsechna m,n € N.2

Reseni. Necht f oznacuje funkci vyhovujici zaddni. Nahrazenim n za m v zadani
o v, 2 e o o1
zjistime, Ze n® + f(n) déli (f(n))” + n, diky ¢emuz ziskdéme nerovnost

Pokud by bylo f(n) < n, obdrzime ze ziskané nerovnosti po vydéleni obou jejich
stran zapornou hodnotou f(n)—n spor f(n)+n < 0 (nebot n, f(n) €N). Pro kazdé
ptirozené n tedy hledana funkce f spliiuje nerovnost f(n) > n.

Necht p, ¢ € N oznacuji libovolné, dale pevné dan4 ¢isla, a zvolme ng € N tak,
zZe

no > max {(f(p))" - 2", (£(0)" - 2¢°} .

Diky takové volbé plati ( f (p))2 — 2p? < nyg, odkud s ohledem na dok4zanou ne-
rovnost f(n) > n pro vSechna pfirozend n dostaneme

(f(p))2 +ng < 2p* + 2ng < 2p* + 2f(ng) = 2 (p2 —i—f(no)).

Podle zadéni ale p? + f(no) déli beze zbytku (f (p))2 + ny, zaroven vSak mizeme
predchozi vysledek prepsat do tvaru

(f(0))* +no

p*+ f(no) <2

odkud jiz snadno vidime, Ze %(;0)"“ = 1 neboli ( f(p))2 +no = p? + f(no).

Stejnymi kroky dojdeme k zavéru, ze (f(q))2 +ng = ¢* + f(ng). Odectenim této
rovnosti od predchozi dostaneme

2[And, str. 145]
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Protoze p a ¢ byla zvolena libovolné, plati odvozena rovnost pro vsechna p,q € N.
PolozZenim ¢ = 1 tak snadno odvodime predpis funkce f pro kazdé p € N:

kde a= (f(l)) ?1. Uvédomme si v8ak, ze podle zadani plati f(p) €N pro kazdé peN,
proto je ziejmé a = 0 a hledané funkce je nutné tvaru f(n) = n, coz je funkce,
ktera jisté splnuje zadani prikladu.

[]

Priklad 10.3. Urcete vsechny funkce f: 7 — 7 splriugici rovnost

(F(2)* + (F®)" + (f(2)* = 2f(2) f(v) + 2f () f(2) + 2f (=) f ()

pro vsechna x,y,z € Z, pro kterd plati x +y + 2z = 0.3

2

Reseni. Necht f dale oznacuje libovolnou funkei, ktera vyhovuje zadani. Polozenim
z =y =z = 0 obdrzime 3(f(0))* = 6(f(0))” neboli f(0) = 0. Po nahrazeni —z
za y a polozeni z = 0, po kterych je zfejmé splnéna rovnost x +y + 2z = 0, zjistime
s ohledem na predesly vysledek, ze plati

(f(2))"+(f(~=) 2+(f(0))2=2f( )f (=) +2f (=) f(0)+2/(0) f (),

(f@)* = 2/ (@)f (=) + (f(~2))" =
(f(z) = f(=2))" =

odkud f(z) = f(—=z) pro kazdé = € Z. Ukézali jsme tak, Ze funkce f je suda.

Nahrazenim —z —y za z zfejmé plati z+y+ 2z = 0 pro vSechna z,y € Z a s ohledem
na sudost f zarucujici rovnost f(z +y) = f(—z — y) obdrzime

2

Y

(F@)*+(F@) + (f(—z—y))* —2f( VW) +2f () f(—z—y)+
2f(—x —y)f(z
) +

)

(f@)*+(f )+ (fx +y))* —2f( Fy) +2f (W) f(x+y)
+2f(z+y)f(@),

(F(@)*+(f )"+ (f(z+y) =2f (@) f(y) +2f (x+y) (f(@)+ [ (1)), (10.1)

kde z,y € Z jsou libovolna. Ozna¢me k = f(1) € Z a posudme nyni dtsledky,
které z moznych hodnot k vyplyvaji pro predpis funkce f.

2

3Mezinarodni matematicka olympiada (2012).
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V ptipadé k = f(1) = 0 dostaneme polozenim y = 1 v (10.1) rovnost

(F@)*+ (FQ) + (Fr+1)) =2 () F(1)+2f (x+1) (f(2)+ £(1)),
F(@))* + (f(fc+1))2—2f ) f (@),
(f(@)” = 2f(z + D) f(z) + (fla+1)" =
(f(x) - f(m+1))2=

odkud plyne f(z) = f(x + 1). Odtud vzhledem k ptredpokladu f(1) = 0 plati
pro kazdé zaporné x € Z rovnost

fle)=fle+1)=flz+2)=...=f(z+(1—-2))=0

a pro kladné = € Z rovnost

@)= fla—1) = fla—2) = ... = f(z— (& — 1)) = 0.

Zjistili jsme tak, ze v piipadé f(1) = 0 mé hledana funkce f ptredpis tvaru f(z) =
pro vSechna x € Z.
Ptredpokladejme naopak, ze k # 0. Polozenim = = y v (10.1) obdrzime rovnost

(f(2))* + (f(2))* + (F(22))° = 2(f(2))” + 2f(22) (f(2) + f(=)),
(f(22)) — 4f (22) f ()
F(2x)(f(22) — 4f (x))

odkud plyne f(2x) = 0 nebo f(2z) = 4f(z) pro kazdé x € Z. Dosazenim x = 1
tak dostaneme f(2) = 0 nebo f(2) = 4f(1) = 4k.

Pokud f(2) = 0, polozme y = 2 v (10.1), diky ¢emuz ziskdme stejnymi kroky
jako vySe u ptipadu k = 0, kde jsme uvazovali y = 1, rovnost f(z) = f(z + 2)
pro kazdé x € Z. Vzhledem k faktu, ze f(1) = k a f(2) = 0, dojdeme stejnymi
uvahami jako vyse k zavéru, ze predpis funkce f je tvaru

0 pro x sudé,
flz) = o
k  pro x liché,

2
0,
0,

kde k je nenulova celociselna konstanta.

V opaéném piipadé, kdy f(2) = 4k # 0, rozlisime jesté moznosti, zda f(4) = 0,
nebo f(4) # 0.

Je-li f(4) = 0, dostaneme stejnymi tvahami jako v piipadé k = 0 po nahrazeni
y =4v (10.1) rovnost f(x) = f(z +4) pro kazdé x € Z. Abychom nyni zdlouhavé
neodvozovali hodnoty funkce f pomoci nékolika rovnosti, uvédomme si, ze vysledek
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f(z) = f(xz + 4) zarucuje, ze funkce f nabyva stejnych hodnot pro vSechna celd
c¢isla, ktera davaji stejny zbytek po déleni 4, tj. patii do stejné zbytkové tridy
modulo 4. Vzhledem k tomu, ze f(0) = f(4) =0, f(1) =k, f(2) = 4k a ze diky
sudosti funkce f plati rovnost f(3) = f(—1+4) = f(—1) = f(1) = k, je pfedpis
hledané funkce f tvaru

0 jeli z tvaru x = 4n,
f(z) =<k pro x liché,
4k je-li x tvaru x = 4n + 2,

kde n € Z a k je nenulova celociselnd konstanta.

Zbyva vysetfit pripad, kdy f(2) = 4k # 0 a zaroven f(4) # 0. Nerovnost
f(2z) # 0 pro x =2 s ohledem na vySe odvozeny zavér znamend, Ze pro x = 2 musi
platit f(2z) = 4f(x) neboli f(4) = 4f(2) = 16k. Matematickou indukeci vzhledem
k n nyni ukdZeme, ze f(n) = kn? pro kazdé n € N, jak je tomu pron =1an = 2.

PoloZzenim x = 1, y = 2, resp. = 1, y = 3 v (10.1) zjistime, Ze s ohledem
na rovnosti f(1) =k, f(2) =4k a f(4) = 16k plati

(F))* + (F2)" + (F(3)* = 2F () F2) + 2/ B3) (F(1) + £(2)),
E* 4 16k* + (f(3)) = 8k* + 10k f(3),
(f(3 )) — 10k f(3) + 9Kk* =

(f(3)—9k)(f(3) — k) = O, odkud plyne f(3) = 9k, nebo f(3) =

respektive
(f(l))2 +(£3)" + (F(4)" = 2f (1) £(3) + 2f(4) (f(1) + £(3)),
+(f(3))? + 256> = 2k f(3) + 32K + 32k f(3),
(3) +225k* =0,

( f(3)) — 34k f
(f(3) — 9k)(f(3) — 25k) = 0, odkud plyne f(3)=9k, nebo f(3)=25k.

Porovnanim obou vysledktt snadno zjistime, ze f(3) = 9%k. Rovnost f(n) = kn?

tedy plati pro n € {1,2,3} a predpokladejme dale, Ze plati i pro vSechna dalsi

prirozena cisla az po néjaké n > 3, dale pevné dané. Polozenim x = 1, y = n, resp.
r=2,y=n—1v (10.1) dostaneme

(F) + (F()* + (Fn+ 1) = 2 (1) f(n) + 2f (n + D) (F(1) + f(n)).
K4 k20t + (f(n+1))° = 2k%0% + 2k f(n + 1) + 2kn>f(n + 1),
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(fn+1))* = 2kf(n+1)(n® + 1) + k*(n? = 1) = 0,
(f+1) = k(n+ 1) (f(n+1) = k(n = 1)*) =0,
odkud plyne f(n+1) = k(n+ 1), nebo f(n+ 1) = k(n — 1)?, respektive

(f2) 4 (f(n—1)) "+ (f(n+1)) =2f(2) f(n—1)+2f (n+1) (f(2)+ f(n—1)),
16K+ k2 (n—1)"+ (f(n+1))* =8k*(n—1)2+8k f (n+1) +2k(n—1)2f (n+1),

(f(n+1))* = 2kf(n+ )(4+ (n—12) + k(4 — (n—1)*)* =0,
(fn+1) = k(o +1)2) (S +1) = k(n = 3)2) =0,
odkud plyne f(n + 1) = k(n + 1)?, nebo f(n + 1) = k(n — 3)2. Porovndnim obou
piedchozich vysledki zjistime, Ze f(n + 1) = k(n + 1)2. Dokazali jsme tak, Ze
f(n) = kn? pro vSechna pfirozend n a s ohledem na vySe odvozené vysledky, Ze f
je suda a f(0)=0, je predpis hledané funkce f tvaru f(z) = kz? kde x € Z a k je
nenulova celoc¢iselnd konstanta.
Regenim jsou tedy pouze funkce ve tvaru f(z) =0, f(z) = ka?,

0 dé
f(x)=qk proz liché, a flz) = pro x sude,

0 jeli z tvaru x = 4n, {
4k je-li x tvaru x = 4n + 2,

k  pro x liché,
kde z € Z a k je libovolna nenulova celociselnd konstanta. Dosazenim do zadani
se muzeme presveédcit, ze tyto funkce jsou opravdu fesenim. Takovou zkousku zde

provedeme s ohledem na predpoklad x +y+ z = 0, kde uvazime x,y € Z libovolna
a z = —x — y, pouze pro funkci f(z) = kz*:

L: (f@) + (fW) + (f(2))° = Kot + K2y + K~z — y)* =
= k2 (x4+y4+(x2+2wy+y2)2> =k? (2x4+2y4+4x3y+4xy3+6x2y2>,
P 2f(2)f(y) +2f () f(2) + 2 (2) f(2) = 2k%2™y* + 2k%y* (—x — y)*+
+ 2k% 2% (—x — y)? = k? (2954 + 2y* + 42y + day® + 6x2y2).

Priklad 10.4. Naleznéte alespon jednu funkci f: Qt — QF, kterd rovnost

yf(zf(y) = f(z)
spliiuje pro kazdd x,y € QT4

“Mezinarodni matematicka olympiada (1990).
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Reseni. Necht f oznacuje libovolnou funkci vyhovujici zadani. Polozenim z=y=1
obdrzime f(f(1)) = f(1), odkud s ohledem na defini¢ni obor f, diky ¢emuz mii-

Zeme zadanou rovnost prepsat do tvaru f(zf(y)) = %, dostaneme
e
FO) = F(FW) =7 (1 FW)) = 55 =1
Nahrazenim x = 1 v zadané rovnosti tak pro kazdé y € Q* ziskdme rovnost
yf(f(y) =f1)=1. (10.2)

Nahrazenim ﬁ za x v zadani dostaneme vzhledem k odvozenému vysledku f(1)=1

rovnost
w(ﬂbﬂw>f(i;),
y=1r <m) :

diky které po dosazeni Ty 22YV zadani plati pro vSechna z,y € Q% rovnost

ﬁaf@#(ﬁ;))zf@x
F(ey) = F@) (). (10.3)

Obdrzena rovnost odpovida modifikované Cauchyové funkciondlni rovnici, jejiz
kazdé feseni f: Q" — QT m4 podle pozndmky na strané 45 tvar f(z) = z¢, kde
x € QF ac € Z je vhodn4 konstanta. Dosazenim do zadéni vSak zjistime, ze zadnéa
takova funkce nemiize byt feSenim:

yf(zy°) = a°,

$Cy02+1 — $C,
protoZe jinak by muselo pro néjaké ¢ € Z platit ¢ + 1 = 0. ObtiZnost konstrukce
funkce f vyhovujici zadani prikladu je tak podlozena tim, Ze to bude muset byt
nespojité feseni f: QT — Q' modifikované Cauchyovy rovnice (10.3). Vyuzijeme
k tomu rozklady piirozenych ¢isel na prvocinitele.

Nahrazenim i za x v rovnosti (10.3) dostaneme 1= f(1)=f (i y) =f(y)f (i)

neboli f (i) = ﬁ Diky tomu pak po zdméné i za y v (10.3) obdrzime

() =rwr(5) =55
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Uvédomme si, ze kazdé kladné racionalni cislo x lze zapsat ve tvaru z = 2, kde
m,n € N, coz s ohledem na platnou rovnost (10.3) znamend, Ze sta¢i nalézt vhodny
predpis funkce f na mnoziné vSech prvocisel. Skutec¢né, pokud je totiz prvociselny
rozklad pfirozeného ¢islan > 1 tvarun = p{* --- pp*, kde k € N, plati opakovanym
vyuzitim (10.3) rovnost

fn) = f o) = f ) FrF) = f (o)™ - f (o)™ -

Uvazime-li nyni libovolné kladné racionalni ¢islo z ve tvaru x = 2, kde m,n € N,
m

plyne s ohledem na f(1) = 1 a z vysledkil odvozenych vyse rovnost f(z) = f (2) =
=1 ((7:)), pricemz k vyjadieni f(m) a f(n) staci uréit pouze hodnoty funkce f pro ta
prvocisla, kterd se vyskytuji v rozkladu m a n, jak jsme jiz ukazali.

Vzhledem k predchozimu zdtvodnéni ziejmé nyni stac¢i nalézt vyhovujici
funkci f: P — Q%, kde P oznac¢uje mnozinu vSech prvocisel.

Uvazme dvé libovolné posloupnosti (7,,),~,, (gn),—, vzestupné sefazenych
prvocisel s vlastnosti, ze kazdé prvocislo p € P se vyskytuje pouze v jedné z téchto
posloupnosti, a polozme f(r,) = ¢, a f(g,) = % Predpokladejme déle, ze je
funkce f rozsifena i na obory N a Q" podle vyse popsaného a ukazme, Ze takova
funkce je opravdu fesenim ptikladu.

Takto uréend funkce jisté spliiuje pro kazda x,y € P rovnost (10.3) a v pfipadé
Y = Tm € (Tn)oey, T€SP. Y = Gm € (gn),., obdrzime (s ohledem na odvozeny

vysledek f (%) f&)) v (10.2) rovnost

)
yf(f(y)) = rmf(f(”ﬂ)) = Tmf(Qm) = rm'% =1,
respektive
uf (F¥) = @t (f(@m)) = dnf (%) = qm'ff(g) = qm~qim = 1.

Odtud diky jiz ovéfené rovnosti (10.3) s libovolnymi =,y € P plyne, Ze rovnost

Vv e

funkci f z P na N a na Q%) i pro libovolné y € Q.

Rovnost ze zadani ptikladu ale snadno plyne z (10.2) a (10.3), nebot vynaso-
benim obou stran rovnosti (10.2) nenulovou hodnotou f(z) € Q*, kde z € Q7 je
libovolné, dostaneme

yf(@)f(f(y) = fz),
yf (xf(y) = f(x).

Mizeme tak prohlasit, ze jsme sestrojili feseni prikladu.
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Doposud jsme pii feseni funkcionédlnich rovnic hledali funkce, jejichz funkéni hod-
noty zavisely na velikosti nezavislé proménné bez ohledu na jeji zapis kuprikladu
v nékteré ¢iselné soustavé. Nyni zde v zaveéru této casti kapitoly ale predstavime ta-
kové funkcionalni rovnice, v nichz hodnota hledané funkce bude zaviset na cifrach,
jakymi je nezavisla proménna ve vhodné soustaveé zapsana. Zaklady problematiky
¢iselnych soustav povazujeme za znamé, nebudeme je proto v nasem textu uvadét.

Priklad 10.5. Urcete vSechny takové funkce f: Nog — Ny, které spliugi f(0) =0
a Tovnosti
f@Cn+1)=f(2n)+1=f(n)+1

pro kazdé n € N.?
Reseni. Necht f oznac¢uje libovolnou funkci vyhovujici véem pfedpokladiim zadani.

Uvédomme si, ze kazdé prirozené cislo n ma ve dvojkové soustavé jednoznacny
ZAapis

n = plp—1 - - - A100(5) = ak2k + ak_12k_1 4+ -+ ai-2+ ap,

kde a; € {0,1} pro kazdé i = 0,1,...,k a a; = 1. Pak ¢islo 2n+ 1 ma zapis
ApQg—1 - - .CL1G01(2) a Cislo 2n ma zapis apag_1 .. .alaOO(Z). Takze rovnosti ze zadani
prikladu mtzeme prepsat do tvaru

f (akak_l . a1a01(2)> =f <akak_1 .. a1a00(2)> +1=

= f (akak,1 c. a1a0(2)> + 1,

odkud indukei vzhledem k ¢islu & s ohledem na pfedpoklad f(0) = 0 snadno plyne,

ze f <akak_1 . a1a0(2)> = ap + ap—1 + -+ + a1 + ap. Funkce f tak kazdému n

pfifazuje ciferny soucet ¢isla n ve dvojkové soustavé (zkouska je zde zfejma).
Jedinym fesenim prikladu je tedy funkce, ktera kazdému n € Ny pfitazuje hod-
notu odpovidajici poc¢tu jednicek z jeho reprezentace v dvojkové ciselné soustave.
m

Priklad 10.6. Urcete vsechny funkce f: N — N spliugici rovnosti

f(1)y=1, f(2n)=3f(n) a f(2n+1)=3f(n)+1
pro vsechna n € N.5

Reseni. Oznacme jako f funkci, ktera splnuje zadani. VSimnéme si, ze levé strany
poslednich dvou rovnosti ze zadani lze v urcitém tvaru vypozorovat v predeslém

°[And, str. 149]
SIberoamerickd matematickd olympidda (1989).
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prikladu, ktery souvisel s dvojkovou ciselnou soustavou. Naopak u pravych stran
téchto rovnosti vystupuje soucin funkce s ¢islem 3, mtizeme proto tusit, ze jistou roli
zde bude hrat reprezentace ¢isla v trojkové ciselné soustave, i kdyz kvili dvojkam
ve vyrazech 2n a 2n + 1 vyuzijeme i soustavu dvojkovou. Nase pozorovani nyni
potvrdime nalezenim predpisu funkce f.

Libovolné ¢islo n € N, dale pevné dané, lze zapsat jednoznacné ve tvaru ko-
ne¢ného souctu 2Fn 4 2Fm—1 4 .. 4 2k 4 9k kde kg < k1 < ... < ko1 < ki
jsou vhodné prirozené cisla véetné nuly. Znamena to, ze ve dvojkovém vyjadieni
¢isla n vystupuji jednicky pouze na pozicich ¥ad 28= 2km-1 2k 2k Qpako-
vanym vyuzitim zadanych rovnosti pak dostaneme

Fn) = F (25 1 2ot 42 o)
— f (20 (2Fn o gbnoi—ho 4ok 7)) = =
_ g (koo 4 gnorho . gkt g )
= 3k (3f (2Em—ko-L o ghmoahol Ly gkihool) 4 ) o
— gho+l f (ghm—ho=l | ghnoi—ho=l 4 gli—ho=l) 4 gho —
— 3km 4 gkm-1 4 ...y 3k gko,

Prava strana praveé obdrzeného vysledku odpovida hodnoté takového ¢isla, v jehoz
zapise v trojkové ciselné soustavé se vyskytuji pouze jednicky, a to na pozicich
Fadt 3Fm, 3km-1 3k 3ho,

Zjistili jsme tak, ze predpis hledané funkce f prifazuje kazdému ptirozenému n
hodnotu, kterou ziskame tak, ze ¢islo n vyjadiime ve dvojkové soustavé a nasledné
toto vyjadieni prevedeme zpét do desitkové Ciselné soustavy, jakoby se jednalo

o prevod z Ciselné soustavy o zakladu tii. Zkouska je ziejma.
O

10.2 Funkcionalni rovnice v oboru mnohocdlenu

V zadéani funkcionélnich rovnic, které v této ¢astiis feSenim predstavime, je na hle-
dané vyhovujici funkce kladen pozadavek, zZe jejich predpis ma tvar néjakého mno-
hoc¢lenu. To ndm umoznuje prevést hledani predpisu funkce na vypocet konecné
mnoziny ¢isel rovnych koeficienttim prislusného mnohoclenu, které do rovnice dosa-
dime jako neznamé a pak pro né odvozujeme ekvivalentni soustavu rovnic (zpravi-
dla porovnanim koeficient u stejnych mocnin nezavislé proménné). Zaklady teorie
mnohoclenti povazujeme za znamé, pripomenme jen nasledujici: je-li f néjaky mno-
hoclen stupné n € Ny, pak f o f je opét mnohoclenem, jehoz stupeii je roven n?,
nebo oznacuje-li ¢ mnohoélen stupné m € N splitujici rovnost g(a) = 0 pro néjaké
a € R, pak % je opét mnohoclen, a to stupné m — 1.
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Jak je zvykem, znac¢ime v néasledujicich ptikladech hledané mnohocleny pis-
meny p, ¢, atd. a zapisem p € R[z] vyjadiujeme, Ze p je mnohoclen s realnymi
koeficienty, tzn. p(z) = a,2% + @p_12" 1 + -+ + ag, piicemz a,, a, 1,...,a9 € R.
V pripadé a, # 0 ¢islo n zvané stupern p znacime st p.

Priklad 10.7. Urcete vSechny nekonstantni mnohocleny p € Rx] spliujici
pro kazdé x € R rovnost”

p(2®+1) =plz+1)°

Reseni. Necht p oznacuje libovolny mnohoclen splitujici vechny predpoklady za-
déni. Uvazme dale takovy mnohoclen ¢ € R|z], ktery pro kazdé x € R spliiuje
rovnost ¢(z) = p(x + 1), a zapiSme ho ve standardnim tvaru

Q(x) = anxn + an—lxn_l + -+ 4 ao,

kde a, #0 a n > 1 podle zadani. Z rovnosti ze zadani tak plyne ¢ (z3) = ¢(z)3
neboli

a3+ ay 123 4 g = (anx” +ap 2" (10)3 . (10.4)

Pfipustme, Ze existuje index k (0 < k < n), pro ktery plati £ # 0, a ze vSech
takovych k vyberme nejvétsi, takze pak mame a; = 0, kdykoliv k£ < 7 < n. Protoze
pro takové k plati 3k <2n-+k < 3n, je koeficient u 22"** na levé strané (10.4) roven
nule, zatimco na pravé strané (10.4) je ziejmé roven 3a?-ay. Proto plati rovnost
0 = 3a2ax. To je ale spor s tim, Ze a, # 0 a podle pifedpokladu také a; # 0.
To znamend, ze zadné k € Ny spliujici a; # 0 a k < n neexistuje. Plati tedy
q(z) = a,a™, diky ¢emuz piejde rovnost (10.4) do tvaru

odkud plyne a,, = 1, nebo a, = —1.
S ohledem na zavedeni mnohoclenu ¢ tak dostaneme predpisy hledanych mno-
hoclenti p ve tvaru

p(x+1)=q(z) = £2" neboli p(z) ==+(x —1)", kde n € N.

Snadnym dosazenim do rovnosti v zadani dospéjeme k zavéru, ze vSechny takové

mnohocleny p jsou vyhovujici.
O

"[And, str. 197]
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Priklad 10.8. Urcete vsechny mnohocleny p € Rz|, které splriuji rovnost

p(z)p (222 +1) = p (2°) (p(2z + 1) — 4z)
pro kazdé x € R.8

Reseni. Ozna¢me p jako mnoho¢len spliujici véechny predpoklady zadani. Je-li p
konstantnim mnohoclenem tvaru p(z) = 0, bude rovnost ze zadani splnéna trivial-
né. Nalezli jsme tak jedno (trivialni) feSeni a pfedpoklddejme dale, ze p(z)#0
pro n€jaké x € R. Mnohoclen p miizeme zapsat ve tvaru

() = apz™ + ap_12" t+---+ap, kde n €Ny a a, #0,
odkud upravami dostaneme
p(2r+1)=a,(2v+1)" +a, 1 (2x+1)"" 1+ dag=2"p(z)+7r(), (10.5)

kde 7 je vhodny mnohoclen, jehoz stupen m je ziejmé mensi nez stupen mno-
hoclenu p, tj. m < n. S ohledem na predchozi vztah pfejde rovnost ze zadani
do tvaru

p(z) (Q"p (x2) +r (332)) =p (9:2) (Z"p(a:) +r(z) — 4:1:),
p(z)r (z°) = p (2*) (r(z) — 42). (10.6)

Je-li r nulovy mnohoé¢len (r(z) = 0 pro kazdé x € R), pak z obdrZené rovnosti
plyne, Ze také p je nulovym mnohoclenem, coz je spor s tim, ze p(x) # 0 pro né-
jaké x. Tuto moznost tedy mtzeme dale vyloucit.

Predpokladejme, ze m > 2. Porovnanim stupn mnohoclenti vystupujicich
na levé a pravé strané rovnosti (10.6) s ohledem na fakt, Ze podle predpokladu
m > 2 plati st (r(z) — 42) = str(z), dostaneme n + 2m = 2n + m neboli n = m,
coZ je spor s nerovnosti m < n, kterd vyplyva z toho, jakym zptisobem jsme zavedli
mnohoclen r. Plati tedy m < 1.

Ozna¢me déle k jako stupenn mnohoclenu r(z) — 4z, ktery zfejmé spliiuje ne-
rovnosti £ < 1 a k < m < 1. Porovnanim stupnd mnohoc¢lenti obou stran rov-
nosti (10.6) jako v predchozim odstavci dojdeme k zévéru n 4+ 2m = 2n + k.
Uvédomme si vSak, ze pro k = m dojdeme ke sporu m = n jako vyse, proto vzhle-
dem k podminkdm £ < 1, £ < m < 1 musi platit rovnosti m = 1, k£ = 0, odkud
z rovnosti n + 2m = 2n + k dostaneme n = 2. To ale znamenad, ze p musi byt kva-
dratickym mnohoclenem a s ohledem na odvozeny stupen k = st (r(x) — 4x) = 0,
plati r(z) = 4z +c, kde ¢ € R je konstanta. Rovnost uvedena v (10.5) tak vzhledem
k dosazenym vysledkiim ptejde do tvaru

p(2x 4+ 1) = 4p(x) + 4z + c. (10.7)

8[And, str.200]
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Abychom si usnadnili praci pfi hledani konkrétni hodnot koeficientt mnohoclenu p,
odvodime nyni jesté jeho dalsi vlastnost. K tomu volbou z = 1 v rovnosti ze zadani
zjistime, ze plati

p(p(2+1)=p(1) (p(2+1) —4) neboli 0= —4p(1),

odkud plyne p(1) = 0. Cislo 1 je tedy nulovym bodem p, diky ¢emuz miizeme
predstavu o hledaném piedpisu p zpfesnit do tvaru p(z) = a(x—1)(z —b), kde
a,b € R a a # 0. Dosazenim tohoto tvaru do rovnosti (10.6) s ohledem na vztah
r(z) = 4 + ¢ dostaneme

a(z — 1)(z — b)(42” + ¢) = a(2® — 1)(2® — b) (42 + ¢ — 4a),
a(z — 1) (42® + cx — 4ba® — cb) = a(z — 1)(z + 1) (cz® — cb),
a(z — 1) (42® — 4bz® + cx — cb) = a(x — 1)(ca® + ca® — cba — cb),
odkud porovnani ¢lent se stejnou mocninou x vede k 423 = cz® neboli ¢ = 4
a také —4bx? = ca?, coz s ohledem na rovnost ¢ = 4 znamen4, ze b = —1. Podobné
dosazeni do (10.7)) dava
a(2z)(2z +1—b) = 4(a(z — 1)(z — b)) + 4z + ¢,
4ax2+2ax—2abx:4a(x2—bx—x—{—b) +4x + c,
4ax® + (2a — 2ab)z = 4ax® + (4 — 4ab — 4a)x + ¢ + 4ab,
odkud plyne (2a — 2ab)z = (4 — 4ab — 4a)z, coz s ohledem na predesly vysledek
b = —1 znamenad, ze 2a + 2a = 4+ 4a — 4a neboli a = 1. Pro mnohoclen p ve tvaru
p(z) =a(x —1)(x —b) tedy platia =1 a b= —1.

Ziskali jsme tak pfedpis ve tvaru p(z) = (z — 1)(z + 1) = 2% — 1, ktery jests
podrobime zkousce dosazenim do rovnosti ze zadani:

L:pl)p (202 +1) = (22 = 1) (222 +1)" = 1) = (2* = 1) (4a* + 42%) =
= 422 (x2 — 1) (I2 + 1) = 4 (x4 — 1) ,
P:p(2?) (p(2x +1) —4da)=(2* — 1) (2z + 1)?—1-— 4z) = (2* — 1)-42”.

Piikladu tedy vyhovuji pouze mnohocleny tvaru p(z) = 0 a p(z) = 2? — 1.
[

Priklad 10.9. Dokazte, Ze neexistuji takové mnohocleny o,p,q,r € Rlz|, které
TOUNO0St

1+ zy + 2%y* = o(2)q(y) + p(z)r(y)

splriugi pro viechna x,y € R.”

9Matematickd soutéz Putnam (2003).
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Diikaz. Dtkaz neexistence takovych mnohoclenti provedeme sporem, predpokla-
dejme proto, zZe o,p,q,r € R[z] oznacuje mnohocleny splitujici rovnost uvedenou
v zadani pro vSechna z,y € R.

Volbou y=—1, y=0 a y=1 postupné dostaneme néasledujici t¥i rovnosti

1 -2+ 2% =o(x)q(—1) + p(x)r(—1),
1 = o(x)q(0) + p(z)r(0),
1+2+ 2% = o(x)q(1) + p(z)r(1).
Uvédomme si, ze kazdy ze tii mnohoclenii vystupujicich na pravé stran€ je line-
arni kombinaci o a p, coz znamend, ze vSechny tyto tfi mnohocleny jsou linearné
zavislé. VSimnéme si vSak, Ze na levych stranach obdrzenych rovnosti vystupuji

mnohoc¢leny 1 — z + 22, 1 a 1 + x + 22, které jsou linedrné nezévislé. Opravdu,
z rovnosti A(1 —x + 2?) + B-1+ C(1 + x + z*) = 0 dostaneme

A+B+C=0,
—A+C =0,
A4C =0,

odkud je jiz snadno vidét, ze soustava plati pouze pro A =B = C = 0.

Obdrzeli jsme tak spor: na pravych stranach vypsanych rovnosti vystupuji line-
arné zavislé mnohocleny, zatimco na levych stranach vystupuji linedrné nezavislé.
Timto je pozadované tvrzeni ze zadani dokazano.

]

10.3 Funkcionalni nerovnice

Funkcionalni nerovnice sice patfi do celé problematiky funkcionalnich rovnic spise
na jeji okraj, nicméné jsou taktéz zarazovany do riznych matematickych soutézi
(viz priklady 10.11, 10.12 a 10.13). Navic metody a elementarni obraty, které jsme
v na$i disertaci predstavili pro funkcionalni rovnice, lze vyuzit i pfi feseni funkcio-
nalnich nerovnic.

Na nésledujicim piikladu, ktery je prevzat ze ¢lanku [CS2] pojednavajici o zé-
kladnich metodach feseni téchto nerovnic, si ¢tenar mtize vSimnout, ze u nékterych
z nich vystac¢ime pouze se specifikaci proménné a zakladnimi algebraickymi zna-
lostmi.

Priklad 10.10. Urcete vsechny funkce f: R — R, které pro kazdd x,y € R splniuji
nerovnost 1

vf(y) +yf(z) > f(z)f(y) + zy.

10[CS2, str. 322]
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Reseni. Oznaéme jako f funkci spliiujici zadani. Volbou = = y ziskdme po tpra-
vach nerovnost
af(x) +af(x) > f(z)f(z) + za,
0> (f(2))* - 22f(x) + 2%,
0 > (f(iL‘) - $)2,
které ziejmé vyhovuje pouze takova funkce f, jejiz predpis je tvaru f(x) = x.
Zjistili jsme tedy, Ze zadana nerovnost mtize mit feSeni pouze ve tvaru f(z) =z,
kde z € R.
Dosazenim do zadani nyni ovéiime, ze takova funkce skutecné splnuje za-
dani: xy + yxr > xy + xy, tato nerovnost ovSem plati trividlné jako rovnost.

Funkce f(x) =z je tedy opravdu feSenim.
O

Priklad 10.11. Urcete vsechny funkce f: R — R splriujici pro vSechna x,y, z € R
nerovnost!!

B | =

%f(xy) + %f(xz) — f(2)f(yz) >

Reseni. Oznacme jako f funkci, kterd spliiuje zadani. Nejdiive zjistime, jaké jsou
mozné hodnoty funkce f v bodech 0 a 1. Uvazme nejdfive dosazeni v = y = z = 0,
po kterém ziskdme nerovnost

370+ 570~ J050) = § neboti (50)-3) <0

Vidime, ze jedinou pfipustnou hodnotou funkce f v bodeé 0 je % Stejnym postupem
ukazeme totéz pro hodnotu f(1).

Polozime-li nyni v zadéni y = z = 1, dostaneme s ohledem na f(1) = ;
SF@) + 37 (@)~ f@)F(1) > § neboli f(x) > 5 (10.8)
Naopak dosazenim y = z = 0 s pfihlédnutim k f(0) = ; obdrzime
SO+ 57(0) — f(2)F(0) > § neboli () < 3. (10.9)

Z nerovnosti (10.8) a (10.9) plyne, ze pro vSechna z € R plati § < f(z) < 1, a tedy
je f(x) = % Snadnym dosazenim se presvédcime, ze nalezena konstantni funkce
flz) = % je opravdu FeSenim:

1Vietnamska matematickd olympidda (1991).
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Priiklad 10.12. Dokazte, Ze pro kazdou funkci f: R — R spliujici pro libovolné
x € R nerovnosti

flx+19) < f(x)+19, f(z+94) > f(z) + 94,
plati rovnost f(x + 1) = f(x) + 1 pro kazdé x € R.*2

Reseni. Necht f je libovolna funkce splitujici zadani. Polozime-li v zadanych ne-
rovnostech z = y+19(n — 1), resp. z = y+94(m—1) pro néjakdin,m € Nay € R,
obdrzime

f(y—|—19n):f<(y—|—19(n . 1))+19) gf((y +19(n — 2))+19> F19< - <
< 1((y + 1900 = n))+19) +19(n — 1) = f(y + 19)+19(n0 — 1) < [(y)+19n,
respektive
F(y+94m) = f ((y+94(m—1))+94) > f ((y+94(m—2))+94) +94 > - - >
> [((y+94(m—m))+94) +94(m—1) = f(y+94)+94(m—1) > f(y)+94m.
Ukézali jsme tak, Ze pro libovolnd m,n € N a kazdé « € R plati

flz+19n) < f(z)+19n,  f(z+94m) > f(x) + 94m. (10.10)

Uvazme dale nahrazeni x — 19n za x v prvni nerovnosti, resp. x —94m za x v druhé
nerovnosti, dostaneme tak

f((x —19n) + 19n) < f(x —19n) + 19n,
f(z) < f(x —19n) + 19n,
< f(z —19n), (10.11)

respektive

f((x — 94m) +94m) > f(x — 94m) + 94m,
f(z) > f(x — 94m) + 94m,
f(z) —94m > f(x — 94m). (10.12)

Nyni vyuzijeme faktu, ze 1 = 519—94 = 1894 —89-19. Polozme n =5axz = y—94
v prvni nerovnosti uvedené v (10.10), ¢imz s ohledem na (10.12) ziskdme

(10.10) (10.12)
fluy+1) = f((y—94)+19-5) < fly—94)+19-5 <

. <2) fly) — 944195 = f(y) + 1.

12Rakousko-polskd matematicka soutéz (1994).
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Odtud vidime, Ze po preznaceni plati f(z + 1) < f(z) + 1. Polozme m = 18
ax =1y —89-19 v druhé nerovnosti uvedené v (10.10), ¢imz s ohledem na (10.11)
ziskdme

(10.10) (10.11)
f(y+1):f((y—89-19)+94-18) > f(y—89-19) +94-18 >

(10.11
> f(y) —89-19 4+ 94-18 = f(y) + 1.

—
~

Odtud plyne, Ze po pfeznaceni je f(x + 1) > f(x) 4+ 1. Dohromady tak pro kazdé
x € R dostavame
fla+1) < fl2)+1< f(z+1),

coz znamend, ze f(z + 1) = f(x) 4+ 1 a tvrzeni je dokazéano.

Priklad 10.13. Urcete vsechny funkce f: R — R splnujici pro vsechna x,y € R
nerovnost '3

fzy) < xf(y).

Reseni. Oznacme jako f funkci vyhovujici zadani. Polozenim y = 0 dostaneme
nerovnost

f(0)
fO)(1 =)

ktera ma byt splnéna pro vsechna x € R, proto ziejmé plati f(0) = 0. Pro libovolna
kladna z,y plyne ze zadani nerovnost

2f(y) = 2f (22) < a-2f(2) = yf(x) neboli xf(y) < yf(a).

X

f(0),
07

IA A

Po vzdjemné zaméné x za y obdrzime yf(z) < zf(y), coz s ohledem na predesly
vysledek znamend, Ze pro vSechna x,y > 0 plati rovnost yf(z) = = f(y). Volbou
= 1 odtud ziskdme pfedpis funkce f pro kladnd x ve tvaru f(z) = ax, kde
a = f(1) € R. Podobnou tivahou nyni zjistime pfedpis funkce f pro zaporna z.
Pro libovolna kladna x,y obdrzime s ohledem na zadani nerovnost

ef(=y) =] (5-(-2)) < -2 f(=2) = yf (=) neboli xf(~y) < yf(~a)

T

Po vzéjemné zameéné x za y dostaneme yf(—z) < xf(—y), coz vzhledem k prede-
slému vysledku znamena, ze pro vSechna x,y > 0 plati rovnost yf(—x) = z f(—y).

13Madarska matematick4 olympiada (2008).
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Odtud volbou x = —z a y = 1, kde z je libovolné zaporné ¢islo, obdrzime pred-
pis funkce f ve tvaru f(z) = —f(—1)z neboli f(z) = bz pro kazdé z < 0, kde
b=—f(-1).

Nalezli jsme tak predpis funkce f jak pro kladna, tak pro zaporna realna cisla
(diky rovnosti f(0) =0 je mozné oba predpisy uvazit i pro x =0). Uvédomme si
vsak, ze pro konstanty a,b € R vystupujicich v takovém predpisu plati s ohledem
na zadani nasledujici nerovnost

a=f(1)=f((-1)(-1)) < —f(=1) =b neboli a <b.

Resenim jsou tedy funkce tvaru

@) = {am pro x > 0,

br prox <0,

kde a,b € R jsou konstanty spliujici a < b. Dosazenim se lze presvédcit, ze takové
funkce opravdu spliiuji zadani. Staci jen rozlisit pripady, jakd znaménka maji ¢isla
x,y dosazovana do nerovnosti f(zy) < zf(y).

O

10.4 Problém vnorenych odmocnin

V této casti kapitoly ukazeme, ze pomoci jisté funkcionalni rovnice lze vyftesit pro-
blém, ktery predstavil velmi talentovany indicky matematik Srinivasa Ramanujan
(1887-1920) ve ¢lanku uverejnéném v Journal of the Indian Mathematical Society
v roce 1911 ([Sma, str. 33]). Pozdé&ji jej i sdm (jako jediny) vyfesil. Ramanujan se
ve zminéném prispévku zabyval vnofenymi odmocninami a polozil otazku, jakému
¢islu je roven nekonec¢ny vyraz

\/1+2\/1+3,/1+4\/T.

Odvodil (jinymi prostfedky nez jaké pouZijeme my), Ze vyraz s vnofenymi odmoc-
ninami ma hodnotu rovnu tfem. Ukazat, ze tomu opravdu tak je, lze formalné
velice jednoduse postupnym odmocnovanim:

3:\/5:\/1+2\/E:\/1+2\/1+3x/2_5:\/1+2\/1+3\/1+4\/3_=. .,
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my vSak provedeme dtikaz v obecnéjsi podobé bez vyuziti znalosti, Ze je vyraz
roven tfem. Abychom tak mohli ucinit, odvodime nejdiive dostate¢nou podminku
konvergence, kdy ma nekonecny vyraz

\/a1+bl\/a2+b2,/a3+b31/...

s kladnymi parametry a,,b,, kde n € N, kone¢nou hodnotu. Jak ukazeme, staci,
aby posloupnost (a,, + b,). -, nebyla pfili§ ,rychle rostouci“. Dodejme jesté, ze (ko-
necnou ¢i nekone¢nou) hodnotou zapsaného nekonecného vyrazu rozumime limitu
rostouci posloupnosti hodnot vyrazi

\/a_l, \/a1+b1\/@, \/a1+b1\/a2+b2\/a_3,

Pfedpokladejme, ze posloupnost (a, +by,).., je nejvyse stejné tak ,rychle
rostouci“ jako geometrickd posloupnost (s kladnymi ¢leny), tzn. existuje takové
k € R*, Ze pro kazdé n € N plati

(ans1 + bpg1) < K™(ag + by). M

Diky tomu jsme jiz schopni odvodit horni odhad vyse uvedeného nekonecného
vyrazu:'®

\/a1+b1\/a2—|—b2, [az+bs /. < \/(a1+b1)\/(ag‘i‘bg)q/(ag‘i‘bg)\/f <

< \/(a1+b1)\/k(a1+b1)\/k2(a1+b1)\/f:

oo 1\7

n

2 = (ag 4 by) k2 =

M8

= (al + bl) . k§"
= k(a1 + bl)

14Uvédomme si, Ze i pro mnohem ,rychleji rostouci posloupnosti, nez jsou geometrické, ma
nami zkoumany nekoneény vyraz koneénou hodnotu. Srovnavani s geometrickou posloupnosti je
vSak pro nase potfeby dostacujici.

15V {pravach jsme vyuzili zndmého vzorce pro soucet geometrické fady, z néhoz plyne
o0 o0

n . PRSIV p - e s )

> (3)" = 1. Soucet fady s = Y. 4%, kterd je ziejmé konvergentni (staci pouzit jedno ze zé-
n=1 n=1
kladnich kritérii konvergence), ziskdme ze stejného vzorce po preskladani jejich ¢lenii:

_1+1+1+£+ — 1 14_}_’_ +1 1+g+§+ _1_~_1 boli s = 2
3_2 1 3 =\gtatgT s\laTaTg™ )= 2sr1(3018—.
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Jak vidime, bez ohledu na velikost kladného kvocientu k mé nekoneény vyraz
s vnorenymi odmocninami vzdy kone¢nou hodnotu. Tim jsme odvodili dostate¢nou
podminku konvergence kladenou na ¢isla a,,, b,, jak jsme slibili vyse.

Nyni mtZeme zcela opravnéné definovat funkci f: (1,00) — R nésledujicim
predpisem

f(x)—\/1+a;\/1+(x+1)\/1+(a:+2)\/f, (10.13)

nebot pro x > 1 je splnéna ndmi odvozena dostateénd podminka konvergence.
Staci, kdyz v ni polozime k = 2, a okamzité tak ziskdme pro kazdé n € N platné
nerovnosti:

(1+ (z+n)) <2"(1+2).

Jak si miizeme vSimnout, je funkce f nezdporna a vzhledem k vyse uvedenému
hornimu odhadu spliiuje nerovnost f(x) < 2(xz + 1) pro kazdé x > 1. Po jejim
umocnéni dostaneme rovnost

(f(a:))2 =1 +x\/1 + (z + 1)\/1 +(z+2)/
(f@)* =1+ af(x+1) prokazdéz > 1. (10.14)

Nalezneme-li nyni patfi¢né nezaporné feseni funkciondlni rovnice (10.14), pak
snadno zjistime (nejen) hodnotu funkce f z (10.13) pro x = 2, ¢imz vyfesime
Ramanujaniiv problém.

Pfed samotnym vyfesenim rovnice (10.14) jesté zpfesnime dolni odhad nezapor-
nych hodnot funkce f. Jak se ¢tenar bude moci déle presvédcit, je tato informace
(spolu s hornim odhadem) v feSeni rovnice (10.14) kli¢ova.

Vzhledem k predpisu funkce f plati pro kazdé x > 1 nerovnost

%
Il
S
[ I
Jr
Ny
+
00|
Jr
I
:
1078
3
I
)
(V2
S
| +
[u—y

f(x) =[xy )«

odkud s ohledem na horni odhad hodnot funkce f pro z > 1 dostavame

r+1
2

< f(z) <200 +1). (10.15)

Nyni jiz mame vSe potiebné ke zformulovani a vyfeseni nasledujiciho prikladu,
diky némuz snadno odpovime na Ramanujantv problém.
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Priklad 10.14. Najdéte funkei f: (1,00) — R, kterd pro kazZdé x € (1,00) splriuge
rovnost (10.14) a nerovnosti (10.15), které jesté zopakujeme:

(f(2)" =1+af(x+1), (10.14)
P < f@) <2+ 1), (10.15)

Reseni. Odhadem % < 1 < 2 prvniho séitance v pravé strané (10.14), resp. dosa-
zenim x za x + 1 v nerovnostech (10.15) obdrzime

Lyt + 1) < (f@)? < 24 af(e+ ),

respektive
x4+ 2

2

Dosazenim dolni a horni hranice z poslednich nerovnosti za f(x + 1) v pfedeslych
nerovnostech dostaneme

< fle+1) <2z +2).

%+a:$—2i_2 §%+xf(x+1)< (f(x))2<2+xf(a:+1)§2+2x(a:+2)

neboli

1+z(z+2)
2
(r+1)2
2

<(f(@))” <2(1 + 2(x +2)),

<(f(x))? < 20z +1)%

Odmocnénim vsech stran, které jsou zfejmé kladné, ziskame s ohledem na = > 1
a f(x) > 1 z predeslé nerovnosti

x+1

V2

Nyni cely postup opakujeme s tim rozdilem, Ze misto (10.15) uvazime nerovnosti
(10.16) a tomu pFizpiisobime i ipravu pravé strany rovnosti (10.14). Takto ziskdme
vysledky ve tvaru

< flz) < V2(z +1). (10.16)

%+xf(oc+1)<(f(x))2<\/§+$f($+1);

respektive
T+ 2

NG <flz+1)<V2(z +2),
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odkud (dosazenim levé a pravé strany z posledni sloZené nerovnosti za f(z+1)
v piislusnych strandch predeslé slozené nerovnosti) dojdeme k zavéru

(r+1)2

V2

Odmocnénim vsech stran, které jsou zfejmé kladné, dostaneme

< (f(2)) < V2 +1)%

z+1

@) <2 @ 1),
24

Timto zptisobem bychom mohli pokracovat dale a po k krocich bychom ziejmé
ziskali nerovnosti

z+1

— < f(z) < Qﬁ(x—i-l).
22k:

Pro k — oo tak predesly vysledek vede k neostrym nerovnostem
r+1< f(z) <z+1,

odkud f(x) = z + 1 pro vSechna x € (1,00). Nalezli jsme tak ptedpis funkce f,
ktery jesté ovéfime dosazenim do rovnosti (10.14) v zadani:

L: (f(q:))2 =(x+1)P2=2"+21+1,
P:l+af(z+D)=1+z@@+1+1)=2>+20+1.
Nakonec nerovnosti uvedené v (10.15) pro nalezenou funkci f(z) = = + 1 zfejmé

také plati pro kazdé x > 1.
O

Nalezli jsme piedpis funkce f(x) = \/1 + 3:\/1 + (z + 1)\/1 + (z +2),/7- ve tvaru

f(z) = x+1, diky ¢emuz jiz snadno vy¢islime nekoneény vyraz s vnofenymi odmoc-
ninami pro jakékoliv z € (1, 00). Ramanujantiv problém lze nyni vyfesit snadnym
dopocitanim funkéni hodnoty funkce f v bodé x =1 :

\/1+2\/1+3 144,/ -=f2) =2+1=3,



172 KAPITOLA 10. DALSI TYPY FUNKCIONALNICH ROVNIC

10.5 Priklady s fesenim uvedenym v zavéru prace

Priklad 10.15. Zjistéte, zda ezistuje takovd rostouci funkce f: N — N, kterd
splniuge f(2) =3 a rovnost
f(mn) = f(m)f(n)

pro vsechna m,n € N.16

Priklad 10.16. Necht f: Z — N je takovd funkce, Ze rozdil f(m) — f(n) je deé-
litelny cislem f(m — n) pro vSechna m,n € Z. Dokazte, Ze pro vSechna tato m, n
spliugici navic nerovnost f(m) < f(n) je ¢islo f(n) délitelné ¢islem f(m).17

Priklad 10.17. Naleznéte vsechny funkce f: QY — QV, které pro kazdé x € QT
splriugi obé ndsledujici podminky: 8

) f+1) = fo) + 1

2) f(2?) =(f(=))".

Priklad 10.18. Necht je dina funkce f: Q — {0,1}, pro kterou plati f(0) =0,
f(1) =1 a pro libovolna x,y € Q je spinéna implikace

f@) = F) = f() = 1) = £ (52

Dokaszte, %e f(x) =1 pro vSechna raciondlni x > 1.1

167And, str. 144]

1"Mezindrodni matematické olympidda (2011).
18Ukrajinsk4d matematicka olympidda (1997).
19]Ven, str. 114]



Kapitola 11
Reseni priklada

V této casti prace Ctenar nalezne feSeni vsech prikladi, které jsme v pfedeslych
kapitolach uvadéli pouze se zadanim a odkazem na zdroj. Pro lepsi orientaci jsou
zde tyto priklady serazeny podle kapitol a taktéz stejné ocislovany. Podle cisel
kapitol ¢islujeme i vztahy v feSenich.

11.1 Kapitola 2

Priklad 2.11. Urcete vsechny funkce f: R — R splnugjici pro vsechna x,y € R
rovN0Sst

fle+y)=2f(x—y)+ flz) - 2f(y) =y — 2.

Reseni. Necht f je libovolna z hledanych funkci. Polozime-li x = y = 0, pak
ze zadané funkciondlni rovnice dostaneme

£(0) — 2£(0) + £(0) — 2f(0) = —2, odkud £(0) = 1.

Prvni zdména y = x (misto y piSeme ), s ohledem na fakt, Ze plati f(0) = 1, vede
na rovnost

fQ@2r) =2f(0) + f(z) = 2f(z) =2 - 2,
f(2z) = f(x) + . (2.1)

Dosazenim hodnoty 0 za x v ptivodni funkcionélni rovnici dostaneme

fly) =2f(=y) + f(0) = 2f(y) =y — 2,
2f(~y) =3—y— f(y). (2.2)

173
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Dostali jsme tak t¥i nutné podminky f(0) = 1, (2.1), (2.2), které nyni vyuzijeme,
budeme-li v zadané rovnici psat 2x misto y, obdrzime

fBx) = 2f(=x) + f(x) — 2f(22) = 22 - 2,
fBr) =B -z — f(x) + fx) = 2(f(z) + 2) = 22 -2,
f(8z) =3z + 1.

Zjistili jsme tedy, Ze hledana funkce musi mit tvar f(t) = ¢+ 1 (¢t = 3z) pro vSech-
na t € R. Zkouskou se snadno presvédcime, ze funkce f s uvedenym predpisem
opravdu vyhovuje zadéani a je tedy (jedingm) hledanym Fesenim:

flzt+y)—2f(z—y)+f(x)-2f(y) =x+y+1-2(z—y+1)+z+1-2(y+1) =y—2.
O

Priklad 2.12. Urcete vsechny funkce f: R — R splnugici pro vsechna x,y € R
TOUN0St

flx+y)+2f(x—y) + flo) +2f(y) = 4o +y.

Resend. Je zfejmé, 7e zadani vyhovuje funkce f(x) = x. Ukazeme, Ze je to jediné
feSeni. Nechf tedy f je libovolnd funkce spliiujici zadéni. Polozime-li v rovnici
xr =1y = 0, zjistime, ze

f(0) +2£(0) + f(0) +2/(0) = 0, odkud f(0) =
Nyni uz predpis hledané funkce f obdrzime, kdyz v rovnici polozime y = 0 :
f(@) +2f(x) + fz) +2f(0) = 4z,
f@) =

Presvéddili jsme se, Ze funkce f(z) = z je opravdu jedinym FeSenim.

Priklad 2.13. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R spliiujici rovnost
f@)f(x+y) = )z -y

pro vsechna x,y € R.

Resend. Nejdfive si véimnéme, Ze je-li f(0) = 0, pak po dosazeni y = 0 do zadani
ziskdme rovnost

f@)f(z+0) = f(0)f*(z — 0)e"™ =0,
tj. f(z) = 0 pro vSechna x € R. Je zfejmé, Ze takové konstantni funkce f(z) = 0 je
feSenim zadané funkcionalni rovnice. Nyni ukazeme, Ze zadna jina spojita funkce
vyhovujici zadani nikde nenabyva hodnoty 0.
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Uvazme proto nyni libovolnou spojitou funkci f spliujici zadani, pro kterou
plati rovnost f(z) = 0 v néjakém bodé x # 0, coz podle pfedchoziho znamend, ze
f(0) # 0. Ozna¢me xy nejmensi ¢islo v absolutni hodnoté s vlastnosti f(zg) = 0
(diky spojitosti funkce f mame zarucenu nerovnost |zo| > 0). Dosazenim y = %
a r = xg do zadané rovnosti, kterd ma platit pro vSechna x,y € R, dojdeme

ke sporu, hodnoty levé (L) a pravé (P) strany budou odlisné:

L: f(xo)f (370 + %) =0,
()P B)e ()t

Nasli jsme tedy jednu vyhovujici funkei (vSude rovnou nule) a vime, Ze pro kazdé
jiné feseni f, které ted budeme hledat, musi platit f(z) # 0 pro vSechna z € R.
Pak po dosazeni y = 0 dostaneme ze zadané rovnosti:

f(x)f(z) = f2(0)f*(x)e’
1= f(0)%",
f(0) = £e2.
Provedme nyni v rovnosti ze zaddni postupné t¥i dosazeni (kvili piehlednosti

ve znaménkach +, — zatim nebudeme dosazovat za f(0)). Po prvnim dosazeni
x = 0 ziskame

FO)f(y) = ) fP(—y)er™,

F0) = f(y) f*(—y)e" ™. (2.3)
Po druhém dosazeni x = —y dostaneme
F=y)f(0) = F*(y) f*(—2y)e" ™. (2.4)

Nakonec po tfetim dosazeni y = x ziskame rovnost

f(@)f(2x) = f*(x)f*(0)e™ ",
f(2z) = f(x)f*(0)e" ",

coZ ndm po zaméné z za —y dava vyjadieni f(—2y) = f(—y)f?(0)e ¥, které nyni
dosadime do pravé strany (2.4) a upravime:

) = F2) (F(—y) F2(0)e ) erd
F)(0) = ) ) H0)e e,
L= f2y)f(=y)f2(0)e 2.
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Vyjadiime-li nyni z posledni rovnosti f(—y) = f~2(y)f3(0 )ey 123 dosadime-li to

do rovnosti (2.3), ziskdme s ohledem na fakt, ze plati f(0) = 2 predpis hledané
funkce:
FO) = f) (F () f°(0)e" 1) e
F0) = fly)f(y) f°(0)e® e ™
L= )70,
1 = :i:f 3(y)€14€3y 20
Fly) = £e™~°,
fly) =+~
Dosazenim se snadno ptesvédéime, Ze obé funkce tvaru f(z) = e 2 a f(x) = —e® 2

jsou opravdu fesenimi zadané funkcionalni rovnice. Pro ovéfeni ziejmeé staci dosadit
f(x) =" 2 (u druhé funkce se znaménko — pri zkousce ztraci):

L: f(x)f(x+y) = e = gt

P f2(y)f2(x . y)ey+4 _ e2(y—2)62(:c—y—2)ey+4 _ 62x+y—4.

Zadéni piikladu tedy vyhovuji pravé tii funkce f(z) =0, f(z)=e""2a f(z)=—e""2.
]

Priklad 2.14. Necht o je dané redlné cislo. Urcete vSechny takové funkce
f:(0,00) = (0,00), které pro vsechna x € (0,00) splriuji rovnost

1
wor () 0= 2

Reseni. Necht f je libovolnd funkce splitujici zadani piikladu. Nahradime-li v za-
dané rovnosti hodnotu z za hodnotu %, ziskdme tim pro libovolné = € (0, 00)

druhou rovnost
1\’ 1 1 1
a(E) f<x)+f<5> 14+l 41

Vyjadfenim f (%) z druhé rovnosti dostaneme

(ORESE S

a po dosazeni f (i) do prvni rovnosti upravami vyjadiime f(x) :
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2 2,.2
@) @) =
2
(1= )f(@) = o = (25)
flx) = v o’ je-li o® # 1.

(1+2)(1—a?)

Zjistili jsme tedy, ze pokud « # +1, hledany predpis funkce fmusi byt tvaru
2
flz) = % V ptipadé o = 1 nebo o« = —1 piejde (2.5) do rovnosti

x + 22

I

kterd ziejmé neplati pro vSechna =z € (0,00), a tedy zadany piiklad nemé fe-
Seni. Dosadme nyni nalezeny predpis funkce f do levé strany rovnosti ze zadani
(za predpokladu, Ze a # £1):

" ((1 é;((f% a2>> T fw;(;wj )

. AT — 062 i r — OéI2 . OéZL’Q — a2x i xr — 041’2 .
E1-a?)  A+a)1-a?) (@+1)(1-a?) (1+a)(1-a?)
r—o’z  z(l-a?) x

S+l -0 (z4+1D(1-a?) z+1

Jak vidime, nalezend funkce f(z) = % vyhovuje zadané funkcionalni rov-

nici pro kazdé « # £1. Zopakujme, Ze pro a # +1 FeSeni neexistuje.

O
Priiklad 2.15. Urcete vsechny takové funkce f: C — C, které splriuji rovnost
f@)+2f1—2)=1+z
pro kazde z € C.

Reseni. Necht f je libovoln funkce spliiujici zadanou rovnost. Zaménou 1 — z za z
dostaneme

fA=2)+(1—=2)f(z) =2—2 neboli f(l1—2)=2—2— f(2)+ zf(2).
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Dosazenim pfedchozi pravé strany do rovnosti ze zadani za f(1 — z) obdrzime

f(2) +22—2—f(z) +2f(2) =1+ 2z,
f2) = 2f(2) + 2f(2) =1 — 2+ 2%,
fR)(—z+1) =22 —2+1.
Viimnéme si, ze v pifpadé 22 — z + 1 # 0 odtud vychdzi f(z) = 1. Rovnost

22 — 2+ 1 = 0 ovSem nastane pouze pro dvé hodnoty z;, 2o uréené rovnostmi

C1+VT—-4  1+iV3 1-1iv3
= 5 = :

21 Z9 = .

2 2
Zjistili jsme tak, ze f(z) = 1 pro kazdé z € C\ {z1, 22}. Po oznaceni f(z2) = ¢, kde
¢ je nezndamé komplexni ¢islo, a s vyuzitim Vietova vztahu z;+29 = 1 (20 = 1—21)
ziskdme hodnotu f(z;) dosazenim z = z; v zadané rovnosti:
f) +af(l—21) =1+ 2,
f(z1) + 21 f(22) =1+ 2,

f(z1)) =142 — 21 f(2) =

(1+iV3)(1—c) +2

2
Spojenim dil¢ich vysledkd dostavame predpis funkce f:
1 pro z # #,
fz)=4c¢ pro z = 153,
(1+iv3)(1—c)+2 _ 14iv3
T2 proz=5,

kde ¢ € C je konstanta. Dosazenim do zadani ovéfime, zda nalezeny tvar funkci
opravdu spliiuje zadani pro pevné, avsak libovolné zvolené ¢ € C. (VSimnéme si,
ze pro ¢ = 1 obdrzime konstantni feseni f(x) = 1.)
Pro kazdé =z # # plati 1—z # #, takze dostaneme

L: f(z2)+2f(l—2)=14+21=1+z%,

P: 14z
1-iv3

2

Pro z = ziskame

L: f(z)+z2f(1—2)=c+ 1_21\/§f <1+21\/§> -

:C+(1—1\/§)(1+i\/§)(1—c)+2:C+4—4c+2(1—i\/§) _

2 2 4
1—iV3

5
1—iVv3

S

=1+

P: 1+z=1+
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Pro z = %ﬁ dostaneme

L: f(z)+2f(1—2)=

(1—|—i\/§)(1—c)+2+1—|—i\/§f (1—1\/§> _

2 2 2
(1+iv3)(1—c)+2 (1+iv3)e 3+iV3
= + = s
2 2 2
L :
P: 1+z=1+ +2“/§=3+21‘/§.

Kazda funkce (a zadna jina), kterda ma predpis vyse odvozeného tvaru, tedy spliiuje
zadani.
m

11.2 Kapitola 3
Priklad 3.9. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R splriujici rovnost
fla+y)=f@)+ fy) + A (@) f(y)

pro vsechna x,y € R, kde A € R je dand konstanta.

Reseni. Oznacme jako f funkci, kterd spliiuje zad4ni.
Je-li A\ = 0, pfejde rovnost ze zadani do tvaru odpovidajici Cauchyové funkci-
onalni rovnici:

flx+y) = f@)+ fy),

kterou ma f spliovat pro vSechna redlnd x a y. Za predpokladané spojitosti
funkce f proto plyne, Ze jeji predpis je tvaru f(x) = cx, kde ¢ € R. Takto
urcend funkce f zfejmé spliuje zadani za predpokladu A = 0.
Je-li A # 0, definujme novou spojitou funkci g: R — R pro kazdé =z € R
predpisem
g(z) = Af(z) + 1.

a(

Dosazenim vyjadieni f pomoci g, tj. f(x) = %, do zadané rovnosti dostaneme

g(w+y)—1:g(x)—1+g(y)—1+A(g(x)A—1) (g(y)—l)

) ) ) )
gr+y)—1=g(x) —1+g(y) —1+g(x)g(y) — g(z) — g(y) + 1,
g(r +y) = g(x)g(y).

Posledni rovnost odpovidd modifikované Cauchyové funkcionédlni rovnici, kterou
funkce g spliuje pro kazdé x,y € R. Za predpokladané spojitosti funkce g proto
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podle vysledku z kapitoly 3 plati, ze jeji predpis ma tvar bud g(z) = 0 nebo
g(x)=a",kde a € (0, 00). Hledanou funkci f jiz snadno odvodime jejim vyjadienim
z deﬁnici g: pro g(x) = 0 tak dostaneme f(z) = —1 a pro g(z) = a” obdrzme
fz) = “T_l Dosazenim do zadani se jesté presvédcime, Ze jsme i v tomto piipadé
(A # 0) skutecné nalezli feSeni:

Pro f(x) = —5 plati

Li frty) =y

P fl@) + fy) + M @) f(y) = -5 -5+ 1=
pro f(z) =
L flery) ="

a*—1 a¥—-1 a® —1 a’ —1
P f@)+ )+ @0 = T e (T (U5 -
a—-1 a"—1 a*"¥—-1 a*—-1 aa—1 a*"¥—-1
S W X X
Pro piehlednost provedme jesté shrnuti dosaZenych vysledki. Pro A = 0 je feSenim
f(z) = cz, kde ¢ € R, a pro A # 0 jsou feSenim funkce f(z) = —l a f(x) =14 _1,
kde a € (0, 00).

m
Priklad 3.10. Urcete vsechny spojité funkce f: (0,00) — R, které rovnost
)

flay) - LD

f(@) + f(y)
splriugi pro kazdd x,y € (0,00).
Reseni. Necht f oznacuje funkci vyhovujici zadani. Nejdiive si véimnéme, Ze diky
tvaru pravé strany zadané rovnosti neexistuje takové zo € (0,00), pro které je
splnéno f(zg) = 0 (jinak bychom se pii polozeni x = y = =z, dopustili déleni
nulou). Diky tomu muzeme definovat funkei g: (0,00) — R predpisem

1
9(@) = —
f(x)
pro kazdé z € (0, oo) S ohledem na vyjadieni f pomoci nové definované spojité
funkce g, tj. f(x) = 7G> Prejde zadand rovnost do tvaru
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Dostali jsme tak rovnost odpovidajici Cauchyové funkcionalni rovnici, kterou
funkce g spliiuje pro vSechna x,y € (0,00). Za predpokladané spojitosti funkce f
plyne i spojitost funkce g, z jejthoZ predpisu navic vidime, Ze g(z) # 0 pro kazdé
r € (0,00). Proto, jak vime z Véty 3.2, je jeji predpis tvaru g(x) = cx, kde
c € R\ {0}, takze hledana funkce f musi byt tvaru

1 1

= m = pro kazdé z € (0, c0).

Dosazenim takové funkce f do zadani se presvédéime, ze jsme skuteéné nasli fesen:

1
L: f(l’+y):m,
F@fW) sy s 1

P

(v
f($)+f(y)_§+$_m c(z+y)

cxey

Priklad 3.11. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R splniujici rovnost

fla+y)=f@)+ fy) +zy(z +y)
pro libovolna x,y € R.

Reseni. Necht f oznacuje libovolnou funkei, ktera splituje zad4ani. Pokud rovnost
ze zadani prepieme do tvaru f(z+y) = f(z) + 2%y +y*x + f(y), miZzeme si v§im-
nout, ze tento prepis napadné pripomina vzorec tfeti mocniny souc¢tu. Pti bliz§im
zkoumani lze ,,uhodnout“, ze funkce tvaru f(z) = %3 takovou rovnost spliiuje a je
tedy jednim z feSeni.

Dalsi ptfipadné feSeni najdeme pomoci spojité funkce g: R — R definované
pro kazdé z € R predpisem

Funkci f tak mzeme vyjadiit ve tvaru f(x) = g(x) +§, diky ¢emuz prejde zadana
rovnost do tvaru
v +y)? 23 %
I g+ 2 g + Lt ay(e ),
39(z +y) = 3g(z) + 3g(y) + 2 + 32%y + 3z + v* — (v + y)*,

g(r +y) = g(x) + g(y).

Ziskali jsme rovnost odpovidajici Cauchyové funkcionalni rovnici, kterou funkce g
spliiuje pro libovolna =,y € R. Vzhledem ke spojitosti, kterd je zarucena definici

g(r +y)+
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funkce g pomoci spojité funkce f, proto plyne, zZe jeji predpis je tvaru g(z)=cx, kde
¢ € R libovolné. Dosazenim odvozeného vysledku zpét do definice g tak nakonec
zjistime, Ze vSechny hledané funkce jsou pro kazdé = € R tvaru f(z) = cx + 2—3,
kde ¢ € R je libovolna konstanta.

Dosazenim do zadani zjistime, Ze nalezené funkce jsou skutecné fesenimi:

3 3 3

T+ x
L f(l"‘i‘y)zc(ﬂﬁ‘y)‘i‘%=C$+§+cy+%+x2y+xy2,
3 %
P f(:v)+f(y)+:cy(w+y)=cw+g+cy+§+x2y+xy2-

Piiklad 3.12. Urcete vSechny spojité funkce f: R — R, kterée splriuji rovnost
flzy) =xf(y) +yf(x)

pro libovolna x,y € R.

Reseni. Necht f oznacuje funkci, kterd splituje zad4ani. Dosazenim z = y = 0 zjis-
time, ze f(0) = 0. Uvazujme funkci ¢g: R\ {0} — R definovanou pfedpisem

pro vSechna = € R\ {0}. Pro nenulova z,y tak pfejde rovnost ze zadani do tvaru

fly) _ ) f@)

Ty Y x
g(ry) = g(z) + 9(y). (3.1)

Polozenim x = y zjistime, ze plati g(2?) = 2g(z) neboli g(z) = 3g(2?). Diky tomu

dostaneme
1 1

9(=) = 59((=2)*) = 59(2%) = g(x).
Jak vidime, je funkce g sudé a spliiuje rovnost (3.1) odpovidajici modifikované Cau-
chyové funkcionalni rovnici pro vSechna realna nenulova x, y. Vzhledem ke spo-
jitosti funkce g na (0,00) a jeji sudosti tak dostavame, Ze jeji predpis je tvaru
g(x) = cln|z|, kde ¢ € R je libovolna konstanta. Pro kazdé z # 0 tak plati
flz) =x-g(z) = cxln|z|.
Shrnutim nasich tvah je zjisténi, ze hledana funkce f musi mit predpis

cxln|z| pro kazdé x # 0,
fx) =
0 pro x = 0.
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Presvédéime se, Ze takova funkce f (zfejmé spojita v kazdém bodé x # 0) je
spojita i v bodé x = 0. Uzijeme k tomu I’'Hospitalovo pravidlo:

Inxz H 1

lim f(z) = lim cxlnz =c lim —— = ¢ lim —%- =c¢ lim (—2) =0,
xz—0t xz—0t z—0t p z—0t — z—0t

In(—z) 1/ —1
lim f(z)= lim cxln(—2z)=c lim (1 )L: clim —f=clim 2 =0
z—0~ z—0~ z—0~ > z—0~ 2z z—0~

Zbyva ovérit, ze nalezena funkce f spliuje rovnost ze zadani prikladu pro libovolna
x,y € R. V ptipadé, kdy x = 0 nebo y = 0, jsou obé strany rovnosti ziejmé rovny
nule. V opaéném piipadé, kdy = # 0 ay # 0 (a tedy i zy # 0) je zkouska dosazenim
rovnéz snadna:

L: f(zy) = cxylnfryl,
P: zf(y)+yf(x) = :C(cyln|y|) + y(c:pln|a:|) = cxyln |zy|.

]

Priklad 3.13. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R splriujici ndsledujici pod-
minky:

1) f(zxy) = f(z)f(y) pro libovolnd x,y € R,
2) pro néjaké z, € R\ {0} a kazdé x € R plati f(z + z1) = f(x) + f(z1).

Reseni. Necht f je libovolna funkce vyhovujici zadani. Dosazenim z = y = 0 do rov-
nosti 1) dostaneme f(0) = f(0)f(0), odkud vidime, ze bud f(0) = 1, nebo
f(0) =0.

Je-li f(0)=1, pak dosazenim y =0 v rovnosti 1) zjistime, ze plati f(0)= f(z) f(0)
neboli f(z) = 1 pro kazdé = € R. Takova konstantni funkce vSak zfejmé nespliiuje
podminku 2). Situace f(0) = 1 tedy nemize nastat, a proto musi platit f(0) = 0.
Vyuzijeme to az za chvili.

Jinym dosazenim z = y = 1 do 1) obdrzime rovnost f(1) = f(1)f(1), ktera je
splnéna pouze pro f(1) = 0 nebo f(1) = 1.

Je-li f(1) = 0, pak dosazenim y = 1 v 1) dostaneme f(z) = f(z)f(1) = 0
pro kazdé x € R. Snadnym dosazenim nalezené funkce f(z) = 0 do rovnosti
uvedenych v 1) a 2) se presvéd¢ime, Ze tato funkce vyhovuje zadéni piikladu.

V piipadé f(1) = 1 uvazme dvé libovolné ¢isla a,b € R takové, ze b # 0.
Ukézeme, ze plati f(a +b) = f(a) + f(b). Uzitim ¢isla z; z podminky 2) v tpravé

a+b= (%zl—l—zl)%
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a podle obou vlastnosti 1), 2) dostaneme

fla+b)=f ((%zl +2) Z—bl> Yy <b21 +2)f Z%) 2
L (7 (5a) 4 se) (L) =1 (Ga) £ (2 ) +otar (2) 2

2 fla) + (0).

Dostali jsme tak rovnost odpovidajici Cauchyové funkcionalni rovnici, kterou hle-
dana funkce f splnuje pro libovolna a,b € R, kde b # 0. Posledni je vSak splnéno
i pro b = 0, nebot tehdy ptrejde Cauchyova rovnice v rovnost

fla+0) = f(a)+ f(0),

ktera je pro nasi funkci splnéna diky diive odvozené rovnosti f(0) = 0. Za pfedpo-
kladané spojitosti funkce f proto plyne (ve zkoumaném piipadé, kdy f(1) = 1), ze
jeji predpis je tvaru f(x) = . Snadnym dosazenim do obou podminek 1) a 2) ové-
fime, Ze jsme opravdu nalezli feSeni (rovnost v 2) je dokonce splnéna pro kazdé z;).
Celkem tedy existuji dvé funkce f(x) =0 a f(x) = x, které spliuji zadéani.

O

Priklad 3.14. Za predpokladu, Ze n > 2 je dan€ celé ¢islo, urcete vSechny spojité
funkce f: R — C splnugici pro kazZda x,xq, ..., x, € R nasledujici podminky:

1) flrr+ao+ - +x,) = f(o1) f(22) ... f(20),
2) f(n)f(x) = f(n)f(x).

eeni. Necht f oznacuje libovolnou funkci, kterd spliiuje zadani. PoloZenim x; =
To = z,, = 0 v podmince 1) dostaneme rovnost f(0) = f(0)", odkud plyne,
e f(0 ) = 0 nebo f(0)"! =1 (pfipomenime, Ze f(x) € C, nelze proto z rovnosti
0)"! = 1 ani v piipadé sudého n usoudit, Zze f(0) = 1).

V piipadé f(0) = 0 ziskdme poloZenim z; = 0 v podmince 1) rovnost
f(za+-+-+x,) =0 pro vSechna z,, ..., x, € R. Odtud plyne, Ze pfedpis funkce f
ma tvar f(z) = 0 pro kazdé x € R. Snadnym dosazenim se muzeme presvédcit, ze
tato funkce spliiuje obé podminky a je tedy feSenim.

Pro piipad f(0)"~! = 1 (ziejme f(0) # 0 ) definujme spojitou funkci g: R — C
predpisem

="

N«

f\ﬁ

/() (3.2)
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pro kazdé = € R. S ohledem na podminku 1) pro funkci g plati
fE+y+0+---+0) f@)f@fO)" 2 fl=)fy)sfo)"

e () (O
_ S )
= m : m = 9(x)g(y).

Dostali jsme tak rovnost g(x + y) = g(x)g(y), kterd odpovidd modifikované Cau-
chyové funkcionalni rovnici a funkce ¢ ji spliuje pro vSechna x,y € R. Ze spojitosti
funkce g proto plyne, Ze jeji piedpis je tvaru g(z) = €, kde b € C. Dosazenim
do (3.2) nakonec obdrzime ptedpis funkce f:

f(@) = f(0)g(x) = ae',

kde f(0) = a a pro a,b € C plati, ze a" ! = 1.
Oznacime-li b = a+if (o, 8 € R), pak po dosazeni funkce f do obou podminek
snadno zjistime, kdy tato funkce opravdu spliuje zadani:

Ly: f(l'l + 2o+ + xn) — aeb(:v1+x2+-~+xn) — aebxlebxz o ebacn’

P f(z)f(zo) ... f(zn) = aa" teP™eP™ . &P = qeP1eh™2 .. M.

Rovnost L; = P; tedy plati bez dalsiho omezeni na cisla a, b.

Ly, Py (n)f(z) = f(n)f(z),
aetae’ = qe’aeb,
ea-iDnglatife _ glatipngla=i)e

=€

elo=iBn (@ tif)r _ o(atif)nt(a-if)r

=€

coz je splnéno, pravé kdyz pro vhodné k € Z (jez muze zaviset na Cisle x € R)
plati

(a—if)n+ (a +if)r = (a+if)n + (o — if)x + 2kmi
neboli 2ifn = 2ifzr — 2kmi.
Zvolime-li nejprve x = 0, vidime, ze pro vhodné ky € Z plati

k
2 = —2kgri meboli = ——o
n

takze pro kazdé r € R existuje k, € Z takové, ze

2]{307'(1
n

—2komi = — T — 2k, mi.
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Odtud dostavame rovnost k, = kg (1 — %) , ve které je ovsem soucin celociselny
pro kazdé x € R jediné v pripadé ky = 0, tedy § = 0. Rovnost Ly = P, tak plati
pro vSechna x € R, prave kdyz b € R.
Ukézali jsme tak, Ze feSenim je konstantni funkce f(x) = 0 a vSechny funkce
tvaru f(z) = ae®, kde b € R a a € C je takové, 7e a" ! = 1.
]

11.3 Kapitola 4

Priklad 4.6. Urcete vsechny funkce f: R — R spliujici pro vsechna x,y € R
TOUNo0St

fl@+y) = fle—y) = f2)f(y)
Reseni. Necht f oznacuje funkci, kterd spliiuje zadéni. Dosazenim = = y = 0 zjis-
time, ze 0 = (f (O))Q, odkud f(0) = 0. Ponechdme-li v zadané rovnici y libovolné
a polozime-li x = 0, obdrzime rovnost

f(y) — f(=y) = f(0)f(y) neboli f(y)= f(~y),

ze které plyne, ze funkce f je suda. Po substituci x = u ay =u — v, resp. x = u
a y = v — u pro libovolna u,v € R ziskame

flutu—v) = fu—(u—v) = flu)flu-w),
f2u—v) = f(v) = f(u)f(u—wv), (4.1)

respektive

flutv—u) = f(u—(v—u) = flu)flv—u),
f(0) = f(2u —v) = f(u)f(v = u). (4.2)

Se¢tenim (4.1) a (4.2) pak dostaneme 0 = f(u) f(v—u)+f(u) f(u—v), coZ po Gpravé
s ohledem na sudost funkce f znamena, ze

0= f(u)(f(v—u)+ f(—(v—u))) neboli 0=2f(u)f(v—u).

Vzhledem k tomu, Ze v a u jsou libovolna realna cisla, je zfejmé, ze musi platit
f(z) = 0 pro vSechna x € R. Snadnym dosazenim lze vidét, Ze tato funkce (jako
jedind) spliiuje zadani.
]
Priklad 4.7. Urcete vSechny takové spojité funkce f: R — (0,00), které splriuji
TOVN0St
f@® +y%) = f&® = y*) + f(2ay)

pro libovolna x,y € R.
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Reseni. Necht f je libovolné funkce spliiujici zadéni. PoloZenim = 0 a y = 0
dostaneme f(0) = f(0)+ f(0) neboli f(0) = 0. S ohledem na tento fakt po dosazeni
r = 0 ziskdme rovnost f(y?) = f(—y?), ze které je ziejmé, 7e je funkce f suda.
Miizeme se proto omezit na hledani funkce f pouze na intervalu (0, c0) a nalezenou
funkci pak symetricky rozsitit.

Uvazme substituce a = 2% — y?, b = 2zy pro vsechna z,y € (0,00), kde = > y.
Ziejmé je a > 0 a b > 0 a pro vyraz z? + y? plati

24yt = \/(ZB2 — 92)2 4 4a2y? = Va2 + b2.

Po dosazeni do vztahu ze zadani tak obdrzime rovnost
f(Va*+b?) = f(a) + f(b), (4.3)

pro kterou ukazeme, Ze plati pro vSechna a,b € (0,00). Jinak feceno, ukézeme,
ze pro libovolna a,b € (0,00) vzdy najdeme vhodna x,y € (0,00) spliiujici obé
podminky 22 —y*> =a >0 a 2zy = b > 0.

S ohledem na zavedeni &isel a,b a z né&j plynouci rovnost Va2 + b2 = 22 + 32
plati

a=2%—1> b= 2xy
b
a+ 22+ 9% =222, 2. =Y pro x # 0
x
b
a+va2+b2:2$2, —:y
9 a++v'a?+b2
V2

a+\/a2+b2_m b _y
V2 7 V2vVa+ Va2 + b2

I kdyz jsme k vypoctu y potiebovali predpoklad = # 0, ten je podle vzorce pro x
splnén vzdy s vyjimkou pripadu @ = b = 0, kdy je ovSem zfejmé z =y = 0.
Rovnost (4.3) tedy plati pro libovolnd a > 0, b > 0. Zavedme nyni novou spoji-
tou funkei g: (0,00) — (0,00) definovanou vztahem g(x) = f(y/x) pro vSechna
z € (0,00). Nahrazenim funkce f za novou funkci g v rovnosti (4.3) dostaneme

g(a® + %) = g(a®) + g(b°).

Odtud volbou a = \/u a b= /v obdrzime rovnost g(u+ v) = g(u) + g(v), ktera
odpovida Cauchyové funkcionalni rovnici a nase funkce ¢ ji spliiuje pro libovolné
hodnoty u,v € (0,00). Za pfedpokladané spojitosti funkce f, a tedy i funkce g,
proto z Véty 3.2 plyne, Ze jeji predpis je tvaru g(x) = cx, kde ¢ > 0. Hledana
funkce f mé tedy na intervalu (0,00) tvar f(z) = f(v/22) = g(2?) = ca®. S ohle-
dem na dokdzanou sudost funkce f plati piedpis f(x) = cz? pro kazdé v € R a
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zastoupena konstanta ¢ je v ném nezaporna podle zadaného oboru hodnot funkce f.
Snadnym dosazenim ovérime, ze takova funkce f je skutecné feSenim pro kazdé
c>0:

L: f(@®+y%) = c(a® +4°)° = c(a’ + 22°y" + ),
P f(@® =)+ f(2zy) = c(z® — y*)* + der®y® = c(a* + 22°y° + o).
0

Priklad 4.8. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R, které pro vsechna x,y € R
splnugi rovnost

fle+y)— floe—y)=2f(vy+1)— f(z)f(y) — 4

Reseni. Necht f oznacuje libovolnou funkci spliiujici zad4ni. Polozenim z = y = 0,
resp. © = 1,y = 0 dostaneme

0= 2£(1) - /2(0) — 4, (4.4)

respektive

0=2f(1) = f(0)f(1) — 4.

Odectenim druhé rovnosti od prvni ziskame

F(O)F(1) — £2(0) =0 neboli f(0)((1) — £(0)) = 0.
Vidime, ze bud plati f(1) = f(0) nebo f(0) = 0. V prvnim ptipadé, kdy f(0) = f(1),
obdrzime z rovnosti (4.4)

2f(0) — f2(0) —4 =0, odkud (f(0)—1)*= -3,

coz zfejmé neplati pro zadné f(0) € R. Plati tedy druhd moznost f(0) = 0az (4.4)
tak plyne rovnost f(1) = 2.

Nyni ukazeme, ze funkce f je suda. Dosazenim y = 1, resp. x = 1 do rovnosti
v zadani obdrzime

flea+1) = fle=1)=2f(z+1) - 2f(z) — 4,
respektive
fly+1) = f(l—y)=2f(y+1) —2f(y) — 4

Prepsanim y za x a néasledném odecteni predeslych rovnosti zjistime, ze plati
f(z —1) = f(1 — x). Zavedenim substituce s = 1 —x pro kazdé x € R pak snadno
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vidime, Ze posledni ziskana rovnost piejde do tvaru f(—s) = f(s), kde s € R je
libovolné, takze f je skutecné suda funkce.

S ohledem na sudost funkce f ziskdme z rovnosti ze zadani po zaméné y za opac-
nou hodnotu —y rovnost

fle—y) = fle+y)=2f(zy —1) = f(2)f(y) — 4
Jejim odectenim od rovnosti v zadani dostaneme
2f(z+y) —2f(x —y) = 2f(zy + 1) — 2f(zy — 1),
faty)—fle—y)=flay+1) - flzy - 1). (4.5)

Uvazujme nyni libovolnou dvojici realnych ¢isel = a y, pro néz plati z > y > 0.
Zaménime-li v (4.5) obé hodnoty z, y za /Ty, dostaneme rovnost

f2Vay)=f0)=f(zy +1)—f(zy — 1) neboli f(2y/zy)=f(xy+1)—f(zy —1).

Dosazenim levé strany ziskané rovnosti do (4.5) obdrzime

f@+y) = fle—y) = f(2V/zy),

odkud po nahrazeni x za novou proménnou z? a y za 3%, kde opét z > y > 0 jsou
libovolnéa ¢isla, zjistime, ze plati

f@®+ ) — f(@® —y?) = f(2xy).

Ziskana rovnost odpovida funkcionalni rovnici uvedené ve vyfeseném piikladu 4.7.
Spojita funkce f jej spliuje pro kazdd x > y > 0 a jeji predpis je proto tvaru
f(x) = ca?, kde ¢ € R. S ohledem na fakt, ze f(1) = 2, dostaneme ¢ = f(1) = 2,
odkud plyne f(z) = 222 pro kazdé x > 0, a tedy i pro kazdé z € R, nebot, jak uz
vime, funkce f je suda. Dosazenim do zadani se pfesvédéime, Ze jsme nasli (jediné)
feSeni:

L: f(z+y) - fle—y) =2 +y)* - 2(z — y)* = 8y,

P 2f(zy +1) = f(2)f(y) — 4 = 4(zy + 1)* — 42’y — 4 = 8uy.

11.4 Kapitola 5
Priiklad 5.8. Urcete vsechny dvojice funkci f,g: R — R spliujici rovnost
f@) = f(y) = (@ = y)(9(=) + 9(v))

pro libovolna x,y € R.
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Reseni. Necht f a g oznacuje dvojici funkei, kterd spliiuje zadéni. Rovnost

(f(x) =) + (fly) — f(2) + (f(z) = f(x)) =0

je zfejmé splnéna pro kazdé x,y, z € R. Po dosazeni pravé strany zadané rovnosti
za kazdy z vystupujicich rozdilti dostaneme

(z—=y)(9(x) +9() + (¥ — 2)(9(y) + 9(2)) + (z — x)(9(2) + g(z)) = 0.

Volba y = 1 a z = 0 ndm odtud umozni najit predpis funkce g:

(z —1)(g(x) + 9(1)) + (9(1) + 9(0)) + (=) (g(0) + g(x)) = 0,
zg(1) — g(x) 4+ g(0) — g(0) = 0,
z(g(1) — g(0)) + g(0) = g(x),
g(x) = ar + b,

kde a=g(1)—g(0),b = g(0) € R jsou dvé prozatim neurcené konstanty. Dosazenim
nalezeného predpisu funkce g do rovnosti ze zadani ziskame

f(@) = fy) = (x—y)(az + b+ ay + b)),

odkud pro y = 0 zjistime predpis funkce f:

f(x) = f(0) = z(az +b+1)),

f(z) = az® + 2bx + c,
kde ¢ = f(0) € R. Vsechna feSeni piikladu tedy tvoii dvojice funkei f(x) =
= ax® +2bx +c a g(x) = ar + b, kde a, b a c jsou realné konstanty. Zkouskou se

jesté presvédcime, ze to plati pro libovolné hodnoty a, b, c:

L: f(z)— f(y) = ax® +2bxr + ¢ — ay® — 2by — ¢ = ax® — ay® + 2bx — 2by,
P: (z—y)(9(x)+9(y)) =(z—y)(az + b+ ay + b) =az® — ay® + 2bx — 2by.

Priklad 5.9. Urcete vsechny funkce f: R — R splnugjici rovnost

zf(z) —yfly) = (x —y)f(z +y)

pro libovolna x,y € R.
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Reseni 1. Necht f dale oznacuje libovolnou funkci, ktera splituje zadani. Nahra-
zenim z za y dostaneme

wf(r) —2f(2) = (z = 2) f(z + 2).
Vzhledem k zadani ale také plati

vf(x) —zf(z)=af(x) —yf(y) +yf(y) —2f (D) =@ =) flz+y)+ (y—2) [y +2).

Porovnanim pravych stran pravé ziskanych rovnosti obdrzime

(—2)flx+z)=(@—y)flz+y) +{y—2)fly+=2) (5.1)
Po provedeni substituce x = “erl, Yy = 1_7“ az = “T_l, kde u € R je libovolné,

ptejde rovnost (5.1) po tpravé do tvaru

f(u) =uf( )+(1 — u)f(0),
fu) = ( = [(0))u+ £(0),
f(u) cu—l—d

kde ¢ = f(1) — f(0),d = f(0) € R. Odvodili jsme tedy predpis funkce f ve tvaru
f(z) = cx + d a snadnym dosazenim do zadani se presvédéime, ze takové funkce
jsou Tesenim pro libovolné hodnoty ¢, d € R:

L: zf(x) —yf(y) =z(cx +d) —yley + d) = cx® — cy® + dx — dy,
P: (z—y)f(z+y)=(z—y)(c(z+y)+d) =ca® — cy’ + do — dy.
[

Reseni 2. Necht f oznacuje funkci splitujici zadani. Nahrazenim —z za y pro kazdé
x # 0 dostaneme

wf(x) + af(—x) = 22f(0),
f(@) + f(=x) = 2(0). (5.2)

Po provedeni substituce © =a+ b ay = a — b, kde a # b jsou libovolna ¢isla z R,
ptejde zadana rovnost s ohledem na (5.2) do tvaru

(a+b)f(atb)—(a—Db)f(a—b)=2bf(2a),
(a+b)fla+b)+ (b-a) (zf( Flb— a)) — 2bf(2a),
(a+b)fla+b)—(b—a)f(b—a)+2bf(0) —2af(0) = 2bf(2a),
2af(2b) +2bf(0) — 2af(0) = 2bf(2a),

af(2b) —af(0) = bf(2a) — bf(0),
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odkud v pfipadé nenulovych ¢isel a a b obdrzime

f(20) — f(0) _ f(2a) - f(0)

b a a

Polozenim a = 1 pfejde prava strana v konstantu a diky tomu mutzeme ptredchozi
rovnost prepsat do tvaru

£(26) = J(0) _ £(2) - £(0)
b 1

odkud po vynésobeni b ziskime
k
f(2b) — f(0) = kb, neboli f(b') = 5[,’ + £(0) pro ¥ = 2b.

Zdtraznéme, Ze posledni vzorec jsme odvodili pro kazdé v € R\ {0,2}. Jeho
platnost pro o' = 0 je zfejmé, pro b’ = 2 pak plyne z definice konstanty k. Nalezli
jsme tedy predpis funkce f ve tvaru f(z) = cr + d, kde ¢ = g a d= f(0) jsou
vhodné konstanty. Po dosazeni se stejné jako v Reseni 1 presvédcime, ze konstanty
¢, d mohou byt zvoleny libovolné.

]

Priklad 5.10. Urcete vsechny spojité funkce f, g, h: (0,00) — R splriugici pro vsech-
na x,y € (0,00) rovnost

flx+y) +g(xy) = h(x) + h(y).

Reseni. Necht f,g a h oznacuji libovolné spojité funkce, které spolecné splituji
zadani. Polozenim y = 1 snadno ziskdme vyjadfeni funkce g ve tvaru g(x) =
= h(z) + h(1) — f(x + 1). Dosazenim do zadani za funkci g pak dostaneme

f(@+y) + h(zy) + h(1) = flzy + 1) = h(z) + h(y), (5.3)
coz bude vyhodné zapsat i ve tvaru
M) = h(zy) = f(z +y) +h(1) = f(zy + 1) — h(y). (5.4)

Prepsanim x za z v predeslé rovnosti ziskdme

h(z) — hyz) = f(z +y) + k(1) = flyz + 1) = h(y). (5.5)
Nakonec nahradme v rovnosti (5.3) x za xy a y za z, resp. y za yz:

flzy+ 2) + h(zyz) + h(1) — f(zyz + 1) = h(zy) + h(2),
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respektive
flz+yz)+ h(xyz) + h(1) — f(xyz + 1) = h(x) + h(y=2).
Z rozdilu pravé ziskanych rovnosti obdrzime

flay +2) = f(z +y2) = h(z) — h(yz) — (h(z) = h(zy)),
odkud s ohledem na (5.4) a (5.5) dostaneme rovnost
flay+2) = fle+yz) = f(z+y) + h(1) = flyz+1) = hly)—
— (f(x +y)+h(1) — flay +1) — h(y))

neboli

fley+2)+ flz+y) — flzy+1) = fz +yz) + fly +2) — f(yz + 1).

Vzhledem k pfedpokladané spojitosti funkce f mtizeme uvazit jednostranné limity
obou stran posledni rovnosti pro z — 0%, které se museji rovnat, tedy

flay) + fle+y) = flay +1) = f(2) + f(y) = f(D).
Definujme funkci F': (0, 00) — R predpisem F(z)= f(z)—f(1) pro kazdé x € (0, 00).
Dosazenim této funkce do ziskané rovnosti zjistime, ze plati
Fazy) + Fzr +y) = F(x) + Fy) + Fey +1).

Vsimnéme si, Ze funkce F spliiuje predpoklady piikladu 5.7 pro vSechna x € (0, 00).
Jeji predpis je proto tvaru F(z) = %x2 + Bx 4+, kde a, 8,7 € R vyhovuji rovnosti
S+ B8+~ = 0 (viz poznamka nésledujici za fesenim piikladu 5.7). Odtud jiz snadno

odvodime predpis funkce f :
J(@) = F(@) + f(1) = 52° + Br + 7+ f(1).

Dosazenim nalezené funkce f do (5.3) ziskdme po tpravé
«
2
Definujme funkei H: (0, 00) — R pfedpisem

(2 +y* — 2> = 1) + Bz +y — xy — 1) = h(x) + h(y) — h(zy) — h(1).

H(z) = h(z) — %;ﬁ — Br — 7y — h(1)

pro kazdé = € (0,00). Pro takto zvolenou funkci H dostaneme ze vztahu, ktery
jsme odvodili pro funkci h, po ipravé rovnost

H(ry) = H(z) + H(y),
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ktera odpovida modifikované Cauchyové funkcionalni rovnici a funkce H ji spliuje
pro vSechna = € (0, 00). Vzhledem ke spojitosti funkce h, a tedy i H, ma funkce H
predpis tvaru H(z) = clnz, kde ¢ € R. Odtud jiz snadno odvodime piedpis
funkce h :

h(xz) = H(x) + %:ﬁ +Bx+y+h(l)=clnz+ %:ﬁ + Bx + v + h(1).

Z vyjadfeni funkce g(z) = h(z) + h(1) — f(x + 1) (viz prvni odstavec FeSeni)
s ohledem na podminku § + 8+~ = 0 obdrzime

(0%

g(x) =cln x+%x2+ﬁx+7+h(1)+h(l) 5 (z+1)*=B(z+1)—y—f(1)=

=clnz — oz +v+2h(1) — f(1).

Shrnutim dosazenych vysledki dostavame
fz) = %$2+5x+7+a,
h(z) = clnzx + %azz + x4+ v+,
g(x) =clnz —ar+~v+2b—a,
kde a, 8,7,a,b € R jsou takovd, Ze plati § + 8+~ = 0.

Dosazenim do zadani se presvédcime, ze vSechny takové funkce jsou fesenim
ptikladu (tudiz na konstanty a, b nejsou kladena zadné omezeni):

8]
2
(z® +y*) + B(z +y) + clnzy + 2y + 2b,

L: f(z4y)+g(zy) == (x+y)*+8(x+y) +y+a+cn ey —azy+y+2b—a=

o«
2
P: h(x)+h(y):clnx+%x2+ﬁx+7+b+clny+%y2+ﬁy+7+b:

= %(mZ +42) + B(z +y) + clnzy + 2y + 2.

11.5 Kapitola 6

Priklad 6.7. Urcete vsechny funkce f: R\ {0,1} — R spliujici rovnost

F(2)+ f (ﬁ) s

pro vSechna x € R\ {0,1}.
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Reseni. Ozna¢me D = R\ {0, 1}, zavedme funkci g(z) = 1= (z € D), kterd je
ziejmé prostd, a vypocétéme funkci k ni inverzni g=!:

1
i)

w(l—g ' (x) =1,
gl @) =" — !

Vidime, Ze defini¢ni obor funkce ¢! (tedy obor funkce g) je opét mnoZina D. Jsou
tedy obé funkce g a g~ ! zobrazeni D — D. Nyni jesté uréime pfedpis pro sloZenou
funkci g(g(:z:)):

Vzhledem k vyse uvedenému muzeme zadanou funkcionalni rovnici prepsat do tva-
ru (vSude déle je x € D libovolné)

f(x) + fg(2)) == (6.1)
Po nahrazeni g(z) za x v (6.1) dostaneme rovnici
fg(x)) + [ (g(g(2))) = g(x),
fla@) + £ (97" () = g(@). (6.2)

Po nahrazeni g~*(z) za = v (6.1) dostaneme
Flog™ (@) + £ (g7 (@) = g7 (=),
flo™ (@) + f(2) = g7 (x). (6.3)

Po odecteni rovnice (6.3) od (6.2) ziskdme novou rovnici

flg(@) = f(2) = g(z) — g~ (2).

Odeéteme-li posledni rovnici od rovnice (6.1), ziskdme vztah, ze kterého jiz snadno
najdeme pfedpis pro hledanou funkci f:

2f(x) =z —g(z) + g '(2),

2f(:v):x—1ix :)3;1’ (6.4)
2f(x) = 2?(1 —x) —x:ztl—l—_(i)— (1 —:E)’
P —x+1

J(x) = 2z(x — 1)
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Odvozeny predpis ma smysl pro kazdé x € D. Pred dosazenim do levé strany
funkcionalni rovnice si nalezeny pfedpis funkce z divodu piehlednosti nejdiive
upravime (vychézime ze vztaht (6.4)) pro f(z) a pro f(:=)):

1 1 1
f(x)zi(x_1—x+1_5)’

RN L)l
1—2z) 2\1—2z l—ﬁ T \122 s )

Nyni se uz snadno presvédéime, ze nalezend funkce je vskutku (jedinym) fesenim.

f(a:)+f( ! >:%(x—11 +1—1+ ! —1+i+x):%(2$):x.

1—=zx -z r l—=z
O

Priklad 6.8. Urcete vsechny dvojice funkci f,g: R — R, které splnuji ndsledujici
podminky:

1) funkce g je prostd,

2) f(g(a:) + y) = g(a: + f(y)) pro libovolnd z,y € R.

Reseni. Necht f a g jsou libovolné funkce, které spole¢né spliuji zadani. Po dosa-
zeni x =0, resp. y = 0 v podmince 2) pii oznaceni a = f(0) a b = ¢g(0) dostaneme

F(9(0)+y) =g(0+ f(y)),

Fo+y) =9(f), (6.5)
respektive
fg(x) +0) = g(z + £(0)),
f(g(x)) = g(x + a). (6.6)

Polozenim y = ¢(0) = b v podmince 2) s ohledem na rovnosti (6.5) a (6.6) obdrzime

g(z+ f) 2 f(g(x) +b) g(f(g(x))> ) g (g(x + a)),

odkud vzhledem k tomu, ze funkce g je podle podminky 1) prostd, ziskdme

z+ f(b) = g(x + a), neboli g(x) =z —a+ f(b).
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Posledni rovnost ur¢uje hodnotu funkce g pro kazdé = € R, nebof jsme jen provedli
zéménu x + a za x. Protoze g(0) = b, dosazenim x = 0 do nalezeného predpisu
dostaneme

b= —a-+ f(b) neboli a+b= f(b).

Funkce g mé tedy tvar g(x) = x — a + f(b) = x + b a ptedpis funkce f odvodime
z rovnosti (6.6) :

f9(x)) = g(z +a) neboli f(x+b)=z+a+b,

odkud (po zameéné = + b za x) f(x) = x + a pro kazdé = € R. Pro nalezené funkce
g(x)=x+bi f(xr) =x+a je podminka 1) jisté splnéna a podminku 2) ovéfime
dosazenim:

L: f(g(z)+y)=fz+b+y)=z+y+a+b,
P: glz+f(y) =g9(z+y+a)=z+y+a+b.
Ukézali jsme tak, Ze jediné funkce tvaru f(z) =x+a a g(xr) =2 +b, kde a,b € R

jsou libovolné konstanty, splnuji zadani.
O

Priklad 6.9. Urcete vsechny funkce f: R — R, které splriugji rovnost

(@) f(y) + [z +y) = f(ay)
pro kaZda x,y € R.

Reseni. Necht f dale oznacuje libovolnou funkei spliiujici vSechny piedpoklady
zadani. Nahrazenim této funkce opac¢nou funkci — f v zadané rovnosti zjistime, ze
dostaneme rovnost ekvivalentni s ptivodni:

~((=F@) (~FW))) = (@ +1) = =F(ay).
Ff@)f(y) + flz+y) = flay),

coz znamena, ze také —f je feSsenim. Tento poznatek v zavéru feseni vyuzijeme
tim zptsobem, Ze u vSech nalezenych funkci spliujicich rovnost ze zadani oto¢ime
znaménka a tak ziskdme dalsi feseni. Diky tomu mizeme také dale predpokladat,
ze f(0) < 0 (pfipady téch feSeni, ve kterych je f(0) > 0, ziskdme pravé vyse
zminénym otoCenim znamének).

Nyni rozebereme oba ptipady, které mohou nastat pro hodnotu f(0) s ohledem
na nase vymezeni f(0) < 0.
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1) Pro f(0) = 0 dostaneme polozenim y = 0 v rovnosti ze zadani vysledek

F(f(@)£(0)) + f(z) = f(0),
f(x) =0,

ktery plati pro kazdé = € R. Pravé odvozeny ptedpis funkce f spliuje zadanou
rovnost trivialné, a proto je funkce f(z) = 0 jedinym FeSenim piipadu 1).

2) 'V ptipadé, kdy plati nerovnost f(0) < 0, nejdiive ukézeme, Ze funkce f
nabyva nulové hodnoty pouze v bodé 1, tj. f(1) = 0 a f(x) # 0 pro = # 1,
a ze spliuje rovnost f(0) = —1. Nakonec dokdzeme, Ze je tato funkce prosta,
a s vyuzitim vsech dosazenych vysledkii odvodime jeji predpis.

Uvazme z € R, x # 1, jako libovolné, déle ale pevné dané, a poloZme y= —*-.
Pro soucet x+y tak dostaneme z+y = v+ 5 = ¥ = r-*5 = wy a rovnost

ze zadani pro takto zvolena z,y, pro kterd je f(x 4+ y) = f(xy), ptejde po tpravé

do tvaru
f (f(x)f (x - 1)) — 0. (6.7)

Kdybychom piipustili, Ze pro dané = # 1 plati f(z) = 0, dostali bychom z (6.7)
rovnost f(0) = 0, tedy spor. Né&jaké x € R s vlastnosti f(z) = 0 ovSem existuje
(a je to tedy nutné z = 1), nebot volbou x = 0 v rovnosti (6.7) obdrzime

f(£(0)*) =0.

Z rovnosti f(0)*> = 1 a piedpokladu f(0) < 0 plyne f(0) = —1, jak jsme slibili
dokazat. V druhé (delsi) ¢asti rozboru piipadu 2) dokazeme, Ze funkce f je prosté.

PoloZenim y = 1 v rovnosti ze zadani s ohledem na predeslé vysledky zjistime,
ze pro kazdé x € R plati

F(F@) D) + flz+1) = f(z),

fO) + fz+1) = f(x),
flx+1) = f(x)+ L

22—zt

Uvédomme si, ze matematickou indukci, kterou zde neuvadime z divodu jeji jed-
noduchosti, lze z posledniho odvozeného vztahu snadno dokazat pro kazdé x € R
an € Z rovnost

f(z+n)=fz)+n. (6.8)

Nyni miizeme prejit ke slibenému diikazu, ze hledané funkce f je prosta. Prove-
deme ho sporem, pfipustime tudiz, ze f(a) = f(b) pro néjaka navzajem rizna ¢isla
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a,b € R, dale pevné dané. S ohledem na pfedpoklad f(a) = f(b) plyne pro kazdé
n € Z z (6.8) rovnost

flatn+1)=fla)+n+1=fb)+n+1=f(b+n)+1. (6.9)

Prozkoumejme nyni, zda je mozné nalézt, a popiipadé za jakych podminek, takova
Zo, Yo € R, Ze plati

$0+y0:a+n+1, (610)
Toyo = b+ n.

Jinymi slovy se budeme snazit ukazat, kdy je tato soustava pro neznamé xg, yo
fesitelna. Vyjadfenim nezndmé y, z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostaneme
kvadratickou rovnici (pro neznamou x):

vo(la+n+1—29)=b+n mneboli 22— (a+n+1)zg+b+n=0,
ktera je Tesitelna prave tehdy, kdyz je jeji diskriminant nezaporny, tzn.
(a+n+1)>—4(b+n)>0.

Posledni nerovnost je vsak trivialné splnéna vzdy, kdyz plati b + n < 0. Tedy
pro kazda a,b € R najdeme vzdy takova xg, yo € R spliiujici obé podminky (6.10),
pokud celé ¢islo n zvolime tak, aby platila nerovnost b +n < 0.

Predpokladejme tedy déle, ze n splituje nerovnost b + n < 0 pro dané ¢islo b
(takové celé ¢islo n ziejmé vzdy existuje) a ze ¢isla xg, yo € R jsou zvolena tak, ze
plati obé podminky uvedené v (6.10).

Volbou = = xy a y = yo v rovnosti ze zadani s ohledem na (6.10) dostaneme

F(f(zo)f(wo)) + fzo+yo) = f(zoyo),
F(f(@0)f(yo)) + fla+n+1) = f(b+n),

odkud déle vyuzitim vysledka (6.9) a (6.8) ziskdme rovnost

F(f(xo)f(yo)) +1=0,
F(f(o) f(yo) +1) =0,

coz s ohledem na fakt, ze f(z)=0 pouze pro z =1, znamend, ze f(zo)f(yo)=0.
Je-li f(z9) =0, pak je 2o = 1 a rovnosti uvedené v (6.10) ptejdou do tvaru

Yo = a+n,
y0:b+n7
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odkud plyne a = b, coz je spor s predpokladem a # b. Podobné dostaneme spor
v piipadé, kdy f(yo) = 0. Dokazali jsme tak, Ze hledana funkce f je ve zkoumaném
ptipadé 2) prosta. Nyni jiz mame vSe potfebné k tomu, abychom mohli pfejit
k samotnému odvozeni predpisu hledané funkce.

Nahrazenim —x za y v rovnosti ze zadani s ohledem na vysledek (6.8) a fakt,
ze je funkce f prosta a plati f(0) = —1, obdrzime

F(f@)f(=2)) + £(0) = f(—=?),
F(f@)f(=2)) = f(=2") + 1,
F(f@)f(=2)) = f(=2" + 1),
f@)f(—2) = —2* + 1. (6.11)

Po jiném nahrazeni 1 — x za y v rovnosti ze zadani dostaneme vzhledem k vyse
odvozenym vysledkim, Ze je funkce f prostd a plati f(1) = 0, rovnost

F(f@)f(1—2)) + f(1) = f(a(l - 2)),
F(f@)fA =) = flz—a?),
f@)fl—z)=z—2a"

odkud vyuzitim rovnosti (6.11) a (6.8), podle niz je f(1—xz) = 1+ f(—=x), nakonec
ziskame

f(zx (1 + f(—x)) =z — 12,
f(x) —2*+ 1=z - 2%
flz)=2—1.

Odvodili jsme tak pfedpis hledané funkce f pro ptipad, kdy f(0) < 0. Protoze
funkce — f také spliuje zadani, jak jsme ukazali v ivodu TeSeni, je feSenim taktéz
funkce s predpisem ve tvaru f(x) =1 — x.

Dosazenim do rovnosti v zadéani, které provedeme pouze pro f(z) =z — 1, se
jesté presvédcime, ze jsme opravdu nalezli FeSeni:

L: f(fl)f) +flet+y) =f(@e-Dy—-1)+a+y—-1=
=@-Dy-D-1+z+y—1l=axy—1,
P: f(zy)=zy—1.
Zjistili jsme tedy, Ze hledanymi feSenimi jsou pouze tii funkce f(z)=0, f(z)=z—1

a f(x)=1—x,kde z € R.
[
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11.6 Kapitola 7

Priklad 7.6. Necht f: R — R je funkce spliiujici rovnost

f(f(x)) :x?’—i-%x

pro vSechna x € R. Dokazte, Ze existuji takovd ti navzdjem ruznd cisla a,b, c € R,

Ze plati f(a) + f(b) + f(c) = 0.

Reseni. Oznacme jako f funkci vystupujici v zadani a dale definujme novou funkci
g: R — R pfedpisem z pravé strany zadané rovnosti

pro vsechna x € R. Diky tomu pfejde rovnost ze zadani do tvaru
f(f(@) =g(=) (7.1)

a plati f(g(x)) = f(f(f(x))) = g(f(x)) Oznac¢me jako zy € R néjaky pevny
bod funkce g, tzn. g(xg) = xo. Pak vzhledem k vySe odvozené rovnosti plati

f(xo) = f(g(x0)) = g(f(20)),

coz znamend, Ze i f(zo) je pevnym bodem g.

Vzhledem k definici g plati, Ze je tato funkce prosta (pro z; < x2 je vzdy
x} + 321 < 23 + 315, nebot 23 <ad i 321 < 325) a s ohledem na rovnost (7.1) je
tedy prosté i funkce f. Skutecné, plati-li totiz f(a) = f(b) pro a # b, pak s ohledem
na predchozi poznatek je g(a) # g(b), diky ¢emuz s vyuzitim (7.1) dostaneme spor:

g(a) = f(f(a)) = F(f(b)) = g(b).

Naleznéme nyni vSechny pevné body, které funkce g ma, tedy vyresme v oboru R
rovnici g(z) — x = 0. Dosazenim piedpisu g do této rovnice dostaneme

3
3
— — :O
x—|—4x T ,
1
xg—ZxZO,

()63

Jak vidime, jedinymi pevnymi body funkce g jsou body —%, 0a % Podle zjisténi, ze
je funkce f prosta a pevné body funkce g zobrazuje opét na pevné body funkce g,
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musi platit, Ze je f na mnoziné {—%,O,%} bijekci, tj. pro kazdé x € {—%,0, =}
existuje jiné y € {—3,0,3} tak, Ze f(x) = y. Diky tomu pak plati rovnost

1 1
—— 0 =] =0.
r(-3) 10+ (3)
Tim jsme dokéazali, ze pro funkci f opravdu existuji 3 rizna ¢isla a, b a ¢, a to —%,

0 a 3, pro kterd plati f(a) + f(b) + f(c) = 0.
[

Priklad 7.7. Dokazte, Ze alesporni jeden pevny bod maji vSechny (i nespojité)
rostouct funkce f: (0,1) — (0,1).

Reseni. Necht f oznacuje funkci vyhovujici vSem pfedpokladéim zadani. Diikaz
existence pevného bodu této funkce provedeme sporem, proto dale predpokla-
dejme, Zze f nemd zadny pevny bod na (0, 1) a oznacme

A={x€(0,1) | f(x) >z}, a=supA < 1.

Zdiraznéme, ze A # (), nebot z f(0) # 0 plyne f(0) > 0, tj. 0 € A. Uvazme
dale libovolnou posloupnost (z,);~, bodt z A, kterd konverguje k . Vzhledem
k tomu, ze x, € A pro kazdé n € N, plati s ohledem na zavedeni hodnoty «
nerovnost a > x, pro kazdé prirozené n. Diky tomu s ohledem na predpoklad,
ze f je rostouci funkce, dostaneme f(a) > f(z,) > z, pro kazdé n € N, odkud
plyne nerovnost
fla) > lim z,, = .
n—oo

Protoze vSak predpokladame, Ze funkce f neméa zadny pevny bod, je splnéna ne-
rovnost f(a) > «. Odtud s ohledem na predpoklad, Ze f je rostouci, plati pro body
a, f(a) € (0,1) nerovnost f(f(a)) > f(«), coZ znamend, Ze f(a) € A. To vak
odporuje tomu, Ze f(a) > « = sup A. Diikaz sporem je tak hotov.

O

Poznamka. Zaménou predpokladu, ze funkce f je rostouci, za predpoklad o jeji
spojitosti, plyne zavér prikladu 7.7 z Bolzanovy véty o mezihodnotach spojité
funkce (feseni lze nalézt v [Sat2, str. 31]).

Priklad 7.8. Necht f: R — R je takovd spojitd funkce, Ze pro kazdé x € R existuje
takové n € N, Ze n-td iterace f v bodé x je rovna jedné, tj. f)(x)=1. Dokazte,
Ze funkce f mad pevny bod.
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Reseni. Necht f oznac¢uje libovolnou funkci, ktera spliiuje vsechny predpoklady
zadani. Sporem ukazeme, ze pevnym bodem kazdé takové funkce je vzdy ¢islo 1.
Predpokladejme tedy, ze f(1) # 1. Pokud by nyni existovalo takové redlné z # 1
splitujici f(zo) = o, pak by zfejmé pro kazdé n € N platila rovnost ™ (zq) = z
(# 1), coz je ale spor s predpokladem zadani. Proto za podminky f(1) # 1 nema
funkce f zadny pevny bod. Kazdé = € R je tedy feSenim jedné z nerovnic f(x) > z,
nebo f(z) < z. Nyni vySetiime vSechny piipady, kdy jsou mnoziny FeSeni téchto
nerovnic neprazdné, ¢i naopak jedna z nich je prazdna (a druhé je rovna R).

1. V pripadé, ze existuji takové body a,b € R, kde a < b, splitujici nerovnosti
f(a)>aa f(b)<b, resp. f(a)<aa f(b)>0, plati pro spojitou funkci g: (a,b) — R
definovanou pro kazdé = € (a, b) predpisem

nerovnosti
g(a) = f(a) —a >0, g(b) = f(b)—b<0,
respektive

g(a) = f(a) —a <0, g(b) =f(b) —b>0.

Jak vidime, v obou variantach nabyva funkce g v krajnich bodech a a b hodnot
s opatnym znaménkem. Podle Bolzanovy véty o mezihodnotach spojité funkce
méame zaruceno, Ze existuje takové ¢ € (a,b), ze plati g(c) = 0, odkud s ohledem
na definici g plyne f(c¢) = ¢. Bod ¢ je tedy pevnym bodem funkce f, coz je ale
spor, protoze, jak jsme vySe ukézali, za podminky f(1) # 1 nemé funkce f zadné
pevné body.

2. Je-li f(x) > x pro vSechna z € R, uvazujme nésledujici posloupnost:
2, f(2), f@(2),..., kterd je jisté rostouci. Tedy pro kazdé n € N plati f(™(2)>1,
coz je ale spor s predpokladem, Ze pro kazdé ¢islo x € R (tedy i pro z = 2) existuje
takové n € N, ze plati f((z) = 1.

3. V piipadé, kdy f(z) < z pro vSechna x € R, uvazujme posloupnost
0, £(0), f@(0),..., ktera je zfejmé klesajici. Odtud pak plyne, Ze pro kazdé n € N
je splnéna nerovnost f(™(0) < 1, coz je opét spor s predpokladem uvedenym v za-
dani.

Ve vSech moznych piipadech, které mohou za podminky f(1) # 1 nastat, jsme
obdrzeli spor, proto plati f(1) =1, a tedy 1 je pevnym bodem funkce f.
O
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11.7 Kapitola 8
Priklad 8.5. Urcete vsechny spojité funkce f: R — R splriujici rovnost
f2a+1) = f(2)

pro kazdé v € R.

Reseni. Necht f oznacuje libovolnou spojitou funkci, ktera spliiuje zadéni. Po-
moci vhodné rekurentné zadané posloupnosti ukazeme, Ze Tesenimi jsou pouze
konstantni funkce (ty samozfejmé vyhovuji). Necht = € R je libovolny, déle pevné
dany bod a (z,),, je posloupnost uréena rekurentné rovnosti

Ty —

Tpa1 = pro kazdé n € N.

Upravou vzorce urcujici n-ty ¢len posloupnosti dostaneme

Tp+1 1
= - 1 q

Tp+1 + 1=

odkud vidime, Ze (z,, + 1)), je geometrickd posloupnost s kvocientem ¢ = %, takze
plati

lim (z, +1) =0 neboli lim z, = —1.

Vyjadienim z, z (8.1) obdrzime z,, = 2z,4; + 1, odkud poloZzenim = = z,.4
v zadané rovnosti ziskame

f(xn) = f<2xn+1 + 1) = f(anrl)
pro kazdé n € Ny. Odtud indukci vzhledem k ¢islu n plyne f(z,) = f(zo)
pro vSechna n € Ny, odkud s ohledem na spojitost funkce f nakonec dostaneme

f(zo) = lim f(z,)=f <nhm xn) = f(-1).

n—o0 —00

Protoze bylo xy € R na zacatku zvoleno libovolné, je predpis hledané funkce f
tvaru f(z) = ¢, kde ¢ € R je konstanta.
Resenim piikladu je kazda konstantni funkce.
O

Piiklad 8.6. Necht funkce f: (0,00) — (0,00) splriuje pro kazdé x € (0,00)
roUnost

1
f (f(:r;)+—) =z +a,
f(x)
kde a € R je vhodnd konstanta. Dokazle, Ze pro Zadné a < 1 takovd funkce f
neexistuje a naopak pro kazdé a > 1 je takovych funkci nekonecne mmnoho.
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Reseni. Necht f je libovolna z hledanych funkci. Je-li f(z) = f(y) pro né&jaka
z,y € (0,00), dostaneme ze zadani rovnost

(10 ) =1 (10 115).

r+a=y+a,

r=1Y,

odkud plyne, Ze funkce f je prosta. Uvazme funkci g: (0, 00) — (0, 00) definovanou
predpisem

pro kazdé x € (0, 00).

Predpokladejme nejdiive, ze a < 1, a sporem ukazme, ze zadna vyhovujici
funkce f tehdy neexistuje.

Vzhledem k limité

lim f(f(x)+i) — lim (2 + a) = o

£—00 f(x) T—00

existuje takové xy € (0,00), ze f(zo)>1. Polozenim y = f(xy) — a zjistime, Ze
s ohledem na predpoklad a < 1 a predpis funkce g plati y > 0 a

1
f(f(y)ﬂLm) =y +a,
f(9(y)) = f(wo),

odkud s ohledem na fakt, Ze je funkce f prostd, obdrzime zq = g(y). Uvédomme si,
ze pro kazdé x € (0, 00) je nerovnost f(x) > 0 vynucena zadanym oborem hodnot,
diky ¢emuz plati

coz vzhledem k predchozimu vysledku znamend, Ze pro kazdé xy € (0, c0) splitujici
podminku f(z¢) > 1 plati (polozenim y = f(x¢) — a) nerovnost x¢ = g(y) > 2.
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Proto opa¢né nerovnost f(x) < 1 nastava pro vSechna x € (0,2) (s pripadnou
vyjimkou jednoho bodu, ve kterém je funkéni hodnota funkce f rovna jedné).
Uvazme tedy takové x; € (0,2), které spliiuje f(x1) < 1, a poloZzme z= ﬁ —a.
Vzhledem k pfedpokladanym nerovnostem f(z;) < 1 a a < 1 zfejmé plati z > 0,
odkud s vyuzitim zadané rovnosti pro x = z a ptredpisu funkce g plyne

f(f(z)+%) =z +a,

1 1
f(g(Z)) :m_a‘i‘a: f(xl)

Prava strana ziskané rovnosti je s ohledem na podminku f(z;) < 1 vétsi jak jedna,

proto pii oznaceni t = g(z) plati f(¢) > 1, odkud vzhledem k faktu, Ze nerovnost

f(z) > 1 je splnéna pouze pro x > 2, plyne ¢ > 2. Na druhou stranu dostaneme
1

pii zavedeném znaceni t = g(z) = f(z) + 7 S ohledem na zadani a (8.2) rovnost

(8.2)

1 1 1
t+a=f (f(t) + m) =f (f(g(z)) + m) =f (m + f(fﬁ)) = 11+a,

odkud je t = x4, coZ je ale spor s tim, Ze t > 2 a pfitom z; € (0,2). Ukazali jsme
tak, ze v pripadé, kdy a < 1, opravdu neexistuje zadna funkce f vyhovujici zadani
prikladu.

V druhé casti reseni ukazeme, Ze pro kazdé a > 1 vyhovuje zadani prikladu
nekoneéné mnoho funkei f s oborem hodnot (1,00). Na tomto intervalu budeme
pracovat s funkci ¢ danou predpisem

1

protoze rovnost ze zadani lze zapsat ve tvaru f <gp( f ([E))) = x + a. Funkce ¢ je
na (1,00) spojita, rostouci (nebot ¢'(z) = 1 — = > 0 pro kazdé z > 1) a ma li-
mitu oo pro z — 0o. S ohledem na (1) = 2 tak dostavame, ze p: (1,00) — (2, 00)
je spojita rostouci bijekce.

Podle daného a > 1 definujme ¢iselné posloupnosti (), a (yn), -, Tovnostmi
2o = 0, yo = 1 a rekurentnimi vztahy

Tp = 9Yn-1) & Yo = Tn_1 + a pro kazdé n € N,

Vysvétleme, pro¢ obé obé posloupnosti jsou rostouci a maji limitu co. Skutec¢né,
nerovnosti z,, < Tp11 a Yn < Ypr1 ovérime indukei vzhledem k ¢islu n.

Pro n = 0 jde o platné nerovnosti 0 < 2, resp. 1 < a. Plati-li z, 1 < x,
a Yn_1 < Yn pro nékteré n > 1, pak ©(y,_1) < ©(y,) neboli x,, < x,,1 a zaroven
Tpn_1+ a < x, + a neboli y, < y,+1. Dlkaz indukeci je tak hotov.
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Déle z nerovnosti z,+1 = ¢(yn) > Yn = Tn—1 + a pak plyne, Ze obé& uvazované
rostouci posloupnosti opravdu konverguji k oc.

Vyznam sestrojenych posloupnosti pro nasi konstrukci bude ten, Ze defini¢ni
obor a obor hodnot hledané funkce f rozdélime na intervaly

(0,00) = (g, 1) U (21, 22) U (22, 23) U . ..
(17 OO) = (907yl> U (y1,y2> U (y27y3> U...

a funkci f dostaneme ,slepenim* dil¢ich funkci f,: (@, Zni1) = (Yn, Yni1), Které
sestrojime rekurentné tak, aby vysledné funkce f spliiovala rovnost ze zadani pri-
kladu. Vyuzijeme pritom poznatku, ze podle zavedeni obou posloupnosti urcuje
funkce ¢ rostouci spojitou bijekci (y,—1, Yn) — (Tn, Tpy1) pro kazdé n € N.

Pfejdéme tedy ke konstrukei posloupnosti ( f,,)—, funkei, z nichz kazda je spoji-
tou rostouci bijekei fr.: (@, Tnt1) = (Yn, Yns1). Prvni z nich, funkei fo: (0,2) — (1, a)
zvolime libovolné. Mame-li pro nékteré n > 1 jiz urcenou spojitou rostouci bijekci
foo1: (o1, T0) = (Yn_1,Yn), definujeme funkei f, predpisem

fa(@) = fily (¢7'(z)) + a pro kazdé z € (2., Tny1) - (8.3)

Ukazme ptedné, Ze takovy predpis je korektni. Pro kazdé = € (z,,z,.1) je totiz
¢ 1(x) € (Yn_1,yn) (viz konec predchoziho odstavce), takze hodnota f,*, (¢~'(z))
je skutecné definovana. Predpis (8.3) tak opravdu zadava funkci f,, na intervalu
(Tp, Tny1) a tato funkce je na ném spojitd a rostouci, nebot takové jsou obé
funkce ¢~ a f, 1. ProtoZe navic pro hodnoty funkce f, v krajnich bodech de-
fini¢niho oboru plati

fuln) = fn_—ll (90_1(3371)) ta= fn_—ll(yn—l) =Tp-1+0a=Yn,
fn(mn—i-l) = fn_—ll (90_1(-7:7%&-1)) +a= .fn__ll(yn) =Tn + 0= Ynt1,
je funkce f, skutefné spojita rostouci bijekce (x,,Zn11) — (Yn,Yns1), jak bylo
zapotfebi. Tim je konstrukce posloupnosti funkci (f,,), -, hotova.
Jak jsme dfive slibili, definujeme nyni funkci f: (0,00) — (1, 00) pfedpisem
f(z) = fu-1(x) pro kazdé z € (v,—1,2,) akazdé n € Ny.
(I tato funkce je rostouci a spojita na celém svém defini¢nim oboru.)
Rovnost f (gp( f (x))) = z + a ze zadani prikladu ovéfime takto:

pro kazdé r € (v, 1,7,) mame f(z) = fo1(x) € (Yn_1,Yn), a tedy
¢(f(z)) € (zn,Tns1), takze podle predpisu (8.3) plati

f(%(f(@)) =Jn <80(fn—1($))> = fil <s0_1(<,0(fn_1(93)))) +a=1+a.

Tim je rozbor pripadu a > 1 hotov. Dokazali jsme, Ze tehdy zadani prikladu vyho-
vuje nekoneéné mnoho funkei f, pfi¢emz na intervalu (0, 2) to mtze byt libovolna
spojitéa rostouci funkce spliiujici podminky f(0) =1 a f(2) = a.

O
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11.8 Kapitola 10

Priklad 10.15. Zjistéte, zda ezistuje takovd rostouci funkce f: N — N, kterd
splriuge f(2) =3 a rovnost
f(mn) = f(m)f(n)

pro vsechna m,n € N.

Reseni. Sporem ukéZeme, Ze funkce, ktera by vyhovovala zadani, neexistuje. Necht
f oznacuje funkeci spliiujici zadani. Polozme f(3) = k, kde k£ € N. S ohledem
na zadané rovnosti a predpoklad, ze f je rostouci, pak dostaneme

3= (£(2))" = F)F2)F(2) = [ (2°) < [ (3%) = F(3)f(3) = K?

neboli 27 < k2, coz vzhledem k podmince & € N znamen4, Ze 5 < k. Z nerovnosti
2% = 32 > 27 = 3% naopak plyne

3= (£(2)" =1 (2°) > £ (3%) = F3)F(3)f(3) = K,

coZ znamend, ze 7 > k, nebot 73 > 3°.

Porovnanim obou odvozenych nerovnosti pro k zjistime, ze musi platit rovnost
f(3) = k = 6. S ohledem na piedpoklad f(2) = 3 tak ze zadani pro ¢isla 6 561 = 38
a 8192 = 2!3 dostaneme rovnosti

f(6561) = f (3°) = (£(3))" = +* = 6,
£(8192) = £ (2%) = (f(2))" = &' = 3%,

jejichZ pravé strany splituji nerovnost 6% > 3'3 (platnost této nerovnosti se stane
ziejm&jsl po jeji tpravé do tvaru 3% - 28 < 313 neboli 256=2% > 35=243). Ob-
drzeli jsem tak spor s tim, ze funkce f je rostouci, a tudiz spliiuje nerovnost
f(6561) < f(8192).
Dokazali jsme tedy, ze zadna funkce splinujici zadani neexistuje.
O

Priklad 10.16. Necht f: 7Z — N je takovd funkce, Ze rozdil f(m) — f(n) je de-
litelny cislem f(m — n) pro vSechna m,n € Z. Dokazte, Ze pro vSechna tato m, n
splniugici navic nerovnost f(m) < f(n) je cislo f(n) délitelné cislem f(m).

Reseni. Necht f oznacuje funkci vyhovujici predpokladim zadéni. Polozenim n=0
zjistime, Ze pro vSechna m € Z je f(m) — f(0) délitelné f(m), odkud plyne

f(m) | f(0) (f(0) je délitelné f(m)). Pro m = 0 pak ze zadani plyne, Ze pro kazdé
n € Zje f(0)— f(n) délitelné f(—n), odkud vzhledem k pfedeslému vysledku plati
f(=n) | f(n) (f(n) je délitelné f(—n)). Z podminky f(—n) | f(n), kde n € Z,
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v8ak zdménou n za —n plyne, ze také f(n) | f(—n), coz s ohledem na fakt, ze obé
¢isla f(n), f(—n) jsou pFirozend, znamend, ze pro kazdé celé n je splnéna rovnost
f(n) = f(=n).

Necht mg, ng oznacuji libovolnd, ale dale pevné dana celd ¢isla. Predpoklad
ze zadani muzeme po dosazeni n = ng, m = mg, resp. m = ng, N = Ng — My
am = mg, n = mg — Ng s ohledem na predesly vysledek ptrepsat do tvaru

f(mo —no) | f(mo) — f(no),

respektive

f(mo) | f(no) — f(mo —mno) a f(no) | f(mo) — f(mo — no).

Uspotéadejme ¢isla f(ng), f(mo) a f(mg —ng) vzestupné podle velikosti a ozna¢me
tuto trojici [¢, b, a, tzn. 0 < ¢ < b < a. Pfedchozi vztahy vyjadiujici délitelnosti tak
muzeme vzhledem k faktu, ze samotna délitelnost neni nijak narusena, zaménime-li
v rozdilu dvou ¢isel jejich potfadi, zapsat nasledujicim zptisobem:

alb—c, b|lc—a, acla—0.

Vsimnéme si, ze z predpokladu 0 < ¢ < b < a plyne 0 < b — ¢ < a, coz vzhledem
k a | b — ¢ znamend, ze b = c. Diky tomu mtZzeme b | ¢ — a zapsat jako b | b — a,
odkud plyne b | a. Protoze cela ¢isla myg, ng byla na za¢atku zvolena libovolné, jsou
predeslé uvahy a odvozené vysledky platné obecné.

Pripomenme, ze mame dokazat, ze pro vSechna cela m, n spliujici nerovnost
f(m) < f(n) je f(m) | f(n). Nyni diky dosazenym vysledkim mizeme prozkou-
mat vSechny piipady, jak je ¢islo f(m — n) velké ve srovnani s ¢isly f(m) < f(n):

1. f(m—mn) < f(m) < f(n). V pfedchozim odstavci je tehdy a = f(n), b = f(m)
a odvozena vlastnost b | a tak znamend, ze f(m) | f(n).

2. f(m) < f(m —mn) < f(n). Tehdy je a = f(n), b= f(m —n), ¢ = f(m) a v§se

odvozend rovnost b = ¢ a vlastnost b | a tak znamenaji, ze f(m) | f(n).

3. f(m) < f(n) < f(m —n). Tehdy je b = f(n), ¢ = f(m) a vySe odvozena
rovnost b = ¢ tak zarucuje, ze f(m) | f(n) (jde o dvé stejné ¢isla).

Pozadované tvrzeni je timto dokazano.

Priklad 10.17. Naleznéte vSechny funkce f: QY — QF, které pro kazdé x € Q*
splnugi obé nasledugici podminky:
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) flz+1) = fl2) +1,
2) f@®) =(f(@))"

Resend. UkaZeme, Ze jedinou vyhovujici funkei je f(z) = x. Nechf f oznacuje
libovolnou funkei, ktera spliiuje zadani. Z podminky 1) plyne

fla+2)=f((z+1)+1)=fx+1)+1= f(x)+2,
flz+3)=f(zr+2)+1= f(z)+3,

f(z+n)= f(z)+n, prokazdén e N. (10.1)

Uvazme s ohledem na pravé ziskanou rovnost (10.1) a podminku 2) dvé rizna

vyjadieni druhé mocniny hodnoty f (#) , kde p, ¢ € N jsou libovolna:

p+ ¢\ P ? (10.1) P 2 p\? P )
/ =fl=+q) ="\f|\=)+aq) =S(=) +2a¢f | =)+,
q q q q q
f (M)Q 2y (—(p+q2)2) =f (p—2+2pq2+q4) =f <p_2+2p+q2) 2,001
q q2 q2 q2

2
2.0 f (g) +2p + ¢*.

Porovnanim pravych stran obdrzime

2 2
() s () o =s () v
2qf<g)=2p,
q
PYy_P
f<f1) q

Protoze £ je vyjadienim libovolného ¢isla z QF, dokézali jsme tak, Ze pro kaz-
q

dé z € Q" plati f(z) = z. Snadnym dosazenim vidime, ze tato funkce jisté spliiuje
obé podminky 1) a 2).
O

Priklad 10.18. Necht je dina funkce f: Q — {0,1}, pro kterou plati f(0) =0,
f(1) =1 a pro libovolnd z,y € Q je splnéna implikace

f@) = 1) = f@) = F0) = £ (S52).

Dokazte, Ze f(x) =1 pro vSechna raciondlni x > 1.
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Reseni. Indukei nejprve ukézeme, Ze f(n) = 1 pro libovolné piirozené n. Diky pod-
mince f(1) = 1 staci predpokladat, Ze pro nékteré n plati f(n) = 1, a dokézat rov-
nost f(n+ 1)=1. Z implikace ze zadani dostaneme, ze 1= f(1)= f(n) = f (%}).
Ptipustime-li rovnost f(n + 1) = 0 = f(0), pak uzitim zadané implikace zjistime,
7e 0= f(0)=f(n+1)=f (ﬂ) coz odporuje tomu, ze f ("TH) = 1. Musi tedy
platit f(n + 1) = 1.

Po provedeném dikazu rovnosti f(n) = 1 pro kazdé n € N nyni dokdZeme
rovnost f(x) = 1 pro kazdé raciondlni x > 1 sporem. Pfedpokladejme naopak, ze

pro né&jaké racionalni ¢islo § > 1 (p,q € N) plati f <§> = 0, takze, jak uz vime,

£ ¢ N. Zavedme novou funkci

wmr-s((-2) e l2)

kde z € Q a EJ znaci dolni celou ¢ast ¢isla 2. Vsimnéme si, Ze g(z) € {0,1}
pro kazdé z € Q. UkéZeme, Ze i tato novad funkce g: Q — {0,1} méa vSechny
vlastnosti ze zadani ptikladu jako funkce f. Vypoctem funkénich hodnot v bodech
0 a 1 vzhledem k faktu, ze L%J € N, dostaneme

g(O)ZI—fQSD:l—l:O:f(O)

=12 f) -1 () om0

Oznacme X = <§ — L J) T+ EJ ( L J) EJ pro libovolné x,y € Q.
Pak z rovnosti g(z) = g(y) postupné odvodime:

g(@)=g(y) = 1 f(X)=1—f(¥) = F(X)=F(¥) = F(X)=f (

X+Y rT+y
él—f(X)Zl—f( 5 ) ;&g(ﬂf)zg(y)=9< 5 )
Funkce g tedy spliiuje vSechny uvedené predpoklady jako funkce f, a proto plati
g(n) = 1 pro libovolné n € N. S ohledem na fakt, ze § ¢ N (viz vySe) mame

E_ LQJ >0a <§ — EJ) g € N. Pro hodnotu funkce g v bodé ¢ tudiz plati rovnost

(e

coZ je spor, nebot ¢ je pfirozené Cislo, a tak musi platit g(q) = 1.
Diikaz rovnosti f(z) = 1 pro kazdé racionalni x > 1 je hotov.

X+Y N
2
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Z.aver

Funkcionalni rovnice a metody jejich feseni predstavuji matematickou disciplinu
bohatou na zdroje at uz ve formé monotématicky zaméfenych publikaci nebo
¢lank v riznych periodikach. Nicméné rozsahlejsimu vykladu metod demonstro-
vanych na feSenych prikladech neni (zejména v Ceské literatufe) vénovana dosta-
tecna pozornost. Zajemci o tuto problematiku jsou pak odkazani na sbirani stiipkt
z ruznych zdroji, aby si pak sami utvorili pfedstavu o arzenalu moznych postupt
pri feseni funkcionalnich rovnic. Mym cilem v této praci bylo vytvorit uceleny sys-
tematicky vyklad elementarnich metod feSeni funkcionalnich rovnic formou utfi-
beného ptikladového materidlu. Véfim, ze se mi tento cil podafilo splnit a doufam,
ze prace najde své uplatnéni a zajemci o tuto problematiku ji oceni.

V priitbéhu tvorby disertacni prace jsem se jednak zaobiral systematickym pro-
hledavanim zdrojt, které mi skolitel doporucil, jednak analyzou pouzitych metod
a postupti v Tesenich a jejich naslednou klasifikaci. Ve vétsiné pripadt jsem sice
cerpal z anglickych publikaci a ¢lankt, ale nékteré ceské publikaci mi byly také
velmi napomocné. Zadani i reSeni mnoha takto ziskanych ptikladid bylo poté po-
tfeba upresnit, doplnit, a nékdy i vice prepracovat, kdyz jsem v feSenich objevil
chyby. Rad bych zde vyzdvihl i pfesah prace, kdy je uzitek funkcionéalnich rovnic
demonstrovan napriklad na kvaziaritmetickém priiméru nebo problému vnofenych
odmocnin. K tomu navic jesté priklad 7.4 zasahuje do hluboké problematiky ite-
raci funkci, ktera je jiz vysoce nad ramec prace, o ¢emz se ¢tenaf miize presvédcit
v poznamce za timto prikladem nasledujici.

Béhem svého Ph.D. studia jsem se naucil postupy pii feseni funkcionalnich
rovnic, se kterymi se z diivodu absence této problematiky ve vysokoskolskych os-
novach casto ani studenti odborné matematiky nesetkavaji. Vérim, ze praci oceni
napriklad studenti pripravujici se na nékterou z matematickych soutézi, nebo uci-
telé pracujici s nadanymi zaky. Taktéz si dokazu predstavit, Zze prace miize slouzit
jako zékladni studijni material pro budouci fakultni kurz urceny (nejen) budoucim
stfedoskolskym ucitelim matematiky.
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