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Uvod

Moje doktorské studium ve specializaci Obecné otdzky matematiky mélo vyzkumné
zameéteni pod nazvem Kruznice v elementarni geometrii. Postupem doby jsem spolecné
se Skolitelem dospéla k nazoru, ze zavérecnou praci nebude mozné pojmout jako ency-
klopedicky prehled vsech vyznamnych poznatku o kruznicich a jejich uplatnéni v geo-
metrické teorii i praxi. Duvodem byla skutecnost, ze podrobné zpracovani do mnoha
odvétvi rozvinuté problematiky kruznic by vedlo k dilu o netnosném rozsahu. Bylo
proto nutné peclivé uvazit uzsi vymezeni tématu zavérecné prace. Jeho volbu v nasle-
dujicich odstavcich predstavim, vysvétlim, v ¢em bude spoé¢ivat puvodnost zpracovani
a tim vlastné i naznac¢im mozny piinos vysledného dila.

Cela predlozena prace je monotematicky vénovana jednomu vysledku o péti vyz-
namnych kruznicich, které spojujeme s obecnym trojihelnikem v eukleidovské rovineé.
Konkrétné tyto kruznice uvedu a dotyény vysledek popisi v kapitole 1. Nyni jen na-
znac¢im jeho obsah: jedna z onéch péti kruznic se dotyka vSech ctyi ostatnich. Tento
vskutku prekvapivy (tj. prostou intuici nijak nepodlozeny) poznatek jako prvni odhalil
némecky matematik Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834). Publikoval ho v roce 1822
i s pocetné velmi naroénym dukazem jako soucast svého vykladu geometrie trojihelnika
v nevelké knize [Feu|. Véhlas, ktery tento vysledek brzy ziskal, je v plném souladu s jeho
hodnocenim z uzndvané monografie Advanced Fuclidean Geometry od Rogera A. John-
sona [Joh, str. 200]: ,, This is perhaps the most famous of all theorems of the triangle,
aside from those known in ancient times.“

Neni divu, ze Feuerbachuv vysledek upoutdaval pozornost naslednych generaci ge-
ometrit. Jejich zéstupci za bezmala 200 let! piigli s desitkami vlastnich dikazt, pu-
blikovanych vétsinou ne jako plnohodnotné matematické ¢lanky, nybrz jako strucnd
oznameni (bez jakychkoli odkazu na piispévky jinych autoru) v rubrikach zprav ¢asopisu
jako The FEducational Times nebo The Mathematical Gazette. Dotycni autoii byli pa-
trné fascinovani kontrastem mezi jednoduchosti vlastni formulace vysledku a rozsitenym
povédomim o obtiznosti puvodniho Feuerbachova dukazu. Spatfovali v tom vyzvu
k hledani odlisnych a hlavné jednodussich dukazu, které by lépe osvétlily podstatu
zkoumaného vysledku. K tomu ovsem skepticky doplnim opét citat z [Joh, str. 200]: ,,Of
the numerous proofs which have been contributed to the history of the theorem, none is

IPtispévky s elementdrnimi dikazy Feuerbachovy véty, které jsem pii pifpravé zdvéreéné préice
nashromazdila, posoudila a podle uvazeni vhodné zpracovala, pochazeji z obdobi let 1822 az 2010.



Uvod

really simple.* To jisté ptispélo k tomu, ze Feuerbachova véta nebyva ve stiedoskolskych
ucebnicich ani zminovana a ze v ¢eské knizni piirucce Geometrie trojuhelnika z roku
1988 je Feuerbachova véta uvedena bez dikazu ([S-V, str. 78]).?

Uvedu nyni dva hlavni cile, které jsem vybérem Feuerbachovy véty za namét di-
zertaéni prace sledovala.

1. V jedné kapitole podat podrobny, a pritom prehledné sestaveny, ¢tivy a komentdri
doplnény vijklad puvodniho Feuerbachova dikazu.

2. Ostatni nashromdzdéné elementdarni dukazy posoudit a roztridit podle pouZitych
postupu. Poté podat obdobné koncipované vyklady vybraniych dikazu v dalsich,
metodicky zamérenyjch kapitoldch.

K uvedenym cilim doplnim kratké komentare. Bude z nich jasné, ¢im by vyslednd
prace mohla byt prinosna.

Ad 1. Ze vsech kniznich, casopiseckych nebo internetovych zdroju, které jsem méla
k dispozici a které zminuji puvodni Feuerbachuv dukaz, je jeho postup nejkonkrétnéji
naznacen v monografii [Joh, str. 204-205]. Ani tam vSak neni nijak upfesnéna technika,
jakou Feuerbach potfebné metrické vztahy odvozuje.®> Bylo proto nutné, abych Feuer-
bachovy kroky v némeckém origindlu [Feu| peclivé analyzovala, zejména tedy ovéfila
vysledky k diléim ciliim vedoucich, avSak nerozepsanych algebraickych tprav.? Postup
vedeni dukazu v doty¢énych paragrafech prace [Feu] je navic komplikovan odkazy na
nékteré vzorce odvozené v predchozich paragrafech. Podrobnéji se o tom vSem zminim
v uvodni ¢éasti kapitoly 2, kterd je vysledkem mého usili prvni cil co nejlépe naplnit.

Ad 2. Ty elementarni dukazy Feuerbachovy véty, které jsem nastudovala a které
jsem byla schopna metodicky klasifikovat, jsem zafadila do textu kapitol 3 az 13,
nazvanych podle uzitych metod & prostiedkit dokazovani.® Zpracovat tyto dikazy
pozadovanym zpusobem bylo ¢asto narocné, zejména pokud jejich zdroje byly pub-
likovany formou nékolikaradkového textu v ¢asopiseckych rubrikach zprav, doplnéného
obrédzkem (zpravidla pro jednu z vice moznych konfiguraci). Snazila jsem se ve svych
vykladech podobné netplnosti i dalsi nedostatky téchto zdroju odstranit. Velkou po-
zornost jsem vénovala i pripravé ¢etnych obrazku.

2Prakticky jedinym snadno dostupnym a ¢esky psanym pojedndnim o Feuerbachové vété i s jejim
dikazem je muj ¢lanek [Lor] z roku 2014. Existuje také (ovSem neelementdrné zameéfeny) c¢ldnek
profesora Jana Sobotky K dvéma dikazim véty Feuerbachovy, Rozpravy Ceské akademie véd a umeéni.
Trida II, Mathematicko-ptirod. 31(1922), ¢. 2, str. 1-12.

3Citujme Johnsona ze str. 204 radéji bez piekladu: ,, . . . is based on the following steps, each of
which he establishes by main strength.

4V kapitole 2 konkrétné uvedu, u kterych kontrol mi pomohla poéitacovs algebra.

5Posledn{ vykladova kapitola 14 je vénovana dikaztim téch pomocnych tvrzeni, na kterd se od-
volavaji postupy z vice predchozich kapitol.



Uvod

Po strance logické propojenosti vykladu jsou vsechny kapitoly 2 az 13 navzajem
nezavislé. Jakmile se tudiz ctenai seznami s problematikou Feuerbachovy véty podle
kapitoly 1, muze jeji dikazy z dalsich kapitol vybirat ke ¢teni v libovolném potadi. Z to-
hoto duvodu v nékterych kapitolach opakujeme stejnou vstupni ivahu o tom, za jakych
podminek staci dotyky jakych kruznic k dukazu Feuerbachovy véty oveérit.

Zavérem chci zduraznit, ze jsem se snazila sepisovat postupy vsech dukazu do-
statecné podrobné tak, aby byly srozumitelné kazdému ctenaii dobie znalému stiedo-
skolské (ptesnéji gymnazidlni) planimetrie. Text prdce by tak mohl pfinést uzitek
stfedoskolskym ucitelum matematiky a jejich talentovanym studentum.



Kapitola 1

O ¢em je Feuerbachova véta

Jak jsme slibili v Uvodu, v prvni vykladové kapitole pojedndme o péti kruznicich,
které jsou vyznamné spojeny s obecnym rovinnym trojihelnikem, a o pozoruhodném
vysledku pro tyto kruznice, jenz nese jméno jeho objevitele K. W. Feuerbachal.

Ctyti z onéch péti kruznici jsou vSeobecné znamé a pripomeneme si je nasledujicim
obrazkem.

1Struénou biografii tohoto némeckého matematika uvedeme v kapitole 15.
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Kapitola 1: O ¢em je Feuerbachova vétla

Jedna z vyobrazenych kruznic je kruznice danému trojihelniku vepsand, dalsi tii kruz-
nice jsou pripsané jeho strandm. Budeme je pro dany trojihelnik ABC znagcit i = (I, 71),
eo = (Ea,7a), €6 = (Ey,1p), €. = (E.,r.) jako na obrazku. Jsou to ziejmé jediné Ctyfii
kruznice, které se dotykaji vsech tii primek AB, AC, BC'. Na obrazku je rovnéz na-
znacena konstrukce stiedu I, E,, Ep, E, téchto kruznic uzitim os vnitinich a vnéjsich
uhlu trojuhelniku ABC'. Oznaceni r, rq, 14, 7. jsme piipsali jen k tém z polomeéru, které
sméfuji od stfedu kruznic k bodtim jejich dotyku s piimkou AB.

Na patou kruznici z Feuerbachovy véty nahlizeli geometii prvni poloviny 19. sto-
leti z ruznych pohledu. Objevovali (a bez vzdjemné informovanosti i znovuobjevovali)
jeji dilci vlastnosti, ¢asto jako vedlejsi produkty pii feseni problému, na kterych pra-
covali. V dusledku toho ziskavala i doty¢na kruznice ruzna pojmenovani. Ze dvou
ceskych dosud uzivanych nazvu Feuerbachova kruznice a kruznice deviti bodu dame
prednost tomu druhému. Tento (v anglické literature ustéleny) nazev vyjadiuje fakt,
ze na dotycéné kruznici, kterou budeme dale znacit jako kruznici n se stredem N, lezi
devét vyznamnych bodu obecného trojiuhelniku ABC'. Jsou to stredy Ay, By, C jeho
stran, paty Ay, By, Cy jeho vysek a koneéné body As, By, Cs, které jsou stiedy spojnic?
vrcholu A, B, C' s ortocentrem H trojihelniku ABC' a které se nazyvaji Eulerovy body.
Ilustrace s vyobrazenim vsech téchto bodu jsme poiidili zvl4st pro piipady ostrotihlého
a tupoihlého trojuhelniku ABC.

B

Tvrzeni, ze devét vyjmenovanych bodu lezi na jedné kruznici n, uvedeme v nas-
ledujici podobeé.

2Vsude, kde je to zapotiebi, piseme o spojnicich a ne o tsec¢kdch, abychom do naseho vykladu
zahrnuli i ,usecky"“ zdegenerované do jednoho bodu.



Kapitola 1: O ¢em je Feuerbachova vétla

Veéta 1. Na kruznici n, kterd prochdzi stredy Ay, By, Cy stran daného trojihelni-
ku ABC, lezi rovnéz jak paty Ag, Bo, Co jeho vysek, tak stredy As, By, Cy spojnic jeho
ortocentra H s vrcholy A, B, C.

Dukaz Véty 1 je v ceské literatuie s malymi obménami uveden v [Hor, str. 78-80],
[B-Z, str. 81-82] a [S-V, str. 46-47]. My ovsem nyni dame prednost komentovanému
vykladu jednotlivych vlastnosti kruznice n, jak je matematikové v prubéhu let postupné
objevovali, az po Feuerbachovu vétu. Tento i dale pokracujici vyvoj je podrobné popsan
na prvnich 10 stranach ¢lanku History of the nine-point circle z roku 1892 od autora
J. S. Mackaye. Z tohoto zdroje [Mac] jsme prevzali historické tidaje pro dalsi odstavce
této kapitoly.?

Slibeny vyklad o kruznici n zahdjime konstatovanim, ze nékteré z deviti jejich
bodu A;, B;, C; mohou splyvat.* Vzdy jsou viak ziejmé nekolinedrni stiedy A, By, C;
stran vychoziho trojihelniku ABC'. Nejen proto je vyhodné kruznici n zavést ve shodé
s Vétou 1 jako kruznici opsanou prickovému trojihelniku A;B1C:. To se v prvni polo-
viné 19. stoleti také projevilo tim, ze ruzni autofi davali kruznici deviti bodt nézvy jako
the medioscribed circle, the circum-madcircle, the mid circle nebo il circolo medioscritto.

Historicky prvni vysledek o kruznici deviti bodu patii matematickému velikanu
L. Eulerovi. Ten jiz v roce 1765 objevil a algebraickym vypoctem dokazal vlastnost,
diky které se tato kruznice diive také nazyvala the siz-point circle a kterou v naSem
pojeti a nasich oznac¢enich muzeme zapsat nasledovneé.

VLASTNOST 1: Na kruznici n, kterd prochdzi stredy Ay, By, Cy stran daného troj-
uhelniku ABC, lezi rovnéz paty Ao, By, Cy jeho vysek.

Oveéreni provedeme jednoduchym syntetickym postupem, ktery je dnes bézné pre-
zentovan a ktery objevil v roce 1842 francouzsky matematik Olry Terquem. Jisté staci
ukazat, ze na kruznici n lezi naptiklad pata By, a to v pripadé, kdy By # Bj.

Jelikoz AC1 A By je rovnobéznik a By je bod Thaletovy kruznice nad prumérem AB,
plati |B1A;| = |AC,| = | BoC}]. Shodné usecky B A; a ByCy jsou ovSem bud rameny,
nebo thlopfickami lichobézniku se zdkladnami A;C; a By By (viz dalsi dvojici obrazku).
V obou pripadech lze tomuto lichobézniku jisté opsat kruznici, tudiz bod By skutecné
lezi na kruznici n opsané trojuhelniku A, B;CY.

3Zbylych 30 stran ¢lanku [Mac] je vénovano nastinu deseti diitkazit Véty 1 (do roku 1878) a deseti
dukazu Véty 2 (do roku 1883), kterou uvedeme v této kapitole pozdéji a kterou je pravé Feuerbachova
véta. Jeji historicky prvni (Feuerbachuv) dukaz vsak Mackay pouze komentuje na t¥ech fédcich ([Mac,
str. 21]).

47 tohoto divodu je pro ditkaz v knize [S-V] rozliseno a popsdno pét riznych tvart vychoziho
trojihelniku ABC.



Kapitola 1: O ¢em je Feuerbachova vétla

~ C; B

Druhou potfebnou vlastnost kruznice n poprvé explicitné oznamili francouzsti ma-
tematici Charles Brianchon a Jean-Victor Poncelet jako jeden z dil¢ich vysledku jejich
spoleéného ¢lanku z roku 1821.° Poncelet proto uzival pro kruznici n ptihodny nézev
le circle des meuf points. Zatimco v soucasné anglictiné tomu odpovida obecné vzity
nazev the nine-point circle, ve francouzstiné je pro kruznici n preferovan nazev le cercle
d’Euler. Vratme se vSak k samotnému tvrzeni Brianchona a Ponceleta, které zapieme
nasledovné.

VLASTNOST 2: Na kruznici n, kterd prochdzi stredy Ay, By, Cy stran daného troj-

uhelniku ABC, lezi rovnéz stiedy As, By, Cy spojnic jeho ortocentra H s vrcholy A,
B, C.

Také ovéreni druhé vlastnosti provedeme osvédéenym postupem podle O. Terquema.
Jisté staci ukazat, ze na kruznici n lezi napiiklad Euleruv bod Bs,, a to v piipadech,
kdy plati By # A; (neboli H # C) a zéroven By # Cy (neboli H # A).

Useéky By Ay a Bo(C' jsou stiedni pricky po radé trojuhelniku BHC a BH A, tudiz
plati BoA; || HC a ByCy || HA, jak je vyznaceno na dalsi dvojici obrdzku. Navic viak
ziejmé HC 1 A1By a HA 1| B,(CY4, takze plati BoA; 1 A1By a BoCy L C1B;. Proto
oba body A;, C lezi na Thaletové kruznici nad prumérem B;Bs. Tou je tedy nutné
kruznice n opsana trojuhelniku A; B1C4, na které tak bod By skutecné lezi. Navic jsme
ukdzali, Ze tsecka B; B, je prumér kruZnice n.%

®Tuto informaci jsme pievzali z knih [Joh, str. 196] a [Alt, str. 299]. Podle ¢ldnku [Mac] je ale
vysledek ozndmeny v roce 1821 bezprostiednim dusledkem jednoho tvrzeni kratkého piispévku Ben-
jamina Bevana v Mathematical Repository, vy§lého jiz v roce 1804.

6Plat{ to zfejmé i v pifpadech, kdy By = A; nebo By = C1, které jsme z nasi ivahy vylougili.



Kapitola 1: O ¢em je Feuerbachova vétla

Oveérené dveé vlastnosti v souhrnu uz dokazuji vyse uvedenou Vétu 1. Doplime ji
jesté poznatky o poloze stredu N kruznice n a velikosti jejiho poloméru, které bu-
deme v dalsich kapitolach ¢asto vyuzivat. Odvodime je uzitim vhodné stejnolehlosti
v nasledujicim odstavci. Do nasich tdvah ptitom poprvé zapojime kruznici opsanou
danému trojihelniku ABC. Budeme ji znacit jako kruznici o se stifedem O a po-
lomérem R, takze budeme psat o = (O, R).

Stejnolehlost, kterou vyuzijeme, bude mit stted v ortocentru H daného trojihel-
niku ABC' a koeficient rovny 1/2. V této stejnolehlosti (H, 3) podle konstrukce Eu-
lerovych bodu plati A — Ay, B — By a C' — (5, tudiz obrazem trojtihelniku ABC
s opsanou kruznici o je trojuhelnik A; ByCs. Jemu opsanou kruznici je podle Véty 1
ovsem kruznice n. Bod H je proto stfedem vnéjsi stejnolehlosti kruznic o, n a diky
jejimu koeficientu 1/2 je kruznice deviti bodu uréena nésledovneé:

n = (N, %R), kde N je stred spojnice OH.

K tomu jesté dodejme, ze bod N je také stredem tisecek A; Ay, B1 By a C1Cy — tii diive
zjisténych priaméra kruznice n.”

Nas vyklad o samotné kruznici deviti bodu uzavieme uvedenim dusledku Véty 1
pro kruznici opsanou vychozimu trojihelniku. Kromeé toho, ze tento vysledek je zajimavy
sam o sobé, uplatnime ho také pti nékterych dukazech Feuerbachovy véty v nasledujicich

77 analogické tivahy o dvojici trojihelniktit ABC a A;B;C; plyne, 7e stiedem vnitini stejnolehlosti
kruznic o, n je tézisté G trojuhelniku ABC. Dopliime jesté, ze piimka, na které lezi po fadé body H, N,
G, O (pticemz |[HN| : [NG| : |GO| =3 :1:2), se nazyva Eulerova prémka daného trojihelniku ABC.
(Tato pifmka ovSem nen{ definovéna pro rovnostranny trojihelnik ABC, ve kterém H = N = G = O.)



Kapitola 1: O ¢em je Feuerbachova vétla

kapitolach. K jeho zduvodnéni vyuzijeme pii zavedeném oznaceni stejnolehlost se stie-
dem v ortocentru H a koeficientem rovnym 2, ktera podle nasich predchozich tvah
zobrazi kruznici n na kruznici o. Na nf proto lezi napiiklad obrazy Aj, A} bodu Ay, A;
kruznice n.® ProtoZe Ay je pata vysky z vrcholu A a A; je stied strany BC, je ziejmé,
ze bod Aj, je soumérné sdruzeny s bodem H podle piimky AB a ze bod A) je soumérné
sdruzeny s bodem H podle stfedu strany BC. Tato zjisténi uz podle Véty 1 vedou
k vysledku, ktery pojednava o Sesti vyznacnych bodech kruznice opsané.

DUSLEDEK: Na kruzZnici opsané danému trojihelniku leZi obrazy jeho ortocentra
ve trech soumérnostech podle stredu stran tohoto trojuhelniku a také obrazy ortocentra
ve trech soumérnostech podle primek, na kterych tyto strany leZi.

Po podrobném (a pro vyklad v dalsich kapitolach potiebném) vykladu o kruznici
deviti bodu prejdeme k vlastni Feuerbachové vété. Jeji znéni doplnime opét dvéma
ilustracemi pro pripady ostroihlého a tupoihlého trojuhelniku ABC s dohodnutym
znacenim pétice zastoupenych kruznic.

Veéta 2. Kruznice deviti bodu daného trojuhelniku md vnitini dotyk s kruznici jemu
vepsanou (neni-li trojihelnik rovnostranny, kdy tyto dvé kruznice splyvaji) a rovnéz md
vnéjsi dotyky s trema kruznicemi pripsanymai strandm tohoto trojuhelniku.

e/ =

Jak jsme se zminili jiz v Uvodu, tvrzeni z Véty 2 objevil a dikazem opatfil (tehdy
22lety) K. W. Feuerbach ve své knize [Feu] z roku 1822. Formulaci, v jaké tento vysledek
Feuerbach ve svém uceleném vykladu vlastnosti rovinného trojihelniku prezentoval,

8Euleriiv bod A, jsme do nasf tivahy nezapojili, nebot jeho obraz A splyva s vrcholem A.



Kapitola 1: O ¢em je Feuerbachova vétla

okomentujeme v tvodni ¢asti kapitoly 2 vénované rozboru Feuerbachova dukazu; foto-
kopii této puvodni formulace pak uvedeme v kapitole 15.°

Jelikoz vytisky knihy [Feu] byly az do jejtho znovuvydéani v roce 1908 jen stézi do-
stupné, k sirsimu povédomi o tvrzeni z Véty 2 nepochybné prispél Svycarsky geometr
Jakob Steiner. Ve svém c¢lanku z roku 1828 totiz nejen dokazal zdkladni vlastnosti
kruznice deviti bodt, ale doplnil je zadvérem o tvrzeni z Véty 2 bez jeho dikazu.'®
K historii Feuerbachovy véty jesté dodejme, ze podle [Mac]| jeji v poradi druhy (rovnéz
algebraicko-vypoctovy) dukaz podal O. Terquem v roce 1842, zatimco prvni dukaz
prostiedky syntetické geometrie publikoval teprve v roce 1850 J. Mention ([Men]).
Naroény Mentionuv postup v na$i préci prezentovat nebudeme. Jeho hlavni myslenku
proto nyni vyjadiime aspon jednou vétou: Pro novou kruznici uréenou podminkami,
ze m4 vnitini dotyk s kruznici ¢, vnéjsi dotyk s kruznici e. a prochézi pritom stiedem
strany AB, Mention v piipadé |AC| # |BC| odvodil nékolik vlastnosti, které dohro-
mady uz zarucuji totoznost této kruznice s kruznici n.

Feuerbachova véta nesporné prispéla k dalsimu rozvoji geometrickych metod. Nové
sméry vyzkumu pfinesly ruzna jeji zobecnéni, o kterych se lze docist naptiklad v mo-
nografii [Joh]. Tyto vysledky vsak prekracuji vymezeny ramec nasi prace.

Poznamenejme jesté, ze znaceni téch vyznacnych prvki obecného trojihelniku ABC,
ktera jsme v textu kapitoly 1 zavedli, budeme pouzivat i v dalsich kapitolach. Pro lepsi
orientaci ¢tenare je uvedeme prehledné v Seznamu uzitych znaceni, zafazeném ve formeé
prilohy na strané 117.

9K. W. Feuerbach za svého kratkého Zivota nemohl seznat, Ze pravé timto (jedinym) tvrzenim
se vyznamneé zapiSe do historie matematiky 19. stoleti.

10Jak Steiner pozdéji pfiznava v jednom ¢lanku z roku 1833, v roce 1828 o existenci Feuerbachovy
prace z roku 1822 jesté nevédel.
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Kapitola 2

Puvodni Feuerbachuv dukaz

V této kapitole se budeme vénovat historicky prvnimu dukazu Feuerbachovy véty,
ktery byl uvefejnén roku 1822 v knize [Feu]'. V tomto svém pojedndni Feuerbach vybu-
doval od zdkladi pomérné rozsahlou teorii rovinného trojihelniku a s nim spojenych
vyznamnych bodt, primek a kruznic. Tento Feuerbachuv vice nez 60strankovy text
je vnitiné provazan cetnymi odkazy na diive uvedené vysledky. Bylo proto pomeérné
nesnadné odtud co nejvérnéji ,vyextrahovat® dikaz jediného vysledku urcéeného pro
tuto kapitolu, aby pritom vytvoreny text neptesahl rozumnou délku. Dosahli jsme
toho tak, ze jsme do naSeho vykladu nezatradili Feuerbachovy dukazy téch potiebnych
vzorcu, které jsou bézné znamy ze skolnich ucebnic a které proto budeme vyuzivat bez
dukazu. Seznam téchto vzorci uvedeme jesté pred vlastnim vykladem Feuerbachova
postupu. Nejprve vsak popiseme jeho obecné rysy a nastinime strukturu celého po-
stupu, ktery pro prehlednost rozdélime do ¢tyt etap.

Tvrzeni o dotyku kruznice deviti bodu obecného trojuhelniku s kruznici jemu ve-
psanou a s tfemi kruznicemi pripsanymi jeho stranam ziskal Feuerbach diky pocetnimu
odvozeni vzorcu pro kvadraty vzdalenosti mezi nékolika vyznamnymi body dotyéného
trojuhelniku. I kdyz je tento postup zalozen na jednoduché myslence, ze kazda takova
vzdélenost v trojihelniku ABC' je nékterou funkei f(a, b, ¢) délek jeho stran a = |BC/|,
b= |AC| a c = |AB|, pro nékteré potiebné vzdalenosti bylo nalezeni slozitych a ptitom
pro dalsi postup pouzitelnych predpisu f(a, b, ¢) velmi ndrotnym tikolem. Pti jeho Feseni
jak uvidime projevil Feuerbach obdivuhodnou zdatnost v provadéni algebraickych
uprav, navic spojenou s tvurci predvidavosti, jak by kone¢né piedpisy mély vypadat,
aby vedly k potiebnym zavértim.?

K prvni vété predchoziho odstavce je ovsem nutno dodat, ze Feuerbach jesté ne-
mohl znat a natoz uzivat termin kruznice deviti bodu. Proto v paragrafech 49-57 jeho

1f]plny nazev této knihy uvedeme a jeji vyznam pro Feuerbachovu profesni kariéru zminime v ka-
pitole 15. Zaradime do ni rovnéz sken Feuerbachovy puvodni formulace tvrzeni, které dnes nazyvame
Feuerbachovou vétou.

2Skenem jednoho pifkladu takovych tprav z originalu [Feu] doplnime 3. etapu naseho vykladu
Feuerbachova dukazu.
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

knihy [Feu], ve kterych je odvozovan dotyk vepsané a tii pfipsanych kruznic s pdtou
kruznici (deviti bodu), je tato pata kruznice obecného trojihelniku ABC' urcena jen
jako kruznice opsand jeho tzv. ortickému trojuhelniku AyByCy, jehoz vrcholy (paty
vysek trojuhelniku ABC') jsou podle kapitoly 1 tii z deviti bodu, které pozdéji daly
paté kruznici n jeji ndzev.®> Pro tuto kruznici Feuerbach jiz v paragrafu 26 vypoctové
odvozuje, ze jeji polomér je roven %R; dalsim vypoctem pak v paragrafu 53 dokazuje,
ze stted N této kruznice je stfedem spojnice OH. Oba tyto vysledky déle vyuzijeme
bez uvedeni Feuerbachovych vypoctovych dikazu, nebot v kapitole 1 jsme je dokdzali
jednoduchym syntetickym postupem.

Popisme nyni hlavni myslenky vlastniho Feuerbachova dukazu konkrétnéji, nezli
jsme naznacili uvodni vétou druhého odstavce. Cilem postupu je odvozeni vzorci pro
vzddlenosti stredi uvazovanych kruznic

NI =3R=7r, NEo|=§R+re |NE|=3R+n, |NE|=3R+r.

které prokazuji jejich vnitini, resp. vnéjsi dotyk. Jisté bude stacit, kdyz v nasem
vykladu dokdzeme jen rovnosti pro |NI| a |[NE.|. Protoze N je stted OH, tsecky
NI a NE. jsou téznicemi trojihelniku OHI, resp. OHE,, takze jejich délky v zavéru
dukazu snadno uréime z kvadratu délek stran téchto trojihelniki. To bude néplni
4. etapy naSeho vykladu, zatimco v prvnich tfech etapach se budeme vénovat po radé
vypoctum kvadratu |OI)?, |OH|? a |HI|* pro prvni trojihelnik OHI. K uréeni zbylych
kvadratu |OE.|? a |HE.|? pro druhy trojihelnik OHE, vyuzijeme elegantni Feuer-
bachuv obrat, ktery jeho ¢isté algebraickd metoda (zalozend na vypoctu kvadratu
vzdalenosti podle Pythagorovy véty) umoziuje: vzorec pro |OFE.|? uréime obménou
vzorce pro |OI]? v zavéru 1. etapy, podobné ziskdme |HE,|? z |HI|* v zavéru 3. etapy.
Tyto Feuerbachem uskute¢néné obmény jsou obecné zalozeny na zdméné jedné z délek
stran a, b, ¢ pifslusnou opacnou hodnotou —a, —b, —c, jak ted upiesnime.

Poté, co Feuerbach odvodi vztah tvaru
OI” = Q(a, b, ¢, S),

kde Q(a,b,c,S) je raciondlni funkce délek stran a, b, ¢ a obsahu S trojihelniku ABC
(daného Heronovym vzorcem), autor bez dikazu konstatuje, ze v dusledku tohoto
vysledku plati rovnéz vztahy

]OEa|2 =Q(—a,b,c,S), ]OE;,]Q = Q(a,—b,c,S), |OEC\2 = Q(a,b, —c, S).

Spravnost takového vztahu pro |OE,.|? vysvétlime v zdvéru 1. etapy naseho dalstho
vykladu. Uz nyni vSak upozornéme, ze popsané Feuerbachovy obmény jsou predevsim
umoznény dobfe patrnymi vlastnostmi nékterych vzorcu z naseho prehledu v dalsim
odstavci, a to konkrétneé:

3Piipomenme, Ze v této i dalsich kapitoldch vyuzivdme znaéeni prvkd trojihelniku ABC, kterd
jsme zavedli v kapitole 1 a ktera jsou rovnéz vysvétlena v zavéreéné piiloze Seznam uzitych znaceni.
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

e Heronuv vzorec pro obsah S je vuci zméndm jednotlivych znamének a, b, ¢ inva-
riantni.

e 7Zménou jednoho ze znamének a, b, ¢ prejde vzorec pro polomér r po fadé ve vzorce
pro polomeéry rq, 7y, 7.

Obdobnym zpuisobem Feuerbach ziskdvéa po odvozeni vyrazu typu Q(a, b, ¢, S) pro |HI|?
vyrazy pro |HE,|?, |HE,|* a |HE,|?.

Jak jsme slibili, uvedeme nyni bez dukazu ptehled nékolika dobfe znamych met-
rickych vztahtu pro obecny trojuhelnik ABC, které Feuerbach pii svém postupu vyuzival
(z trojic analogickych vzorcu uvadime vzdy jen jeden):

S = %\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c) (Heronuv vzorec)

a abe
R — = —
2sina 4S5
25 25
T = — Tq =
a+b+c’ —a+b+c
B2 12— g2 .
cosaQ = (kosinova véta)
c
1
|AA| = —V20?+2c2 —a? (vzorec pro téznici)

2

Diukazy uvedenych vztahu pro obecny trojihelnik ABC nechybi takika v zadné
stfedoskolské ucebnici planimetrie. Feuerbach vSak pii svém postupu vyuzil také jeden
neobvykly vzorec, a to pro polomér kruznice vepsané ortickému trojuhelniku Ay ByCh,
o kterém jsme se zminili uz diive. Protoze jsme tento vzorec nenasli v jinych do-
stupnych zdrojich, uvedeme ho i s dukazem uz nyni. Odvozeni tohoto vzorce bylo
Feuerbachem zahrnuto do 3. etapy postupu, kterou tudiz v nasem podani zkratime tim,
ze se odvolame na nésledujici Lemma, jehoz ¢ast vyuzijeme i ve 2. etapé. Véiime, ze
takové vyclenéni jednoho dilé¢tho poznatku prispéje rovnéz k vétsi prehlednosti celého
dalsitho vykladu. Z rozsahovych duvodu jsme se nakonec rozhodli, Ze nejen v Lem-

matu, ale i v nasledném dukazu Feuerbachovy véty se omezime na pripad ostrotihlého
trojihelniku ABC.

Lemma. Ortocentrum H kazZdého ostrotihlého trojiuhelniku ABC' je stredem kruznice
vepsané jeho ortickému trojuhelniku AgBoCy. Pro polomér p této kruznice plati vzorec
(—a® + 0?4+ ) (a® = 0* + 2)(a® + V* — &2)

16abcS

p:

DUKAZ: Obvyklym zptsobem oznacime ag, by, ¢o délky stran trojtihelniku AqByCy
a Sy jeho obsah. Na obrazku trojihelniku ABC' s vykreslenymi vyskami AAy, BB,
CCy a jejich prusecitkem H jsou rovnéz popsany jako «, [3, v vnitini ihly u vrcholu A,
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

B, C. Vysvétlime, pro¢ dvojice uhlu velikosti «, 5, v se vyskytuji i u vrcholu Ag, By,
Ch, jak je na obrazku vyznaceno.

Jisté sta¢i zduvodnit, pro¢ naptiklad dhly ByACy a ByAyC' jsou shodné, neboli proc¢
soucet uhlu BgAB a BAgB, je 180°. Posledni fakt je vsak zndmym dusledkem toho,
7e ctyiihelnik ABAgBy je tétivovy (nebot podle Thaletovy véty body Ag, By lez
na kruznici s prumérem AB). Tim jsou shodnosti na obrazku shodné popsanych thlu
dokazany. Plyne z nich, ze polopiimky AgA, ByB, CoC' jsou osami vnitinich uhla
trojuhelniku AgByCy, takze jejich prusecik H je skutecné stfedem kruznice vepsané
tomuto trojuhelniku, jak jsme méli dokazat.

Vsimnéme si nyni, ze trojihelniky ABC a AqByC jsou podobné. Proto v dusledku
rovnosti |ByC| = |BC|cos~y plati rovnéz |AgBy| = |AB|cosy neboli ¢y = ¢ - cos~.
Analogicky ag = a - cosa a by = b - cos . Dosadime-li do téchto rovnosti za cos «,
cos 3, cosy jejich hodnoty z rovnosti danych kosinovou vétou pro trojihelnik ABC),
dostaneme vzorce

a(—a® 4+ b* + ) b b(a? — b* + ¢2) c(a? + b* — ?)

@0 = 2bc 0= 2ac = 2ab ’

Odtud pro obvod ag + by + ¢y trojuhelniku AgByCy dostavame

a?(—a® + b* + ) + b*(a* — b + ) + A(a®> + b* — )
G+ b0+ o = 2abc -

2(a?b? + a*c? + v*’c?) — (a* + b* + )
2abc
Citatel posledniho zlomku vsak mé rozklad*

(a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c),

4[jpravy vedouci k uvedenému rozkladu zde rozepisovat nebudeme. O spravnosti rozkladu se lze
presvédcit téz na pocitaci uzitim programu symbolické algebry.
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

jehoz hodnota je podle Heronova vzorce rovna 1652. Ziskdvame tak konecné vyjadieni

hledaného obvodu ve tvaru
852
ao + bo + Co = —.
abe

K vyjadfeni obsahu S; trojuhelniku AgByCy vyuzijeme toho, ze kruznice jemu
opsana je kruznici deviti bodu vychoziho trojihelniku ABC| jejiz polomér je jak vime
roven poloviné poloméru R kruznice jemu opsané. Proto podle vzorce z tivodu kapitoly
plati rovnosti

o abc R agboco
s Y 9T Tas,
Vylou¢ime-li z nich hodnotu R, dostaneme vztah
2a0b
Sy = @pY%Co s,
abc

odkud po dosazeni za aq, by, cg vychazi po upravé konecné vyjadieni

(—a® +b* + *)(a® — b* + *)(a® + b* — ?)
4a2b?c?

So = - S.

Mame tak vSe pTripraveno k zavérecnému vypoctu poloméru p:

1
ao + bo + ¢ ag + by + ¢
(—a®+ 0+ *)(a* = b* + A)(a® +b* — *)S  abe
B 2a2b%c? 852
(—a* + b+ *)(a* — b* + *)(a® + b* — &?)
B 16abcS '

To je vzorec, ktery jsme meli dokézat.

Nyni uz jsme pripraveni k vykladu vlastniho Feuerbachova postupu po etapach,
které jsme nastinili vyse. Jak jsme uvedli uz ve znéni Lemmatu, omezime se na piipad,
kdy zadany trojihelnik ABC' je ostroihly. Jisté staci dokdzat jen vzorce |[NI| = sR—r
a [NE,| = 1R+ r.. Prislusné dva dotyky kruznic jsou trividlni v pifpadé |[AC| = |BC]
z duvodu soumérnosti podle osy strany AB. Bez Gjmy na obecnosti proto déle po-
soudime pouze piipad |AC| > |BC|. Pomuze nam nasledujici obrazek, na kterém
kromé obvyklych prvku vyznaceny také body dotyku @ a Q' kruznic i = (I, r), resp.
e. = (F.,re) se stranou AB. Diky predpokladu |AC| > |BC| lezi body @', C4, @, Cy
pravé v tomto poradi na strané AB. Z duvodu velikosti je cely obrazek vykreslen az
na dalsi strance, na které nas vyklad jednotlivych etap dukazu zahajime.
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

B C
n
% R 4 0
7

b B = a

'o T

O ’ .
R \.7\/ - B
Ql 1 ¢ 'l' Q CO
l” 60
Te /

E.

1. etapa: Vypocet |OI|* a |OE,|?
Hledanou hodnotu |OI|* uréime z Pythagorovy véty pro trojihelnik, jehoz pravy
uhel proti preponé OI je vyznacen na obrazku:
011 = (JAQ| — [AC1])* + (11Q] — |OCA])*.
= %c a z Lemmatu 14.2 ziskavame vzorec
(2.1)

Pro stied Cy strany AB plati |ACY|
|AQ| = %(—a + b+ ¢). Tedy pro prvni rozdil ze vzorce pro |OI|* plati
|AQ| — |ACH| = 2(—a+b+c) — te=L(—a+0D).
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

Z druhého rozdilu [IQ| — |OC}| ma prvni vzdalenost vyjadieni

28
1Q=r=——71—.
QI =r a+b+c
Druhou vzdélenost |OC| uréime z pravoihlého trojihelniku AOC. Jeho tdhel AOC,
je polovinou stredového thlu AOB odpovidajictho obvodovému thlu 7, a proto méame
|<AOC,| = ~. Plati tedy

|OCy| = |AO| cos 7.

Po dosazen vztahu |[AO| = R = %% a uzitim kosinové véty (cosy = %) dostédvame
abe a*+b*—c*  cla®+0? - A
|0OC| = — - _d )
45 2ab 85
Dohromady tak plati
25 c(a* +b* — ?)
IQ| — |0Cy| = - :
HQI=106 = 051 89

Z Heronova vzorce mame 165% = (a + b+ c¢)(—a+b+¢)(a — b+ ¢)(a + b — ¢). Proto

lze ziskanou rovnost upravit do tvaru

(—a+b+c)la—b+c)a+b—c)—cla®+b* =)
85

1Q| - 0G| = S22

Dosadime-li nalezené vztahy (2.1) a (2.2) do tivodniho vzorce pro |OI|?, obdrzime:

01 = (JAQ| — [AC1])* + (HQ| = [0C)* =

. 2 (—a+b+c)a—b+c)a+b—c)—c(a®+b*—2)\°
:(5(—a+b)) —i—( Y )
(—a+0)?-165*+ ((—a+b+c)a—b+c)a+b—c)—cla® + b* — *))?

64,52 .

Po dosazeni difve uvedeného vzorce pro 1652 do ¢itatele posledniho zlomku néslednymi
algebraickymi tipravami zjistime, Ze tento ¢itatel je roven®

4a*b*c® — dabe(—a +b+c)(a—b+c)(a+b—c),
takze vzorec pro |OI|? ziskdva koneény algebraicky tvar

a?b*c? —abe(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
1652

Odtud vyuzitim vzorcu pro poloméry R a r z uvodniho prehledu dostavame potrebné
vyjadieni

o1 =

5Nevime, jakym postupem Feuerbach uvedené vyjadieni ziskal, my jsme jeho sprdvnost ovéfili
uzitim pocitacové (symbolické) algebry.
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

01 = R* — 2rR.

Tento vysledek je v geometrii trojihelniku nazyvan Fulerovou vétou. Dohodneme se, ze
v celém naSem textu budeme odvozenou rovnost pracovné nazyvat Eulerovym vzorcem.5

S ohledem na ziejmé nerovnosti |OI> > 0 a R > 0 plyne z odvozeného Eulerova
vzorce znama Fulerova nerovnost R — 2r > 0. Rovnost v ni nastava pouze pro rovno-
stranny trojihelnik, nebot jen v ném plati O = I.

Piejdéme nyni k uréeni druhé potiebné hodnoty |OF.|* na zékladé porovnani
pravych stran dvou analogickych rovnosti (druhou z nich lze opét vycist z obrazku)

01 = (JAQ| — [ACY])* + (HQ| - |0CA ),
OE.|* = (JACY| — [AQ')* + (|E.Q'| +|0C1)*.

Jak jsme diive slibili, objasnime nyni Feuerbachuv obrat: z konectného algebraického
vzorce pro |OI]? dostaneme po zdméné ¢ — —c analogicky vzorec pro |OE,|?.

Piedné podle Lemmatu 14.2 jsou body dotyku @ a @’ soumérné sdruzené podle
sttedu C, takze plati |AC,| — |AQ'| = |AQ| — |AC4|. Proto prvni s¢itanci na pravych
strandch obou rovnosti pro |OE,|* a |OI|? maji podle (2.1) stejnou hodnotou §(a—b)?,
kterad je pii zdméné ¢ — —c neménnd. Stejné tak je pii ni neménnd i hodnota S dana
Heronovym vzorcem, tudiz hodnota |[IQ| = r = 25/(a + b + ¢) se zméni na hodnotu
2S5/(a+b—c) = r. = |E.Q'|. Proto z predchoziho vypoctu rozdilu [IQ| — |OC}| pii
zameéné ¢ — —c dostavame

25 c(a* +b* — @)
Q| — - -
HQI=106 = 05 85 -
25 c(a® +b* — ¢?) ,
-+a+b_c+ g = |E.Q'| +|0C|.

Tim uz je spravnost Feuerbachova obratu zfejmé dokézana. Jeho provedenim tak
obdrzime:
OB = a?b’c? —ab(—c)(—a+b—c)la—b—c)la+b+c)
o 1652 B
_a*b’ +abc(a—b+c)(—a+b+c)(a+b+c)
B 1652
Odtud uzitim vzorcu pro R a r. z uvodniho piehledu dostavame

|OE.|*> = R* + 2r.R.

6Fuler tento vysledek publikoval v roce 1765. Stejny vzorec vsak zvefejnil William Chapple jiz
v roce 1746. Eulerovu préaci z roku 1765 Feuerbach v par. 49 své knihy cituje. K Eulerové vzorci
se jesté vratime v Pozndmce na konci textu této kapitoly.
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

2. etapa: Vypocet |OH |*

N4s vyklad této ¢asti Feuerbachova postupu bude kratky, nebot vétsinu autorovych
vypoctu jsme jiz uvedli v dikazu Lemmatu z ivodni ¢asti této kapitoly. Zbylé autorovy
vypocty nahradime uzitim Eulerova vzorce, ktery jsme podle Feuerbachova postupu od-
vodili v 1. etapé, takze to nyni nebudeme opakovat.

Jiz. dfive jsme zminili Feuerbachovo odvozeni poznatku, Ze kruznici opsanou or-
tickému trojithelniku AgByCy je kruznice (N, $R), zatimco kruznicf jemu vepsanou je
podle Lemmatu kruznice (H, p). Proto podle Eulerova vzorce aplikovaného na trojihel-
nik AyBoCy plati pro vzdélenost stiedu N a H obou kruznic vztah

2 2
INH|> = 1R? — pR.

Pro bod N jakozto stied spojnice OH vsak plati |OH| = 2|NH]|, a tak uz dostavame
potiebné vyjadieni

|OH|? = R* — 4pR.

3. etapa: Vypocet |HI|? a |HE,|?

Nyni uvazme pravouhly trojuhelnik, jehoz pravy uhel proti preponé HI je vy-
znacen na uvodnim obrazku pred 1. etapou. Podle Pythagorovy véty pro hodnotu
|HI? ziskdvame vyjadient:

[HI* = (JACo| — [AQ])?* + (IHCo| — [1Q))*.

Vzorec |AQ| = 3(—a + b+ ¢) jsme pouzili jiz v 1.etapé, vzdalenost |ACy| uréime
z pravouhlého trojuhelniku ACCy s prihlédnutim ke kosinové véte:

2 b2 2 2 b2 2
|ACy| = |AC|cosa = b - A O e e ol

2bc 2¢c
Pro rozdil |ACy| — |AQ)| tak plati
42 b2 2 1 . b b._
ACH —|AQ| = =20 L atbto) = (ca+blatb—c)
2c 2 2

Po umocnéni poslednfho zlomku a jeho pievodu na dale potiebny jmenovatel 64c2S5?
pri uziti Heronova vzorce dostaneme

2 _ (—a+b)2(a—|—b+c)(—a—|—b—l—c)(a—b+c)(a—|—b—c)?’.

(’ACO’ - |AQ|) 640252

(2.3)

K ur¢eni rozdilu |[HCy| — |IQ] nejprve vyjadiime vzdalenost |HCy| z pravoihlého
trojuhelniku ACyH, ve kterém |<AHCy| = 5:

cos f3

sin 3

|HCo| = [ACo| cotg B = |ACy|
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

Po dosazeni |ACy| = |AC|cosa a R = b/(2sin ) dostdvame

AC| cos bcos «
’HCHZLCOSﬁ: - cos 3 = 2R cos acos f3,
inf sin 3
P A . abc —a?4b2+c? a?—b2+c? I e
kam jesté dosadime R = ¥, cosa = =5+ a cos f = “— == Ziskdme tak
c 2ac

abc —a*+0*+c =0+ (—a?+ 0+ ) (a® -0+ )

48 2bc 2ac &cS

|HC| =2

Také druhou vzdélenost [I1Q| = r = 25/(a+ b+ ¢) zapiSeme zlomkem se jmenovatelem
8¢S, kdyz k tomu opét vyuzijeme Heronuv vzorec:

28 c-1652 c(—a+b+c)la—b+c)la+b—c)

1Q| = = =
7@l a+b+c 8cS(a+b+c) 8¢S

Dohromady tak obdrzime

2 (= + 0P+ A)(a® -0+ ) —c(—a+b+c)a—b+c)(a+b—c))?
B 64c25?

(1H Col=[1Q])
(2.4)
Sectenfm rovnosti (2.3) a (2.4) dostaneme hledany algebraicky vzorec pro |HI|?, ktery
lze upravit” na tvar
[HI” =
(—a+b+c)*(a—b+c)la+b—c)* — (—a*+ b+ ) (a® — b+ ) (a* + b — ?)
3252

Odtud uzitim vzorcu pro S, R a r z naseho ivodniho piehledu a vzorce pro p z Lemmatu
uz dostaneme potiebné vyjadieni

|HI|? = 2r* — 2pR.

Druhy potfebny vzorec pro |HE,|*> nyni ziskdme Feuerbachovym obratem, ktery
jsme jiz vyuzili i s vysvétlujicim komentafem v 1. etapé vykladu. Protoze takové
vysvétleni je analogické i pro vztah mezi vzorci |HI|* a |HE,|?, nebudeme ho zde vy-
pisovat a rovnou Feuerbachovu obménu zapiSeme: Nahradime-li v algebraickém vzorci
pro |HI|? hodnotu ¢ hodnotou —¢, ziskdme

|HE.|* =
_ (a+b—c)P(a—b—c)*(a+b+c)* — (—a® + >+ ) (a® =0+ ) (a® + b*—?)
B 3252 B
(a=b+ce)(—a+b+c)lat+b+c)? — (—a® + 0+ A)(a® =1 + AP)(a® + VP —c?)
B 3252 ‘

"Kontrolu vysledné hodnoty souéttt mnohoélenti z Eitatelit zlomki v (2.3) a (2.4) jsme provedli
na pocitaci.
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

Odtud uzitim vzorcu pro R, r., p dostaneme potiebné vyjadieni

|HE,|? = 2r? — 2pR.

Tento vztah je ve Feuerbachové knize vytistén s opa¢nym znaménkem -+, coz bylo zpu-
sobeno nejspise chybou sazece, ponévadz neni moc pravdépodobné, ze by Feuerbach
tuhle chybu ve své ptredloze pro knihu prehlédl.

Jak jsme tivodem kapitoly slibili, piikladdme k 3. etapé sken vypoctu hodnoty |H I|?
z puvodniho Feuerbachova originélu.

08 = (.u" AP)*-!- (OP.- SF)*. .
Nun ift aber AF =— (-a+b+c) umb AP = & 'Hl—i'-_, fo{gluh

AF-AP — (a-b4c) (a+1;c¢) -c(a-b- c)

i

fcrmr;‘ weil (5. 55.) OP = (-a +b’+;;)£§al-b3+c ) , unb 5. 2‘) SF; =—£T%F; '
foi ‘ N
& op . sp = Cab e (0 obie) cCatid oo bb)adboo)

_ e
. Gubftituirt man mun im EIqumdc fiir OS, fo wird man bmrdbcn endlig in
diefe Form bringen tonnen:-
8 = Catb 49 (bt atb-o)? - (- a2-pb-ov) (at b o) (a2 b2 -c-)
3 5-\\ &l
woraus fid burcb @mfﬁbrung ber .Rméljalbmrn'cr T, p, R ergiebt:
05 = ar?-3pR -

4. etapa: Dokonceni

Protoze vime, ze bod N je sttedem tusecky OH, je uisecka NI téznici trojuhelniku
OH 1, takze pro jeji délku dle vzorce z ivodniho prehledu plati

INI| = 1\/2|0112 +2|HI? — |OH|~.

Dosadime-li nalezené vztahy pro kvadraty pod odmocninou, jez jsou v textu predchozich
etap opatiené ramecky, obdrzime

INI| = 33/2(R? — 2rR) + 2(2r2 — 2pR) — (R2 — 4pR) =

=R 4rR+ 4 =1/(R—2r2=L|R—2r|= R,

kde v poslednim kroku jsme vyuzili Eulerovu nerovnost R > 2r, jejiz zduvodnéni jsme
pripojili k zdvéru 1. etapy. Dokdzany vztah |[NI| = 1R — r vyjadiuje vnitini dotyk
kruznice vepsané (I,7) s kruznici deviti bodu (N, 1 R).
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

Analogicky lze uvazit trojihelnik OH E, s téznici NE. a vyjadrit jeji délku:

INE| = 3v/2|0E? + 2| HE.]* — |OH]? =

— %\/2(R2 +2r.R) +2(2r2 — 2pR) — (R? — 4pR) = %, /(R + 2r,)2.
Protoze R + 2r, > 0, dostdvame vztah |[NE,| = 1R + r., jenz dokazuje vnéjsi dotyk
kruznic (E,,r.) a (N, 1R).

Poznamka. Protoze jsme se obecnému popisu puvodniho Feuerbachova postupu
z knihy [Feu] vénovali podrobné na prvnich tfech strandch této kapitoly, jeho strukturu
nyni zrekapitulujeme jednou vétou: V prvnich trech etapach jsme odvodili potiebné
vzorce, které jsme zvyraznili ramecky; jejich uzitim jsme pak ve ¢tvrté etapé snadno
dokoncili cely dukaz.

Ze zminénych vzorcu v rameccich je bezesporu nejproslulejsi Euleruv vzorec
|OI* = R* — 2rR,

ktery ma v geometrii rovinného trojihelniku fadu aplikaci i mimo problematiku Feuer-
bachovy véty. Jak jsme v 1. etapé naseho vykladu uvedli, Eulerovo odlisné (rovnéz ryze
algebraické) odvozeni tohoto vzorce z roku 1765 bylo Feuerbachovi zndmo. Domnivdme
se vSak, ze ostatni vzorce v rameccich, které jsme v nasem vykladu uvedli, byly obje-
veny a poprvé dokazany az samotnym Feuerbachem.

K Eulerové vzorci dodejme jesté nasledujici. Feuerbach v par. 49 své knihy cituje
rovnéz jednu pozd&jsi praci z roku 1797, v niz jeji autor Nicolaus Fuss® podava novy
dukaz Eulerova vzorce. Fussuv postup pritom Feuerbach hodnoti jako ,rein geomet-
risch and sehr einfach“. Prestoze se nam kopii Fussovy prace nepodafilo na internetu
dohledat, jsme presvédceni, ze Fuss postupoval tak, jak je tomu dnes pti geometrickém
ditkazu Eulerova vzorce obvyklé (viz [S-V, str. 131-133]). V nasem textu proto déme
prednost méné znamému kratsimu postupu z prace [Dob], ktery je zalozen na uziti
sinové vety. Dobbsuv postup vylozime v kapitole 14 jiz ptri dukazu uzitecného Lem-
matu 14.5, které uplatnime v kapitolach 3, 5, 7, 10. Samotny Euleruv vzorec pro |O1?
pak uvedeme v nasledném Lemmatu 14.6 spolu s jednim ze tii obdobnych vzorcu pro
|OE,|?, |OE,|* a |OFE,|*. Vyjadieni poslednich tif hodnot se nékdy (jako ve [Wik])
nazyva Eulerovou vétou pro pripsané kruznice, ackoliv o patrné prvni odvozeni se za-
slouzil az Feuerbach postupem, ktery jsme popsali v 1. etapé naseho vykladu.

Poznamku k Eulerové vzorci ukon¢eme nastolenim otazky, zda je mozné geometric-
kou cestou dokéazat rovnéz ,,pribuzny“ a Feuerbachem objeveny vzorec

|HI|> =2r® — 2pR

8Svycarsky matematik a astronom (1755-1826), ktery je z déjin matematiky zndm piedevsim tim,
ze v Petrohradé po dobu 10 let zapisoval diktaty matematickych vykladu osleplého Leonharda Eulera.
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Kapitola 2: Puvodni Feuerbachuv dikaz

z 3. etapy naseho vykladu. Odpovéd na tuto otdzku nezndme. Nagli jsme totiz je-
dinou préci [Don] z roku 1968, kterd se timto vzorcem zabyva. Jeji autor E. Do-
nath vsak zminény vzorec dokazuje narocnymi vypocty s goniometrickymi funkcemi,
ve kterych nespatiujeme velkou vyhodu oproti puvodnim Feuerbachovym algebraickym
vypoétum. Rozhodli jsme se proto, ze Donathuv dukaz do nasi préce nezaradime.
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Kapitola 3

Dukazy uzitim pravouhlych
prumeétu

S dalsimi dukazy Feuerbachovy véty postavenymi na vztazich mezi vzdalenostmi stiedu
uvazovanych kruznic a jejich poloméry ptisli W. Harvey v roce 1887 ([Har|) a také
K. J. Sanjana v roce 1924 ([San]). Podobné jako Feuerbach vyuzili Pythagorovu vétu
pro pravouhlé trojihelniky, jejichz odvésny maji délky rovné kolmym prumétum uvazo-
vanych tsecek. Byli v tom vSak duslednéjsi, nebot se v zdvéreénych fazich svych dikazu

vvvvvv

vvvvvv

vyuzili podobnostni vztahy mezi vhodnymi dvojicemi trojihelniku a také néktera Lem-
mata z kapitoly 14. Prestoze jsou postupy Sanjany a Harveye z hlediska celkové strategie
velmi blizké, 1isi se v dil¢ich geometrickych tvahéch, které jsou k dosazeni téhoz cile
potiebné. Proto vyklady obou postupt zarazujeme za sebou do jedné kapitoly, aby o to
lépe vynikly jejich odlisnosti. Jejich porovnani provedeme v zavérecné Poznamce.

Sanjantuv dukaz

Stejné jako pii vykladu puvodniho Feuerbachova dikazu budeme dokazovat dotyk
kruznice deviti bodu daného trojihelniku ABC', nejprve s kruznici vepsanou a pak
s kruznici pfipsanou strané AB, a to bez tjmy na obecnosti v piipadé, kdy plati
|AC| > |BC|. Tak tomu je i na doprovodném obrazku, ve kterém jsme dohodnutym
zpusobem popsali ty vyznamné body trojuhelniku ABC| které budeme pii vykladu
potiebovat. Jsou to stied C; strany AB, pata Cy vysky z vrcholu C', ortocentrum H,
stted O kruznice opsané (O, R), stted I kruznice vepsané (I,r), stired E. kruznice
(E.,r.) pripsané strané AB a stfed N kruznice deviti bodu (XV, %R), ktery je, jak vime
z kapitoly 1, stfedem spojnice OH. Kromé zminénych bodu na obrazku vidime celou
kruznici (O, R) a také jeji prumér DE | AB. Kruznice (I,r) a (E., r.) maji vykresleny
pouze své poloméry Q) a E.Q)' s body @, Q' na strané AB. Na ni je rovnéz vyznacen
kolmy prumét J stitedu N. Body C, I, D, E. lezi diky predpokladu |AC| > |BC|
v uvedeném poradi na ose ihlu AC'B. Tim je urceno i poradi jejich kolmych prumétu
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Kapitola 3: Dikazy uzitim pravouhlych pruméti

Co, Q, Ci, @' na piimku AB.

Dalsi potiebné kolmé pruméty bodu O, I, N, E,. na ptimku v = C'Cy jsou oznaceny
po fade V, S, Z, S'. Kolmé pruméty bodu C, I, E,. na piimku DE jsou oznaceny
po tadé K, T, T". Poslednim dosud nezminénym bodem z obrazku je druhy prusecik X
piimky v s kruznici opsanou. Podle Lemmatu 14.1(i) jsou body H a X soumérné
sdruzené podle stredu Cj.

Vlastni dukaz zahajime konstatovanim, ze poradi bodu
Ca ‘/7 Sa Z7 H7 007X7 S,

na pifmce v muZe byt odlisné od toho z naseho obrazku.! Proto nejprve piehledné
uvedeme a zduvodnime vSechny potiebné, v obecném piipadé platné vlastnosti uvedené

1Je to patrné napiiklad z obrdzku, kterym budeme ilustrovat Harveyiiv diikaz z druhé ¢ésti této
kapitoly.
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skupiny kolinedarnich bodu. Prvni ¢ast z nich zapiSeme uzitim bézného symbolu pro
stfed dané dvojice bodu:

Co=3(H + X), Z=31(V+H), V =3(C+X).

Prvni rovnost plati diky soumérnosti dvojice bodu H, X zminéné vyse. Druha rovnost
plyne z toho, ze trojice (V, Z, H) je kolmym prumétem trojice (O, N, H), ve které je
N = (O + H). Konetné tretf rovnost je dusledkem rovnosti |OC| = |0X].

Druhéa ¢dst obecnych vlastnosti se bude tykat trojice bodu S, Z, S’ na piimce v
a také trojice O, K, E na pruméru D E opsané kruznice. Tato zjisténi budeme potiebovat
i v nasledném Harveyové dikazu. Odvodime je nyni podle obrazku z obou dukazu
a na vysledné vztahy se pak v druhém dukazu jen odvoldme. K odvozeni rozlisime dva

pripady.
e Lezi-li bod N v poloroviné ABI (jako na obrazku k tomuto dukazu), plati rovnosti
SZ| = |r—|NJ||, |S'Z|=r.+|NJ|, |EK|+]|OK|=|EO|=R.

Prvni dva vztahy jsou zfejmé. Tteti vztah plyne z toho, ze tthel OCCy je tehdy
(jak obrazek napovida) ostry nebo pravy.? Obdobné v druhém piipadé vyuzijeme
toho, ze thel OCCy je naopak tupy nebo pravy.

e Lezi-li bod N naopak v poloroviné ABE, (jako na obrdzku k Harveyové dukazu),
plati pozménéné rovnosti

|SZ| =r+|NJ|, |SZ|=|r.—|NJ||, |EK|-|OK|=|EO|=R.

Vysledky obou piipadi muzeme shrnout do jedné trojice obecné platnych vztahu
(ve kterych je vzdy tieba vzit soucasné bud horni, nebo dolni ze znaku + a F):

SZ|* = (r £ |NJ|)?, [S"Z] = (re F INJ|)?, R=|EK|F|OK]|.

Piejdeme k jinym tvahdm. Z konstrukee plyne, ze IT || CK a |« DCE| = 90°. Uhly
DIT a CEK (na obr. vyznacené ruzove) jsou tedy shodné. Pravouhlé trojuhelniky I DT
a FCK jsou proto podobné, a tudiz pro délky jejich stran plati

TI| |EK]
D] ~ [EC|

Podobné diky shodnym (zelené vyznac¢enym) ihlum v trojihelnicich 1SC a EC' D plati

118]  |EC]
iCI| — |DE|

2Plati totiz, ze tthel OCCy je vzdy shodny s tihlem Cy N L z Harveyova diikazu. Zdivodnime to tam
v odstavci za vztahem (3.6).
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Vynasobime-li nalezené rovnosti, dostaneme

ITI|-|IS| |EK|-|EC| |EK]|
\ID|-|CI| |EC|-|DE| |DE|

Podle Lemmatu 14.5 plati |CI| - |[ID| = 2Rr. Ziejmé také |DE| = 2R, |T1| = |C1Q)
a |[IS| = |QCy|. Dosazenim vsech téchto rovnosti do predchoziho vztahu ziskdme rov-
nost

|C1Q| - 1QCy| _ |EK]

2Rr 2R

Nyni uz zapiseme slibenou Pythagorovu vétu k potiebnému uréeni délky tsecky N1

(kterou jsme kvuli prehlednosti do obrazku nezakreslili), a to pomoci prumétu J, Z
bodu N a prumétu ), S bodu I:

odkud |C1Q| - |QCy| = r|EK]|. (3.1)

NI = |JQI +[SZ° = [JQI” + (r £ [N J|)*.

Zabyvejme se proto uréenim délek z pravé strany vypsané rovnosti. Odvodime pro né
vzorce, které nize oznacime (3.2) a (3.3).

Jelikoz bod N je stred tsecky OH, z kolmého promitani na piimku AB plyne, ze
bod J je stied tsecky C1Cy, a proto z mocnosti bodu @ ke kruznici (J, %|C’100|) plyne
rovnost

1C1Q| - 1QCo| = 3[C1Co* — [JQJ.
Odtud dostavame

3.1
1JQJ? = %;|0100|2 —|C1Q] - |QCy| ) 411|0100|2 —r|EK].

S ohledem na |C,Cy| = |OV| 1ze rovnost upravit na vysledny tvar
|JQI? = 1|C1Co)* — r|EK| = YOV |* — r|EK]|. (3.2)

K urceni hodnoty |NJ| rovné |ZCy| vyuzijeme vyse uvedené rovnosti pro trojice
bodu piimky v. Z Co = 2(H + X) a Z = £(V + H) plyne Cy — Z = 3(X — V), odkud
|ZCo| = 3|VX]|. Diky V = 1(C + X) ovSem plati |[VX| = |CV|, takze dohromady
vychézi

INJ| = 1Z2Co| = 3|V X| = 3ICV]. (3.3)

Vratime-li se nyni k hledané vzdélenosti boda N a [, muzeme uzitim vztahu (3.2)
a (3.3) sestavit sérii rovnosti
2 _ 2 2 (32) 4 2 2 (33)
INI|* = |JQ|" + (r £|NJ|)* =" ;|OV|" —r|EK|+ (r £ |NJ|)" =

(13

) LoV = r|EK| + (r £ 4CV)* = YOV = r|EK| + 72 £ r|CV| + L|CV]2 =
= 1(IOVP +|CVP) = r(|[EE| F [CV]) + 2.
Zjednodusme jesté obé zavorky v nalezeném vztahu uzitim dvou pozorovani:

> V pravouhlém trojihelniku OV C plati |OV|? + |CV|? = |OC|? = R
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> Diky |CV| = |OK]| je |EK| F |CV| = |EK| F |OK| = R, jak jsme odvodili vyse.
Celkove tedy ziskdvame pro hodnotu |NT|? vyjadient:

INI|> = L(OV]> + |CV[]?) = r(|[EK| F|CV|) + 12 = 1R* —rR+ > = (AR —1)*,
coz muzeme diky Eulerové nerovnosti (Lemma 14.6) odmocnit na tvar |[NI| = SR —r,

jenz dokazuje vnitini dotyk kruznic (N, 3R) a (I,r).

Jako vétsina jinych autoru, ani J. K. Sanjana ve svém prispévku neuvadi dukaz
tvrzeni Feuerbachovy véty pro kruznice pripsané. My jej vSak doplnime, jak jsme
slibili, pro kruznici (E,, r.) pfipsanou strané AB diive uvazovaného trojihelniku ABC.
Vyuzijeme k tomu nas obrazek k Sanjanovu postupu, na némz je také ruzoveé vyznacen
uhel T"E.D shodny s ihlem DIT'. Proto jsou podobné jak trojihelniky E.DT" a ECK,
tak trojihelniky E.S’C' a EC'D. Odtud plynou rovnosti

[ET| _|EK| |SE|_|CE]
DE] " |CEl * [EC] T |ED|

Jejich vynésobenim dostavame

|ET"-|S"E| _|EK|-|CE| _ |EK|
|DE|-|EC|  |CE|-|ED]  |ED|’

Podle Lemmatu 14.5 plati |DE,|-|E.C| = 2Rr.. Vime také, ze |ED| = 2R. Dosazenim
do predchoziho vztahu ziskame rovnost
BT -|S'E]  |EK]|
2Rr. - 2R

odtud |E.T'|-|S'E. = r.|EK]. (3.4)

Uplatnéme nyni Pythagorovu vétu k urceni délky usecky E.N (kterd na obrazku
zakreslena neni), a to pomoci prumétu @', S” bodu E, a prumétu J, Z bodu N:

|EN?=1QJ|>+15'Z]> = Q"I + (re F INJ|)*.
Pro urceni pravé strany odvodime ke vztahu (3.3) pro |NJ| jesté vzorec (3.5) pro |Q'J].

Jelikoz bod J je stied tsecky CiCy, z mocnosti bodu Q' ke kruznici (J, 1|C1Col)
plyne

\Q’Cl‘ . ’Q,C()’ = ‘Q/JP — %1’0100’2 neboli ’Q/J‘z = %1‘0100‘2 -+ ’Q,Cll . ‘Q/CO‘
Odtud uzitim zFejmych rovnosti |Q'Cy| = |ET"|, |Q'Col = |S'E.| a vztahu (3.4)
obdrzime

34
QT2 = LCiCol? +|Q'Ch| - |Q'Co| = L1 Col? + | ET'| - | Bl 2 Y CiCo 2 + 1| EK|.
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Protoze |C1Cy| = |OV|, posledni rovnost prepiseme jako slibeny vzorec
Q' J|* = 1OV |* +r.|EK]|. (3.5)

Po ndvratu k vyjadien{ hodnoty |E.N|* sestavime uzitim vztahu (3.3) a (3.5) sérii
rovnost{

BN = QP + (re  INJ)? E HOVE + 1 BE| + (e  [NJ])* 2

4
D HOVE 4 1| EK| + (re 7 YCV)* = LOV + 1| EK| + 72 F 1|CV] + LOV]? =
= OV +[CV]?) + r(|EK| T |CV]) + 2.

Obé zavorky v nalezeném vztahu jesté zjednodusime stejné jako v prvni ¢asti dukazu:

|[E.N[> =3OV +|CV]*) + r(|[EK| F |OK|) + 12 = iR* +r.R+ 17 = (AR + rC)Z ,
coz po odmocnéni dévé konecny vztah |E.N| = 3R + r, jenz dokazuje vnéjsi dotyk
kruznic (N, $R) a (E,,r.), jak jsme chtéli ukdzat.

Harveyuv dukaz

Stejné jako pii vykladu Sanjanova postupu budeme ptredpokladat, ze v daném
trojihelniku ABC plati |AC| > |BC|, a dokdzeme dotyk jeho kruznice deviti bodu
(N, 3R) s kruznici vepsanou (I,7) a s kruznicf pripsanou (E,,r.). Vyklad doprovodime
obrazkem, ve kterém je vétsina prvku vykreslena a dohodnutym zpusobem oznacena
jako na obrazku k Sanjanovu dukazu. Jejich vycet nyni proto opakovat nebudeme,
i kdyz jsme zamérné zvolili jiny tvar vychoziho trojihelniku ABC. Nové vykreslime
jen cast kruznice deviti bodu a ten jeji polomér N L, ktery je souhlasné rovnobézny
s polomérem I() kruznice vepsané.

29
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A\k Q/
D L
X 2
Te .
L
T S

Nejdiive uvedeme potfebnou vlastnost kolmych prumeétu S, Z a S’. Vzorce pro
|SZ|? a |S'Z|? pievezmeme ze Sanjanova diikazu, kde jsme je odvodili spolu se vztahem
R = |EK|F|OK]|. Ten nyni zaménime analogickym vztahem pro délky usecek L.J a N J:

SZ)? = (r £ |NJ|)?, |S'Z]* = (re F[NJ|)?>, LR=|LJ|F|NJ| (3.6)

(Zopakujme, ze ve viech tfech rovnostech je vzdy tieba vzit soucasné bud horni, nebo
dolni ze znaku + a F.)

Piejdéme nyni k hlum barevné vyznacenym na obrazku. Shodnost dvojic thla
u vrcholu C je dusledkem Lemmatu 14.1(iii), podle kterého thly ACB a OCCj maji
spole¢nou osu. Zelené vyznacené tihly u vrcholu C' jsou déle shodné s témi u vrcholu D
a navic thel CiNL je jejich dvojnasobkem: Uhly OCCy a C1NL jsou totiz shodné,
nebot maji souhlasné rovnobéznd jak prvni ramena (Lemma 14.1(ii)), tak druhé ra-
mena (ze zpusobu uréeni poloméru N L). Posouzeny tihel C; N L je ovsem stiedovy thel
v kruznici deviti bodu, ktery piislusi oblouku C L shodnému s obloukem CjL. Podle
véty o obvodovém a stfedovém thlu tak jsou rovnéz zelené vyznacené tihly u vrcholu
C1, Cp shodné s témi u vrcholu C' a D.
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Podle provedené analyzy vyznacenych uhlu vidime, ze pravouhlé trojihelniky DIT,
C1LJ a CIS jsou navzajem podobné. Diky tomu plati rovnosti (pofadi krajnich bodu
tsecek zvolime vhodné pro dalsi tivahy)

Ty |LJ]  |IS]
DIl  |LGy|  [IC)
Zapisme, ze soucin prvniho zlomku se tretim se rovna kvadratu druhého zlomku:
[IT|-|IS|  |LJ]?
|DI|-|IC| — |LCy[*
Dosad'me sem zfejmé rovnosti |1S| = |QCy| a |IT| = |C1Q], rovnost |DI| - |IC| = 2Rr
z Lemmatu 14.5 a kone¢né rovnost |LCy|? = R-|LJ| z Eukleidovy véty o odvésné LC

pravoihlého trojihelniku vepsaného do kruznice deviti bodu (jez ma prumér délky R).
Po téchto dosazenich dostaneme

QG- 1ChQl  |LIP
2Rr R-|LJ|
Na druhou stranu, podle mocnosti bodu @) ke kruznici nad prumérem CyC, kterd ma
stted v bodé J, plati

(3.7)

(3.8)

odkud |C1Q] - |QCo| = 2r|LJ]|. (3.9)

|01Q| : |QCO| = |=]C'1|2 - |<]Q|2‘

Porovndnim s (3.9) tak ziskdme
|JCL|* — |JQ|* = 2r|LJ| meboli |JQJ* = |JCL|* — 2r|LJ|.

Kromé posledni rovnosti a vztahu (3.6) budeme k dokonceni celého dukazu uz jen
potiebovat Pythagorovu vétu pro trojihelnik NCJ, podle které plati

|JCi[> + [NJ|> = [INCy | = 1R*. (3.10)

Nyni uz jsme pripraveni k uziti Pythagorovy véty pro vypocet vzdélenosti | N I| pomoci
prumétu J, Z bodu N a prumétu @), S bodu I:

NI = JQI> +|SZ[? = (|JC1|* = 2r|LJ|) + (r £ [N J|)* =
= (|JC1? + |NJ]*) = 2r(|LJ| F |NJ|) + 1 =
—1R2—7"R+7"2:(%R—7’)2, aproto |NI|=1iR-r.

— 1
(Opét jsme uplatnili Eulerovu nerovnost.) Tim je nas vyklad Harveyova dukazu ukonéen.
Obohatili jsme ho o unifikovany zépis vzorcu (3.6) pro dva mozné typy trojuhelniku

ABC, ze kterych Harvey (stejné jako Sanjana) uvazoval pouze jeden (typ, u kterého
bod N lezi v poloroviné ABC').

Nazev Harveyova prispévku Geometrical Proof of the Tangency of the Inscribed and
Nine-Point Circles dosvédcuje, ze autor se v textu vubec nezminuje o Feuerbachoveé
vété pro kruznice pripsané. Jak bylo jiz z naseho vykladu a obrazku k Harveyovu po-
stupu patrné, pojali jsme ho tak, aby mohl byt vyuzit i pro nas vlastni dukaz dotyku
kruznice (N, %R) s kruznici (E,,r.), ke kterému nyni ptistoupime.
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Diky shodnosti zelené vyznacenych tihlu na nasem poslednim obrazku muzeme ten-
tokrat uvazit trojici navzajem podobnych trojihelnika DE.T', C1LJ, CE.S" a zapsat
obménu rovnosti (3.7), které budou mit tvar

BT |LJ]|ES
|DE.| |LCi| |E.C|

Dusledek (3.8) pak ziskd tvar

|E.T'|-|E.S'|  |LJ|?
|DE,| - |E.C| — |LCy|*

Dosadme sem |E.T"| = |Q'CY|, |E.S'| = |Q'Cy| a také rovnost |DE,| - |E.C| = 2Rr,

(z Lemmatu 14.5) spolu s rovnosti | LC}|? = R-|LJ| (z puvodniho postupu). Dostaneme

Q'Cy|-|Q'Co| _ |LJI?
2R, R-[LJ]

odkud |Q'Cy| - |Q'Co| = 2r.|LJ]|. (3.11)

Uzitim mocnosti bodu @’ ke kruznici se stredem J a prumérem CyC} obdrzime
Q'C1l - |Q'Col = |JQ)* — |JC1[*.
Porovnénim s (3.11) tak pfichdzime k rovnosti
|JQ'|> — |JCL|> = 2rc|LJ| neboli |JQ'|> = |JC\|* + 2r.|L.J|.

Nyni muzeme jiz prejit k Pythagorové vété pro vypocet vzdélenosti |E.N| pomoci
prumétu J, Z bodu N a prumétu @', S’ bodu E.. Kromé posledni rovnosti vyuzijeme
vztahy (3.6) a rovnost (3.10):

|E.N? =|JQ'|?+ |S'Z)? = (|JCL|? + 2r|LJ|) + (r. F|NJ|)? =
= ([JC1]? + [NJ)?) + 2re(|LJ| F [N J|) + 12 =
= }lRZ +r.R+1r? = (%R—l—rc)Q, a proto |E.N|= %R—i— Te.

Tim je cely nés dukaz pro kruznici pripsanou hotov.

Poznamka. Jak jsme uvodem této kapitoly slibili, jeji zavér vénujeme srovnani
postupu K. J. Sanjany a W. Harveye z hlediska uzitych geometrickych poznatku. Po-
chopitelné se pritom omezime na prvni ¢asti obou vykladu, vénované vepsané kruznici.
Ty sice vyuzivaji odlisnych pomocnych trojihelnika CK E (Sanjana) a C;J L (Harvey),
avsak sdileji nejen tyz cil, ale i hlavni sméfovani: Uzitim vztahu |DI|-|IC| = 2Rr z Lem-
matu 14.5 odvodit vzorec pro soucin |C1Q)| - |QCy|, a to ve tvaru |C1Q]-|QCy| = r| EK]|
(vzorec (3.1) u Sanjany), respektive |C1Q)| - |QCy| = 2r|LJ| (vzorec (3.9) u Harveye).

Ptipomenuty klicovy vzorec (3.1), resp. (3.9) pak kazdému z obou autori umoznil

vyuzit mocnost bodu @ ke kruznici nad prumérem CCy, jejiz stted J je (pro uplatnéni
dukazové metody potfebnym) kolmym prumétem stredu N kruznice deviti bodu. Jak
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dosvédéuje konstrukce pomocnych bodu E a K zastoupenych ve vzorci (3.1), Sanjana
pii odvozeni svého vzorce (3.1) s kruznici deviti bodu vibec nepracuje. Proto je poté
nucen jesté uvazit dalsi pomocny bod X a vyuzit jeho sdruzenost s ortocentrem H
v osové soumérnosti podle piimky AB, aby ziskal pro hodnotu |NJ| déle potiebny
vztah (3.3). Oproti tomu dokon¢eni Harveyova dikazu ze vzorce (3.9) je uz vcelku
trivialni.
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Kapitola 4

Peacockuv vypocet vzdalenosti
stredu

I tato (v poradi jiz tfeti) kapitola bude vénovéna dukazu Feuerbachovy véty cestou
odvozeni vzorcu

INI|=3R—7r, |NE,=3iR+r., |NE|=1R+nr, |NE]=3iR+r,

pro vzdalenosti stifedu N kruznice n deviti bodu trojuhelniku ABC od jednotlivych
sttedu I, E,, Ep, E. kruznice ¢ jemu vepsané a kruznic e,, e,, e. pripsanych jeho
strandm.’ Elementdrni geometricky dikaz, ktery nyni vylozime, publikoval roku 1927
J. Peacock v ¢asopise The Mathematical Gazette. Jeho piispévek [Pea] bezesporu patii
k nejelegantnéjsim z téch dukazu Feuerbachova tvrzeni, které vyuzivaji minimum vy-
chozich teoretickych poznatku. Zrekapitulujeme je vsechny pro zajimavost az po vykladu
dukazu v zavéreéné Poznamce. Predchazet ji bude jesté Dodatek, ktery vénujeme otazce
univerzalnosti praveé vylozené Peacockovy metody.

Uvodem vlastniho vykladu konstatujme, ze ndm jisté postaci odvodit jen vzorce pro
vzdalenosti |[NI| a |[NE,.|, a to pouze v netrividlnim piipadé, kdy v trojihelniku ABC
plati |AC| # |BC|. Tehdy je stied Cy strany AB ruzny od pruseciku D opsané kruznice
o = (O, R) s osou vnitiniho ihlu BC'A. Na této ose pak lezi usecka [E. a bod D je
navic jejim stfedem, nebot podle zndmé ¢dsti Lemmatu 14.4 jsou shodné dokonce
¢tyti usecky DI, DE,., DA a DB. Posledni dvé z nich jsou odvésnami dvou shodnych
pravouhlych trojihelniki DAD" a DBD', kde DD’ je prumér kruznice o kolmy k jeji
tétive AB.

!Posledni ditkaz tohoto druhu, ktery uvedeme az v kapitole 13, bude zalozen na uziti vektorové
algebry.
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Pii oznaceni d = |C} D| pak podle Eukleidovy véty o odvésné plati rovnosti |[DAJ? =
= |DBJ|? = 2Rd, a proto rovnéz plati

|DI|> = |DE.|> = 2Rd. (4.1)

Vztahy (4.1), které Peacock ve svém piispévku uvedl jako ziejmé, jsme odvodili predem,
abychom nenarusili hlavni smétovani vykladu. Zahajime ho popisem potiebné kon-
strukce, ktera je provedena na dalsim obrazku.

A\.

r(,‘

E, 7"

Z prvniho obrazku jsme zachovali usecku C7D oznacené délky d, kruznici o s po-
lomérem OC délky R a osu C'D, na niz lezi stfedy kruznic i = (I,7) a e, = (Ee,7¢).

35
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Nové jsme vyznacili jejich poloméry 7, r. ve sméru kolmém k AB a kolmé pruméty
stredu I, F, na piimku OD jsme oznacili po tadé T, T". Z kruznice n jsme vykres-
lili jen jeji polomér NCi, ktery mé délku R a je podle Lemmatu 14.1(ii) nesou-
hlasné rovnobézny s polomérem OC' kruznice o. Zbyva popsat trojici pomocnych, avsak
rozhodujicich bodu (X, L, M): X je prusecik primek C'D a NC; (ruznobéznych diky
|AC| # |BC|), zatimco L a M jsou pruseciky kolmice z bodu N k piimce C'D po fadé
s primkami C'D a OD.

Nyni zduvodnime shodnosti touz barvou na obrazku vyznacenych thlu. Z |OC| =
= |OD| = R a OC || C1X plyne, ze oba trojihelniky OCD a C1XD jsou rovnora-
menné. Plati tak shodnost vSech zelené vyznacenych thlu (s vrcholy C, X, D). Diky
tomu ze ¢tverice pravouhlych trojuhelniki M DL, NXL, IDT, a E.DT' plyne, ze
rovnéz vSechny Cervené vyznacené thly (u vrcholu M, N, I a E.) jsou shodné.

Dokéazané shodnosti uhlu predné vedou k rovnostem
i X[=|CiD|=d a [CiM]=[CiN|= %Rv (4.2)
z nichz pro situaci z naseho obrazku mame

|IDM| = |CiM|+|CiD| = 3iR+d,

I XN|= |CiN|—|CiX| =1iR—d,
\MT| = |CiM|—|CiT| = %R -, (4.3)

MT| = |CM|+]GT| = 3R+,

Druhym dusledkem jsou podobnosti pravouhlych trojihelniku
AMDL ~ ANXL ~ ANIDT ~ AE.DT. (4.4)

Vypoéty pottebnych hodnot |[NI| a |NE,| provedeme déle uz oddélené. S ohledem na
posledni dvé rovnosti z (4.3) budeme hotovi, kdyz odvodime rovnosti |[NI| = |MT|
a|NE.|=|MT'|.

e 7 podobnosti AMDL ~ ANXL ~ ANIDT plyne
|ML|:|DM|=|NL|:|XN|=|IT|:|DI|,

odkud podle jednoho starstho pocetniho pravidla? dostdvame rovnost

[MLI* = [NL]* _ |ITJ?
[DM]?> = |XN]?  [DI]*

Podle (4.1) a (4.3) se vSak jmenovatelé poslednich dvou zlomku rovnaji:

IDM[? — |XN[? = (3R + d)* — (AR — d)* = 2Rd = |DIJ>.

Plati-liz : y = u : v, pak plati i @ : y = (z — u) : (y — v), pokud ovéem y # v. Pouzit{
tohoto pravidla je v dané situaci korektni, nebof vzapéti pfimo v textu ukdZzeme, 7ze skuteéné plati
IDM|?> — | XN|* # 0.
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Proto plati i rovnost Citatelu obou sestavenych zlomku, kterou rovnou jesté upravime
trojim uzitim Pythagorovy véty:

|ML[* = INL|* = [IT}?,
(IMLP? + |LI]*) = (INLP* + [LI|*) = [IT],
|MI* —|NI|* = |[ITP,
[NI|> = |MI]” = [IT],
INI|*? = |MT|*.

Odtud uz mame |NI| = |MT|, jak jsme potfebovali dokazat.

e Peacockovo pouhé konstatovani, ze rovnost |NE.| = |MT’| se dokdze podobné
jako rovnost |NI| = |MT|, nyni vysvétlime. Skutecné, staci k tomu v celém textu
dukazu |NI| = |MT] jen formélné zmeénit znaceni bodu I a T po tadé na E. a T",
nebot:

> hodnota |DI|? je podle (4.1) rovna 2Rd stejné jako hodnota |DE,|?,

> trojihelnik I DT piejde v jemu podobny trojuhelnik E. DT,

> pti uplatnénich Pythagorovy véty piejdou pravouhlé trojihelniky M LI, NLI a MTI
po fadé v pravouhlé trojuhelniky MLE,., NLE. a MT'E..

Tim je néas vyklad Peacockova dukazu ukoncen.

Dodatek. V podaném dukazu jsme — stejné jako Peacock — vyuzili jediny obra-
zek trojuhelniku ABC' pro piipad, kdy plati |AC| > |BC|. Piipadem |AC| < |BC|
se s ohledem na symetrii sice zabyvat nemusime, avsak i v ptipadé |AC| > |BC| exis-
tuji odlisné konfigurace zastoupenych bodu, které je tieba k tplnosti dukazu Feuerba-
chovy véty posoudit. Jsou vykresleny na posledni strdnce této kapitoly.®> Zdiraznéme
predem, ze pri rozliSovani konfiguraci jsme nebrali v potaz polohu stredu I a E. na po-
lopiimce C'D. Vystacime totiz s obecnym poznatkem, ze stied I lezi v poloroviné ABC
a stfed E. na poloptimce opacné k polopiimce DC'. Proto pravoihlé trojuhelniky I DT
a E.DT, které potiebujeme do podobnosti (4.4) a které v novych obrézcich chybi, maji
u spoleéného vrcholu D shodné ostré (vrcholové) whly, pfitom prvni z nich (totiz dhel
IDT neboli CDO) je na kazdém z obrdzku vyznacen zelené, coz k zastoupeni obou
pravouhlych trojuhelniku v (4.4) jisté staci.

Podobné snadno jako pii puvodnim dikazu lze v kazdé ze ¢tyt novych konfigu-
raci odvodit shodnosti vSech uhlu vyznacenych touz barvou. Plyne z nich, ze rov-
nosti (4.2) i podobnosti (4.4) maji obecnou platnost. Tu budou mit podle novych
obrézku i rovnosti (4.3), kdyz jedinou z nich, totiz rovnost | X N| = %R — d, zménime

3 Alespoi struéné naznaéime, jak snadny je dikaz v situaci, kterd proto ani na novych obrazcich
neni, kdy totiz bod N lezi na piimce CD (a kdy tak body L, X, N splyvaji): Usecka NC; je
tehdy stfedni pricka rovnoramenného trojihelniku OCD, proto bod M splyva se stifedem O a navic
d = |C1D| = R, takze médme |DI| = |DE,| = R podle (4.1); potfebné rovnosti |[NI| = |OT|
a|NE.| = |OT’| tudiz okamzité plynou ze shodnosti pravouhlych trojihelnikat ODN, IDT a E.DT".
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na | X N| = [1R —d|.* Tato zména vSak neovlivn{ hodnotu | X N|? potiebnou k dalsimu
vypoctu. Tim je nase potvrzeni univerzalnosti Peacockovy metody hotovo.

Poznamka. J. Peacock ve svém dukazu vyuzil pouze poméry délek stran ¢tyt
navzajem podobnych pravouhlych trojuhelniku, Pythagorovu vétu, zndmou shodnost
ctyt usecek DI, DE., DA a DB, Eukleidovu vétu o odvésné a konecné vztah mezi
polomérem OC' kruznice opsané a polomérem NCy kruznice deviti bodii; tento vztah
je vSak dan znamou stejnolehlosti onéch kruznic, kterd ma koeficient —%. Nezbyva nic
jiného, nezli ocitovat posledni vétu z Peacockova prispévku: It is scarcely possible that
such an elementary proof is new, but I am not aware of any proof on these lines.“

X

4Podobnd zména rovnosti |[MT| = 1R — r na tvar [MT| = |3R — r| neni nutnd diky Eulerové
nerovnosti %R > r z Lemmatu 14.6.
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Kapitola 5

Dukaz konstrukcemi vzdalenosti
stredu

Tuto kapitolu vénujeme elegantni konstrukei, kterou zvetrejnil W. S. McCay roku 1889
ve svém pifspévku [MCa] v rubrice ¢asopisu The Educational Times." Za jistych pied-
pokladu na vychozi trojihelnik ABC' s kruznici vepsanou (I, ) a kruznici deviti bodu
(N, 3R) sestrojil McCay pomocnou kruznici s dvéma vyznamnymi tétivami. Prvnf
z nich ma podle své konstrukce délku R — 2r. O druhé tétivé pak McCay dokézal,
ze je s tou prvni shodna a ze ma oproti usecce NI dvojnasobnou délku. Tim bez ob-
vyklé nutnosti naroénych vypoétu ziskal vyjadieni |[NI| = %(R —2r) = %R —r, které
prokazuje, ze kruznice (I,7) a (N, %R) maji skute¢né vnitini dotyk.

Pro lepsi prehlednost oddélime dikaz obou zminénych tvrzeni od vykladu samotné
konstrukce, ke kterému za okamzik pristoupime. Predtim vsak v jednom odstavci uve-
deme, o jaké upravy a rozsiteni puvodni McCayovo sdéleni obohatime. Nepujde jen
o vyklad podrobnosti, na které McCay ve svém stru¢ném textu nenasel misto.

LCelé McCayovo sdéleni jsme zafadili jako ilustraci uzavirajici tuto kapitolu.
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McCayovu konstrukei pomocné kruznice popiSeme tak, aby slouzila k dukazu vniti-
ntho dotyku vyse zminénych kruznic (I,r) a (N, %R) pro kazdy trojihelnik ABC
s vlastnosti |AC| # |BC|.? Jak uvidime z ilustraci této konstrukce pro ruzné typy
trojihelniki ABC, McCayovy tvahy o dvou sestrojenych tétivach jsou korektni pouze
za ur¢itych predpokladu na velikost ihlu AC'B (viz Poznamku 3 pod ¢arou). Na nut-
nost provedeni analogickych dukazu pro dalsi pripady v textu alespon upozornime.
V dalsi ¢asti kapitoly pak sami ukazeme, ze vhodnou obdobu McCayovy konstrukce
1ze vyuzit i k dukazu Feuerbachovy véty pro kruznice pfipsané (o kterych neni v [MCal
zddnd zminka).

Pomocna kruznice a jeji dvé tétivy

Jisté muzeme predpokladat, ze v uvazovaném trojihelniku ABC plati |AC| > |BC.
Ke konstrukei (ilustrovanou déle obrazkem v trojim provedeni) vyuzijeme stied O kruz-
nice opsané o = (O, R), jeji prusecik D s osou uhlu AC B, stied I kruznice vepsané (I, r)
a jeho obraz I' v osové soumérnosti podle primky AB.

Orientované usecky OD, I’ jsou ziejmé souhlasné rovnobézné a druha z nich diky
predpokladu |AC| > |BC| lezi uvniti stejné poloroviny s hrani¢ni pfimkou OD jako
vrcholy B a C. Navic podle Eulerovy nerovnosti (viz Lemma 14.6) plati |II'| = 2r < R,
takze usecku /I’ muzeme prodlouzit za bod I’ do usecky I P délky R, jakou mé delsi
usecka OD. Dostaneme tak rovnobéznik ODPI, pro jehoz bod I’ na strané I P plati
|I'P| = R — 2r. Pomocnou kruznici (navrzenou McCayem) budeme rozumét kruznici
opsanou trojuhelniku DPI’ (na obrazcich ji budeme vykreslovat modte). Jeji druhy
prusecik s primkou C'D (ruzny od bodu D) budeme znaécit V. V néasledujicim odstavci
dokazeme, Ze na této kruznici lezi rovnéz obraz O’ stredu O v osové soumérnosti podle
piimky AB. Tim uz bude urcena dvojice tétiv I'P a O’V o kterych jsme psali ivodem
(a které na obrazcich vykreslujeme zelené).

Poznatek, ze ¢tyii body D, P, I’ a O’ lezi na jedné kruznici, dokdzeme snadnou
uvahou o thlech spojenych s rovnobéznikem ODPI a rovnoramennym lichobéznikem
o zdkladnach OO" a I’ (ktery v piipadé O’ = O degeneruje v rovnoramenny trojihelnik
OI'l). K tomu je vsak zapotiebi rozlisit t¥i moznd poradi kolinedrnich bodu O, D a O'.
Pro kazdé z nich jsme na piislusném obrazku na dalsi strané vyznacili modrymi ob-
loucky trojici uhlu. Dokazovany poznatek vzdy prokazuji vyznacené uhly s vrcholy P
a O’ — kazdy z nich je totiz shodny s tfetim vyznac¢enym tihlem.

2V pifpadé |AC| = | BC| je tvrzeni o dotyku téchto dvou kruznic trividlni.
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;o |R—2r

Potiebné vlastnosti druhé tétivy

Jak jsme popsali v tivodu k této kapitole, stojime nyni pred tikolem dokazat, ze se-
strojend tétiva O’V spliuje rovnosti |O'V]| = |I'P| a |O'V| = 2-|N1|. K provedeni obou
dukazu si vybereme ten ze tii vySe rozliSenych piipadu, kdy bod O’ lezi na tisecce OD,
dikazy pro zbylé dva piipady jsou analogické.®? Pislusny obrazek doplnime o stied N
kruznice deviti bodu, stted Cy strany AB, o vysku z vrcholu C' z vyznacenym ortocen-

trem H a stredem Cy tsecky HC.

3Vybrany piipad (jediny, ktery McCay uvazoval) nastane, pokud velikost dhlu ACB lezi mezi
hodnotami 60° a 90°. Existuji vSak trojihelniky, u kterych zddny ze ti{ vnitinich thla tuto podminku
nespliiuje. Piikladem je trojuihelnik s vnitinimi dhly velikosti 120°, 40° a 20°.
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K dikazu rovnosti |O'V| = |I' P| vyuzijeme trojici ihlu, které jsou na obrézku vy-
znaceny zelené a o kterych ukazeme, ze jsou shodné. Pro dva z nich, totiz sttidavé thly
PID a ODI, to plyne z rovnobézniku ODPI. Jeho konstrukce ve spojeni s Eulerovym
vzorcem pro vzdalenost stfedu O, I (viz Lemma 14.6) vede k rovnostem

|DP|* = |OI|* = R(R—2r) = |IP| - |I'P|,

odkud plyne |[IP|/|DP| = |DP|/|I'P|. To znamend, Ze trojihelniky IDP a DI'P
se spolecnym thlem u vrcholu P jsou podobné podle véty sus. Proto také uhly PID
a PDI’ jsou shodné. Dohromady je shodnost tii vyznacenych ihlu dokézéna, tudiz

kyzena shodnost tétiv O’V a I'’P pomocné kruznice plyne ze shodnosti obvodovych
uhla O'DV a I'DP.

Rovnost |O'V| = 2 - |NI| ziskdme zjisténim, ze tusecka NI je stfedni piickou
trojuhelniku CO’V. Staéi tak ovérit, ze N je stied usecky CO’ a I stied usecky CV.

> Tvrzeni o stfedu tsecky CO’ dokazeme uzitim Lemmatu 14.1(ii) o tom, ze bod N
je spoleénym stredem tsecek OH a CCy. Tudiz OC, HCY je rovnobéznik, takze |OC, | =
= |HC,| = |HC|, odkud porovnénim s |OC,| = 1|OO'| dostdvame |HC| = |00'|.
Proto také OO" HC' je rovnobéznik, tudiz stted N jeho thlopticky O H je rovnéz stiedem
druhé thlopricky C'O’, jak jsme méli ukédzat.

> K dikazu tvrzeni o sttedu usecky C'V vyuzijeme mocnosti bodu I k pomocné

kruznici zavedené v predchozi ¢dsti textu. Ta nés spolu s rovnostmi |I1'| = 2r, |[P| = R
a Lemmatem 14.5 privadi k rovnostem

\IV|-|ID| = |II'| - |IP| = 2Rr = |IC| - |ID|.
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Z rovnosti krajnich sou¢inu plyne |IV| = |IC|, tudiz bod I je skutetné stfedem
usecky C'V.
Tim je cely vyklad McCayova ditkazu hotov.

Postup pro kruznici pripsanou

Jak jsme slibili ivodem, prejdeme nyni k dikazu vnéjsitho dotyku kruznice deviti
bodu (N, 1R) s kruznici (E., r.) pfipsanou strané AB daného trojihelniku ABC'. Bu-
deme jako diive predpoklddat, ze plati |AC| > |BC|, a navrhneme nejdiive konstrukei
pomocné kruznice, ktera bude analogii McCayovy konstrukce pro kruznici vepsanou.
Tentokrat ji vSak ilustrujeme pouze pro jeden ze tii moznych piipadu, ke kterému pak
podame i pattricny dukaz.

Ke konstrukei vyuzijeme stied O kruznice opsané o = (O, R), jeji prusecik D s osou
uhlu ACB, stied E, kruznice (E.,r.) ptipsané strané AB a jeho obraz E! v osové
soumeérnosti podle primky AB.

Orientované usecky OD, E.E! jsou ziejmé nesouhlasné rovnobézné a druhd z nich
diky predpokladu |AC| > |BC| lezi v opa¢né poloroviné s hrani¢ni piimkou OD nez
vrcholy B a C. Usecku E!E. muzeme prodlouzit za bod E. do usecky E.P’ délky R.
Dostaneme tak rovnobéznik ODP'E.. Pro bod E! na prodlouzeni strany P’E, plati
|E'P'| = R + 2r.. Pomocnou kruznici budeme rozumét kruznici opsanou trojihel-
niku DP'E! (na obrézku vykreslenou modie). Jeji druhy prusecik s piimkou C'D (ruzny
od bodu D) budeme znacit V'. V nésledujicim odstavci jesté ukdzeme, ze na této
kruznici lezi rovnéz obraz O’ sttedu O v osové soumérnosti podle piimky AB. Tim uz
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bude urcena dvojice tétiv ELP" a O'V’, na obrazku vykreslenych zelené.

Poznatek, ze ¢tyii body D, P’, E! a O’ lezi na jedné kruznici, dokdzeme snadnou
uvahou o thlech spojenych s rovnobéznikem O D P'E, a rovhoramennym lichobéznikem
o zakladnach OO’ a E'E,.. Jak uz jsme difve predeslali, tentokrate z trojice moznych
poradi kolinedrnich bodu O, D a O jsme poridili obrazek jen pro ptipad, kdy bod O’
lezi na prodlouzeni tsecky OD za bod D. Ze shodnosti ti{ ihlu vyznac¢enych modrymi
obloucky plyne, ze bod O skutec¢né lezi na pomocné kruznici.

Jelikoz vnéjsi dotyk uvazovanych kruznic (N, 3 R) a (E,,r.) je ekvivalentn{ s rov-
nost{ |[NE,| = 1R+, s ohledem na |E.P'| = R+ 2r, sta¢{ nyni dokdzat, ze sestrojend
tétiva O'V’ spliwuje rovnosti |O'V'| = |ELP'| a |O'V'| =2 |[NE,|.

e Dukaz rovnosti |O'V’| = |ELP’| provedeme pomoci trojice thlu, které jsou na ob-
razku vyznaceny zelené a o kterych ukazeme, ze jsou shodné. Uhly P'E.D a ODE.
jsou stifdavé uhly v rovnobézniku ODP'E,, jsou tedy shodné. Konstrukce tohoto rov-
nobézniku ve spojeni se vzorcem pro vzdalenost sttedu O, E. (viz Lemma 14.6) vede
k rovnostem

|DP'|* = |OE.|> = R(R+ 2r.) = |E.P'| - |E.P'.

Plati tedy |E.P'|/|DP’| = |DP'|/|E.P'|, coz ukazuje, ze trojuhelniky E.DP" a DE'P’
se spoleénym 1hlem u vrcholu P’ jsou podle véty sus podobné. Tudiz rovnéz zelené
vyznacené ihly P'E.D a P'DE! jsou shodné. Dohromady dostavame:

|<O'DV’| = |«O'DE,| =180° — |«<ODE,| = 180° — |<P'DE.| = |<E.V'P'|,
tedy tétivy O'V" a E/ P’ pomocné kruznice jsou skutecné shodné.

e Rovnost |O'V’'| = 2. |NE.| plyne z trojuhelniku C'V'0’, protoze tsecka NE, je
jeho stredni prickou. Jak jiz z této kapitoly vime, bod N je stred tsecky CO’ a to, ze
bod FE. je stred usecky C'V’, nyni odvodime z mocnosti bodu E,. k pomocné kruznici
a z Lemmatu 14.5:

|\E.V'| - |E.D| = |E.E.| - |E.P'| =2r.R = |E.C|-|E.D|, odkud |E.V'|=|E.C|.

Tim je cely vyklad naseho dukazu hotov. Na dalsi strance pripojujeme slibeny sken
puvodniho McCayova piispévku [MCal.
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PRgor'br Feurnacn’s TueoreM. By W. 8. McCay, M.A.

Let O, I be the circumcentre .and in-
centre of ABC ;L the lowest point of the
circumeircle ; O’, I’ the reflexions of O, I
below AB. .
- Describea circle through LOT’ cutting-
II’in P and CIL in C’. Then O‘C’is
equal and parallel to 2NI when N is the.
nine-point centre and its magnitude. is
R—2r. - _

* {'Theé figure OF is a parallelogram by
symmetry, and IP = R, PI'=R-2r,
LP = Ol = D. From the relation
D? = R (R—2r) we see that the triangles _
ILP, L1'P are similar ;*hence PLI'=PIL - S ,

= O0’L(, therefore 0'C’= PI'== R—2r. ' Also IC'.IL-=IP .II’ (by the
small circle) = 2R» = I10. IL, therefore IC'= IC. - 1 is then the middle
point ‘of CC’ and N the middle point of CO’ (for, if H be the orthocentre,
COO’H is a parallelogram, and N is middle point of OH). We see that
NI = 30'C’ = 4R—», and therefore the circles touch. - :

45



Kapitola 6

Dukazy konstrukcemi bodu dotyku 1

Metodu, které se budeme vénovat v této a nasledujici kapitole, 1ze charakterizovat
nasledovné. Pro obecny trojuhelnik maji ¢tyii body dotyku, o jejichz existenci po-
jednava Feuerbachova véta, takovou polohu, Ze je 1ze lokalizovat vhodnymi neptimymi
konstrukcemi.! V této kapitole popiseme nejzndméjsi a piitom na prvni pohled do-
sti prekvapivou konstrukei a jeji spravnost dolozime dvéma ruznymi dukazy. Dalsim
dvéma konstrukeim se pak budeme vénovat v nasledujici kapitole 7.

Podle nam dostupnych zdroji se domnivame, ze zminénd prvni konstrukce byla po-
prvé zvetfejnéna J. Youngem, a to v zadani ilohy, ktera pod ¢islem 9728 vysla roku 1888
v rubrice ¢asopisu The Educational Times.? Pro zajimavost vysazime jeji prezentaci
v puvodni podobé.

9728. (J. YouNG, M. A.) — Prove that the nine-point circle and the in-circle
touch each other and that the point of contact is in the production of the line
joining the mid-point of the base with the point of contact of the tangent to the
in-circle drawn from the point where the internal bisector of the vertical angle
cuts the base.

Dodejme, ze autor Young uzavira struény nastin svého freseni této tlohy (o kruznici
vepsané) konstatovanim, ze obdobna konstrukce funguje také pro kruznici pripsanou.
Podrobnéjsi verze tohoto dukazu lze najit jak ve starsich knihach [M’Cl, str. 225-226]
z roku 1891 a [Lac, str. 74] z roku 1893, tak v nov¢jsi proslulé knize Modern Geo-
metry autora Rogera A. Johnsona z roku 1929.% Odlisny dukaz spravnosti Youngovy

IPiiviastkem ,nepiimymi“ vyjadiujeme ten fakt, ze jsme v literatuie nenasli zddny ditkaz Feuer-
bachovy véty, ve kterém by pro dvé uvazované kruznice se stiedy na piimce p byl za kandidata na bod
jejich dotyku vybran prusecik jedné z obou kruznic pravé s piimkou p. Ve vech tfech ndm zndmych
konstrukcich je tato ,stifedova“ ptimka p nahrazena jinou.

2Pietisk zadéni tlohy spolu s FeSenfm jejfho navrhovatele J. Younga jsme nalezli ve sborniku
Mathematical Questions nad Solutions, from the E. T., ro¢. 51, Londyn, 1889, str. 58—59.

3V seznamu uzité literatury ji uvddime jako knihu [Joh] v nezménéném vydani z roku 1960 s novym

VVVVVV

citované knize uveden na str. 201-202.
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konstrukce je podan v uznavané ucebnici College Geometry, prvné vydané roku 1952
(viz [Alt, str. 105-107]*). Protoze jsme zddnou informaci o ptuvodu tohoto alterna-
tivniho postupu nenasli, nazveme ho nize Altshillerovym dukazem.

Dalsi vyklad v této kapitole zahajime ilustrovanym popisem samotné Youngovy
konstrukce, doplnénym Poznamkou 1 o tom, jak na tuto konstrukci muzeme v dnesni
dobé pohlizet. Nasledovat bude rozhodujici ¢ast textu této kapitoly — nejprve Younguv
a poté Alshilleruv dukaz kyzeného tvrzeni, ze vysledné body konstrukce jsou skuteéné
body dotyku kruznic z Feuerbachovy véty. Oba dukazy pak v zavérecné Poznamce 2
strucné porovname.

Youngova konstrukce

V této ¢asti textu popiseme pouze (dle zaddni Youngovy ilohy) konstrukei jistého
bodu U na kruznici ¢ vepsané danému trojihelniku ABC, spole¢né s analogickou kon-
strukei jistého bodu U’ na kruznmici e, piipsané strané AB. Obé konstrukce pritom
zakreslime do jednoho obrazku i s kruznici n deviti bodu, kterou vsak k sestrojeni
bodu U, U’ vibec nevyuzijeme. Protoze tyto body budou kandidéty na body dotyku
kruznic i, e. s kruznici n, staci se jejich konstrukei zabyvat v netrivialnim ptipadé, kdy

|AC| # | BC|.

Provedend konstrukce vychdzi z toho, ze piimka AB je v piipadé |AC| # |BC|
jednou ze dvou spoleénych vnitinich tecen kruznice ¢ a e., pritom obé z nich prochézeji

4Autorem tohoto dila je americky matematik polského ptvodu Nathan Altshiller-Court (1881—
1968). V naSem textu se odkazujeme na druhé revidované a rozsifené vyddni, které v roce 1980
pfripravil syn Arnold Court.
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prisecikem Y strany AB s osou vnitiniho ihlu ACB. Vedme tedy bodem Y druhou
z téchto tecen. Oznac¢me ji t a T', T” body jejiho dotyku s kruznicemi i, resp. e.. Celou
konstrukci dokonéime tak, ze sestrojime stied C) strany AB a poté urcime bod U jako
druhy prusecik poloptimky C,T" s kruznici ¢ (U # T'); obdobné za bod U’ prohldsime
druhy prusecik poloptimky C17” s kruznici e. (U’ # T").

Poznamka 1. Smysl a spravnost Youngovych konstrukei plynou bezprostiedné
z dikazu Feuerbachovy véty uzitim kruhové inverze, ktery patrné nebyl Youngovi zndm
a kterému se budeme vénovat v kapitole 12. Dokazeme tam, ze pokud v trojihelniku
ABC plati |AC| # |BC|, pak bod C} je sttedem takové kruhové inverze, ve které jsou
samodruzné obé kruznice i a e. a ve které se jejich (vedle ptimka AB druhd) vnitini
spolecna tecna t zobrazi na kruznici n. Tato kruznice se proto obou zminénych sa-
modruznych kruznic skutecné dotyka, jak se tvrdi ve Feuerbachové vété. Nyni je jasné,
ze body obou téchto dotyku (o kterych se v kapitole 12 vubec zminovat nebudeme)
musi byt obrazy bodu T" a T” v uzité kruhové inverzi. Aniz o ni mame ponéti, muzeme
pomoci polopiimek C\T', CiT" tyto body dotyku U, U’ snadno sestrojit, jak se ziejmeé
jinou cestou dovtipil J. Young.

Jak jsme slibili ivodem kapitoly, doplnénym o odkazy na literaturu, podame nyni
dva dukazy spravnosti Youngovy konstrukce: Dvéma odlisnymi postupy ovérime, ze
oba body U a U’ z Youngovy konstrukce lezi na kruznici n (jak obrazek ke konstrukei
napovida) a ze to jsou body jejiho dotyku po fadé s kruznicemi i a e.. Feuerbachova
véta tak bude dokazana dalsimi dvéma zptusoby. S ohledem na symetrii budeme v obou
dukazech predpokladat, ze vychozi podminka |AC| # |BC|, kterou jsme pii popisu
Youngovy konstrukce predpokladali, je splnéna jako |[AC| > |BC|. S vykladem prvniho
dukazu bude vyhodné zapocit na nové strance.
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Younguv dikaz
V prvni ¢asti podame dikaz ocekdvanych vlastnosti bodu U na kruznici ¢. Jeho
konstrukci uzitim tecny ¢ = YT a poloptimky Ci7T doplnime na novém obrazku nize
nejprve o vysku C'Cy s patou Cp na kruznici n a polomér IQ) kruznice ¢ s bodem @)
na strané AB. Kromé toho standardné oznacime thly «, 5 a %'y u vrcholu A, B, resp. C.
Zduraznéme, ze z predpokladu |[AC| > |BC| plyne > a aze (A, C1,Y, Q, Cy) je poradi
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bodu na polopiimce AB.
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Z trojihelniku ACY mame [<CYQ| = a+ %’y, takze diky soumeérnosti dvojice tisecek
YT aYQ plati |<TY Q| = 2|<CY Q| = 2« + v, odkud
|<TYA| =180° — [<TYQ| = (a++7) — La+7v) = —«
7 mocnosti bodu C] ke kruznici 7 a Lemmatu 14.3 plyne
|\ T]- |G U] = |CiQP* = |CiY ] - |C1 G-
Rovnost krajnich souc¢inu s ohledem na poradi (Cy,T,U) a (C1,Y, Cy) kolinearnich tro-

jic bodu znamena, ze na obrazku podbarveny ¢tyruhelnik UTY Cy je tétivovy. To spolu

s vyse urcenym uhlem 7Y A znamena, ze
|<CoUCH| = |<CoUT| =180° — |<TYCy| = |[XTY Al =5 — a.

Konecné uvazime, ze kruznice n prochazi nejen body C a Cp, ale také stiedy Ay,

B; po tadé stran BC, C'A. Prusecik jeji tecny v bodé C s ptimkou AC' je na obrazku
oznacen R. Z vlastnosti pfickového trojihelniku A; B;C; plynou rovnosti |<B;C1A| =
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= f a |xC1A1By| = . Druhd z nich podle véty o tsekovém thlu znamend, ze také
|%<B1Cy R| = a.. Nerovnost > « zapsana |«<B;C1A| > |« B,C} R| proto vede k zavéru,
ze bod R lezi mezi body A, B; a plati

|xRC1A| = |£B1C1A| — |£B,CLR| =  — a.

Zjistili jsme, ze vSechny t¥i ihly RC1 A, CoUC a TY A maji stejnou velikost (rovnu
[ — «). To predné znamend, ze tecny YT a C1R jsou rovnobézné. Navic ze shodnosti
uhli RC1A a CoUC, podle véty o tsekovém thlu plyne, ze bod U na kruznici i je
rovnéz bodem kruznice n.

Nakonec uvazime stejnolehlost se stredem U a koeficientem vétsim nez 1, pii které
se bod T zobrazi do bodu C. Obrazem kruznice ¢ pak bude kruznice, ktera prochézi
body U, C} a kterd ma v bodé (' za tecnu primku rovnobéznou s ptimkou Y7, tj. prim-
ku C1 R. Kruznice, ktera tyto podminky spliiuje, je ovSsem jedina — jeji stied totiz musi
lezet jak na ose tusecky C U, tak na kolmici k pfimce CyR vedené bodem C}. Podle
predchoziho odstavce je touto kruznici kruznice n, ktera mé proto s kruznici ¢ vnitini
dotyk pravé v bodé U. Prvni ¢ést dikazu je hotova.

V druhé ¢Easti podame dukaz ocekavanych vlastnosti bodu U’ na kruznici e..
Konstrukei bodu U’ uzitim teény ¢ = YT" (na niz vyznaéime i bod T jejtho dotyku
s kruznici ) a polopiimky C17” doplnime na novém obrézku o vysku CCy, polomér E.Q)'
kruznice e. s bodem @' na strané AB, kruznici n prochazejici body Ci, Cy a jeji
tecnu RCY v bodé (Y, pro kterou podle prvni ¢asti dukazu plati RCY || t.
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Lemma 14.3 spolu s mocnosti bodu C vzhledem ke kruznici e. vedou k rovnostem
|CLU'| - O\ T'] = [CLQ' P = |G Y |- |CLCol,

z nichz s ohledem na poradi (Cy,U’,T") a (C4,Y, Cy) kolinearnich trojic bodu plyne,
ze na obrazku podbarveny ¢tyiihelnik YU'T'Cy je tétivovy. Spolu s relaci RCy || ¢
tak pro usekovy thel RC1 A kruznice n dostdvame

| RC1A| = |<TYCy| = |xCoYT'| = |«<CoU'T'| = 180° — |« CoU'C |,

a proto bod U’ lezi na obou kruznicich e, a n. K dokonc¢eni dukazu tak staci uvazit
stejnolehlost se stiedem U’ a zdpornym koeficientem, pii které se bod T” zobrazi na C,
a tudiz teCna t kruznice e. se zobrazi na tecnu RC; kruznice n. (Uvahy obdobné
tém z prvni ¢asti dukazu opakovat nebudeme.) Dochazime tak k potfebnému zavéru
o vnéjsim dotyku kruznic n, e, pravée v bodé U’. Tim je druhd c¢ést, a tedy i cely
Younguv dukaz ukoncen.

Altshilleruv dukaz

Jako v Youngové dikazu odvodime za predpokladu |AC| > |BC| spravnost jeho
konstrukce bodu U a U’, ve kterych se kruznice n dotyka po fadé kruznic i a e..

V prvni ¢asti dukazu se budeme vénovat bodu U na kruznici <. K jeho Youngoveé
konstrukci uzitim teény ¢t = YT a polopiimky C;T do nového obrézku prikreslime po-
lomér OC kruznice opsané, polomér I() kruznice ¢ s bodem ) na strané AB, vysku CCy
s patou Cy a Eulerovym bodem C5 na kruznici n se sttedem N, prusecik V primek YT,
C1C5 a prvni prusecik K polopiimky CoU s kruznici @ (druhy prusecik je bod U).

Nejprve zduvodnime oba vztahy C1C, || OC a [TV | = 90° vyznacené na obraz-
ku.” Prvni z nich je dusledkem Lemmatu 14.1(ii), podle kterého C;Cy je prumérem

5Na obrazku je jesté barevné vyznaéeno, ze také |xCoUT| = 90°. K tomuto klicovému zdvéru bude
nas dalsi postup smeéfrovat.

o1



Kapitola 6: Dikazy konstrukcemi bodu dotyku 1

kruznice n a pro jeji polomér NC; plati NC; || OCj. Podle Lemmatu 14.1(iii) je
osa uhlu OCCy totozna s osou uhlu ACB, ktera ziejmé puli i uhel QY T. Podle této
osy je soumérna jak dvojice ptimek Y@ a YT, tak dvojice ptimek CoC a OC'. Diky
YQ L CoC proto plati rovnéz YT 1 OC, coz spolu s jiz ovéfenym vztahem C1Cy || OC
vede k YT L C1C5. Tim je i druhy vztah |<TV 4| = 90° dokazan.

Nyni uz muzeme vyuzit podobnost pravothlych trojihelnika C1CyCy a C1 VY, diky
které plati

[C1Cs| _ |GhY
|IC1Col  |CLV )

Prava strana rovnosti (6.1) je podle Lemmatu 14.3 rovna hodnoté |C1Q|?. Z mocnosti
bodu C; ke kruznici i plyne, Ze stejnou hodnotu |C;Q|* mé i soucin |C,T|-|C,U]|. Proto
v dusledku (6.1) plati rovnost |C1V |- |C1Cy| = |C1T|-|C U], kterd s ohledem na pofadi
(C1,V,C5) a (Cy,T,U) kolinearnich trojic bodu znamend, ze na obrazku podbarveny
ctytihelnik CoVTU je tétivovy. V ném jak vime je tthel CoV'T je pravy, proto je pravy
i protéjsi tthel CLUT neboli thel CoUC, (vyznaceny barevné). Diky nému tak bod U
lezi na kruznici nad prumérem CCjy, tj. na kruznici n. Je tedy spole¢nym bodem obou
kruznic ¢ a n. Zbyva vysvétlit, pro¢ je to bod jejich vnitiniho dotyku.

Jelikoz bod T lezi na tsecce C1U a bod K na tsecce CoU, méame |[£TUK| = 90°,
coz ukazuje, ze bod U lezi na kruznici nad prumérem TK. Body T, U, K vsak lezi
na kruznici ¢, tudiz tsecka TK je jejim prumérem, kolmym k jeji tecné ¢ s bodem
dotyku T'. Nyni z C1Cy L t a TK L t plyne, ze prumér C,Cy kruznice n je rovnobézny
s prumérem T'K kruznice 4, takze obé kruznice jsou stejnolehlé podle sttedu U a maji
v ném vnitini dotyk. Tim je prvni ¢ast Altshillerova dikazu ukoncena. Celou jeji dru-
hou ¢ést i s obrazkem uvedeme na dalsi strané.
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Kapitola 6: Dikazy konstrukcemi bodu dotyku 1

V druhé ¢asti dukazu se budeme vénovat bodu U’ na kruznici e. pripsané stra-
né AB. K jeho Youngové konstrukei uzitim bodu Y, 7" a C; do nového obrazku
prikreslime polomér E. Q" kruznice e. s bodem Q' na strané AB, kruznici n s body Cj,
Cy a druhy prusecik K’ piimky CyU’ s kruznici e.. Vyuzijeme rovnéz prusecik V'
primek YT" a C1Cy, které jsou podle prvni ¢asti diukazu navzajem kolmé.

Bod V' jak vime splauje rovnost |C1V] - |C1Cy| = |C1Y] - |C1Cy|, oznacenou vyse
jako (6.1). Jeji pravd strana je podle Lemmatu 14.3 rovna hodnoté |C1Q’|%. Z mocnosti
bodu C; ke kruznici e, plyne, Ze stejnou hodnotu [C1Q’'|> m4 i soucin |C,T"| - |C T|.
Dohromady dostavame rovnost |C1V| - |C1Cy| = |C1T"| - |C1U’|, kterd s ohledem na
poradi (C1,V,Cy) a (C1,U’, T") kolinedrnich trojic bod znamen4, Ze na obrazku pod-
barveny ¢tyiuhelnik CoVU'T” je tétivovy. V ném je jak vime thel CoV'T” pravy, takze je
pravy i tihel CoU"T", a proto bod U’ je prusec¢ikem dvou navzdjem kolmych usecek C;T"
a Cy K’ (jak je na obrazku barevné vyznaceno). Tento poznatek ma dva dusledky:

> Diky pravému thlu CoU’Ch bod U’ lezi na kruznici nad prumérem C;C5, kterou je
jak vime kruznice n. Bod U’ je tedy spole¢nym bodem obou kruznic e, a n.

> Diky pravému thlu T'U’K’ lezi bod U’ na kruznici nad prumérem 7'K’. Ovsem
body T", U’, K’ lezi na kruznici e., tudiz usecka T"K’ je jejim prumérem, kolmym
k jeji tecné ¢ s bodem dotyku T”.

Nyni z C1Cy L t a T"K' 1 t plyne, ze prumér C;Cs kruznice n je rovnobézny
s prumérem 7" K’ kruznice e.. Zaroven vsak bod 1" lezi na polopiimce opaéné k U'Cy
a bod K’ na polopiimce opacné k U’'Cy, takze obé kruznice jsou stejnolehlé podle
sttedu U’ a maji v ném vnéjsi dotyk. Tim je druha ¢ést, a tedy i cely Altshilleruv

23



Kapitola 6: Dikazy konstrukcemi bodu dotyku 1

dukaz dokoncen.

Poznamka 2. Srovnejme nyni dva podané dukazy spravnosti Youngovy konstrukcee.
Je zajimavé, ze oba postupy vyuzivaji stejny metricky vztah z Lemmatu 14.3 k nalezeni
dvou ruzngch tétivovych ctyruhelniku (jak s vrcholem U, tak s vrcholem U’). Ty pak
slouzi v obou postupech k ovéfeni, ze zkoumané dvojice kruznic maji spoleény bod. Ten
je pak navic bodem jejich dotyku, nebot jde o stied jejich stejnolehlosti, a to na zakladé
tivahy bud o stejnolehlych teéndch (Younguv dikaz) nebo o stejnolehlych primérech
(Altshilleruv dukaz). Dodejme jesté, ze dalsi dvé konstrukee bodu dotyku z kapitoly 7
budou zalozeny na 1vaze o stejnolehlych polomérech zkoumanych kruznic. Kromeé toho
v kapitole 10 uvedeme dukaz Feuerbachovy véty uzitim jinych dvojic rovnobéznych
prumeéru, pii kterém nebudeme vychazet z lokalizace sttedu jejich stejnolehlosti.
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Kapitola 7

Dukazy konstrukcemi bodu dotyku 2

Jak jsme slibili v ivodnim odstavci predchozi kapitoly, vylozime nyni dalsi dvé kon-
strukce, které nas privedou ke dvéma novym dukaziim Feuerbachovy véty. Obé kon-
strukce jsou zalozeny na stejné myslence, ktera je jednodussi nezli u Youngovy kon-
strukce z kapitoly 6: Dvée kruznice mohou mit dotyk pouze v bodé, ktery je jednim
ze stredu jejich stejnolehlosti. Tyto stredy lze konstrukéné urcit zndmgm postupem,
totiz uzitim navzdjem rovnobézniych polomeéru danijch kruznic.

Prvni z obou dikazu, které v této kapitole uvedeme, lze najit v ucebnici Die FEle-
mente der Mathematik z roku 1883 ([Bal, str. 92-93]). Jak tam jeji autor Richard Balt-
zer poznamenava, dozvédél se o tomto dukazu z dopisu, ktery mu zaslal v roce 1872
pan Binder z némecké obce Schontal (region Hohenlohe).! Druhou édst této kapi-
toly vénujeme dukazu, ktery roku 1939 publikoval W. J. Dobbs v piispévku [Dob]
pro casopis The Mathematical Gazette. 1 kdyz jsou (podle uvodniho odstavce této
kapitoly) Binderova a Dobbsova konstrukce velmi blizké, jednu vyznamnou odlisnost
zduraznime jiz nyni: Jak je patrné z ilustraci k obéma konstrukcim?, Binder lokalizuje
body dotyku na kruznici vepsané, resp. kruznici pripsané, zatimco Dobbs je oba urcuje
na kruznici deviti bodu.

Ve vykladech obou konstrukci a jejich dukazu se jisté sta¢i vénovat dotykovym
bodum kruznice n deviti bodu s kruznici ¢ vepsanou a s kruznici e, pfipsanou strané AB,
a to jen pro takové trojihelniky ABC ve kterych plati |AC| # |BC'|. Pfi obou dukazech
pak ze dvou navzdjem symetrickych situaci posoudime jen tu, kdy plati |AC| > |BC].

Binderova konstrukce
Nejprve sestrojime polomér NC kruznice n urceny sttedem C} strany AB. K nému

pak sestrojite souhlasné rovnobézny polomér I P kruznice ¢ a nesouhlasné rovnobézny
polomér E.P’ kruznice e.. Nakonec uréime body U, U’ kruznic i, resp. e. jako jejich

nformaci o tomto dopisu s Binderovym ditkazem jsme piivodné ziskali z historického élanku [Mac,
str. 27].
2Doporucujeme étenaii porovnat oba obrazky uz nyni.
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Kapitola 7: Dikazy konstrukcemi bodu dotyku 2

pruseciky po fadé s polopiimkami C, P, C1P" (ruzné od bodu P, P’).

Binderuv dukaz

Nejprve popiseme obréazek, kterym budeme cely vyklad doprovazet.
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Kapitola 7: Dikazy konstrukcemi bodu dotyku 2

Vysli jsme z nasi ilustrace k Binderové konstrukci bodu U a U’, doplnili ji o dalsi
potiebné tsecky a vyznacili jejich rovnobéznost. K novym tseckam patii vyska C'Cy
s patou Cy na kruznici n a polomér OC' kruznice opsané, ktery je nesouhlasné rov-
nobézny s polomérem NC (Lemma 14.1(ii)). Déle to jsou s vyskou C'Cy rovnobézné
polomeéry IQ) a E.Q" kruznic i a e., kde QQ a Q" znaci body jejich dotyku se stranou
AB, a také ten polomér N L kruznice n, ktery je souhlasné rovnobézny s polomérem
1@Q). Vykreslime i osu vnitintho thlu AC B, jejiz tsek mezi body I a E. protne stranu
AB v bodé, ktery je oznacen Y. Zduraznéme jesté, ze diky predpokladu |AC| > |BC|
lezi body @', C1, Y, @, Cy v tomto poradi na piimce AB; shodnost uhlu vyznacenych
na obrazku modrymi obloucky zduvodnime v dalsim vykladu.

Diky trojicim rovnobéznych poloméru kruznic n, i, e. plati
[XCINL| = |%PIQ| = | ¥ P'EQ|.

Kromé toho uhly PIQ a P'E.Q)' maji ramena rovnobézna s tthlem OCCY, jehoz osa
ovSem splyva s osou CY thlu ACB (Lemmma 14.1(iii)). Proto tato osa puli rovnéz
oba uhly PIQ a P'E.(Q)', jak je na obrazku vyznac¢eno modrymi obloucky. Odtud plyne,
¢tyruhelniky PY QI a P'Y Q'E, jsou deltoidy soumérné podle piimky CY', tudiz pravé
jsou nejen dhly IQY a E.Q'Y, ale i IPY a E,P'Y.? Pro zbylé vnitini hly obou
deltoidu tak plati

|« PIQ| =180° — |¥xPYQ| a [|xP'YQ'|=180°—|<P'E.Q'|
Zbyly vyklad rozdélime na dvé ¢ésti vénované kazdé z kruznic ¢ a e,.
e 7 mocnosti bodu C} ke kruznici vepsané a Lemmatu 14.3 dostavame

|C1P]-|CLU| = |C1Q)? = |C1Y] - |C1Cy.

Z rovnosti krajnich sou¢int plyne, ze na obrazku podbarveny ctytiuhelnik PY CoU
je tetivovy, odkud

|xCLUCy| = |« PUC| = 180° — | % PY Co| = 180° — |« PY Q| = |« PIQ| = |xC1NL|.

Uvazme nyni oblouk CyLCj kruznice n. Jemu piislusi stiedovy thel, ktery ma ziejmeé
velikost 2 - |€C1NL|, takze jemu piislusné obvodové thly maji velikost |<CyNL|.
Je to, jak uz vime, i velikost thlu CiUCy, jehoz vrchol U pritom lezi v poloroviné
opatné k C1CyL. Znamend to, ze bod U, puvodné uréeny na kruznici ¢, lezi rovnéz
na kruznici n. Protoze navic poloméry NCY, I P jsou podle konstrukce souhlasné rov-
nobézné, je spoleény bod U kruznic i, n (jakozto stfed jejich vnéjsi stejnolehlosti)
bodem vnitfniho dotyku téchto dvou kruznic.

37jistili jsme tak, ze body P, P’ z Binderovy konstrukce splyvaji s body T, T’ z Youngovy kon-
strukce v kapitole 6. Piimka PP’ je tak spole¢nou vnitin{ te¢nou kruznic ¢, e. prochazejici bodem Y’
(stejné jako pifmka AB).
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e 7 mocnosti bodu ] ke kruznici pripsané a z Lemmatu 14.3 dostavame
|CLU'| - |G P| = |CiQ'P = |C1Y] - |Ch G

Z rovnosti krajnich soucinu plyne, Ze na obrazku podbarveny ctyithelnik P'U'Y C
je tétivovy, z ¢ehoz plyne

|2 CLU’Cy| = 180° — |« P'U'Co| = 180° — |« P'Y Cy| = |« P'Y Q| =

— 180° — | P'E.Q'| = 180° — |« Cy NL|.

Vyuzijme nyni vyhodné i bod U a vS§imnéme si, ze plati
| CLUCy| + |« CLU'Cy| = |« CyNL| + (180° — |xC N L|) = 180°.

Odtud plyne, ze ¢tytuhelnik C1U'CyU je tétivovy. Kruznice n je, jak uz vime, opsdna
trojuhelniku C1CyU, tudiz na ni lezi i bod U’, ktery je tak spoletnym bodem kruz-
nic e, a n. V ném maji tyto kruznice vnéjsi dotyk diky opacné orientaci poloméru NCy
a E.P’ stejnolehlych podle stiredu U’.

Tim je cely vyklad Binderova dukazu ukoncen.

Dobbsova konstrukce

Nejprve k uvazovanym tfem kruznicim ¢, e., n se sttedy I, E., N sestrojime jejich
polomeéry IQ, E.QQ', NL kolmé k piimce AB urcené tak, ze (Q a Q' jsou body dotyku
prvnich dvou kruznic se stranou AB a tfeti polomér N L je souhlasné rovnobézny s po-
lomérem /@Q. Nyni uz uréime body U a U’ na kruznici deviti bodu (ruzné od bodu L)
nasledovné: bod U je jeji prusecik s polopiimkou L@ a bod U’ je jeji prusecik s po-
loptimkou LQ)'.

n
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Kapitola 7: Dikazy konstrukcemi bodu dotyku 2

Dobbstv dikaz

Pro ptehlednost celého postupu nejprve dokazeme jednoduché pomocné tvrzeni,
které je samo o sobé zajimavé. Oznaceni bodu a kruznice volime v Lemmatu takové,
jaké budeme déle potiebovat.

Lemma. Na kruznici n je dan oblouk C1Cy se stredem L. Pro kazdy bod U kruzni-
ce n, ktery je ruzny od bodu Cy, Cy a L, oznacime Q) prisecik primek C1Cy a LU. Pak

hodnota soucinu |LU| - |LQ)| je nezdvisle na vjbéru bodu U rovna |LC,|*.

DUKAZ: Rozlisime, na kterém z obou obloukt s krajnimi body C;, Cy bod U le#i.

n U n

o) Q C, Q 4 C,

L L

Ze shodnosti oblouku LC; a LCy plyne, Ze na kazdém z obrézku jsou vyznaceny tii
shodné uhly. Vidime, ze v obou ptipadech jsou trojuhelniky LC,Q) a LUC, podobné
podle véty wu: maji totiz spoleény 1hel u vrcholu L a shodné uhly u vrcholu Cy, U.
Odtud plyne |LQ|/|LC,| = |LCy|/|LU| neboli |LU| - |LQ| = |LC}|? a dukaz je hotov.?

Pred vlastnim dukazem spravnosti Dobbsovy konstrukce odvodime jesté jednu dvo-
jici vztahu, kterou nize oznaéime (7.1). Vyuzijeme k tomu dalsi obrézek pro tyz troj-
uhelnik ABC' z na8i ilustrace k Dobbsové konstrukei, ktery spliiuje dohodnutou pod-
minku |AC| > |BC|. Na obrazku jsou kromé puvodnich polomeért Q) a E.Q' vykresleny
tyto nové prvky: stied C; strany AB, vyska C'Cy, oblouk opsané kruznice o = (O, R)
a jejl poloméry s koncovymi body A, D, C. Vyznacena je rovnéz osa uhlu ACB, na
které lezi po tadé body C, I, D a E.. Stejnou osu ma diky Lemmatu 14.1(iii) rovnéz
uhel OCCy, tudiz pét zelené na obrazku vyznacenych thlu ma tutéz velikost, ktera
je oznacena 0.

Jelikoz usecky C1Q, QCy jsou kolmymi pruméty po radé usecek DI, IC na piim-
ku AB, plati rovnosti

|IC1Q| = |DI|sinf a |QCy| = |IC|sinb.

4Pro situaci z levého obréazku, kdy polopifmka UL je osou vnitintho thlu trojihelniku C;CoU,
je dokazané tvrzeni soucasti Lemmatu 14.4.
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Obdobné plati

|IC1Q'| = |DE.|sinf a |Q'Cy| = |E.C|siné.
Vynésobime-li mezi sebou dvé rovnosti z téhoz fadku, pak s ohledem na vzorce |DI|-
[ IC| =2Rr a |DE,| - |E.C| = 2Rr. (Lemma 14.5) dojdeme ke vztahum

|C1Q| - |QCy| = 2Rrsin®0 a |C1Q'| - |Q'Co| = 2Rr,sin? 6. (7.1)

,
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Na dalsim obrazku uz je samotna Dobbsova konstrukce. Prikresleny jsou i nékteré
prvky z predchoziho obrazku a nové je vyznacena velikost 26 ptvodniho thlu OCCj.
Stejnou velikost ma i thel C1NL, nebot oba thly OCC, a C;NL maji souhlasné
rovnobézna jak prvni ramena (Lemma 14.1(ii)), tak druhd ramena (podle konstrukce
bodu L). Zékladna LC; rovnoramenného trojihelniku LC7 N mé proto délku Rsin6.
Diky tomu Lemma z ivodu naseho vykladu Dobbsova dukazu vede k rovnostem

ILU| - |LQ| = [LU'| - |[LQ'| = |LCy|* = R?sin® 6.
Nyni vyuzijeme dvoji vyjadieni mocnosti bodu @, Q" ke kruznici n. Dosadime-li do

rovnosti |LQ)| - |QU| = |C1Q] - |QCy| a |LQ'| - |Q'U| = |C1Q’| - |Q'Cy| diive odvozené
hodnoty z (7.1), dostaneme

|ILQ|-|QU| = 2Rrsin®’0 a |LQ'|-|Q'U|= 2Rr.sin’46.

Déme-li tyto rovnosti do poméru s rovnostmi ze zavéru predchoziho odstavce, obdrzime

|QU|  2Rrsin’f A |QU'|  2Rr.sin’6 _ r,
ILU| ~ R%sin®@ iR ILU'| — R?sin’0 iR’
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Plati tedy |QU|/|LU| = |IQ|/|NL| a |Q'U'|/|LU'| = |E.Q'|/|NL|. To uz spolu
s cervené a modie na obrazku vyznacenymi uhly znamend, ze jak trojihelniky IQU
a NLU, tak i trojuhelniky FE.Q'U’ a NLU' jsou podobné (podle véty sus). Proto
jsou trojice bodu (N, I,U) a (N,U’, E.) v uvedenych poradich kolinearni. Navic z rov-
nosti [NL| = |NU| plyne |IQ| = |IU| (neboli U € i), takze kruznice n, i jsou podle
spoleéného bodu U stejnolehlé. Obdobné z |[NL| = |[NU'| plyne |E.Q'| = |E.U’| (neboli
U’ € e.), takze kruznice n, e. jsou podle spoletného bodu U’ stejnolehlé. Tim je nas
vyklad Dobbsova dukazu (rozsiteného o dvahy pro pfipsanou kruznici) ukoncen.
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Kapitola 8

Dukaz uzitim Pappovych dloh

E. H. Neville! ve svém ¢lanku [Nev] z roku 1928 dokdzal Feuerbachovu vétu zpusobem,
pii kterém pro obecny trojihelnik ABC' vedle kruznic, jez ve Feuerbachové vété vy-
stupuji a z nichz budeme déle pracovat s vepsanou kruznici ¢, kruznici e. ptripsanou
strané AB a kruznici n deviti bodu, zavedl jesté dvé dalsi pomocné kruznice. Prvni
(resp. druhd) z nich se dotyka piimky AB ve stejném bodé jako kruznice i (resp. jako
kruznice e.) a ma rovnéz vnitini (resp. vnéjsi) dotyk s kruznici n. Timto obratem Ne-
ville veelku pfirozené a jednoduse ptrevedl dikaz Feuerbachovy véty na tlohu dokazat,
ze ony dvé pomocné kruznice splyvaji s kruznicemi 7 a e.. To se mu povedlo, jak v této
kapitole detailné popiSeme, na zakladé hlubsiho rozboru téch tloh, kterym pomocné
kruznice (podle zpusobu svého urceni) vyhovuji. Jednd se o jeden druh uloh, které
bézné nazyvame Pappovy. Zadani tohoto druhu a snadnou konstrukci vyhovujicich
kruznic nejprve stru¢né pripomeneme.

PAPPOVA ULOHA: Je ddna primka c, jeji bod Q a kruznice n, kterd neprochdzi bo-
dem @, ani se nedotykd primky c. Sestrojte kruznici, kterd se dotykd primky c v bodé Q)
a md rovnéz (vnitrni nebo vnéjsi) dotyk s kruznici n.

Tato tloha, kterou budeme déle znacit (¢, @, n), mé vzdy dvé feseni. Plyne to z ivah
o stejnolehlosti dvou dotykajicich se kruznic a jejich rovnobéznych teénach. Ty vedou
ke znamé konstrukci obou vyhovujicich kruznic, ilustrované nasledujici dvojici obrazku.
Neni pfitom podstatné, ze jsme pro piehlednost zvolili situaci, kdy zadana piimka c
zadanou kruznici n neprotina.

'Eric Harold Neville (1889-1961), anglicky matematik, profesor Univerzity v Readingu, autor
vyznamnych texti a ¢lanku, ktery se aktivné zapojoval do feSeni aktudlnich otdzek matematického
vzdélavani.
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n,

i ' B / ; N\

V hlavnim vysledku Nevilleova ¢lanku [Nev], ktery nyni uvedeme a dokazeme, jsou
popsany dalsi vlastnosti feseni Pappovy tlohy (¢, @, n) pro situaci, kdy piimka ¢ protina
kruznici n ve dvou bodech. Rozliseny budou dva piipady a) a b) podle toho, zda @ je
bodem vnitini & vnéjsi oblasti kruznice n.?

Véta. Dand kruznice n a dand primka ¢ se protinaji ve dvou bodech Cy a Cy. Necht
KL je prumér kruznice n kolmy k primce c.

a) Pro libovolny vnitini bod Q) usecky C1Cy wvaime kruznici, kterd se v bodé Q
dotykd primky ¢ a kterd ma vnitini dotyk s obloukem C1KCy kruznice n. Pak stred S
této kruznice leZi na rovnobézce s primkou C1 K vedené takovym bodem Y usecky C1Cy,
jehoz poloha je uréena rovnosti |C1Y] - |C1Co| = |C1Q|?.

b) Pro libovolny vnitini bod Q' poloprimky opaéné k poloprimce C1Cy uvaime kruz-
nici, ktera se v bodé Q' dotykd primky c a kterd md wvnéjsi dotyk s obloukem C1LCYy
kruznice n. Pak stred S’ této kruznice leZi na rovnobézce s primkou Cy K vedené takovym
bodem Y poloprimky C,Cy, jehoZ poloha je uréena rovnosti |C1Y’| - |C1Co| = |C1Q’|*.

DUKAZ: Vénujme se nejprve pripadu a) podle prvniho obrdzku nize. V ném N
znadi stted kruznice n a J prusecik tétivy C1Cy s prumérem K L. Provedena je rovnéz
znama (vyse pripomenutd) konstrukce sttedu S jediné vyhovujici kruznice: Bod U
jejiho vnitintho dotyku s obloukem C7KCj lezi na spojnici bodu dotyku @, L rov-
nobéznych tecen obou kruznic.

2Tlustrace k obéma pifpadiim jsou zafazeny do nésledného textu ditkazu Véty.
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K
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C, JVY Q Co C
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Ke stiedu S jsou jesté sestrojeny jeho kolmé pruméty Py, Ps po fadé na piimku LU
a na tecnu ke kruznici n v bodé L. Konecné bod Y je na obrazku zaveden jako prusecik
tisecky C1Cy s kolmici k pifmce C; L vedenou kolem S.? Nagim cilem je dokézat rovnost
|C1Y] - [C1Co| = |C1 QP

Jelikoz body Py, P, lezi na Thaletové kruznici nad prumeérem SL, z mocnosti bodu )
k této kruznici plyne
1SQ|- QB[ = [AQ] - |QL].
Dosadime-li sem |QP| = |JL|, |PQ] = 3|UQ| a poté uzijeme mocnost bodu Q
ke kruznici n, dostaneme

1SQI-|JL| = 31UQ| - |QL| = 3|C1Q] - |QCy|. (8.1)

Vsimnéme si, ze C1K 1 CyL 1 SY podle Thaletovy véty a podle konstrukce
bodu Y, tudiz SY || CiK, jak je na obrdzku vyznaceno. Spolu s KL || SQ L ¢ to
dokazuje shodnost ti{ vyznacenych ostrych thla v pravouhlych trojihelnicich C1 KL,
JC1L a QSY . Z podobnosti poslednich dvou z nich s ptihlédnutim k rovnosti |C}J| =
= %|C’1(Z’0| obdrzime

[JL] _ QY]

Gl = g ol 1SQIITL =[G QY ] = 3]Gl QY

Porovnénim s (8.1) tak dochdzime k rovnosti sou¢int

1C1Q] - |QCo| = |C1Col - [QY]. (8.2)

3Ve formulaci Véty je uréeni bodu Y pochopitelné odlisné, aby naopak poslouzilo k uréeni stiedu S.
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Vystupuji v ni ¢tyti body C1, Y, Q, Cy lezici v tomto poradi na piimce c. Proto plati
vztahy
|QCo| = |C1Co| — [C1Q] a QY] =[C1Q| —|C1Y],

které do rovnosti (8.2) dosadime a pak ji dale upravime:

|C1Q - (|C1Co| — |C1Q]) = |C1Col - (|C1Q| — |C1Y]),
1C1Q] - |C1Co| — |C1QP? = |C1Col - |C1Q| — |C1Cy| - |C1Y |,
1C1Q* = |C1Col - |C1Y].
Tim je dukaz Véty pro piipad a) hotov.
Analogicky dukaz pro piipad b) zapiSeme strucénéji. Vyuzijeme pii ném stejné
oznaceni a obdobné konstrukce jako v piipadé a). Jsou zachyceny na nésledujicim

obrazku.

K

P

Sl

Uvahy z dukazu pro pripad a) zustdvaji v platnosti beze zmén od pocatku az po po-
dobnost trojihelnika C1 KL, JC L a Q'S"Y". Ptivedou nas k rovnobéznosti S'Y” || C1 K
(opét vyznacené na obrézku) a k rovnosti obdobné (8.2), kterd je tvaru

C1Q'| - 1Q'Cy| = |C1Col - 1QY. (8.3)

Tentokrat sem dosadime vztahy

Q'Co| = [C1Co] +[C1Q] a  |QY'| =|C1Q'| +[C1Y"].
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Dalsi upravou dostaneme:

|IC1Q'] - (IC1Co] + |C1Q']) = |C1Col - (|C1Q'| + |C1Y]),
1C1Q'] - |C1Col + [C1Q' )P = |C1Col - |C1Q'| + |C1Co| - |ChY,
\C’lQ/|2 = |C1Cy] - |C'1Y/\.

Tim je dukaz Véty i pro piipad b) hotov.

Dikaz Feuerbachovy véty

Ukazeme, jak Feuerbachovo tvrzeni plyne z dokézané Véty. Jisté se staci zabyvat
trojuhelnikem ABC, ve kterém plati |AC| > |BC/, a pii dohodnutém oznaceni dokdzat
vnitini dotyk kruznic i, n a vnéjsi dotyk kruznic e, n. Vyuzijeme k tomu body dotyku
Q@ a @ kruznic i, resp. e. s piimkou ¢ strany AB. Diky predpokladu |AC| > |BC|
lezi body @', Ci, @, Cy v tomto poradi na piimce ¢, pritom bod C; je jak znamo
(viz Lemma 14.2) stiedem tsecky Q'Q).

Nasim cilem je dokazat, ze kruznice ¢ a e. jsou totozné s kruznicemi, které jsou
fesenimi Pappovych uloh (¢, @, n), resp. (¢, @', n) uptesnénymi v dokdzané Vété. Tato
feSeni jsou cervené vykreslena jako kruznice se stredy S, S’ na nasledujicim obrazku.

C

Pripomenme, ze podle znéni Véty je K L prumér kruznice n kolmy k piimce ¢ a ze
body Y a Y lezici na polopiimce C1Cy jsou urceny rovnostmi

|CLY ] |CiCol = 1C1QI1° a  |ChY] - |CiCo| = |C1Q"|.
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Z nich diky |C1Q| = |C1Q’| tak skutetné mame Y = Y’  jak je na obrézku vyzna-
¢eno. Stejné pismeno Y uzivame v jinych kapitolach prace k oznaceni toho bodu
na strané AB, ktery je jejim prusec¢ikem s osou vnitiniho thlu AC'B daného trojihel-
niku ABC'. Podle Lemmatu 14.3 pro tento prusecik Y vsak plati

|CLY ] - |C1Co| = |C1QI° = |C1Q'?,

takZe porovnanim s piedchozi dvojici rovnosti zjist ujeme, Ze rovnéZ v nasf situaci ,,zdvo-
jeny* bod Y =Y’ lezi na ose uhlu AC'B.

Samotné tvrzeni Veéty, které teprve nyni uplatnime, je na obrazku zduraznéno
cervené vykreslenou piimkou: V pripadé Y = Y’ leZi stredy S a S’ s bodem Y na
jedné primce, kterd je rovnobézind s primkou C1K. Zaroven vsak stiedy S a S’ leii,
stejné jako stiedy I a E. kruznic i a e., na kolmicich k piimce ¢ vedenych body @ a @)’.
Proto naseho cile, totiz rovnosti I = S a E. = S’, bude dosazeno, pokud ovéiime, ze
piimka C1 K je rovnobéznd s osou tthlu AC'B (kterd tak bude skute¢né ¢ervené vykresle-
nou, k vrcholu C' nedotazenou polopiimkou). K potfebnému ovéreni vyuzijeme stiedni
pricku A, By trojtihelniku ABC" Jelikoz K je stfedem oblouku CCy kruznice n, a tedy
rovnéz stredem jejiho oblouku BjA;, je poloprfimka C7K osou thlu A,C)B;, takze
je skute¢né rovnobézna s osou tuhlu AC B, ktery je totiz s thlem A;C)B; stejnolehly

véty ukoncen.
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Kapitola 9

~ Ld

Dukaz pomoci rozsireni
Ptolemaiovy véty

Dukaz, kterym se budeme v této kapitole zabyvat, uvedl v roce 1944 v ¢asopise The Ma-
thematical Gazette matematik W. J. Hodgetts jako struény piispévek [Hod] se znacné
problematickou poznamkou, ze je to patrné nejkratsi mozny dukaz Feuerbachovy véty.
Podrobnéjsi vyklad této metody je vSak podéan jiz ve starsi a nami i jinde zminované
knize Modern Geometry autora Rogera A. Johnsona z roku 1929. V seznamu uzité lite-
ratury ji uvadime jako knihu [Joh] v nezménéném vydani z roku 1960, kde je dotyény
dukaz vylozen na stranach 89-90 a 200-201. Jak tam Johnson uvadi, s myslenkou
ruznych roz§ifovani Ptolemaiovy véty piisel John Casey.! Lze se o tom piesvédéit v jeho
knize [Cas, str. 103 a déle], nazvané A Sequel to the First Siz Books of the Elements of
Fuclids z roku 1886, ktera je autorskym prepracovanim a doplnénim diivéjsiho vydani
s kratsim nazvem The First Six Books of the Elements of Fuclids z roku 1882.

Vyklad dukazu z knihy [Joh] bude v nasem podani elementarnéjsi. Vyhneme se
zcela odkazum na teorii svazku kruznic a teprve v tiplném zavéru dukazu hlavniho Lem-
matu vyuzijeme pouze zékladni poznatek o ptimce zvané chordala dvou nesoustiednych
kruznic.

Je logické, ze nas vyklad zapocneme pripomenutim klasické Ptolemaiovy véty o té-
tivovém ¢tyfihelniku.? Uvedeme ji vak v pro nds potifebné méné bézné ,oboustranné®
varianté, tj. ve formé ekvivalence, ktera je dusledkem obecnéjsiho tvrzeni o Ptole-
maiové nerovnosti. Tuto ekvivalenci i s jejim syntetickym dukazem lze nalézt v ¢eském
¢lanku [Lei].

1O tomto irském matematikovi se zmifiujeme rovnéz v zévéreéné Pozndmce kapitoly 11.

2Klaudios Ptolemaios (90-165) byl viznamny matematik a fyzik pisobici v Alexandrii. Zminén4
véta byla poprvé dokdzana v jeho dile Megalé syntazis tés astronomds (Velkd skladba astronomie),
znaméjsim pozdéji pod ndzvem Almagest.
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PTOLEMAIOVA VETA: Danyj ¢tyrihelndk (at uZ konvexni ¢i nekonverni) je tétivovy,
praveé kdyz soucin délek jeho uhlopricek je roven souctu obou soucinu délek jeho pro-
téjsich stran.

Jisté rozsiteni takto pojaté Ptolemaiovy véty bude tim dukazovym prostiedkem,
ktery uplatnime v této kapitole. Pfed formulaci a ditkazem tohoto hlavniho Lemmatu
bude vhodné zminit néasledujici. Ma-li zkoumany c¢tyitihelnik za vrcholy body X, Y,
7, U v predem neznamém poradi na své hranici, muzeme rovnost z Ptolemaiovy véty
zapsat unifikovanym zpusobem jako

IXY|-|ZU| £ |XZ| - |[YU| £ |YZ|-|XU| =0 (9.1)

s vhodnou kombinaci znaku + a —. Skutecné, piipad dvou znaku + je zfejmeé vyloucen,
v ostatnich tfech piipadech rovnost (9.1) vyjadiuje, ze jeden ze zastoupenych soucinu
je roven souctu zbyvajicich dvou soucinu. Souvislost rovnosti (9.1) s obdobnou rov-
nosti (9.2) z nasledujictho Lemmatu uptesnime hned za jeho formulaci, tedy diive nez
pristoupime k jeho vlastnimu dukazu.

Lemma. Na kruznici k jsou ddny tri ruzné body X, Y, Z a na kruznici | tri body
K, L, M takové, ze primky XK, YL, ZM jsou tecny kruznice | (s body dotyku K, L,
resp. M ). Pak kruznice k a l se navzdjem dotykaji, prave kdyz plati rovnost

| XY |- |ZM| £+ |XZ|-|[YL| £ |YZ|- | XK|=0 (9.2)
pri vhodném vybéru znakiu + a —.

Poznamenejme, co jsme vyse slibili: V ptipadé, kdy kruznice [ degeneruje v jediny
bod U (tj. v ,kruznici“ s nulovym polomérem), plati rovnosti K = L = M = U a rov-
nost (9.2) tak prejde v rovnost (9.1), kterd je jak vime podminkou nutnou i postacujici
k tomu, aby dotyény bod U lezel (stejné jako body A, B, C') na kruznici k. V tomto
smyslu je Lemma rozsitenim uvedené Ptolemaiovy véty. Bez ni samotné se ovSem pii
nasledujicim dukazu neobejdeme.

DUKAZ: V prvni ¢asti budeme predpokladat, ze kruznice k a [ maji dotyk v bodé U.
Bez tjmy na obecnosti uvazujme situaci, kdy bod U lezi na tom oblouku X Z kruznice k,
ktery neobsahuje bod Y. Podle Ptolemaiovy véty pak plati

IXZ|-[YU| = |XY]|-|2U| + Y Z] - |XU|. (9.3)
Dokéazeme, ze rovnost (9.2) je tehdy splnéna v obdobné formé
IXZ|-|YL| = |XY|- |ZM| + |V Z| - |XK]|. (9.4)

Vyklad doprovodime dvojici obrazk, na kterych je rozliseno, zda kruznice k a [
maji v bodé U vnitini, resp. vnéjsi dotyk.
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V obou piipadech je kruznice [ obrazem kruznice k ve stejnolehlosti se stredem U
a vhodnym koeficientem A. Pro néj v pfipadé vnitiniho dotyku plati 0 < A < 1 (diky
predpokladu Lemmatu totiz body X, Y, Z lezi ve vnéjsi oblasti kruznice [), zatimco
v piipadé vnéjstho dotyku plati A < 0. Ukazeme-li, Ze v obou piipadech jsou s kon-
stantou ¢t = v/1 — X splnény rovnosti

IXK|=t|XU|, |YL|=t|YU|, |ZM|=tZU| (9.5)

pak jejich dosazenim do t-nidsobku rovnosti (9.3) obdrzime kyzenou rovnost (9.4)
a prvni ¢ast dukazu pak bude hotova.

Ze ti1 analogickych rovnosti (9.5) jisté staci dokazat jen tu prostredni. K tomu ozna-
¢ime Y’ druhy prusecik polopiimky YU s kruznici [. V piipadé 0 < A < 1 (obrazek
vlevo) mame |Y'U| = A|YU|, odkud |YY'| = |YU| - |Y'U| = (1 = \)|YU]|. V piipadé
A < 0 (obrazek vpravo) mame |Y'U| = —A|YU|, odkud |YY'| = |[YU| + [Y'U| =
= (1 — \)|YU|. V obou pifpadech vysel stejny vzorec |YY'| = (1 — \)|YU|. Dosadme
ho do dvojiho vyjadieni mocnosti bodu Y ke kruznici [:

YLP> =|YY'| - |[YU| = (1= )|YU|-|YU| = (1 - \|YU|%.
Odtud po odmocnéni uz dostavame prostiedni vzorec (9.5).
Ve druhé ¢ésti celého dukazu budeme naopak predpokldadat, ze plati rovnost (9.2),

bez ijmy na obecnosti v podobé (9.4), kterou jsme dokazovali v prvni ¢asti. Dokazeme,
ze pak kruznice k a [ se navzajem dotykaji, a to v nékterém bodé U toho oblouku X Z
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kruznice k, ktery neobsahuje bod Y.

K urcéeni zminéného bodu U vyuzijeme zakladni informaci o kruznicich, kterym
bézné fikame Apolloniovy.®> Vie potiebné shrneme do této poucky*: Je-li v roviné o
ddna tisecka AB, pak mnoZina vsech téch bodu V' € o, pro které md pomeér |AV| : |BV
danou hodnotu p > 0, je v pripadé p # 1 kruznice se stiedem na primce AB, kterd
protind usecku AB v jediném bodé Viy; v pripadé p = 1 je touto mnozinou osa usecky AB
(a pritom bod Vy je jeji stred).

Uplatnéme uvedenou poucku v nasi situaci, a to pro body A = X, B = Z a hodnotu
p = |XK]|/|ZM]|. Dostaneme Apolloniovu kruznici (ptipadné osu isecky X Z) tvorenou
pravé témi body V, které splnuji iméru

IXV]|:|2V| = |XK]|:|ZM]|. (9.6)

Tato kruznice, kterd je zéasti ¢ervené vykreslena v dalsi dvojici obrazki®, protne vidy
oba oblouky X Z kruznice k (diky jedinecnosti bodu V popsaného v poucce). Za bod U,
ktery bude kandidatem na misto dotyku kruznic k a [, vybereme prusecik sestrojené
Apolloniovy kruznice s tim obloukem X Z kruznice k, ktery neobsahuje bod Y.

3Pojmenovany jsou po matematikovi Apolléniovi z Pergy (262 pt. n. 1.-190 pf. n. 1.). Tyto kruznice
mohl Apollonius objevit pfi svém feSeni tzv. dlohy o prondsledovdni, o niz se lze doé¢ist na strance
https://mathworld.wolfram.com/ApolloniusPursuitProblem.html.

4Podrobnéjsi vyklad o Apollonivych kruznicich lze nalézt v [B-Z, str. 11-13].

°K tomuto rozliseni dvou moznych situaci se vyjadiime pozdéji.
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Pro tétivovy ctyrtuhelnik XY ZU podle Ptolemaiovy véty plati
|\ XZ|-|YU| = |XY|-|ZU|+|Y Z| - |XU|.

Navic z uméry (9.6) pro nas vybrany bod V' = U plynou vyjadieni | X K| = t|XU]|
a |ZM| = t|ZU| pro vhodné ¢t > 0. Dosadime-li tyto vztahy do t-ndsobku ptedchozi
rovnosti, dostaneme

t|XZ|-|YU| = |XY|-|ZM| +|YZ| - |XK].

Vysla ndm stejnd prava strana jako v predpokladané rovnosti (9.4). Z rovnosti levych
stran | XZ|-|YL| =t-|XZ|-|YU]| proto plyne |YL| = ¢|[YU]|, nebot |XZ| # 0. Plat{
tudiz trojice rovnosti

| XK| =t XU|, |YL|=tYU|, |ZM|=1tZU|. (9.7)
Povsimnéme si, ze obrazek vlevo, resp. vpravo odpovidé pifpadu ¢t < 1, resp. t > 1.6

Uvazme na zaveér vedle kruznice [ také kruznici I’ , kterd je obrazem kruznice k
ve stejnolehlosti se stiedem U a koeficientem A\ danym vzorcem A = 1 — 2.7 Stejnym
rozborem piipadu 0 < A < 1 a A < 0 jako v prvni ¢asti dukazu, coz zde opakovat
nebudeme, lze zjistit, Zze mocnost kazdého bodu W € k ke kruznici I’ ma kladnou hod-
notu (1 — A\)|WU|? neboli t?|WU|?. To s ohledem na (9.7) znamend, ze kazdy ze ti{
bodu X, Y, Z ma ke dvéma kruznicim [ a [’ stejnou mocnost. Kdyby tyto dvé kruznice
nebyly totozné, nemohly by byt (kvuli predchozi vété) soustiedné. Pro kazdé dvé ne-
soustfedné kruznice je vSak zndmo, ze mnozina téch bodu, které k nim maji stejnou
mocnost, tvorf pifmku (zvanou chordéla danych dvou kruznic)®. V pifpade [ # I’ by
proto body X, Y, Z musely byt kolinearni, coz odporuje tomu, ze jde o tfi rizné body
na téze kruznici k. Plati tedy | = I’, a proto se kruznice k a [ v bodé U navzdjem
dotykaji. Tim je i druha ¢ast dukazu ukoncena.

Poznamka 1. Z provedeného dukazu plyne zajimava informace o poloze bodu U
dotyku posuzovanych kruznic k a [. Je podle (9.7) ur¢ena rovnosti

IXU|: |YU|: |2U| = |XK|: |YL|:|ZM]|.

Dikaz Feuerbachovy véty

Ukazeme, jak Feuerbachovo tvrzeni snadno plyne z dokazaného Lemmatu. Jak po-
znamendva R. A. Johnson na str. 200 své knihy [Joh], dotyéné Lemma bylo ziejmé
,vymysleno® (v angl. origindle ,deviced*) predevsim za timto ucelem.

5Déle zjistime, Ze hodnota t = 1 mozn4 nenf — pfi takovém ¢ by kruznice [ méla nulovy polomér.
"Vybér hodnoty A je motivovan vzorcem ¢ = /1 — X z prvni ¢asti naseho ditkazu.
8Diikaz je uveden v [B-Z, str. 90-91].
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Kapitola 9: Dukaz pomoci rozsireni Ptolemaiovy véty

V prvni c¢asti dokazeme pro libovolny trojuhelnik, ktery neni rovnostranny, do-
tyk jeho kruznice n (deviti bodu) s jemu vepsanou kruznici i. Jisté se stac¢i omezit
na ruznostranny trojihelnik, pojmenovany ABC tak, aby pro délky a, b, ¢ jeho stran
platilo b > ¢ > a. Body dotyku téchto stran s kruznici ¢ (ruzné od jejich sttedu A, By,
(1) jsou oznaceny @, Q,, QQy podle obrazku.

Kruznice n je opsana ptickovému trojuhelniku A; B;C}, jehoz strany maji délky
]BlC1| = %a, |A101| = %b, |BlA1| = %C (98)

Zabyvejme se nyni délkami tecen ke kruznici ¢ ze stiedu Ay, By a (). Uréime je
snadno z délek takovych tecen z vrcholu A a B, které jsou dany Lemmatem 14.2
nasledovné:

1
|AQ| = |AQy| = 5(b+c—a) a |BQ,|= 5(@ +c—b).
Odtud s ohledem na predpoklad b > ¢ > a z naseho obrazku vycteme vztahy
[41Qal = 3(b =), [Bi@] = 5(c—a), [C1Q] = 3(b—a). (9.9)

Rovnosti (9.8) a (9.9) jsou v&§im, co potiebujeme k uplatnéni Lemmatu.? Podle ného
se kruznice n a ¢ dotykaji, plati-li rovnost

|B1C| - |A1Qa| + [ALCL| - | B1Qy| — | A1 By - |C1Q] = 0.
Jeji leva strana mé ovsem po dosazeni (9.8) a (9.9) hodnotu
ta-f(b—c)+3b-3(c—a)—3c-2(b—a)=i(ab— ac+ bc—ab—bc+ ac) = 0.
Tim je prvni ¢ast dukazu hotova.
V druhé ¢éésti dikazu uvazime opét kruznici n opsanou prickovému trojuhelniku
Ay B;C a dokazeme jeji dotyk s kruznici e, pripsanou strané AB vychoziho trojihelni-

ku ABC. Jisté se staci omezit na piipad, kdy plati |AC| < |BC| neboli b < a. Pottebné
body dotyku kruznice e, jsou pojmenovany @', Q), @, podle obrazku.

9Tvrzeni Lemmatu m4 tvar ekvivalence, je proto zapotiebi jen podle vzorct (9.8) a (9.9) otestovat,
ktery vybér znaki + a — v doty¢né rovnosti (9.2) bude ten spravny.
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Kapitola 9: Dukaz pomoci rozsireni Ptolemaiovy véty

Délky tecen ze stredu Ay, By, C; ke kruznici e, znovu ziskame z délek tecen z vrcho-
lu A, B. Ty maji podle Lemmatu 14.2 vyjadieni

AQ| = [AQj| = (a+c—b) a |BQI=(b+c—a)
odkud s ohledem na predpoklad b < a z naseho obrazku vycteme vztahy
AQ =30+, |BQ=1ata. [GQ|=4a—b. (9.1
Dotyk kruznic n a e. vyplyne z Lemmatu, pokud ovéiime rovnost
|B1C1| - [A1Qy] — [ALCL| - [ B1@y| — [AvBa] - |C1Q' = 0.

Jeji levé strana ma diky rovnostem (9.8) a (9.10) hodnotu

ta-Ib+e)—1b-a+c)—ic-1(a—b)=i(ab+ac—ab—bc—ac+bc)=0.
Tim je cely dukaz Feuerbachovy véty ukoncen.

Poznamka 2. Malym nedostatkem provedeného diukazu Feuerbachovy véty je, ze
uzité rozsiieni Ptolemaiovy véty neddva pifmou odpovéd na otdzku, jaky je druh do-
tyku jednotlivych dvojic kruznic n, i a n, e, (vnitini ¢ vnéjsi?). Na druhou stranu
pouzitda metoda nam prinesla cennou doplnujici informaci: Poloha bodu dotyku F
kruznic n, i (ktery je nazyvén Feuerbachovym bodem trojihelniku ABC') je urcena
pomeérem

|ALF | |BF| |CiF|=1b—c¢|:|la—c¢|:|a—1

a poloha bodu dotyku F, kruznic n, e, pomérem

|A1Fy| 2 |BiF,| - |CiF = (b4 ¢): (a+c):|a—b|
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Kapitola 10

Dukaz uzitim stejnolehlych
prumeéru

Zajimavy pristup k dukazu Feuerbachovy véty popsal A. E. Elder ve svém ptispévku
[Eld] z roku 1960, zverejnéném v rubrice Classroom Notes ¢asopisu Amer. Math. Mon-
thly. Zalozil ho na zfejmém poznatku o tom, ze mame-li ve dvou kruznicich danu dvojici
navzajem rovnobéznych prumeéru, pak tyto kruznice maji vnitini, resp. vnéjsi dotyk,
pokud spojnice krajnich bodu téchto pruméru (sestrojené jednim ze dvou ruznych
zpusobu, jaké vidime na obrazku) jsou navzajem kolmé piimky. Jejich prusecik je tehdy
totiz jednak spole¢nym bodem obou kruznic (diky Thaletové vété), jednak je to stied
vnitini, resp. vnéjsi stejnolehlosti dotyénych prumeéru, v niz si tudiz odpovidaji i dané
kruznice, takze skuteéné maji vnitini, resp. vnéjsi dotyk.

>

/

I kdyz je hlavni myslenka Elderova dukazu, kterou jsme pravé uvedli, velmi jed-
noduchd, pii jejim uplatnéni se ve dvoustrankovém sdéleni [Eld] uvadéji bez dukazu
urcité nadstandardni poznatky z geometrie rovinného trojihelniku, konkrétné obecné
vlastnosti Simsonovych piimek a nékteré specidlni vzorce pro stiedy a poloméry vyz-
namnych kruznic, jez s danym trojihelnikem spojujeme. Abychom ucinili nas vyklad
Elderova postupu prehlednéjsi a pojmové pristupny i ¢tenaium s béznou znalosti pla-
nimetrie, potfebné méné znamé poznatky nejdiive shrneme a dokdzeme v pomocném

1\
\\J
1\
\

tvrzeni.
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Kapitola 10: Dukaz uzZitim stejnolehlyjch prumeéri

Lemma. Necht ABC je libovolny trojuhelnik, ve kterém plati |AC| # |BC|. Ozna-
¢me H jeho ortocentrum a D stred toho oblouku AB kruznice o opsané trojihel-

niku ABC', na kterém nelezi vrchol C. Pak pro bod D' soumérné sdruzeny s bodem D
podle primky AB plati D'H 1. CD.

DUKAZ: Jako obvykle ozna¢me a = |XBAC|, 8 = |«CBA| a v = |<ACB]. Jisté
staci rozebrat piipad, kdy |AC| > |BC|. Tehdy body C a H lezi v poloroviné DD'B
a plati f > a, takze a < 90°. Vénujme se nejprve pripadu v < 90°, pii kterém
rozlisime dvéma obrézky situace, kdy S < 90° a kdy 8 > 90° (pro 5 = 90° je zjed-
noduseni vykladu zfejmé). Nagim cilem je ukazat, ze soucet barevné vyznacenych thlu
DD'H a CDD' je v obou situacich roven 90°.

B < 90° B> 90°

H

Na obou obrézcich je vykreslen bod H' € o, ktery je podle Lemmatu 14.1(i) obra-
zem ortocentra H v soumérnosti podle ptimky AB. Pomuze nam k odvozeni poznatku,
ze v obou situacich plati rovnost |<AD'H| = 90° + a.
> Je-li 8 < 90°, je tétivovy ¢tyiuhelnik ADH'B, a tedy i soumérné sdruzeny ¢tyiihelnik
AD'HB. V ném proto plati |[£AD'H| = 180° — |xABH|. Po dosazeni ziejmé hodnoty
|XABH| = 90° — a uz dostavame |<AD'H| = 90° + a.
> Je-li B > 90°, staci provést tyto zmeny: Tétivové jsou sdruzené ¢tyithelniky ADBH'
a AD'BH. Do odtud plynouci rovnosti |[<AD'H| = |[<ABH| tentokrat dosadime hod-
notu |[XABH| = 90° + a.

Vybaveni odvozenou rovnosti |[<AD'H| = 90° + «, dokonc¢ime cely dukaz uz pro
obé situace § < 90° a B > 90° spoleéné. V kosoc¢tverci ADBD" mame |<AD'B| =

= |<ADB| = 180° —, takze oba tihly AD’'D a BDD' maji polovi¢ni velikost 90° — 3.
Pro prvni vyznaceny thel DD'H tak dostavame

|«DD'H| = |¥xAD'H| — |xAD'D| = (90° + @) — (90° — 37) = a + %7.
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Kapitola 10: Dukaz uzZitim stejnolehlyjch prumeéri

Velikost druhého vyznaceného tihlu C DD’ uréime takto:
|<CDD'| = |«BDD'| — |[«BDC| = (90° — 17) —a=90° — a — 17.

Sectenim obou velikosti obdrzime |<DD'H| + |«CDD'| = 90°, jak jsme meéli ukazat.
Tim je dukaz Lemmatu pro piipad v < 90° hotov.

Zbyvajici ptipady v = 90° a v > 90° jsou ilustrovany dalsi dvojici obrazkia. Opét
jsou na nich vyznaceny rozhodujici thly DD'H a C'DD’. Vidime, ze piipad v = 90°
je diky Thaletové vété trividlni. Je také vecelku ziejmé, ze piipad v > 90° se posoudi
obdobné jako ptipad ostrych thlu «, 3, v vysSe, a proto podrobnosti zde uvadét nebu-
deme.

v = 90° v > 90°
Dy

Dikaz Feuerbachovy véty

Nyni jsme pfipraveni piejit k samotnému Elderové dikazu. Objasnéme nejdiive
podminky, za jakych bude veden. Jisté staci dokazat tvrzeni o dotyku kruznice n deviti
bodu s kruznici i vepsanou a s kruznici e. pripsanou strané AB daného trojihel-
niku ABC, a to v netrividlnim piipadé, kdy |AC| # | BC|, tedy napiiklad |AC| > | BC|
bez tijmy na obecnosti.? Ke zminénym tfem kruznicim uplatnime klicovy poznatek
z uvodu této kapitoly, kdyz pritom za smér jejich navzajem rovnobéznych prumeéru
vybereme smeér kolmy ke strané AB. Nejdiive se zamérime na takovy prumeér K L pro
kruznici n.

1Cely ditkaz doprovodime postupné tiemi obrazky. Pofidime je z rozsahovych divodii pouze pro
ostrothly trojuhelntk ABC, i kdyz text podaného vykladu méd ve zvoleném pifpadé |[AC| > |BC|
obecnou platnost (stejné jako difve odvozené Lemma). Zatimco v puvodnim zdroji [Eld] je dukaz
podén jen pro kruznici vepsanou a k varianté pro kruznici ptipsanou je pouze uvedeno latinské spojeni
mutatis mutandis (Gesky: po nezbytnich dpravdch), v nasem vykladu provedeme ditkaz pro obé tyto
kruznice soucasné.
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Kapitola 10: Dukaz uzZitim stejnolehlyjch prumeéri

Krajni body K, L zminéného pruméru KL kruznice n urcime zpusobem, ktery
ilustrujeme nasledujicim obrazkem. Ten ndm poslouzi rovnéz k tomu, abychom z diive
dokézaného Lemmatu ziskali poznatky o pruméru K L, které budeme dale potiebovat
a které jsou v obrazku vyznaceny cervené. Shrneme je po jejich odvozeni v zavéru
odstavce pod obrazkem.

D

Na obrazku ptredné vidime trojihelnik ABC' s ortocentrem H, kruznici o(O, R)
jemu opsanou a jeji prumér DE 1 AB. Jak vime z kapitoly 1, kruznice n(N, %R)
je obrazem kruznice o ve stejnolehlosti (H, %) Zelené vykreslend stredni pricka KL
trojuhelniku DHE je tak pravé tim prumérem kruznice n, ktery spliuje kyzenou
podminku KL 1 AB. Protoze jednim z 9 vyznamnych bodu kruznice n je stied C}
strany AB, je podle Thaletovy véty ihel KC)L pravy. K dikazu dalsi vyznacené kol-
mosti C1L 1 C'D vyuzijeme Lemma. Podle ného totiz plati D'H | C'D, kde D’ je ten
bod primky DFE, ktery je obrazem D v soumérnosti podle primky AB, a tedy i podle
stredu C,. Usetka C1L je tudiz stiedn{ pifcka trojihelniku DHD', takze C,L | D'H,
a proto kromé D'H 1 C'D skutecné plati i C;L L CD. Zduraznéme, ze z dokazanych
kolmosti KC; L Ci1L a C;L 1. C'D budeme déle potifebovat uz jen tu prvni, zatimco
namisto druhé kolmosti vyuzijeme jeji dusledek KC; || C'D.

Odvozené vlastnosti pruméru KL jsme vyznacili i v dalsim obrazku, rozsifeném
o nové body, tisecky a tihly, na které budeme v nésledném textu po etapach upozornovat
a pritom pro né odvozovat vztahy potiebné k zavrseni celého dukazu.
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Kapitola 10: Dukaz uzZitim stejnolehlyjch prumeéri

E

Jak jsme slibili, vyklad k tomuto obrazku rozdélime pro prehlednost do tii etap.

1. Na obrazku jsou vykresleny (kromé DE a K L) dalsi tti isecky kolmé ke strané AB.
Diky nasemu predpokladu |AC| > |BC]| to zprava doleva jsou: vyska z vrcholu C' s pa-
tou Cp, polomeér IQ kruznice i a polomér E.Q" kruznice e., pritom body C, I, D,
E. lezi v tomto poradi na ose thlu ACB. (Poloméry IQ a E.Q" obou kruznic teprve
na zavéretném obréazku prodlouzime na jejich kyzené pruméry X@Q a X'’ stejnolehlé
s prumérem K L kruznice n.)

2. Bod J na obrazku znaéi patu vysky z vrcholu C pravoihlého trojuhelniku K LCY.
Podle Eukleidovy véty tak plati

|JCy|? = |KJ|-|LJ]|. (10.1)

Jelikoz bod K je stied usecky F H, z kolmého promitani na piimku AB plyne, ze bod J
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Kapitola 10: Dukaz uzZitim stejnolehlyjch prumeéri

je stied tsecky C;Cy, a proto jak zndmo plati rovnosti?

1C1Q| - |QCy| = ’JCH’Q - UQ‘Q,
! / /12 2 (10'2)
|Q'Ch| - [Q'Col = [JQ* = [JC[*.
3. Kone¢né je na obrazku rovnéz vyznaceno pét ihlu s pfipsanou velikosti ¢ (jejich
shodnost je zfejméa z vyznacenych kolmosti a rovnobéznosti). Z pravothlého trojihel-
niku LK C} s vyskou CJ tak méame

|LJ| = |LCy|-sind = (|[KL|-siné)sind = |[KL| -sin®?§ = R -sin? 6. (10.3)

Uhel 6 rovnéz vyuzijeme k urceni velikosti kolmych prumeétu na piimku AB ruznych
usecek primky C'D. Tak pro kolmé pruméty C1Q) a QCy usecek DI, resp. IC plati
rovnosti |C1Q] = |DI| -sind a |QCy| = |IC| - sind. Jejich vyndsobenim a uzitim
Lemmatu 14.5 obdrzime

1C1Q| - |QCy| = |DI| - |IC] - sin*§ = 2Rr - sin® 4. (10.4)

Podobné pro kolmé prumeéty C1Q’ a Q'Cy usecek DE,, resp. E.C plati rovnosti |C1Q'| =
= |DE,|-siné a |Q'Cy| = |E.C| - sind, ze kterych uzitim Lemmatu 14.5 ziskdme

|C1Q'| - |Q'Cy| = |DE,| - |E.C| - sin*6 = 2Rr, - sin? 4. (10.5)
Tim je cely vyklad k predchozimu obrazku ukoncen.

V tuto chvili jiz prejdeme k zavérecnému obrazku a namalujeme do ného nasSe tii
uvazované kruznice s pruméry kolmymi ke strané AB: kruznici n s prumérem KL,
kruznici i s prumérem X a kruznici e. s prumérem X'Q)’. Podle poznatku o stej-
nolehlych prumérech, ktery jsme popsali ivodem této kapitoly, je nasim cilem nyni
ukdazat, ze jak spojnice KX a L@, tak spojnice KX’ a L@’ jsou navzijem kolmé.
Prusecik prvnich (resp. druhych) dvou spojnic je na obrazku oznacen U (resp. U');
klicové ihly KUL a KU'L (hypoteticky pravé) jsou na obrazku barevné vyznaceny.

Ml

n L oAU

A

2Plynou z mocnosti bodit Q a Q' ke kruznici se stiedem J a priamérem C;Cy.
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Kapitola 10: Dukaz uzZitim stejnolehlyjch prumeéri

K dukazu rovnosti |[< KU L| = 90° uvazime kolmy prumét M .J pruméru X @) na pru-
mér KL (s bodem J jakozto sttedem tisecky CyC jsme uz pracovali difve). Ziejmé plati

JQ| = |MX|, |MJ|=|XQ|=2r (10.6)

a M JXQ je pravouhelnik vepsany do trojihelniku LU K, takze jeho thel u vrcholu U
bude pravy, pokud ovéiime rovnost

|[SMKX|+ |<JLQ| = 90°. (10.7)
Za tim tucelem z diive odvozenych vztahu sestavime sérii rovnosti

(10.2) ’2 (10.1)

[TQI” +1C1Q| - 1QCy|
= ([KM[+[MJ]) - [LJ] = [KM] - |LJ| + |MJ| - |LJ|

JCy [KJ]-[LJ| =

(10.6),(10.3)

(10.4)

= |KM|-|LJ|+2r - Rsin®a "%V |KM]| - |LJ] + |C1Q] - |QCy)-

Porovnanim obou krajnich vyrazu (se zcela shodnymi druhymi séitanci) obdrzime vztah
|JQ|* = |KM]| - |LJ|. Z ného s piihlédnutim k prvni rovnosti [JQ| = |[MX| z (10.6)
plyne |JQ| - |MX| = |KM|-|LJ| neboli

IMX| [LJ|

= , b, tg|XMKX| = cotg |xJLQ)|.
&3]~ 17q) | | = cotg | /LG

Tim je rovnost (10.7) dokazéana.
Podobné k diukazu druhé rovnosti | KU'L| = 90° uvazime kolmy prumét M'J
pruméru X'Q’ na piimku K L. Ziejmé plati
|JQ'| = |M'X"|, |M'J|=|X'Q|=2r. (10.8)

a M'JQ' X' je pravouhelnik s bodem L na strané M’.J a bodem K na jejim prodlouzeni
za bod J. Proto uhel KU'L bude pravy, pokud ovéiime rovnost

| < M'KX'| + |[<JLQ'| = 90°. (10.9)
Proto z diive odvozenych vztahu sestavime sérii rovnosti
10.2 10.1
Q=10 1QCol " [gCh[* " K| L] =
= (KM'| = |JM')) - |LJ| = [KM'| - |LJ| = [J0] - |L] =
— |KM'| - |LJ| - 2r, - Rsin?a "E |KM| - |LJ] - |C1Q'] - |Q'Col.
Porovndnim obou krajnich vyrazii obdrzime vztah |JQ'|> = |KM'| - |LJ|. Z ného
s prihlédnutim k rovnosti |JQ'| = |M'X’| z (10.8) plyne |JQ'| - |M'X'| = |KM'| - |LJ|
neboli
|MX'| LI P :
= tj. ¢ M KX'| = cot JLQ'|.

Tim je dukaz rovnosti (10.9), a tedy i cely dukaz Feuerbachovy véty, hotov.
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Kapitola 11

Dukaz uzitim kolmosti kruznic

V této kapitole uvedeme pomérné neddvny synteticky dukaz Feuerbachovy véty. Po-
dal ho Jean-Louis Ayme v ¢lanku [Aym] z roku 2010. Jeho dukaz je sice ponékud
delsi, stoji vsak za pozornost tim, ze vyuziva nékolik pomocnych tvrzeni, kterd jsou
zajimava i sama o sobé. Okruh bézné skolské planimetrie je pfitom mirné prekrocen
pouze v Lemmatech 4 a 5. Ani tyto vysledky vsak neuvadime bez dukazu a objasnéni
zahrnutych pojmu chordaly dvou kruznic a jejich vzajemné kolmosti.

N&s vyklad bude prakticky totozny s obsahem zminéného ¢lanku, z néhoz uvadime
bez citaci i nékteré historické zajimavosti. Drobnym doplnénim jsme pouze vylepsili
formulaci Lemmatu 1, abychom mohli zkratit puvodni dukaz Lemmatu 2.

Stejné jako Jean-Louis Ayme tivodem zminime jeden pozoruhodny hluboky vysle-
dek, jehoz (neelementédrni) dukaz prostiedky projektivni geometrie lze nalézt napiiklad
v [R-G, str. 339)].

MIQUELOVA VETA O SESTI KRUZNICICH: Nad stranami tétivového ctyrihelniku
ABCD jako nad tétivami jsou sestrojeny ctyri kruznice. KazZdé dvé sousedni z nich

-----

(oznacené na obr. jako E, F, G, H) lezi na jedné kruznici.

AN N\ Up
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Kapitola 11: Dikaz uzZitim kolmosti kruznic

V nasem dukazu budeme potiebovat pouze specidlni pripad Miquelovy véty, pii
kterém jsou ¢tyfi kruznice nad stranami ¢tyiihelniku sestrojeny jako nad prumeéry.
Pruseciky téchto ¢tyr Thaletovych kruznic pak muzeme popsat jako kolmé pruméty
vrcholu ¢tyftihelniku na jeho dhlopiicky. Jak dokézeme, tvrzeni o téchto ¢tyrech pru-
métech lze zesilit do néasledujici podoby.

Lemma 1. V tétivovém ctyruhelniku ABCD, ve kterém neplati AC' L. BD, oznac¢me
E, F, G, H kolmé prumeéty vrcholi na druhou uhlopricku ctyrihelniku podle obrdzku.
Pak tyto body E, F', G, H nejenze lezi v tomto poradi na jedné kruznici, ale navic
ctyruhelnik EFGH je podobny se ¢tyrihelnikem ABCD. (Odpovidagict si vrcholy jsou
zapsany v obou c¢tvericich na stejném miste.)

DUKAZ: Diky tomu, Ze neplati AC L BD, jsou E, F', G, H ¢tyii navzdjem ruzné
body. Dokazeme pouze, ze ctyfuhelniky ABC'D a EFGH se shoduji v thlech BAC
a FEG, tedy v uhlech sevienych jednou stranou a jednou thloprickou (se spoleé¢nym
krajnim bodem A, resp. F). S ohledem na symetrii celé situace to pak bude znamenat,
ze ve ctytuhelnicich ABC'D a EFGH budou shodné vSechny dalsi odpovidajici si ihly
mezi stranami a uhlopfickami, a tedy pujde o dva navzdjem podobné ctyfuhelniky.
V dusledku toho bude ¢tyiihelnik EFGH stejné jako ABCD tétivovy.

A

Nasim jedinym tkolem je tedy dokazat shodnost thli BAC a FEG. V situaci
z prvniho obrazku potfebna rovnost ihned plyne z tétivového ¢tyrtuhelniku ABEF":

|«xBAC| = |£BAF| =180° — | BEF| = |<xFEG|.

Takto snadno (prostiednictvim dhlu BAF a BEF) se dukaz provede i v ostatnich
moznych situacich. Jak na Zadnou nezapomenout? Je tieba uvazit, v jakém poradi
lezi trojice bodu (A, F, C) a (B, E, G) na piimkéch a ¢tvefice bodu (A, B, F, E)
na kruznici, abychom mohli rozhodnout, zda 1hly, které jsou ve hie, tedy 1hly ve dvo-
jicich (BAC, BAF), (BAF, BEF) a (BEF, FEG) se rovnaji, nebo doplinuji do 180°.
Usporny rozbor velkého poctu pripadu provedeme tak, ze je rozdélime do tif skupin,
podle toho zda tétivovym ¢tyituhelnikem je ABEF, nebo ABFE, ¢i AEBF. Podle
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dalsich tif obrazku (body A, B, F, E povazujme za pevné) uz muzeme sami snadno
vysvétlit, ze bez ohledu na polohu pficky CG piimek AF a BE (CG || AE) jsou thly
BAC a FEG vzdy shodné; staci jen rozlisit dvé moznosti, totiz zda bod C' lezi na
polopiimce AF', ¢ na polopiimce k ni opacné; stejny zavér pak zrejmé plati o po-
loze bodu G vuci polopiimee EB (zéstupci obou moznosti jsou pricky C1G; a CyGy,
na vsech tfech obrazcich vybarvené ihly BAC a FEG odpovidaji vzdy pricce C1Gy).
Tim je uplny dikaz Lemmatu 1 hotov.

Pro tétivové ¢tytiuhelniky spojené s obecnym trojihelnikem ABC' vyuzijeme doka-
zané Lemma 1 dvakrat, totiz pii dukazech Lemmat 2 a 3. Prvni z téchto poznatku
pripisuje némecky historik matematiky Max Simon délostieleckému poruciku Victoru
Calabrovi a profesoru Raphaélu Malloizelovi ze skoly Sv. Barbory v Paiizi.
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Lemma 2. V trojuhelniku ABC, ve kterém |AC| # |BC|, oznacme A’, B’ paty
kolmic po radé z vrcholi A, B na osu whlu pri vrcholu C. Pak body A’, B’ lezi s body
Co, C1 na jedné kruznici a stred L této kruznice je stredem toho oblouku C1Cy kruznice
deviti bodii, na kterém neleZi body A, B;.!

DUKAZ: Oznaé¢me D prusecik kruznice o opsané trojihelniku ABC s osou tihlu
u vrcholu C'. Z rovnosti obvodovych ihlu BC'D a ACD plyne, ze bod D je sttedem ob-
louku AB, a tudiz C je kolmy prumét D na AB. Diky |AC| # |BC| neplati AB L CD.
Proto je mozné k tétivovému ¢tyiihelniku ADBC uplatnit Lemma 1. Podle ného jsou
¢tyruhelniky ADBC a A'CyB'Cy podobné, takze i druhému z nich lze opsat kruznici,
kterou oznac¢ime [ (obr.). Zbyvéa dokédzat, ze stfedem kruznice [ je pravé bod L z for-
mulace Lemmatu. Tento bod L jakoz to stfed oblouku CyC kruznice n jisté lezi na ose
usecky CyCq, proto staci ukazat, ze lezi také na ose tusecky A'B’.

Oznacéme K stied druhého oblouku CyA;Cy kruznice n. Protoze tétivy C1Cy a By A4
kruznice n jsou rovnobézné, maji spolecnou osu, takze bod K je stfedem jejtho oblouku
By Ay, a proto jeho spojnice s tfetim vrcholem C] trojihelniku A; B1C} tvoii osu tihlu
A C1 B;. Jelikoz ¢tyrtuhelnik A;C'BC} je rovnobéznik, jsou osy C1 K a C'D dvou jeho
protéjsich ihla u vrcholu Cy, C rovnobézné, tj. C1K || CD. Z Thaletovy véty pro
kruznici n s prumérem KL plyne C1L | CiK, takze podle predchoziho zavéru také
plati C1L L. C'D neboli C;L L A'B’.

Podobnost ¢tyithelniki ADBC a A'CyB'Cy zarucuje, ze spolu s ziejmou rovnosti
|DA| = |DB] plati také |C1A'| = |C1B’|, tudiz bod C) lezi a ose usecky A’B’. Diky
C1L L A’B’ lezi na této ose i bod L, jak jsme potiebovali dokazat.

1V této rozsahlejsi kapitole vyuzivdme dohodnutd znaceni vyznamnych bodii a kruznic obecného
trojuhelniku ABC bez jejich Gvodnich pfipomenuti. Jejich zavedeni lze najit v kapitole 1 a vyznam
ovérit v Seznamu uzitych znaceni.
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Lemma 3. V trojihelniku ABC, ve kterém |AC| # |BC|, oznacme A’, B’ paty kol-
mic po Tadé z vrcholu A, B na osu uhlu pri vrcholu C a Q, Q' body dotyku strany AB
po Tadé s kruznici vepsanou a kruznici pripsanou ke strané AB. Pak body A’, B’ lezi
na kruznici s prumérem QQ' a stredem C7 .

DUKAZ:

Na obrézku jsou vykresleny kromé bodu A’, B, Q a Q) také usecky IQ a E.Q" kolmé
ke strané AB, které jsou poloméry zminénych kruznic ¢, resp. e.. Vrcholy A, B lezi
na Thaletové kruznici 7 nad pramérem IE,., nebot jak poloptimky Al a AE,, tak po-
loptimky BI a BE,, jsou osami dvou vedlejsich thlu — osami, které jsou vzdy navzdjem
kolmé (pravé thly na obrazku znaéime modie). Ctyfihelnik AE.BI je tak tétivovy,
navic diky |AC| # |BC| neplati AB L IE,.. Aplikaci Lemmatu 1 dostdvame podobnost
¢tyiiahelnika AE.BI a A'Q'B'Q, takze i v druhém z nich vrcholy A’ B’ lezi na Tha-
letové kruznici 7/ nad prumérem QQ)'. Jejim stiedem je skutecné stied C strany AB,
nebot body dotyku @ a Q' jsou (viz Lemma 14.2) podle bodu C; soumérné sdruzené.
Tim je dukaz hotov.

Roku 1813 francouzsky geometr Louis Gaultier, béhem svého studia na Ecole Po-
lytechnique v Pafizi, napsal monografii nazvanou Les contacts des cercles, ve které
poukazal na jednu pozoruhodnou vlastnost chorddaly dvou kruznic. Pfipomenme, Ze
jde o primku tvorenou pravé témi body, které maji k danym dvéma nesoustiednym
kruznicim stejnou mocnost; v piipadé protinajicich se kruznic tato piimka prochézi
obéma jejich pruseciky.? Vysvétleme jesté, ze dvé protinajici kruznice se nazyvaji nav-

2Vétu o chordéle i s ditkazem lze najit v éeské brozuie [Hor, str. 53-57).
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zdjem kolmé, maji-li ve svém pruseciku navzajem kolmé tecny.

Lemma 4. a) Kazda kruznice kolmd ke dvéma danych kruznicim md stied na chor-
ddle techto kruznic.
b) Pokud na chorddle dvou kruznic md stred treti kruznice a je kolmd k jedné z nich,
pak je kolmd @ ke druhé z nich.

DUKAZ: Dané kruznice oznac¢me ky(S1,71), ko(Sa,72) a libovolnou dalsi k(S 7).

a) Z kolmosti k L ki, k L ky dostdvdme |SS;|? = r + 12 a [SS,|? = 73 + 2. Odtud
vylouc¢enim hodnoty r? vychdzi |SS;|? — r? = |SS,|* — r2. Bod S tak ma stejnou
mocnost ke kruznicim £y a ko, lezi tedy na jejich chordéle.

b) Lezi-li bod S na chordédle kruznic k; a ks, md k nim stejnou mocnost, tedy
|SS1|> =12 = |SSa|* —r3. Z k L ki plyne |SS1|> = r?+r? . Vylouc¢enim r z obou
rovnosti dostaneme |SSy|? = 12 + 73, tedy k L ko.

V zavéretném Lemmatu 5 nebude fe¢ o trojuhelniku ABC, ale oznaceni jeho
nékterych prvku ponesou zastoupené body a kruznice, ke kterym pii dukazu Feuer-
bachovy véty dotycny vysledek uplatnime.

Lemma 5. Je dana kruznice n a jeji tétiva CyCY. Stred jednoho oblouku CyCh
kruznice n oznacme L. Necht | je kruznice se stredem L prochdzejici body Cy, CY.
a) Uvnitr dsecky CoCy je dan bod Q. Oznacme U druhy prasecik primky LQ s kruznicin.
Predpoklddejme, Ze i je takovd kruznice, kterd se dotykd usecky CoCh v bodé Q) a kterd
je kolmd ke kruznici 1. Pak kruZnice i md vnitini dotyk s kruznici n v bodé U.
b) Na poloprimce opacné k poloprimce C1Cy je dan bod Q'. Oznacme U’ druhy prusecik
primky LQ" s kruznici n a predpokladejme, Ze e, je takova kruznice, kterd se dotykd
primky CoCy v bodé Q' a kterd je kolma ke kruznici l. Pak kruznice e. ma vnéjsi dotyk

3Existenci a jednoznaénost kruznice i zatim neposuzujeme. Totéz se tykd kruznice e, z ¢dsti b).
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s kruznici n v bodé U’ .

DUKAZ: a) Ozna¢me s kruznici prochdzejici body Cy, Q, U. V prvni ¢ésti dukazu
ukazeme, ze kruznice s a ¢ maji kromé bodu () také spolecny bod U, vedle bodu Cj
druhy prusecik kruznic s a n.

V kruznici n je pro tétivu CyL vyznaceny tsekovy tihel s vrcholem L shodny s ob-
vodovym thlem LUCj. S nimi je shodny i tfeti vyznaceny thel C1CyL, a to diky
rovnobéznosti piimky CoC} s te¢nou v bodé L. Nyni z rovnosti |[£QUCy| = |<QCyL|
vyplyva, ze piimka CyL je tecna ke kruznici s v bodé Cy. Avsak tsecka CyL je po-
lomérem kruznice [, takze kruznice [, s jsou navzdjem kolmé.

Podle predpokladu jsou rovnéz kruznice [, ¢ navzajem kolmé, takze podle Lemma-
tu 4a) stfed L kruznice [ lezi na chordéle kruznic s a i, kterd prochézi jejich spoletnym
bodem (. Proto je touto chordalou ptimka L@, ktera ovsem obsahuje bod U kruznice s,
jenz je proto i bodem kruznice 7. Bod U je tak rovnéz spolecnym bodem kruznic n a i.

Teprve nyni vyuzijeme predpoklad, ze kruznice ¢ ma v bodé @) za tecnu primku CyCy
rovnobéznou s teénou ke kruznici [ v bodé L. Proto ve stejnolehlosti se sttedem U
a kladnym koeficientem, pii které se bod () zobrazi do bodu L, piejde kruznice
v kruznici, ktera prochazi body U a L a ve druhém z nich ma stejnou te¢nu jako
kruznice n. Protoze témito podminkami je zminéna kruznice jednozna¢né urcena, musi
to byt kruznice n. Stejnolehlé kruznice ¢ a n tak maji v bodé U vnitini dotyk. Dikaz
¢ésti a) je hotov.

b) Uvazujme kruznici s’ prochézejici body Cy, U’, @)'. Nejprve ukazeme, ze bod U’,
vedle bodu C druhy prusecik kruznic s’ a n, je spoleénym bodem kruznic s’ a e..

Podobné jako v ¢dsti a) dvahou o tétive CyoL kruznice n a jeji tetné v bodé L
ziskame shodnost ti1 ¢ervené vyznacenych thli na dalsim obrazku. K jednomu z nich,
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uhlu LU'Cy, je modre vyznacen vedlejsi thel CoU'Q)’, ktery je v kruznici s’ obvodovym
uhlem nad tétivou Cy@Q’. Plati tedy

|£Q'CoL| = 180° — |xCoU'Q),

uhel Q'CyL je tak shodny s obvodovym tihlem, ktery v kruznici s’ prislusi oblouku CoU’Q)’.

Ec

Piimka CyL je tudiz tecna ke kruznici s’, kterd navic prochazi sttedem L kruznice [.
Kruznice [ a s jsou tedy kolmé. Ke kruznici [ je vsak podle predpokladu kolmé&
i kruznice e., z ¢ehoz podle Lemmatu 4a) plyne, ze stted L lezi na spoleéné chordéle
kruznic s a e, kterd prochazi bodem @'. Touto chordalou je tedy piimka L), ktera
ovsem obsahuje bod U’ kruznice s, jenz je tudiz bodem kruznice e.. Vime, Ze kruznice e,
ma v bodé @' za tecnu pirimku CoC rovnobéznou s teénou ke kruznici [ v bodé L. Proto
ve stejnolehlosti se sttedem U’ a zapornym koeficientem, pii které se bod @’ zobrazi
do L, prejde kruznice e. jednoznacné v kruznici n. Stejnolehlé kruznice e, a n maji
tedy v bodé U’ vnéjsi dotyk, jak jsme chtéli dokazat.

Dikaz Feuerbachovy véty

Nyni jiz médme vse pripraveno k tomu, abychom kratkym vykladem podali dukaz
o vnitinim dotyku kruznice n deviti bodu s kruznici ¢ trojihelniku ABC vepsanou.
Budeme pfitom predpokladat, ze plati |[AC| # |BC|, a zachovdme oznaceni vSech
vyznamnych bodu z predchozich lemmat (viz dalsi obrazek). Podle Lemmatu 2 vime,
ze body B', A, C, Cy lezi na kruznici [, jez ma stied v bodé L (stfed oblouku C;Cy
kruznice n). V Lemmatu 3 jsme zjistili, ze body @, B’, @', A’ lezi na kruznici se
stiedem C, jiz nazveme p. Tato kruZnice je kolmd ke kruznici 7, nebot IQ L QC.
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Protoze kruznice p a i jsou kolmé a stred I kruznice 7 lezi na spoleéné chordale A’ B’
kruznic [ a p, jsou podle Lemmatu 4b) rovnéz kruznice i a [ kolmé. Kruznice i, [ a n
spliuji podminky Lemmatu 5a), a proto kruznice n a i maji skuteéné vnitini dotyk.

Obdobny dukaz pro vnéjsi dotyk kruznice n s kruznici e, trojtihelniku ABC ptipsa-
nou pouze strucné naznac¢ime. Vyuzijeme stejnou kruznici p jako v predchozim dukazu.
Pro ni totiz plati nejen p L i, ale také p L e., nebot E.Q" L Q'C,. Jelikoz kruZni-
ce p a e, jsou kolmé a stied E,. kruznice e. lezi na spoleéné chordédle A’B’ kruznic [
a p, jsou tudiz kolmé i kruznice e, a [. Podle Lemmatu 5b) tak maji kruznice n a e,
skutecné vnéjsi dotyk.

Poznamka. Vyklad ¢lanku [Aym]| doplime o jednu historickou zajimavost, kterd
v ném chybi. Klicové kolmosti [ 1 i a [ L e. z Aymeho dukazu Feuerbachovy véty
dokézal odlisnym postupem jiz roku 1861 J. Casey* (viz [Cas, str. 105-106]), aby je
vyuzil ke svému kratkému dukazu Feuerbachovy veéty, zalozenému na tehdy jiz exis-
tujici teorii kruhové inverze. Casey uplatnil toto zobrazeni s tidici kruznici [: K ni
kolmé kruznice i a e, jsou totiz v této inverzi samodruzné, zatimco obrazem jejich
spoletné tetny AB je ziejmé kruznice n (nebot pravé ta prochdzi stiedem inverze L
a samodruznymi body Cy, Cy piimky AB). Tento dukaz Feuerbachovy véty do nasi
kapitoly 12 o kruhovych inverzich ovsem nezafadime, nebot Caseyovy dukazy kolmosti
[ L ial L e.jsou velice narotné — pro komplikované tvahy o mocnostech bodu
ke kruznicim ¢ a e, vyuzivaji mimo jiné Lemma 1 z kapitoly 10 a Lemma 14.3. Misto
toho ve zminéné kapitole o kruhovych inverzich dame prednost dvéma jednodussim

4John Casey (1820-1891), irsky geometr, profesor Katolické univerzity v Dublinu, proslul svymi
¢lanky, ucebnicemi a komentovanym piekladem prvnich Sesti knih Eukleidovych zédklada, doplnénych
rozsahlymi kolekcemi vlastnich i pfevzatych piikladu a cviceni.
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postupum, které jsou i diky tomu znaméjsi z ruznych kniznich publikaci.
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Kapitola 12

Dukazy pomoci kruhové inverze

V této kapitole se podivame na dva zajimavé dukazy Feuerbachovy véty vyuzitim kru-
hové inverze, jez se nam podafilo v literatufe najit. Prvni z nich je uvadén castéji
a mnozi geometrii jej povazuji za nejpfirozenéjsi postup, jakym uchopit problematiku
Feuerbachovy véty. Vyuzivd totiz (stejné jako druhy dikaz, ktery uvedeme) pouze
zakladni, bézné znamé vlastnosti kruhové inverze. Ty nyni pouze zformulujeme, aniz
bychom pfipominali obecnou definici tohoto zobrazeni, kterou lze nalézt v [B-Z, str. 93].
Omezime se pritom jen na takové kruhové inverze, jez maji kruznici samodruznych
bodt, kterou nazveme ridici kruznici dané inverze. Prvni vlastnosti je, ze obrazem
kazdé zobecnéné kruznice (tj. piimky nebo kruznice) v kruhové inverzi je opét zo-
becnénd kruznice. Kromé toho se pfi zobrazovani v kruhové inverzi zachovava od-
chylka mezi libovolnymi dvéma protinajicimi se zobecnénymi kruznicemi (uréend jako
thel mezi jejimi tecnami ve spole¢ném bodé). Koneéné zasadni vyznam pro nas bude
mit nasledujici treti vlastnost: V dané kruhové inverzi se zobrazi sama na sebe kazda
kruznice, kterd je k fidici kruznici této inverze kolmd (viz [Alt, str. 234], [Joh, str. 50]).

Prvni dukaz

Jedna se o znaméjsi ze dvou uziti kruhové inverze k tomuto ucelu, které lze najit

v knihdch [Jef, str. 13-14], [C-G, str. 117-119] a sbirce [Pra, uloha 28.29, str. 452 a 460].

Méjme tedy dan trojihelnik ABC a uvazme jeho kruznici n deviti bodu. Ta je jako
kazda kruznice urcena tfemi svymi body, za které vybereme stiedy A;, B, C stran
BC, AC, resp. AB. Kruznice n tak bude kruznici opsanou trojihelniku A; B;C;. Nasim
cilem je ukazat, ze kruznice n ma vnitini dotyk s kruznici ¢ vepsanou trojihelniku ABC
(neplati-li n = 7) a vnéjsi dotyk se vSemi tfemi jemu pfipsanymi kruznicemi. Z toho
druhého (s ohledem na symetrii situace) dokdzeme pouze vnéjsi dotyk kruznice n
s kruznici e, pripsanou ke strané AB.

Vytyceny cil je trividlni v piipadé |AC| = |BC|. Tehdy totiz diky ziejmé osové
soumeérnosti maji kruznice n a e. vnéjsi dotyk v bodé C}, ktery je zaroven i bodem
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vnitiniho dotyku kruznic n a i (neplati-li n = 7). Budeme proto déle bez djmy na obec-
nosti predpokladat, ze plati napiiklad |BC| > |AC|, jak je tomu na nésledujicim
obrazku.

Co vse (kromeé kruznice n ur¢ené stiedy Ay, By, C1) je na obrazku vykresleno a ozna-
¢eno? Primka AB je spole¢nou vnitini tecnou kruznic i a e. s body dotyku oznacenymi
po tfadé @ a @'. K vrcholum A, B jsou sestrojeny jejich obrazy A’, B’ v soumérnosti
podle osy thlu AC'B. Body A’, B’ tak lezi po fadé na polopiimkach C'B, C'A a modrie
vykreslena piimka A’B’ je druhou spole¢nou vnitini teénou kruznic i a e.. Tato tecna
protina piimky C7A; a C;B; v bodech, které jsou oznaceny po radé X a Z.

Protoze podle Lemmatu 14.2 maji usecky AQ, BQ' tutéz délku %(b + ¢ —a), kde
a, b, ¢ jsou obvykle znacené délky stran, diky nasemu predpokladu a > b a rovnostem

|C1A| = |C1B| = Lc plati
C1Q) = 1C1 Q'] = 3(a —b).

Existuje tedy kruznice ¢ervené vykreslend na obrazku: ma stied v bodé (7, ktery je
i stfedem jejiho pruméru QQ'. Jak déle ovérime, kruhovd inverze s touto fidici kruznici
ma nasledujici vlastnosti:

(1) Kazdd z kruznic i, e, se zobrazi sama na sebe.

(2) Body A;, By se zobrazi po fadé na body X, Z (jak je vyznaceno sipkami na obrazku).
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Odlozme na chvili dikaz vlastnosti (1) a (2) a ukazme, jak z nich plyne to, co mame
dokazat. Protoze kruznice n prochézi sttedem C) uvazované inverze a obrazy dalsich
dvou jejich bodu Ay, By jsou podle (2) body X, Z piimky A’B’, je tato piimka obrazem
kruznice n. To spolu s vlastnosti (1) znamend, ze obrazem usporadané trojice utvaru
(i, e., n) je trojice utvaru (i, e., A’B’). Protoze v druhé trojici je pfimka spolecnou
vnitini te¢nou obou kruznic, ma v prvni trojici kruznice n dotyk s obéma ostatnimi
kruznicemi 7 a e.. K urceni druhu téchto dotyku si uvédomme, ze obrazem poloroviny
s hrani¢ni pifmkou A’B’ je v nasi inverzi bud’ vnéjsi, nebo vnitini oblast kruZnice n,
a to podle toho, zda doty¢na polorovina obsahuje stted C uvazované inverze (<Ei_ni>koliv.
Protoze diky predpokladu a > b lezi stired C ve stejné poloroviné s hranici A’B’ jako
kruznice e,, zatimco kruznice i lezi v poloroviné opacné, lezi kruznice e. (resp. 7) tudiz
ve vnéjsi (resp. vnitini) oblasti kruznice n, jejich dokdzany dotyk je tak vnéjsi (resp.
vnitini).

Zbyvé tedy dokézat vlastnosti (1) a (2). Pro prvni z nich je to snadné: ¥idici kruznice
je skuteéné kolmd k obéma kruznicim i a e., nebot krajni body priuméru QQ' iidici
kruznice jsou kolmymi pruméty stiedu kruznic i, e, na piimku QQ'. K dikazu (2)
oznac¢me S stied usecky BB'. Protoze C1.5 a A1S jsou stiedni pticky trojuhelniku ABB’,
resp. CBB’, lezi bod C na tsecce A0 tak, ze plati

15| = HAB| = L(CB'| ~ |CA]) = Ya —b) = |1Q)].

(Znamend to, ze bod S lezi na Fidici kruznici nasi inverze.) Diky tomu, ze CB’ || A, S
a ze primky AB, A'B’ a CS prochazeji jednim (na obrdzku neoznac¢enym) bodem,
mame k dispozici nékolik dvojic podobnych trojihelniku, ze kterych vycteme, ze

C1X | |ChS| = |AB'| : |AC| = |C1S] : |CLA,].

Z rovnosti krajnich poméru plyne |C1X]| - |C1A;| = |C1S]? = |C1Q|*. To uz znamena,
ze v nasi kruhové inverzi se bod A; zobrazi na bod X.

Podobné lze ziskat rovnost |C1Z| - |C1B;| = |C1Q|?, podle které se bod B; zobrazi
na bod Z. Tim je cely dukaz ukoncen.

Druhy dukaz

Nyni uvedeme dikaz, ktery je uveden v knihach [Joh, str. 203-204], [Ped, str. 9-10]
a ve sbirce [D—Z, tloha 296, str. 32 a 200-202]. Po zkuSenostech s prvnim dukazem
vSak stoji za to uz nyni oba postupy porovnat. Zatimco kruhova inverze z prvniho
dukazu pfinesla ovéreni dotyku kruznice deviti bodu s vepsanou kruznici a jednou
ze ti1 pripsanych kruznic daného trojihelniku, kruhova inverze z druhého dukazu po-
vede k potiebnému vysledku pro libovolné dvé ze tii ptripsanych kruznic. Avsak pro
vepsanou kruznici uplatnéni nenachdzi. Hlavni myslenka obou dukazu je zato stejna:
Pro vybrané dveé kruznice, jejichz dotyk s kruznici deviti bodu chceme dokazat, hleddame
kruhovou inverzi, pii které se kazda z obou vybranych kruznic zobrazi sama na sebe
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Kapitola 12: Dukazy pomoci kruhové inverze

a soucasné se kruznice deviti bodu zobrazi na primku, kterd je spole¢nou tecnou téchto

kruznic.

V souladu s predchozim odstavcem nyni zahdjime dukaz tvrzeni, ze kruznice pripsané
k libovolnym dvéma strandm obecného trojuhelniku ABC', feknéme ke strandm AB
a BC', maji vnéjsi dotyk s jeho kruznici deviti bodu. Tu stejné jako obvykle oznac¢ime n
a budeme ji i zde interpretovat jako kruznici opsanou prickovému trojuhelniku A, B, C;.
Ve srovnani s prvnim dukazem bude mit novy dukaz jednu vyhodu: Zvoleny vybér
stran AB, BC' a dalsi vyklad je univerzalni, tj. pouzitelny pro jakykoliv trojihelnik
ABC' (bez ohledu na porovnani délek a, b, ¢ jeho stran). K tomuto vykladu vyuzijeme

nasledujici obrazek.

B il
prs ~

Na obrazku vidime kruznice e, e, ptipsané strandm AB, BC' trojihelniku ABC'. Je-
jich stiedy E., E, lezi na vykreslené ose vnéjstho thlu pii vrcholu B. Déle @}, Q] znaci
body dotyku téchto kruznic s prodlouzenim strany AC, body C’, A’ jsou obrazy bodu
C, A v osové soumérnosti podle piimky FE, FE.. Protoze piimka C'A je spoletnou vnéjsi
tecnou kruznic e, e, je jejich spolecnou vnéjsi teénou i modie vykreslend piimka A'C”.
Tato primka protind ruznobézku B;C} (resp. A1 By) v bodé X (resp. Z). Dodejme jesté
jeden dulezity poznatek: Piimky BC, AB jakozto spolec¢né vnitini tecny kruznic e, e,
si odpovidaji v jiz zminéné osové soumérnosti podle piimky FE,FE., takze body A’, C’
lezi po tadé na polopiimkach C'B, AB — tudiz bod B je prusec¢ikem tsecek C'A" a AC".
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Podle Lemmatu 14.2 vime, ze obé tsecky AQ; a C'Q) maji tutéz délku rovnu %(a—{—c—b).
Odtud plyne, ze stied B; strany C'A je rovnéz stiedem tsecky ,Q); a pritom plati

1 B1@Qy| = [B1Qy] = 30+ 3(a+c—b) = 3(a+c).

Nalezli jsme tedy kruznici, jez je ¢ervené vykreslena na obrazku: ma stied By, pru-
mer Q) a polomér rovny %(a + ¢). To bude Fidici kruznice nasi kruhové inverze,
o které ukdzeme, ze ma vlastnosti obdobné jako inverze z prvniho dukazu:

(1) Kazdd z kruznic e,, e. se zobrazi sama na sebe.

(2) Body C4, Ay se zobrazi po fadé na body X, Z (jak je vyznaceno Sipkami na
obrazku).

Analogicky jako v prvnim dukazu tyto dvé vlastnosti vedou z zavéru, ze kruznice n
jakozto obraz spoleéné teény A’C’ kruznic e,, e. bude mit s témito kruznicemi dotyk,
v obou piipadech vnéjsi, nebot stied inverze B; lezi ve stejné poloroviné s hranic¢ni
piimkou A’C” jako obé kruznice e,, e., které tudiz lezi ve vnéjsi oblasti kruznice n.

Diikaz vlastnosti (1) je snadny, nebot B,QY L FE,Q) a BiQ, L E.Q,. Ridici
kruznice je tedy skutecné kolma k obéma kruznicim e, i e., jak jsme méli ukazat.

K dukazu vlastnosti (2) pro bod C; vyjdeme z faktu, ze B,C) || BC. Odtud spolu
s tim, ze bod B lezi na usecce C'A’, plyne podobnost trojihelniku C1C'X a BC'A’,
diky které plati
|C1X|: |BA'| =|CiC'| : |BCY|.
Protoze bod B lezi na spole¢né ose E, E. usetek CC" a AA’, plati pro néj | BC| = |BC'|

a |BA| = |BA'|, neboli |BC'| = a a |BA'| = ¢. Po dosazeni do ptedchozi rovnosti
poméru dostaneme pro vzdalenost bodu C4, X vyjadreni

\010’] ‘ClBl—F‘BC/’ lc—i—a
= =2 .c

CiX| = . !
X |BC'| | | a a

Ted uz pomoci délek a, b, ¢ uréime potiebny soucin

\BlCl| . ‘BlX‘ —

1 2
_a (e aetae N _ (@t p oo
(Bl + i =5 (542570 ¢) = 2 sy

|

Tim jsme dokézali, Ze v nasi kruhové inverzi (s fidici kruznici o stfedu B; a po-
loméru B1@)}) se bod C) skute¢né zobrazi na bod X.

Analogicky lze odvodit i rovnost |A;By| - |[B1Z| = |B1Q}|?, kterd potvrzuje, ze se

také bod A; skutecné zobrazi na bod Z. Tim je i druhy dukaz Feuerbachovy véty
uzitim kruhové inverze ukoncen.

96



Kapitola 13

Dukaz uzitim polohovych vektoru

Feuerbachtiv piivodni ditkaz jim objevené véty lze oznacit za ryze algebraicky'. Jak jsme
totiz v kapitole 2 podrobné ukazali, Feuerbachovo odvozeni potfebnych vzdalenosti
stfedu uvazovanych kruznic je zaloZzeno na pomérné naro¢nych vypoctech s polynomy
ti{ proménnych (délek stran daného trojihelniku), a to bez uzit{ souradnic nebo vyz-
namnéjsiho zapojeni goniometrickych funkci. Z dukazu prezentovanych v celém nasem
textu bude tomuto postupu nejblizsi pravé dukaz z této kapitoly. Potiebné vzdalenosti
v8ak budou urcovany z polohovych vektoru pro dotycné stiedy kruznic a naslednymi
vypocty skaldrnich soucinu vektoru v roviné daného trojuhelniku. Pti nich opét vyz-
namné vstoupi do hry vyse zminéné polynomy. Piesvédéime se zaroven, ze Feuerba-
chova véta patii do okruhu téch planimetrickych otézek, k jejichz reseni muze zapojeni
vektoru vyznamné prispét — tfeba i jen pocetnim zjednodusenim puvodnich postupu.

Vyklad nastinéné vektorové metody jsme nalezli v 1. dile ruské ucebnice Elementar-
naja geometrija z roku 2004, kterou sepsal Jakov Petrovi¢ Ponarin, viz [Pon, str. 49-51].
Stejné jako on pii diukazu Feuerbachovy véty vyuzijeme vyjadieni polohovych vektor,
odvozenych v jeho ucebnici na str. 37-39. V nasem textu je uvedeme jako nésledujici
pomocné tvrzeni. Uz v ném se rozhodneme, pro kterou ze tii kruznic ptipsanych pro-
vedeme druhou ¢ast celého dukazu.

Lemma. Necht O je stied kruinice opsané trojihelniku ABC' s obvykle znacenymi
délkami stran a, b, c. Pak poloha ortocentra H tohoto trojuhelniku je dana vektorem

OH = OA + OB + OC, (13.1)

stred I kruznice jemu vepsané je urcen vektorem

s OA+10B + 00

a+b+c

(13.2)

Viz [Ped, str. 90] . Sém Feuerbach jako podtitul dotyéného dila [Feu] ovéem uvadi ,, Eine analytisch-
trigonometrische Abhandlung.“ Dnes vSak chdpeme zaméteni obou oboru analytickd geometrie a tri-
gonometrie odlisné.
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a konecné stred E. kruznice pripsané jeho strané AB zaddvd vektor

— aO—z>4+bO§—cOE%
OFE. = )
a+b—c

(13.3)

DUKAZ: K odvozeni (13.1) si pov§imneme, Ze z rovnosti |OA| = |OB| zfejmé plyne
kolmost vektorového souctu O_1>4+O? k vektoru 1@ Jelikoz H je ortocentrum, k AB je
kolmy rovnéz vektor C"H} , ktery je roven O‘H} —OTE . Dohromady dostavame, ze vektorem
kolmym k 1@ je také vektorovy rozdil

(04 + 0B) — (011 - 0¢) = (04 + OB + 0¢) o7

Ze symetrie posledniho zapisu plyne, ze jde o vektor, ktery je kolmy nejen k 1@ , ale
také k 1@ a k BC. Takovy vektor je oviem nutné nulovy (vzdyt ABC je trojihelnik),
odkud uz plyne vzorec (13.1).

Namisto delstho odvozeni vzorce (13.2) podle Ponarinova textu ddme prednost jeho
kratsimu ovéreni. Pouzijeme tento obrat: o bodu I, ktery je definovan polohovym
vektorem OI ze vzorce (13.2), ukdzeme, ze je prusecikem os vnitinich wihlu trojihel-
niku ABC. Diky symetrii pravé strany (13.2) stac¢i ukazat, ze takovy bod I lezi na
jedné ose z téchto os, feknéme na ose ihlu AC'B. K tomu pfepiseme (13.2) do tvaru

@+Cﬁ:a<0?+(]fl> :igfiﬂﬁ)ﬂﬁév

odkud po odecteni O? od obou stran obdrzime

C—,}_aC_}H—bC@
 a+b4ce

Protoze v ¢itateli posledniho zlomku je soucet dvou vektoru stejné velikosti ab, které

jsou navic souhlasné rovnobézné s vektory C'A, resp. C'B, ma jejich soucet skutecné
smér osy uhlu sevieného poslednimi dvéma vektory, jak jsme slibili ukézat.

Obdobné ukdzeme, ze bod E. definovany vzorcem (13.3) lezi jak na ose vnitiniho
thlu u vrcholu C' trojihelniku ABC, tak na ose jeho vnéjsiho thlu u vrcholu A. K
tomu rovnost (13.3) postupem z ptedchoziho odstavce upravime dvéma zpusoby do
tvaru

_>
C—E;:M . m:M.
a+b—c a+b—c

Muzeme tedy stejné dokoncit i dikaz, nebot v ¢itatelich zlomku je po fadé soucet
a rozdil smérovych vektoru ramen thlu AC'B, resp. BAC', které maji stejnou velikost
ab, resp. bc.
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Kromé pravé dokdzaného Lemmatu vyuzijeme, stejné jako pii vykladu Feuerba-
chova postupu v kapitole 2, nékteré zakladni vzorce, které splinuji délky stran a, b, ¢
obecného trojihelniku ABC', jeho obsah S a poloméry R, r, r,, 14, 7. uvazovanych
kruznic. K jejich zapisu vyuzijeme obvykle znaceny poloviéni obvod s = %(a +b+c)
a také délky

sa=3(—a+b+c), sy,=3(a—b+c), s.=3(at+b—oc). (13.4)

Poslouzi ndm k prehlednéjsimu zapisovani vztahu z Ponarinovy ucebnice (ve které
znaceni hodnot s,, sp, s. zavedeno neni) a také k detailnimu ovérovani rovnosti, které
Ponarin ptrenechéva ¢tenaium (v tomto ohledu bude nas vyklad tplnéjsi). Budeme
se pti tom odkazovat na nasledujici zfejmé vztahy

Se=8—a, Sqt+sy=c¢ S+Ss.=a+b S,+S+S5 =3s (13.5)

(z trojice analogickych rovnosti jsme vypsali vzdy jen jednu). Potfebné trojtihelnikové
vzorce pak strucné zapiseme do dvou radku

b
S = /5455, (Heronuv vzorec), R = Z—SC,
r=—, Te = —, 'y = —, Te = —.
S Sa Sp Se

Pridame k nim jesté jeden pozoruhodny, a pfitom malo znamy vztah
AR=r,+ry+71.—7, (13.7)

ktery proto hned v nésledujicim odstavci dokdzeme. K dukazu vzorce (13.7) vyuzijeme
algebraickou identitu

$8pSe + 8SqSc + $S¢Sp — SaSpS. = abe, (13.8)
kterou odvodime tpravami jeji levé strany na zdkladé vztahu (13.5):

8SpSe + SSaSe + $SaSh — SaSpSe = SSc(Sp + Sa) + SaSp(S — S.) =
~—— SN~
= (8Sc+ Sa - Sp )C= (88.+ 8% — sa — sb+ ab)c =
~ ~~
=(s(s.+s—a—>b)+ab)c=(s-0+4 ab)c = abc.
(s( : ) +ab)e = ( )
a+

Do dokédzané identity (13.8) nyni dosadime za kazdy ze ¢tyf soucinu nalevo jeho
vyjadieni z Heronova vzorce, zatimco sou¢in abc napravo zaménime za vyraz 4RS.

Obdrzime tak e o @ g
— + =+ — — — =4RS,
Sa  Sp  Se s
odkud po vydéleni obou stran hodnotou S uz ziskdvame — diky ¢tyfem vzorcim

z druhého fadku (13.6) — dokazovany vzorec (13.7).
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Nyni jsme jiz pripraveni piejit k dukazum tvrzeni o dotycich kruznice deviti bodu
(N, %R) jak s kruznici vepsanou (I,r), tak s kruznici pripsanou (E.,7.), a to cestou
vypoctu délek vektoru m a ]ﬁz Cely postup popiSeme pouze pro prvni vektor m
a pak objasnime, pro¢ obménu postupu pro druhy vektor N E,. neni nutné provadét.

Protoze N je stiedem usecky OH, podle rovnosti (13.1) z ivodniho Lemmatu plati

OX = 107 = 1 (04 + 08+ 00).

— 2

zatimco vzorec (13.2) lze diky oznaceni s = $(a + b+ ¢) piepsat takto:

S Yo I
N 2s ‘

Dohromady tak pro vektor m vychazi:

Ni—of 5]—>V_a0_1>4+60?+c@ (74+(ﬁ+0?
ST 25 B 2

—Sa

(a — S)O—1>4 + (b — S)O? + (¢ — S)O? B —saO—1>4 — Sb@ — SCO?
2s B 2s '

(13.9)

K urceni hodnoty m 2 wzitim vzorce (13.9) vyuZijeme kromé ziejmych rovnosti
OA2 = OB? = OC? = R? (13.10)
také hodnoty dvojnasobku skalarnich soucinu
204-0B =2R? — 2, 204-0C =2R? —1?, 20B-0C =2R* —da®.  (13.11)

Z rovnosti (13.11) jisté staci ovéfit prvni z nich:
2
¢ = AB* = (OB - 0A)" = OB* - 205 - 0A+ OA* = 2R* - 204 - OB,
odtud uz plyne potiebné.

Abychom se vyhnuli zapisovan{ fady zlomki s jmenovatelem (2s)?, poéitejme z rov-
nosti (13.9)—(13.11) radéji 4s*-ndsobek hodnoty N2

42NT2 = SOA? 4 0B + 2002+
+28a8b0_1>4 . @ + 28(15,;0_1)4 . (ﬁ + 281,86@ . O? =
= (2457 4+ SR + 5455 (2R* — 2) + 545.(2R* — b?) + 5p5.(2R* — a*) =
(82 4 57 + 8% 4 28,5 + 2545, + 25p5.) R? — (a®sp5. + V25450 + C*548p) =
(80 + 8y + 50)2R? — (a®sp5c + b*548c + C*548p) =
= 5*R* — (a%sp8. + b*545. + C*5,45p)

(zdvérem jsme vyuzili rovnost s, + s, + s, = ).
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Odtud a z rovnosti
2 2 2 A2
aspSe + b"8q5c + ¢*sq5p = 4s“r(R — 1), (13.12)
kterou vzapéti dokdzeme, dostaneme (po vydéleni hodnotou 4s%) vyjddient

INIE = NP2 =L1R* —r(R—7r) = (AR —1)*.
Z ného po odmocnéni diky Eulerové nerovnosti (Lemma 14.6) vyplyne |NI| = %R -,
takze kruznice (N, $R) a (I,7) budou skutetné mit vnitin{ dotyk (neni-li ovem vychozi
trojihelnik ABC' rovnostranny).

Zbyva tedy dokdzat rovnost (13.12). Podle rovnosti (13.6) plati

S? S S
= — - — =77,
SSq S  Sq

SpSe =

analogicky s,S. = rry a $,8, = rr.. Leva strana (13.12) je tak rovna a’rro+b*rry+cirrg,
tudiz namisto (13.12) muzeme (po vydéleni hodnotou r) dokazovat rovnost

a’ry + b*ry + *r, = s*(4R — 4r),

kam jesté za 4R dosadime r, + r, + 7. — r podle (13.6). Timto jsme nas kol prevedli
na dukaz rovnosti
a’rg 4+ b*ry + *ro = 8% (rq + 1y + 10 — 57). (13.13)

Ukazeme, Ze obé strany rovnosti (13.13), oznacme je L respektive P, se rovnaji témuz
vyrazu V = s(ar, + bry, + cr. — 25). Skutecéné, podle vztahu (13.5) a (13.6) plati

L—-V = (a’r, +b*ry + c?r.) — s(arg + bry + cr, — 25) =
=ary(a—s)+bry(b—s) +cre(c—s)+(a+b+c)S =
—— ~—~— ~—~
—Sq —sp —Se
=a(S —1484) + b(S — 1psp) + (S — res.) =0
0 0 0

a soucasné

P—V =58*ro+ry+r.—5r)—s(ary +bry +cr. —25) =
= srq.(s —a)+ sry(s — b) + sre(s — ¢) — bs '@*235 =

Sa Sp Sc S
= $(reSq + rpSp + 1reSe) — 385 = 0.
35

Tim je rovnost (13.12), a tedy i rovnost |[NI| = 1R — r, dokdzana.

Dotyk kruznice deviti bodu (N, %R) s kruznici (E,, r.) pripsanou strané AB daného
trojuhelniku ABC nyni dokédzeme podobné jako v kapitole 2 obratem, prevzatym piimo
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z puvodniho Feuerbachova dukazu v knize [Feu].?

Zachovejme oznaceni bodu O, H, I, E., N trojihelniku ABC a podivejme se,
jak se pti zmeéné (a,b,c) — (a,b, —c) zméni ostatni skaldrni veliciny, které s danym
trojuhelnikem spojujeme a které nyni zavedeme definitoricky pomoci vztahu (13.4)
a (13.6). Jiné vztahy mezi nimi jsme ostatné v podaném algebraickém dikazu nevyuzili
— s jedinou vyjimkou, kterymi byly rovnosti (13.10) a (13.11). Podle (13.4) a (13.6) pfi
(a,b,c) = (a,b, —c) dojde k témto zménam:

L. (S, Sas Sps S¢) = (Sey —Sp, —Sa, S),

2. hodnota S = /55,55, se nezméni diky bodu 1,

3. hodnota R = abc se zméni na —R kvuli ¢ — —c a bodu 2,
4. (r,rq,1p,7c) = (¢, =7y, —T4, ) podle bodu 1 a 2.

Dodejme k tomu, ze zmény R — —R z bodu 3 spolu s ¢ — —c neovlivni platnost
vyse zminénych ,dodatecnych “vztahu (13.10) a (13.11), a to diky zachovani hodnot
R? a . Znamend to, Ze cely pfedchozi vyklad miZzeme s pozménénymi veli¢Ginami
piepsat, aniz by se zménila platnost jeho zavértu. Jako pifklad uved me prepis dokézané
rovnosti (13.7):

4R = Tet+Tp+7c—T — 4(_R) = (_Tb> + (_Ta) +r—=re.

Vidime, Ze tento ptrepis nepiinasi nic nového — obménéna rovnost je ekvivalentni s tou
puvodni.

Posouzenou zménu (a, b, c) — (a,b, —c) ovsem ocenime pii ivahédch o polohovych
vektorech z uvodmho Lemmatu. Zatimco predpis (13.1) pro vektor O? (a tedy ani
predpis pro ON 10‘[? na hodnotéch a, b, ¢ nezavisi, predpis (13.2) pro vektor 6_[)

prejde pii zméné ¢ — —c v predpis (13.3) pro vektor OFEc:

aOA—l—bO?—l—c(ﬁ a(ﬁ‘l—l—b(ﬁ—c@

a+b+c a+b—rc

—
Proto nas findlni vzorec NI? = (%R —r)? piejde ve vzorec pro NE.? | kdyZ v ném
provedeme zmény R — —R a r — r. (viz body 3 a 4 vyse).

Plati tedy

INE.2= NE2 = (L(~=R) —ro)* = (AR +1.)*.

Odtud po odmocnéni uz dostaneme vztah |[NE.| = %R + 1., ktery dokazuje vnéjsi
dotyk kruznic (N, 1R) a (E.,r.). Tim je cely dukaz Feuerbachovy véty hotov.

2V Ponarinové uéebnici je tato ¢ést ditkazu Feuerbachovy véty pienechéna jako tikol pro ¢tenare.
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Kapitola 14

Pomocna tvrzeni

Do této kapitoly jsme zaradili i s dukazy ta lemmata, ktera byla vyuzita pri dukazech
Feuerbachovy véty ve vice nez jedné z predchozich kapitol. Pro ¢tenarovu lepsi orientaci
nejprve uvedeme prehled kapitol, ve kterych se na tato jednotliva tvrzeni odvolavame.

> Lemma 14.1.(i): kapitoly 3, 10.

> Lemma 14.1.(ii): kapitoly 3, 4, 5, 6, 7.

> Lemma 14.1.(iii): kapitoly 3, 6, 7.

> Lemma 14.2: kapitoly 2, 8, 9, 11, 12, 14.

> Lemma 14.3: kapitoly 6, 7, 8.

> Lemma 14.4: kapitoly 4, 7, 14.

> Lemma 14.5: kapitoly 3, 5, 7, 10, 14.

> Lemma 14.6: kapitoly 3, 4, 5, 13.
Lemma 14.1 V trojihelniku ABC oznacme o kruznici opsanou a O jeji stied, Cy stred

strany AB, Cy patu vysky z vrcholu C, H ortocentrum, Cy stred spojnice HC', n kruznici
deviti bodu a N jeji stred. Potom plati nasledujici tvrzeni:

(i) Obrazy ortocentra H v obou soumérnostech podle stredu Cy, Cy lezi na kruznici o.

(i1)) Bod N je nejen stiedem spojnice OH, ale také stiedem usecky C1Cs, kterd je
tudiz prumeérem kruznice n. Jeji polomér NC} je pritom nesouhlasné rovnobézny
s polomerem OC' kruznice o.

(111) Poloprimka, kterd je osou vnitiniho tihlu ACB, je rovnéz osou tihlu OCCy.
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DUKAZ: VyuZijeme toho, Ze kruznice n je obrazem kruZnice o jak ve stejnolehlosti
(H, 3), tak ve stejnolehlosti (G, —3), kde G je tézisté trojuhelniku ABC. Trojice bodu
A, B,C € o se totiz ve stejnolehlosti (H, %) ziejmé zobrazi na trojici Ag, By, Cy € n
a ve stejnolehlosti (G, —3) na trojici Ay, By, C) € n.!

Ve stejnolehlosti (H, 2) piejdou body C, Cy kruznice n v takové dva body kruznice o,
které jsou ziejmé soumérné sdruzené s bodem H podle stiedu Cy, resp. Cy. Tvrzeni (i)
je dokézano.

Obrazem poloméru OC' ve stejnolehlosti (G, —3), resp. ve stejnolehlosti (H, 1) je
polomér N(C', resp. polomér NC5 kruznice n — tyto poloméry jsou tedy nesouhlasné,
resp. souhlasné rovnobézné s polomérem OC'. Dukaz (ii) je hotov.

K dukazu (iii) jesté oznacime D stied toho oblouku AB kruznice o, na kterém
nelezi vrchol C. Osou vnitiniho thlu ACB je tak (diky shodnosti oblouku AD, DB)
polopiimka C'D. Na rameni C'Cyy zkoumaného tthlu OC'Cy jesté uréime bod P tak, aby
usecka C'P méla stejnou délku jako poloméry OD, OC' kruznice o.

Jelikoz usecky OD a CP jsou shodné a souhlasné rovnobézné, plati to rovnéz
o useckach OC a DP, celkem je tedy DOC' P kosoctverec a poloptimka C'D tak skutecné
puli tthel OCP, jak jsme méli dokézat.?

Lemma 14.2 V trojuhelniku ABC oznacme Q, Q' body dotyku strany AB s kruz-
nici tomuto trojuhelniku vepsanou, resp. pripsanou strané AB. Pak body Q, Q' jsou
soumeérné sdruzené podle stredu Cy strany AB a shodné usecky AQ, BQ' maji délku
%(b + ¢ —a), kde a, b, ¢ jsou obvykle znacené délky stran. Tutéz délku maji i teény

'Pojednali jsme o tom v kapitole 1. Tam jsme také dokdzali ¢st (i) a prvnf vétu édsti (ii) aktualntho
Lemmatu, piesto tyto kratké dukazy i v této kapitole zopakujeme.
2Kosoétverec degeneruje v tisecku v pifpadé C; = Cp, kdy C'D je oviem osou nulového ihlu OCCy.
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z vrcholu C' ke kruznici pripsané strané AC.? (Analogické vzorce plati i pro ostatni
délky tecen z vrcholu A, B, C' ke kruznici vepsané a ke dvéma kruZnicim pripsanym
strandm, jeZ z dotyéného vrcholu vychdzeji.*)

DUKAZ: Vénujme se nejprve kruznici vepsané a kromé jejtho bodu @ na strané AB
uvazme jeji body Q,, @, po fadé na stranach BC, C' A.

7, osové soumeérnosti kazdé z dvojic tecen vedenych z bodu A, B, C ke kruznici
vepsané plyne |AQ| = |AQy|, |BQ| = |BQ.| a |CQy| = |CQ.|. Z poslednich dvou
rovnosti mame

[CQu| + |BQ| = |CQa| + [BQa| = a.
Odtud s ptihlédnutim k prvni rovnosti |[AQ| = |AQ,| plyne

2-JAQ| = |AQy| +14Q| = (b= |CQs)) + (c — |BQ|) = b+c —a.

Po vydéleni dvéma uz dostavame dokazovany vzorec pro |AQ)|.

K dukazu téhoz vzorce pro délku teény B(Q)' ke kruznici piipsané strané AB uvazme
obdobné body @, Q; této kruznice po fadé na prodlouzenich stran CB, C'A.

Qs

3Délkou teény z daného bodu k dané kruznici rozumime vzdalenost tohoto bodu od piislusného
bodu dotyku.
4Tato analogie bude upfesnéna po provedeném diikazu a doplnéna ilustraénim obrézkem.
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Podobné jako v predchozim pro teény z bodu A, B, C ke kruznici pfipsané strané AB
plati |AQ'| = |AQ,|, |BQ'| = |BQ,| a |CQ.| = |CQ}|. Z prvni a tieti rovnosti mame

CQql = 1AQ" = [CQy| — [AQ| = b.
Odtud s prihlédnutim ke druhé rovnosti |BQ'| = |BQ)| plyne
2-|BQ'| = [BQq| + |BQ'| = (ICQq| — a) + (c = |[AQ) =b+c —a.

Po vydéleni dvéma uz dostavame dokazovany vzorec pro |BQ'|.
Dokazali jsme, ze teény z vrcholu B ke kruznici pripsané strané AB trojihel-
niku ABC maji délku 5(b + ¢ — a). Protoze tento vyraz je symetrickou funkei délek

b a ¢, stejnou délku 3(b+c—a) maji i teény z vrcholu C ke kruznici pfipsané strané AC'.

K dodatku v zavorce, ktery jsme pripojili k formulaci Lemmatu 14.2, uvadime nyni
slibenou ilustraci spolu s naslednym upfesnénim:

C

> Zelené vyznacené tsecky maji délku 1(b+ ¢ — a).
> Modfe vyznacené tisecky maji délku %(a +c—0).

> Cervené vyznacené tsecky maji délku %(a +b—c).

Lemma 14.3 V trojuhelniku ABC' oznac¢me Cy patu vysky z vrcholu C, Cy stred
strany AB, Y jeji prusecik s osou vnitiniho uhlu BCA a Q, Q' body dotyku strany AB
s kruznici vepsanou, resp. pripsanou této stranée. Pak plati

1Y |CiCo| = |C1QP = |CiQ' .

DUKAZ: S ohledem na symetrii se sta¢{ zabyvat piipadem |AC| > |BC|, nebot
v piipadé |AC| = |BC| vSechny body z dokazovanych rovnosti splyvaji. Podle Lem-
matu 14.2 pti obvyklém znaceni délek stran a, b, ¢ plati

|AQ| = |BQ'| = 3(b+ ¢ —a),
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coz s ohledem na rovnosti [AC;| = |BCy| = 3¢ a predpoklad b > a vede k zévéru, ze

C1QI = C\Q'| = 5(0 - a).

Uvazme nyni obraz B’ bodu B v soumérnosti podle osy C'Y tithlu BC'A a oznacme K
ten jeji bod, ktery je stfedem tusecky BB’. Diky predpokladu b > a lezi bod B’ uvnit
strany AC' tak, ze |AB'| = b — a. Pro stfedni pricku C1 K trojihelniku ABB’ tak plati
|C1K| = 3(b— a), navic z C1 K || AC plyne shodnost tif uhla 1KY, ACY a BCY,
vyznacenych na obrazku.
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Podle predchozich tvah 1ze dokazované tvrzeni vyjadiit jedinou rovnosti
|C1Y| - |C1Cy| = |C1K|?, mneboli [C1Y]: |C1K| = |C1K]| : |C1Cy|.

Staci tak ovérit, ze trojuhelniky C1 K'Y a C1Cy K jsou podobné podle véty uu. Skutecéné,
jejich thly u spolecného vrcholu Cy jsou totozné a shodnost jejich whlu u vrcholu K
a Cy snadno vyplyne z vlastnosti ihlu v kruznici s prumérem BC', na které oba body
K a Cy ziejmé lezi. K tomu rozlisime, zda je thel ABC tupy (obr. vyse), nebo pravy
¢i ostry (obr. nize). Vse je natolik oc¢ividné, ze slovni vyklad uvadét nebudeme.

C

Tim je dikaz Lemmatu 14.3. ukoncen.
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Lemma 14.4 V trojuhelniku ABC na ose vnitrniho ihlu AC'B uvaZme postupné stred I
kruznice vepsané, prusecik Y se stranou AB, prusecik D s kruznici trojuhelniku ABC
opsanou a konecné stred E,. kruznice pripsané strané AB. Pak plati rovnosti

\DA| = |DB| = |DI| = |DE,| a |DY|-|DC|=|DAJ.

DUKAZ: Pojmenované body jsou zndzornény na obrazku. V ném je vykreslena
rovnéz osa vnitiniho ihlu ABC' a urcen jeji pruseéik K s kruznici opsanou. Vyznaceny
jsou pak modie a cervené dvé skupiny shodnych obvodovych thla.

Z vyznacenych thlu plyne jednak rovnost |DA| = |DB|, jednak shodnost trojihel-
niki DAK a DIK diky vété usu, takze plati rovnéz |DA| = |DI|. Mdme tak dokdzany
prvni dvé z rovnosti |DA| = |DB| = |DI| = |DE.|. Tteti rovnost je dusledkem Tha-
letovy véty: diky vyznacenému pravému thlu mezi osami BI a BE, (jde o osy dvou
vedlejsich ihla) je bod D nutné stiedem piepony [ E,. pravouhlého trojuhelniku I E. B,
nebot (jak uz vime) |DI| = |DB|.

Rovnost |DY| - |DC| = |DA|? upravend do tvaru |DY|/|DA| = |DA|/|DC| plyne

z trojuhelniku DY A a DAC, které jsou totiz podobné podle véty wu. Tim je dukaz
Lemmatu 14.4. ukoncen.
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Lemma 14.5 Oznacme R polomeér kruznice opsané trojuhelniku ABC a D stred toho
jejiho oblouku AB, na kterém nelezi vrchol C. Pak pro stred I a polomér r kruznice
vepsané trojihelniku ABC plati |DI| - |IC| = 2Rr. Podobné pro stred E. a polomér r.
kruznice pripsané strané AB trojihelniku ABC plat{ |DE.| - |E.C| = 2Rr..

DUKAz: Diky Lemmatu 14.4 plati |[DI| = |DE.| = |DB|, staci tudiz dokdzat
rovnosti

|DB|-|IC| =2Rr a |DB|-|E.C|=2Rr,.

Ozna¢me P, P’ kolmé pruméty po tadé stredu I, E. na polopiimku C'B (viz obr.).
Pti obvyklém oznaceni v = |< BC'A| maji trojuhelniky IC'P, E.CP', DC'B u vrcholu C
spolecny thel velikosti %7. Prvni dva z nich jsou pravouhlé, tudiz

r=|IP|=|IC|siniy a r.=|E.P'|=]|E.C|siniy.

Ve tretim trojuhelniku DC'B s opsanou kruznici o poloméru R podle sinové véty plati
|DB| = 2Rsin 3v. Z odvozenych rovnosti plyne

2Rrsiniy = (2Rsin3v) - r = |DB| - |IC|sin 37,

2Rr.sin 3y = (2Rsin 3v) - r. = |DB| - | E.C| sin 3.

Odtud po vydéleni kladnym cislem sin %’y uz dostavame rovnosti, které jsme meéli
dokazat.
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7 pravé dokazaného Lemmatu 14.5 snadno plynou znamé Eulerovy vztahy, které
kvili odkazum (cilenym pravé na né) nyni uvedeme samostatné.

Lemma 14.6 Pro libovolny trojihelnik ABC wvazme jemu opsanou kruznici (O, R),
vepsanou kruznici (I,r) a kruznici (E.,r.) pripsanou strané AB. Pak vzdalenosti stre-
du O od stredu I a E. jsou urceny vzorci

|OI)* = R*> - 2Rr a |OE.|*>= R*+2Rr,.

Navic plati nerovnost R > 2r, ve které nastane rovnost, prdve kdyz je trojuhelnik ABC
rovnostranny.

DUKAZ: Vyuzijeme mocnosti mz, mg, stfeda I, E, ke kruznici opsané (O, R). Diky
Lemmatu 14.5 ma zapornd mocnost m; dvoji vyjadieni

my = |OI” — R* = —|DI| - |IC| = —2Rr;
podobné pro kladnou mocnost mpg, plati
mg, = |OE.|*> — R* = |DE.| - |E.C| = 2Rr..
Odtud uz plynou oba dokazované vzorce. Podle prvniho z nich R(R —2r) = |OI]* > 0,

tudiz skutecné plati R > 2r s rovnosti v jediném ptipadé O = I. Posledni ziejmé
nastane, jen kdyz je trojihelnik ABC' rovnostranny.
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Kapitola 15

Zivotni draha K. W. Feuerbacha

Zivotopisné tidaje o matematikovi, jehoz slavnému (a prakticky jedinému vyznamnému)
vysledku jsme na$i zavéreénou praci vénovali, lze najit na internetu jak v obecné
oteviené encyklopedii Wikipedie ([Wii]), tak ve specializované historicko-matematické
encyklopedii MacTutor ([McT]), véetné strué¢ného hodnoceni jeho nepiilis rozséhlého
matematického dila. Asi nejpodrobnéji se popisu jeho zivota vénovala Laura Gug-
genbuhl, jejiz Sestistrankovy ¢lanek Karl Wilhelm Feuerbach, Mathematician vysel
v roce 1955 v ¢asopise The Scientific Monthly.! Z jeho pretisku v dodatku knihy [Ped,
str. 89-100], doplnéném o nékolik fotokopii z origindlu Feuerbachova hlavniho dila [Feu],
jsme cerpali témeér vSechny nize uvedené informace o kratkém, ale zato bourlivém zivoté
tohoto matematika.

!Doktorka Guggenbuhl byla odbornou asistentkou matematiky na Hunter College v New Yorku.
Jak autorka uvddi s odkazy na seznam literatury k uvedenému c¢lanku, zdkladni biograficka fakta
prevzala z ptispévku od Moritze Cantora z roku 1910, ovSem hluboce dojimavé a bolestné detaily
z Karlova zivota ji pfinesla az ¢etba dopisu z archivu Karlova otce.

111



Kapitola 15: Zivotni dréha K. W. Feuerbacha

Karl Feuerbach se narodil 30. 5. 1800 v némeckém mésté Jena do taméjsi vyznamné
rodiny Feuerbachu. Jeho matka byla Eva Wilhelmine Maria Troster a otec Paul Johann
Anselm Feuerbach, profesor prava na univerzité v Jené, ktery pozdéji napsal bavorsky
trestni zakonik. Eva a Paul méli jedenact déti, z nichz tfi synové zemfeli uz jako déti.
Zbylych pét synu dosahlo ¢asem doktorskych titult a t¥i z nich se stali dokonce profe-
sory. Nejzndméjsim z bratru byl Ludwig Feuerbach (1804-1872), predni materialisticky
filosof 19. stoleti.

Otec Paul Feuerbach se musel kvuli profesni kariéte casto se svou rodinou stéhovat:
z Karlova rodisté Jeny do Kielu, v roce 1804 do bavorského Landshutu a poté odtud
do nedalekého Mnichova. V roce 1814 Karl a jeho starsi bratr Anselm zacali cho-
dit na gymnézium v Mnichové, kdyz se jejich otec opét musel prestéhovat, tentokrat
do 200 km vzdéleného Bamberku. Synové vsak zustali v Mnichové, aby gymnazium
dokoncili. Poté oba chlapci vstoupili na univerzitu v Erlangenu (v roce 1817) a stali
se oba skvélymi studenty. Na univerzité studovali pod patronaci bavorského vévody
Maxmiliana Josefa, ktery povysil jejich otce Paula do slechtického stavu a slibil mu
finan¢ni zajisténi vysokoskolskych studii pro vSechny jeho syny. V roce 1819 se Paul
Feuerbach stal predsedou Odvolaciho soudu v Ansbachu, kde se celd jeho rodina defi-
nitivné usidlila.

V roce 1820 Karl prestoupil na univerzitu ve Freiburgu, aby mohl pokracovat
ve studiu matematiky u profesora Karla Buzengeigera. Ten napsal i uvodni slovo
k Feuerbachovu nejznaméjsimu dilu Eigenschaften einiger merkwiirdigen Punkte des
geradlinigen Dreiecks, und mehrerer durch sie bestimmten Linien und Figuren. Fine
analytisch-trigonometrische Abhandlung.* Tato utld kniha [Feu] o 62 strandch (90 stran
i s prilohami a ivodem) byla nejspiSe jeho zavérecnou praci, za kterou byl jejimu au-
torovi jiz v jeho 22 letech udélen doktorat.

V tomto dile z roku 1822 Karl uvadi i s dikazem svij objev ,nejhezci véty ele-
mentarni geometrie od dob Eukleida“?, které jsme se v celé nasi zavérecné préci
vénovali. Jeji znéni se objevilo jen jako zminka na konci paragrafu 57, popisujici dotyk
kruznice vepsané a kruznic pripsanych s kruznici deviti bodu libovolného trojihelniku
v podobé, jejiz sken z némeckého originalu uvadime na dalsi strance. (Cesky: Kruznice,
ktera prochéazi patami vysek trojihelniku, se dotyka vSech ¢ty kruznic, které se dotykaji
vSech tii stran daného trojihelniku. Kruznice vepsana ma dotyk vnitini a kazd4 z kruznic
pripsanych dotyk vnéjsi.)

2Cesky: Viastnosti nékterjch vjznamnich bodii rovinného trojihelniku a navic jém uréengmi
primkami a utvary. Analyticky-trigonometrické pojedndni.

3Toto ocenéni, v origindle: ,the most beautiful theorem in elementary geometry that has been
discovered since the time of Euclid“, jsme pfevzali ze str. 21 ¢lanku J. L. Coolidge, The Heroic Age
of Geometry, Bull. Amer. Math. Soc. 35(1): str. 19-37 (January-February 1929).
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@cr Rrete, welder burd) vic Fufpunfte der Perpendifel cines SDretcd.'ﬁ .
et ‘Beritfret alle vier die drei Seiten deffelben berilhrenden RKreife, und jwar ven

_ innerhalb berithrenden mncrba!b, 1¢bcn ver aufferhalb beritrenden abed auffer:
* Dalb, ' : .

Tato véta, jez je obecné znama jako Feuerbachova, je v tomto dile dokdzana, jak
jsme ukazali v kapitole 2, predevsim pomoci algebraickych vypoctu, ne tedy synte-
tickymi ivahami v duchu tradice zminéného Eukleida. Je vSak tfeba ocenit preciznost
a trpélivost, se kterou byl Feuerbach schopen takto naroéné vypocty v té dobé vykonat.
V kapitole 2 jsme jejich kratkou ukazku ve skenu z originalu pretiskli.

Ackoli Feuerbachové nebyli rodili Bavotrani a navic byli protestanty v této jinak
prevazné katolické zemi, stal se diky své publikaci Karl Feuerbach ve svych 22 letech
profesorem matematiky na gymnéziu v Erlangenu a o rok pozdéji i na tamni vysoké
skole. Dale se vsak stykal s prateli ze studii, mezi nimiz byl zndm jako bezstarostny ho-
mosexual, povéstny svou nezodpovédnosti a dluhy. Za svou politickou aktivitu a nazory
byl v roce 1824 cestou do skoly zatéen. Obvinéno bylo s Karlem také 19 spoluzéku z uni-
verzity a poté byli vSichni véznéni v Nové vézi v Mnichové bez prava prijimat navstévy
zvenci.

Karluv otec Paul ve svych dopisech zminuje obavy, ze synovo zat¢eni mohlo byt
podniceno jeho (Paulovymi) politickymi nepiateli. I tak se Karl citil osobné zodpovédny
za neutésenou situaci svych véznénych pratel, coz ho privadélo k depresim. Nékolikrat
se pokusil i o sebevrazdu. Skok z nemocni¢niho okna mu zanechal dokonce dozivotni
nasledky. Nedlouho po tomto svém poslednim pokusu o sebevrazdu byl Karl Feuer-
bach propustén pod podminkou, Ze se o néj bude starat Friedrich Wilhelm Thiersch
(1784-1860), ucenec, pedagog a pritel rodiny Feuerbachu, ktery Karla diive uéil. Jeden
z Karlovych ptatel ve vézeni zemiel, avsak po 14 mésicich véznéni byli vSichni ostatni
soudem osvobozeni a mohli se znovu vénovat normalnimu zivotu.

Po zprosténi viny se Karl vratil ke své rodiné do Ansbachu a vénoval se v klidu do-
mova matematickym uvaham, které zapocal rozvijet ve vézeni. V roce 1827 publikoval
v Norimbergu 48strankovou brozuru s nazvem Grundriss zu analytischen Untersuchun-
gen der dreyeckigen Pyramide*. Jak pise Laura Guggenhalm, Moritz Cantor ve svém
piispévku [Can| podrobil tuto Feuerbachovu studii ptiznivé vyznivajicimu kritickému
rozboru a v zavéretném shrnuti prohlésil jejtho autora vedle Mobia za ,nezavislého
spoluobjevitele teorie homogennich soufadnic bodu v prostoru.*

Jesté cely rok po svém propusténi z vézeni nebyl Karl v dostatecné dobrém dusevnim
stavu, aby se mohl vratit k vyuce ve skole. Teprve poté prijal misto na gymnaziu v ma-
lomeéstském Hofu. Jeho jmenovani tamnim profesorem matematiky zatidil vévoda Max-

4Cesky: Zdklady analytické teorie trojbokého jehlanu (tj. ctyrsténu).
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milian Josef, ktery se usilovné snazil pomoci véem mladym muzum, kteii byli spolecné
s Karlem uvéznéni. Karl vSsak v Hofu nebyl vnitiné spokojen, chybél mu klidny zivot,
ktery meél u rodicu a sourozencu v Ansbachu. Jeho dusevni stav se zhorsoval, dokud
ho jeho dva bratii neodvezli na lékaiské vySetieni zpét do Erlangenu, mésta, ve kterém
difve byval §fastny. Po zlepSeni zdravotniho stavu, v roce 1828, zacal opét ucit na
gymnaziu v Erlangenu. Na této skole ale jednoho dne pii vyuce vytahl mec¢ a hrozil
zakum uriznutim hlavy, pokud nebudou umét vytesit rovnici napsanou na tabuli. V tyz
den se pak vzdal mista na gymndziu a rozhodl se zit v ustrani. Sest let se v Erlagenu
oddéval v ¢astych depresich samoté a rozjimanim se vzdaloval od reality okolniho svéta.
Dovolil, aby mu narostly dlouhé vlasy, vousy a nehty, ziral na obcasné navstévniky bez
jakékoli znamky emoci a jeho rozhovor sestaval pouze z hlubokych mumlavych ténu
bez srozumitelného vyznamu. Zemfel 12. brezna 1834, tedy ve véku nedozitych 34 let.
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Predlozenou praci jsem vénovala jedinému vysledku o péti vyznamnych kruznicich,
které spojujeme s obecnym trojihelnikem v eukleidovské roviné, totiz Feuerbachoveé
vété. Jeji problematiku jsem priblizila v kapitole 1. Tam jsem také nastinila jeji posta-
veni a vyznam v geometrii rovinného trojihelniku. V dalsich vykladovych kapitolach
pak podrobné popisuji rozlicné elementarni ptistupy, kterymi lze Feuerbachovu vétu
dokéazat.

Domnivam se, ze jsem dosahla obou cilu vytycenych v Uvodu k této praci. V nej-
rozsahlejsi kapitole 2 uvadim ve vlastnim pojeti vyklad historicky prvniho dukazu,
se kterym v roce 1822 prisel sam Karl Feuerbach. Nebylo snadné tuto kompozici
ruznych diléich vysledku z knihy [Feu|, které jejiho autora ptivedly k potfebnému
zaveéru, prepracovat do ustrojného celku, ktery vérné odrazi strukturu celého postupu
i zahrnuje pocetni odvozeni potifebnych diléich zavéru. Zvoleny zpusob zpracovani po-
pisuji uvodem dotycéné kapitoly 2 a nebudu ho na tomto misté opakovat.

V kapitolach 3 az 13 se zabyvam dalsimi dukazy Feuerbachovy véty. Vybrala jsem
je z téméi tif desitek dukazi, které se mi podafilo v literatuie dohledat.’ Pfi rozho-
dovani o tom, které z postupu do chystaného textu zaradit, jsem se prioritné ridila
pozadavkem, aby pouzitd teorie neptfekracovala vyznamné ramec gymnazialni plani-
metrie. Navic jsem hledala zejména takové dukazy, jejichz podstatu lze vyjadrit jas-
nou myslenkou. Tu jsem pak heslovité vtélila do ndzvu piislusné kapitoly a rozvinula
v uvodni ¢asti jejiho textu. Prestoze zpracovani naslednych vykladu v kapitolach 3
az 13 nebylo tolik narocné jako v pripadé kapitoly 2 s Feuerbachovym dukazem, po-
drobnéjsi argumentace a potiebné doplnky si vyzadaly i v dalsich kapitoldch nemalé
usili. Dokladam to (nijak vyjimeénym) piikladem kapitoly 5, ve které k vypracovanému
Sestistrankovému vykladu pripojuji zavérem sken puvodniho prispévku.

Jsem presvédcena, ze vSechny etapy pripravy predlozené prace nesmirné obohatily
muj pohled na elementarni planimetrii a prohloubily moje dovednosti pfi vyuzivani
takovych néstroju, jakymi jsou podobnosti trojihelniki, mocnosti bodu ke kruznicim
a rovinné stejnolehlosti. Cenim si rovnéz zkusSenosti s psanim matematickych vykladu,
které jsem ziskala pti ¢etnych konzultacich se svym skolitelem nad pracovnimi verzemi

®V Seznamu uzité literatury uvadim pouze ty piispévky o Feuerbachové vété, které jsem
do vysledného textu skute¢né zapracovala.
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jednotlivych kapitol. Musela jsem je ¢asto i nékolikrat piepisovat a pak jesté dolad ovat,
abych dostéala skolitelovym predstavam o obsahové presnosti a stylistické vytiibenosti.

Vérim, ze muj text oceni vSichni zéjemci o elementarni planimetrii, zejména sttedo-
skolsti ucitelé matematiky a jejich talentovani zaci.
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Seznam uzitych znaceni

1. V celém textu prace pouzivame standardni algebraickou a geometrickou symboliku.
Rovinné zobrazenti, jez je stejnolehlosti se sttedem M a koeficientem A, znacime (M, \).
2. Oznaceni prvku rovinného trojihelniku ABC| které jsme zavedli v kapitole 1, v dal-
sich kapitolach zpravidla znovu pfipominame pfi jejich prvnim vyskytu. Seznam téchto
znaceni nyni uvedeme, a to v takovém poradi, abychom k popisum dalsich znaceni mohli
vyuzit znaceni popsana diive. V popisech neuvadime, ze pouzité terminy se vztahuji
k danému trojihelniku ABC'. Ostatni v textu prace uzitd znaceni, jez v seznamu chybi,
maji platnost v ramci kapitol, ve kterych byla zavedena. Zafazeny do seznamu jsou jen
ta dalsi oznaceni, kterd se v dukazovych kapitolach opakuji nejcastéji.

a, B,y velikosti thlu CAB, ABC, BCA
a, b, ¢ délky stran BC', CA, AB
S obsah (trojihelniku ABC)

Ay, By, C4 stredy stran BC', CA a AB
G tézisté
Ay, By, Cy paty vysek z vrcholu A, B, C

H ortocentrum (prusecik vysek)
stted kruznice opsané
polomér kruznice opsané
kruznice opsana

stted kruznice vepsané
polomér kruznice vepsané

=(I,r) kruznice vepsana
o, By, E. sttedy kruznic ptripsanych strandam BC, C'A, AB
Ta, Thy Te poloméry kruznic pripsanych stranam BC, CA, AB
eq = (B4, 1) kruznice pripsand strané BC
ey, = (Ep,1mp)  kruznice pripsand strané C'A
e. = (Eq,1.) kruznice pripsand strané AB
N stred kruznice deviti bodu
n=(N,iR) kruznice deviti bodu
Ag, By, (s sttedy spojnic AH, BH, CH (Eulerovy body)
Q bod dotyku kruznice i se stranou AB
Q' bod dotyku kruznice e, se stranou AB
D stted oblouku AB kruznice o, na kterém nelezi bod C
Y prusecik strany AB s osou vnitiniho uhlu BC' A
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