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Uvod

Cilem této prace je ukazat Siroké uplatnéni Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti pfi feSeni pii-
kladt s algebraickou i geometrickou tématikou. A¢ se muZe zdat, Ze toto téma spada do
oblasti elementarni matematiky, feseni casto klade na feSitele zna¢né naroky. Diky tomu
zdrojem téchto prikladu jsou pravé sbirky tloh matematickych olympiad.

Préce je rozdélena do dvou kapitol. Prvni kapitola se zabyva historii Cauchyovy-Schwarzovy
nerovnosti, jejim dikazim a vyuziti. Jsou zde zminéni t¥i nejvyznamnéji matematikové,
ktefi se zabyvali touto nerovnosti. Nezanedbatelna ¢ast této kapitoly je vénovana vyuziti
Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti ve vektorovych prostorech se skalarnim souc¢inem. Na konci
kapitoly jsou uvedeny nékteré vyznamné nerovnosti, které plynou z Cauchyovy-Scwarzovy ne-
rovnosti a jsou vyuzity pri feSeni priklada.

Dalsi kapitoly prace jsou sbirkou fesenych prikladi rozdélenych do ¢ty skupin podle toho,
zda je pri feSeni vyuzita pfimo Cauchyova-Schwarzova nerovnost ¢i nékterd z ni plynouci
nerovnost uvedend ve vstupni teoretické kapitole. Piiklady jsou fazeny podle naroc¢nosti ¢i
pribuznosti feseni.

Na tomto misté bych velmi rad podékoval panu doc. RNDr. Jaromiru Simsovi, CSc za jeho
odbornou pomoc, poskytnuti potfebnych informaci a cennych podnéta k mé praci.



Kapitola 1

Ve

Historie, dukazy a vyuziti
Cauchyovy nerovnosti

Nerovnosti, kterymi vyjadiujeme obvyklé usporadani realnych ¢isel, nalézaji siroké uplatnéni
ve vSech aplikacich matematiky, pii kterych pracujeme se skaldrnimi veli¢cinami. V samotné
matematice se vyuzivaji naptiklad pfi odhadech vyrazt nebo dikazech nejen v analjze, ale
také v geometrii. Jednou z Casto vyuzivanych nerovnosti se budeme v celé praci monotéma-
ticky zabyvat. Jak se dale zminime, tato nerovnost ma v literature rizné nazvy. My budeme
v textu préce pouzivat struény a historicky oprdvnény nazev Cauchyova nerovnost. Uvedme
nejprve jeji znéni.

Cauchyova nerovnost

Nechf uy,...,un,v1,...,v, jsou redlna ¢isla. Pak plati nerovnost

(urvr + -+ upvy)® < (W 4+ ) (v -+ 02). (1.1)
Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz plati u; = 0 pro vsechna i = 1,...,n nebo existuje t € R
takové, ze v; = tu; pro vSechna ¢ =1,...,n.

S Cauchyovou nerovnosti (1.1) je ekvivalentni nerovnost, kterou ziskdme odmocnénim obou
jejich stran:

lugvr + -+ + Up Uy | g\/(u%+---+u%) (v 4+ +02).

S ohledem na z < |z| odtud plyne nerovnost

u1v1+-~+unvn§\/(u§+---+ug) (v} + -+ 02).

Pokud je leva strana nekladna, je posledni nerovnost trividlni. V opa¢ném pripadé ji mizeme
umocnit na druhou a ziskdme zpét Cauchyovu nerovnost (1.1).

Nyni se podivame na historii Cauchyovy nerovnosti. V nékterych pramenech se tato nerov-
nost nazyvéa Cauchyova-Schwarzova, Cauchyova-Lagrangeova (viz [8]), Cauchyova-Bunakovské-
ho (viz [6]) nebo dokonce Cauchyova-Schwarzova-Butiakovského.

Poprvé se nerovnost objevila roku 1821 v dile Augustin-Louise Cauchyho (1789-1857) s na-
zvem Cours d’Analyse Algébrique. Cauchy zde nerovnost pouzil pouze v nékolika ilustrativnich



prikladech. Poprvé byla Cauchyova nerovnost vyznamné vyuzita az o 8 let pozdéji, kdyz ji
samotny Cauchy pouzil pfi ovéfovani Newtonovy metody pro nalezeni kofent algebraickych
a transcendentnich rovnic.

Cauchy svou nerovnost (1.1) odvodil jako dtsledek Lagrangeovy identity. Pokusme se jeho
dtikaz zopakovat.
Nejdiive po vzoru Cauchyho dokazeme samotnou Lagrangeovu identitu:

n
<Z uivi> E Z’U - = E Z UiV — u]fu, 2
i=1 i=1 j=1

Prevedeme ji na tvar

a podivame se na pravou stranu této rovnosti:

n n n 2 n
PRIED DI § S I 9) S 3) pritens
i=1 i=1 i=1 i=1 j= j

Pro posledni vyraz vyuzijeme ideu symetrie, ktera je pro scitaci indexy ¢ a j v druhém sé¢itanci

ziejma. Aby byla zfetelnéjsi i v prvnim séitanci, rozepiseme jej:
n n n n
2, 2
E E u; v — E E UV UV = E g u v —I—u v g E UV U5 V; -
i=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1

Obé dvojné sumy jsou tedy symetrické pro scitaci indexy ¢ a j. Jejich soucet proto muzeme
zapsat a upravit nasledovné:

z ZZ u? v +u v? ZZuzfuju]v, = ZZ — 2u,;v;u;v; —i—u?viz) =

21]1 =1 j=1 lel

1 n o n
= 5 Z Z(uivj — Uj?}i)2.

i=1 j=1
Tak jsme dokézali Lagrangeovu identitu. Uvazime ji ve tvaru
1 n n n n n 2
(uv; 21:)2 — 2 2 9
5 uv; — ujv;)° = u; v — uv; |,
i=1 j=1 i=1 =1 i=1

kde na levé strané vystupuje soucet ¢tvercti. Ten musi byt nezédporny, a tedy nezdporny musi
byt i vyraz na pravé strané identity:

n n n 2
Zu? Zv? — <Z u,-’u,-) >0 neboli Z Zv > <Z um)
i=1  i=1 i=1

=1 =1



Posledni nerovnost je dokazovand Cauchyova nerovnost (1.1). Rovnost v ni podle naseho
postupu nastane jediné v ptipadé, kdy plati:

1 n n
5 E E (uivj — ’LLj’UZ')2 =0.
i=1 j=1
Protoze jde o soucet nezapornych ¢isel, musi platit
uv; = u;v; pro véechna 4,5 =1,...,n.

Tento pripad jisté nastane pokud w; = 0 pro kazdé ¢ = 1,...,n. V opacném ptipadé zvo-
lime pevné j = 1,...,n s vlastnosti u; # 0 a z uvedenych rovnosti usoudime, ze pro kazdé
1 =1,...,n plati v; = tu;, kde t = Z—; je Cislo nezavislé na indexu ¢. Naopak je ziejmé, Ze
rovnost v Cauchyové nerovnosti nastane, existuje-li takové ¢t € R, ze u; = tv; proi =1,...,n.

Viktor Jakovlevi¢ Bunakovskij (1804-1889) studoval v Pafizi s Cauchym, takze byl obe-
znamen s Cauchyovou praci o nerovnostech. Ve svém dile Mémoire z roku 1859 Bunakovskij
prechazi od koneénych souctt redlnych ¢isel k soucttim nekoneénych fad pomoci limity. Po-
divejme se, jak dokazoval Cauchyovu nerovnost pro nekonec¢né rady.

Bunakovskij vySel z toho, Zze pro libovolna ¢sla w,v € R plati nerovnost u? + v? > 2uv,
coz lze po déleni ¢islem 2 prepsat ve tvaru %u2 + %vz > uv. Pokud provedeme soucet takovych
nerovnosti pro ¢isla u = u;, v = v; pro vSechna moznéa ¢, dostaneme nerovnost pro nekone¢né

fady cisel:
2
Zuivi < §Zu2 + 52212
=1 i=1 i=1

Predpokladejme, Zze obé fady na pravé strané konverguji (pak diky nerovnostem |u;v;| <
< %uf + %1)22 konverguje absolutné i fada na levé strané) a ze kazda z obou fad mé aspon
jeden nenulovy ¢len. Pak misto Cisel u; a v; zavedeme ¢isla

Uj (%
0o 2 0o 2
(Z5) (Z53)
z o\ : / ~ % o) 2 o0 2
Nové hodnoty mtzeme nazvat normalizované v tom smyslu, ze pro fady » . a7, > .=, b;

plati
00 o] u2 00 00 1)2
2 i 2 i
Y=Y o=l Y=Y et
i=1 i=1 (Zj‘;l u?) i=1 i=1 (Zj‘;l sz)

Dosadime-li do vySe odvozené nerovnosti nové hodnoty, ziskdAme nerovnost

0o 1> 1
Zaibi < 52&?4— 52()22 =1.
=1 i=1 =1

Vratime-li se nyni zpét k ptivodnim ¢isliim, dostaneme

> U; U;
Yot
— 2

= () (SR)

a; = a b=

N[
N|=

=



=
=

*(Bd)

Nerovnost vynasobime kladnymi jmenovateli (Z]O’;l u?)

o o 2 o
E U;v; < E uj2 E vjz-
i=1 j=1 j=1

“ . . , > v s ey . )
Zaménime-li v celém postupu ¢isla u; opaénymi éisly (—u;), s ohledem na rovnosti (—u;)* = u;

dostaneme nerovnost

oo [e.e] 2 o0
e IULE DI B DB

7Z obou odvozenych nerovnosti jiz plyne Cauchyova nerovnost pro nekonecné rady:

(5] =(54) (%)

Nevyhodou uvedeného Buriakovského postupu je, ze z ného (kvuli limitnimu pfechodu pfi
s¢itani nekoneéné mnoziny nerovnosti) nelze vyvodit, kdy v dokdzané nerovnosti nastane rov-

=

nost.

Ttetim matematikem, o kterém se zminime v souvislosti s Cauchyovou nerovnosti, je
Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). Jeho vyuziti Cauchyovy nerovnosti tizce souvisi
s pojmy vektorovy prostor a skalarni soucin, proto je zde pfipomeneme.

Zacnéme definici vektorového prostoru, pro jednoduchost nad télesem R realnych cisel.
Necht mnozina V' s operaci + je komutativni grupa (V,+). Necht pro kazdé ¢éislo t € R a
kazdy prvek u € V je definovan prvek ¢t - u € V' tak, Ze plati:

1) t-(ut+v)=t-ut+t-v,
(2) (t+s)-u=t-u+s-u,
3) (t-s)-u =t-(s-u),
4 1-u =u

pro libovolna t,s € R a u,v € V. Pak se V nazyva vektorovy prostor nad télesem R a prvky V
nazyvame vektory.

Déle budeme potfebovat pojem skaldrniho soucinu, proto jej nyni definujme. Necht V' je
vektorovy prostor nad R a necht kazdé dvojici vektort u,v € V je pfifazeno realné ¢islo (u, v)
tak, ze pro libovolna u,v,w € V plati:

v) = (v, u),
+ v, w) = (u, w) + (v, w),

1) (u,

(u

(r-u,v) =r-(u,v) prokazdéreR,
(u,

(u

[\

u) >0 pro vsechna u €V,

AAAAA
ot w
o — O O —

u,u) =0 pravé kdyz u = o.



Potom redlné ¢islo (u,v) se nazyva skalarni souéin vektort u, v.

Kone¢nérozmérny vektorovy prostor, ve kterém je definovan skalarni soucin, se nazyva eukli-
dovsky prostor.

Nyni mtzeme zformulovat a dokdzat Cauchyovu-Schwarzovu vétu ve vektorovém prostoru se
skalarnim souc¢inem (at uz je euklidovsky ¢i nekoneénérozmérny).

Cauchyova-Schwarzova véta
Necht V je vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem. Pak pro libovolné vektory u,v € V plati

(U,U>2 < <u7u> ’ (U,U>-
Rovnost nastane pravé v pripadé, kdy vektory u, v jsou linearné zavislé.

Dukaz:
V piipadé, kdy v = o, plati (u,0)? = 0 = (u,u) - (0,0) a véta plati. Uvazme déle, Ze v # o.
Vezméme vektor u—t-v, kde t € R je libovolné. Pak podle vlastnosti skalarniho souc¢inu plati:

0< (u—t-v,u—t-v)=(u,u)+t(v,v) — 2t{u,v).

(u,v)

Protoze plati (v,v) # 0, mizeme zvolit ¢ = o Po dosazeni dostavame:

u,v) = (u,u <u,v>2_ <u,v>2_ u,u) —
<7>_<7>+<’L),U> 2<’U,U>_<7>

Odtud po vynasobeni kladnym éislem (v,v) obdrzime nerovnost

(u,v)?

(v, 0)

{u, v)
(v, 0)

(v,v) — 2

0 < (u,u)(v,v) — (u,v)?, mneboli (u,v)? < (u,u)(v,v).

Nakonec jesté musime vytesit, kdy v dokdzané nerovnosti nastane rovnost. Podle predpokladi
na pocatku dikazu se tak stane, pravé kdyz v = o nebo u —t - v = o, neboli u = t - v. To
znamena prave, ze vektory u,v jsou linedrné zavislé. Tim je dikaz dokoncen.

Ve vektorovych prostorech se skalarnim soucinem se obvykle definuje velikost vektoru u jako

nezaporné c¢islo
ull = v/ (u, u).

Pak mtzZzeme vysledek Cauchyovy-Schwarzovy véty prepsat ve tvaru:
[(w, 0} < [ul] - [[o]].

Vysvétlime nyni, jak s pomoci Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti lze ve vektorovém prostoru
se skalarnim soucinem zavést méfeni vzdalenosti a thla.

Vzdélenost p(u,v) vektort u,v definujeme jako ¢islo ||u — v||, tedy jako velikost vektoru
rovného rozdilu vektort u,v. Takova vzdalenost spliiuje vSechny axiomy metrického prostoru:
Pro libovolné vektory u, v, w téhoz vektorového prostoru se skalarnim soucinem plati:

(1) p(u,v) >0, p(u,v) =0 pravé kdyz u =,
(2) p(uﬂ}) = p(”?”)a
3)  plu,w) + p(w,v) = p(u, v).

10



Dikazy vlastnosti (1) a (2) jsou zfejmé, vlastnost (3) plyne z tzv. trojihelnikové nerovnosti
[+l < ] + o],

kterou nyni v obecném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem dokézeme.
Nejprve trojuhelnikovou nerovnost umocnime na druhou:

[l +0l[* < J[ul |+ [[o][* + 2] Jul] - o]
Nyni do této nerovnosti dosadime za velikosti skalarni souciny:

(u+v,u~+v) < (u,u) + (v,v) + 2/ (u, u)(v,v).

Podle vlastnosti skalarniho soucinu upravime skalarni soucin na levé strané:

() + (0,0) + 2, 0) < (u,u) + (v, 0) + 2¢/T, W) 0, 0).
Po odecteni stejnych vyrazti na obou stranach ziskavidme nerovnost
2(u, v) < 2v/(u, u)(v,v).

Po vydéleni kladnym ¢islem 2 dostavame nerovnost (u,v) < +/(u,u)(v,v), kterd plati podle
nerovnosti (u,v)? < (u,u)(v,v) z difve dokdzané Cauchyovy-Schwarzovy véty. Ditkaz troji-
helnikové nerovnosti je tak hotov.

Trojuhelnikova nerovnost pro euklidovské prostory bude znovu dokazana v prikladu 9, v némz
misto obecné Cauchyovy-Schwarzovy véty uzijeme Cauchyovu nerovnost (1.1).

Obvyklym ptikladem skaladrniho soudinu v n-rozmérném vektorovém prostoru je nasledujici

definice
n
<’LL,’U> = E U;V;,
i=1

kde v = (uy,...,up),v = (v1...,v,) jsou libovolné vektory zapsané svymi soufadnicemi
v nékteré bazi. Ovéfit vSechny vlastnosti (1)-(5) skalarniho soucinu je snadné a nebudeme se
tim zde zabyvat. Pokud takto definovany skalarni souc¢in dosadime do nerovnosti z obecné
Cauchyovy-Schwarzovy véty, ziskdme Cauchyovu nerovnost v ndm znadmém tvaru (1.1).

Po strucéném vykladu o vzdalenosti vektort nyni popiseme, jak se definuji odchylky.
Nechf u,v jsou nenulové vektory vektorového prostoru se skaldrnim soucinem. Odchylkou
vektort u, v nazyvame realné ¢islo ¢ z uzavieného intervalu (0, 7), pro které plati

(u,v)

cosp = ——————.
(] - [l

Préavé diky Cauchyové-Schwarzové vété je odchylka definovana jednoznacné, nebot zlomek na

pravé strané je realné ¢islo z intervalu (—1,1). Geometricky vyznam odchylky dvou vektori
je dan kosinovou vétou

[lw = ll* = [ul® + |[v][* = 2l[ul] - [[v]| cos ¢,

11



jejiz dukaz je zfejmy:

(w0
= ol = =, =) = )+ (0,0) = 200, = [l + ol = 2l ol

Poté, co jsme nadefinovali odchylku vektorid, podivime se nyni na geometricky vyznam
Lagrangeovy identity, pro jednoduchost v piipadé n = 2. Uvazme dva nenulové vektory
dvourozmérného vektorového prostoru u = (u1,us2) a v = (v1,v2), které sviraji thel ¢. Pak
plati

cos? ¢ — (u, v)? _ (u1v1 + ugv2)?
[l vl (uf +u3)(vf + v3)
(urv1 + ugvs)?  (ugvp — ugvy )?

sin?p=1—cos’p=1—

(uf +u3) (W +03)  (uf +ud) (v} +03)

Lagrangeova identitu pro n = 2 je ve tvaru

1
(u1v1 + ug02)? — (uf + ud)(v? + v3) = 3 [(ugvo — ugv1)? + (ugvy — ulvg)z] = (uyvy — upvy)?.

Pokud ji pfevedeme do tvaru
(u1v1 + ugvz)? + (u1ve — upv1)? = (12 + u3) (v + v3)
a vydélime pravou stranou, dostaneme rovnost

(ugv1 + ugv9)? (u1ve — ugvy)? _
(ui +u3)(vf +v3)  (uf +u3)(vf +v3)

Kdyz dosadime za vyrazy na levé strané cos? ¢ a sin® ¢, ziskdme znamou identitu
cos? ¢ + sin? ¢ = 1.

Analogicky i pro n > 2 lze z Lagrangeovy identity odvodit vyjadfeni hodnoty sin? ¢ pomoci
soutadnic obou vektor® z n-rozmérného prostoru, které spolu sviraji tthel ¢.

Nyni se jesté podivame na jeden neprilis obvykly dikaz Cauchyovy nerovnosti ve tvaru

[u1vy + - 4 UnVy| S\/(u%+---+ug)\/(v%+---+vg),

a to metodou matematické indukce vzhledem k ¢islu n.

V prvnim kroku musime ukézat, Ze Cauchyova nerovnost plati pro nejmensi n, v nasem
piipadé pro n = 1, kdy je tvaru |ujvi| < y/uv} = |uzvq]. V tomto piipadé nastava tedy
zfejmeé rovnost.

Déle jesté budeme potiebovat Cauchyovu nerovnost pro n = 2:

|urv1 + ugva| < \/(u% + U%)\/(U% +13),

proto ji ted dokdZzeme. Celou nerovnost miZeme umocnit:

(u101 + ugv)? < (uf +u3)(vf + v3).

12



Po roznasobeni dostédvame nerovnost

u%v% + 2uiviugve + u%v% < u%v% + u%v% + u%v% + u%v%

Po prevedeni ¢lenti na pravou stranu obdrzime nerovnost
0< u%v% + u%v% — 2ujvauguy, mneboli 0 < (ujvy — u21)1)2.

Posledni nerovnost je ziejmé. Tak jsme dokézali Cauchyovu nerovnost pro n = 2 algebraickym

vvvvvv

V druhém kroku matematické indukce predpokladejme, Ze Cauchyova nerovnost plati pro
vSechna k =1,...,n, a dokaZme ji pro k =n + 1.

Méjme soucet |u1v1 + - - -+ UpVp + Up+1Vp41]. Pro prvnich n séitanct uvnit¥ absolutni hodnoty
pouzijeme indukéni predpoklad. Podle ného a podle znamé nerovnosti |z +y| < |z|+ |y| plati

luivr + -+ + upp + Unp1Vp11| < Jurvr + - - F upvp| + [Ung1vp41] <

< \/(U%+—|—u%)\/(v%+—|—v£) + [tny1] - [vng1l-

Déle uZijeme jiz dokdzanou ¢ast Cauchyovu nerovnosti pron = 2 s &isly Uy = /u? + - - + u2,

Uz = [uns1], Vi = Vo + -+ 02, Vo = |upqa] :

\/u%+-~+ug\/v%+-~+fug+\unH\ Nopaa| <

S\/u%+---+u%+ui+1\/v%+---+vg+vg+l.

SloZzenim dvou odvozenych nerovnosti dostaneme potiebnou nerovnost pro k = n+ 1. Tim je
dikaz Cauchyovy nerovnosti metodou matematické indukce hotov.

Nakonec se zminime o tfech zvlastnich, avSak vyznamnych pfipadech Cauchyovy nerov-
nosti, které budeme v dalsim textu ¢asto vyuzivat.

Pokud pro dané kladnd realn4 ¢isla ay, ..., a, polozime za w; ¢islo /a; a za v; ¢islo 4/ a% pro
v8echna i = 1,...,n, pak Cauchyova nerovnost (1.1) pfejde do tvaru
1 1 9
(a1t +an) (4ot ) 202, (1.2)
aq (079
kde rovnost plati jen v pripadé, kdyz a; = --- = ay.
Druhy dulezity zvlastni pfipad dostaneme, polozime-li v (1.1) vy = vo = -+ = v, = 1.
Dojdeme k zavéru, ze pro libovolna redlna ¢isla ug, ..., u, plati nerovnost
(ug +ug + - +up)? < n(ud +ud +---+u?), (1.3)
pricemz rovnost nastane, pravé kdyz u; = ug = --- = u,,. Zdlraznéme, ze zatimco nerovnost

(1.2) smime pouzit pouze pro kladn éisla a;, v nerovnosti (1.3) mohou mit ¢isla u; libovolna
znaménka.

V nékterych situacich budeme odhadovat soucet uy + - - - + u,, redlnych ¢isel u; obecnéjsim

13



postupem, nez ktery nés pfivedl k nerovnosti (1.3). Bude zaloZen na tom, Ze soucet upravime
do tvaru

= a2 4. U
ur+ -t up = \ar =t +Van =

s vhodnymi kladnymi ¢isly a; a teprve nyni uplatime Cauchyovu nerovnost (1.1). Dostaneme

u? u?
(u1+-~+un)2§(—1+-~+—”>(a1+---+an), (1.4)
ai Gnp,
kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz plati \Q/L—;—Z = t,/a; neboli u; = ta; pro vhodné t € R a
v8echna ¢ = 1,...,n. Dodejme, Ze v piipadé a; = --- = a,, = 1 pfejde nova nerovnost (1.4)
v diivéjsi nerovnost (1.3), zatimco v pfipadé u; = --- = u,, = 1 prejde (1.4) v (1.2).

Pfi feseni nékterych tloh budeme kromé Cauchyovy nerovnosti potiebovat jesté dvé dalsi
klasické nerovnosti, které nyni uvedeme bez ditkazu. Ty lze nalézt napf. v [5].

A G-nerovnost

Pro libovolna ¢isla aq,...,a, € R(J{ plati nerovnost
ai+---+a
— "> Yar ... an,
n
pritom rovnost nastane, jen kdyz plati a; = --- = ay.

Bernoulliova nerovnost
Jelliz e RypeRT, 2> —1ap#1, pak plati

(I+x))>1+px pro p>1, respektive (1+z)? <1l+4+pr pro 0<p<l1.

Rovnost v nerovnostech nastane, jen kdyz = = 0.
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Kapitola 2
Prvni skupina prikladua

Tato kapitola je vénovana aplikacim obecné Cauchyovy nerovnosti (1.1) z Givodni ¢asti préace.

1. [5] Dokaite: je-li 2o + 4y = 1 pro nékterd z,y € R, pak x2 + 32 > 0,05.
Resent:
Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) pron = 2:

(ux +vy)? < (u? + ) (@2 +4?).

Vyraz 22 + 32 je leva strana dokazované nerovnosti, zbyva najit vhodné wu,v. Pouzijeme-li
predpoklad 2x 4+ 4y = 1 a dosadime za v = 2 a v = 4, ziskdme nerovnost

(22 4 4y)? < (2% 4 43)(2® + 7).
Tedy po tpravé:
1<20(2? +4%), tj. 0,05 <z®+4 32

Tim jsme zadanou nerovnost dokézali.
Vidime navic, Ze nerovnost plati nejen pro ta =,y € R, pro néz 2z + 4y = 1, ale rovnéz pro
v8echna z,y € R, kterd spliiuji nerovnost |2z + 4y| > 1.

2.  [5] Dokazte, ze pro libovolna éisla z,y, z € R plati nerovnost

r oy z>2 x Y z

T4 Z242) <« 42 .
<2 * 3 * 6/ — * 3 *

Zjistéte rovnéz, kdy nastane rovnost.

Resent:

Uvazme nyni Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 3:

(u1vy + ugvg + uzv3)® < (uf +ud +u3) (v} +v3 +03).

Pravou stranu zadané nerovnosti dostaneme jako jeden z ¢initeld na pravé strané, kdyz polo-

71 = Z =Y = £
zunevl—ﬁ,vg—\/g,vg—\/g.
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Aby se pak rovnaly levé strany obou nerovnosti, zvolime u; = %, Uy = %, uz = -
Dostaneme nerovnost:

<1:r+ Ly 1 z>2<<1+1+1><ﬁ+y2+£>
vave ' vava veve) “\at3Te)\a T s e )
kterou jsme méli dokazat.

Protoze v1 = xuy,ve = yus,v3 = zug a ug 7 0 pro k = 1,2, 3, rovnost v dokdzané nerovnosti
nastane, pravé kdyz x =y = z.

3. [4] Dokaite, ze pro libovolna ¢isla x,y, z € R plati nerovnost
30(x? + y% + 22) > (z + 2y + 52)°.
Regeni:
Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 3 s éisly ug = 1,us = 2,u3 = 5,1 = x,vy =
= y,v3 = 2. Pak dostaneme

(z + 2y +52)2 < (12 + 22 + 5%) (2% + y? + 22) = 30(2? + > + 2?),

coz je dokazovana nerovnost.

4. Pro libovolna ¢isla z,y, z € R plati
x2+y2+22 > xy +yz + xz.
Ukazte, ze tato uzitecn4 nerovnost je disledkem Cauchyovy nerovnosti (1.1) pro n = 3.1
Reseni:
Zvolime-li v Cauchyové nerovnosti (1.1) pro n = 3 ¢isla uy = x,uy = y,ug = z,v1 = y, v =
= z,v3 = z, dostaneme
(wy +yz+22)? < (@ +y° +22)(° + 27 +2%) = (P +y* + 27)°
Odtud po odmocnéni s ohledem na ¢ < |¢| obdrzime

zy+yz+zz < vy +yz+az| <2+ 2+ 22

Tim je ditkaz hotov. Dodejme, Ze obvykly postup pii dikazu zkoumané nerovnosti je zalozen
na jeji upravé do tvaru
(=9 +y—2)°+(z-2)?20,

zatimco Lagrangeova identita pro zvolené trojice ¢isel vypada takto:
(@2 + 12+ 222 — (zy+yz +22)? = (2% —y2)? + (4% — 22)? + (2% — 2y)2.

Na zévér uvedeme, ze dokazovand nerovnost 2 + y2 + 22 > zy + yz + 2 je ekvivalentni s
nerovnosti
(x+y+2)% > 3(xy +yz + x2),

! Jediny piiklad celé sbirky bez odkazu na zdroj byl zafazen na navrh vedouciho diplomové préce.
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kterou rovnéz pii feseni nékterych prikladtt budeme potiebovat.

5. [5] Dokazte: je-li a,b,c,d € R, pak /(a4 b)(c + d) > ac + V/bd.
Reseni:
Pokud v Cauchyové nerovnosti (1.1) zvolime n = 2,u; = v/a,us = Vb,v1 = \/c,v2 = Vd,
dostaneme nerovnost

(Vac + Vbd)? < (a +b)(c+ d).

Po odmocnéni ziskdme zadanou nerovnost.

6. [5] Dokazte, Ze pro libovolna &isla a1, az ..., an,b1,ba, ..., b, € RT plati
bl b2 bn 2
(a1by +agby + -+ anbn) ( —+ =+ -+ — | = (i +ba+ -+ by)".
ai a2 Gnp,
Resgeni:

Polozime-li v Cauchyové nerovnosti (1.1) ux = vagby a vp = \/Z—’Z prok =1,2,...,n, ziskdme:

2
/b [y, b by,
<\/alb1 a11—|—-.-—|-\/anbn a_> S(a1b1+---+anbn)(a—1+---+a—>.

To je dokazovana nerovnost.

7. [5] Dokazte, Ze pro libovolna aj,as,...,a, € RT a x1,19,...,2, € R plati

(a171 + agwa + -+ + apwy)? < (a1 +ag + -+ - + ay)(a17} + asxh + - + apz?).

Resgeni:

Polozime-li v Cachyové nerovnosti (1.1) ux = \/ax a vy = xx/ar pro k = 1,2,...,n, dosta-

neme hledanou nerovnost, nebot u,vy = arzy, u% =ay a v,% = akazi prokazdé k =1,2,...,n.
8. [5] Je-li aj,as,...,a, € RT, pak nutnou a postac¢ujici podminkou pro to, aby pro

libovolna ¢isla x1, x2, ..., x, € R platilo

(a12? + agxd + - + ap2?)? < a1} + asxh + - + apal,

je nerovnost a; + az + - -+ + a, < 1. Dokazte.
Resen:
Vezmeme-li Cauchyovu nerovnost (1.1) s ug = \/ag, vp = \/ax - a:i, dostaneme

n 2 n n
Sat] <Y ad mat
k=1 k=1 k=1

Pokud pfedpokladéame, ze > ;_; ar < 1, pak plati:

n

n n
S oY et <Y et
k=1 k=1

k=1 =

17



takze dohromady dostdvdme nerovnost ze zadéni. Dokazali jsme, Ze podminka > ;. ; ap <1
je postacujici.
Nyni dokazeme, ze podminka je také nutna. Pokud v nerovnosti

2
(123 + -+ +ap22)” < arx] + -+ apa
polozime napf. 1 = -+ = x, = 1, dostaneme
(a1 4 +an)’ <ay+ -+ an.

Po déleni této nerovnosti kladnym ¢islem a; + - - - 4+ a,, ziskdAme nerovnost ZZ:1 arp <1, coz
je pravé uvazovanad podminka.

9. [5] Dokazte tzv. trojuhelnikovou nerovnost

n

n
Z(uk + Uk)z < Zui + ZU,%
k=1

k=1 k=1
pro dveé libovolné n-tice redlnych cisel uy, ..., uy, a v1,...,Vy.
Reseni:
Umocnime-li trojihelnikovou nerovnost, kterd ma obé strany nezadporné, na druhou, ziskdme
ekvivalentni nerovnost

n n n
Zu%—i—sz—i—ZZuk.vk <
k=1 k=1 k=1

n n
éZui+Zv,§+2-\/u%+u§+---+u%-\/v§+v§+---+v,%,
k=1 k=1

tedy po upravé

ul-v1+u2-v2+---+un-vn§\/u%+u§+-~+ug-\/v%+v§+---+vg.

Tato nerovnost je zfejma, je-li jeji leva strana zadporna. V opacném pripadé mizeme nerov-
nost znovu ekvivalentné umocnit. Ziskdme Cauchyovu nerovnost (1.1) a diikaz trojihelnikové
nerovnosti je tak hotov.

Poznamka:
Jak jsme uvedli v teoretické ¢asti, tento diikaz trojihelnikové nerovnosti plati pro n-rozmérné
vektorové prostory se skalarnim souc¢inem. Pro vektory u = (uy,...,u,) av = (v1,...,v,) lze

tuto nerovnost prepsat ve tvaru
[+l < [Jull + [v]].

Geometricka konstrukce sou¢tu vektorti u + v vysvétluje nazev trojuhelnikova nerovnost.

18



10. [9] Pro libovolna ¢isla x4, ...,2n, Y1, ..., yn € R dokaZte nerovnost
Vet t i+t a2+ 2 > V(@ 2)2 4 ()2
Reseni:

Tato nerovnost je pro vektory wy = (z1,41),- .-, Wn = (Tn,Yn) tvrzenim

lwil] + -+ + llwal| = [fwr + - + wn].

Toto tvrzeni dokdzeme matematickou indukci nezavisle na vysledku, uvedeném v poznamce
k predchozimu piikladu. Pro n = 1 nerovnost zifejmé plati.
Dale budeme potiebovat mit dokazanu zadanou nerovnost pro n = 2:

\/JJ%JF?/%JF 23+ y3 > (z1 + 22)2 + (y1 + y2)2

Tuto nerovnost muzeme ekvivalentné umocnit:

23+t + 20/ (e + D) (@R + ud) + o+ 43 > @+ 2mazs + 2F +  + 2ige + 2.
Po apravé a opakovaném umocnéni ziskavame
(@} + yD) (@5 + 13) > (z122 + y192)?,

coz je ale Cauchyova nerovnost (1.1) pro n = 2 s éisly u; = x1,us = y1,v1 = o2, vy = ya. Tak
je dokazana zadana nerovnost pro n = 2.

Nyni pfedpoklddejme, Ze zadané nerovnost plati pro k =1,...,n a dokdzeme ji pro n + 1.
Vyuzijeme indukéni krok:

N i e AR Y B e T Y e S T
> \/(xl+"'+xn)2+(y1+"'+yn)2+ \/‘T%+1+y721+1'

Dale uzijeme platnost nerovnosti pron =2 s ¢isly Uy =21+ - + 25, Uz = ©p41, VI = y1 +
+ Yy, Vo= Yn+1:

N RV R I

> V(@ + o+ T+ )2+ (Y1 Yo+ Yng1)2

Tak jsme dokézali zadanou nerovnost pro libovolné piirozené n.

11. [5] Najdéte nejmensi hodnotu souctu 22 +x3+- - -+x2, splituji-li éisla z1, 2, . .., 7, €
€ R podminku ayx1+asxo+- - -+a,z, = b, kde ay,as,...,a,,b jsou dana realna ¢isla; pritom
ar, # 0 pro nékteré k=1,2,...,n.

Reseni:
Polozime-li v Cauchyové nerovnosti (1.1) up = ak, vy = x pro k = 1,2,...,n, pak dostaneme
nerovnost

b* = (a121 + asma + -+ + ap@n)? < (af + a3 + -+ al)(af + a3+ + 22),
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odkud po déleni ¢islem a? + a3 + - - - + a2 dostaneme
b?

2 2 2
af fas et > :
te T tad - +a?

Hled4dme nejmensi hodnotu vyrazu x2 + x3 + - - - + 22, coz bude prava strana posledni nerov-
nosti, pokud je v ni mozna rovnost. Ta nastane, pokud existuje t € R takové, ze xp = tag
pro vSechna k = 1,2,...,n. Vynisobime-li jednotlivé rovnosti ¢islem ay, seCteme pro vSechna
k =1,2,...,n a pouzijeme predpoklad ze zadani, dostaneme aix1 + asxs + -+ + apT, =
=t(a?+ a3+ - +a2), tedy pro t = m se skutecné odvozend nerovnost proméni
v rovnost. e !

. w . o 2
Nejmensi hodnota zadaného souctu je b

aj+aj+--+ay’

12.  [5] Dokazte: je-li p,q,r, s € R, pak plati nerovnost

(L+pH) (L + ¢+ (1 + ") > (1+pgrs)™. (2.1)
Reseni:
Pouzijeme vicekrat Cauchyovu nerovnost (1.1). Polozime-li pro n = 2 jednou u; = 1,uy =
= p2u = 1,09 ¢®> a podruhé u; = l,us = 72,01 = 1,v9 = s°, ziskdme nerovnosti

L+pHA1+q¢") > 1+ p*? a (1 +rH(1 + s?) > (1 + r?s%)% Vynasobime-li nyni tyto
nerovnosti a pouzijeme jesté jednou Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 2, tentokrét s ¢isly
up = 1,us = pg,v1 = 1,v9 = rs, dostaneme:

A +pM A+ ")+ )1+ %) > (1+p*¢®)2 (L + 2% > (1+ pars)*,

¢imz jsme dokézali danou nerovnost.

13. [5] Dokazte: je-li a,b,c € Rar, pak plati
(14+a®)(1+ 31+ ) > (1+abe).
Reseni: , , , X
Polozime-li v nerovnosti (2.1) p=a1,q =b1,r = c1,s = (abc)1, dostaneme nerovnost
(14 a®)(1+ )1+ (1 + abe) > (1 + abe)?.

Po vydéleni kladnym cislem 1 + abc ziskdme dokazovanou nerovnost.

14. [5] Dokazte: je-li pg, qx, 7k, Sk € R, pro k = 1,2,... n, pak plati

(Sren) < (35) () (324) (5)

Reseni:
Pokud zvolime v Cauchyové nerovnosti (1.1) za ux = prqr a vy = risk pro kazdé k =
=1,2,...,n, dostaneme nerovnost
n 2 n n
(ZPMW%) < (ZP%Q;%) (Z 7"1%3%> :
k=1 k=1 k=1
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Pouzijeme déle dvakrate Cauchyovu nerovnost (1.1) pro uy = p3,vx = i a ug = r, v = sS4

pro kazdé k = 1,2,...,n. Dostaneme tak nerovnosti:

<§;lpiqi> < (gﬁ) (g Qﬁ>

(41)= (%) (%)

Vynasobenim téchto nerovnosti ziskdme zadanou nerovnost:
n 2 n n n n n n
(zpkqmsk) ) (zpzqz) (z ) < <Zpi> (z qu) (Zré) (z )
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

15. [1] Je-li a,b,c € (0,1), dokaZte nerovnost

Vabe ++/(1 —a) 1 =b)(1—¢) < 1.

Reseni:
Protoze a € (0,1), plati:

Vabe + /(1 —a)(1 = b)(1 — ¢) < Ve + /(1 = b)(1 — ¢).

Nyni vyuzijeme Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 2 s &sly u; = vVb,uy = V1 —b,v; =
= ,/c,v9 = y/1 — c. Dostaneme nerovnost

2
(\/bc+ VI —b)— c)) <(b+1-b)lctl—c) =1
Po odmocnéni ziskdme nerovnost

Voe+ /(1= b)(1—c) < 1.

SloZenim ziskanych dvou nerovnosti dostavame

Vabe + /(1 —a) 1 —b)(1 —¢) < Vbe++/(1—b)(1—c) < 1.

Dokazali jsme tedy zadanou nerovnost.

16. [7] Dokazte, ze pro libovolna ¢isla a, b, ¢ € R soustava rovnic s nezndmymi x, y, z

A+ 02+ 432+ +22) =6
axr + by +cz =2

nemé v oboru R Zadné feseni.
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Reseni:

Tvrzeni prikladu je zfejmé v ptipadé a = b = ¢ = 0, dale proto pfedpoladejme, Ze je splnéna
podminka a? + b% + ¢? > 0. Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 3 s &isly u; = a,us =
=b,uz = c,v1 = x,v3 = y,v3 = 2z a vyuzijme druhou rovnici:

(a® + b2 + A)(2® +y* + 22) > (ax + by + c2)? = 4,

odkud po déleni kladnym ¢&slem a? + b2 + ¢? dostaneme

4
2,2, .2
> .
Ty e T a?4+ b2+
Pak plati
12
2,12, 2 2 .2, .2 2,12, 2
a®+b"+c"+32 " +y +2°)>a"+b" +c +m.
Uzijeme AG-nerovnost pro n = 2 s ¢isly a? + 0% + 2 a ﬁgﬂzz
2,12, 2 12
a®+b"+c"+ 5—5—5 >2V12> 6.
a? +b% 4 2

Je tedy zfejmé, Ze zadana soustava rovnic nemé zadné Feeni i v ptipadé a? + b2 + ¢ > 0.

17.  [3] Dokazte, ze pro libovolna x,y € R plati:

1 _@ryl-ay _1
27 (1+2?)(14y?) — 2
Reseni: ]
Dosadime-li do Cauchyovy nerovnosti (1.1) pro n = 2 ¢isla u; = %, Uy = %, vy = %,
= %, dostaneme:

2x 1—y? 1-—2? 2y 2<
L+a2 1+9y% 1+22 1+92)

42 (1 — 22)? (1 —y?)? 49/ B
= <<1+x2>2 * <1+x2>2> <<1+y2>2 * <1+y2>2> —hk

Upravime levou stranu:

2x 1—y2 1— 22 2y 2_ a:—xy2+y—x2y 2_
<1+w21+y2+1+w21+y2> _<2 (1+w2)(1+y2)> B
(el —ay) +yA —y2)\® [ (@ +y)A—ay)
_<2 (1+22)(1+y?) ) _<2(1+w2)(1+y2)> '

Maéme tedy platnou nerovnost:

(z+y) (1 —ay) \°
<2<1+x2><1+y2>> =h

22



po odmocnéni dostaneme
(z+y)(A —zy)
(1+22)(1+y2)| —

odkud po odstranéni absolutni hodnoty a vydéleni ¢islem 2 obdrzime dokazované nerovnosti.

N

L,

18. [5] Dokaite, Ze pro libovolna ay,as, ..., a, € RT plati nerovnost

a1+ az+ -+ ay)? a a a
(12 22 n2) < 1 + 2 et n_
2(a1+a2+~'+an) as +as as+ag ai + as

Resen:

711 — ag — i
Pouzijeme Cauchyovu nerovnost (1.1) s ug = , |t Uk = Vag(aks1 + ags2), pro k =
=1,2,...,n, kde jsme oznacili ap4+1 = a1, apt2 = as:

a Qa a.
(a1+a2+---+an)2§< " )
as + asg as + aq a1 + as

- (ara2 + aras + azas + agaq + - - - + ana; + anaz).

2 2
aj + aj

Ze zfejmé nerovnosti (a; — aj)2 > 0 plyne a;a; < . Toho vyuzijeme k hornimu odhadu

pravé strany:

al as (079
+ +F (arag + aras + agas + asag + - -+ + anay + anag) <

as + as as + aq a1 + as
2 2 2 2 2 2 2 2
a a a aij+a ai+a a, +a a, +a
< 1 + 2 4t n . 1 2_|_ 1 3_‘_“'_1_ n 1+ n 2\ _
as +az3 as+ay aj + as 2 2 2 2

a a a
:2(a§+a§+---+ai)< " )
az + as as + aq a + as

Po vydéleni kladnym vyrazem 2(a? + a3 + - - - + a2) ziskdme dokazovanou nerovnost.

19. [1] Necht pro ¢isla a, b, ¢, x,y, 2 € RT plati x +y + 2 = 1. Dokazte nerovnost

ax 4 by + cz + 2/ (zy + yz + x2)(ab + bc + ca) < a+ b+ c.
Resgeni:
Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 3 s éisly u; = a,uz = b,uz = ¢,v; = x,v9 =
= y,v3 = z. Dostaneme nerovnost

(az + by + cz)? < (a® + 0% + ) (2® +y* + ).

Po odmocnéni ziskdme nerovnost

ar + by + cz < /(a% + b2 + c2) (22 + y2 + 22).
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Plati tedy nerovnost

ar + by + cz + 2/ (zy + yz + x2)(ab + be + ca) <
< V(a2 + 02 + ) (22 + y2 + 22) + 2¢/(zy + y2z + x2)(ab + be + ca).

Na pravou stranu pouzijeme Cauchyovu nerovnost (1.1) pron = 2s &isly u; = Va2 + b2 + 2, uy =

= /2(ab + bc + ca),v; = /22 +y2 + 22,02 = \/2(xy + yz + x2). Dostaneme

V(a2 + 02 + )22 +y2 + 22) + 2¢/(zy + yz + 22)(ab + be + ca) <
< Va2 + b2+ 2 +2(ab+ be+ ca)/x2 +y? + 22+ 2(xy + yz + 22) =
=Va+b+)2/z+y+22=lat+b+c]VI2=a+b+ec

Kdyz slozime ziskané dvé nerovnosti, dostaneme

ar + by + cz + 2/ (zy + yz + 2z)(ab + be + ca) <
< V(a2 4+ b2 + )(22 + 32 + 22) + 24/ (zy + yz + z2)(ab + bc + ca)

<
<a+b+ec

Tim jsme dokazali zadanou nerovnost.

20. [1] Necht a,b,c € R{. Dokazte nerovnost

aV 262 4 be 4+ b\/2b2 + ca + c\/2c¢2 + ab <

< Vat a2 + b4 VB 022 4 A Vet c2a? 4 at

Reseni:
Vime, Ze plati (a2 — b2)2 > 0, tedy a* + b* > 2a2b?. Toho vyuZijeme:

4a* + 4a%b* 4 4b* > 3a* + 6a%0* + 3b* = 3(a* + 2a2b% + bt) = 3(a® + b?)2.

Nerovnost vydélime ¢islem 4, a pak odmocnime (coz mtzZeme, nebot obé strany jsou neza-
porné). Dostaneme nerovnost

vat+ a?b? + vt > ?(cﬂ + b%).

Nyni tento odhad pouzijeme trikrat na pravou stranu zadané nerovnosti:

Vet +a20? + b+ Vb B2 AV Ra? at >
V3

> - (@ 6+ 6+ +a + ) = VB + 6 + ).
Staci tedy dokézat, ze plati:

av/2a2 + be 4+ bV 202 + ca + v/ 2¢2 + ab < V3(a? + b2 + &A).
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Uzijeme Cauchyovu nerovnost (1.1) pron = 3 s €isly u1 = a,us = b,us = ¢,v; = vV2a? + be, vy =

= V2b% + ca,v3 = V2c% + ab:

2
(a\/2a2 + b+ bV 262 + ca + e/ 22 + ab) <
< (a® + 0%+ ¢*) (2a® + be + 26% + ac + 2¢% + ab) .
S ohledem na nerovnost ab + bc + ac < a® + b% + 2, kterou jsme dokazali v pifkladu 4, plati

2a? 4 2b% + 2¢% + ab + be + ac < 3(a® + b2 + c2).
Dohromady dostavame

(a\/2a2+bc+b\/2b2+ca+0\/2c2+ab>2 <
<@+ +A)3 (2 +02+E) =3(a®+1*+3)°.

Tuto nerovnost odmocnime a tak ziskdme nerovnost, kterou jsme chtéli dokazat.

21. [9] Necht ay,...,a, € R*. Dokazte nerovnost

ay az an, 4
a2+...+a2+a2+a2+...+a2+”' a+...+a2 a+..._|_a'
2 n 1 3 n 1 n—1 1 n

Reseni:

3 & = o v = a;
Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) s éisly w; = \/a;,v; = \/a%+---+a?71+a?+1+---+a%

pro kazdé

1 =1,...,n. Dostaneme nerovnost

3

n

2
n
a? a;
2@ P 7] <D @ 2 2 ) 2
i1 a1+...—|—ai_1—|—ai+1+..-+an i1 izla1+“'+ai—l+a’i+l+“'+an

Nyni stac¢i tedy dokazat, Ze plati

2

n

al
Z 2 2 2 7 =2
SVt tatai, o tay

afttaitad, bt
2 .

a;

Uvazme AG-nerovnost s dvéma ¢isly 1 a

2
a;

\/a%+~-+a§_l+a3+1+---+a% <a§+---+a$_1+a$+1+---+ai+1>

Pro pfevracena cisla proto plati nerovnost

a? S 2a
a4 +ai +al ++ad T a4 Fa
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Sectenim poslednich nerovnosti pro ¢ = 1,...,n ziskdme nerovnost

n 2
aj
=2.
Z a4 +al +ai +-Fad " Z ad+- - +al +a2

Tim je dokazéna nerovnost, kterou jsme k dokonceni diikazu potiebovali.

22. [7] Pro libovolné a,b,c,d € RT dokazte nerovnost

b d 2
S I S > =
b+2c+3d c¢+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c 3
Reseni:
Ozna¢me L dany soufet zlomkt. Uvazime-li Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 4 s éisly

\/ bF2eT3dr U2 = 1/ o Us = \/ d+2a+3b’u4 \/ aroirEes vt = Va(b+2c+3d),vs =
= \/b(c+2d+ 3a),vs = \/c(d + 2a + 3b),v4 = \/d(a + 2b + 3¢), dostaneme nerovnost:

(a+b+c+d)?<L-(ab+2c+3d)+b(c+2d+3a) + c(d + 2a + 3b) + d(a + 2b + 3¢)) =

a b c d
- <b+2c+3d T 2dv3a dr2a 13 a+2b+3c> (ab+ac+adtbetbd+cd).

Staci tedy dokézat nerovnost

(a+b+c+d)? L2
4(ab + ac+ ad + bc+bd + cd) — 3

neboli
3(a+b+c+d)? > 8(ab+ ac + ad + be + bd + cd).

Pravou stranu posledni nerovnosti upravime:

8(ab+ac+ad+be+bd+cd) = 3(a+b+c+d)? —3(a?+b2+2+d?)+2(ab+ac+ad+be+bd+cd) =
=3(a+b+c+d?’—[(a—bP+(@—c)+(a—d)?*+(b—c)’+(b—d?+(c—d)?].

Po dosazeni do dokazované nerovnosti ziskdme

3(a+b+c+d)? 3(a+b+c+d)
—[(@a=b?+@—c)+(a—d)?+(b—c)+ (b—d)?+ (c—d)?]

neboli
(a—b%+(a—c)+(a—d)?+0b—c)?+b—d)?+ (c—d)? >0,

coz je platna nerovnost a tim je dikaz hotov.
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23. [1] Necht pro &isla z,y, z € R plati 22 + y? + 22 = 2. Dokaizte nerovnost
T+y+z<ryz+2.

Reseni:
Po odecteni ¢isla zyz od obou stran nerovnosti a Gpravé prejde nerovnost do tvaru

r+yt+z—zyz=x(l—yz)+y+z<2.
Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) pron =2 s éisly u; = x,us =y + z,v1 =1 —yz,vy = 1:
(1= yz) + (y+2)]° < [¢7 + (y+2)°] [(1 —y2)* + 17].

Po odmocnéni celé nerovnosti a tipravé vyrazu na pravé strané dostaneme nerovnost

2(1—yz) +y+ 2| < V(a2 +y2 + 22 + 2y2) (2 + (y2)? — 2y2).

Protoze vyraz uvnitt absolutni hodnoty je roven = 4+ y + z — xyz, staci dokazat, ze plati

V(@2 + 42 + 22 4+ 2y2) (24 (y2)2 — 2y2) < 2.

Vyuzijeme rovnosti ze zadani 22 + y2 + 22 = 2 a celou nerovnost umocnime (coz mtiZzeme,
nebot obé strany jsou nezaporné). Dostaneme nerovnost

(2 +2y2)(2 — 2yz + (y2)?) < 4.
Po roznasobeni a néasledné apravé prejde nerovnost do tvaru
2(y2)® < 2(y2)* meboli  (yz)%(2 — 2yz) > 0.
Protoze (yz)? > 0, sta¢i dokazat, ze 2yz < 2. Z¥ejmé plati:
2yz §y2+z2 §w2+y2+z2 = 2.

Tim je dtikaz hotov.

24. [9] Pro libovolna ¢isla x,y, z € R oznac¢me

a=\y2—yz+22,b=+22 —zx+a%c=/22— 2y + 9>

Dokazte nerovnost

ab+ bc+ ac > x2+y2+22.
Reseni:
Upravme vyjadieni a a b:
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Daéle uzijeme Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 2 s ¢isly ug = \/gz,ug =y — 35,0 =

= /im=c-3
Cor-D6-2) < (0-2 ) (-2 +2),

Po odmocnéni dostaneme s ohledem na ¢ < |¢| nerovnost

(-3 (e -3) <o

Podobné odvodime i nerovnosti

3 5 x T 3 ( y)( y)
2 -z - )< z -2 —Z) <ac.
4x —|—<z 2) (y 2>_bc a 4y + |z z <ac

Sectenim téchto tfi nerovnosti ziskame nerovnost
3
ab+ be+ ac > Z(w2+y2+z2)+ (y—%) <w—§) + (z—£> <y—£) + (x—g> (z—g> =
=22 o 4 22

Tim je dtikaz hotov.

25. [1] Necht pro ¢isla x,y, 2z € R plati 22 + y? + 22 = 9. Dokazte nerovnost
2(x 4+ y+ z) —zyz < 10.

Resent:
Ziejmé plati ||, |y|,|2] < 3. Uvazme AG-nerovnost pro t¥i éisla 22, y?, 2%

a? +y? + 22
3 )

Rozebereme nejprve pripad, kdy nékteré z cisel x,y, z je nulové. Je-li napf. x = 0, mame

dokézat nerovnost y + z < 5. Uvazme nerovnost (1.3) pro n = 2 s ¢éisly u; = y,us = 2, podle

které (y + 2)? < 2(y? + 2%) = 2-9 = 18 < 25. Odmocnénim je nerovnost dokézana.

Pro nenulova ¢isla x, ¥y, z budeme s ohledem na symetrii pfedpokladat z < y < z a rozliSime

¢tyri pripady.

1. Pokud z < 0, pak

v (ryz)? < odkud |zyz| < 3V/3.

2z +y+2) —zyz < —zyz < 3v/3 < 10.

2. Jestlize plati x <y < 0 < z, pak xyz > 0. Dostavame
2@+ y+2)<22<6<10+ zyz.

3. Pokud = < 0 < y < z, uzijeme Cauchyovu nerovnost (1.1) pron = 3 s ¢isly u3 = 2,us = 2,
ug = —1,v1 = y,v9 = z,v3 = x. Dostaneme nerovnost

u+2z—2)? <(A+4+ D)2+ 22 +2%)=9-9=381.
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Protoze vyraz v zavorce je kladny, ziskdme po odmocnéni nerovnost 2y 4+ 2z — x < 9, odkud
2 +y+2) =2y+2z— 2+ 3x <9+ 3z. Stadi proto ukazat, ze plati 9 + 3z < 10 + xyz,
neboli 3z — 1 < zyz.

Z rovnosti 2 + y? + 22 = 9, vyplyva 9 — 22 = 9% + 2% > 2yz, odkud po nasobeni zdpornym

¢islem 5 dostdvame

9z — 23

>
TYz > 5

Staci tedy dokazat # > 3z — 1. Tuto nerovnost ekvivalentné upravime:

9z — 23 > 2(3z — 1)
x3—3x—2§0
(z—2)(xz+1)2<0.

Posledni nerovnost je platné, protoze = < 0. (Rozklad polynomu jsme ziskali podle uhodnu-
tych celoéiselnych kofent z = —1,2 = 2.)

4. Zbyva vytesit pripad, kdy 0 < z < y < z. Uvazime Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 3
s Cisly u; = 2,ue = 2,uz = 1,v1 = y,ve = z,v3 = x. Dostaneme nerovnost

u+2z+2)? <(A+4+1)W°+22+22)=9-9 =81
Protoze vyraz v prvni zavorce je kladny, ziskdme po odmocnéni nerovnost
2y+2z+2x <9,

odkud 2(z + y + 2z) < 9 + z. Staéi dokazat nerovnost 9 + = < 10 + zyz, neboli z < 1 + zyz.
Ale ta je ziejmé pro x < 1 a pokud = > 1, jei y,2z > 1 a nerovnost je také zfejma.
Rozborem ¢tyr pripadu je cely dikaz kompletni.

26. [9] Pro éisla uq, ..., up,v1,...,v, € Rplati u2 + -+ +u2 = v + ... + 02 = 1, pfitom

n > 2. Dokazte nerovnost
2 ugvy + - - + upvy — 1] > (ugve — U2v1)2.
Reseni:
Vyuzijeme Lagrangeovu identitu, kterou jsme dokézali v ivodni kapitole. Podle ni plati:
n n n 2
2
Zu? va — (Z uivi> = Z (uivj — ujv;)” > (urv2 — U2v1)2.
i=1 =1 i=1 1<i<j<n

Diky predpokladu ze zadani mizeme tuto nerovnost zapsat také jako:

n n n 2 n 2 n n
Z u? Z v — (Z um) =1- <Z uivi> = (1 — Z uivi> (1 + Z u,-v,-) >
i=1 =1 i=1 i=1 i=1 i=1

> (ulvg — Ug'l/l)z.
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Staci tedy dokézat nerovnost

Zn:ui’l)i —1 > (1 — Zn:uz?}l> <1 + Zn:uz’l)z> .
=1 i=1 i=1

Uvazme Cachyovu nerovnost (1.1) s éisly u;, v; proi = 1,. .., n. Pak diky pfedpokladu v zadani

plati
n 2 n n
(Y] <33t
=1 =1 i=1

Po odmocnéni ziskdvame nerovnosti

2

n
-1 S Z’LLZ"UZ' S 1.
i=1

Toho vyuzijeme pro odstranéni absolutni hodnoty v nerovnosti, kterou nyni dokazujeme. Je
vidét, ze uvniti absolutni hodnoty je nekladny vyraz, miZzeme tedy psat

n n n
Zuivi—l :—<Zuivi—1>:1—2uivi.
i=1 =1 i=1

Dokazovanou nerovnost nyni mame ve tvaru

21—s)>(1—s)(1+s), kde s:Zuivi.
i=1

. PR , . S N 2 . .
Po roznasobeni, pfevedeni na jednu stranu nerovnosti a upravé ziskdme (1 — s)” > 0, coz je
platna nerovnost a diikaz je tim ukoncen.

27. [6] Necht pro ¢isla ay,...,an,b1,...,b, € RT plati nerovnosti
a1 > ...>2ap, a1 <by, a1+as<by+by, ..., a1+---+a,<by+---+b,.
Dokazte nerovnost > & a? < > b2,

i
Reseni:
Nejdfive dokazeme identitu

e

-1

k k
(w; — wig1)(v1 + -+ +v5) + ug Zvi = Zum,
1 i=1 i=1

.
Il

pro libovolné d¢isla u;,v; € R, kterou budeme potfebovat k dalsimu feSeni. Jeji platnost
ukdzeme matematickou indukci vzhledem k éislu & > 1.

V prvnim kroku identitu ovéfime pro k£ = 1. Pro prvni sumu na levé strané identity pro k = 1
plati Z?:l(ui —uit1)(v1 + - +v;) =0, pak je identita ve tvaru 04+ ujv; = ujv; a tedy plati.
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Dale predpokladejme, ze identita plati pro nékteré k = n a dokazeme ji pro k = n+ 1. Levou
stranu identity pro k£ = n + 1 nejprve upravime

n n+1

Z(Ui —uig1) (V1 + - Fv5) + Uupr Z’Uz’ =

=1 =1
n—1 n+1

=¥ (ui—uig1)(vr 4+ +v) + (U — Unt1)(V1 + -+ + V) + Unp1 ZU" =
i=1 =1
n—1

n
= (u; — wig1)(v1 + -+ +v;) + up Z Vi + Up+1Un+1
i=1 i=1

Dosadime-li sem z identity pro k = n (jejiz platnost predpokladame), dostaneme

n n+1

g (g — wig1)(v1 + - +v;) + Uny1 E v =

i=1 i=1
n—1 n n n+1

= (u; — wigp1)(v1 + -+ +v;) + up E Vi + Upp1Upt1 = E UV + Upr1Vpt1 = E U V;.
i1 i=1 i=1 =1

Tim je identita dokdzéna a mutzeme piejit k feSeni vlastni tlohy.

Nerovnost a; < b; vynasobme nezdpornym dislem a; — ag, nerovnost a; + ag < by + bo
nezapornym ¢islem as — ag. Podobné vynasobme i dalsi nerovnosti, az posledni nerovnost
a1+ -+ a, < by +---+ b, nezdpornym cislem a,,. VSechny nové nerovnosti seteme a

ziskame tak nerovnost

n—1 n—1

Z(ai—ai+1)(a1+' cda)tap(ar - tan) <Y (@i—aip1) (b +b;) Fan (b4 -+ by).
i=1 1

<.
Il

Vyuzijeme dokazanou identitu a posledni nerovnost piepiseme:

n

Zaiai—an(a1+---—l—an)+an(a1+---—|—an) < Zaibi—an(b1+---—I—bn)—l—an(b1+---—l—bn),
i=1 i=1

tedy
n n
Sy an
i=1 i=1

Tuto nerovnost umocnime na druhou a pravou stranu odhadneme pomoci Cauchyovy nerov-

' (£4) < (Ere) < () (59)

Po vydéleni nerovnosti kladnym ¢islem > | a? ziskdme dokazovanou nerovnost.
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28. [1] Necht pro éisla o, a,b,c € RT plati abc = 1 a a > 1. Dokazte nerovnost

e} bO!

a n n c® S 3
b+c a+c a+b 2

Reseni:

Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 3 s ¢isly ug = y/a(b+ ¢),us = v/bla + ¢),us =

=,/c CH‘b,’Ul:w/m, \/a+c, = a—+b. Ziskame nerovnost

a® b

Ca
- -
b+c a+c a—l—b)

(o] (a3 [e] 2
(a% +btEe +c%) g[a(b+c)+b(a+c)+c(a+b)]<

neboli

1+a 1+a 1+ 2
a® pe et < +b72 2)
>
b+c+a+c+a+b_ 2(ab + be + ac)

K dokazani zadané nerovnosti proto staci ukazat, ze za danych podminek plati

« « « 2
( i > > 3(ab + bc + ac).

VyuZijeme nerovnosti (a+b+c)? > 3(ac—|—ab—|—bc) ze zévéru FeSeni prikladu 4. Tedy k dokonceni
dikazu sta¢i dokdzat nerovnost a e + bHa + cHTa >a+b+c

Z Bernoulliovy nerovnosti (14t)% > 1+ ftprot=a—1> —-1a 3= 1+°‘ > 1 dostaneme

1ta 1+a 1—i—a( 1) 1—a+1+a
a — =
2 2 2

a.
Toho vyuzijeme pii dokazovani kyzené nerovnosti

b e —(atb+c) > 0.
Jeji levou stranu odhadnéme podle uvedeného dtisledku Bernoulliovy nerovnosti:

1-— 1
a2 b 4o —(a+b+c) >3 5 —12—a

— 1(a+b—|—c—3).

(a+b+c)—(a+b+c) = 5

S ohledem na a > 1 tak staci dokdzat nerovnost a4+ b+ ¢ > 3. K tomu uzijeme AG-nerovnost
pro trojici ¢isel a, b, c:

%{H‘C 2 \3/ abc'

Podle prfedpokladu v zadéani plati abc = 1, tedy skutecné a + b + ¢ > 3. Tim je nerovnost,
kterou jsme k dokonceni celého diikkazu potiebovali, dokézana.
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29. [3] Necht pro éisla a,b,c € Rt plati abc = 1. Dokazte, Ze

1 1 1
a(b+c) * b3(a+c) + Ala+b)

3
> —.
-2

Reseni:
Oznacme x = %, y= %, z= % Pak xyz = 1. Po dosazeni a tpravé dostavame

Byz  xydz  ayd

+ >
yt+z Ttz x4y

N W

Protoze xyz = 1, posledni nerovnost piejde do tvaru:

332 y2 22

+ - >
y+z x+z Tty

N W

Tuto nerovnost jsme vsak jiz dokézali v piikladu 28 pro hodnotu o = 2.

30. [1] Pro libovoln4 ¢isla a,b, c € Rt dokazte

a n b n c S 9
(b+¢)?  (c+a)? (a+b)?2~ 4a+b+c)

Reseni:
Zadanou nerovnost vynasobime kladnym vyrazem a + b + c:

a b c 9
(“+b+6)<(b+c>2 terar T (a—i—b)2> =L

Pouzijeme Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 3 s éisly u; = /a,us = Vb, us = Ve, = F\/i’

Vb AR

V2 = 416 V3 = ot

(v

Nyni staci dokazat, Ze plati nerovnost

a i b i c 2>2
b+c a+c a+b) T4

Vi Vb e\ a b ‘
b+c+\/5a+c+\/ga+b) S(‘“FZ’JFC)<(b+c)2 Tlerar " (a+b)2>'

neboli po odmocnéni
a b c 3

> —,
b—l—c+a+c+a+b_2

Tuto nerovnost jsme jiz dokézali v prikladu 28 pro hodnotu a = 1, tim je tedy diikaz hotov.
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31. [3] Dokazte: dva trojuhelniky se stranami a, b, ¢ a a1, by, ¢; jsou podobné, pravé kdyz
plati

vaai + /bbby + \Jccq = \/(a +b+c)(ag + b1+ ).
Reseni:
Pouzijeme Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 3 s &isly uy = v/a, us = Vb, us = \/c,v; = \/ay,
vy = /b1,v3 = y/¢1 a odmocnime ji:

‘«/aal + 1/bb; + \/ccl‘ < \/(a +b+c)(ar + b1+ ).

Znaménko absolutni hodnoty nemusime psat, protoze vyraz uvnitr je kladny.
Dokazali jsme, ze pro libovolné dva trojihelniky se stranami a, b, c a aq, by, c; plati

vaai + /bbby + \/ccg < \/(a +b+c)(ag + b1+ ).

Rovnost v této Cauchyové nerovnosti nastane, pravé kdyz existuje t € R takové, Ze /a =
= t/a1, Vb =t /b ,v/c = t\/c1 neboli a = t2a1,b = t2b1, ¢ = tc1, tedy pravé kdyz trojihel-
niky se stranami a, b, ¢ a a1, b1, c1 jsou podobné.

32. [2] Dokazte nerovnost

Vsina + /sin 3 + y/siny < 3</§,

kde a, 3,7 jsou thly obecného trojuhelnika.
Reseni:
Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) pron = 3 s éisly u; = /sin 5,U2 = 4/sin g,

uz = y/sing,v; = \/cos §, vy = cosg,vg = ,/cos 3:
2
singcosg—kwsinécosé—i- Sinlcosl <
2 2 2 2 2 2
Y Y

< (sin® 45 ﬁ+ . @, ﬁ+
11 — 11n — 11 — — — — .
~ S 2 S 2 S 2 COS2 COS2 COS2

Podle ¢lanku [10] plati nerovnosti

9

3 3v3
0<Sin%+sin§+sin%§§ a 0<cos%+cos§+cos%§7f

jejichz vynasobenim dostaneme

<simg —i—siné —i—sinl) <cosg —i—cosé + cos 1) <

©
Hkg
w

2 2 2 2 2 2

Proto z vyse uvedené Cauchyovy nerovnosti plyne

2
singcosg+wsinécosé—l— sinzcosz <%.
2 2 2 2 2 2 - 4
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Protoze obé strany jsou kladné, mtizeme tuto nerovnost odmocnit:

/ / 3v/3
sin%cos%—l— singcos§+ sin%cosz < T\/_

Vyrazy pod odmocninami upravime podle vzorce pro dvojnasobny argument funkce sinus:

sin « sin 3 sin y 3v/3
< .
\/ 2 + \/ 2 + \/ 2 - 2

Po vynésobeni kladnym ¢islem /2 dostévame nerovnost

Vsina 4 /sin 3 + /siny < < — = 3\/7

Tim je dtikaz ukoncen.

33. [1] Dokazte, Ze pokud rovnice 2% + az® + 222 + bz + 1 = 0 s redlnymi koeficienty
a,b mé alespon jeden realny koten, pak plati a® + b2 > 8.
Resgeni:
Necht x je redlny kofen dané rovnice. Uvazime-li Cauchyovu nerovnost (1.1) pron = 2 s ¢isly
w1 = a,us = b,v; = 23, vy = z, pak dostaneme nerovnost

(az® +bw) < (a® + %) (2® + 22).

Protoze x je realny koten dané rovnice, plati ax® +bxr = — (2% +22% + 1) a ziejmé také x # 0,
takze 2% + 22 > 0. Proto z vypsané Cauchyovy nerovnosti vyplyva:

(az® +bx)?  (a*+ 222 +1)?

2 2
a” + b > =
— b a2 20 + 2

Nyni staci dokéazat, ze pro kazdé realné ¢islo x # 0 plati:

(x* 4 222 +1)2
x6 + 22

Upravme rozdil levé a pravé strany:

(zt 4222 +1)? (% + 222 4+ 1)% — 825 — 822

— 8 = =
26 + 2 26 4 22
- (x4)? + (2:132)2 + (1) — 425 — 422 + 22 - (z* — 222 + 1)2
B 26 + 22 B 2+ 22

Citatel kone¢ného zlomku je nezaporny a jmenovatel kladny, tedy i cely zlomek je nezaporny.
Tim je cely diikaz hotov.

35



34. [2] Necht A je étvercova matice redlnych ¢isel takové, ze soucet ¢isel na hlavni diagonale
je mensi nez soucet Cisel na vedlejsi diagonale. Zjistéte, zda existuje ¢tvercova matice redlnych
¢isel X, pro kterou plati X - X7 = A, kde X7 je matice transponované k matici X.

Reseni:

Ptedpokladejme, Ze pro matici X plati A = X - X7, Oznaéme X = (zij) a A = (ai;) pro
i,j = 1,...,n, pak a;; = >}, wxx;x. Soucet hlavni diagondly je > 1 ;a; = >0, a:?j a
soucet vedlejsi diagonaly Y ;" | a;n—it1 = szzl TijTn—it1j-

Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) pro 2n? &isel z;; a ¥p—it1,; Prod,j =1,...,n:
2
n n n
. o < 2 2
LTijTp—it1,5 = ‘Tz'j xn—i—i—l,j
ij=1 ij=1 ij=1

Protoze plati > ', T2 i, = doij=1 a7;, nerovnost piejde do tvaru

2 2

n n
2
E TijTn—it1j | < E x5

5,j=1 1,j=1
Tuto nerovnost muzeme odmocnit a ziskame odhad
n n n n n
2
E Gin—itl = E TijTn—itl,j < E TijTn—itly| < g xy; = E Q-
i=1 1,j=1 1,j=1 i,7=1 =1

Soucet vedlejsi diagonaly matice A je tedy mensi ¢i roven souc¢tu hlavni diagonaly. To je ale ve
sporu s predpokladem. Neexistuje proto zadna matice X, pro kterou by platilo X - X7 = A.

35. [1] Necht pro ¢isla a,b, c € RT plati abc = 2. DokaZte nerovnost:

A+ 4+ >avbte+b/eta+ceva+b.

Reseni:
Uvazme Cauchyovu nerovnost (1.1) pron = 3 s éisly u; = a%,u2 = b%,ug = c%,vl = a%,
Vg = b%,vg = c%:

(@ + 0>+ *)? < (a+b+c)(a® +b°+ ).

Odtud po déleni kladnym ¢islem a + b + ¢ vychazi

2 22 4 .2\2
a+b+c
Déle uvazme nerovnost (1.3) pron = 3 s éisly u; = a,ugs = b,uz = ¢
(a+b+c)? <3(a®+b*+ %),

z niz po vhodném vydéleni obdrzime

1 a+b+c
> .
a+b+c ™ 3(a®+0b%+c?)
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Slozime-li ziskané dvé nerovnosti, dostaneme:

2 2 2\2
b > b =
@b ithte Clatpria)@ )

= L@t b @+ ) = St )+ (@t e+ (b0 (@ + 8+ )

Pouzijme opét Cauchyovu nerovnost (1.1) pro n = 3 s €isly u1 = a,us = byug = c,v; =
=+vb+c,
vg =+/c+ a,v3 =+Va+b:

(aVb+c+bvetat+cvVa+b)? <[(a+b)+(a+ec)+ (b+c)(a® + b2+ P).

Opétovnym slozenim s predchozi nerovnosti obdrzime

(aVb+c+bye+a+cva+b)2

[«

A+ 43>

Porovname-li posledni odvozenou nerovnost s nerovnosti ze zadani, zjistime, ze staci dokazat

avb+c+bv/e+a+cva+b>6.

K tomu vyuZijeme AG-nerovnost pro &sla av/b + ¢, by/a + ¢, cv/a + b. Podle ni

avb+c+bve+a+cva+b> 3€/abc\/(a+b)(a+c)(b+c).

PouZijeme znovu AG-nerovnost, tentokrat pro kazdou dvojici z ¢isel a,b,c: a+b > 2vab,c+
+b > 2v/cb, a4 ¢ > 2\/ac. Kromé toho vyuZijeme, Ze plati abc = 2:

a\/b+c—|—b\/c+a—|—cx/a—|—b23€/abc\/(a—|—b)(a+c)(b+c) >

> 3v/abeV8abe = 3V2 -4 =6

Dokazali jsme tak nerovnost, kterou jsme k zavrSeni celého dikazu potiebovali.
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Kapitola 3
Druha skupina prikladn

Do této ¢asti prace jsme zafadili skupinu tloh na vyuziti nerovnosti (1.2) z Gvodni ¢4sti prace.

36. [5] Dokazte, Ze pro libovolna ¢isla a, b,c € RT plati

1+1+1> 9
l1+a 1+b 1+4+c¢c 3+a+b+c

Reseni:
Uvazme nyni nerovnost (1.2) pro n = 3. Polozime-li a1 = 1+ a,a3 = 1+ b,a3 = 1+ ¢,
dostaneme nerovnost

fﬁ(ﬂ+a%ﬂ1+w+ﬂﬁm»<1ia+1ib+1ic>.

Odtud po déleni kladnym vyrazem 3 + a + b 4+ ¢ dostaneme zadanou nerovnost.

37. [5] Dokazte, ze pro libovoln4 ¢isla a, b, c,d € R, plati nerovnost

1 1 1 1 16
> .
a—l—b—l—c+a—|—b—|—d+a—|—c—|—d+b+c+d “3a+b+c+d)

Resen:
Uzijeme-li v nerovnosti (1.2) n =4,a1 = a+b+c,a2 =a+b+d,a3 =a+c+d,ay = b+c+d,
dostaneme s ohledem na to, Zze a; + as + az + a4 = 3(a + b+ ¢ + d), nerovnost

1 1 1 1
b d > 16.
3la+ +C+)<a+b+c+a+b+d+a+c+d+b+c+d>_ 0

Odtud po vydéleni kladnym ¢éislem 3(a + b + ¢ + d) ziskdme zadanou nerovnost.

38. [3] Pro éisla x1,...,2, € R, kde n > 2, plati 1 + z9 + -+ + 2, = 1 a 2 < 2 pro
kazdé k = 1,...,n. Dokazte nerovnost
I1 + T NI T > n .
1+z9+--4+x, 14+x1+23+ - +2, 1+z1+--4+xp—1  2n-—-1
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Reseni:
Oznac¢me S dany soucet zlomku. Ve jmenovateli k-tého zlomku méame vlastné kladné cislo
2 — xp, upravime tedy vyjadfeni souc¢tu S nasledujicim zptusobem:

+2—2
5oyt oyttt

k=1 k=1 k=1

n n n

Nyni pouZijeme nerovnost (1.2) s ax =2 —ap prok=1,2,....n

(me/—>2<<k§n;ilxk> <§(2xi)> n
- <Z2_1xk> (2”—;%) - <Z2_1xk> (20— 1)

k=1 k=1

1
Tp > 2n

Dostali jsme tedy nerovnost » ' _; 5=—
provedenému vyjadreni souctu S:

. Nyni této nerovnosti vyuzijeme k dfive

n

1 on2 n
§=2 > = .
kzzlz—xk T L A |

Tak jsme dokazali zadanou nerovnost.

39. [7] Ozna¢me S soucet n > 2 danych &isel ay, ..., a, € RT. Dokazte, Ze plati

__é;_”+ + S > n’
S —a S—a, n-—1

Resent:
Uvazme nerovnost (1.2) s sly a; = 2

S .., S S—a,  S-a).
S —ay S —ap, S S -

Upravme druhy cinitel z levé strany:

S—a1+ +S—an:n5—(a1+'“+an):nS—Szn_l'

s g S S

Po dosazeni do ptivodni nerovnosti proto dostaneme

s s ,
~1) >
<S—a1+ +S—an>(n 1) > n®,

¢imz je zadand nerovnost dokazana.
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40. [5] Dokazte, Ze pro libovolné n-tice ¢isel by, ba,...,b, € Rt a ¢1,c9,...,¢, € RT

plati nerovnost
n

n
> rter) ) ﬁ > 4n®
k=1 k=1

Zjistéte rovnéz, kdy nastane rovnost.

Reseni:

Protoze (Vb — v/c)? > 0, plati by + ¢, > 2v/brck, tj. (b + cx)? > 4bc,. Rovnost nastane
pouze, pokud b; = c¢;. Odtud plyne odhad

n n
USRS ST S S
k=1 el k=1 bkck
kde rovnost plati jen v ptipadé, ze by = ¢ pro k = 1,2,...,n. Na pravou stranu pouzijeme

nerovnost (1.2):
4 Z brci Z — > 4n?.
k=1

SloZenim téchto dvou nerovnosti dostavame zadanou nerovnost. Rovnost nastane pouze v pii-

padé, kdyz by = ¢ pro k = 1,2,...,n a zaroven bijcy = bscy = -+ = bycy, tj. pravé kdyz
bl:bgz"':bn201202:---zcn.
41. [1] Pro libovolna ¢isla a,b,c € R dokazte nerovnost
b be @ Loy
a+b+2c b+c+2a c+a—|—2b_4 ’

Reseni:
Protoze nerovnost je homogenni, mizeme bez ztraty na obecnosti predpokladat, ze plati
rovnost a + b+ ¢ = 1. Pak je zadané nerovnost ekvivalentni s nerovnosti

ab+bc+ac<1
c+1 a+1 b+1— 4

ktera po vydéleni kladnym ¢islem abc prejde do tvaru
1 n 1 n 1 < 1
ala+1)  bb+1) c(c+1) = 4abc’

Uvazime-li rozklad na parcidlni zlomky m = % — H%, muzeme posledni nerovnost prepsat
do tvaru
1+1+1<1+1+1+1
a b c a+1 b+1 c+1 dabe
Dokéazeme, ze plati nerovnosti
111<9+1<1+1+1+1
b 4 4dabc ~a+1 b+1 c+1  4dabc
Uvazme nerovnost (1.2) pron =3 s ¢isly uy =a+ Liug=b+ 1l,us =c+ 1
1
1+b+1 1) > 32
< 1 b+1+c+1>w+ +b+14c+1) >
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Protoze a + b+ ¢ = 1, ziskdme po vydéleni ¢islem 4 nerovnost

1 + 1 n 1 >9
a+1l b+1 c¢+1— 4

Zdtvodnili jsme tak platnost nerovnosti

9+ 1 < 1 n 1 n 1 + 1
4 dabc —a+1 b+1 c+1  dabc’

s s NIY

Upravime tuto nerovnost do tvaru

9abc + 1 — 4(ab + be + ac) > 0.
VyuZijeme, Ze plati a + b + ¢ = 1. Do nerovnosti dosadime ¢ =1 — a — b a upravime:
9ab(1—a—Db)+1—4[ab+ (a+b)(1—a—b)] = —9ab(a+b)+4(a® +b?)+13ab—4(a+b)+1 > 0.

Méme tedy polynom s proménnymi a a b. Oznacme jej f(a,b) a usporaddejme podle mocnin
proménné a:
f(a,b) = a*(4 —9b) + a(13b — 96 — 4) + 4b*> — 4b + 1.

Vyraz u a lze upravit nasledovné: 13b — 9b* — 4 = 9b — 9bv?> — 4 + 4b = (1 — b)(9b — 4). Nyni
miizeme polynom f(a,b) doplnit na ¢tverec a upravit:

fa,b) = a®(4— 9b) + a(1 — b)(9b — 4) + 4b* — b+ 1 = (4 — 9b) <“‘ 1T_b>2_

1-b\2 b(3b—1)2
s

7\2
(1-0) —|—4b2—4b+1:(4—9b)<a—T 1

(4 —9b)

Z tohoto vyjadfeni muzeme vidét, Ze pokud plati 4 > 9b, je f(a,b) > 0. V opaéném piipadé

vyuzijeme nerovnosti 1 > a + b neboli 1 — b > a > 0. Z ni plyne nerovnost 17_17 > !a — =0

2
pak tedy plati:

)

f(a,b) > (4 —9b) <1T_b>2 It

3b—1)? 166> —16b+4

2
— > (.
1 1 (26 —1)2>0

Tak jsme ukézali, Ze f(a,b) > 01 v ptipadé 4 < 9b. Tim je dtikaz hotov.
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Kapitola 4
Treti skupina priklada

Do této ¢asti prace jsme zafadili skupinu tloh na vyuziti nerovnosti (1.3) z Gvodni ¢4sti prace.

42. [5] Dokazte, Ze nerovnost vz + 1+ v/2x — 3 + /50 — 3z < 12 plati pro vSechny
hodnoty = € R, kdy méa smysl jeji leva strana.
Reseni:

Dosadime-li do (1.3) n = 3,u; = vz + 1,us = v/2z — 3,u3 = /50 — 3z, obdrzime
(Vz+1+v2z —3+50—32)? <3(x+ 142z —3+50— 3z) = 144,

odkud po odmocnéni dostaneme dokazovanou rovnost.

43. [3] Soucet danych ¢isel x,y, z € R je roven 1. Dokazte nerovnost

VAz + 14 /4y + 1+ V42 +1 < V21,

za predpokladu, Ze odmocniny na levé strané existuji (mtize byt tfeba x = —%).
Reseni:

V nerovnosti (1.3) zvolme u; = v4x + 1,uy = /4y + 1,ug = v/4z + 1, dostaneme
(Vdr + 1+ /4y + 1+ Va2 +1)> <34z + 1+ 4y + 1+ 42+ 1) = 3(d(z + y + 2) + 3).

Pouzijeme-li pfedpoklad x + y + z = 1, pak dostaneme nerovnost

(Var + 1+ 4y +1+Vaz +1)2 <4(4-1+3) =21

a po odmocnéni zadanou nerovnost.

44. [5] Dokazte, ze pro libovolnd ¢isla 1, x9, ..., z, € R plati nerovnost
(x1 4 2o+ +a) <nd(at+ 25+ +22).

Reseni:
Dosadime-li do (1.3) uy = zj pro k = 1,2,...,n, dostaneme

(x1+ 29+ 4 2p)? <n(a? +2i+ -+ 22).
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Tuto nerovnost umocnime na druhou a znovu pouzijeme (1.3) s uy = xz prok=1,2,...,n:
(1 + a2+ + o)t <n?@f+ a3+ +22)? <nPlaf +ad+ - +ad).

Tak jsme dokazali platnost dokazované nerovnosti.

45. [5] Pro dana ¢isla x1, ..., 2, € R plati nerovnost

I I S S \/(n—l)(:n%+x§+---+x%).
Dokazte, ze xp > 0 pro kazdé k =1,2,...,n.
Resgeni:
Tvrzeni dokdZeme sporem. Predpokladejme, Ze naptiklad z,, < 0.
Pak 1 + xo + - 4+ 2, < x1 + 22+ -+ + x5—1. Pouzitim (1.3) dostaneme

T+ 2o+t <x1t+x+ a1 <

<lataat ot aal < /- D)@+ a3+ +ad ) <

<\ -D@d + a3+t ady +ad).

Tak jsme ovsem dostali spor s pfedpokladem v zadani. Tedy musi byt z,, > 0. Stejnou tvahou
dojdeme k tomu, ze plati x;, > 0 pro kazdé k =1,2,...,n.

46. [2] Pro dana ¢isla z,y, z € R plati  + y + z > 3. Dokazte nerovnost
2, .2, 2
z+y + 2 +rxy+yz+axz > 6.

Reseni:
Uvazme nerovnost (1.3) pro n =3 s ¢isly u; = z,ug = y,us = 2:

(z+y+2)?2<3(®+y°+2%).
Protoze z 4+ y + z > 3, plati

(z+y+2)?

2yt 22> 3

32

> -3
_3 )
odkud

(x+y+z2)?+a®+y*+22>32+3=12,
222 +y* + 2%) + 2(zy +yz + x2) > 12.

Po vydéleni posledni nerovnosti kladnym c¢islem 2 dostdvame dokazovanou nerovnost.
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47. [5] Necht n > 1 a necht pro ¢isla x,y1,y2, ..., yn € R plati
(n =)@ +yi +y3+ +yn) <+t +yn)
Dokazte: je-li 1 <1i < j <n, pak x < 2y;y;.
Reseni:
Uvazme nejmensi soucin y;y;. Pak staci dokdzat pouze nerovnost x < 2y;y,. Podle nerovnosti
(13) pro (7’L - 1) cisel Y1, Yi—1,Yi + Yjs Yit1y oo 53 Yi—1,Yj415- - -5 Yn plati

1+ +yn)? <

< (n—=1)( )2+...+. 2 . )2 2 2 2 21 _

< Y1 Yi-1)"+ (Wi +y;)° + vy o Y Y o
=2(n— Dyiy; + (0 — D)W + 5 + -+ y5).

Uvéazime-li predpoklad ze zadani, dostaneme z posledni nerovnosti tento dusledek:
(n =1z +yi+ys+-+yn) <2(n—Dyy; + (n = 1)(y7 + 3+ +yp).
Po odecteni od obou stran vyrazu (n — 1)(y? + y3 + - - - + y2) mame:
(n— 1)z < 2(n — 1)yy;.

Po vydéleni kladnym vyrazem (n — 1) dostaneme pozadovanou nerovnost = < 2y;y;.

48. [1] Pro ¢isla xq,...,x, € R, kde n > 2, plati

_ 2 2 @
1+ -+xp,=a a x|+ -+, < ,
n—1
kde a > 0 je dané ¢islo. Dokazte, ze x; € [0, 2;“] pro vSechna i =1,...,n.
Reseni:
Uvazme nerovnost (1.3) pro n — 1 ¢isel xo, z3, ..., xy,:

(o + -4 2,)2 < (n—1)(z3 +--- +22).

Podle piedpokladu v zadani plati: o+ --+x, = a—x1 ax3+---+22 < n“—_21 — 2.V diisledku

dostavame nerovnost )
a
(a—x1)2§(n—1)< 1—x%>.

n —

Upravme ji:

a® = 2azxy + 23 < a® — (n — 1)a?

Tedy musi platit bud 21 < 0A x21 > 2;“, nebo x; > 0A 21 < 27“ Protoze vSak a > 0, prvni
varianta je vyloucena, tudiz plati druhda varianta, jez znamené, ze x; € [0, %"] plati proi = 1.
Pro ostatni i = 2,3,...,n je dukaz zcela analogicky.
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49. [7] Pro dan4 ¢isla a,b € R plati a + b = 1. Dokazte nerovnost

i Y 1 (b ) 2B
a b) — 2°
Resent:

Uvazme nerovnost (1.3) pron =2 s ¢isly ug = a + é, ug = b+ %. Dostaneme nerovnost

1\’ 1\? 1 1\? 1)?
at+=) +(b+<) | =(at=+b+) =(1+=),
a b a b ab
pritom pfi upravé pravé strany jsme vyuzili toho, ze a + b = 1, a tudiz rovnéz

Nyni staci dokazat jesté nerovnost

2

Q=
+
Sl
Il
&=

Na obou stranach této nerovnosti mame kladna ¢isla, miZeme ji po vynasobeni dvéma od-
mocnit a upravit do tvaru

1
ab < —.
— 4
Tuto nerovnost dokadZzeme pomoci AG-nerovnosti pro ¢isla a, b:
a+b 1
vab < =-.
W=T9T 73

Umocnénim ziskdme nerovnost, kterou jsme k dokoncéeni diikazu potiebovali.

50. [1] Necht pro éisla a,b,c € R plati a + b + ¢ = abc. DokaZte nerovnost

ab+bc+ac>3+ Va2 +1+vVR2+1+ V2 +1.

Reseni:

Uvazme nerovnost (1.3) pron =3 s ¢isly u1 = va? + Liug = Vb2 + Luz = V2 + 1:

(Va2 +1+ V2 +14+VE+1)2<3@>+1+0>+1++1)=3(a®+b>+3) +09.

Pokud tuto nerovnost odmocnime, staci k dokazani zadané nerovnosti ukazat, ze plati:

3432+ b2 +¢2) +9 < ab+ be+ ac.

K tomu tcelu nejprve pouzijeme nerovnost z piikladu 4. pro éisla x = é, Yy = %, z = %:

1 + 1 + 1 S 1 + 1 n 1
a2 b2 2 T ab be  ac
Upravime pravou stranu:

1 1 1 a+b+c_abc_

oy o2t

ab  bc ac abe  abe
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Maéme tedy nerovnost
1 1 1

lsptptea
neboli

b2 + a?? + a®b? > a*bP P,
VyuZijeme této nerovnosti a predpokladu ze zadani:

(ab+ be + ac)? = a?b? + b + a>c? + 2abc(a + b+ ¢) >
> a®b*® +2(a+b+c)? =3(a+b+c),

(ab + be + ac — 3)% = (ab + be + ac)? — 6(ab + be + ac) +9 >
> 3(a+b+c)? —6(ab+bc+ac) +9 = 3(a> +b* + ) +9
Protoze a + b + ¢ = abe, plati ab = 1 + “TH’ > 1. Podobné plati ac > 1 a bec > 1, celkem

dostaneme ab + bc + ac > 3.
Vyse odvozenou nerovnost Ize tedy odmocnit do tvaru

ab+be+ac—3>/3(a®+b2+c2)+9

Odtud jiz zfejmou upravou dostaneme nerovnost, kterou jsme potiebovali dokazat.

51. [5] Dokazte: jsou-li vSechny kofeny mnohoclenu
F(.’L’) — " clxn—l + c2xn—2 — 4 (_1)n—lcn_1x + (_1)ncn

realnd ¢isla, pak pro jeho koeficienty ¢; a co plati nerovnosti

a) (n—1)c > 2ncy, b) (n —1)c2_; > 2nc,_acy.
Reseni:
ad a) Je-li x1,x9,...,z, € R n-tice kofeni daného mnoho¢lenu, pak podle Vietovych vzorct
plati:

=21 +x2+ -+ ZTn,

C2 = 2122 + 2123 + - + X1Tp + T2X3 + -+ + Tp—1Tn.

Odtud 22 + 23 + -+ + 22 = ¢? — 2¢y; podle (1.3) pro uy = . tak plati 2 < n(c? — 2¢3), coz
po tpravé dava (n — 1)c? > 2ncs.
ad b) Vietovy vzorce pro ¢, c,—1 a ¢p—2 jsou:

Cp = T1X2...Tp,
Ch—1 = 22%3...Tp +2123...Zpn+ -+ T122...Tn—-1,

Cp—2 =23T4... LTy +X1X4 ... Ty + -+ T1T2...Tp_2.
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Zvolime-li v (1.3) uy = xo%3... Ty, Ug = T1X3 ... Tpy ..., Uy = T1T2 ... Ty—1, dOStaneme

ci_l = (x2$3...$n+:171:1:3...3:n+---—|—x1:1:2...:17n_1)2 <
<nf(zoxs...xzn)% + (T123... 20)° 4 -+ (2122 . .. 2y 1)?] =

2 2 2 .2 2 2 2.2 2
=nlc,_, — 2(x1x9x5 ... T + X{T2X3TY ... T; - F XIS Ty _oTn—1Tn)] =

=n(_| — 2cpcn_s).

Odtud po tupravé ziskdme nerovnost (n — 1)03_1 > 2ne,Cn—_o.
52. [5] Soucet n danych &isel ay,as...,a, € RT je roven 1. DokaZte nerovnost
1)? 1\? 1\?_ (n2+1)?
o +— | +{aet+—| +-+lap+—| =2 ———.
ai a an n
Resen:

Podle (1.3) odhadneme zdola levou stranu:

1\2 1)\?2
ar+—) ++an+—
(5} Ay,

v

Sl 3=

1 1)\?2
a4+ —+-tan+—) =
aj

1 12
1+—+--+—] .

aj Ay,
Podle (1.2) plati (a1 + as + -+ + ay) (%—F%—i——k%) > n2.
Dosadime-li a; 4+ a2 + - -+ 4+ a, = 1, dostavame i+é+~~+ﬁ > n?, a tedy

al
2
O+é+%+m+i)zwhﬂﬂ

an
Slozenim odvozenych nerovnosti dostaneme dokazovanou nerovnost.
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Kapitola 5
Ctvrta skupina priklad

Do této ¢asti prace jsme zafadili skupinu tloh na vyuziti nerovnosti (1.4) z Gvodni ¢4sti prace.

53. [5] Dokazte, Ze pro libovolna éisla a, b, c € Rt plati nerovnost
abe(a+b+¢) < a®b+ b3c+ Aa.

Reseni:
Pouzijeme nerovnost (1.4) pron =3 su; =a, ug =b, us =c¢, a; = ¢, ay = a, az = b.
Dostaneme
a2 b2 2
(a+b+c) < <?+E+?> (c+a+b).

Vydélime-li tuto nerovnost kladnym éislem (a + b + ¢) a vynasobime kladnym ¢islem abe,
ziskame dokazovanou rovnost.

54. [9] Pro realna ¢isla a, b, ¢ > 1 plati % + % + % = 2. DokaZte nerovnost

Va+b+e>Va—-1+Vb—1++Ve—1.

Resgeni:
Uvazme nerovnost (1.4) pron = 3 s ¢isly ug = vVa — L,us = vVb— Liug =+vec—1,a1 = a,a9 =
=b,a3 =c:

—1+c—1
b c

(\/a—1+\/b—1+\/c—1)2§<a;1+b >(a+b+6)-

Po odmocnéni dostaneme nerovnost

\/a—1+\/b—1+\/c—1§x/a+b+c.\/a; + +

Protoze plati

-1 -1 -1 1 1 1
a1, b1, ¢ :3—<—+—+—>=3—2:1,
a b c a c



je dikaz dokoncen.

55. [9] Pro ¢isla a,b,c € R plati a <b < caa+b+ c= 3. Dokazte nerovnost

V3a2+1+vV5a2+302 +1+Ta2+502+32+1<09.

Resent:
Pokud uvazime nerovnost (1.4) pron = 3 s &sly uy = /(3a2 + 1), us = /(502 + 3b2 + 1), u3 =
= /(Ta? + 502 + 3c2 + 1),a1 = 3,a2 = I,a3 = %, dostaneme

<\/(3a2 1 1)+ /(5% + 302 + 1) + /(TaZ + 562 + 3¢2 + 1))2 <

1 1 1
< [6(3a® + 1) + 4(5a® + 3b* + 1) + 3(7a® + 5b° + 3¢* + 1)] <6 ++ §> —
3
= Z(59a2 + 276% 4+ 9¢% + 13).
Staci tedy dokéazat nerovnost

Z(59a2 +276% 4 9¢® +13) < 81, neboli  59a* + 276 + 9¢% < 95.
Protoze a < b < ¢, plati ab + bc + ac > 2ab + b2 > 242 + b2, a proto rovnéz
(a4+b+c)2=a?+b*+ 2 +2(ab+be+ac) > a® + b2 + & +2(2a* + b?) = 5a® + 3b* + 2.
Protoze plati a + b + ¢ = 3, dostaneme z posledniho odhadu nerovnost
9= (a+b+c)?>5a®+3b%+ 2,
kterou jesté vynasobime cislem 9:

81 > 45a% + 27b% + 9¢2.

Kromé toho ziejmé plati a < 1, tedy i a® < 1 a 14a® < 14.
Dohromady dostavame:

81 + 14 > 45a% + 27b% + 9¢® 4+ 14a%, neboli 95 > 5942 + 27b% + 9¢2.

Tim je dikaz hotov.

56. [1] Pro ¢isla a,b,c € R plati a + b+ ¢ > ab + be + ac. Dokazte nerovnost

a b ¢
—+-+->a+b+c
b ¢ «a
Resgeni:
Uvazme nerovnost (1.4) pron = 3 s ¢isly u; = a,us = b,us = ¢,a; = ab,as = be, a3 = ac:

(a+b+c) < (%4—24—2) (ab + be + ac),
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neboli )
(atbto” a b c
ab+bc+ac — b ¢ a

Spolu s predpokladem a + b+ ¢ > ab + bc + ac > 0 tak dohromady dostavame

+ = > > =a+b+ec.

+ a  bct+ac+ab T a+b+c

b, c_(atb+eP _(at+b+¢)?
&

SR

Tim jsme zadanou nerovnost dokazali.

57. [9] Necht a,b,c,d, e, f € RT. DokaZte nerovnost

a b c d e f

> 3.
b+c+c+d+d+e+e+f+f+a+a+b_

Reseni:
Rozsifme nejprve zlomky v dané nerovnosti:
a2 b2 62 d2 62 f2

> 3.
ab+ac+bc+bd+cd+ce+de+df+ef+ae+af—|—bf 23

Soucet zlomki v posledni nerovnosti ozna¢me S.
Nyni uzijeme nerovnost (1.4) pro n = 6 s ¢isly uy = a,us = b,us = c,ugy = d,us = e,ug =
= f,a1 = ab+ac,as =bc+bd,a3 = cd + ce,ay = de 4+ df,a5 = ef + ae,ag = af + bf:

(a+b+c+d+e+ f)><S-(ab+ ac+ be+ bd + cd + ce + de + df + ef + ae + af + bf).

Podivejme se na kladnou zavorku na pravé strané posledni nerovnosti. Vyuzijeme-li toho, zZe
plati:

2(ab+ac+bc+bd+cd+ce+de+df +ef +ae+af +bf) =
—(a+btctdtet > —(a+d?—(b+e)?—(c+ )
staci dokazat nerovnost

2a+b+c+d+e+ f)?
(a+b+c+d+e+ f)2—(a+d)?—(b+e€)?—(c+f)

523,
neboli
3[la+d)?+(d+e)’+(c+ )P >(at+b+ect+d+e+ f)>

Ovsem tato nerovnost je nerovnost (1.3) pron =3 s éisly uy =a+d,us =b+e,uz =c+ f.
Tim je dtikaz hotov.

58. [5] Dokazte, Ze plati-li pro &isla a, b, c € RT rovnost abc = 1, pak

1 1 1
ad(b+c) + b3(a+c) * Ala+b)

1
§(ab+bc+ac) <
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Resent:

Polozime-li z = L.y = L 2 = 1 pak s ohledem na abc = 1 mizeme dokazovanou nerovnost
a’ b c?

prepsat do tvaru

£2 2 2

H4—+)< + L 4=
—\T z .
2 4 Ty+tz x+z T+y

Ozna¢me L = J(z+y+z) a P = ysz + xyjz + Z’fy. Podle nerovnosti (1.4) pro n = 3 s ¢isly

Uy =T, U3 =Y, U3 = 2,61 =Y+ 2,00 =T + z,a3 = = + y plati

(z+y+2)?<2z+y+2)- P

coz po déleni kladnym vyrazem 2(x + y + z) vede k zévéru L < P.

59. [5] Dokazte, ze pro libovolnd ¢isla by, b, ..., b, € R plati

b2 b2 b2 b2
by dby et b < L 24, 4 =l T
bt by SR S
Zjistéte rovnéz, kdy nastane rovnost.
Resgeni:
Vyjdeme z nerovnosti (1.4). Polozme uy = by, ar = bgy1 pro k = 1,2,...,n, kde b,+1 = b.
Po dosazeni obdrzime
2 bi b3 a1 | bh
(b1 +bg+- b)) < A+ 24+ + 2 ) (bo+ -+ + by + by),
by b3 by, b1

odkud po déleni by + by + -+ + b,, dostaneme zadanou nerovnost. Rovnost nastane pouze
tehdy, kdyz existuje t € R takové, ze by =t - bgyr1 pro k =1,2,...,n. Mame tedy n rovnosti

by =t-bg,bg =1t -bs,...,b, =t b1. Postupnym dosazovanim do prvni rovnosti z ostatnich
dostavame by = t™ - by, z ¢ehoz s ohledem na b; > 0 plyne, ze t = 1, a tedy by = by = - -+ = b,,.
60. [3] Dokazte, Ze pro trojuhelnik se stranami a, b, ¢ plati

a®b(a — b) + b?c(b — ¢) + c*a(c — a) > 0.
Reseni:
Provedeme transformaci a =y +z2,b=z2z+2,c=2+y. Pakx = %HC >0,y = “‘Tb“ >0
az= %b_c. Nerovnost ptrejde po dosazeni a nasledné tpravé do tvaru

2232 + 23z + 223y — 20%yz — 22y%2 — 22y2? > 0.

K dokazani dané nerovnosti tedy staci ovérit, zda plati nerovnost

232+ yix + By > 2Pyz + 2Pz 4 xyLt
Tuto nerovnost vydélime ¢islem xyz (coz mizeme, nebot z,y,z > 0). Dostaneme

22 2 22

—+—+—=2x+ty+=z
Y z T
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Tuto nerovnost jsme dokézali v prikladu 59 pro n = 3 s Cisly a1 = x,a2 = y,a3 = 2. Tim je
dikaz hotov.

61. [1] Pro libovoln4 ¢isla a,b, c € RT dokazte nerovnost
(13+Z)3_i_c3 >a2+b2+02
2 2 a2 b c  a
Reseni:
, 2 2 2
Uvazme nerovnost (1.4) pron = 3 s Cisly u; = 4, up = b?,ug =%, a1 =a,a3 =baz=c

a? b2 022 at b3
<?+?+E> S(a+b+c)<—+—+—>.

Po déleni kladnym vyrazem a + b + ¢ dostavame

Staci tedy dokazat, ze plati

neboli
a> ¥ 2
—+—+—>a+b+ec
b c a

Tuto nerovnost jsme jiz dokazali v prikladu 59. Staci zvolit n = 3,a1 = a,a2 = b,az = c.

Tedy diikaz je dokoncen.

62. [1] Pro libovolnd realna éisla z,y, z > —1 dokazte nerovnost:

1+2? 1+y? 1+22
1+y+22 14z+22 1+z+y? "~

Resgeni: ,
Je ziejmé, 7e 1 + y + 22 > 0, a protoze (y — 1)2 > 0, plati HTy > y. Proto

14 a2 S 1+ 22
Lhy+22 7 142 W2

Polozme a =1+ 22,b=1+19% c =1+ 22, pak a,b,c > 1 a sta¢i dokézat nerovnost

>2

P I

C
+
c+ 5 a—i—% b‘i‘%

po upraveé
a b c
1<

- 2c—|—b+2a+c+2b+a'
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Nejdiive rozsifime zlomky v pravé strané nerovnosti:

a n b n c a? n b2 n 2
2ce+b 2a+4+c¢ 2b+a 2ac+ab  2ab+be  2bc+ ac’

Déle uzijeme nerovnost (1.4) pro n = 3 s éisly u; = a,us = b,uz = ¢,a1 = 2ac + ab,ay =
= 2ab + be, ag = 2bc + ac:

a? b2 2

2ac+ab+2ab+bc+2bc+ac

a? b? c?
= . b+ be).
<2ac+ab+2ab+bc+2bc+ac> 3(ac+ ab+be)

(a+b+c)2§< )(2ac+ab—|—2ab+bc+2bc—|—a0):

Odtud po vydéleni dostavame

a? N b? N c? - (a+b+c)?
2ac+ab = 2ab+bc  2bc+ac ~ 3(ac+ ab+be)
Staci tedy dokézat nerovnost

2
_(atbto®
3(ac+ ab+bc) —

Po vynasobeni kladnym vyrazem 3(ac+ ab+ bc) dostaneme (a+b+c)? > 3(ac+ab+ be), coz
je nerovnost ze zavéru reseni prikladu 4. Tim jsme dokézali nerovnost, kterou jsme k zavrseni
celého dukazu potfebovali.

63. [1] Necht pro éisla a,b,c € Rt plati a + b + ¢ = 1. Dokazte nerovnost

by/c n cva n av/b < 3v3
(3ot vah) | b(vBa+ Vie) VBt vag) - 4

Reseni:
Pfepiseme nerovnost do tvaru

be ca ab
7 v Ve 33
T LR > 3V3

Bou g f3b gy foey . 4

a provedeme substituci x = \/%C,y =1/ 52 = \/“—cb. Pak a = yz,b = xz,c = zy a podle

zadani plati xy+yz+xz = 1. V novych kladnych proménnych z, y, z musime dokazat nerovnost
T n Y n z S 3\/5
V3y+yz V3z+xz V3z+ay 4

Tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

x2 y2 22 33
+ + > :
V3zy+xyz  V3yz+xyz 3z + zyz 4

93



Uvazme nerovnost (1.4) pro n = 3 s ¢isly u3 = z,us = y,us = z,a1 = V3zy + zyz, a0 =

= \/gyz + 2yz,a3 = V3zz + xyz. Dostaneme nerovnost

1'2 y2

22
> (V3(zy + yz + x2) + 32y2).

2
r+ty+z) < + +
( Y ) <\/§xy + xyz \/gyz + xyz V3zxz + TYZ

Protoze plati zy + yz + xz = 1, mizZeme tuto nerovnost prepsat do tvaru:

332 y2

22 >(3:+y—|—z)2
\/§+3azyz'

+ + >
\/gazy + Yz \/gyz + Yz V3xz + TYZ
Jak jsme ukézali v ptikladu 28, plati nerovnost (z +y + 2)? > 3(zz + yz + x2).

Kromé toho uvazme AG-nerovnost pro tii ¢isla xy, yz, xz:

zy+yz+axz 1
Y 22 J7 T D

Umocnime-li tuto nerovnost na 2, dostaneme
2 b

ryz < .
y_3\/§

Dohromady obdrzime
(z+y+2)?

3v3

3z +yz+2w)

\/§+3:Eyz o

Tim je dikaz dokoncen.

64. [1] Pro libovolna ¢isla a, b, ¢ € RT dokazte nerovnost

1
V3+ 4

2
(2¢+a+b) <

Resent:

Upravme levou stranu zadané nerovnosti:

(2a + b+ c)?
2a2 + (b + c)?

(2a+b+¢)?  (2b+a+c)?
202+ (b+c¢)?2 202+ (a+c¢)? 22+ (a+0)? —
az, Gbratof g (Qetatb)?
L2+ (a+e)? L 224+ (a+d)? &
2 2 2
G e (ren)
24 (50 2 ()P 2+ ()

Provedeme substituci x = %, Yy = “TJFC, z =

“Jcrb, po které dokazujeme nerovnost

(+20° W+2? (+2° o
2 +2 y? +2 242 — 7
Umocnime-li dvojcleny v ¢itatelich zlomku, po tpravé dostaneme
2¢+1 2y+1 2z+1 5
< —.
2+2 y2+2 224272
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. v v/ 2 2 2 . v 7
Od obou stran nerovnosti odec¢teme ¢islo 3 = ;ig + Zzig + izig a ekvivalentné upravime:

(z-1? -1 (-1>_1
x?2 42 Y2+ 2 2242 T2

Tuto nerovnost nyni budeme dokazovat.
Uvazme nerovnost (1.4) pron =3 séislyu; =z —Lus =y —lLug =2—1,a1 = 2% +2,a2 =
=y?+2a3 =22+ 2

(@—-172 (=17 (¢-1)
?2+2 Y242 2242

(:17—1+y—1—|—z—1)2§< >(x2+2+y2—|—2—|—22+2),

neboli
(@—-1? -1 (-1 _ (z+y+z-3)°

22 +2 Y2 + 2 242 T a?+y2+22+46

Staci tedy dokéazat nerovnost

(z+y+2—3)?
2 +y? + 2246

1
>_7
-2

ktera je ekvivalentni s nerovnosti
2 +y+z-32 2>y —22-6>0.

Upravime jeji levou stranu:

2

2z 4+y+z-3° -2 -y’ -2 —6=2+ 9y  + 22 + 12+ 4(ay +yz +x2) — 12(z +y + 2).

Uvazme AG-nerovnost pro t¥i kladné ¢isla xy, yz, zz2:

ry +yz +xz > 3/ (vyz)2.

Podivejme se na vyraz xyz. Podle substituce a AG-nerovnosti pro dvojice z ¢isel a, b, ¢ plati

b+c a+c a+b>2\/E 2\/ac 2Vab

b c ~  a b c

tedy zy + yz + 2 > 3/ (xyz)? > 3V/82 = 12.

Pro upravovanou levou stranu proto plati

TYz = 8,

22?22 1244 (ay+y et rz) —12(aFy+2) > 22 4y? 224364 2(ay+yztaz) —12(z+y+-2)
=(@+y+2)?+36—-120x+y+2)=(x+y+2z-6)>*>0.

Tim je dikaz hotov.

65. [9] Pro libovoln4 éisla a, b, c € RT dokazte nerovnost

a’® —be n b2 —ca n 2 —ab -0
202 +02 4+ 2024+ c2+a? 22 +a? 402 T
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Reseni:
Celou nerovnost vynasobime ¢islem 2 a prvni ze zlomka upravime

2a® — 2bc _2a2—2bc+(b—|—c)2—(b+c)2_1 (b+c)?

202 + b2 +¢2 2a2 4 b2 4 ¢2 22402+ 2

Obdobneé upravime i ostatni zlomky a zadanou nerovnost tak pfepiseme do tvaru

. (b + c)? (a+ c)? (a + b)?
T 2a24+b24c2 W2+ c2+a? 22+ a?+b?

Tuto nerovnost nyni dokazeme.

Uvazme tiikrat nerovnost (1.4) pro n = 2. Poprvé pro ¢isla uy = b, us = ¢, a3 = b* + a?, a3 =
2 2

=c"+a”:

b2 2

b2+a2+c2+

(b+0)? < 5 ) (262 + 0 + &),
( )

neboli ) ) )
(b+c) < b L_C
202 +b24+c2 ~ b2 +a?2 2 +a?

Podruhé pro é&sla u; = a, us = ¢, a1 = a® + b?, as = ¢ + b? ziskdme nerovnost

(a+c)? a? N c?
202 +c2+a?2 ~ a?2+b2 24002

Koneéné pro &isla vy = a,us = b, a; = a® + ¢, ay = b?> + ¢? ziskdme nerovnost

(a+b)? a? b?
< + .
22 +a2+b%2 ~ a2+ b2 4 c?

Tyto tfi nerovnosti seCteme:

(b+c)? (a+c)? (a +b)? -
2024+ 02+c2 22 +c2+a?  2R+a? 402
b2 2 a? 2 a? b2

< + + + + + =
T 4a? A+a® a2+ A2+ a?+ A P+

Tim je dtikaz dokoncen.

66. [9] Pro dana ¢isla z,y, z € R plati xyz = 1. Dokazte nerovnost

1 1 1
> 1.
x2+x+1+y2+y+1+22+z+1_

Reseni:

Zlomky v levé strané maji smysl, protoze u? +u + 1 > 0 pro kazdé u € R. Podle danych
¢isel z,y, z # 0 sestavme ¢isla a = 3yz,b = Jxz,¢c = xy. Pak rovnéz cisla a,b,c € R jsou
nenulovéd a diky podmince xyz = 1 plati rovnosti x = 2—3, Yy=13,2= Z—S, nebot napftiklad

be T2 X 2 —
_— = 3 7@/ = 3 = 3 xTr° = xI.
a? Y222 Yz
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Po uvedené substituci nerovnost prejde do tvaru

at bt c*
+ + > 1.
b2c2 4+ a?bc+at  a?c2 +b2ac+b*  a?b? + c2ab 4+ ct

Soucet zlomkt, jejichZ jmenovalé jsou kladna ¢isla, oznacme S.

Uzijeme nerovnost (1.4) pro n = 3 s &isly u; = a,us = b2 uz = 2,01 = b*>c% + a®bec +
+a*, ay = a®c® + b2ac + b*, a3 = a?b? + 2ab + ¢*. Ziskdme nerovnost mezi kladnymi vyrazy
tvaru:

(@® +0* +c*)? < S (022 + aPbe+ a* + a®c 4+ b2ac + b* + a®b? + Fab + c*).
K dokonceni dtikazu je tedy tieba ovérit nerovnost

(a® 4+ b? + ¢2)? .
at + bt + 4 abe(a + b+ ¢) + a?b? + b2c? + a?c? ~

neboli
(a? + 0% + )2 > a + b1 + ¢t + abe(a + b+ ¢) + a?b® + V22 + a>c2.

Upravme nyni dale tuto nerovnost roznasobenim levé strany:
at + b + ¢t + 2(a®0? + 02 + a*c®) > at + b+t +abe(a + b+ c) + a®b? + b2+ a?
a?b? + b2c% 4 ac* > abe(a + b + ¢).

Posledni nerovnost je nerovnost u? + v? + w? > uv + vw + vw (kterou jsme dokézali v pfi-
kladu 4) pro ¢isla u = ab,v = be, w = ac. Cely dikaz je tak dokonéen.
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Prehled zadani vsech prikladua

1. Dokazte: je-li 2x + 4y = 1 pro nékterd =,y € R, pak 22 4+ y? > 0,05.

2. Dokazte, ze pro libovolna ¢isla z,y, z € R plati nerovnost

Gr4+3)'s

Zjistéte rovnéz, kdy nastane rovnost.

2

x y? 22
2 3

+_

+ 5

3. Dokazte, Ze pro libovolna ¢isla x, ¥y, z € R plati nerovnost
30(z? 4+ 92 + 22) > (z + 2y + 52)°.
4. Pro libovolna ¢isla z,y, z € R plati
3:2—|—y2+z2 > zy +yz+ zz.

Ukazte, Ze tato uzitetna nerovnost je disledkem Cauchyovy nerovnosti (1.1) pro n = 3.

5. Dokazte: je-li a,b,c,d € R}, pak \/(a + b)(c + d) > \/ac + Vbd.

6. Dokazte, Ze pro libovolna éisla a1, as ..., a,,b1,bo,...,b, € RT plati
by | be bn, 2
(a1by +agby + -+ anbn) ( —+ =+ -+ — ) = (br+ba+ -+ bp)".
aj as Ay,
7. Dokazte, Ze pro libovolné a1, as,...,a, € RT a x1,29,..., 2, € R plati

(a121 + agxo + - + apwy)® < (a1 + ag + -+ + ap) (@127 + agah + -+ + apad).

8. Je-li ay,as,...,a, € RT, pak nutnou a postacujici podminkou pro to, aby pro libovolna
éisla x1,x9,...,x, € R platilo

(a12? + agxd + - + apa?)? < a1} + asxh + - + apa?,

je nerovnost a1 + as + - - + a, < 1. Dokazte.
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9. Dokazte tzv. trojihelnikovou nerovnost

n

n
D (up o2 < | D o ul 4 | D w2
k=1

k=1 k=1
pro dveé libovolné n-tice redlnych ¢isel uy, ..., uy a v1,...,Vy.
10. Pro libovolna ¢isla x1,...,Zn, y1,...,Yn € R dokazte nerovnost
Vet + a2+ 2 > V(@ @)+ ()2
11. Najdéte nejmensi hodnotu souétu x2 + 2 + - - - + 2, spliuji-li éisla 21, z,..., 2, € R
podminku ayx1 + asxs + - -+ + apxy, = b, kde a1, a9,...,a,,b jsou dand redlnd cisla; pfritom

ap # 0 pro nékteré k =1,2,...,n.
12. Dokazte: je-li p,q,r, s € R, pak plati nerovnost
(L+pH) (L + ¢+ (L + ) > (1+pgrs)*.
13. Dokazte: je-li a,b,c € RS‘, pak plati
(1+a®)(1+ %) (1 +c®) > (1+ abe).

14. Dokazte: je-li pr, qr, 7k, sk € R, pro k =1,2,...,n, pak plati

() = (1) (350) (52) (5)

15. Je-li a,b,c € (0,1), dokazte nerovnost

Vabe ++/(1 —a)(1 —b)(1—c) < 1.
16. Dokazte, ze pro libovolna ¢isla a, b, ¢ € R soustava rovnic s nezndmymi x,y, 2

A+ +E 432+ 2+ =6
axr + by +cz =2

nemé v oboru R Zadné feseni.

17. Dokazte, ze pro libovolna x,y € R plati:

1 _@ryl-ay _1
27 (1+2?)(1+y?) — 2
18. Dokazte, Ze pro libovolna a1, as,...,a, € RT plati nerovnost
(@artapt--+an)’ @ as an

< + +--+ .
2(&%—1—&%—!-"'-1—&%) as+az ag+ay ai + az
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19. Necht pro é&isla a, b, c,z,y,z € RT plati x + y + 2z = 1. DokaZte nerovnost

ax + by + cz + 24/ (vy + yz + x2)(ab + be + ca) < a+ b+ c.
20. Necht a,b,c € R(J{ . Dokazte nerovnost

av/2a? + be + b\/2b% + ca + ¢/ 2¢% + ab <

<Vt a2 b4 Vb 02 -t Vet 4 2a? + at

21. Necht aq,...,a, € RT. DokaZte nerovnost
a a a 4
2 1 st 3 > : g T g T2 :
ag+---+ay; aytaz+---+ap ai+---t+a,_ 1 art+---+ap

22. Pro libovoln4 a, b, c,d € RT dokaZte nerovnost

a b c d
b+ 2c+3d cr2d+3a dt2a+3b  at2+3e

2
> —.
-3
23. Necht pro ¢isla z,y, z € R plati 22 + y? + 22 = 2. Dokazte nerovnost

T+y+z<wyz+2.
24. Pro libovolné ¢isla z,y, 2 € R ozna¢me

a=\y2—yz+22,b=+22 —zx+a%c=/22— 2y + 9>

Dokazte nerovnost
ab+ bc+ ac > x2+y2+z2.

25. Necht pro ¢sla z,y, z € R plati 22 + % + 22 = 9. Dokazte nerovnost
2z +y+ z) —xyz < 10.

26. Pro cisla uq,...,up,v1,...,0, € R plati u%+~'—|—u = v%—l—---—l—v% = 1, pritom

n > 2. Dokazte nerovnost
2 jugvy + - A upvn — 1| > (ugvg — ugy)?.
27. Necht pro ¢&isla aq,...,an,b1,...,b, € RT plati nerovnosti
ay > ...2ap,a1 <br,a1 +ay <by+bo,...;a1+ - +a, <by+ -+ by

Dokazte nerovnost > i a? < > b2,

28. Necht pro éisla o, a,b,c € RT plati abc = 1 a o > 1. Dokazte nerovnost

a® be c® 3

> —.
b+c+a+c+a+b_2
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29. Necht pro ¢isla a, b, c € RT plati abc = 1. Dokazte, Ze
1 + 1 n 1
ad(b+c) b(at+c) Ala+d)
30. Pro libovolna é&isla a, b, c € Rt dokazte

a n b n c S 9
(b+¢)? (c+a)? (a+b)? " 4a+b+c)

3
> —.
-2

31. Dokazte: dva trojuhelniky se stranami a, b, ¢ a a1, b1, ¢1 jsou podobné, pravé kdyz plati

Vaay +/bby + y/ee1 = \/(a+ b+ c)(a1 + by + c1).

32. Dokazte nerovnost

Vsina + y/sin 3 + /siny < 3</§,

kde a, 3,7 jsou thly obecného trojuhelnika.

33. Dokazte, ze pokud rovnice z* 4 ax® + 222 + bx + 1 = 0 s redlnymi koeficienty a,b ma
alespoii jeden realny kofen, pak plati a? + b > 8.

34. Necht A je étvercova matice redlnych ¢isel takova, Ze soucet ¢isel na hlavni diagonéle
je mensi nez soucet Cisel na vedlejsi diagondle. Zjistéte, zda existuje ¢tvercova matice X, pro
kterou plati X - X7 = A, kde X7 je matice transponovani k matici X.

35. Necht pro &sla a,b,c € RT plati abc = 2. Dokazte nerovnost:

A+ +S>avb+ce+b/c+a+ceva+b.
36. Dokazte, e pro libovolna éisla a, b, c € RT plati

1 N 1 n 1 S 9
14a 14b 14c¢c~ 34+a+b+c
37. Dokazte, Ze pro libovolna &sla a, b, c,d € R, plati nerovnost

1 1 1 1 16
> .
a—l—b—l—c+a—|—b—|—d+a—|—c—|—d+b+c+d “3a+b+c+d)

38. Pro ¢isla x1,...,2, € R, kden > 2, plati 1 + 2o+ --- +x,, = 1 a 2 < 2 pro kazdé
k=1,...,n. Dokazte nerovnost
T x x n
1 + 2 4oy n > ]
I+zo+--+x, 14+zitaz3+---+ux, 1+214+-+2p-1 ~ 2n—-1

39. Ozna¢me S soucdet n > 2 danych &isel ay,...,a, € RT. Dokazte, Ze plati

L-F + S > n’
S —a S—a, n-—1
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40. Dokazte, ze pro libovolné n-tice éisel by, ba,...,b, € R" a ci,ca,...,¢, € RT plati

nerovnost
n

"1
b 2. —— > 4n?.
> bk +cr) ;bkck_ n

k=1

Zjistéte rovnéz, kdy nastane rovnost.

41. Pro libovolna éisla a, b, c € RT dokazte nerovnost

ab n be n ca <1( Fhto)
—(a c).
a+b+2¢c b4+c+2a cH+a+2b 4

42. Dokazte, ze nerovnost vz + 1+ v/2z — 3 + /50 — 3z < 12 plati pro vSechny hodnoty
z € R, kdy méa smysl jeji leva strana.

43. Soucet danych ¢isel x,y, z € R je roven 1. Dokazte nerovnost

Vazr + 14 /4y + 1+ V42 +1 < V21,

=
SN—r

za predpokladu, Ze odmocniny na levé strané existuji (muze byt tfeba x = —

44. Dokazte, ze pro libovolna ¢isla =1, s, ..., T, € R plati nerovnost
(x1 4+ 2o+ +a,) <nd(at+ 25+ +22).

45. Pro dana ¢isla x1,...,x, € R plati nerovnost

T+ T+, > \/(n—l)(w%+x§+~'+x%).
46. Pro dana cisla =, y, z € R plati x + y 4+ z > 3. Dokazte nerovnost
P2+ + 2ty +yz+ a2 >6.
47. Necht n > 1 a necht pro éisla x,y1,y2,...,yn € R plati
(n—D@+yi+y3+-+vp) < +y2+-+uy)

Dokazte: je-li 1 <1i < j <n, pak x < 2y;y;.

48. Pro cisla x1,...,z, € R, kde n > 2, plati

r1+--+rp,=a a JE%+"'+IE%<

kde a > 0 je dané ¢islo. Dokazte, ze x; € [0, 2;“] pro vSechna ¢ =1,...,n.
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49. Pro dan4 &sla a,b € R plati a + b = 1. Dokazte nerovnost

Y (Y B
“Ty b) — 2°

50. Necht pro éisla a,b,c € RT plati a + b+ ¢ = abc. Dokazte nerovnost

ab+bc+ac>3+Va2+1+ V2 +1+Vc+1.
51. Dokazte: jsou-li vSechny koreny mmnohoclenu
F)=z"—ca" 4o 2 -+ (=1D)" o1z + (-1) "¢,

realna cisla, pak pro jeho koeficienty ¢; a co plati nerovnosti

a) (n —1)c? < 2ney, b) (n —1)c2_; > 2nc,_acy.

52. Soudet n danych &isel aj,as...,a, € RT je roven 1. DokaZte nerovnost

1)? 1\? 1\?_ (n2+1)?
ar+— ) +la+—) ++|a+t—) >——.
ai ag (079 n

53. Dokazte, ze pro libovoln4 &isla a, b, c € RT plati nerovnost
abc(a + b+ ¢) < a®b+b3c+ ta.

54. Pro realné ¢isla a, b, ¢ > 1 plati % + % + % = 2. Dokazte nerovnost

Va+b+e>Va—-1+Vb—1++Ve—1.

55. Pro disla a,b,c € R(J{ plati a < b < ca a+ b+ c= 3. Dokazte nerovnost

V302 + 1+ /502 + 362 + 1+ v/7a2 + 562 + 32 +1 < 9.
56. Pro ¢isla a,b,c € RT plati a + b + ¢ > ab + bc + ac. Dokazte nerovnost
a
b
57. Necht a,b,c,d, e, f € RT. DokaZte nerovnost

a+b+c+d+e+f>
b+c c¢c+d d+e e+ f f+a a+b~

b ¢
+-+—->a+b+ec
c a

3.

58. Dokazte, ze plati-li pro éisla a,b,c € RT rovnost abc = 1, pak

1 1 1
ad(b+c) * b3(a+c) - Ala+b)’

%(ab+bc+ac) <

59. Dokazte, Ze pro libovoln4 &isla by, b, ..., b, € RT plati

b2 b3 b2 b2
by +by+ - tb, < L2442ty I
1+02+---+ _b2+b3+ -I-bn—l-bl
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

Zjistéte rovnéz, kdy nastane rovnost.

Dokazte, ze pro trojihelnik se stranami a, b, ¢ plati

a®b(a —b) + b?c(b — ¢) + *alc —a) > 0

Pro libovoln4 éisla a, b, c € RT dokaZte nerovnost
ad v A ad® A2
St 5t >0+ —+—.
2 2 a2 b c  a

Pro libovolna realné ¢isla x,y, z > —1 dokazte nerovnost:

1+ 22 1+92 1+ 22 -
1+y+22 14+z+4+a2 1+az+y2 =7

Necht pro ¢isla a,b,c € RT plati a + b + ¢ = 1. Dokazte nerovnost

by/c N cva n av'b S 3V3
a(VBe+Vab) " b(vBa+vhe)  o(VBh+ac) T 4

Pro libovoln4 éisla a, b, c € RT dokazte nerovnost

(2a + b+ c)? (2b+a +c)? (2c+a +b)? <3
202+ (b+c)?2 202+ (a+c)?2 22+ (a+b)2

Pro libovoln4 éisla a, b, c € RT dokaZte nerovnost

a’® —be n b2 —ca n 2 —ab -0
202 +02 4+ 2024+ c2+a? 22 +a? 402 T

Pro dana ¢isla z,y, 2 € R plati zyz = 1. Dokazte nerovnost

1 1 1
> 1.
aﬁ+x+1+jﬂ+y+1+z2+z+1—
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Z.aveér

V této praci jsme se zabyvali predevsim vyuzitim Cauchyovy nerovnosti pii dokazovani kon-
vyzadujici zbéhlost v tpravach nerovnosti a volbé vhodnych substituci. V nékterych prikla-
dech bylo vyuziti Cauchyovy nerovnosti zna¢nym ulehc¢enim celého postupu, v jinych by se
dokonce jiné feseni tézko hledalo. Pfestoze nejvice pfikladi v této praci vyuzivajicich Cauchy-
ovu nerovnost se zabyvalo dokazovanim algebraickych nerovnosti riznych typi, u nékterych
priklad® byla mozna geometricka interpretace, vyuziti pfi feSeni rovnic ¢i hledani matice ur-
¢itého typu.

Vyuziti Cauchyovy nerovnosti v této oblasti je tedy dosti Siroké, a¢ nékdy je tfeba znac-
ného duvtipu a usili pfi hledani zptsobu, jakym je vhodné Cauchyovu nerovnost konkrétné
uplatnit. Kazdy, kdo se zabyva dokazovanim nerovnosti, by mél miti Cauchyovu nerovnost
v repertoaru zakladnich metodickych prostiedki. Véfim, ze vytvorenad prace muize byt uzi-
te¢nou pomickou pro ucitele matematiky strednich skol i ty jejich zaky, ktefi se budou chtit
zdokonalit v dovednosti dokazovat algebraické i geometrické nerovnosti.
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