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Uvod

Princip bijekce 1ze zformulovat nasledovné: necht M a M jsou dvé€ konecné mnoZziny. Pak
mezi témito mnoZinami existuje bijekce pravé tehdy, kdyZ maji stejny pocet prvki.

Sila principu bijekce spoc¢iva pravé v jeho jednoduchosti. I dité, jehoZ matematické
znalosti jsou zatim znaéné omezené, dokdze urcit, jsou-li dvé mnoziny (kupiikladu jeho
a kamaradova hromadka bonbonil) stejné pocetné. Vezme jeden svij a jeden kamaradiv
bonbon, potom dal3i sviij a opét ho sparuje s dal§im kamaradovym; pokud dplné nakonec
zustane posledni jeho bonbon a k nému posledni kamaradtiv, oba maji sladkosti stejné...
U spousty matematickych uloh je ,,Sikovné neurcovat pocet prvkil néjaké mnoZiny piimo,
ale sestrojit bijekci mezi ni a n&jakou jinou mnoZinou, u které pocet prvki zndme. Rada
takovychto tuloh je i v kombinatorice; v zahrani¢ni literatufe se muzZeme setkat pifimo
s pojmem ,,bijektivni kombinatorika* (anglicky ,,bijective combinatorics®, francouzsky
,,combinatoire bijective, viz tfeba kniha Bijective Combinatorics od N. Loehra z roku
2011).

Cilem této prace je ukdzat rozmanitost kombinatorickych tloh, pfi jejichZ feSeni
miizeme princip bijekce vyuzit. JelikoZ autorka textu by rada v budoucnu pracovala jako
sttedoskolska ucitelka matematiky a fyziky, doufd, Ze s n€kterymi z tloh v této praci feSe-
nych jednou sezndmi i své Zaky. Ze stejného diivodu je prace urcena i dalSim uditelim
matematiky.

Prace je rozd€lena do tf{ kapitol. Prvni kapitola je tvorena priklady pievzatymi z hlav-
niho zdroje této préce: skript Metody reseni matematickych iiloh Il od J. Hermana, R.
Kudery a J. Simi (v seznamu pouZité literatury jsou tato skripta uvedena na prvnim
misté). Nejvetsi cast piikladd, o kterych se autorka domnivad, Ze by je v budoucnu mohla
vyuZzit ve vlastni vyuce, se nachdzi prave v této kapitole.

Druha kapitola se zabyva dal§imi kombinatorickymi problémy feSenymi pomoci prin-
cipu bijekce. Ulohy v této kapitole byly vybirany predeviim ze zahrani¢nich zdroja, jak
je u kazdého zadani prikladu uvedeno. Najdeme zde i zfejmé nejnarocnéjsi vyklad celé
prace: Suranyitiv diikaz identity Li-Zen-Su.

Tteti kapitola se vénuje Catalanovym cisliim. V tdvodu kapitoly nejdiive definujeme
samotnd Catalanova Cisla a nésledné€ s uZzitim principu bijekce ukazujeme rozmanitost
kombinatorickych uloh, jejichZ vysledek lze t€mito Cisly zapsat. U kazdého zadani je
uveden zdroj, odkud byl ndmét prevzat, vyjimku tvoii vlastni pfispévky autorky préce.

Text prace byl vysdzen v Tg X u, vSechny obrazky byly vytvoreny programem GeoGebra.



Kapitola 1

Priklady ze skript

Priklady v této kapitole a jejich postupy feSeni jsou prevzaty ze skript Metody reseni
matematickych iiloh II od J. Hermana, R. Ku&ery a J. Simsi (v seznamu literatury je tento
zdroj uveden na prvnim misté).

Priklad 1. DokaZte nasledujici identitu:

()= ®
jeli0 <k <n.

Reseni. Cislo (’Z) udava pocet vSech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoZziny M.
Pfifadme kazdé takovéto podmnozin€ P mnoZziny M jeji dopln&k P’ = M \ P. Takto jsme
sestrojili zobrazeni systému vSech k-prvkovych podmnoZin mnoZiny M na systém vSech
(n — k)-prvkovych podmnozZin téZe mnozZiny a je ziejmé, Ze toto zobrazeni je bijekci. Proto
plati (1).

Priklad 2. DokaZte nasledujici identitu:

o (0) - (1) * (2) - (3> +---+<—1>"(Z) o, o

Reseni. Upravime (2) do tvaru

(0 C 00 o

Zdiraznéme, Ze soucty na obou strandch (3) jsou kone¢né. Soucet na levé (resp. pravé)
strané (3) udava pocet vSech podmnoZzin n-prvkové mnoziny M se sudym (resp. lichym)
poctem prvkd. Zvolme pevné jeden prvek m € M a kazdé podmnoziné P C M, kterd ma
sudy pocet prvkd, pfifadme mnozinu g(P) C M s lichym poc¢tem prvka dle pedpisu

(P) = PU{m}, jestliZem &P,
| P\{m}, jestlizemeP.
Ziejmé g je bijekci systému vSech podmnoZin mnoziny M se sudym poc¢tem prvkil na
systém vSech podmnozin mnoziny M, jejichz pocet prvku je lichy (inverzni zobrazeni
urcuje stejny predpis). Proto plati (3), a tudiz i (2).

_J]_
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Priklad 3. U pokladny kina stoji (m+ k) osob, pfi¢emZ m z nich ma desetikoruny a k osob
pétikoruny. Listek na pfedstaveni stoji 5 korun a na zac¢4tku prodeje nejsou v pokladné kina
Zadné penize. Kolika zptisoby se mohou zdjemci o koupi listku postavit do fronty tak, aby
postupovali bez zdrZent, tj. aby nikdo nemusel ¢ekat na drobné nazpét? (RozliSujeme pouze
rozestavéni ,,desetikorun® a ,,pétikorun®, nikoliv jednotlivé osoby se stejnymi mincemi.)
Reseni. wZasifruyyme* kazdou frontu pomoci jednicek a nul tak, Ze ¢lovéku, ktery ma
pétikorunu, pfifadime nulu a ¢lovéku s desetikorunou jednic¢ku. Pak 1ze zadanou ulohu
zformulovat ekvivalentné takto: urcit pocet (m -+ k)-Clennych posloupnosti sloZzenych z m
jednicek a k nul s touto vlastnosti: pro kazdé i = 1, 2, ..., m+k je mezi prvnimi i ¢leny
této posloupnosti pocet nul vétsi nebo roven poctu jednicek. Pocet takovychto posloupnosti
oznacéime f(m,k).

Je zfejmé, Ze tloha ma alespon jedno feSeni pravé tehdy, kdyz m < k, jinak se fronta
se stoprocentni jistotou zastavi, tzn. f(m,k) = 0 pro m > k. Pro m < k ur¢ime nejdiive
pocet vsech ,,neptiznivych* rozestaveni fronty. Kazda takovato fronta bude Sifrovana po-
sloupnosti z m jednicek a k nul s touto vlastnosti: pro nékteré i = 1, 2, ..., m+k je mezi
prvnimi i ¢leny této posloupnosti pocet jednicek vétsi nez pocet nul. Mnozinu takovychto
posloupnosti oznaéime A. ProtoZe vSech (m + k)-Clennych posloupnosti z m jednicek a k
nul je pravé Po(m, k) = (™), pro &islo f(m,k) plati

e (")~

Déle ukdZeme, Ze mnoZina A ma stejny pocet prvki jako mnoZina B tvofend vSemi
posloupnostmi sestavenymi z (m — 1) jedniek a (k+ 1) nul, a to sestrojenim bijekce
A — B. Pro libovolnou posloupnost a = (ay,as,...,d,1x) € A nalezneme nejmensi index
p takovy, Ze mezi prvky ay,as,...,a, je vice jednic¢ek neZ nul. Pak ziejmé a, = 1 a mezi
prvky ay,az,...,a,—1 je stejné€ jedniCek jako nul (a v pfipad€ p > 1 neni pro zadn€ i < p
mezi prvky ap,an, .. .,a; vice jedni¢ek nez nul), proto posloupnost

b= (1—al,l—az,...,l—ap,l,O,ap+1,...,am+k)

je tvofena (m — 1) jednic¢kami a (k+ 1) nulami, tj. b € B. Navic lze index p v takto sestavené
posloupnosti b = (by,by, ..., b, k) zpétné identifikovat: je to nejmensi index i takovy, Ze
mezi prvky bi1,bs,...,b; je vice nul nez jednicek. Jelikoz m < k, atedy m—1 <k+1,
takovy index p existuje pro kaZdou posloupnost b = (by,by, ..., b, 1) € B, kterd je proto
obrazem v uréeném zobrazeni A — B jediné posloupnosti

a = (1 —bl, 1 —bz,...,l —bpfl, l,bp+1,...,bm+k)
z mnoziny A. Popsané pravidlo a — b je tudiz bijekci A — B.
ProtoZe B ma Py(m— 1,k+1) = (m+k) prvkd, je

m—1

s =(7, )= (7, )= (7= () = ()

Na zavér dodejme, Ze je-li k = m, tzn. je-li fronta tvofena stejnym poctem lidi, ktefi
maji pétikoruny i desetikoruny, je pocet zpisobii, kterymi lze frontu uspofadat tak, aby

prosla bez zdrzeni, roven
1 2k
kk)=—— .
en-ch(3)
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Priklad 4. Kamelot prodiava Vecernik (za 1 korunu) a na zacatku prodeje u sebe nema
Zadné penize. Ihned po zahdjeni prodeje se pfed nim utvofila fronta 30 lidi, z nichz 20 ma
u sebe korunovou a 10 dvoukorunovou minci. Kolika zptisoby se mohou tito lidé sefadit
tak, aby mél kamelot vzdy nazpét? (RozliSujte pouze postaveni ,.korun* a ,,dvoukorun®,
nikoliv jednotlivé osoby se stejnou minci.)

Reseni. Priklad je zjevné obdobou piedchozi dlohy, tentokrat s konkrétnimi &isly. I zde
muiZeme kazdou frontu ,,zaSifrovat®, a to tfeba tak, Ze osob¢, ktera ma korunu, pfiradime
jednic¢ku a osob€ s dvoukorunou dvojku. Pak uz stac¢i s pomoci v pfedchozim piikladé
ziskaného vzorce uréit f(m, k), kde za m dosadime pocet dvoukorun (v nasem piipadé 10)
a za k dosadime pocet korun (v nasem pripad¢ 20). VSech zptisobti, kterymi se lidé v dané
front€ mohou sefadit tak, aby mél kamelot vzdy na vracenti, je tedy

11 /30
- 1 2 = — :1 A
f(m,k) = f(10,20) 5 (10) 5737865

Priklad 5. Alenka dostava kazdy den od maminky pétikorunu. Nékdy si za ni koupi nanuka,
jindy si ji schovd. Tatinek ji nabdd4, aby si polovinu penéz Setfila na néco uZite¢ného. Alenka
se obcCas podiva do pokladnicky, a neni-li v ni asponi polovina dosud darovanych pétikorun,
zlobi se. Kolika zptisoby si mtize Alenka béhem prvnich 20 dnd kupovat nanuky, aby jich
snédla co nejvic a pritom se pfi kontrole pokladnicky nemusela nikdy zlobit? Vice nez
jeden nanuk denné ji maminka nedovoli.

Reseni. Chovani Alenky lze zagifrovat tfeba posloupnosti pismen A, P tak, Ze kazdy den,
kdy si Alenka nanuk koupi (resp. nekoupi) zapiSeme A (resp. P). Vyhovuji pravé ty
posloupnosti, ve kterych pred kazdym pismenem A je zapsdno vice pismen P neZ A.
Pocet zpisobt, kterymi si Alenka miiZze béhem prvnich 20 dnl kupovat nanuky tak, aby
jich snédla co nejvic, tedy 10, a pfitom se pii kontrole pokladni¢ky nemusela zlobit, je
podle feSeni piikladu 3

1 /20
10,10) = — = 16796.
£(10,10) 11(10) 6796

Priklad 6. DokaZte vzorec

(k+n—1)!

K1) @

K()(k,n) = P()(k,n — 1) =

Refeni. Kazdé k-prvkové kombinaci s opakovanim (M, i), kde u : M — Ny je zobrazent,
ve kterém hodnota pt(m) udava pocet vyskyti prvku m v dané kombinaci, sloZené z prvki
mnoziny M = {my,my,...,m,} piifadime posloupnost nul a devitek takto: nejdiive
zapiSeme u(mj) devitek, potom 1 nulu, potom w(m;) devitek, potom 1 nulu, atd., az
nakonec pt(m,) devitek (je-li u(m;) = 0 pro nékteré i, pak v piislusném kroku Zadnou
devitku nenapiSeme). Dostdvame uspofadanou v-tici z ¢islic 0 a 9, kde

v=p(m)+14+p(m)+ 1+ +pu(my_1)+ 14 p(my) =

= (u(my)+pu(m)+---+u(m,))+n—1=k+n—1.

Takto ziskdvdme ,Sifru* souboru (M, ), kterou je uspotddand (k+n — 1)-tice sloZend
z k devitek a (n— 1) nul. Z té je zjevné také mozné kazdy soubor (M, u) jednoznac¢né
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,.desifrovat®. Navic kazdd usporddand (k+n — 1)-tice sloZend z k devitek a (n — 1) nul je
ziejmé , Sifrou’ nékteré k-prvkové kombinace s opakovanim z prvki mnoZziny M. (Napii-
klad kombinaci [d,d,e,e,e| z prvkd mnoziny {d,e, f} odpovida sedmice (9,9,0,9,9,9,0);
sedmice (9,0,0,9,9,9,9) odpovida kombinaci [d, f, f, f, f].) Proto je hledany pocet Ko (k,n)
roven poctu vSech zminénych (k 4+ n — 1)-tic, tedy vSech pofadi s opakovanim ze souboru
k devitek a (n— 1) nul, kterych je Py(k,n — 1). Dostavame tak (4) a dikaz je hotov.

Priklad 7. Kolika zptisoby miZeme nechat nastoupit do dvojfadu 2v rizné vysokych osob
tak, aby v kazdé fad¢ staly sefazeny podle velikosti a ddle aby kazdy ¢lovék v prvni fad€ byl
vy$§i nez za nim stojici ¢lovék v druhé fadé? Dvojiad je sloZen ze dvou stejné pocetnych
fad.

Reseni. Ulohu Ize pievést na jiz vyfeseny piiklad 3. Osoby postavime do dvojfadu poZa-
dovanym zptsobem a poté jim rozdame pétikoruny nebo desetikoruny — kazdy clovék
z prvni fady obdrzi pétikorunu, kazdy ¢lovék ze druhé fady desetikorunu. Potom osoby
nechdme nastoupit podle velikosti do zdstupu; dostdvame frontu z v pétikorun a v deseti-
korun. Je snadné ukdzat, Ze tato fronta projde bez zdrZeni: uvazujme osobu, kterd stoji na
i-tém misté ve druhé fadé; 1 <i <v. Mezi majiteli desetikorun je pouze (i — 1) osob, které
jsou vyssi nez vybrany ¢lovék, ale majitelti pétikorun, ktefi jsou vys$si nez vybrany ¢lovék,
je asporti i — ¢lovék, ktery stoji pfed nim, a dalSich (i — 1) osob vys8ich neZz on. Dojde-li
ndmi vybrany ¢lovék k pokladné, bude v ni tedy aspon jedna pétikoruna a vraceni penéz
nebude problém.

Naopak, nechf je déana jista fronta v osob s pétikorunami a v osob s desetikorunami,
sestavend podle velikosti v§ech 2v osob, kterd projde u pokladny bez zastaveni. Vybereme
vSechny majitele pétikorun a sefadime je podle vysky do prvni fady, majitele desetikorun
pak ve stejném sméru rustu vysky sefadime do druhé fady. Takto vytvoieny dvojfad zjevné

splifuje podminky tlohy. Proto je dle feSeni pfikladu 3 pocet vSech ,,ndstupi* ;- (ZVV)

Priklad 8. Predpokladejme, Ze pokladni kina z piikladu 3 byla pfedvidava a pfipravila
si pfedem j pétikorun na vraceni. V kolika pfipadech projde bez zdrZeni fronta tvoirena
k majiteli pétikorun a m vlastniky desetikorun, kdyZ opét rozliSujeme pouze rozestaveni
minci?

Re§eni. Ozna¢me hledany pocet viech ,piiznivych® piipadd h(m,k,j). Pro m < j se
fronta nezastavi nikdy, protoZe pfedem pripravené pétikoruny budou vzdy stacit na vraceni
majitelim desetikorun. Proto v tomto piipadé h(m,k, j) = ("*). Naopak pro m > k+ j
ziejmé plati h(m,k, j) = 0.

Zbyva vysettit ptipad j < m < k4 j. Pritom lze predpokladat, Ze se j pfipravenych
pétikorun v pokladné objevilo, protoZe se na zacatek fronty postavilo j novych osob s pé-
tikorunami. Ulohu tedy mdZeme formulovat nisledovn&: urit podet viech rozestaveni
fronty o m+ k + j mincich, slozené z m desetikorun a k + j pétikorun, zaéinajici j pé-
tikorunami, ve které pro kazdé v = 1,2,...,m+k+ j je na prvnich v mistech nejméné
tolik pétikorun jako desetikorun. S uzitim postupu Sifrovani z feSeni pfikladu 3: urcit pocet
vSech (m+ k+ j)-Clennych posloupnosti z m jedni¢ek a k + j nul, které maji na prvnich j
mistech nuly a pro néz plati: pro kazdé p = 1,2,...,m+k+ j je na prvnich p mistech této
posloupnosti alespoii tolik nul jako jednicek.

Nejdfive spocitime prvky mnoziny A vSech ,,nepfiznivych* posloupnosti; stejné jako
v pfikladu 3 bude pro kazdou takovou posloupnost a = (ay,as, ... ,amik+j) € A existovat
nejmensi index r takovy, Ze se po r krocich fronta (poprvé) zastavi. Proto a, = 1 a mezi
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¢leny ay,ay,...,a,—1 této posloupnosti je stejny pocet nul i1 jednic¢ek. A tak odpovidajici
posloupnost

€= (1 —ai, 1 —az,..., 1 _ar71707a7+17"'7am+k+j) = (€1,€2,...,€m+k+j)
je tvofena (m — 1) jednickami a (k+ j+ 1) nulami, navic plati e; = ey =--- =¢; = 1.

Oznac¢me O mnoZinu vSech takovych posloupnosti e, snadno se ovéfi, Ze zkonstruované
zobrazeni a — e je bijekce. (Provérka je zaloZena na tom, Ze stejné jako v feSeni prikladu 3
se podle stavby dané posloupnosti e € O nejprve identifikuje index r dotycné posloupnosti
a € A.) Proto
. . m—+k
Al=10]=mm—1-jas e = "0E ),
m—j—1
V ptipadé€ j < m < k+ j tedy vychdzi

k k
Wk, j) = (m; ) - (m"j_ 1). (5)

Pochopitelné pro j = 0 je vzorec (5) ve shodé€ s vysledkem piikladu 3.

Priklad 9. Alenka z piikladu 5 ma sestru dvoj¢e Hanku, kterd od maminky také dostava
kazdy den pétikorunu. Hanka vSak neni tak mlsna, a proto si za poslednich 10 dnt nekoupila
7adny nanuk a vSechny pétikoruny uspofila. Ted si to chce vynahradit a v nasledujicich
30 dnech mlsat co nejvic. Kolika zpiisoby to miZe provést, pokud se stejné jako Alenka
nechce pri prubéznych kontrolach pokladnicky zlobit? I Hanka ma povolen nejvyse jeden
nanuk denng. '

Reseni. Uloha je zjevné ilustraci piikladu 8 s konkrétnimi &isly. V naSem piipadé j = 10,
m =k = 15. A proto dostdvame, Ze vSech zplisobu, jak mize Hanka v ndsledujicich 30
dnech mlsat co nejvic a pii kontrole pokladnic¢ky se nezlobit, je

30 30
h(15,15,10) = (15> - (11) = 100490220.

Priklad 10. V poledne byly vSechny schranky v automatické uschovné zavazadel obsazeny.
V prubéhu odpoledne si jednotlivé prislo g lidi vyzvednout a & lidi ulozit svoje zavazadlo.
Kolika zptisoby mohli prichdzet (bez ohledu na to, kdy jim jede vlak), aby nikdo nemusel
¢ekat na uvolnénou schranku?

Reseni. Pro h > g tiloha ziejm& Z4dné feSeni nema (minimalné jeden &lovék se Gekani
na volnou schranku nevyhne). Pro 7 < g je tloha obdobou pfikladu 3, avSak s jednim
dilezitym rozdilem. Zatimco v pfikladu 3 jsme jednotlivé osoby nerozliSovaly, v této iloze
je rozlisit musime. VSichni lidé, ktefi si prisli vyzvednout zavazadlo, se mohou za sebou
sefadit g! zptsoby, vSichni lidé, ktefi prisli, aby si zavazadlo ulozili, se mohou sefadit
h! zptsoby. VSech zptisobd, kterymi mohou osoby pfichazet, aniz by nékdo cekal na
uvolnénou schranku, je tedy

_g—h+1

W f(h,
g'h'f(h,g) P

(g+h)!.

'Vlastni piispévek autorky
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Priklad 11. Mezi 6 déti rozdélujeme 15 (stejnych) tenisovych micki. Kolika zpisoby je
muzZeme rozdélit? Kolika zptisoby je miZzeme rozdé€lit, uvazujeme-li pouze ,,spravedlivé;si‘
rozdéleni, pfi kterych kazdé dité dostane alesponi 1 micek?

Reseni. Zdiraznéme, %e viechny mitky povaZujeme za nerozliSitelné — za riiznd tedy
pokladame takova dvé rozdé€lenti, pfi nichZ nékteré dité dostane rtizné pocty micki. Kazdé
rozdéleni zaSifrujeme pomoci posloupnosti jednicek a nul tak, Ze napiSeme tolik jednicek,
kolik micki dostane 1. dité, odd€lime nulou, zapiSeme tolik jednicek, kolik mickii dostane 2.
dité atd. Takto vytvofime uspotfddanou 20-tici sloZzenou z 15 jednicek a 5 nul — takovychto
posloupnosti existuje pravé Py(15,5). VSech moznych rozdéleni micku je tedy (250).

Pro urceni poctu ,,spravedlivéjSich* rozdéleni (takovych, pfi nichz Zddné dité nevyjde
uplné naprazdno) vyuZzijeme ndsledujici obrat: nejdiive kazdému ditéti ddme jeden micek,
zbylych 9 miZeme rozdélit libovolng. Uvahou z prvni &sti tohoto piikladu uréime, Ze to
1ze provést Py(9,5) zpisoby. VSech moznych rozd€leni micki je tedy (154 )

Priklad 12. Kolika zptisoby mlizeme rozdélit 12 korunovych minci do 7 ocislovanych
obdlek tak, aby Zadna obélka neztistala prazdna?

Reseni. Zatneme tim, 7e do kazdé obélky vloZime 1 korunu, zbylych 5 miiZzeme rozdélit
libovolné. Stejnym postupem jako v prikladu 11 zjistime, Ze celkovy pocet rozdéleni minci
do obilek je Py(5,6) = (') = 462.

Priklad 13. Kolika zpiisoby si mohou 3 lidé rozdélit 7 stejnych hrusek a 5 stejnych jablek,
anizZ by ovoce kréjeli?

Reseni. Nejdiive uréime pocet viech rozd&leni hrusek mezi 3 lidi; stejn& jako v ptikladu 11
zjistime, Ze je jich Py(7,2) = (3). Podobng Ize jablka mezi tyto lidi rozd&lit Py(5,2) = (J)
zplisoby. Dle pravidla sou¢inu je mozné rozdélenf obou druhii ovoce provést (3) - () =756
zpusoby.

Priklad 14. V papirnictvi maji 12 riznych druhl pohlednic s motivem mésta Brna. Kolika
zplisoby miiZe turista provést nakup 8 pohlednic, které hodl4 odeslat na rizné adresy, takze
muze zakoupit i vice exempléit stejného druhu pohlednic?

Reseni. Kazdy vyhovujici nakup pohlednic ,,zaifrujeme® pomoci posloupnosti sedmicek
a nul takto: napiSeme tolik sedmicek, kolik je v ndkupu pohlednic 1. druhu, oddélime
nulou, napiSeme tolik sedmicek, kolik je v ném pohlednic 2. druhu, atd. Nakup tedy bude
,,k6dovan‘“ nékterou uspotrddanou 19-tici sloZzenou z 8 sedmicek a 11 nul. Takovychto

posloupnosti je
19
Py(8,11) = (8) = 75582,

coz je také pocet vSech moznych ndkupt brnénskych pohlednic.

Priklad 15. Nechf m,n € N. Urcete pocet vsech m-tic celych a zaroveii nezapornych Cisel
(a1,ay,...,ay) spliujicich rovnost a; +ap + -+ +ay = n.

Reseni. Predpoklidejme, 7e uspoiddand m-tice (a1,ay,...,ay) nezdpornych celych &isel
spliiuje danou rovnost. ZaSifrujme toto feSeni pomoci posloupnosti devitek a nul: nejdiive
napiseme a; devitek, oddélime nulou, napiSeme a; devitek, atd. Takto sestavend posloup-
nost bude obsahovat n devitek a (m — 1) nul. Zjevné kazdé feSeni je touto posloupnosti
uréeno a naopak kazda takova posloupnost odpovida nékterému feseni. VSech m-tic spliiu-

jicich danou rovnost je tedy Py(n,m—1) = ("J“’Z*l).
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Priklad 16. Necht m,n € N. Uréete poCet v8ech m-tic pfirozenych &isel (ay,az,...,anm)
spliyjicich rovnost a; +a + - - - +a,;, = n.

Reseni. Piirozend &isla ay,as, . .., an spliuji danou rovnost, pravé kdyZ celd nezdporna
Cislavi=a;—1(i=1,2,...,m) spliiuji rovnost

vitv+--+vpy=n—m.

Tim jsme tlohu prevedli na pfedchozi ptiklad: vyhovujici uspofddané m-tice existuji pouze
v ptipadé n —m > 0 a jejich poget je Py(n —m,m—1) = ("~}).

Priklad 17. Urcete pocet viech cest z bodu (0,0) do bodu (m, n) po horizontalnich a svislych
useCkach mezi body s celoc¢iselnymi soufadnicemi, jsou-li povolené pfesuny doprava nebo

nahoru.

(0,n) (m,n)

(0,0) (m,0)

Obrazek 1.1: Cesta z bodu (0,0) do bodu (m,n)

Reseni. Kazdou cestu miZzeme ,,zaSifrovat“ jako posloupnost z pismen D a A, kde pismeno
D koresponduje s krokem doprava a pismeno A s krokem nahoru. Cestu zndzornénou na
obrazku 1.1 Ize timto zpisobem zapsat jako

DDADDAADDADDAAADDA.

Zdaraznéme, Ze kazda vyslednd posloupnost pismen obsahuje pravé m kopii pismene D
a n kopif pismene A odpovidajicich celkovému posunu z bodu (0,0) o m krokt doprava a n
nahoru do cilového bodu (m,n). Zjevné také kazdé posloupnosti slozené z m kopii D a n
kopii A mzeme pritadit korespondujici cestu, touto posloupnosti ,,zasifrovanou*. Tim jsme
sestrojili bijekci mezi mnoZinou vSech cest z z bodu (0,0) do bodu (m,n) vyuzivajicich
pouze kroky nahoru a doprava a mnoZinou vSech posloupnosti sloZenych z m kopii D a
n kopii A. Takovych posloupnosti je Py(m,n) = (m;"), takze pravé tolik je 1 vyhovujicich
cest, jejichZ pocet jsme méli urcit.
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Priklad 18. Necht n € N. Urcete pocet vSech cest z bodu (0,0) do bodu (n,n) popsanych
v ptikladu 17 a spliiujicich navic podminku, Ze cesta neprojde Zddnym bodem nad spojnici
pocéte¢niho a koncového bodu.

(0,n) (n,n)

(0,0) (n,0)

Obrazek 1.2: Cesta pod spojnici krajnich boda

Reseni. V piikladu 17 jsme uréili, Ze po&et viech vyhovujicich cest z bodu (0,0) do bodu
(n,n) bez pfidané podminky, Ze cesta neprojde Zzadnym bodem nad spojnici poéate¢niho
a koncového bodu, je (2:) Nyni ur¢ime, kolik z téchto cest ptfidanou podminku nespliiuje:
nazvéme je ,,Spatnymi cestami*‘.

Predpoklddejme, Ze P je ,,Spatnd cesta®. Spojnici pocatecniho a koncového bodu tvofi
pifimka y = x. Dostane-li se cesta nad tuto spojnici, dostane se do oblasti y > x. CoZz
znamend, Ze v néjakém bod¢ protne pfimku y = x+ 1. Necht X je prvni bod cesty P, ktery
lezi na pfimce y = x + 1. Zobrazme ¢ast cesty P aZ do bodu X v osové soumérnosti podle
piimky y = x+ 1, zbylou &ést cesty P od bodu X do bodu (n,n) nechdme nezménénou.
Takto ziskdvdme novou cestu P’

Tvrdime, Ze jsme takto sestrojili bijekci mezi mnoZinou ,,Spatnych cest* a mnoZinou
cest z bodu (—1,1) do bodu (n,n) vyhovujicich zadani pfikladu 17. K tomuto zobrazeni
totiZ zkonstruujeme inverzni zobrazeni. Pro kazdou cestu Q z bodu (—1, 1) do bodu (n,n)
vyhovujici zadani piikladu 17 ozna¢ime jako X prvni bod cesty leZici na piimce y = x+ 1
(takovy bod X musi existovat, protoze tato piimka krajni body cesty Q odd€luje). Necht
P vznikne zobrazenim Casti cesty Q az do bodu X v osové soumérnosti podle pfimky
y =x+ 1 a zachovanim casti cesty Q od bodu X dél nezménéné. Ziejmé je P Spatnd cesta,
pozadované inverzni zobrazeni.

Pocet ,,§patnych cest” je tedy roven po¢tu cest z bodu (—1,1) do bodu (n,n) vyhovuji-
cich zadani prikladu 17. Takovych cest je podle vysledku ptikladu 17 pravé ( nzfl) . Hledany
pocet vSech ,,dobrych cest* je tedy

(2nn> - (n2+nl) B nj-l (2:)
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y=x+1
y = x y=x+1
(0,n) (n,n) (0,n) (n,n)
X X
p
P
(-1,1)
0,0) (n,0) (0,0) (n,0)

Obrézek 1.3: Cesty P a P’ z feSeni prikladu 18

Urceny pocet je Cislo, se kterym se v kombinatorice setkdvame Casto. Nazyva se n-té
Catalanovo ¢islo. Uplatnénim Catalanovych ¢isel v kombinatorice se zabyva samostatna
kapitola 3 této prace.

Priklad 19. Na kruZnici je dano n riiznych bodi, kde n > 4, jeden z nich je oznacen A.
Vsechny konvexni mnohouhelniky s vrcholy v danych bodech rozdélime na ty, které bod A
mezi svymi vrcholy maji, respektive nemaji. Kterych mnohouhelniki je vice a o kolik?
Reseni. Nejdiive sestrojime bijekci mezi mnoZinou mnohotihelnikd bez vrcholu A a mnoZi-
nou téch mnohouhelniki, které vrchol A obsahuji a maji alespoii 4 vrcholy. Kazdému vy-
hovujicimu k-tdhelniku (k > 4), ktery obsahuje vrchol A, pfifadime (k — 1)-dhelnik, ktery
vrchol A neobsahuje a jehoz vrcholy se shoduji se zbylymi vrcholy ptivodniho k-tihelnika
(viz obréazek 1.4 pro k = 5). JelikoZ k > 4, kazdému k-thelniku, ktery vrchol A obsahuje,
je takto jednoznaéné prifazen (k — 1)-dhelnik, ktery vrchol A neobsahuje. Kazdému [-
uhelniku, ktery vrchol A neobsahuje (I > 3 a zjevné [ < n, protoZe minimélné vrchol A je
,volny*), je zaroven jednozna¢éné pfifazen (/ + 1)-thelnik ,,obohaceny* o vrchol A. Mezi
obéma mnozinami jsme tak sestrojili bijekci. VSech konvexnich mnohouhelnikd, které
vrchol A obsahuji, je tedy vice: o trojuhelniky s vrcholem A, kterych je ziejmé (”5')
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Obrazek 1.4: Pétitihelnik s vrcholem A a Ctytihelnik bez néj



Kapitola 2
Priklady odjinud

Priklady v této kapitole jsou pievzaty z nejriznéjSich prevazné zahrani¢nich zdroja, z velké
¢asti dostupnych online (viz seznam pouZité literatury). Ptiklady byly usporadiany od
Priklad 1. Necht M = {1,2,....n}, N={P|PCMAn¢ PtaO={P|PCMAnecP}.
Ukazte, 7e [N| =0|.

Reseni. Uvazme nasledujici zobrazeni mezi mnoZinami N a O. Kazdé mnoZin& P € N
pfifadme takovou mnoZinu R € O, ktera obsahuje pravé vSechny prvky mnoZiny P a navic
prvek n. Obraz mnoZiny P v mnoziné O existuje vZdy a je jednoznacny. Stejné tak pro
kaZzdou mnoZinu R € O existuje jeji jediny vzor z mnoZiny N. UvaZované zobrazeni je tedy
bijekci mezi kone¢nymi mnozinami N a O, z ehoz okamzité vyplyvd, Ze |N| = |O)|.

Priklad 2. Urcete pocet cest z bodu O(0,0) do bodu P(8,5) po horizontdlnich a svislych
useCkach mezi body s celoc¢iselnymi soufadnicemi, jsou-li povolené pfesuny doprava nebo
nahoru a cesta musf projit body A(3,2) a C(6,3). ?

Obrazek 2.1: Priklad cesty mezi body O a P pfes body A a C

Reseni. Kazdou vyhovujici cestu rozd&lime na 3 nezavislé tseky: z bodu O do bodu A,
zbodu A do bodu C a z bodu C do bodu P. Cest z bodu O do bodu A je podle feSeni piikladu
17 z kapitoly 1 (3), cest z bodu A do bodu C je podle fesenf tého piikladu () a podobn&

!Chen Chuan-Chong, Koh Khee-Meng: Principles and techniques in combinatorics, str. 55
2Chen Chuan-Chong, Koh Khee-Meng: Principles and techniques in combinatorics, str. 53

_1l—-
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cest z bodu C do bodu P je (3) Vsech cest z bodu 0(0,0) do bodu P(8,5) spliiujicich
vSechny podminky je pak podle pravidla soucinu (g) (‘1‘) (g) = 240.

Priklad 3. UkaZte, Ze pocet rozkladu prirozeného ¢isla n na soucet nékolika prirozenych
Cisel (tfeba i jednoho) je roven poctu rozkladi ¢isla 2n na soucet n pfirozenych Cisel.
(Rozklady lisici se pouze pofadim s&itancli povaZzujeme za stejné.) °

Reseni. Mezi obéma mnoZinami sestrojime bijekci. Kazdému vyhovujicimu rozkladu
(ai,...,ay) ¢isla2n, kde ay > ap, > --- > a, > 1, pfitadime n-tici celych &isel (by,...,by,)
predpisem b; = a; —1,i=1,2,...,n. JelikoZ pro kazdé i je a; > 1, plati b; > 0. Dale plati:

ai2a5+1:>a,~—l2ai+1—1:>bi2b,-+1,

Zdiraznéme, Ze kazdy rozklad ¢isla n na k prirozenych ¢isel, kde k£ < n, miiZzeme snadno
doplnit na n-tici tak, Ze za k doty¢nych sé¢itanct zapsanych v nerostoucim poradi pfidame
n — k nul. Dostaneme tak n-tici (by,bs,...,b,) nezdpornych &isel pravé téch vlastnosti,
které jsme u vyse sestrojené n-tice odvodili.

Nyni ovéfime, Ze dané pfifazeni je skutecné bijekce. Kazdému rozkladu (by,...,b,),
kdeby > by > --- > b, > 0, Cislan (ktery jsme v piipadé potieby doplnili nulami) v souladu
s vySe uvedenym piedpisem pfifadime zpétné n-tici celych &isel (ay,...,a,) predpisem
ai=bi+1,i=1,2,...,n. Jelikoz pro kazdé i je b; > 0, plati a; > 1. Déle plati:

bi 2 biy1=bi+1=2bit1+1=a; > aiy,

aj+-+a,=by+--+b,+n="2n.

Mezi obéma mnoZinami tedy existuje bijekce, a tudiZ oba zkoumané pocty rozkladu se
rovnaji.

Priklad 4. Ukazte, Ze pocet rozkladl pfirozeného ¢isla n na soucet k prirozenych Cisel je
roven poctu takovych rozkladi ¢isla n na soucet nékolika prirozenych ¢isel, ze kterych je
nejvetsi s¢itanec roven Cislu k. (Rozklady, které se lisi pouze pofadim s¢itancti, povaZujeme
za stejné.)
Re§eni. Mezi obéma mnoZinami rozkladi sestrojime bijekci. Kazdy vyhovujici rozklad
(ay,...,ar) ¢isla n, kde a; > ap > --- > ap > 1, znazornime graficky pomoci k spolu
sousedicich sloupcti ¢tverec¢kl, vyndSenych od dané vodorovné piimky svisle doli. Do
prvniho sloupce zakreslime a; ¢tvereckd, do druhého sloupce a, ¢tvereckid a tak dale,
az do k-tého sloupce zakreslime a; Ctverecku. Celkovy pocet zakreslenych ctverecki je
ay + - -+ ay = n. Situaci pro rozklad (2,2,1, 1) &isla 6 ilustruje obrazek 2.2.

A nyni ur¢eme pocty ¢tverecki v jednotlivych fadcich. V nejvyssim fadku je jisté praveé
k ¢tvereCku a pocet Ctvereckl v nize polozeném fadku je zfejmé vZdy mensi, nejvyse roven
poctu ¢tvereckill v fadku nad nim. Tim jsme kazdému rozkladu ¢isla n délky k jednoznaéné
prifadili rozklad ¢isla n, kde nejvétsi s¢itanec je roven k, a naopak, kazdému rozkladu ¢isla
n s nejvétsim sc¢itancem rovnym k odpovida jediny rozklad ¢isla n délky k.

Mezi obéma mnozinami tedy existuje bijekce a pocet rozkladl pfirozeného Cisla n
délky k je skute¢n€ roven poctu téch rozkladii n, kde nejvétsi s¢itanec je roven k.

3M. Ol34k: Kombinatorické (ne)po&itani
4M. Ol34k: Kombinatorické (ne)pocitani
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2 + 2 +1 + 1

+

Obrazek 2.2: Tlustrace prikladu 4 pron =6

Priklad 5. Dokazte, ze pocet rozkladl prirozeného ¢isla n na soucet riznych pfirozenych
Cisel je roven poctu rozkladi téhoz ¢isla n na soucet lichych pfirozenych ¢isel (soucty lisici
se pouze pofadim s¢itanci povaZujeme za stejny rozklad).

Reseni. Zatnéme rozkladem &isla n na soudet riznych piirozenych &isel. Kazdy &len
rozkladu zapiSme jako v-2", kde v je liché Cislo, a poté ho rozloZzme na 2" ¢isel, z nichz
se kazdé rovnd v. Tak ziskdme rozklad n na soucet lichych cisel. Pro ilustraci zaénéme
rozkladem ¢isla 30 na (12,7,6,4,1) a postupné dostaneme

30=124746+4+1=3-224+7-243.214+1.22+1.20=

= (343434+3)+T+B+3)+(1+1+1+1)+1=
—T7434343+34+343+1+1+1+1+1.

M¢éjme naopak rozklad ¢isla n na soucet lichych ¢isel. Ozna¢me v libovolné zastoupené liché
¢islo a necht j je pocet jeho vyskytl v uvazovaném rozkladu. Podle zapisu ptirozeného Cisla
j ve dvojkové soustavé v rozvinutém tvaru plati j = 2/1 +2/2 ... 4+2j. kde ji, j2, ..., jr
jsou rizna celd nezdporna Cisla. Zaménime-li ve vychozim rozkladu soucet j stejnych
&isel v soudtem r &isel 2/1v,2/2y, ..., 2/ry téZe hodnoty a provedeme-li tuto zdménu pro

s M7

vSechna plivodné zastoupenad licha ¢isla v, dostaneme rozklad ¢isla n na soucet riznych

prirozenych Cisel, a to ziejmé prave ten, ktery postupem z prvni ¢asti feSeni piejde v rozklad

vvvvvv

to na rozkladu (7,3,3,3,3,3,3,1,1,1,1,1) ¢isla 30, ktery jsme ziskali v zavéru prvni Casti:
30=74+34+3+34+3+34+3+1+14+1+14+1=7-14+3-64+1-5=
=7-2943. 22420 +1- (22429 =7-2°43.22 4321 1224120 =
74+124+64+44+1=124+74+6+4+1.

Tak jsme skutecné dostali zpatky rozklad (12,7,6,4,1). Shrnéme, Ze jsme pomoci vysSe uve-
denych postupti mezi mnoZinou rozkladi n na soucet riznych piirozenych ¢isel a mnoZinou
rozkladl n na soucet lichych pfirozenych ¢isel sestrojili bijekci. A proto pocet rozkladt

>Yufei Zhao: Bijections
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pfirozeného ¢isla n na soucet riiznych pfirozenych Cisel je roven pocétu rozklada téhoz Cisla
n na soucet lichych pfirozenych Cisel.

Priklad 6. Ukazte, Ze pocet rozkladd prirozeného Cisla n na soucet k pfirozenych cisel
je roven podtu rozkladdi pfirozeného &isla n 4 (5) na soucet k riznych piirozenych &isel.
(Rozklady ligici se pouze pofadim s&itancli povaZzujeme za stejné.) ©

Reseni. Mezi obéma mnoZinami sestrojime bijekci. Kazdému vyhovujicimu rozkladu
(ai,...,ax), kde ay >ap > --- > a; > 1, Cisla n+ (’5) =n+ k(kT_l) prifadime k-tici ce-
lych &isel (by,. .., by) predpisem b; = a; —k+i,i = 1,2,... k. Celd &isla b; jsou pfirozend
a tvoii nerostouci posloupnost, coZ vyplyva z nasledujicich vztahd:

by = ay, bi—bji = (ai—k—l—i) — (aH_l —k+i+ 1) =aj—ajy1—1>0.
Ddle plati, ze

k(k—1) k(k—1
bi+--+br=a1+ - F+a—{(k—1)+(k=2)+---+1}=n+ (2 )_ (2 ):n.

Nyni ovéiime, Ze dané pfifazeni je skutecné bijekce. Kazdému rozkladu (by,...,by),
kde by > by, > --- > by, ¢isla n v souladu s vySe uvedenym piedpisem prifadime zpétné
k-tici celych &isel (ay,...,a;) predpisem a; = b;+k—i,i = 1,2,... k. Takto ziskana Cisla
a; jsou prirozend a tvoii klesajici posloupnost, coz vyplyva z nasledujicich vztaht:

ak:bk, a;,—daj+1 = (bi+k—i)—(bi+1+k—i—l) :bi—bi+]—|—1 Z 1.

Soucet Cisel ay + - -+ + ay je zfejmé n + @ Kazdému rozkladu ¢isla n + (é) na sou-
Cet k riznych prirozenych Cisel je tak jednoznacné prifazen rouklad ¢isla n na soucet k
pfirozenych &isel a naopak. Mezi obéma mnoZinami tedy existuje bijekce a pocet roz-
kladt pfirozeného Cisla n na soucet k prirozenych ¢isel je skutecné roven poctu rozkladi
pfirozeného &isla n+ (%) na soudet k riiznych pfirozenych &isel.

Kupftikladu pro n = 6,k = 3 dostavame rozklady (6,2,1),(5,3,1),(4,3,2) &sla9 na 3
rdznd pfirozena ¢isla a jim odpovidajici rozklady (4,1,1),(3,2,1),(2,2,2) ¢isla 6.
Priklad 7. Ukazte, Ze pocet riiznych trojihelnika s celoc¢iselnymi délkami stran a danym
obvodem 7 je roven poctu rozkladu ¢isla n — 3 na soucet nékolika ¢isel rovnych 2, 3 nebo
4. Napiiklad, pro obvod 9 existuji 3 takové trojihelniky, s délkami stran (3,3,3), (4,3,2),
(4,4,1). Odpovidajici rozklady ¢&isla 9 —3 = 6 jsou 3+3, 2+4 a 2+ 2+ 2. (Rozklady,
které se 1i§f pouze pofadim séitancli, povaZujeme za stejné.) ’

Reseni. Necht a > b > ¢ jsou délky stran jednoho z uvaZovanych trojihelnikti. Polozme

k=b—c, l=b+c—a—1, m=a—b.

JelikoZ plati a > b > ¢ a zéroven a < b+ ¢ (trojihelnikové nerovnost), celd Cisla k, [, m jsou
vSechna nezdpornd. Sectéme

2k+3l4+4m=2(b—c)+3(b+c—a—1)+4(a—b)=a+b+c—3.

®Richard P. Stanley: Bijective proof problems
Richard P. Stanley: Bijective proof problems
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Jelikoz a + b + ¢ = n, dostavame, ze 2k + 3] +4m = n — 3.
Naopak, je-li (k,I,m) uspofadand trojice nezapornych celych &isel, vySe uvedenou

v Vs

trojici rovnosti vyfesime vzhledem k nezndmym a, b, ¢ a dostaneme, Ze
a=k+14+2m+1, b=k+Il+m+1, c=l+m+1.

JelikoZ k, [, m jsou celd nezaporna ¢isla, jsou takto urcend Cisla a, b, c celd a ziejmé spliuji
nerovnosti
a>b>c>0, a<b+ec.

Cislaa > b > cjsou tedy délky stran jednoho z vyhovujicich trojihelnikd. Kazd4 uvaZovand
trojice (k,1,m) je popisem rozkladu ¢isla n — 3 na k dvojek, [ trojek a m Ctytek, které jsme
jednoznacné prifadili trojuhelnik se stranami a, b, ¢ a obvodem n. A naopak, kazdému
trojihelniku se stranami a, b, ¢ a obvodem n jsme jednoznaéné piitadili trojici (k,l,m).

Mezi obéma mnozinami tedy existuje bijekce a pocet riiznych trojihelniku s celocisel-
nymi délkami stran a obvodem 7 je skutecné roven poctu rozkladi ¢isla n — 3 na soucet
nékolika ¢isel rovnych 2, 3 nebo 4.

Priklad 8. Ozna¢me a, pocet téch slov délky n z pismen X a Y, kterd neobsahuji podslovo
XYXYX ani YXYXY. Podobné ozna¢me b,, pocet téch slov délky n z pismen X a Y, kterd
neobsahuji podslovo XXXXX ani YYYYY. Dokaite, Ze a, = b,. °
Reseni. Mezi obdma mnoZinami sestrojime bijekci. Kazdému slovu, které neobsahuje pod-
slovo XYXYX ani YXYXY, pfitadime slovo neobsahujici podslova XXXXX ani YYYYY
nasledovné: pismena na lichych pozicich opiSeme, pismena na sudych pozicich nahradime
(misto X napiSeme Y a misto Y napiSeme X). Kazdému slovu, které neobsahuje podslova
XYXYX ani YXYXY, tak jednoznacné pfifadime slovo neobsahujici podslova XX XXX
ani YYYYY (jedind podslova, kterd by se mohla zobrazit na zakdzand podslova XX XXX
aYYYYY,jsouXYXYX aYXYXY,tavSak Zddné ze zobrazovanych slov neobsahuje). A na-
opak, kazdému slovu neobsahujicimu podslova XXXXX a YYYYY je takto jednoznacné
pfifazeno slovo, které neobsahuje podslova XY XY X ani YXYXY.

Mezi obéma mnoZinami tedy existuje bijekce, a proto skute¢né a,, = b,,.
Priklad 9. Eliska nakreslila ¢tvercovou miizku n x n a do kazdého policka napsala pocet
vSech podtabulek (obdélnikovych i ¢tvercovych) v miizce, které obsahuji dané policko
(na obrazku 2.3 je situace pro n = 3). Ukazte, Ze soucet Cisel ve vSech polickach je roven
(')
Reseni. Pti feSeni tohoto prikladu budeme povaZzovat podtabulku zapoétenou do jednoho
polic¢ka a tutéZ podtabulku zapoc¢tenou do jiného policka za rizné. Celkovy pocet takto
rozliSenych podtabulek je pak roven zkoumanému souctu ¢isel ve vSech polickéch.

Kazdé podtabulce (se zdpoctovym polem) prifadime 2 trojice Cisel: jednu pro x-ové
a druhou pro y-ové soutfadnice zavedené na tabulce podle obrazku 2.4 a majici pro pole
tabulky hodnoty 1,2, ...,n (tak, aby ¢isla ve stejné trojici byla navzdjem riiznd). Nejme-
nsi z Cisel pro x-ové souradnice udava x-ovou soufadnici policka v levém dolnim rohu
podtabulky zmensSenou o 1; prostfedni z ¢isel odpovida x-ové soufadnici policka, kterému
jsme danou podtabulku zapocetli; nejvétsi ¢islo udava x-ovou soufadnici poli¢ka v pravém

$M. Ols4k: Kombinatorické (ne)poéitani
9M. Olsdk: Kombinatorické (ne)pocitani
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Obrazek 2.3: Pocty podtabulek pron =3

dolnim rohu podtabulky zvétSenou o 1. Analogicky vyznam ma trojice pro y-ovou sou-
fadnici. Pro mfiZzku 3 x 3 a jeji podtabulku 2 x 2 umisténou v levém hornim rohu miizky
a zapoctenou pro pole, které je v pravém hornim rohu podtabulky, jde v x-ové soufadnici
o trojici (0,2,3) a v y-ové soutadnici o (0,1,3).

v X

Obrazek 2.4: Trojice pro Zluty Ctverec a vyznacené pole

Kazdé podtabulce jsou takto jednozna¢né pfifazeny 2 trojice ruznych ¢&isel z (n+ 2)-
prvkové mnoziny {0, 1,2,...,n+ 1}. A naopak, kazdé dvojici takovych &iselnych trojic je

jednoznacné pfifazena podtabulka. Mezi obéma mnoZinami tedy existuje bijekce. Trojici

pro x-ové (respektive y-ové) souradnice miizeme vybrat (";“2) zpusoby (vybirame 3 navza-

jem riznd ¢isla z n + 2 moznych). VSech uvazovanych dvojic ¢iselnych trojic je tedy podle



Kapitola 2. Priklady odjinud 17

. .. 2
pravidla soucinu ("ng) .

PR < P vy . 2
Hledany soucet ¢isel ve vSech polickach mfizky n x n je roven ("ng) .

Priklad 10. UvaZujte rovnostranny trojihelnik o strané délky n, slozeny z ,,jednotkovych*
trojihelnikd, jak ukazuje obrazek 2.5 pro n = 5. Nechf r(n) uddva pocet cest z trojihelniku
v hornim vrcholu do prostfedniho trojihelniku ve spodni zédkladné takovych, Ze po sobé
jdouci trojihelniky v cesté sdileji jednu spolecnou stranu, cesta nikdy ,,nestoupa* (z nizsi
do vyssi fady trojuhelnikil) a kazdym trojihelnikem prochézi nejvyse jedenkrat. UrCete
hodnotu r(n) pro obecné pfirozené n a vy&islete pron = 5. ¥

Obrazek 2.5: Trojuhelnikovd mfizka a vyhovujici cesta

Reseni. Spodni zikladny jednotkovych trojihelnikéi v i-té fad& shora oznatime zleva
dopravacisly 1,2,...,i,atoprokazdéi=1,2,...,n— 1. Sestrojime bijekci mezi mnoZinou
vSech vyhovujicich cest a mnoZzinou vSech posloupnosti (ay,az,...,a,—1), kde 1 < a; <.
Zobrazeni sestrojime tak, aby se ¢islo a; rovnalo poradovému ¢islu zdkladny trojuhelnika,
ve kterém zobrazovana cesta opousti i-tou fadu a vstupuje do (i + 1)-té fady. Pro kazdou
vyhovujici cestu takovato posloupnost existuje; naopak podle kazdé takovéto posloupnosti
muZeme zrekonstruovat celou vyhovujici cestu (pohyb mezi trojihelniky v i-té fad¢ je prece
jednoznacné urcen dvojici Cisel a;_1, a;, a to pro kazdé i = 2,3,...,n). PoCet takovychto
posloupnosti je podle pravidla sou¢inu (n—1)!, tudiz r(n) = (n—1)! a r(5) = 4! =24.
Pro doplnéni, cesté z obrazku 2.5 odpovida ¢tvefice (1,1,1,3).

Priklad 11. Necht M = {1,2,...,n}, n € N. Ukazte, ze pocet r-prvkovych kombinaci
z prvkti mnoZiny M, které neobsahuji ani jednu dvojici po sobé jdoucich ¢isel, je roven

n—r+1
r Y

10peng Shi: The Art of Counting, Bijections, Double Counting
"1Chen Chuan-Chong, Koh Khee-Meng: Principles and techniques in combinatorics, str. 29 - 30

kdeO<r<n—r+1. "
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Reseni. Pro ilustraci nejdiive uvazujme M = {1,2,3,4,5,6,7}. VSechny 3-prvkové kom-
binace z prvki M, které neobsahuji ani jednu dvojici po sobé€ jdoucich ¢&isel, jsou:

{1,3,5}, {1,3,6}, {1,3,7}, {1,4,6}, {1,4,7},

(1,57}, {2,4,6}, {2,4,7}, {2,577}, {3,577}

Jejich pocet je 10a ("311) = 10.

Necht P je mnozina r-prvkovych kombinaci z prvkii mnoziny M, které neobsahuji
ani jednu dvojici po sobé jdoucich ¢isel, a Q je mnoZina r-prvkovych kombinaci z prvka
mnoziny S, kde

S={1,2,....n—(r—1)}.

Mezi mnozinami P a Q sestrojime bijekci.
Necht V = {vi,vp,v3,...,v,} € P. MliZeme pfedpokladat, Ze vi < vy < vz < -+ < v,.
Definujme
fWV)y={vi,va—1,v3=2,....v,— (r—1)}.

Vsimnéme si, Ze pokud v; a v;;| nejsou po sobé jdouci Cisla, pak vSechna Cisla zastou-
pend v f(V) jsou navzdjem ruznd. Tudiz f(V) € Q a f je zobrazeni z P do Q. Ziejmé f je
injekce.

Zbyvé ukdzat, Ze f je surjekce. Necht T = {t1,1,,13,...,t,} € Q. UvaZujme

V= {tl,t2+l,t3 +2,...,tr+(r—l)}.

Zitejmé V € P a podle definice f(V)=T.
Ukazali jsme, Ze f je bijekci mezi mnoZinami P a Q. Z toho vyplyvi, Ze

Pl = o] = (”‘r“)
'

Priklad 12. UvaZzujme vSechny polynomy s koeficienty 0,1,2 nebo 3. Kolik z téchto
polynomi spliiuje rovnost P(2) = n, kde n € N je dané &islo? 2

Reseni. Pro dané pevné n € N md kazdy vyhovujici polynom stupeii nejvyse k, kde k je
nejmensi neziporné celé &islo s vlastnosti 2! > n. Nagim tikolem je proto ukdizat, Ze
polet vyjadieni n = ;2% +a,_12¥"' 4 - 4 ag, kde a; € {0,1,2,3} pro kazdé i, je roven
poctu vyjadfeni n = 2x +y s celymi nezdpornymi Cisly x a y, kterd jsou nutné rovnéz
mensi nez 2871, takZe je uZitim dvojkové &iselné soustavy budeme jednoznaéné zapisovat
ve tvaru x = b2k + by 1281 pbgay = 2 4 o1 2K -+ 4-co, kde by, c; € {0,1}
pro kazdé i.

NasSeho cile dosdhneme, kdyZ sestrojime bijekci mezi mnoZinou vSech vyhovujicich
(k+ 1)-tic (a,ax_1,-..,a0) a mnoZinou tvofenou vSemi vyhovujicimi pary (k+ 1)-tic
(bk,br—1,-..,bo) a(cp,cr_1,--.,co). Zdiraznéme, Ze v kazdé ze 3 uvazovanych (k+ 1)-tic
miiZe byt nkolik prvnich &isel rovno nule; z nerovnosti 25+ > n > 2x tak plyne, Ze vzdy
platia, <1l ab,=0.

a dikaz je hotov.

12A Negut: Problems for the Mathematical Olympiads
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Protoze
=1k . k—1 .
2+y=2Y b2+ Y c2' = 2"+ Y (2bi+ )2,
i=0 i=0 i=0

potfebnou rovnost

k k—1
Z aizi = Ck2k + Z (2b,’ + Ci>2i
i=0 i=0
zajistime tak, Ze zvolime ay = ¢ (pfipomenme, Ze a; < 1)aprokazdéi=0,1,...,k — 1 po-
loZime a; = 2b; + ¢;. V§imnéme si, Ze posledni pfedpis je bijekci mezi mnozinou {0, 1,2,3}
vSech piipustnych hodnot a; a mnoZinou vSech piipustnych dvojic (b;,¢;), jeZ je tvofena
dvojicemi (0,0),(0,1),(1,0),(1,1). Tim je i sestrojeno poZadované zobrazeni a zdroven
prokazano, Ze se jednd o bijekci.

Dokazali jsme, Ze pocet polynomi s koeficienty 0,1,2 nebo 3 spliujicich P(2) = n je
skute¢né roven poctu vyjadieni ¢isla n ve tvaru 2x 4y (x ay jsou nezaporna cela ¢isla). Toto
posledni ¢islo Ize snadno spocitat. Nezdpornych celych x takovych, Ze 2x < n, je [5] + 1
a pro kazdé takovéto x existuje jediné nezdporné celé y takové, ze n = 2x+y.

TudiZ i vyhovujicich polynomi je pravé |5 | 4 1.

vV

Priklad 13. Trojihelnikovou miizku ziskdme tak, Ze rovnostranny trojihelnik o strané

rovnostrannych trojihelniki o stran€ délky 1. Urcete pocet rovno-
13

délky n rozdélime na n?

béznikli vymezenych tseckami miizky.

(NN
AVAVAVA
AVAVAVAVA
AVAVAVAVAVAY

NN

AVAVAVAVAVAVAVA

AVAVAVAVAVAVAVAVA

Obrézek 2.6: Trojihelnikova miizka

ReSeni. Vsimnéme si, Ze se v miiZce vyskytuji usecky tif riznych sméra, a tedy rovnobéz-
niky tif typa (jak ukazuje obrazek 2.7).

3yufei Zhao: Bijections
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Ze symetrie (dané neménnosti miizky pfi otoeni kolem jejtho stiedu o 120 stupiiil)
vyplyva, Ze rovnobéznikli kazdého typu je stejny pocet. Proto se nyni zaméfime na jeden
konkrétni typ rovnobéZnikili (bez Gjmy na obecnosti zvolme rovnobézniky, které nemaji
Zadnou horizontalni stranu).

Prodluzme trojihelnikovou miiZku o novou nejspodnéjsi fadu. Nyni je Sikovné vyjit
od nékterého z rovnobéznikli piivodni miizky. Vhodna protazeni stran takovéhoto rovno-
bézniku uréuji Ctyfi rizné priseciky s novou dolni hranou miizky, jak ukazuje obrazek
2.8.

Naopak, vyjdeme-li od libovolnych ¢ty riznych bodti nové dolni hrany mfizky, ,,Se-
desatistupnové* polopiimky z prvnich dvou bodi a ,,stodvacetistupiiové* polopiimky ze
zbylych dvou bodli ndm vymezi rovnobéznik v pivodni miiZce. Takto jsme sestrojili bi-
jekei mezi mnoZinou vSech rovnobéZzniki plivodni mfizky (s Zddnou horizontdln{ stranou)
a mnoZinou ¢tvefic riznych bodid z nové dolni hrany — a téch je pravé (”?:2). Kdyz zapoc-
teme vSechny tfi typy rovnobézniki, dostaneme, Ze celkovy pocet rovnobéznikd v ptivodni
mifzce je 3("1?).

Obrazek 2.7: Rizné orientace rovnobézniku

Priklad 14. Jako p/né budeme oznacovat ty n-tice pfirozenych Cisel, které pro kazdé celé
p > 2 maji tuto vlastnost: pokud se v n-tici vyskytuje ¢islo p, vyskytuje se v ni i ¢islo
p — 1, ptficemZ prvni vyskyt p — 1 nastane diive neZ posledni vyskyt ¢isla p. Kuptikladu
osmice (2,1,2,1,2,1,3,3) je plnd. Urlete pocet vSech plnych n-tic s danym &islem n.
Névod: Prifad’te kazdé plné n-tici jinou permutaci Cisel 1,2,...,n tak, Ze vySe uvedené
osmici pfifadite permutaci (6,4,2,5,3,1,8,7).!

ReSeni. Tvrdime, Ze pro dané n existuje n! plnych n-tic. Abychom toto tvrzeni dokézali,

14M. Ol34k: Kombinatorické (ne)po&itani
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Obrazek 2.8: Protazena miizka

sestrojime bijekci mezi mnozinou téchto plnych n-tic a mnoZinou vSech permutaci bez
opakovéni z prvkd mnoziny {1,2,...,n}.

Nechf (ay,...,a,) je plnd n-tice a nechf r = max(ay,...,a,). Kazdé pfirozené &islo
mensi nebo rovno r je v této n-tici zastoupeno. Nechf S; = {k | ay =i} pro 1 <i<r.
Vsechny mnoZiny S; jsou neprazdné a tvoii rozklad na mnoZziné {1,2,...,n}. Podminka,
Ze n-tice je plnd, znamend, Ze minS;_; < maxS; pro 2 < k < r. Nyni podle mnoZin
S; sestavime permutaci (by,...,b,) z prvkG mnoziny {1,2,...,n} néasledovné: nejdiive
zapiSeme v sestupném poradi prvky S, potom zapiSeme v sestupném potadi prvky S, a tak
dédle. Tim ziskdme zobrazeni, které kazdé plné n-tici jednoznacné pfifadi permutaci bez
opakovéni z prvkd mnoziny {1,2,...,n}.

UkaZme, Ze pfi tomto zobrazeni je kazdd permutace obrazem jediné plné n-tice.
Pro danou permutaci (by,...,b,), necht Sy = {b1,...,b, }, kde by > --- > by, < b, 41,
S2 = {bg,+1,---,b, }, kde by, 41 > -+ > by, < by, 1, atak ddle. PoloZme a; = i, kdykoliv
J € Si. Pak (ay,az,...,a,) je ztejmé plna n-tice.

Pro dané n tedy mezi mnozinou plnych n-tic a mnozinou vSech permutaci bez opakovani
z prvkd mnoziny {1,2,...,n} existuje bijekce. VSech plnych n-tic s danym &islem 7 je tudiz
skutecné n!, coz jsme chtéli dokdzat.

Priklad 15. Letecka spolec¢nost provozuje (obousmérné) spoje mezi nékterymi (neuspora-
danymi) dvojicemi z n mést (moZné je i neprovozovat zadny spoj ¢i vSechny). Mésta piitom
maji rdzné priority. Pokud navic existuje spoj mezi mésty A, B a mésto C ma vyssi prioritu
neZ B, tak musi existovat i1 spoj mezi mésty A, C. UkaZte, Ze poCet moznosti, jaké spoje
provozovat, je on—1 15

Reseni. Pro v&t3i nédzornost fe§me tlohu nejdfive pro konkrétni n = 10. Dand m&sta ozna-
¢ime Cisly 1,2,...,10 podle jejich rostouci priority. Spoj mezi mésty x a y, kde x < y,

ISM. Ols4k: Kombinatorické (ne)poéitani
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zapiSeme dvojici (x,y) a vSechny existujici spoje vyznacime Zlutymi ¢tverecky ve ,,scho-
disti*, jak znazornuje obrazek 2.9. Tam je priklad vyhovujiciho vybéru spojeni, kdy Zadny
spoj (1,y) neexistuje, spoj (2,y) existuje pouze pro y = 10 (takZe existuji i vS§echny spoje
(x,10), kde 2 < x <9, vyznacené v prvnim svislém sloupci nalevo). Déle spoj (3,y) exis-
tuje pouze proy = 10, spoj (4,y) existuje s nejmensim y = 9 (takZe existuji spoje (x,9), kde
4 < x <8, vyznacené ve druhém svislém sloupci). Spoj (5,y) méd nejmensi y = 8 (spoje
(5,8), (6,8) a(7,8) tvori teti sloupec). Zbyva dodat, Ze spoj (6,7) neexistuje (toto pole je
na obrdzku 2.9 vyznaceno kiizkem) a informace o vybranych spojich je tim tpln4.

10

*

9 9

3 (3,7) 3

®
1{1,10) ll

A 10 9 8 7 6 5 4 3 2

Obrazek 2.9: Piiklad vybéru spoju, s vyznacenymi ¢tverecky (1,10) a (3,7)

Obecné vzato, vyhovujici vybér spojeni je jednoznacné urcen posloupnosti nékolika
sousednich sloupct, vybarvenych ve ,,schodisti* odshora a od levého okraje doprava tak,
ze jejich délky zleva doprava tvoii nerostouci posloupnost, neboft pro kazdé vybarvené pole
musi byt obarvena nejen vSechna pole nad nim, ale i nalevo od néj. Cely vybarveny utvar je
pak ur€en ,,dolni hranici, kterd je na obrazku 2.9 vybarvena Cervené. Jde o cestu tvofenou
kroky ,,nahoru* a ,,doprava®, kterd spojuje roh oznaceny pismenem A s né¢kterym z bodl
oznacenych ¢isly 1,2,...,10. Na obrazku 2.10 jsou znazornény ,.extrémni* piipady, kdy
neni vybran zadny spoj, resp. jsou vybrany vSechny spoje. Je ziejmé, Ze naopak kazda
popsané cesta je popisem jediného vyhovujiciho vybéru spojeni. Sestrojili jsme tak bijekci
mezi mnoZzinou vyhovujicich zplsobii provozovani spojeni a mnoZinou cest z bodu A do
libovolného z bodii 1,2, ..., 10 kroky ,,nahoru* a ,,doprava“, které dale ozna¢ime N a D.

Zbyva urcit, kolik popsanych cest, které 1ze zachytit posloupnosti pismen N a D (pro
cestu z obrdzku 2.9 se jedna o posloupnost NDNNDNDNN), dohromady existuje. Zfejmé
pro pocty n, d pismen N a D v kazdé sestavené posloupnosti plati n+d = 9 a naopak kazda
9-¢lenna posloupnost z pismen N, D urcuje jedinou vyhovujici cestu. Proto je hledany
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10 10

Obrazek 2.10: ,,Extrémni* pripady: neni vybran Zadny spoj (vlevo), jsou vybrany vSechny
spoje (vpravo)

pocet viech cest (a tedy i moZnosti, jaké spoje lze provozovat mezi 10 mé&sty) roven 2°.
Pro obecné n je pak pocet moznosti, jaké spoje provozovat, roven 2"~ !, coz jsme chtéli
dokazat.

Piiklad 16. Pro libovolna piirozend &isla k < n dokaZte identitu Li-Zen-Su '©
K\ (n+2k— n+k\>
X\, % )7k ) 2
=0 \J
Reseni (Surdnyiiv ditkaz). Dand identita je zvlastni piipad (pro k = [) vztahu

Zk; K\ (I\ (n+k+1—i\ (n+k\ n+i @
=\i)\i k+1 &k 1)’
ve kterém budeme predpokladat, Ze k, [ a n jsou pfirozena ¢isla a k = min(k,/,n).

s v/

Necht ry,ra,...,r, jsou celd ¢isla. Definujme:

rilrp!l-r,!

! . .
(ntnttr)l e iy, >0prov=1,2,...,u,
P(r17r27"'7ru): ’ . .y PR ’ ’, ’ 2
0, je-li nékteré z Cisel r, zaporné.

Vynésobime-li rovnost (2) vyrazem

_ (k+0)!
Plk1) = kit
dostaneme rovnost
i (n+k+1—1)! (R (4D (k+1)!
S (k=) (=) (n—i)iti! nlnlk!l!

16Josef Kaucky: Kombinatorické identity, str. 176 - 179
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neboli
k

Y P(k—il—in—i,i,i)=P(k,[)P(l,n)P(n,k), (3)
i=0
kterou se budeme ddle zabyvat. Vzhledem k ptedpokladu k = min(k,l,n) je k —i > 0,
[—i>0,n—1i>0prokazdy index i z levé strany (3).
Predpoklddejme, Ze mame k pismen d, [ pismen e, n pismen f a utvorme:
(i) vSechny permutace ze vSech prvka d,e;
(i1) vSechny permutace ze vSech prvki e, f;
(iii) vSechny permutace ze vSech prvki f,d.
Pak na pravé strané rovnice (3) je pocet vSech trojic permutaci, z nichZ prvni je typu (i),
druhd typu (ii) a tfeti typu (iii).
Uved'me konkrétni piiklad, zvolme k = 2,/ = 3,n = 4. VSech trojic permutaci je

) () () -0

(Dedeed, (i)eeeffff, (il)ffddff “4)

a kupftikladu

je jedna z nich.

Vsimnéme si, Ze vSechny permutace v trojici nemohou zadinat stejnym prvkem: tymz
prvkem mohou zacinat dvé permutace, na zacatku vSech permutaci v trojici mohou byt
také riizné prvky. Zde jsou mozné dva piipady. Bud’ (i) za¢ina pismenem e, potom (ii) musi
zaCinat pismenem f a (iii) pismenem d. Nebo (i) za¢ind pismenem d, potom (iii) musi
zacinat pismenem f a (ii) pismenem e. Tato uspofdddni prvnich prvki oznac¢me:

g=(efd), h=(def).

Kazdé ze zminénych trojic permutaci nyni pfifadime jednu novou permutaci z prvka
d,e, f,g,h. ZaCinaji-li dvé permutace stejnym pismenem, pak v nich toto pismeno Skrt-
neme, ale napiSeme je zato jako prvni prvek v nové permutaci. Zacinaji-li vSechny per-
mutace riznymi prvky, pak je vSechny vynechame a na zacatek nové permutace ddme
pismeno g nebo & podle toho, kterou z téchto skupin tvori za¢dteéni prvky permutaci. Se
zbytky permutaci, které po této operaci zlstanou, nakladame tplné stejné¢ az do vyCerpani
vSech prvki vSech permutaci.

U trojice permutaci (4) tak postupn€ dostaneme (zkracované permutace piSeme v jed-
notlivych krocich do sloupcti)

edeed deed eed ed ed d

eeeffff eeffff effff fIff fff ff ff f
fradff frddff fddff fddff ddff dff ff f

a nova pfifazend permutace je
ehefgdff. (5)

Tak jsme trojici permutaci (4) pfifadili permutaci (5) z pismen d, e, f, g, h.
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UkaZme, Ze naopak permutaci (5) patii jen jedna trojice permutaci (1), (ii), (ii1): trojice
(4). Prvni prvek e v permutaci (5) miZe byt pouze v permutacich (i) a (ii); napiSme v nich
tedy na zaCétek e. Druhy prvek v této permutaci je &, coz je skupina prvki (def). NapiSme
tedy v (i) na druhé misto d, ve (ii) na druhé misto e a ve (iii) na zacatek f. To provedeme
se vSemi prvky (5) a dostaneme postupné po sloupcich trojice

e ed ede ede edee edeed edeed edeed

e ee eee ceef eeeff eeeff eeefff eeeffff
- f ff ffd ffdd ffddf ffddff

Prejdéme nyni od konkrétni situace k obecné a predpoklddejme, Ze nova permutace
ma i) prvka d, iy prvki e, i3 prvkl f, ig prvkl g a is prvki 4. Pokusme se této permutaci
prifadit nazpét trojici permutaci (i), (i1) a (ii1) a ptejme se nejdiive, kolik pismen d a kolik
e prijde do (1), kolik pismen e a kolik f pfijde do (i1) a kolik pismen f a kolik d prijde do
(iii).

Uvazime-li, Ze g znaci skupinu e fd a h skupinu def, prijde do
(1) i1 +i5 pismen d, iy + i pismen e,

(i) i 4 i5 pismen e, i3 +i4 pismen f,

(iii) i3 +i5 pismen f, i} 4+ i4 pismen d.

Ale v permutaci (i) je k pismen d a [ pismen e, v permutaci (ii) je [ pismen e a n pismen f
a v permutaci (iii) je n pismen f a k pismen d. Dostdvame tedy rovnice

k=i +is=i]+ig4,

[ =iy+is =i+,
n=i3+is=1i3+i4.
Z toho ptedné plyne iy = is5, coOZ znamend, Ze v nové permutaci je stejny pocet g a h.

Oznacme proto déle iy = i5 = 1.
Nova permutace tedy ma po fadé

i1:k—i,iQZZ—i,i3:n—i,i4:i,i5:i (6)

prvki d,e, f,g, h. Ztejm& i = 0,1,2,... min(k,l,n) = k.
Kupfikladu pro k =2,/ = 3,n =4 jsou

eeedd, ffffeee, ddffff
eeedd,eeeffff,ddffff

dvé trojice permutaci; u prvni je i = min(k,/,n) = 2, u druhé je i = 0.

Zavérem tedy miZeme Fici, Ze jsme kazdé trojici permutaci typt (i), (ii), (iii) jedno-
znaéné prifadili jednu permutaci z prvkl d, e, f, g, h. Toto pfifazeni je prosté zobrazeni,
jehoZ obor hodnot je tvofen vSemi permutacemi z prvki d,e, f,g,h, v nichZ tyto prvky
maji pocty vyskytd po fadé iy, iy,i3,i4,i5 z rovnosti (6) pro n¢které i =0, 1,... k. Trojic
permutaci je

P(k,1)P(l,n)P(n,k),
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pocet druhych permutaci je
k
Y Plk—il—in—i,ii)
i=0
a srovnanim podle pravidla bijekce vychazi
k
Y P(k—i,l—i,n—i,i i) = P(k,[)P(l,n)P(n,k),
i=0

coZ je rovnost (3), kterou jsme méli za ukol dokézat.



Kapitola 3

Catalanova cisla

V piikladu 18 kapitoly 1 jsme ur¢ili pocet vSech cest z bodu (0,0) do bodu (n,n) po ho-
rizontalnich a svislych useckach mezi body s celociselnymi soufadnicemi, s povolenymi
pfesuny doprava nebo nahoru a splilujicich navic podminku, Ze cesta neprojde Zddnym
bodem nad spojnici poc¢ate¢niho a koncového bodu. Na obrazku 3.1 jsou vyhovujici cesty
pro n = 3. Pocet t&chto cest je pro obecné n roven -t (>").

Posloupnost téchto ¢isel ma v kombinatorice $irsi vyznam (coz potrvrzuje i tato kapi-
tola). Cisla byla pojmenovéna po belgicko-francouzském matematikovi Eugénu Charlesi
Catalanovi (1814 - 1894). Kromé& kombinatoriky, kde se zabyval naptiklad po¢tem moz-
nych triangulaci konvexniho mnohothelnika (viz pfiklad 3.14), se tento matematik vénoval
také teorii Cisel (Catalanova véta) a za zminku rovnéz stoji jeho dlouholeta korespondence

s ruskym matematikem CebySevem.

(n,n) (n,n) (n,n) (n,n) (n,n)

(0,0 (0,0) (0,0) (0,0 (0,0)

Obrazek 3.1: Vyhovujici cesty pron =3

Definice. Pro kazdé n € Ny definujme n-té Catalanovo ¢islo C, predpisem

c, — 1 <2n)
n+1\n

Pro doplnéni uvadime nékolik prvnich hodnot, kterych Catalanova ¢isla nabyvaji.

n|0|1]2(3]4]35 6 7 8 9 10
Co | 1| 1]25]14]42 132|429 | 1430 | 4862 | 16796

Tato kapitola je sloZena z kombinatorickych uloh, jejichz vysledek je roven pravé Cata-
lanovu ¢islu. Piiklady byly pievzaty z nejriizné€jsich zahrani¢nich i ¢eskych zdroji (nékteré

//////

_27—
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Priklad 1. Ukazte, Ze n-t€ Catalanovo ¢islo uddva pocet ,,spravnych® potradi n levych
a n pravych zavorek, které vytvoii n part zavorek. !
Reseni. Pro ilustraci uvedme vSechna vyhovujici ,,zavorkova* potadi pro n = 3:

Sestrojime bijekci mezi mnozinou vS§ech vyhovujicich ,,zadvorkovych* poradi pro dané n
amnoZzinou vSech vyhovujicich cest z piikladu 18 z kapitoly 1. Pozadovanou bijekci ziejmé
ziskame, ptifadime-li kazdé levé zavorce jeden krok doprava a kazdé pravé zavorce jeden
krok nahoru. Podminka, Ze zavorky jsou v poradi umistény spravnég, piesné koresponduje
s podminkou, Ze cesta neprojde Zddnym bodem nad spojnici po¢ate¢niho a koncového bodu.
(V daném poradi n levych a n pravych zavorek pozndme, které zdvorky tvofi pary, tak,
Ze prochdzime poradi zleva doprava a k prvni dosud nesparované pravé zavorce priradime
nejblizsi zleva stojici dosud nesparovanou levou zavorku. Proto stejné jako v nevyhovujici
cesté nastava po urCitém poctu kroki situace, Ze pocet dosud ucinénych krokli nahoru
prevysuje pocet dosud uéinenych krokd doprava, tak v nevyhovujicim potadi zavorek po
vytvoreni ur¢itého poctu para zévorek prevysi pocet dosud sparovanych pravych zavorek
pocet dosud sparovanych levych zavorek.)

Tim jsme dokézali, Ze ,,spravnych® potadi n levych a n pravych zévorek je stejné jako
vyhovujicich cest z pfikladu 18 z kapitoly 1, tedy

1 2n _c
n+1\n/) 7

Pozndamka. Timto piikladem jsme v podstaté vyfteSili ulohu o spravném uzdvorkovani
soucinu n+ 1 Ciniteld x1x; - - - x4 1, ke které se jesté vratime pfi feSeni piikladu 14. Proto
uved'me vSechna vyhovujici uzavorkovani soucinu 4 ¢initeli pro n = 3:

(((x1x2)x3)x4), (21 (x2x3))x4), ((132) (x3x4)), (01 ((x2x3)x4) ), (x1 (22 (x3%4) )

Priklad 2. Ukazte, Ze pocet posloupnosti sloZzenych z n jedni¢ek a n minus jednicek (které
budeme v zdpisu znacit zkrdcené +, resp. —) takovych, Ze kazdy dil¢i soucet prvnich i
(i < 2n) ¢lend posloupnosti je nezaporny, je roven n-tému Catalanovu &islu. 2

Refeni. Pro ilustraci uvedme viechny vyhovujici posloupnosti pro n = 3:

tt+——— ++—+—— ++——+— F—t+—+— +—F+-——

Sestrojime bijekci mezi mnoZinou vSech vyhovujicich posloupnosti z n jednicek a n minus
jednic¢ek a vyhovujicich potadi n levych a n pravych zavorek z ptikladu 1. PoZadovanou
bijekci ziejmé ziskdme ndsledovné: kazdé jednicce pfifadime levou zavorku a kazdé minus
jednic¢ce pravou zavorku. Podminka, Ze zavorky jsou v poradi umistény spravné, piesné
koresponduje s podminkou, Ze Zadny dil¢i soucet prvnich i ¢lend posloupnosti neni zdporny.
(Stejné jako v nevyhovujicim potadi zavorek po vytvoreni urcitého poctu pard zévorek
prevysi pocet dosud sparovanych pravych zavorek pocet dosud sparovanych levych zavorek,

"Yufei Zhao: Bijections
ZRichard P. Stanley: Bijective proof problems
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tak v nevyhovujicich posloupnostech po umisténi urcitého poctu C&isel prevySuje pocet
minus jedni¢ek pocet jednicek, a proto piisluSny dil¢i soucet bude zdporny.)

Tim jsme dokdzali, Ze spravnych posloupnosti z n jednicek a n minus jednicek je stejné
jako vyhovujicich ,,zavorkovych* vyrazi z ptikladu 1, tedy C,.

Priklad 3. Eva se rozhodla, Ze si uplete $alu tvofenou n zelenymi a n Cervenymi stejné
Sirokymi prouzky. ProtoZe ma opravdu rdda zelenou barvu, $alu bude plést tak, aby pocet
zelenych prouzki (hotovych i rozpletenych) po celou dobu pleteni prevysoval, piipadné
se aspon rovnal poc¢tu Cervenych prouzki (hotovych i rozpletenych). Ukazte, Ze pocet $dl,
které takto miiZe pro dané n uplést, je roven n-tému Catalanovu &islu. 3

Refeni. Sestrojme bijekci mezi mnoZinou viech vyhovujicich posloupnosti z jednicek
aminus jednicek z pfikladu 2 a mnoZinou vSech vyhovujicich §l: kazdé jednicce pfifadime
zeleny prouzek a kazdé minus jednicce prouzZek cerveny. Podminka, Ze Zaddny dil¢i soucet
prvnich i ¢lenti posloupnosti jednic¢ek a minus jednicek neni zaporny, pfesné koresponduje
s podminkou, Ze pocet Cervenych prouzkli béhem pleteni nikdy nepfevysi pocet prouzki
zelenych (podminku sta¢i kontrolovat jen po dopleteni kazdého prouzku). Mezi obéma
mnoZinami tedy ziejmé existuje bijekce a pocet vyhovujicich §dl je tedy roven n-tému
Catalanovu cislu.

Na obrazku 3.2 jsou vSechny vyhovujici §aly pro n = 3. Eva §4lu plete zleva doprava.

Obrazek 3.2: Vyhovujici Saly pron =3

Priklad 4. Michal m4 za kol precist n francouzskych a n $panélskych knih. Protoze je mu
blizsi francouzstina, rozhodl se, Ze zacne knihou v ndro¢néjsi Spané€lstiné a v Cetbé bude
pokracovat tak, aby pocet Spanélskych knih (pfectenych i rozectenych) stale prevySoval,
nebo byl aspoi roven poctu knih francouzskych (pfectenych i rozectenych). Ukazte, Ze
pocet zplsobd, jak miZe Cetbu téchto 2n knih provést, je roven n-tému Catalanovu Cislu.
Poradi, v jakém bude ¢ist n francouzskych (respektive n Spanélskych) knih, je dané, protoze
na sebe jednotlivé knihy ve stejném jazyce navazuiji. *

Reseni. Sestrojime bijekci mezi mnoZinou vyhovujicich §4l z piikladu 3 a mnoZinou vyho-
vujicich pofadi knih: kazdé Spanélské knize pfifadime zeleny prouzek a kazdé francouzské
knize prouzek Cerveny. Podminka, Ze pocet francouzskych knih béhem cteni nikdy ne-

v

prevysi pocet knih Spanélskych, piesné koresponduje s podminkou, Ze pocet ¢ervenych

3Vlastn{ piispévek autorky
4Vlastni piispévek autorky
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prouzkii béhem pleteni nikdy nepievysi pocet prouzkil zelenych (podminku staci kontro-
lovat pouze po docteni kazdé knihy). Mezi obéma mnoZinami tedy ziejmé existuje bijekce
a pocet vyhovujicich potadi knih je tedy roven n-tému Catalanovu ¢islu.

Priklad 5. Ve tiidé 1.A je 32 zdkd. Ttida si ma zvolit svého pfedsedu. Na tuto funkci
jsou 2 kandidati, ktefi sami volit nemohou (voleb se tedy zicastni pravé 30 volica). Kolika
zpusoby mohlo probihat s¢itan{ hlast, jestlize na konec dostali oba kandidati stejny pocet
hlast, ale pfi pribéznych vysledcich (po kazdém secteném hlasu) prvni kandidét vzdy vedl,
pripadné mél stejné hlast jako jeho soupet? Dva postupy s¢itani hlasti povazujeme za rizné,
jen kdyz se po se¢teni nékterého poctu hlast vysledky obou postupti lisi. NerozliSujeme
tedy, kte¥{ zdci dali prib&zné seétené hlasy. >

Reseni. Sestrojime bijekci mezi mnoZinou spravnych zavorkovych poradi z piikladu 1
pro n = 15 a mnoZinou vyhovujicich priibéhii s¢itani hlasi. KaZdému hlasu pro prvniho
kandidata prifadime levou zdvorku, kazdému hlasu pro druhého kandidata pravou zavorku.
Podminka, Ze pocet hlast pro druhého kandidata béhem scitani nikdy nepfevysi pocet
hlast pro prvniho kandidata, presné koresponduje s podminkou, Ze jsou zavorky spravné
usporadany. Mezi obéma mnoZinami tedy ziejmé existuje bijekce a pocet vyhovujicich
prubéht s¢itani hlasi je tedy Cjs5 = 9694 845.

Priklad 6. Na kruznici je dano 2n bodu. Ukazte, Ze pocet n-tic tétiv, které je spojuji tak,
7e se navzdjem neprotinaji, je roven n-tému Catalanovu &slu. ©
Reseni. Na obrazku 3.3 jsou pro ilustraci vyhovujici n-tice t&tiv pro n = 3. Sestrojime
bijekci mezi ,,zdvorkovymi* vyrazy z ptikladu 1 a t€émito skupinami neprotinajicich se
tétiv. Kazdé n-tici tétiv pritadime n part zavorek nasledovné: pevné zvolime jeden z danych
2n bodu. JelikoZz v tomto bodé€ zacind prvni tétiva, prifadime mu levou zavorku. Potom
postupujeme tieba po sméru chodu hodinovych ruci¢ek. Bodu, ve kterém zacind nova
tétiva, prifadime levou zdvorku. Bodu, ve kterém kondi tétiva, jejimz zacatkem jsme uz
prosli diive, pfifadime pravou zdvorku. Kazdé n-tici tétiv je tak jednoznacné pfifazeno
jedno uspofani n pari zdvorek a naopak. Mezi obéma mnoZinami tedy existuje bijekce
a pocet n-tic navzdjem se neprotinajicich tétiv, které spojuji 2n danych bodu leZicich na
kruznici, je skutecné roven n-tému Catalanovu ¢islu C,.

Pro doplnéni, tétivdm z obrazku 3.3 (vyjdeme-li z bodu tplné vlevo dole, levé zavorky
opét znaci pismeno L, pravé P) prislusi nasledujici zavorkova poradi: LLPLPP, LLPPLP
(horni fada zleva doprava); LLLPPP, LPLPLP, LPLLPP (dolni fada zleva doprava).

Priklad 7. Ukazte, Ze pocCet neprotinajicich se spojeni 2n bodd do n dvojic (viz obrazek
3.4) je roven n-tému Catalanovu &islu.

Reseni. Sestrojime bijekci mezi ,,zavorkovymi* vyrazy z piikladu 1 a uvaZzovanymi nepro-
tinajicimi se spojenimi 2n bodl. Kazdému spojeni 2n bodu prifadime ,,spravné“ potradi n
levych a n pravych zéavorek nasledovné: vyjdeme od bodu tplné vlevo. JelikoZ v tomto
bod¢ zacina prvni spojeni bodu, prifadime mu levou zavorku. Potom postupujeme doprava.
Bodu, ve kterém zacind nové spojeni, pfifadime levou zavorku. Bodu, ve kterém nékteré
spojeni konci, pfifadime pravou zavorku. Kazdému spojeni 2n bodi je tak jednoznacné
pfifazeno jedno spravné poradi n levych a n pravych zavorek a zfejmé i naopak. Mezi

>Vlastni piispévek autorky
®Richard P. Stanley: Bijective proof problems
Richard P. Stanley: Bijective proof problems
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M
E=AANN

Obrazek 3.3: Vyhovujici skupiny tétiv pro n =3

obéma mnozinami tedy existuje bijekce a poCet navzdjem se neprotinajicich spojeni 2n
bodi je skute¢né roven n-tému Catalanovu Cislu.

Pro doplnéni, spojenim bodl z obrazku 3.4 odpovidaji nasledujici poradi zavorek
(Ievou zdvorku znaci pismeno L, pravou P): LPLPLP, LPLLPP (horni fada zleva doprava);
LLLPPP, LLPLPP (prostredni fada zleva doprava); LLPLPP (nejspodné&;j$i fada).

Priklad 8. Ukazte, Ze n-té Catalanovo ¢islo udava pocet vSech téch posloupnosti ay, as, . . .,
ay slozenych z celych ¢isel g, kde 1 < a1 < ap < --- < ay, aptitom a; < i pro kazdé
i=1,2,...,n. Naptiklad pro n = 3 jsou vyhovujici posloupnosti 111, 112, 113, 122, 123. %
Refeni. Sestrojime bijekci mezi mnoZinou viech vyhovujicich posloupnosti dané délky
n a mnoZzinou vSech vyhovujicich cest z prikladu 18 z kapitoly 1. Kazdé cesté ptifradime
posloupnost (aj,as,...,a,) nasledovné: a; = 1 + (pocet jednotkovych ¢tverci mezi pifm-
kami x =i— 1 ax =i, zdola ohraniceny pfimkou y = 0 a shora ohrani¢eny danou cestou).
Pokud by pro nékteré i = 1,2,...,n— 1 platilo a; > a;1, cesta by musela obsahovat krok
o0 jedno misto dolli, coZ u uvazovanych cest neni mozné. Proto a¢; < a;11,i=1,2,...,n—1.
JelikoZ cesta nikdy neprochdzi nad pfimkou x =y, pocet jednotkovych ¢tverct v oblasti
mezi piimkamix =i— 1 ax=1ijenejvySei— 1 prokazdé i=1,2,...,n. Proto plati ¢; < i,
a; = 1 a sestavend posloupnost (ay,...,a,) ma vSechny potiebné vlastnosti.

Nyni ovéiime, Ze dané pfitazeni je bijekce. Kazda posloupnost (ay,...,a,), jeZ spliiuje
podminky 1 < a1 < ap < -+ < a, aa; <iprokazdé i, je obrazem jediné vyhovujici
cesty, kterou Ize jednoznacné zrekonstruovat nasledovng. Cislo a; uréuje i-ty krok doprava,
ktery jde z bodu (i — 1,a; — 1) do bodu (i,a; — 1). Zbylé kroky nahoru uz ze znalosti vSech
kroki doprava jednoznacné doplnime — budou leZet na pravé téch pifimkach x = i, pro néz
aij+1 > aj, a pujde o a;;1 — a; krokil nahoru (pfitom klademe a,, 1| = n+ 1). Takto urend
cesta ma vSechny poZadované vlastnosti.

8Richard P. Stanley: Bijective proof problems
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Obrazek 3.4: Vyhovujici spojeni bodt pro n =3

Mezi obéma mnoZinami tedy existuje bijekce a pocet danych n-¢lennych posloupnosti
je skute¢né roven n-tému Catalanovu Cislu C,,.

Priklad 9. Ukazte, Ze n-té Catalanovo Cislo udava pocet posloupnosti by,b, ..., b, sloZe-
nych z celych ¢&isel b;, kde by =0a 0 < by < bj+1prokazdé i =1,2,....,.n—1.
Napiiklad pro n = 3 jsou vyhovujici posloupnosti 000, 001, 010, 011, 012. °

Reseni. Sestrojime bijekci mezi vyhovujicimi posloupnostmi z piikladu 8 a vyhovujicimi
posloupnostmi z tohoto piikladu. Kazdé vyhovujici posloupnosti (ay,...,a,) z ptikladu 8,
kdel < a1 < ap < -+ < ay, aptitom g; <i pro kazdé i = 1,2,...,n, pfitadime
posloupnost celych &isel (b ..., b,) ptedpisem b; =i—a;, i =1,...,n. Jelikoz a; = 1, plati
by = 0. Jelikoz a; 1 < i+ 1, plati b;y; > 0 pro kazdé i = 1,2,...,n— 1. Déle pro kazdé
takové i plati, ze

nebof a; 1 > a;. Z bj — bjy1 > —1 uz mame b;;; < b; + 1, a tak sestavend posloupnost

(b1,...,b,) ma viechny potfebné vlastnosti.

Nyni ovéiime, Ze dané pfifazeni je bijekce. Kazdé vyhovujici posloupnosti (b1, .. .,by),
kdeb; =0a0 < bjy; < bj+1prokazdéi=1,2,...,n—1, v souladu s vySe uvedenym
piedpisem pfifadime zpétné posloupnost celych &isel (ay,...,a,) piedpisem a; =i — b;,

i=1,...,n. Jelikoz b; > 0, plati @; < iprokazdéi=1,2,...,n— 1. Jelikoz by = 0, mame
a; =1 > 1. Déle pro kazdé takové i plati, Ze

aiy1 —a; = <i+1—bi+1)—(i—bi> =1+b;j—bi11 20,

nebotb; | < b;+ 1, atak sestavend posloupnost (ay, . . . ,a,) ma viechny potfebné vlastnosti.
Mezi obéma mnozinami tedy existuje bijekce, a proto pocet posloupnosti (by,...,b,)
je podle vysledku pfikladu 8 skute¢né roven n-tému Catalanovu Cislu.

“Richard P. Stanley: Bijective proof problems
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Priklad 10. UkaZte, Ze n-té Catalanovo &islo uddva pocet (n — 1)-Elennych posloupnosti
slozenych z celych ¢isel neptevysujicich ¢islo 1, u kterych je kazdy soucet prvnich k ¢lent
(1 <k <n—1)nezéporny. '/

Reseni. Napiiklad pro n = 3 vyhovuje pét dvojélennych posloupnosti:

0,0 0,1 1,0 1,1 1,-1

Sestrojime bijekci mezi vyhovujicimi posloupnostmi z pfikladu 9 a vyhovujicimi posloup-
nostmi z tohoto piikladu. Kazdé vyhovujici posloupnosti (b1,...,b,) z piikladu 9, kde
by =0a0 < bjy; < bi+1prokazdéi=1,2,...,n— 1, ptfitadime posloupnost celych
Cisel (cy,...,cy—1) predpisem ¢; = bj 1 —b;, i = 1,...,n— 1. JelikoZ b;1; < b;+ 1, pro
kazdé i plati ¢; < 1. Pro soucet prvnich k ¢lent posloupnosti (cy,...c,—1) mdme

cit+ o tea=by—bi+bs—by+--+bg—bi_1+bir1 —br=bgy1 —b1 <0,

nebof by =0 a by > 0 pro kazdé k =1,2,...,n— 1. Posloupnost (cy,...,c,—1) tak ma
vSechny potfebné vlastnosti ze zadéni.

Nyni ovéfime, zZe dané prifazeni je skutecné bijekce. Kazdé vyhovujici posloupnosti
(c1,...,cn—1) v souladu s vySe uvedenym piedpisem prifadime zp&tné posloupnost celych
Cisel (by,...,by,) predpisem by =0, bjy1 =bi+ci,i=1,...,n—1.Diky pfedpokladu ¢; < 1
mame b;1; < bj+1prokazdéi=1,...,n— 1. JelikoZ kazdy dil¢i soucet ¢y +---+ ¢ je
dle podminky nezéporny, plati

byy1=b1+c1+---+cx>b1 >0.

Mezi obéma mnoZinami tedy existuje bijekce, a proto pocet danych posloupnosti je
skute¢né roven n-tému Catalanovu ¢islu.

Priklad 11. Ukazte, Ze n-té€ Catalanovo ¢islo udava pocet n-Clennych posloupnosti sloZe-
nych z celych &isel vétsich nez —2, u kterych je kazdy soucet prvnich & ¢lend (1 < k < n)
neziporny a navic soucet viech 7 ¢lenti je roven nule. '

Reseni. Napiiklad pro n = 3 jsou vyhovujici nésledujici posloupnosti:

0,0,0 0,1,—1 1,0,—1 1,—-1,0 2,—1,—1

Sestrojime bijekci mezi posloupnostmi plus a minus jednicek z prikladu 2 a vyhovujicimi
posloupnostmi z tohoto piikladu. Kazdé vyhovujici posloupnosti (a,as,...,a,) z tohoto
ptikladu, pro kterou tedy plati ay < —1 aa;+ax+---+a; <0 pro kazdé k=1,...,n,
navic a; + - - - +a, = 0, pritadime posloupnost sestavenou z ¢isel +1 a —1 takto:

Lo =111, =1, 1, 1, — 1
—— ——
ay+1 ar+1 ap+1

Vytvorena posloupnost ziejmé obsahuje pravé n ¢isel —1; pocet ¢isel +1 uréime sectenim:

(a+1D)+(a+1)++(ap+1)=(a1+ar+--+a) +n=0+n=n,

10Richard P. Stanley: Bijective proof problems
Richard P. Stanley: Bijective proof problems
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takZe posloupnost rovnéz obsahuje pravé n Cisel +1. JelikoZ pro kazdé k je a > —1, je
ar+1 >0 (v ptipadé, kdy a; + 1 = 0, nésleduje po pfedchozim ¢isle —1 dalsi ¢islo —1).
ProtoZe zadny soucet nékolika prvnich ¢lent v plivodni posloupnosti neni zdporny, je
a; > 0, takZze a; + 1 > 0 a zobrazovana posloupnost za¢ind minimalné jednim c¢islem +1.
Zbyva ovéfit, Ze zadny soucet nékolika prvnich ¢lentt v nové posloupnosti neni zaporny
(tedy Ze pocet plus jednicek je vZdy vétsi nebo roven poctu minus jednicek). To ziejmé
bude platit, kdyZ to ovéfime pro soucty koncici ¢islem (—1): uvazme situaci po umisténi
k ¢isel —1. Prokazdé k =1,...,n mame:

(a+1)—=14+-+(@g+1)—1=(a1++a)+k—k=a;+---+a >0.

KaZzdé posloupnosti jsme tedy jednoznacné prifadili sprdvnou posloupnost n plus jednicek
a n minus jednicek z prikladu 2.

Nyni ovéfime, ze dané prifazeni je skutecné bijekce. Kazdé vyhovujici posloupnosti
slozené z n plus jednicek a n minus jednicek v souladu s vySe uvedenou konstrukci zpétné
pfifadime n-tici &isel (ay,...,a,) takto: uréime pocet plus jedni¢ek ptred prvni minus
jednic¢kou a zmenSime ho o jedna — tak ziskdme ¢islo a; (kazda vyhovujici posloupnost
za¢ind minimdlné jednou plus jednickou, takZe a; > 0). Potom uré¢ime pocet plus jednicek
mezi prvni a druhou minus jedni¢kou a zmensSime ho o jedna — tak ziskdme ¢islo a;. Takto
postupujeme déle, aZ nakonec urc¢ime pocet plus jednicek mezi predposledni a posledni
minus jedni¢kou a zmenSime ho o jedna — tak ziskame ¢islo a,,. JelikoZ pocet plus jednicek
mezi dvéma minus jednickami je vZdy nezdporny, plati a; > —1,i =2,3,...,n. Vychozi
posloupnost obsahovala pravé n plus jednicek; od tohoto poctu jsme odecetli v kazdém
zciselay,...,a, jednu jednicku, proto zfejmé plati a; + - - - +a,, = 0. Zbyva ovéfit, ze kazdy
soucet n€kolika prvnich ¢lend je nezaporny. JelikoZ pocet plus jednicek v kazdém zacatku
vychozi posloupnosti vZdy prevySuje, nebo je roven poctu minus jednicek, pfed k-tou
minus jedni¢kou je umisténo minimalné k plus jednicek. A proto pro kazdé k =1,2,...,n
plati:

a1+--+a,>k—k=0.

Posloupnost (ay,...,a,) tak mé vSechny potiebné vlastnosti ze zadéni.
Mezi obéma mnoZinami tedy existuje bijekce, a proto pocet danych posloupnosti je
skute¢né roven n-tému Catalanovu ¢islu.

Priklad 12. Ukazte, ze n-té Catalanovo ¢islo je rovno poc¢tu nahrdelnikii s n bilymian + 1
cernymi korélky, pficemZ nédhrdelniky lisici se pouze oto¢enim (nikoli pfeklopenim) po-
vaZujeme za nerozlisitelné. 1>
Reseni. Na obrazku 3.5 jsou vyhovujici nahrdelniky pro n = 3. Na kazdém nahrdelniku je
pfitom Sipkou urcen jisty ¢erny kordlek, ktery pro nase feSeni bude mit rozhodujici vyznam
a jehoZ vlastnost nyni popiSeme.

Na libovolném popsaném nahrdelniku oznac¢me jeden bily kordlek ko a vSechny dalsi

od ky ve sméru chodu hodinovych ruci¢ek oznacme ki,...,ky,. UkdZeme, Ze existuje
jediné j € {l1,...,2n} s ndsledujici vlastnosti: korélek k; je Cerny a posloupnost koralki
kiv1,kjy2,...,kon,ko, ... ,kj—1 (znichZje n Cernych a n bilych) mé v kazdém tseku n€kolika

svych prvnich ¢lenii aspoti tolik ¢ernych kordlki jako bilych. Takovy kordlek k; vyjde pro
libovolnou volbu bilého koralku ko na daném ndhrdelniku zfejmé jeden a tyZ (pfi zvoleném

I2M. Ol34k: Kombinatorické (ne)po&itani
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/ / /
Obrazek 3.5: Klicovy kordlek k; u ndhrdelnikii pro n =3

sméru prochdzeni koralkt). To spolu s vysledkem piikladu 2 bude znamenat, Ze pro dané n
je pocet riznych ndhrdelnikl skute¢né roven n-tému Catalanovu ¢islu C,.
Abychom dokdzali existenci a jedinecnost koralku k;, zaved'me Cisla

_J I, jelik; Cerny korilek,
YT\ 1, je-li k; bily kordlek

proi=0,1,2,...,2n. Ddle uvaZzujme soucty
so=x0=-—1, si=x0+x1, ..., Sy=x0+ - -+x03=1.

S pomoci téchto souctli vyjadifme zkoumanou vlastnost posloupnosti kj1,kj12,...,kop,
ko,...,kj—1 (shledanymindexem j € {1,...,2n}). Rozli§ime dva typy tseki jejich prvnich
nékolika ¢lenti. Prvnim typem bude dsek

kjiv1,kjro,.- -k
pro libovolné r € {j+1,j+2,...,2n}. Rozdil mezi poéty Eernych a bilych koralku (ode-

Citanych v tomto pofadi) v takovém tseku je zfejme roven s, — s;, coZ ma byt nezdporné
¢islo. Dostavame tak pro useky prvniho typu celkové podminku

sj <min{s,: j+1<r<2n}

(v pripadé, kdy j = 2n, Zadny usek prvniho typu neexistuje). Pro (delsi) tseky druhého
typu, které maji tvar
kj+1,kj+2,...,kzn,ko,kl,...,kr
pro libovolné r € {0,1,...,j— 1}, md analogicky rozdil mezi poéty Cernych a bilych
korélkd hodnotu
(Son—s8j)+s,=1=5j+5, =5 —5;1,
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piitom jsme vyuZili toho, Ze 55, = 1 a Ze koralek k; ma byt Cerny,atak j > las;=s; 1+ 1.
Proto celkovou podminku pro tseky druhého typu vyjddiime nerovnosti

sji—1 <min{s,:0<r<j—1}.

Rovnost s; = s;_1 + 1 navic umoziiuje pifepsat podminku pro useky prvniho typu do
ekvivalentni podoby
sj—1 <min{s,: j+1<r<2n}.

Vidime tak, Ze vyhovujici index j — 1 z mnoziny {0, 1,...,2n— 1} je jednozna¢né uréen
takto: podtrhneme-li v posloupnosti

so=—1, s1, s2, ...y S2u-1, S2u=1

vSechny jeji minimalni ¢leny, bude j — 1 nejvétsim z indexd podtrZzenych ¢lenti (v disledku
CehoZ bude x; = 1, tj. koralek k; bude Cerny).

Existence a jednoznacnost korélku k; je tak dokdzdna a pocet riiznych ndhrdelniki je
pro dané n opravdu roven n-tému Catalanovu ¢islu C,,.

Priklad 13. Dyckovou n-cestou rozumime cestu o 2n krocich zprava doleva, kterd zacina
ve vySce 0, v kazdé etapé zvysi vysku o 1 krokem Sikmo nahoru, nebo snizi vysku o 1 kro-
kem Sikmo dolii, kondéi ve vysce 0 a nikdy nejde do zaporné vysky. Vrcholy Dyckovy cesty
nazveme krajni body vsech krokd, které ji tvoii. Kopeckem v Dyckové n-cesté rozumime
vrchol ve vySce 1, jehoZ oba sousedni vrcholy lezi ve vySce 0. Vysvétlete, Ze pocet vech
Dyckovych n-cest je stejné jako pocet vSech kopeckili v nich obsazenych roven n-tému

Catalanovu &slu. 2

Obrazek 3.6: Dyckovy n-cesty a kopecky pro n =3

Reseni. Nejdiive sestrojime bijekci mezi mnoZinou Dyckovych n-cest (kazdé takové cesta
zfejmé obsahuje pravé n krokl Sikmo nahoru a pravé n kroki Sikmo dold, jinak by ne-
mohla skoncit ve vySce 0, ve které také zacind) a mnoZinou posloupnosti jedni¢ek a minus
jednicek z prikladu 2. PoZzadovanou bijekci ziejmé ziskdme nésledovné: kazdé jednicce
prifadime krok Sikmo nahoru a kazdé minus jednic¢ce krok Sikmo doli. Podminka, Ze Zadny
dil¢i soucet prvnich i ¢lenti posloupnosti neni zdporny, piesné koresponduje s podminkou,
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ze Dyckova cesta nikdy nejde do zdporné vysky. (Stejné jako v nevyhovujicich posloup-
nostech po umisténi urcitého poctu &isel prevySuje pocet minus jednicek pocet jednicek,
tak v nevyhovujicich cestach po urcitém poctu krokl pocet krokti Sikmo dolil pfevysi pocet
kroki Sikmo nahoru, a proto se cesta dostane do zaporné vysky.) Mezi obéma mnoZinami
tedy existuje bijekce a pocet Dyckovych n-cest je skutecné roven n-tému Catalanovu Cislu.

Nyni sestrojime bijekci mezi mnozinou vSech kopeckt v Dyckovych n-cestich s da-
nym n a mezi mnozinou vSech vyhovujicich posloupnosti z jednicek a minus jednic¢ek
z prikladu 2. Uz vime, Ze kazdou Dyckovu n-cestu miiZeme reprezentovat posloup-
nosti (ey,es,...,ez,) z piikladu 2. Libovolny kopeéek v takové cesté je pak dvojice
(ex,exr1) = (1,—1) s vhodnym indexem k € {1,2,...,2n— 1}, pro kterou v piipadé k > 1
navic plati

ei+er+--+e_1=0.

Tomuto kopecku pak pfifadime posloupnost (f1, f2,. .., f2,) urenou piedpisem

(f17f23"'7f2n) - (81,62,...,ek,€k+2,.-.,€2n,ek+1),

ktera se 1i$i od reprezentanta (ey, ey, . . ., €2, ) dotyéné Dyckovy cesty tim, Ze Clen ej | = —1
presuneme na posledni misto (neni-1i ov§em k = 2n — 1, kdy obé posloupnosti budou stejné).
Diky tomu bude i nova posloupnost (fi, f2, ..., f2n) spliiovat podminky piikladu 2.

Nyni naopak zvolime libovolnou posloupnost (f1, f2,. .., fan) Vyhovujici podminkdm
prikladu 2 a ukdZeme, Ze je v na$i konstrukci obrazem pravé jednoho kopecku jediné
Dyckovy n-cesty. ZapiSme libovolnou takovou cestu jako difve 2n-tici (ey,ez,...,ean)
a hledany kopecek (ey,ex.1). Podle nasi konstrukce ma platit (zdtraznéme, Ze vzdy je
f m=—1)

(e1,€2,...,e0n) = (f1, 125+ fis fons fix 15+ -5 fan—1)

pfitom v piipadé k > 1 musi byt navic splnéna (podle definice kopecku) rovnost

fit ot A fi1=0.

JedineCnost takové cesty i kopecku tak bude dokazana, kdyz zdivodnime, Ze k libovolné
posloupnosti (f1, f2,. .. f2n) z piikladu 2 existuje jediny index &, 1 < k < 2n— 1, pro néjz
posloupnost (f1, f2,-- -, fes fans fea1s- - fan—1) TOVNE€Z vyhovuje podminkam piikladu 2
a pritom soucet jejich prvnich k — 1 ¢lent je roven nule (je-li kK > 1). To je ekvivalentni
s tim, Ze jednak pro kazdé i € {1,2,...,k — 1} plati nerovnost

fitfot+fiz0,

kterd v piipadé k > 1 pfechdzi pro i = k — 1 v rovnost, jednak pro kazdé i € {k,k+ 1,...,
2n — 1} diky rovnosti f>, = —1 plati nerovnost

H+HL++fi>1.

Odtud pro index k plyne, Ze je piesné o 1 V&S nez maximadlni i (i < 2n), pro které plati
f1+ >+ -+ fi = 0; pokud takové i neexistuje, je nutné¢ k = 1. Posledni vétou uréeny
index k je jediny a ma zieyjmé vSechny vlastnosti z pfedposledni véty. Tim je existence
a jedinecnost cesty a prislusného v ni obsazeného kopecku dokdzéana.
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Mezi obéma mnozinami tedy existuje bijekce a pocet kopeckil obsaZenych v Dyckovych
n-cestach je skutecné roven n-tému Catalanovu ¢islu.

Priklad 14. Ukazte, Ze pocCet rozdéleni daného konvexniho (n + 2)-thelniku na n trojd-
helnikti pomoci n — 1 jeho neprotinajicich se thlopficek je roven n-tému Catalanovu ¢islu
(viz obrdzek 3.7 pron = 3). '

Reseni. Sestrojime bijekci mezi mnoZinou uzdvorkovanych soudind X1X2***Xpt1 Z PO-
znamky za feSenim piikladu 1 a mnoZinou popsanych rozdéleni. Kazdému rozdéleni
(n+2)-thelniku na n trojihelnikt pfifadime uzdvorkovany soucin nasledovné: ze vSeho
nejdiive vybereme jednu stranu mnohouhelniku, kterou nechime neoznacenou, zbylych
n—+ 1 stran oznac¢ime od vybrané strany v jednom sméru po hranici jako xi,x2,...,X,41.
V tuto chvili mame »n triangula¢nich trojihelniki a n + 1 oznac¢enych stran. Z Dirichletova
principu plyne, Ze dvé z téchto stran musi patfit stejnému triangulaénimu trojuhelniku.
Tyto dvé strany spolu ziejmé sousedi. Tuto dvojici sousednich stran dopliluje na triangu-

24

laéni trojuhelnik jedna z thlopficek, kterou oznacime pravé podle toho, které dvé strany
dopliiuje. Kuptikladu dhlopiicku, kterd dopliiuje na trojihelnik strany x; a x,, oznacime
(x1x2). Tim jsme do soucinu n+ 1 Ciniteld doplnili prvni par zdvorek. V dal§im kroku
mame n — 1 triangulacnich trojihelnikti a n oznacenych stran (n — 1 stran, se kterymi jsme
v pfedchozim kroku nepracovali, a jednu nové oznacenou thlopticku). Z Dirichletova prin-
cipu opét plyne, Ze dvé z téchto stran musi patfit stejnému triangula¢nimu trojihelniku.
Tyto dvé strany spolu sousedi a na triangulacni trojihelnik je dopliiuje dosud neoznacena
uhlopficka, kterou oznac¢ime stejnym zptisobem jako thlopiicku z pfedchoziho kroku. Tim
jsme do soucinu doplnili dalsi par zavorek. V dal$im kroku mame n — 2 triangulac¢nich
trojuhelnikl a n — 1 oznacenych stran. Postupujeme stejné jako v pfedchozich krocich a do
soucinu doplnime tfeti par zavorek. Pokra¢ujeme ddle, aZ ndm v poslednim kroku zistanou
dvé oznacené strany a posledni triangulacni trojihelnik, jehoZ tieti stranou je ta strana,
kterou jsme na zacatku nechali neoznacenou. To ndm umoziiuje do soucinu doplnit n-ty
par zévorek a dané triangulaci tak pfifadime vyhovujici uzavorkovany soucin.

Nyni naopak uzdvorkovanému soucinu x1x; - - - x,41 prifadime vyhovujici triangulaci.
Zacneme u paru zavorek, do kterého uz zadny dalsi par vloZeny neni. Je-li v soudinu
takovychto ,,jednoduchych* pari zavorek vice, zvolime jeden z nich libovolné, feknéme
(xixit1)- Pak sousedni strany x;, x;+; ndm uréi prvni triangulaéni trojihelnik, jehoZ tieti
stranu znacenou (x;x;+1) v daném uzdvorkovaném soucinu nahradime novym znakem u;.
Dostaneme tak uzavorkovany soucin n Cinitell xj - --x;_juiXji2 - Xp11, Kterému mame
pfitadit rozdéleni zbylého (n + 1)-thelnika na n — 1 trojihelnikd. Podobné jako v prvni
etape nyni ur¢ime druhy triangulaéni trojihelnik, atd., aZ nakonec ur¢ime n-ty triangulacni
trojihelnik s tfeti stranou, kterou jsme na za¢atku feSeni vybrali a neoznacili. Dany uzévor-
kovany soucin xx; - - - x,41 je tak obrazem préavé jedné vyhovujici triangulace v zobrazent,
které jsme v prvni ¢asti feSeni sestrojili.

Mezi obéma mnozinami tedy existuje bijekce a pocet rozdéleni konvexniho (n+ 2)-
thelniku na n trojihelnikti pomoci n — 1 thlopricek, které se neprotinaji, je tedy skutec¢né
roven n-tému Catalanovu ¢islu. Pro doplnéni, triangulacim z obrazku 3.7 (nechdme-li
neoznacenou nejspodnéjsi stranu pétitihelniku a zbylé 4 ozna¢ime po sméru chodu hodino-
vych rudiéek) odpovidaji ndsledujici uzdvorkované soudiny: ((x1x2)(x3xs)), ((x1 (x2x3))x4)

“Yufei Zhao: Bijections
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(horni fada zleva doprava); (x1 (x2(x3x4))), (((x1x2)x3)x4), (x1((x2x3)x4)) (dolni fada zleva

R
AN,

Obrazek 3.7: VSechna rozdéleni pétitihelniku na tfi trojihelniky

Priklad 15. Ukazte, Ze pocet zpisobi, jak mizeme v roviné poskladat jakékoliv mozné
mnoZzstvi shodnych minci do jednoho obrazce tak, aby nejdelsi spodni fada sestdvala
z daného poctu n spolu sousedicich minci (a aby vyse poloZené mince ,,nepadaly* dolit),
je roven n-tému Catalanovu &fslu. 2

Reseni. Na obrizku 3.8 je pro ilustraci viech p&t vyhovujicich obrazci pro n = 3.

20 o & oo &

Obrazek 3.8: Vyhovujici ,,mincové* obrazce pro n = 3

Sestrojime bijekci mezi mnoZinou poradi levych a pravych zavorek z pfikladu 1 a ,,min-
covymi‘‘ obrazci. Za¢néme tim, jak vypadaji obrazce a jim pfifazend poradi zdvorek pro
n=1an=2 (viz obrazek 3.9). Ve shodé s tim bude i obrazec tvofeny jedinou fadou
sloZenou z n minci zapsin poradim

000---0,

ve kterém je mezi krajnimi zdvorkami napsdno n — 1 dvojic )(, kterymi, jak se ukdZe,
budeme vyznacovat neobsazend mista nad doty¢nou fadou (v pfipadé€ fady o n mincich je
nad ni prdvé n — 1 mist). V obecném piipadé, kdy umisténé mince nad doty¢nou fadou

SYufei Zhao: Bijections
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tvoii feknéme s souvislych dsekd, které oznacime zleva doprava My, M;, ..., M; jako na
obrazku 3.10 pro s = 3, zavedeme s + 1 celych Cisel

ki1 >0, ky>0, ..., ky>0, ko1 >0,
kterd budou uddvat zleva doprava pocty neobsazenych mist (kterd jsou na obrdzku 3.10
vyznaCena nevybarvenymi krouzky, takze ky = 1, ko = 1, k3 =2 a ky = 2). Délky d;

jednotlivych dsekt M; (a tedy i jejich poloha) budou urceny (viz niZe) polty zavorek,
kterymi popiSeme ,,mincové‘‘ obrazce se spodnimi fadami M; (na obrazku 3.10 je d; = 2,

d2:1ad3:3).
0) OXQ)

()

Obrazek 3.9: ,,Mincové‘ obrazce a jim pfifazend poradi zdvorek pron=1an=2

o L & 00 C ()

Obrazek 3.10: ,,Mincové® tseky a neobsazend mista pro s = 3

M3-li doty¢na spodni fada n minci, pfitadime celému obrazci spravné potadi n levych
a n pravych zavorek, které podle druhé spodni fady bude vypadat takto:

QOC-)CC-))OC-)CC-) .- ()0
— e

ki dvojic My kydvojic My Mg kg dvojic

V zapise jsme vyznalili poéty pard )( odpovidajici neobsazenym mistim a mista ( ...)
pro zapisy obrazcil nad dseky M;. Tyto zdpisy zaCneme sestavovat v dalsi etapé stejné jako
v etapé prvni, atd. Po kone¢ném poctu etap dostaneme tplny zépis celého obrazce.
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VSimnéme si, Ze pokud do vySe uvedeného zapisu doplnime zépis obrazce nad tisekem
M; délky d; spravnym poradim d; levych a d; pravych zavorek, bude vySe uvedeny zépis
spravnym poradim takového poctu levych a pravych zavorek, ktery je roven souctu

l+ki+dithky+da+- +ds+keir,

tedy praveé poctu n minci v dolni fadé celého obrazce.

Naopak je ziejmé, Ze kazdé spravné poradi n levych a n pravych zavorek je ve tvaru
vySe uvedeného zdpisu pro vhodné s > 0 a vhodnd ¢islak; > 0,k > 0,... ks > 0,ks1 >0,
podle kterych spolu s pocty d; dvojic zavorek ve vytvorenych dsecich miiZzeme jednozna¢né
rekonstruovat umisténi minci ve druhé spodni fadé, atd.

Uvedenou konstrukei jsme tak sestrojili bijekci mezi mnoZinou vSech ,,mincovych*
obrazci s dolni fadou o n mincich a mnoZinou vSech spravnych poradi n levych a n pravych
zavorek. To znamen4, Ze pocCet vSech takovych obrazcti s danym 7 je skute¢né roven n-tému
Catalanovu ¢islu C,,.

Priklad 16. Ukazte, Ze pocet vyhovujicich vykachli¢kovani klasického schodisté dané
vySky n uZzitim n obdélnikovych dlazdic (viz obrdzek 3.11) je roven n-tému Catalanovu
&islu. 1

Reseni. Sestrojime bijekci mezi mnoZinou poradi n levych a n pravych zavorek z piikladu 1
a moznymi vykachlickovanimi, pfitom kazda dvojice k sobé patiicich zédvorek bude od-
povidat umisténi jedné z n dlazdic. Body oznacené Cisly 1,2,...,n na obrazku 3.12 patii
kazdy jiné dlazdici, jsou tedy pravymi hornimi rohy vSech dlazdic, které bude mozné Cisly
téchto rohti identifikovat.

Obrazek 3.11: MoZné vykachlickovani pro n =3

Necht k levému svislému okraji schodité ptiléha s dlazdic Dy, D,, ..., Dy, jejichz pravé
horni rohy maji vySe zavedena ¢isla (viz obrazek 3.13)

1<ki<hkp<---<ks=n.

16Yufei Zhao: Bijections
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Obrazek 3.12: Pravé horni rohy dlazdic

Souborem ¢&isel (ki,kp, ... k) je Sitka i vySka kazdé z téchto s dlazdic D; zfejmé jedno-
znaéné urcena. Dlazdice rtizné od Dy, D;, ..., D, ptitom vydlazduji zbylou ¢ast schodisté,
kterd se ,,rozpadd“ na mensi schodisté E,E,,...Es, jak je vyznaCeno na obrazku 3.13.
Schodisté E; priléha k D; a jeho vySka je o 1 mensi nez vyska D; (je-1i vySka D; rovna 1,
E; bude ,,prazdné schodisté* s nulovou vyskou).

Podle souboru &isel (ky,kp, . .., k) pfifadime danému vykachlickovan{ zapis
~—~— ~—— ~—~—
ki dvojic (ky—ky) dvojic  (ks—ks_1) dvojic

kde skute¢né vypsané pary zavorek odpovidaji kachlickdm Dy, D5, ..., D akam naznacené
pocty pard zavorek dopiSeme, azZ budeme v dalSich etapach presné stejnym postupem
popisovat vykachlickovani neprazdnych schodist z E, E3, . .., E; mezi patficné zavorky

(E1)(E2)--- (Ey).

Je jasné, Ze po kone¢ném poctu etap dostaneme tplny popis ptivodniho vykachlickovani ve
tvaru spravného poradi n levych a n pravych zavorek, ze kterého 1ze dané vykachli¢kovani
jednoznacné zrekonstruovat. Navic je patrné, Ze naopak kazdé spravné poradi n levych
a n pravych zavorek je sloZeno z urcitého poctu, fekneme s bloki, kde 1 < s < n, jak je na-
znaceno vySe uvedenym zapisem, ze kterého lze podle pocétu part zavorek v jednotlivych
blocich vy¢ist soubor &isel (ky,k, ..., ks), podle kterého zaéneme budovat odpovidajici
vykachlickovéni, aZ jej po konecném poctu krokil iplné dokoncime. Kazdé spravné poradi
n levych a n pravych zavorek je tedy obrazem nékterého vykachlickovani v ndmi sestroje-
ném zobrazeni.

Mezi obéma mnoZinami jsme tak sestrojili bijekci a pocet vyhovujicich vykachlickovani
klasického schodi$té dané vysky n uZitim n obdélnikovych dlazdic je skutecné roven n-tému
Catalanovu cislu C,,.



Kapitola 3. Catalanova Cisla 43

kS
> ’ks—l
Ds—l
I ]
. . k
D, ’
L ] k2
D2 -
21k
D,
E,

Obrazek 3.13: Dlazdice priléhajici k levému svislému okraji schodisté

Pro doplnéni, vykachlickovanim z obrazku 3.11 (levé zavorky znaci pismeno L, pravé
P) pfislusi nasledujici zavorkova poradi: LLLPPP, LLPPLP, LPLPLP (horni fada zleva
doprava); LLPLPP, LPLLPP (dolni fada zleva doprava).

Priklad 17. Obrazcem délky n rozumime neuspoifadanou dvojici cest délky n v miiZce
tvorené jednotkovymi Ctverci, cest, které vedou pouze doprava a nahoru a které maji
spole¢né pouze oba krajni body. Pro kazdé n > 1 ukazte, Ze pocet obrazct délky n+ 1 je
roven n-tému Catalanovu &fslu. Na obrazku 3.14 jsou dva obrazce délky 9. 7

Reseni. U levého obrazce na obrazku 3.14 je spodni cesta uréena devitici

(D,D,N,D,N,D,D,N,N),
kde D znaci krok doprava a N krok nahoru, horni cesté pak odpovida devitice
(N,D,N,N,D,N,D,D,D).

Vsimnéme si, Ze jak pocty pismen D, tak pocty pismen N jsou v obou deviticich stejné.
Tyto dva pocty totiZ udavaji celkovou délku dané cesty ve smérech doprava, resp. nahoru.

Zkoumejme nyni, jaké (n+ 1)-Elenné posloupnosti pismen D, N, které zapiSeme jako
(x1,%2, -y Xpt1) @ (V1,Y2,---,Yn+1)> POpisuji dolni, resp. horni cestu, které spole¢né vy-
mezuji libovolny obrazec délky n + 1. Pro dolni cestu jist€ musi platit x; = D a x,41 = N,
pro horni cestu naopak y; = N a y,+1 = D. Jak jsme vysvétlili dvodem, poCty pismen D
jsou v popisech obou cest stejné, coz zapisSeme symbolicky takto:

‘D|()C1,X2, cee 7xn+1) - ’D|()’17)’27 cee 7yn+l)' (1)

Stejné tak plati
‘N‘(XI,XQ,. o 7xfl+1) = ’N’()’b)’% cee ayn-|-l)-

7M. Ol34k: Kombinatorické (ne)poéitani
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Obrazek 3.14: Dva obrazce délky 9

Podminku, Ze obé cesty maji spolecné pouze krajni body, Ize vyjadrit tak, Ze pro kazdé
k=1,2,...,n plati nerovnost

‘D|(x17x2;"'7xk)#‘D‘<y1;y27"'7yk>' (2)
Skute¢né, kdyby pro nékteré takové k presla nerovnost (2) v rovnost, diky vztahim
IN[(x1,x2, ..., x%) = k= [D[(x1,x2,...,0) a [N|(y1,y2,-..,5) =k—[D|(y1,y2,---,¥k)

by platila rovnéZ rovnost |N|(x1,x2,...,x) = |[N|(y1,¥2,- .-, Vk), a tudiZ zkoumané cesty by
mély tfeti spolecny bod. Vzhledem k tomu, Ze x; = D ay; = N, mliZzeme n-tici nerovnosti
(2) upfesnit takto: pro kazdé k = 1,2,...,n plati

|D|(XI,X2,...,Xk)> ‘D|()’1=)’27~-7)’k)~ (3)

Zaved'me nyni oznaceni D* = N a N* = D pro operaci vimény pismen D a N. Kazdému
obrazci délky n+ 1 uréenému dolni cestou (x1,x, . .., X,+1) ahorni cestou (y1,y2,. .., Vnt1)
pfifadime 2n ¢lennou posloupnost

(Z17Z27 cee 7Z2n) = (D;x27y§7x37y§7 oo 7xn7y;:>N)‘ (4)

UkaZme, Ze sestavend posloupnost (4) je sloZena z n pismen D (a tedy i z n pismen N) a Ze
pro kazdé k =1,2,...,2n plati

|D|(z1,225---,2k) > [N|(z1,22,- - - 2k)- %)

Tvrzeni o poctu pismen D v celé posloupnosti (z1,z2,...,22,) dokdZeme s vyuzitim
rovnosti x; = D, x,4.1 =N, y; =N, y,+1 = D takto:

|D|(Z1,Z2,---7Z2n) - 1+ |D|()C2,X3,...,Xn)+ |N|()’27y3a---,)’n) -
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= ’D|(x17x27"'7xn+1)+ |N|(}’17)’27m;)’n+1) —1=
= |D|(x1,x2,...,xn+1)—}—[(n+ 1) - |D|(}’1,~--7)’n+1)] -1 =n,

kde jsme v poslednim kroku uplatnili rovnost (1).
Nyni prejdéme k dlikazu nerovnosti (5). VSimnéme si nejdiive, Ze sta¢i dokdzat ostrou
nerovnost
ID|(z1,22,- -, 226—1) > [N|(21,22, - -, 22k-1) (6)

pro kazdé k = 1,2,...,n, nebof pfidanim Clenu z;; do obou stran nerovnosti (6) se jedna
strana zvEt$i o 1 a druhd zlstane nezménéna. V piipadé k = 1 je nerovnost (6) trividlni,
nebof z; = D. Pro ostatni k = 2,...,n odhadneme pravou stranu (6) takto:

|N|(Z17Z25'--7Z2k71) = |N|(Dax27y§7"'7xk7ylt) =

= [N[(x2, -, 2) + D (y2; o 3%) = IN(x1, - ) + D[ (v, - 30) =
= [k=ID[(x1,- -, q)] + D[ (1, o) <k =1,

kde jsme v poslednim kroku vyuZili nerovnost (3). Prava strana (6) tak nepfevysuje Cislo
k — 1. ProtoZe soucet obou stran (6) je vSak roven 2k — 1, je leva strana vétsi nebo rovna £,
¢imz je ostrd nerovnost (6) dokdzana.

V dalsi ¢asti feSeni ukdZeme, Ze naopak kazda 2n-¢lenna posloupnost (z1,22,-..,22,)
sestavend z n pismen D a n pismen N, kterd spliluje nerovnosti (5) prokazdé k =1,2,...,2n,
je v difve popsané konstrukci (4) obrazem jediné dvojice cest (x1,...,Xy+1) @ (V1y-- -5 Yn+1)s
které vymezuji obrazec délky n+ 1. Protoze nutné plati z; = D a 2o, = N, musi mit zminéné

cesty diky konstrukci (4) tvar

(x17x27 e 7xn+1) — (D7Z27Z47 e 7Z2n727N)

(y1,)72,---,yn+1) = <N7Z§’Z§7"'7Z§n—lvl))'

Jedinym dkolem tak je dokdzat, Ze t€émito dvéma predpisy jsou skutecné ureny dvé cesty,
které vymezuji obrazec délky n + 1. Provérky potiebnych vztaht (1) a (3) jsou snadné
a podobné tém z prvni ¢asti feSeni, proto je zde z rozsahovych diivodli neuvadime.

Nyni shrneme vysledek celého dosavadniho vykladu: sestrojili jsme bijekci mezi
mnozinou obrazcil délky n+ 1 a 2n-ticemi sloZzenymi z n pismen D a n pismen N, kde
kazdy dil¢i pocet pismen D je vétsi, pripadné roven dil¢imu poctu pismen N. S odvolanim
na vysledek piikladu 2 (misto +1 piSeme D a misto —1 piSeme N) je tedy pocet obrazct
délky n+ 1 skute¢né roven n-tému Catalanovu c¢islu.






Zaveér

Vytvofena prace se zabyva principem bijekce, pfesnéji jeho vyuZzitim pii feSeni kombina-
torickych problémi. Text je uréen pro vSechny zdjemce o tuto problematiku, autorka se
domnivd, Ze by mohl byt zajimavy predevSim pro ucitele matematiky. Zv14sté nékteré dlohy
z prvni kapitoly autorka povazuje za vhodné ke zpestieni sttedoSkolské vyuky. Prace tvori
uceleny soubor fesenych tloh z ,bijektivni kombinatoriky* pfevzatych z nejriznéjsich
Ceskych i zahrani¢nich zdrojt, ktery je v ramci Cesky psané literatury patrné unikatni.
Ptiblizné 70 procent piikladii ze druhé a tfeti kapitoly bylo v piivodnich zdrojich uvedeno
bez feseni ¢i jen se stru¢nymi navody, a tak autorka musela feSen{ téchto prikladi vymyslet
sama, pfipadné vyuzit laskavé pomoci vedouciho této price.

Pii tvorbé prace autorka nabyla fady cennych zkuSenosti. Zdokonalila se v préci
s TgpXem, se kterym se setkala uZ na stiedni Skole, a jako samouk se naucila pracovat
s programem GeoGebra, ve kterém potidila vSechny potfebné obrazky. Opravdu velmi
hodnotnou novou zkuSenosti je také prace s anglicky psanymi matematickymi texty.

V neposledni fadé si autorka rozsifila znalosti z kombinatoriky jako matematické
discipliny. JelikoZ si je dobfe védoma krasy 1 rozsahlosti této oblasti matematiky, rada by
se kombinatorice vénovala i ve své diplomové praci.
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