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Uvod

Uvod

V tomto textu se budeme zabyvat problematikou dokazovéani algebraickych a geomet-
rickych odhadt, k ¢emuz vyuZijeme jeden z nejvyznamnéjsich elementarnich prostiedku
teorie nerovnosti. Tim je nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem, struc¢né
nazyvanid AG-nerovnost.

Prace je rozclenéna do dvou kapitol, kde prvni z nich se vénuje zformulovani véty
0o AG—nerovnosti a podava nékolik dikazt zalozenych na rtiznych principech. Hlavni ¢asti
prace je vsak sbirka fesenych tloh, které jsou rozdéleny do tii kategorii podle slozitosti,

Ulohy byly ve vétsiné pifpadé vybirany tak, abychom k jejich dokazovani uzili pouze
AG-—nerovnost alespon pro trojici ¢isel. Diraz byl kladen na nerovnosti, které se objevily
v publikacich vydanych béhem poslednich 15 let. Tato prace vychazi ze skripta [5], na
které se budeme nékolikrat v pribéhu textu odvolavat, a mize byt chdpana jako rozsifeni
kapitoly o AG—nerovnosti. Pfiklady z této publikace byly v tomto textu vynechéany.

7 dtivodu rozsahu prace v zavéru feseni uvadim bez dikazu, zda a kdy ve zkoumané
nerovnosti nastane rovnost. V aplném zavéru feseni nalezneme v hranatjch zavorkach
odkaz na literaturu, z které byla danéd nerovnost ¢erpana. Tam je také pfipojena piipadna
informace, nakolik je iloha v nasi praci oproti svému podéani v ptivodnim zdroji zobecnéna.

Prace je vysazena typografickym systémem ITEX, obrazky jsou vytvoreny pomoci
METAFONTu. Potfebné informace k bezproblémové sazbé byly ¢erpany z [14],[15] a [16].



Kapitola 1. AG—nerovnost a jeji dikazy

Kapitola 1

AG-nerovnost a jeji dukazy

V této kapitole uvedeme definice aritmetického a geometrického praméru a zformulujeme
vétu o nerovnosti mezi témito priméry. Dale popiseme, jak tuto nerovnost rtiznymi zpui-
soby dokazat. Uvedené dikazy jsou prevzaty z publikaci [7] a [4]. Dva z dikazi jsem
nepfevzal pfimo z literatury, dozvédél jsem se je na konzultacich od vedouciho prace.

Definice. Nechf a1, as,...,a, jsou realnd éisla. Cislo
alp+az+---+an
An(ala az, . .. 7an) =
n
nazveme aritmetickym primeérem déisel aq, as, ..., ay.
Definice. Necht ay, as, ..., a, jsounezaporna ¢isla. Geometricky pramér éisel a1, as, . .., an

je definovan takto:

Gn(ai,ag,...,ay) = Yajas ... ay,.
Véta (AG—nerovnost). Pro libovolnd éisla ay,ag, ..., an € Rf{ plati nerovnost

ayp+ag+---+an

> Yaias .. .an, (1)

n
pritom rovnost v (1) nastane, jen kdyz a1 = az = -+ = ay.
Pozndmka. Je-li ap = 0 pro nékteré k = 1,2,...,n, je tvrzeni o nerovnosti zfejmé,

nebot jeji prava strana je rovna nule. V dale uvedenych dikazech proto budeme predpo-
kladat, ze vSechna cisla a; jsou kladna.

Prvni diukaz (Cauchyuv dukaz zpétnou indukci). Vétu o AG-nerovnosti dokazeme
matematickou indukei vzhledem k n. Pro n = 1 je diikaz trividlni, nebot A;(a1) = a1 =
= Gi(a1). Nyni dokazme nerovnost pro n = 2 ekvivalentnimi Gpravami:

a1+ az
2
a1 — 2y/ajas +as > 0,

(Var — Vaz)® 2 0.

Druhé mocnina realného cisla je vzdy nezdpornd, pritom rovnost v posledni nerovnosti
nastane praveé tehdy, kdyz /a1 = \/az neboli a; = as.

> yJaiaz,
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Kapitola 1. AG—nerovnost a jeji dikazy

V druhé ¢asti ditkazu predpokladejme, Ze véta plati pro n a dokazme ji pro 2n. Uvazme

tedy libovolnych 2n kladnych ¢isel ai, ao, ..., as, a vytvoime k nim n ¢isel
ai +as az + aq aop—1 + a2
b]_: 9 5 b2: 9 5 ey bn:%

Podle indukéniho predpokladu plati

b b cee 4 by,
ke T s /S S 2)

n

pritom rovnost v nastane, pravé kdyz by = by = --- = b,,. Pro levou stranu plati:

ao2n—1-+a
afay 4 astas 4.4 @201 o4 g0 4o oagp,
2 2 2 = :A2n(a17a27-~-7a2n)'
n 2n

Pravou stranu nerovnosti odhadneme zdola pomoci AG—nerovnosti, kterou jsme doka-
zali pro n = 2. Vyuzijeme ji celkem n-krat:

a1+ as aon—1 + a2p

by = 5 > \Jaras, ..., bn:fz\/M7

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a1 = as,a3 = aq4,...,a2,_1 = a2,. Vynasobenim
levych a pravych stran a naslednym odmocnénim dostaneme

m: 7\1/001;-@2'@3—;@4'.“'0%1+a2n >

2
> §/Varas - Vasai . ez = Yaias -z = Gan(ar, az, .. az).

Dohromady

bitbyt ot
Agn(a, ag, ... az,) = —— > V/biba ... by > Goplar, az, ..., am,),

n

kde rovnost nastane, pravé kdyz

ap+az az+aq ap—1 + a2pn
B = 9 :...:72 a; = az, a3 = a4, ..., Gp—1 = Q2n-
To je ekvivalentni s podminkou, ze a; = as = --- = agy.

V treti ¢asti ditkazu predpoklddejme, Ze tvrzeni o nerovnosti plati pro n +1 a
dokazme, Ze plati pro n. Zvolme libovolné ¢isla a1, as, . . . , a, a pfidejme k nim ¢islo a1 =
= W Podle indukéniho pfedpokladu plati

ar+ag+ -+ an + ant1
n+1

> nR/arag - i1, (3)

pfitom tato nerovnost se zméni v rovnost, pravé kdyz a1 = a2 = --- = a, = apy1. Pro
levou stranu nerovnosti plati

ar+az+--Fap+ap1  Napg1r a1 (A1) ana

n+1 T ar1 a1 v
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Odtud a z (3) vyplyva

an+1 2> "“Yaijag...andny,
n+1
(an+1)

> 0102 . .. Qplpi1,

n
(an41)" > araz. .. ap,
>

Gy vaias . .. an,
coz je AG—nerovnost pro n ¢isel ai,as,...,a,, kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
a] =ag = -+ = a,. Timto je cely diikkaz zpétnou indukci hotov.
O
Druhy dukaz. Protoze je nerovnost (1) homogenni (viz [5, str. 92]), lze n-tici a1, ag, . . ., an,

normovat tak, Ze ajas...a, = 1. Potom nerovnost
ay+ag+---+ap2=2n

je ekvivalentni s nerovnosti . Tvrzeni o upravené nerovnosti dokdzeme pomoci matema-
tické indukce podle po¢tu proménnych. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé, nebot tehdy a; = 1.
Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro libovolnou n-tici ¢isel a dokazme ho pro n+ 1-tici
Cisel ay,as,...,ant1, pro kterou plati ajas ... an+1 = 1. Zvolime-li

bip=a1, by=as, ..., bp_1=apn_-1, by =anansi,
pak bibs...b, = 1, coz podle predpokladu znamena, ze
by +by+---+by,=a1+az+ -+ ap_1+ anani1 = n.
Pottebujeme ukazat, ze plati
a1 +azx+---+ap+apt1 >n+ 1

K tomu zfejmé stac¢i, aby platilo a,, + ant1 > anant1 + 1, tj. (an — 1) (@p41 — 1) < 0.
To z pouhého predpokladu ajasg...a,+1 = 1 obecné neplyne, s ohledem na symetrii (viz
[B, str. 92]) je vSak mozné ¢isla aj,ag,...,an+1 predem usporadat tak, aby a, < a; <
< aps1 proi = 1,2,...,n — 1. Tehdy ovSem plati (an)"Jrl <ayay...ape1 < (an+1)n+1,
tj. an <1 < ap41, odkud plyne (a, — 1) (ap+1 — 1) < 0. Tim je nerovnost a; + as + -+ - +
+ ant+1 > n + 1 dokdzana; rovnost znamend, ze a3 = a2 = -+ = Ap—1 = GpApt+1 = 1 a
(an — 1) (any1 — 1) = 0, odkud plyne a; = ag =+ = a1 = 1.

O

Pred dalsim, v poradi tfetim, dikazem AG-nerovnosti zformulujeme a dokazeme jedno
pomocné tvrzeni.

Lemma (Bernoulliova nerovnost). Jsou-li ¢islat € R, p € Q takovd, Ze t > —1 a
p > 1, pak plati
(L+8)P > 1+ pt, (4)

pritom rovnost nastdvd, prdvée kdyz t = 0.
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Diikaz. Necht s € RT an € N. Pak je

o1 -1 -1
8n+1 _Sn :Z+1(3n+3n*1+...+3+1)_
s—1

n(n+1)

s—1

— (" T s 1) =

-(ns”—sn_1—~--—s—1),
Je-li s > 1, potom oba cinitelé jsou vétsi nez nula. Pokud 0 < s < 1, jsou oba ¢initelé
mensi nez nula. V kazdém ptipadé proto plati

s"th—1 s -1

— >0 5
n-+1 n (5)

a rovnost nastane pravé tehdy, kdyz s = 1. Jsou-li nyni m a n pfirozena c¢isla, m > n,

plyne z odhad

1
n

Polozime-li zde s = (1 4 t)» pro zadané ¢ > —1, dostavame nerovnost

(1+t)n -1 (1+t)r—1
m n

>0

Y
odkud po nasobeni ¢islem m vychazi

Q+t% —1- 2. t>0,
n

coZ je nerovnost pro racionalni ¢islo p = 7 > 1. Tato nerovnost je ostrd pro t # 0.
O

Pozndmka. Pravé jsme dokézali nerovnost pro raciondlni cisla p > 1, lze ji vsak
dokézat i pro iraciondlni ¢isla p > 1 pomoci prostfedkt diferencidlniho poctu. V dalsim
textu ovsem budeme potiebovat nerovnost dokonce jen pro celd ¢isla p > 1.

Tieti dukaz. K danym kladnym éislim aq, as, . . . , a, 0znaéme

a1 +azx+---+a
Ak: ! 2/{7 k a gk:{f/alag...ak

pro kazdé k = 1,2,...,n. Je tedy kA = a1 + a2+ -+ ar a g,'j = ajas...ap, odkud
dostavame tyto rekurentni vztahy

(k+1)Ag1 = kAL + ag41 a g];:ﬂ = Graks1,

pro k=1,2,...,n— 1. Pak je

k 1 k 1 G
R M TR S A T
t3.
J k O ( Gkt bt
A’““_k+1“4’“+k+1<gk) ' (6)
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Kapitola 1. AG—nerovnost a jeji dikazy

Nyni uZijeme Bernoulliovu nerovnost z predchoziho lemmatu pro p = k + 1. Tato
nerovnost ma pak tvar

I+t >14(k+1)t  pro kazdé t > —1,

pricemz pro t # 0 je nerovnost ostra. Polozime-li zde

Gr+1
t= ~1,
Ok
dostaneme
Ok41 ) i <Qk+1 ) Gr11
>1+(k+1 —1)=(k+1 -k,
< Ok - ( ) Ok ( ) Ok
coz po pouziti v identité @ dava:
k Oc [ Gr+1 k k
> 1) — - _
Ak+1_k+1“4k+k+l<gk (k1) =k ) =77 A+ e = 77 90
¢ili &
(Ar+1 — Gky1) > 7 (Ar — Gi) - (7)

kE+1
Protoze pro k = 2 je Ay > Gy (viz Gvod prvniho dikazu), plyne z posledni nerovnosti

indukci
A > G pro k=2,3,...,n,

coz pro k = n je AG—nerovnost pro predem dana ¢isla aq,as,...,a,. Jsou-li alesponn dvé
z nich rizna, je AG—nerovnost ostra: lze totiz ¢isla a; usporadat tak, aby bylo a; # a9, a
pak je Ay > Go, takze z plyne A; > G pro kazdé k =2,3,...,n.

O

Ctvrty dtikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze 0 < a1 < as < ... < a,,. Arit-
meticky pramér A, (a1, az,...,a,) oznaéme pismenem A a z n-tice aq, ag, ..., a, utvoime
novou n-tici nasledujicim zpusobem: by = A,b, = a1 + a, — A a by = ai pro vSechna
k=23,...,n— 1. Pak zfejmé

An(ar,ag, ... an) = Ap(b1,bo,...,by) = A,

tj. aritmeticky priimér se pfi prechodu od n-tice ai,as,...,a, k n-tici by, be,...,b, ne-
zméni. Podivejme se, co plati pro jejich geometrické primeéry. Podle pfedpokladu je a; <
<a;<approi=1,2,...,n, a tedy plati

na; < ap+ag+ -+ ap < nay,

neboli a1 < A,(ay,az2,...,a,) < ap. To znamend, ze je A —a; > 0aa, —.A >0, ¢ilii
¢islo b, je stejné jako ostatni by kladné a plati

0<(A—a)(an—A) = Ala1 + ap, — A) — aray, = b1b, — aray,.

Dostavame tak nerovnost aja, < bib,. Vynésobime-li obé strany nerovnosti kladnym
¢islem asag . ..an—_1, pro které plati asas . ..a,—1 = babs...b,_1, dostaneme po odmocnéni
nerovnost

gn(alaa25"°7an) Sgn(blab27"')bn)7 (8)

11



Kapitola 1. AG—nerovnost a jeji dikazy

tj. geometricky prumér se pri prechodu od n-tice ai,as,...,a, k n-tici b1,bs,...,b, ne-
zmensi.

Vsimnéme si nyni n-tice by, b, ..., b, a rozliSme nasledujici dva pfipady:
a) Zadné z ¢isel bo, bs, . . ., b, neni mensi nez A. Uvédomime-li si, jak jsou definovana ¢isla

b;, dostavame nerovnosti
A<ay, A<az, ..., A<ayn_1, A<ai+a,— A 9)
Sectenim téchto nerovnosti dostavame
m—1A<ay+ags+--+ap—1+a1+a, —A=nA,(a1,as,...,a,) — A= (n—1)A.

Zde vsak nutné musi nastat rovnost, a tedy musi platit rovnosti vSude v @:

A=a1=ay="-=ap1=a, +a; — A
Protoze b; = A, dostédvame odtud by = by = --- =b,_1 = Aab, = a1 +a, — A=A
Nase n-tice by, bo,...,b, mé v tomto ptripadé tvar
bh=A, by=A, ..., b,=A,

takZe prava strana je rovna A a ditkaz AG—nerovnosti je hotov.

b) Mezi ¢isly bo, bs, . . ., b, existuje ¢islo mensi nez A. Protoze vsak A,, (b1, ba,...,b,) = A,
musi mezi nimi existovat i ¢islo vétsi nez A (jinak by totiz bylo A = A, (b1,b2,...,b,) <
< % = A, a to by byl spor). Usporadédme-li tedy éisla by, ba,...,b, podle velikosti:
bi,, biy, - .., bi,, bude se ¢islo A(= by ) vyskytovat alespon jednou mezi €isly bi,, big, ..., bi,
(musi platit, ze b;, # A, nebot A neni ani nejmensi, ani nejvétsi ze vSech ¢isel by).

Nyni utvorme z n-tice b;,, b;,, . . . , b;,, novou n-tici ¢, ca, . . ., ¢, stejnym postupem jako
jsme to ucinili u n-tice a1, a9, ..., a,: Polozime

c1=A, ca=by,, c3=by, ..., cp-1=0by_,, cyu="by +b;, —A

Pak bude

An(ciycay..yen)=A a Gn(b1,ba,...,bn) < Gplci,ca,... cn).

Mezi ¢isly cg,c3,...,cn_1 se vyskytuje alespori jedno éislo A, a protoze ¢; = A, je ¢islo
A v n-tici ¢1,c¢9,...,c, zastoupeno alesponi dvakrat. Stejné jako u n-tice by,bo,...,b,
zjistime, ze bud méa n-tice ¢, ca, ..., c, tvar

cp=cp=-=cp=A,
nebo je jedno z &isel ¢; pro nékteré ¢ = 2,3,...,n, mensi nez A, tj. pfi vhodném poradi

plati
Cj1 < Cjy S Cjy <o S ¢y S Gy,

kde cj; < A a mezi ¢isly ¢j,, ..., cj,_, se ¢islo A vyskytuje alespon dvakrat.

12



Kapitola 1. AG—nerovnost a jeji dikazy

Budeme-li v tomto procesu pokracovat, dostaneme po k-tém kroku (k < n) takovou
n-tici di, ds, ..., dy,, v niz alespon k ¢isel bude rovnych A, a pfitom bude platit
An(ar,az, ..., an) = An(b1, b, ..., bn) = Anlcr,co, ..o cn) = - = Ap(da, da, .. . dy),
gn(al, ag, ... ,an) S gn(bl, bg, ey bn) S gn(cl, Coy. .. ,Cn) S . S gn(dl,dg, . ,dn)

Po nejvyse n — 1 krocich dojdeme k n-tici e, es, ..., e,, pro kterou bude platit e; = ex =
=---=¢ep_1 = A, a tedy také e, = A. Ale G, (e1,e2,...,e,) = VA" = A, takze mame

gn(alaa27 e aan) S gn(617627 e 7671) = A = An(a17a27 e 7a’n)a

coz je AG—nerovnost pro pivodné zadana ¢isla a1, asg, . .., ay.

O]

Paty dukaz. Geometricky pramér éisel aq,ao,...,a, oznaéme z = Yaias...a,, dile
oznacme

ai aias aias...an

T = —, Tg = , e Ty = ——— " =1,
1= 2 22 " 2"
1 1 1
= Y2 = —, teey ynzle
T X9 T,
Protoze jsou n-tice x1,xa, ..., Ty a Y1, Y2, .., Yn opacné usporadané (viz [5l, str. 128]), plati

nasledujici nerovnost, do které rovnou cisla x;, y; dosadime a ekvivalentné upravime:

T1y1 + T2y2 + -+ TnYn < T1Yn + Tay1 +23Y2 + -+ oY1, (10)
a a a
L+ld 1< — 4+ 24+ 2
z z z
n < ar+az + - +an7
z
a1+ as + - a
z = Yajas...a, < Ltazt -t an (11)
n
Tim je AG—nerovnost pro ¢isla ai,as, ..., a, dokizana.

Rovnost v (11) nastane, pravé kdyz rovnost nastane v permutacni nerovnosti (10). To,
jak je znamo, bude pravé tehdy, kdyz obé n-tice y1,42, ..., Yn & Yn, Y1,Y2, - - - , Yn—1 budou
souhlasné usporadané (druhé z nich totiz musi byt stejné jako prvni opa¢né usporadand nez

n-tice x1,xa, ..., Ty). Pfedpokladejme, Ze posloupnosti y1,y2, ..., Yn & Yn, Y1,Y2, - - -, Yn—1
jsou souhlasné usporadané a alespon dvé z cisel y1,y2,...,y, jsou rizna. Pak existuji
i,j € {1,2,...,n} takova, ze y; > yit1 a yj < Yj+1, kde yn1 = y1, pro kterd plati (y;41 —
— yj+1)(yi —yj) < 0, coz je spor. Dochazime k zavéru, ze posloupnosti y1,y2,...,yn a
Yns Y1, Y2, - - -, Yn—1 jsou souhlasné uspordadané pravé tehdy, kdyz plati y1 = y2 = -+ =y,
(opa¢na implikace je zfejmé). Odtud dostavame y; = yo = -+ =y, = 1 = 21 = 29 =
= ... = x,, coz je ekvivalentni s podminkou a; = as = --- = a,,. O

Sesty dukaz. Pro kazdé a > 0 oznacme fn(a) maximélni hodnotu souéinu zjzs...x,
za podminek x1,z9,...,2, > 0, 1 + 22 + -+ - + 2, = a (takové maximum existuje diky
Weistrassové vété pro funkci n proménnych spojitou na kompaktni mnoziné). Rekurentni

13



Kapitola 1. AG—nerovnost a jeji dikazy

vztah mezi f,(a) a f,—1(a) dostaneme, kdyz si uvédomime, ze pii pevném z,, € (0,a) hle-

dame pro ostatni x1,xs,..., 2,1 maximalni hodnotu sou¢inu x1zs...x,_1 za podminek
T1,29, .., Tp-1>0, 21 +29+ -+ 21 = a— x,. Plati tedy
fala) = max [onfo-i(a—ap) (12)
0<zn<a

pritom zfejmé fi(a) = a.
Po substituci x; = ay;, prot =1,2,...,n, kde y1,y2,. .., yn > 0, y1 4+ 42+ -+ yn = 1,
dostaneme

fnla) =a” fr(1).
Po dosazeni do obdrzime

fa(1) = max [y fo-1(1 = )] = max [y(1—y)" T fa (1] =

<1
_ -1
= fa1 (1) gmax [y(1—)""].
Uzitim diferencidlniho poctu zjistime, Ze funkce g dana predpisem g(y) = y(1 — y)" ! ma
na intervalu (0, 1) maximum rovné (nj# Proto plati
fa-1(D)(n — 1"
fn(l) == nn ’
odkud vzhledem k f1(1) = 1 snadno indukci plyne f,(1) = %. Proto
n a\"
fala) =a"fa(1) = ()",
n
neboli "
(x1+x2+---+xn)
T1T2 ... Ty < .
n
To je AG—nerovnost, kterou jsme chtéli dokazat. O

Sedmy dikaz. Funkce e” je ostfe konvexni na R, protoze (e*)” = ¥ > 0. Ozna¢me y; =
=Inx;, pro viechna i =1,2,...,n. Necht \; > 0,:=1,2,...,naX+ X+ -+ A, =1.
Pak z Jensenovy nerovnosti (viz [3], str. 180]) dostaneme

o)t = WA > A eVt eV = Ay e Ay
Specialné volbou \; = %, 1 =1,...,n, dostaneme AG-nerovnost. Rovnost nastane pravé
tehdy, kdyz x1 = --- = x,,, protoze 0 < % 0

Pfi feSeni nékterych tloh budeme kromé AG—nerovnosti potfebovat odhad

4y + 22>y +yz 4 2 (x,y,z € R). (13)

14



Kapitola 1. AG—nerovnost a jeji dikazy

Dikaz. Po prevedeni vSech ¢lentl na levou stranu a po vynasobeni celé nerovnosti ¢islem
dva dostavame

(2% — 22y + v°) + (v* — 2yz + 2%) + (2 — 222 + 2%) > 0.
Uzitim metody ¢tvercti pak obdrzime
(z—y)?+@y—2>2+(z-—2)2>0.

Tato nerovnost je vzdy splnéna, nebot na jeji levé strané vystupuje soucet t¥ nezdpornych
Cisel. 0

Na zavér této kapitoly zfomulujme dalsi velice vyznamnou nerovnost, ktera nachazi své
velké uplatnéni nejen v matematice, ale i fyzice. Jedna se o zndAmou Cauchyovu nerovnost
(dtkaz viz [0 str. 111]):

Cauchyova nerovnost
Pro libovolné dvé n-tice redlnych ¢isel ui, us, ..., u, a v1,vo, ..., v, plati nerovnost

(urvy + ugva + - - -+ wpvy)? < (uf Fud + - Fu) (v +vs 4+ 02). (14)

Rovnost nastane jen tehdy, je-li ux, = 0 (1 < k < n) nebo existuje t € R takové, ze v, = tuy
(1<Ek<n).
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Kapitola 2. Resené piiklady

Kapitola 2
Resené priklady

V této kapitole se budeme zabyvat dokazovanim algebraickych a geometrickych nerovnosti,
které jsou rozdéleny do tii kategorii L, S a T podle obtiznosti, podobnosti zadani ¢i feseni.
Toto oznaceni je odvozeno od slov leh¢i, stiedné obtizné a tézsi. Posouzeni obtiznosti kazdé
ulohy je velice subjektivnim nazorem, proto navrzené rozdéleni tloh do tii skupin je nutno
brat pouze orientac¢né.

2.1 Kategorie L

Uloha 1: Nechf a,b, ¢ jsou kladnd ¢isla. Dokazte nerovnost
CL3 b3 3

—+——|—c—2a~|—b—|—c.
bc  ca ab

Reseni: Trojim uzitim AG-nerovnosti obdrzime

3 3
Y bt e>3Y boc=3a,
be be
b3 /b3
—+c+a233 — - c-a = 3b,
ca ca
3 [3
C—+a+b233 c—-a-b:3c.
ab ab

Sec¢tenim téchto nerovnosti dostavame
3 b 3

C
4+ 42 > .
ot +2(atbt o) >3 (atbto)

Odectenim ¢isla 2(a+b+c) dostavame potiebné. Rovnost nastane, jen kdyz a = b = c. [13]

Uloha 2: Dokazte, Ze pro kaZdd kladnd cisla a,b, c plati
ad ¥ A3

—+ — 4+ — > ab+ bc+ ca.
b c a
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Kapitola 2. Resené piiklady

ResSeni: Sec¢tenim nasledujicich tif AG-nerovnosti

3 3 3 B3

&+ +bc>3 Y — - bc = 3ab,
b b ¢
b3 3 b3 3

—+C+ca>3 — C—ca—Sbc
c a c a
3 3 3 3

i+a—+ab>3 <. a—-ab:?)ca
b a b

obdrzime

a> A3
2<b—|-+> + (ab+ be+ ca) > 3 (ab+ be + ca) .
c a

Odectenim ¢isla ab + bec + ca a naslednym délenim dvéma vychézi dokazovana nerovnost,
pritom rovnost tu nastane, pravé kdyz a = b = c. [13]

Uloha 3: Pro libovolnd kladnd ¢isla w,v,w dokazte nerovnost
u\3 v\ 3 w\3 _uwv  vw  wu
w U v w U v

ResSeni: Oznatme a = 75,0 = 73 a ¢ = %, potom plati rovnost abc = 1 a dokazovanou
nerovnost lze zapsat ve tvaru:

a b ¢
—+t-+->a+b+ec
b ¢ a

Sectenim nasledujicich t¥i AG—nerovnosti pro trojice ¢isel

2 2 2
@y 0 b gsfa g b b e et g e e a gafe g
b b ¢ be c ¢ a ca a a b ab
dostavame

b
3<a++c> >3(a+b+c).
b ¢ a
Odtud délenim ¢islem 3 dostdvame potiebné. Rovnost nastane, jen kdyz u = v = w. [12]

Uloha 4: Pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, ¢ dokazte nerovnost

9_1_ 9+3E>§
b c a 2

ReSeni: Uzitim AG-nerovnosti na upravenou levou stranu nerovnosti dostavame

a+\ﬁ+§f=“+l\/g+1f+1§f+lif+lf>

b c a b 2Ve 2Ve 3Va 3Va 3Va—
2 3

>66“.<1 b) (13C> __5

- b 2Ve 3Va 5108

17




Kapitola 2. Resené piiklady

Podle AG—nerovnosti pro Sestici ¢isel dostavame
6 _ 6 _6_3 15 5
V108 v/3-3-3-2-2-1 % 14 772

Tim je dikaz hotov. [13]

Uloha 5: Pro prirozené ¢islo n a kladné ¢islo a dokazte, %e plati

a(n + 1)n+1

+1
(1+ay+t >

dostavame

Reseni: Uzitim AG-nerovnosti na n + 1 éisel a, %, ey %

1
a:-—- ...
n

Vynésobenim kladnym ¢&islem (n + 1)"! obdrzime pozadované. Rovnost nastane, praveé
kdyz a = 1. [12]

Uloha 6: Pokud vite, Ze vsechny koteny polynomu x% — 625 + az* + bx® + ca® + da? + 1
v oboru komplexnich cisel jsou kladnd redlnd ¢isla, najdéte a, b, c,d.

ResSeni: Oznacme (kladné) kofeny zadaného polynomu z1,z2,...,z¢ a zapiSme ho ve
tvaru soucinu kofenovych Cinitelti:

(x —z1)(x — ) ... (x — x6) = 2° — 62° + az? + ba® + ca® + da® + 1.

Roznésobenim éiniteltt a porovnanim koeficient@t u 2° a absolutniho ¢lenu se zadanym
polynomem dostavame

—x1—Tog— -+ —xg = —06 a T1To...2e = 1.

To znamen4, Ze jak aritmeticky primeér kofent, tak jejich soucin se rovnaji jedné. Uzitim
AG-nerovnosti dostavame

1:x1+x2—g-~~+x6 > Yrixo.. .6 =1

Vypsané nerovnost tedy plati jako rovnost, coz nastane pouze v pripadé, kdy x1 = x2 =
= ... = z¢ = 1. Zadany polynom ma tedy jeden Sestinasobny kofen. Uzitim naptiklad
binomické véty dopocitame zbylé koeficienty:

(x —1)5 = 2% — 62° + 152 — 202° + 152% — 62 + 1.
Hodnoty hledanych koeficientt jsou a = 15,0 = —20,c¢ =15 a d = —6. [§]

Uloha 7: Pokud polynom f stupné n md pouze redlné koreny, nezdporné koeficienty a jeho
proni i posledni koeficient je roven jedné, potom plati f(2) > 3", dokazte.
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Kapitola 2. Resené piiklady

ReSeni: Protoze vSechny koeficienty polynomu f jsou nezaporné a alesponn dva dokonce
kladné, musi platit f(x) > 0 pro vSechna x > 0. Proto kazdy kofen f bude zéporny,

oznac¢me je —ai, —az,...,—a,. ZapiSme nyni dany polynom f ve tvaru soucinu kofeno-
vych Cinitelt, tedy f(z) = (x +a1)(x +a2)...(x +a,) a dosadme zax =0 a z = 2:
1= f(0)=aiaz...an,

1
f(Q) = (2 + al)(2 +CL2) . (2 + a,3),
Soucin kladnych ¢isel a1, as, ..., a, je tedy roven 1. Rozndsobenim zavorek ve vyrazu pro

f(2) dostaneme

n

F@=> (2" > anai,...a . (15)

k=0 1< << <n

Pomoci AG—nerovnosti odhadneme soucet (Z) soufinu zdola:

Z Qi1 Aigy - - - Agy, > <Z> H Ajy Ay - - - Agy, = <Z>

1< <<, <n 1<t << <n

Po dosazeni tohoto odhadu do dostavame

£(2) > 22"—’“ (Z) = 3",

Nerovnost pfejde v rovnost pro polynomy tvaru f(z) = (x + 1)". [10]

Uloha 8: Dokazte, Ze pro kazdé prirozené &islo n > 2 plati
e in on —2\" !
11(;)= -
k n—1
k=0
Reseni: Uzitim AG-nerovnosti na skupinu n — 1 kombinaénich ¢&isel dostavame

f(2)- ()T ()= (B2 - 22y

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz n = 3. [§]

Uloha 9: Rozhodnéte, zda existuje posloupnost kladnijch redlnych cisel a, takovd, Ze obé
fady > an a ) ﬁ jsou konvergentni.

Reseni:

Predpokladejme, ze fady > a, a ) n21an jsou konvergentni pro néjakou posloupnost klad-

nych ¢isel a,. Potom i fada ) (an + ﬁ) je konvergentni. Uzitim AG-nerovnosti ke

kazdému jejimu ¢lenu obdrzime ) (an + n21a ) > 23" 1 Tato zndmé (harmonické) fada

19



Kapitola 2. Resené piiklady

je v8ak divergentni, coz je spor. [4]

V dalsi ¢asti textu se budeme zabyvat tzv. Nesbittovou nerovnosti, ktera je specialnim
pripadem Shapirovy nerovnosti. V matematické literature 1ze nalézt mnoho rtznych du-
kazti Nesbittovy nerovnosti, napiiklad v [2] jich nalezneme 25. Pro zajimavost uvedeme t¥i
rizné postupy, které jsou vsechny zaloZeny na uziti AG—nerovnosti, a na zavér ukazeme
jednu tlohu na aplikaci Nesbittovy nerovnosti.

Uloha 10: Dokazte pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, ¢ Nesbittovu nerovnost

a n b n c >3
b+c¢c c+a a+b 2

ReSeni 1: Oznacme

_a i b N c
b+ec c+a a+d

b c a
A= - + ,
b+c c4+a a+bd

B c a b

:b—l—c+c+a+a+b'

Dvojim uzitim AG-nerovnosti, poprvé na soucet L + A, podruhé na soucet L + B, a
seCtenim A + B dostavame

L+A:a+b b+c c—{—aZBi&/a—{—b'b—l—c‘c—l—a:s’
b+c c+a a+b b+c c+a a-+b

L+B:c+a+a+b+b+c>3§/c+a'a+b'b+c: 7
b+c c+a a+b b+c c+a a+b
b

A+ B— +c¢ cHa a—l—b_g.

b+c¢ c¢c+a a+b

Ze souctu prvnich dvou nerovnosti vyplyva 6 < (L + A)+ (L + B) = 2L+ (A+ B) =
= 2L+3, neboli L > %, coz jsme chtéli dokazat. Rovnost nastane, jen kdyz a = b = c. [13]

Reseni 2: Vynasobime obé strany dokazované nerovnosti dvéma a pri¢teme jednicku ke
kazdému zlomku na levé strané:

20+b+c¢ 2b+c+a 2c+a-+b

b+c c+a a+b
a+b a+4+c b+c b+a cHa c+b>6

b+c b+c c+a c+a a+b a+b T

>3+ 3,

To je vSak AG—nerovnost pro Sestici ¢isel, nebot sou¢in 6 zlomki z levé strany je roven 1. [2]

Reseni 3: Podle AG-nerovnosti plati

s/ a2 3a
N0+ Yerabrotra 16)

a+a
b+ec b+ec

_l’_

N
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Kapitola 2. Resené piiklady

Opét pomoci AG—nerovnosti odhadneme shora souéin t¥i ¢isel pod odmocninou, tedy

2(a+b s
(a+a)(b+c)(b+o)< <(“+3+C)> .
Odtud a z plyne
2a 1 9a
R
b+c 27 2a+b+c)
Stejnym zplusobem odvodime nerovnosti
2b +1 S 9b . 2c +1 S 9c
ct+a 27 2(a+b+ec) a+b 27 2(a+b+c)

Sectenim a naslednou tpravou obdrzime
a b c 3 _9a+b+o
2 -
(b+c+c—|—a+a+b> 373
a 4 b . c 3
b+c c+a a+b 2

coz jsme chtéli dokazat. [2]

Uloha 11: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, c, jejich? soucet je roven jedné. Dokazte, Ze plati

a b c

6+ (ctaf  (atbhpP

9
> —.
!

Reseni: Protoze a + b+ ¢ = 1, je nerovnost

ala+b+c) blat+b+c) cla+b+c)
(b+c)? (c+a)? (a+b)?

9
> 2
4

ekvivalentni se zadanou nerovnosti. Oznacime-li levou stranu jako L, pak plati
2 2 2
a b c a b c
L=  — . 17
(b—l—c) +<c+a) +<a+b> +<b+c+c+a+a+b> (17)
Dosazenim Cauchyovy nerovnosti
2 2 2 2
b b
I+1+1)((—) + +(—= >y 2
b+c c+a a+b b+c c+a a+bd
do trojndsobku rovnosti (17) dostavame
b 2 b
3L> (2 4+ + ) +3(—+ +—2 ).
b+c c+a a+bd b+c c+a a+bd

Vyrazy v poslednich dvou zavorkach jsou jeden a tyz soucet, ktery odhadneme zdola
pomoci Nesbittovy nerovnosti:

a b c
+ +
b+c c+a a+b

3
> —.
-2
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Kapitola 2. Resené piiklady

Dohromady obdrzime

YRS (RN NP (SRS I 3 W B
“\b+c c+a a+bd b+c c+a a+b) \2 2 4
Délenim c¢islem 3 vychazi dokazovand nerovnost. Rovnost tu nastane pravé tehdy, kdyz
a=b=c=1 [13
3
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Kapitola 2. Resené piiklady

2.2 Kategorie S
Uloha 12: Necht a,b,c jsou kladnd ¢isla spliugici a® + b? + ¢ = 3. Dokazte, Ze plati

ab bec ca
— 4+ —+ =
c a b

ReSeni: Oznacéime-li levou stranu jako L, pak plati

=5 t—t+0 +2(a® + % + ). (18)

12— <ab be N ca>2 a?t? b2 2a?

c a b

Trojim uzitim AG-nerovnosti pro dvé ¢isla dostaneme

a?b? b33 a2b?  b2c? 9
5t 22 5 g = 2b%,
c a c a

vie?  cta? S b2 c2a? 0,2
a? 2 PR R

2a?  a?b? - 9 c2a?  a2b? 5
b2 + 2~ 2 e

Porovnani souc¢tt levych a pravych stran vede k nerovnosti

5 < a?b? b2 a2

+ + = >22(a2+b2+c2),

c? a?

kterou po déleni dvéma dosadime do rovnosti ((18)):
L? > 3(a® +b* + ¢?).
To je v8ak dokazovand nerovnost, nebot a? + b 4+ ¢> = 3. Rovnost nastane, pravé kdyz
a=b=c=1. [13]
Uloha 13: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, ¢ takovd, Ze a + b+ ¢ = 3. Dokazte, e plati

a’ b3 I
@tb)ate) Grobta)  (crafetd)

3
> —.
— 4

Reseni: Trojim uzitim AG-nerovnosti na trojice ¢isel dostdvame

a’ a+b a+c 5 a3 a+b a+c 3a

+ _|_ 23. . . = —,
(a+0b)(a+c) 8 8 (a+b)(a+c) 8 8 4
b b+c b+a s b3 b+c b+a 3b

+ + >3- : : =—,
(b+c)(b+a) 8 8 b+c)(b+a) 8 8 4
o c—l—a+c+b>3 5 3 cta c+b 3¢
(c+a)(c+b) 8 8 (c+a)(c+b) 8 8 4
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Sedétenim téchto nerovnosti obdrzime

a’ b 3 4(a+b+c) _ 3a+b+c)
(cH—b)(a—Fc)—F(b+c)(b+a)+(c+a)(c+b)jL 8 = 4 ’

kde po prevedeni ¢isla %(a + b+ ¢) na pravou stranu a uzitim predpokladu a +b+c =3
vychézi pozadovand nerovnost. Rovnost nastane pouze tehdy, kdyz a = b =c = 1. [13]

Uloha 14: Necht a,b,c jsou kladnd ¢isla takovd, %e a + b+ ¢ = 3. Ukazte, Ze plati

a’ b3 3
> 1.
b(2¢+ a) * c(2a +b) * a(2b+c¢) —

Reseni: Trojim uzitim AG-nerovnosti pro trojice ¢isel dostaneme

9%'LEJFSZML@ +a)>3 of 98 3b-(2c+a)=9
b(2¢+ a) cra = b(2¢+ a) A=
93 93
— 43 2 b)Y >3- ———— -3¢ (2 b) =9b
c(2a+b)+ ¢t+(2a+d)= \/c(2a+b) ¢ (2a+b) ’
9¢? 9¢3
— 43 2b >3- ———— -3a-(2b = 9e¢.
a(2b+c)+ a+(2b+c) > \/a(2b+c) a-(2b+c)=9c
Sectenim téchto nerovnosti dostavame
a3 b3 3
9 6 b >9 b .
<b(2c—|—a)+c(2a—i—b)+a(2b—i—c)>+ (a+b+c)z9a+bto)

Odectenim ¢isla 6(a + b+ ¢) a naslednym délenim ¢islem tii obdrzime
3 b3 . 3
) a2b+o)

—_

a
b(2c¢+ a) * c(2a+0b

2§(a+b+c).

To je vSak dokazovand nerovnost, nebot a + b+ ¢ = 3. Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
a=b=c=1.[13]
Uloha 15: Dokaste, Ze pro vsechna kladnd ¢isla a,b, ¢ plati

1 1 1 1
—+ <
a3—|—b3—|—abc+b3+c3+abc c3 + a3+ abe —

abe’

Reseni: Nejprve pro libovoln4 kladné ¢isla x,y dokazme odhad 22 + y3 > ay(z + y),
ktery vyuzijeme v hlavni ¢asti diikazu. Podle AG—nerovnosti pro trojice ¢isel plati

o3+ a3y >3/ a3 - 233 = 32y, 23+ 3 42 >33/a3 - 23 - y3 = 3wy’

Sectenim nerovnosti a naslednym délenim ¢islem t¥i dochézime k zavéru, ze zminéna ne-
rovnost je platnd (rovnost v ni zfejmé nastane, jen kdyz = = y).
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Pomoci této nerovnosti odhadneme zdola jmenovatele vSech tii zlomkt zadané nerov-
nosti. Dostaneme tak jejich horni odhady:

1 1 1 c
< = =
ad+ b3 +abe ~ abla+0b)+abc  abla+b+c) abe(a+b+c)’
1 _ 1 B 1 B a
b3+ 3 +abc ~ be(b+c)+abc  be(a+b+c)  abe(a+b+c)’
1 1 1 b

< = = .
A3 +a®+abe ~ calc+a)+abe  cala+b+c)  abe(a+ b+ c)
Jejich sectenim vychézi

1 PR S 1 atbte 1
ad+b34abc b3 +c3+abe  3+ad+abe T abcla+b+c)  abc

Rovnost nastane, pravé kdyz a = b = c. [13]

Uloha 16: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, ¢ takovd, Ze abc = 1. Dokaste, Ze plati

ab n be n ca <1
S+ +ab V+c+bc +ad+ca

Reseni: Nejprve odhadneme zdola vyraz z° + y° pomoci AG-nerovnosti pro viechna
kladna ¢isla z, y:

1 1
24y = - (32" +2-4°) +(2 27 +3-¢%) > . (5{"/:U15y10+5{’/:r10y15) _
— B2 4 2% = 22z + ).

Uzitim piedchoziho odhadu a s ohledem na podminku abc = 1 dostavame

ab < ab B 1 B abc B c
a®+ b +ab = a?b?(a+b)+ab abla+b)+1 abla+b)+abc a+b+c’
be < bc B 1 B abc B a
b +cd+be = b2 (b+c)+be be(b+c)+1  be(b+c)+abe a+b+c’

ca ca 1 abe b

< = = = .
A +ad+ca” ca?(c+a)+ca  calct+a)+1  calc+a)+abe a+b+c

Se¢tenim nerovnosti dostavame potfebné. Rovnost nastane, jen kdyz a = b = ¢ = 1. [13]

Uloha 17: Nechf a,b, c jsou redlnd ¢isla z intervalu (0,1). Dokazte, Ze plati

a n b . c
b+c+1 c+a+1 a+b+1

+(1-a)(1-b1-¢) <1

Reseni: S ohledem na cykli¢nost predpoklddejme a = max [a, b, ¢]. Uvazme AG-nerovnost

pro trojici ¢isel:

1+b+c)+(1=-b)+(1—c
3

1= )2\3/(1+b+c)(1—b)(1—c).
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Umocnénim a naslednym nasobenim nezapornym ¢islem ﬁ dostavame

1—-a
T2 1-a-b-o. (19)

Z podminky a = max [a, b, ¢] plynou néasledujici odhady:

b b c c
> : > : (20)
1+4b+c  14a+c 1+4b+c~ 1+4+b+a
Dosazenim (19) a (20) do rovnosti
a b c 1—a

T1btc T+bte 1ibte 1tbie
dostavame potiebné. Rovnost nastane, pravé kdyza =b=c=0neboa=0b=c=1. [12]
Uloha 18: Necht a, b, ¢ jsou kladnd ¢isla, pro kterd plati a®+b%>+c? = 1. Dokazte nerovnost

a’ n b3 N 3 >1
b+2c c¢c+2a a+2b 3

Reseni: Sec¢tenim nésledujicich tii AG—nerovnosti

9a3 \/ 9a? 9
2c) > 2 . 2¢) =
b+20—|—a(b+ c) > bt 2 a(b+ 2c) = 6a”,
9p° N/ 9b3 )
> . =
C+2a+b(c+2a)_2 s b(c+ 2a) = 6b*,
9¢c3 \/ 9¢c3 9
2b) > 2 . 2b) =
a+2b+c(a—|— b) > % c(a +2b) = 6¢

obdrzime odhad
9a3 93 9¢3

b+b > 6(a® + b + 2).
b+2c+c+2a+a+2b+3(a + bc+ ca) > 6(a” + b° + ¢%)

Po déleni ¢islem 3 a naslednym pievedenim ¢isla ab + bc+ ca na pravou stranu dostaneme

a’ b3 3 9 9 9
> — .
3(b+2c+c+2a+a+2?>_2w/+b_+c) (ab + be + ca)

Nyni na pravé strané vyuzijeme nerovnosti ((13) z pfedchozi kapitoly a ziskdme tak odhad

s( L P Ve
a C
b+2c c+2a a+2b) ’

odkud po délenim &islem 3 a dosazenim a? + b% 4 ¢ = 1 dostdvdme potiebné. Rovnost

nastane, jen kdyza =b=c= % [13]

Uloha 19: Jsou ddna kladnd c¢isla a, b, ¢, jejichs soucin je roven jedné. Dokazte nerovnost
ad b3 c3

(+0)(i+0  (+00+a T Traasn =

=~ w
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Kapitola 2. Resené piiklady

Reseni: Uzijeme tiikrat AG-nerovnost pro trojici ¢isel:

a® 1+b 1+c . a’ 1+b 14+c¢  3a

+ + >3 : : ==
1+b0)1+0 8 8 A+rb)1+e 8 8 4
b l+c 1+a . b3 l1+¢ 14+a 3b

+ + > : : ==,
(14+¢)(1+a) 8 8 1+c)(1+a) 8 8 4
3 l1+a 1+0b 5 3 l1+a 140 3c

+ + > : : ==
I+a)1+b) 8 8 Q+a)(1+b) 8 8 4

Sectenim téchto nerovnosti a dalsimi tpravami dostaneme

a? b o 6+2(a+b+c)  3(at+bto)
I10)(1+0 (tol+a)  Traaid) g =T
ad b3 A3 >a+b+c 3
I10(+0 (Ut0(+a (xad+d) - 2 &

Na pravou stranu nerovnosti opét uplatnime AG-nerovnost a predpoklad abc = 1:

atb+c 3 _3Vabe 3 _3 3 _3
2 4= 2 4 2 4 4
Nerovnost ptrejde v rovnost pravé tehdy, kdyz a = b = c = 1. [13]

Uloha 20: Soucin kladnijch ¢isel a,b,c je roven 1, dokazte nerovnost

2 2 2
<
(a+1)2+62+1+(b+1)2+c2+1+(c+1)2+a2+1 -

1.

Reseni: Nejprve oznac¢ime levou stranu dokazované nerovnosti jako L. Nésledné uzitim
AG-—nerovnosti na upraveny jmenovatel prvniho séitance dostavame

2 2 2 1

= < = .
(a+1)2+02+1 a®>+b*+2a+2 "~ Wa2b? +2(a+1) ab+a+l

Stejny postup pouzijeme na zbylé dva séitance:

2 1 2 1
< < :
b+1)2+c2+1 " bc+b+1’ (c+1)2+a?2+1 " cat+c+1

Sectenim pfedchozich t¥ nerovnosti obdrzime

1 1 1
< .
_ab+a+1+bc+b+1+ca+a+1

Polozme z = {’/%ay: {’/5,2’: Y %,pakplatia:%,b:%,c:

a

ISHIN

I < Yz zx Ty

- xy+yz+z:p+:cy+yz+zx+xy+yz+zx'
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Kapitola 2. Resené piiklady

Prava strana, jak je vidét, se rovna 1, proto plati L < 1. Rovnost nastane jen tehdy, kdyz
a=b=c=1.[9
Uloha 21: Dokazte, Ze pro vsechna kladnd ¢isla a,b, ¢ plati

1 1 1 3
> .
a(l+0) +b(l—i—c) +c(1+a) ~ 1+ abc

Reseni: Obé strany nerovnosti vynasobime ¢islem 1 + abc a nésledné k nim pfi¢teme 3,

pak plati
1+ abe 1+ abe 1+ abe
- +1 — 41 — 4+1) >6.
<a<1+b>+ >+<b<1+c>+ >+<c<1+a>+ >—6

Uzitim algebraickjch tprav na levou stranu nerovnosti dostavame

l1+a+ab+abc 14+b+bc+abc 1+ c+ ca—+ abe
+ +
a(l+b) b(1+c) c(l+a)

> 6,

neboli

l1+a ab(1 + ¢) 1+ +bc(1+a) 1+¢ ca(l+b)
a(l+b)  a(l4+b) b(1l+e¢) b1l+4+c¢) c(l4+a) cl+a)

> 6.

To je vS8ak AG—nerovnost pro Sestici ¢isel, tim je dikaz u konce. Rovnost nastane, jen kdyz
a=b=c=1.[9

Uloha 22: Jsou ddna kladnd ¢isla a, b, c, jejichZ soucin nepievysuje jejich soucet. Dokazte,
Ze platy
a4+ b+ > V3abe.

Reseni: Vyraz —(a—0b)2—(b—c)?— (c—a)?, jak je vidét, je vZdy mensi nebo roven nule.
Uzitim algebraickych tprav dostavame nerovnos

(a+b+c)* 3>+ +) <0.
Odtud a z predpokladu a + b + ¢ > abc vyplyva

(abc)?

3 <a?+ b+ (21)

Dale podle AG—nerovnosti plati
a2 + b2 + 2 > 3Va2b2c2.
7 toho po umocnéni na tfeti obdrzime nerovnost
33(abe)? < (a® + b + A2)3,
z které po vynasobeni s nerovnosti vyplyva

3%(abe)t < (a® + 0% + )%

!Jedna se o Cauchyovu nerovnost (14) pro w1 = a,uz =byuz =cavi =vy =vg = 1.
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Kapitola 2. Resené piiklady

Tato nerovnost je vSak ekvivalentni se zadanou nerovnosti. Rovnost nastane, jen kdyz

a=b=c=+/3. [
Uloha 23: Necht a,b, ¢ jsou nezdpornd ¢isla, jejich# soucet se rovnd 3. Dokazte nerovnost

a1+ +by1+c3+cv/1+a3 <5,

Reseni: Podle AG-nerovnosti pro dvojici kladnych ésel 1+ b, 1 — b+ b2 plati

2 27

24 b2\ b2
a1+ =ay/(1+b)(1—-b+b)<a ( i ) —at+

pfitom rovnost nastane, je-li @ = 0 nebo 1 4+ b = 1 — b+ b2, tj. b € {0,2}. Analogickym
postupem obdrzime

2

b2
b\/1+c3§b+%, cx/l—l—a?’gc—i-%.

Sectenim vSech tFfi nerovnosti dostavame

1
a\/1+b3+b\/1—|—03—|—6\/1—|—a3§(a+b+c)—|—§(ab2+b02—|—ca2).

Protoze v8ak rovnost nastat nemize (soucet a + b + ¢ = 3 nelze z ¢isel a,b,c € {0,2}
sestavit), sta¢i nam dokazat platnost nerovnosti ab®+bc?+ca? < 4. S ohledem na cykliénost
predpokladejme, ze b je z ¢isel a, b, ¢ druhé nejvétsi. Pak plati nerovnost a(b—a)(b—c) < 0.
Odtud roznasobenim ziskdme odhad ab? 4 ca? < abc + a?b. Dohromady dostavame

ab?® + bc? 4 ca® < abe + a*b + be? = b(a? + 2ac + ¢*) — abe < bla + ¢)*.

Pomoci AG-nerovnosti pro trojice &isel odhadneme shora vyraz b(a + c)?:

3
bla+c)?>=4-b- (a—i—c.a—l—c) §4<a+b—|—c> — 4.

2 2 3
Tim je dikaz hotov. [11]
Uloha 24: Soucet nezdpornych ¢isel a,b,c,d je roven 3. Dokazte, Ze plati

ab(b+ ¢) + be(c+ d) + cd(d + a) + da(a + b) < 4.

Reseni: Ekvivalentné upravujme levou stranu L zadané nerovnosti:

L=0b-ab+a-bc)+ (c-bc+b-cd)+(d-cd+c-da)+ (a-da+d-ab) =
= (a+c)(bc+da)+ (b+ d)(ab+ cd) = (a+ ¢)((a+ c)(b+d) — (ab+ cd))+
+(b+d)(ab+cd) = (a+c)*(b+d) + (ab+cd)(b+d—a—c).
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Kapitola 2. Resené piiklady

Diky cykli¢nosti zadani predpokladejme b+ d < a + ¢, pak plati L < (a+ c)?(b+d). Podle
AG-nerovnosti pro trojici (a+ ¢), (a +¢), (2b+ 2d) a uzitim predpokladu a +b+c+d =3
dostavame

= 8.
3

Délenim ¢islem 2 obdrzime pozadované. Rovnost v dokazované nerovnosti nastane, praveé
kdyz pro ¢isla a, b, ¢, d plati, Ze jsou cyklickou permutaci hodnot 1,2,0,0. [1I]

2L < (a + ¢)(a + 0)(2b +2d) < (2<a+b+c+d>>3_

Uloha 25: Pro vsechna kladnd ¢isla a,b, c,d dokazte nerovnost

a b c d 3v3
2., 2 st 3 2 3t 3 s 2 T a2 :
b2 +c2+d c2+d?2+a d*+a’>+b a’+b%+c 2vVa2 + b2+ 2+ d2

Reseni: S ohledem na homogennost pfedpokladejme a? + b? + ¢ 4+ d? = 1, potom dané
nerovnost prejde do tvaru:

a b c d 3V3
. 22
17a2+lfb2+1702+17d2> 2 (22)

Uzitim AG-nerovnosti na trojici kladnych ¢isel 2a2,1 — a? a 1 — a? dostdvame

22 +1—-a2+1-a2\> [2\*
2a2(1—a2)(1—a2)§(a+ g* “):<3>,

Odmocnénim a naslednym uzitim ekvivalentnich aprav vychazi

a >3\/§-a2.
1—a2 ~ 2

Sectenim posledni nerovnosti s dalsimi tfemi analogickymi nerovnostmi pro proménné
b, ¢, d obdrzime

a b C d 3\/3 2 2 2 2
> b 7).
—etipticeti—gs g @Hi+a+d)

Ostra nerovnost tak bude dokézana, kdyz vysvétlime, pro¢ je v posledni nerovnosti
vylou¢ena rovnost. Kdyby nastala, musely by soucasné platit éty¥i rovnosti 2¢% = 1 —
—a?, 202 =1-022c=1—-c?,a2d>=1—d? neboli a®> =b0?> =% = d? = %, coz vsak
odporuje podmince a? + b% + ¢? + d? = 1. [11]

Uloha 26: Necht a, b, c jsou kladnd ¢isla. Dokazte nerovnost

(o3) (o) e eme 22

Reseni: Roznasobenim zavorek levé strany nerovnosti dostavame

a b c a b ¢ b ¢ a
14+ - 14 - 1+4-)=2+-4+-4+-+-4+-+-.
b c a b ¢ a a b ¢
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Kapitola 2. Resené piiklady

Staci tedy dokazat, ze plati

a b ¢ b ¢ a 2(a+b+c)
224z AT T ISk Sl B B
(b+c+a>+(a+b+0)_ Vabe 23)

Uvazme nyni Sest AG—nerovnosti pro trojice Cisel:

a e b gsfa a b 3a b b e gs/b b oc_ 3b
b b ¢~ b b ¢ ¥abe a a b~ a a b Jabe
b b ¢ 3/b b ¢ 3b c c a 4/C ¢ a 3c
a2 2382202 = S+ >33-. == 7
c+c+a_ c ¢ a Y abe b b ¢ b b c 3/ abe
c ¢ a c ¢ a 3¢ a a b sfa a b 3a
— _ —>33=.=-.= — _ _ — >34/ === =

a+a+b_ V a b Yabe c+c+a_ Ve ¢ a  Jabe

o

avé (23). Rovnost nastane, jen kdyz a = b = c. [13

==

Jejich soucet nam jiz pfimo

Uloha 27: Necht a, b, c jsou kladnd ¢isla spliiujici ab + bc 4+ ca = 1. Dokazte, Ze plati

1 1 1
a(a+b) +b(b+c) +c(c+a)

9
> —.
-2

ReSeni: S vyuzitim pfedpokladu ab + bc + ca = 1 upravujme zadanou nerovnost:

cla+b)+ab  alb+c)+bc  blc+a)+ca
a(a +b) b(b+c) c(c+a)

a b ¢ b c a
—+-+-]+ + +
b ¢ a a+b b+c cH+a

a+b b4+c cHa b c a
- - - + - ~3
b c a a+b b+c cHa

Oznacme levou stranu posledni nerovnosti jako L. Dvojim uzitim AG—nerovnosti a dalsimi
Upravami dostavame:

I - a+b+b+c+c+a+ b i c n a
O\ 4 4c 4a a+b b+c c+a
a+b b+c cHa s/a+b b+c c+a b c a
—3>6. ) . . . .
( * * > - \/ 4b 4c 4da a+b b+c c+a+

3 sfla b ¢ . {s/T 3 _9

Nerovnost pfejde v rovnost, pravé kdyz a =b=c = % [13]

v

)

Y

)

9
2
9
2
9
2

Y

Uloha 28: Pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, c dokaste, Ze plati

2
(a“;*c)za\/%w\@ﬂx/@

Reseni: Uvazme nasledujici tii AG-nerovnosti pro dvojice &isel:

ca+ ab > 2a\/%, ab + bc > 2by/ac, bec + ca > 2¢v/ba.
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Kapitola 2. Resené piiklady

Porovnani souc¢tt levych a pravych stran vede k nerovnosti
2(ab + be + ca) > 2(aVeb + by/ac + evba). (24)
Opét uzijeme trikrat AG-nerovnost, tentokrat pro ¢tverice Cisel:

a® +a? + v 4+ 2 > davbe,
b2+ 0% + 2 + a?® > 4b\/ca,
A+ +a?+b? > 4cvVab.

Sectenim pfedchozich tii nerovnosti a naslednym délenim ¢islem ¢tyfi obdrzime
a® + b + 2 > aVbe + by/ca + ¢V ab.
Secteme-li tuto nerovnost s nerovnosti , dostaneme
a? 4+ 0% + % + 2(ab + be + ca) > 3(aVbe + by/ca + eV ab).

Délenim é&islem 3 vychézi pozadovana nerovnost, nebot leva strana je rovna (a + b + c)2.
Rovnost nastane, pravé kdyz a = b = c. [I]
Uloha 29: Dokazte, e pro libovolnd kladnd a,b plati

L 2 S 24
ad b ad 4+ T (a+b)3

ReSeni: Uzitim AG-nerovnosti na levou stranu zadané nerovnosti dostaneme

LANEE SN Y S S 2
ad a3+ T T\ a3h3(ad+03) T\ adb3(a? — ab+b2)(a+b)

Vyraz a3b3(a®—ab-+b%) z posledniho jmenovatele odhadneme shora pomoci AG-nerovnosti
pro ¢tverici Cisel:

ab+ab+ab+(a2—ab+b2)>4_ (a+b)®

3;3( 2 2
a’b’(a —ab—l—b)§< 1 98

Z obou predchozich nerovnosti obdrzime odhad

N S et I
ad b a3+ T T\ (a+b)?  (a+b)3

Dokazovana nerovnost piejde v rovnost, jen kdyz a = b. [12]

Uloha 30: Pro libovolnd kladnd ¢isla a,b dokaste nerovnost

§/2(a+b) <i+2> > §/§+ \/E
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Kapitola 2. Resené piiklady

ReSeni: Nechf z,y jsou kladna ¢sla. Dvojim uzitim AG-nerovnosti pro trojice &isel
dostavame

28 + 23 + 233 > 3/ w1296 = 3212, Y8 + 23y3 + 23y > 3/aby12 = 322yt

Pti¢tenim 2% 445 k obéma stranam nerovnosti, kterou ziskdme se¢tenim predchozich dvou
nerovnosti, obdrzime

2(2% 4 5 + 223y3) > 28 + o8 + 32%y? + 322y%.
Nyni tuto nerovnost ekvivalentné upravujme:
202% + %) > (22 + y?)3,
V2(x3 +y3)2 > 2? + 4, /ixy >0

3 3
+vy T Yy
3[9(23 1 43) [ £ ~*r Y
\/(:c +y)<x3y3 > —i—x,
1 1
3 3 3
\/2($ —|—y)<333+y3>2

Volbou = = &/a a y = /b dostavame potiebné. Rovnost nastane, jen kdyz a = b. [I]

<

+ 2
xr

< |8

Uloha 31: Dokaste, Ze pro kazdd kladnd ¢isla a,b, c, jejich# soucin je roven jedné, plati

1 n 1 N 1 3
adb+¢) b(c+a) Ala+bd) — 2
ReSeni 1: Uzitim podminky abc = 1 na levou stranu dokazované nerovnosti dostavame

abc n abc n abc
adb+ec) b(ct+a) Ala+bd)

kde pomoci aprav zlomktu obdrzime

Pro ptehlednost polozme x = %, Yy = % az= %, pak plati zyz = 1 a méme tedy dokézat

2 2 2

x z 3
LA 2, (25)
y+z z4+z ax+y = 2

7 AG—nerovnosti pro trojici ¢isel vyplyva

z+y+z>3Jryz =3.

Abychom dokéazali zadanou nerovnost, stac¢i proto dokézat, Ze plati nerovnost

x2 y? n 22 >x+y+z'

+ z
y+z z4+zx x4y 2
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Kapitola 2. Resené piiklady

K tomu uvazme nésledujici tii AG—nerovnosti (¢isla z,y, z jsou kladnd):

x? ytz o, 2 y+z

>
y—l—z+ 4 - \/y+z 4

Y

2 2
Y +z+:£22 T ‘y—i-z:
z+x 4 Y+ z 4

2
z +x+y22 z 'x+y:&
T4y 4 T4y 4

Sedtenim téchto nerovnosti obdrzime

Y,

2 2 2
X z
Y +

1
+ + =
y+z z4+zxz x+y 2

(x4+y+z)>z+y+ 2.

Odectenim ¢isla %(x + y + 2z) dostavame potiebné. Rovnost tu nastane pravé tehdy, kdyz
a=b=c=1. [13]

ReSeni 2: Vyuzijme predchoziho FeSeni a dokazme jinym zptisobem nerovnost , tj.
pro kladné éisla x, y, z plati zyz = 1 a mame tedy dokézat

1,2 yQ Z2

+ +
y+z z4+x x+y

3
> —.
-2

Uzitim Cauchyovy nerovnosti na trojice ¢isel

(\/yx-F z’ \/J;y—{—z’ \/a;:—y) a (\/erZa \/$+Z,\/x+y)

dostaneme ) ) )
2 T Y Y
r+y+z) < + + 2z +y+2),
( Y )_<y+z T+ z x—l—y) ( Y )
neboli ) ) )
x rT+yY+ =z
L Y S TTVEE
y+z xT+z T4y 2

Uzitim AG-—nerovnosti na trojici z, ¥y, z a s ohledem na podminku xyz = 1 dostavame

2 2 2
G S RO S S
y+z zx+z T4y 3 2 2 2

Rovnost nastane, pravé kdyz a =b=c = 1. [4]

Uloha 32: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, c. Dokazte, Ze plati

7 b7 ¢’ 1
+ c2a? + a2b? + a?b2c?’

bc ca ab <a
? ?+§+abc_b2c2
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Kapitola 2. Resené piiklady

Reseni: Dokazované nerovnost je souctem nésledujicich ¢ty AG-nerovnosti
be i/ b7 c’ 1 < 1/ N ¢’ N 1
a2V a2e?2 a?b? a?202¢2 — 3 \ a2z a2 a?h2c2 )’
ca {,/ c? a’ 1 < 1/ ¢ N a’ N 1
2V b2a2 22 a?h2c2 — 3 b2a2 b2c?2  a?b2c? )’
ab 3 a’ b7 1 < b7 1
2 V2?2 a2 a2 — 3 0262 + c2a? + a?b2c?2 )’

he— 2 a’ b7 c? < b7 ¢’
TN @R 22 22 T3 c2b2 + c2a? + a2b? )’

Nerovnost ptrejde v rovnost, pravé kdyz a = b = ¢ = 1. [13]

—_

w

—

Uloha 33: Necht a,b, ¢ jsou kladnd ¢isla spliujici a + b+ ¢ = 3abc. Dokazte nerovnost

1 1 1
-+ .3 73 —|— — > 3.
ResSeni: Vydélime-li podminku a + b + ¢ = 3abc nenulovym sou¢inem abe, dostaneme
1 n 1 n I 3
bc ac ab

Ozna¢me levou, resp. pravou stranu zadané nerovnosti jako L, resp. P. Trojim uzitim
AG-—nerovnosti pro trojice ¢isel a ekvivalentnich iprav dostavame

11 1 11 11
2L+3=2( g+ g+t 5 )+3=(S+g+1)+ (gt +1)+

+ 1+ +1)>3 1+1+1 =9=2P+3
3 ad = ab  bc T '

Odtud jiz plyne L > P. Rovnost nastane, jen kdyz a = b =c = 1. [13]

. b
Uloha 34: Jsou dana kladnda cisla a,b, c takovd, Ze a\/7+ b ¢ +c % = 3. Dokazte, Ze
c a
plati
a v b
wrata=s

~

Reseni: Sectenim t¥i AG—nerovnosti pro Sestice ¢isel

a®

b3+ +4 1>6\/
b6
_’_7+4 1>6
6 a6
b3

6

—_
i
I
(=]
o

||

o

oS
ﬁ\ﬁ\n\w

+4-1>6

w
% % R
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dostaneme

(5505 s EnEonfF) e

Délenim ¢islem 2 dostavame potiebné. Rovnost nastane, jen kdyz a = b = ¢ = 1. [13]

Uloha 35: Pro kladnd ¢isla a,b, ¢ spliiujict podminku ab + bc + cd + da = 1 dokazte

a’ b3 3 a3

>
b+c+d+c+d+a+d+a+b+a+b+c*

W =

Reseni: Ctvernym uzitim AG-nerovnosti pro &tvefice &isel dostavame
36a° \/ 36a3
—_— b d)+6a+3>4 b d)-6a-3=24
I +2(b+c+d) + 6a + b rotd 2(b+c+d)-6a a,
b3 b3
L—F 2(c+d+a) +6b+3>4</36 ‘2(c+d+a)-6b-3=24b,
c+d+a
36¢° i1/ 36¢3
T —— d b) +6c+3 >4/ ——-2(d b)-6c-3=24
itath +2(d+ a+ b) + 6¢ + Itath (d+ a+Db) -6 c,
3643 3643
— +2 (a+b+c)+6d+3>4\/ 2(a+b+c)-6d-3=24d.
a+b+c +b+c

Sedtenim nerovnosti obdrzime

a? b 3 d3
<b+c+d+c+d+a+d+a+b+a+b+c

>212(a+b+c+d)—12. (26)

Podle AG—nerovnosti a podminky ze zadani plati

(a+b)+ (c+d)>2v/(a+c)(b+d) =2Vab+ bc+ cd + da = 2.

Po dosazeni tohoto odhadu do pravé strany obdrzime

a’ b 3 d?
6 >24—-12
(b+c—|—d+c+d+a+d+a—i—b+a+b+c>_ ’

odkud po déleni ¢islem 36 dostaneme dokazovanou nerovnost. Rovnost nastane jen tehdy,
kdyZa=b=c=d= 1. [13]

Uloha 36: Necht a,b,c jsou kladnd ¢isla spliiujici podminku a + 2b + 3¢ > 20. Dokate,

Ze plati nerovnost

3 9 4
a+b+c+—-—+—+-2>13.
a 26 ¢

Reseni: Uvazme nasledujici tii AG-nerovnosti:

4 4 1 1
a+—2>2a-— =4, b+922\/b-2:6, +—6>2 —6:8.
a a b b c
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Kapitola 2. Resené piiklady

Vynasobime-li nerovnosti vhodnymi ¢isly

3 4\ _ 3 1 9\ _ 1 1 16) _ 1
4<a—|—a>_44 3, 2<b+b>_26 3, 4<c+c>_48 2

a secteme, obdrzime

3a¢. b ¢ 3 9

= >

4 2 4 a 20 ¢
Vydélenim podminky a + 2b 4+ 3¢ > 20 ¢islem ¢tyti dostavame

a+b+3c>5
4 2 4 — 7

Se¢tenim predchézejici nerovnosti s nerovnosti (27) ziskdme potfebné. Rovnost nastane,
pravé kdyz a = 2,b = 3,c = 4. [13]

Uloha 37: Dokaste, e pro kazdd kladnd ¢isla a,b, ¢ plati

5 203 1 1 1
30a+30"+—+4+36| —+ —+ — | > 84
9 ab  bc  ca

Reseni: Trojim uzitim AG-nerovnosti dostavame

b2 2 s 2 22
2. — 1+ 9. > 2. [=) =
at 4 + ab ~— 5\/@ 4 <ab> 5
b2 3 6 a2\ % [/ e3\? 6\°
3-—+2-—+6- > 11 — = - — =11
g P et \/<4> (27> (bc) ’

C3 3 7 03 3 3
_ . . > __ a3 = =7.
27+3 a+3 ca_7 57 " @ <ca> 7

Vynasobenim nerovnosti po fadé ¢isly 9,1 a 4 ziskame

9p%> 36 3% 2 36 4¢3 36
1 —+— >4 — =4+ —=>11, — +12 — > 28.
8a+4+ab_57 4+27+bc_ ’ 27+ a+ca_8
Sectenim téchto nerovnosti obdrzime dokazovanou nerovnost. Rovnost nastane, prave kdyz

a=1,b=2c=3.[13
Uloha 38: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, ¢ takovd, Ze ac > 12 a be > 8. Dokazte nerovnost
1 1 ) 8 S 121

1
atbtct+2( =+ —+—
ab  bc  ca

abe = 12°

Reseni: Uvazme nasledujici ¢tyfi AG—nerovnosti (prvni, resp. druhd nerovnost v pravém
sloupci je vynésobena ¢islem Ctyfi, resp. sedm):
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Jejich sec¢tenim obdrzime nerovnost

6 32 84 24
3a+b+ec)+ =+~ +—+ —— > 40,
ab  bec  ca abc

z niz pro levou stranu L dokazované nerovnosti plati

26 78
3L+ — 4+ — > 40.
be  ca

Odtud a z podminek ac > 12 a bec > 8 vyplyva

26 78 121
3L>40— — — — =
- 8 12 4
Po déleni cislem t¥i vychazi pozadovanad nerovnost. Rovnost nastane prave tehdy, kdyz

a=3,b=2c=4.[13

Uloha 39: Necht a,b,c jsou nezdpornd ¢isla, jejichZ soucet je roven jedné. Dokazte, Ze

plati
4

4
a*b + bre + fa < 55

Reseni: S ohledem na cykli¢nost pfedpokladejme a = max [a, b, c]. Potom plati nasledujici
¢tyti odhady:

bie < a?’bc, ca<Pad < ca4, g < %
Upravujme postupné levou stranu L zadané nerovnosti:
4 4 4 2 3 3
L:a4b+b4c+%+ % < a4b+a3bc+% + 02a :agb(a+c)+%(a+c) =
3 c 3 3c 4 @ a a a+c 3c
= b 7>< b+ =) =442 2.2 Ap+ =)
a(a+c)<+2 _a(a+c)<+4> 111 1 (+4

Podle AG—nerovnosti pro pétici ¢isel plati

5
TSRS D E RS BS B ER (RS §
4 4 4 5

RS
RS

Dohromady a s vyuzitim pfedpokladu a + b + ¢ = 1 dostavame

+b+ec\® 44
<4t (227C) 2
<t (U55) -5

Nerovnost prejde v rovnost, praveé kdyz a = %, b= %, c=0neboa=0,b= %, c= % nebo
a= %,b:(),c: %. [13]

Uloha 40: Jsou ddna redlnd ¢isla a,b,c spliujici podminku 0 < a < b < ¢ < 1. Ukaste,

Ze plati
108

2 2 2
_ _ _ < —.
a (b C)+b (C b)+C (1 C) 529
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ReSeni: VyuzZijeme podminky a upravime levou stranu L zadané nerovnosti:
L=ad*b—c)+ bt (c—b)+*1—-c)<0+= (b b-(2¢c—2b) + (1 —c).

Uzitim AG-nerovnosti na souéin ¢isel b, b, (2¢ — 2b) dostavame

b+b+(2c—2b)\* 8
bb- (2 —2b) < ==
(2 )—( 3 ) 27

Odtud a z upravené levé strany poZzadované nerovnosti vyplyva

4¢ 23¢ 54\ 2 /23c\ [23c 23¢
< —c| = - =) == — = -—=].
Lse <27+1 C) C(l 27) (23) <54>(54)<1 27>

Pomoci AG—nerovnosti odhadneme shora posledni tfi Cinitele pravé strany odvozené ne-
rovnosti a dostaneme tak celkové pozadované tvrzeni:

3
L (B4) (BB 15| (547 (1) _ 108
—\23 3 -\ 23 3) 529

13]

Rovnost nastane, jen kdyz a = 0,b = 23,0 = 2—3 [

Uloha 41: Necht x,y, z,t jsou redlnd ¢isla z intervalu (0,1). Dokazte nerovnost

8
x2y +y22 + 22t 4tz — xy2 - yz2 — 2t —ta? < o7

Reseni: Bez jmy na obecnosti predpoklddejme, Ze plati * = max [x,y, 2,t]. Nejprve
upravime vyraz na levé strané L zadané nerovnosti do vyhodnéjsiho tvaru:
L=y(x® 22 +yz—ay) +t(z* -2 + ot — 2t) =
=ylx—z)(z+z—y)+t(z—2)(r+2z—1).

Z ptedpokladu x > z a x > ¢ vyplyva, ze t(z —x)(zr +2—1t) <0, a proto L < y(x —z)(x +
+ z — y). Uzitim AG-nerovnosti na trojici ¢isel y,x — z,z + z — ¢t obdrzime

y+ (@ —2)+(x+2—1y) 3_@
3 oot

Lst—@w+z—ws(

Dosazenim x = 1 do zlomku na pravé strané (pro tuto hodnotu bude zfejmé nejvétsi)
dostavame pozadované. Rovnost nastane, pravé kdyz pro Cisla x,y, 2, t plati, Ze jsou cyk-
lickou zadménou hodnot 1, ?2), é,O [13]

Uloha 42: Dokazte, e pro kaZdd nezdpornd ¢isla a,b, ¢, jejich soucet se rovnd trem, plati

(a2 —ab+ b2) (62 —bc+ 02) (02 —ca+ a2) <12
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ResSeni: S ohledem na symetrii piedpokladejme a > b > ¢. Potom ziejmé plati nerovnosti
0<b?—bc+c2<b?a0<c®—ca+a?<ad Jejich vynasobenim dostavame

(b2 —be + 02) (02 —ca + a2) < a’v?.

Vyuzijme to a odhadnéme levou stranu dokazované nerovnosti:

L§a262(a2—ab+b2):g-%d)-%d)-(aQ—ab+bQ). (28)

Podle AG—nerovnosti plati

ab ab 3 3
3ab-3;b-(a2—ab+b2)§<32+?’2+(a2_ab+b2)> :<(a+b)2) |

3

Odtud, z predpokladu a +b+c=3 a z vyplyva

L<4<(a+b)2>3<4<(a+b+6)2>3=4.33:12.

-9 3 -9 3 9
Rovnost tu nastane, pravé kdyz trojice a, b, ¢ je permutaci trojice 0,1, 2. [13]

Uloha 43: Necht a,b, ¢ jsou kladnd cisla, jejichZ soucin je roven jedné. Ukaste, Ze plati

a?(b+c) b2(c+a) *(a+0) 9
Wb+ 2c/c  c/et2a/a  aya+20Vb T

Reseni: Trojim uzitim AG-nerovnosti a predpokladu abc = 1 dostavame

a?(b+c) - a’-2vbe  2ava
b\@+20ﬁ - b\/5+2c\ﬁ b\/6+20\/67

Pleta) _ 0*-2ca 2bv/b
e+ 2av/a T eyJe+2av/a  ey/e+ 2ay/a’

?(a+1b) - 2-2vab  2c/c
a\/a+2b\/l; - a\/ﬁ+2b\/5 a\/a+2b\/5.

Oznaéme = = ay/a,y = Whaz= cv/c, potom z,y,z > 0 a xyz = 1. Se¢tenim predchéze-
jicich nerovnosti dostavame
a’(b+c) b%(c+ a) 2(a+b) 2x N 2y N 2z
Wh+2cy/c  o/et+2a/a  aa+20Vb T y+2z 242z w42y

(29)

Ozna¢me pravou stranu nerovnosti jako P a polozme m = y + 2z,n = z + 2z a
p = x + 2y, potom plati

n+p—2m dp+m —2n dm+n—2p
T = 9 5 Yy = 9 ) Z = 9 .
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Dosadime do pravé strany nerovnosti (29) a nasledné upravime

2 (4dn+p—2m 4dp+m—2n 4dm+n-—2
< p LA N p>:

P=-
9 m n p

2
:<4(n+m+p)+<p+m+n>—6>.
9 m p n m n p

Dvojim uzitim AG—nerovnosti na souc¢ty zlomkt dostavame

p22<4.33 noom.
9 m P

Rovnost nastane, pravé kdyz a =b=c=1. [13

=RES
S|3

3=

n 2
— =6 ==(12+3-6) =2.
P ) 9( " )

Uloha 44: V trojihelniku ABC jsou sestrojeny osy vnitinich whli oq, 03, 0~. Jejich pri-
secik oznacme G, ddle oznacme D, resp. E, resp. F prisecik osy o, se stranou BC, resp.
osy og se stranou AC, resp. osy o se stranou AB. Dokazte, Ze plati

GA| |GB| |GC| _ 8
|AD| " |BE| |CF| = 27’

A F B
obr. 1
Ozna¢me a = |BC|,b = |CA| a ¢ = |AB| délky stran trojahelniku. Déle nékolikrat vyuzi-

jeme vlastnosti, ze osa tthlu déli protéjsi stranu v poméru zbylych dvou stran trojihelniku.
Strana BC délky a je rozdélena osou o, v poméru b : ¢ na useky

b
b+c
Osa GC thlu ACD déli stranu AD v trojihelniku ADC na tiseky GA a GD v poméru
|GA| : |GD| = |CA]| : |CD|, neboli

|CD| = a a |DB| = a.

_c
b+c

IGA| _|CAl b b+te

= ==
|GD|  |CD| = a

Odtud vyjadiime prvni Cinitel dokazované nerovnosti:

IGAl  |GA] b+c

|AD|  |GA|+|GD| a+b+c

41



Kapitola 2. Resené piiklady

Podobnym zptsobem vyjadiime poméry pro zbyvajici dva Cinitele

|GB|  c+a |IGC]  a+b
|BE|  a+b+c’ ICF|  a+b+c

Uzitim AG-nerovnosti na trojici kladnych hodnot dostavame

a C 3
GA| |GB| |GC|  a+b  cta  bte <<2ﬁljbbjc)> 8

|AD| |BE| |CF| a+b+c a+b+c a+b+c 3

Rovnost nastane, jen kdyz trojuhelnik ABC' je rovnostranny. [4]

Uloha 45: Pro libovolny trojuhelnik se stranami a,b,c a obsahem S dokazte nerovnost

a? + b+ 2 > 4/38.

Reseni: Uzitim Heronova vzorce pro obsah trojihelniku a AG-nerovnosti pro trojici
kladnych hodnot dostavame

a+b+c 3
3 )

165’2:(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)§(a—|—b+c)<

pritom dotyc¢né t¥i hodnoty jsou skutecné kladné podle trojahelnikovych nerovnosti.
Po odmocnéni obou stran nerovnosti a naslednym upravenim ¢itatele odtud dostavame

1S < (a+b+c)* a4+ b*+c*+2(ab+ be+ ca)

- VE] 3v3

Uzitim odhadu z predeslé kapitoly na soucet ab 4 bc + ca obdrzime

A+ 4+ 2+ 0P+ P P+ 0+

3v3 RVE]

a po nasobenim &slem /3 vychazi dokazovana nerovnost. Rovnost nastane, pravé kdyz
a=b=c. [

45 <

Uloha 46: Tri primky se protinaji v bodé O wvnity trojihelniku ABC s obsahem S tak,
ze kaZdou stranu trojuhelniku protinaji pravé dve z nich. Tyto primky urcuji v trojuhelniku
ABC' tri trojuhelniky s vrcholem O s obsahy S1,S2 a Ss. Dokazte, Ze plati

1 1 1 18

ReSeni: Nejprve spojime koncové body zéakladen trojuhelnikt tak, abychom dostali tii
nové trojuhelniky o obsazich 11,75, T5. VSech Sest trojuhelnikd dohromady tvoii Sesti-
thelnik (viz obr. 2).
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obr. 2

Vyjadireme postupné obsahy vsech Sesti trojuhelnikd pomoci délek dvou jejich stran a sinu
jimi sevieného thlu:

1 1

S1=51C10]-|C20] -sin[4C10Cs|,  T1 = 5[A20] - |B20] - sin |3 4208y,
1 1

So = §’A10| -|A20] - sin |4 41043, Ty = §‘B10‘ -|C10] - sin |4 B10C1
1 1

S3 = 5’310‘ . ’B20‘ . Sin‘{BloBﬂ, T3 = 5‘020‘ : ’A10| - 8in ’<IC2OA1"

Protoze thly C10C5 a AsOBs, resp. A1OA5 a B1OCY, resp. BiOBy a Co0OA; jsou vrcho-
lové thly, plati ‘@:01002’ = ‘{AQOBQ‘, resp. ’<IA10A2‘ = |<IBlOCl‘, resp. |<IBlOBQ‘ =
= |94 C20A|. Po rozepsani soucinii obsahti 515253 a 717575 pomoci vyse uvedenych vyjad-
feni zjistime, Ze jsou slozeny ze stejnych ¢initeld, a tedy 515253 = T11215. Tento poznatek
je dilezity pro hlavni ¢ast dikazu zadané nerovnosti.

Dvojim uzitim AG-nerovnosti, nejprve na levou stranu dokazované nerovnosti, po-
druhé na nové vznikly vyraz, dostavame

1,11 3 3 36 18
S1 5y

- > — > > .
S3 — \3/5'15253 \6/51525'3T1T2T3 TS+ S+ S3+ T+ T+ T3 S

Dikaz je timto hotov. [4]

Uloha 47: Je ddn trojiuhelnik ABC, jehoZ# osa uhlu BAC protind stranu BC v bodé X a

kruznici opsanou v bodé' Y. Necht l, je pomeér délek usecek |AX|: |AY|. Definugme Iy a l.

stejnym zpusobem a oznacme «, 8 a 7y velikosti vnitinich thli AABC. Dokazte nerovnost
lq Iy le

> 3.
sin?a  sin?f sin?y

Reseni: Uhly ACB a AY B jsou obvodové thly piislusné oblouku AB, kruznice opsané
proto | AY B| = ~. ProtoZe soucet uhli v trojuhelniku ABY se musi rovnat pfimému
thlu, plati | ABY'| = 3+5. Dale ozna¢me ¢ velikost thlu ABX (viz obr. 3). Z trojtihelniku

ABX plyne 6 =7 — 3 — 5.
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A ‘ B
\ )
obr. 3

Pomoci sinové véty vyjadiime poméry délek stran AX a AB v trojuhelniku ABX a délek
stran AB a AY v trojthelniku ABY":

|AX| sinp |AB|  sinvy
|AB| ~ siné’

JAY|  sin(B+ %)
Vynésobenim pfedchozich dvou rovnosti obdrzime

L |AX| _ sinfsiny
|AY]  sin?(8+ %)

nebot sind = sin(r — f — §) = sin(8 + §). Analogickym postupem vyjadiime zbylé dva
pomeéry:

siny sin «
lpy =

sin arsin 3

sin?(a+ )

sin?(y + 5)’
Dolni odhady

lq > sin Gsinvy, lp > sinysin a, le > sinasin 8
dostaneme uzitim nerovnosti sin12x

> 1. Ta je splnéna pro vSechna redlna x, pro ktera je
definovana (v nasem piipadé pro hodnoty 34§, v+ g a a+3). Z predchazejicich odhadi

a podle AG—nerovnosti pro trojici ¢isel vyplyvéa, ze leva strana L dokazované nerovnosti
splnuje odhad

sin 3 sin sinysina  sin asin
[ > Sinfsiny  sinysina Y.
sin? o

sin? asin? 3 sin? v
2 22

asin® 3sin®
Nerovnost ptejde v rovnost, pravé kdyz trojuhelnik ABC je rovnostranny. [I]

sin? 3 sin? v

3.

sin

Uloha 48: Pro libovolng trojuhelnik s délkami stran a,b, c, vnitinimi dhly o, 3,7 a polo-
meérem r kruznice vepsané dokaZte nerovnost

asina + bsin 3+ csiny > 9r.

ReSeni: Vyjadieme ¢tyfmi znamymi zptisoby obsah trojihelnika, tiikrat pomoci délek

dvou stran a sinu jimi sevieného thlu a jednou pomoci poloméru kruznice vepsané:
I R . 1. 1

S = iabsm'y, S = ibcsma, S = gacsmﬂ, S = 5(@ +b+c)r
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Odtud vyplyva
25 25 ) 25 28

Sln’y:E, Slna:%, Slnﬂza, T:m.

Dosazenim do dokazované nerovnosti dostdvame ekvivalentni nerovnost
2Sa 2Sb 2S¢ 185
—_—t—t— > .
be ac ab a+b+ec

Obé strany nerovnosti jesté vynasobime kladnou hodnotou %?C:

a b c

<++>(a+b+c)z9. (30)

bc  ac ab

Dvojim uzitim AG-nerovnosti pro trojice ¢isel obdrzime

b b /1
£+7+£>33 ave :3377 a—i—b—i—CZ?)m
aoc

bc ac ab — a2b2¢c?

Vynasobenim obou nerovnosti dostavame , tim je i dikaz piivodni nerovnosti hotov.
Rovnost nastane, jen kdyz a = b = c. [I]

Uloha 49: Necht a,b, ¢ jsou délky stran trojihelnika ABC. Sestrojme trojuhelnik A'B'C’
s délkami stran o' = a+ %, V =b+5,¢ = c+§. Dokazte, Ze pro obsahy téchto trojihelniki
plati

S(AA'B'C') > ZS(AABC).

=)

ReSeni: Presvédéeme se nejdiive, ze predepsané délky o',V ¢ jsou skuteéné délkami
stran trojuhelniku. Napfiklad mame
b+c a ,

) >C+§:C

a/+b':a+g+b+§:(a+b)+

podle trojuhelnikovych nerovnosti a +b > ¢ a b+ ¢ > a. Podobné lze dokézat i nerov-
nosti o' + ¢ > a’ a d +da’ > b'. Obsah trojihelniku ABC' je dan vzorcem S(AABC) =
= /s(s —a)(s —b)(s — ¢), kde s = 22+ Polozme v = s —a,y = s —ba z = s — ¢, pak
plati

a=1vy+z, b=z+zx,
c=z+y, S=x+y+ =z

Pro délky stran trojihelnika A’B’C’ snadnym vypoctem ziskdme vyjadieni

, T+ 2y+3z2 ;ST +y+2z , 2x+3y+z
Q@ =— ") b =—"7"-—, c=—7.
2 2 2
Z téchto vzorcu obdrzime
, d+V+d 3x+y+2) oo 2x +y
S = = - = 5
2 2 ’ 2
2 2z +x
S/—b’:yTH, S — = ;o
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takZe po dosazeni do Heronova vzorce dostavame

SAABC) =TT~ =) = 2oty Dt ey @4 a)

Podle AG-nerovnosti pro trojici z,x,y plati 2z + y > 3{/22y. Podobné dostavame 2y +
+ 2> 33/y22 a 22 + & > 3V/22x. To nés piivadi k odhadu

S(AA'B'C') > \/3 2Tyt )ayz 2\/(3: Yyt 2)ayz.

16

Odmocnina na pravé strané posledni nerovnosti je vSak vyjadieni obsahu trojihelniku
ABC, coz jsme chtéli ukdzat. Rovnost nastane, pravé kdyz trojuhelnik ABC' je rovno-
stranny. [1]

Uloha 50: Jsou-li a, b, c délky stran trojihelniku s obvodem 3, pak plati

1 1 1 9
+ + > ,
Va+b—c Vb+c—a e+a—b  ab+bc+ ca
dokaZte.
Reseni: Ozna¢me z=+a+b—c,y=+vb+c—aaz=+/c+a—b. Pak plati
222 = b2 — 2 — a? + 2ca, y22? = % — a® — b + 2ab,

Za? = a? — b — & 4 2be, (a+b+c)? =a*+b*+ c +2(ab+ be + ca).
Sectenim vSech ¢tyf rovnosti obdrzime
2?y® +y?2? + 2% + (a + b+ ) = 4(ab + be + ca).

Odtud plyne, Ze zadanou nerovnost lze s ohledem na a + b + ¢ = 3 zapsat ve tvaru

Ty + Yz + 2x 36
> .
Yz — 22y 4222 + 222249

Pro hodnoty m = zy,n = yz a p = zx tak mame dokézat
(m+n + p)(m? +n? + p® +9) > 36, /mnp. (31)
Z AG-—nerovnosti pro tfi a dvanact Cisel vyplyva
m4n+p>3Ymnp,  m>+n>+p?+9-1>12m2n2p?1% = 12 Ymnp.

Vynésobenim predchozim dvou nerovnosti jiz dostavame a dtikaz je hotov. Rovnost
nastane pravé tehdy, kdyz a = b=c = 1. [I]

Uloha 51: Dokazte, e pro délky a,b,c stran libovolného trojihelniku ABC' plati

a® + 03 + A > 3abe + a(b — ¢)? + blc — a)? + c¢(a — b)%.
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Reseni: Oznaéme z = 1(b+c—a),y=3(c+a—"b) az=%(a+0b—c). Z trojthelni-
kovych nerovnosti vyplyva, ze ¢isla x,y, z jsou kladna. S¢itanim a odéitanim dvou ze tii
ptredchozich rovnosti dostavame

a=yY+z, b=z+ux, c=x+vy,

b—c=2z—y, c—a=2x—z, a—b=y—ux.
Upravime zvl4st levou a pravou stranu zadané nerovnosti s dosazenymi hodnotami:

L=w+2+ G+ +@+y)?=
=2(z® + 3 4+ 2%) + 3(2%y + vP2 + 2o+ a2y + 22),
P=3y+2)z+2)(@+y)+y+2)(z-9)°+(+2)(c—2)°+ (@ +y)(y -2
= 3(2zyz + 2%y + 122 + 22x + xy? + y2? + 2x?)+
+ @ =P — 2Py 4+ 23+ (2% — 2% - 2+ )+ (B -y — b)) =
= 6ayz + 2(x3 + 43 + 23) + 2(2%y + yP2 + 222 + vl + 2Py + 222).

2

Odectenim stejnych ¢lenti z obou stran nerovnosti vychazi
22y + 2z + 22a + e + 22y + 222 > 6ayz.

To je vsak AG—nerovnost pro Sestici Cisel a tloha je timto dokézéna. Rovnost nastane
pravé tehdy, kdyz trojuhelnik ABC' je rovnostranny. [12]
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2.3 Kategorie T

Uloha 52: Necht k,l,n jsou pFirozend ¢isla a ai,as,...,a, jsou kladnd c¢isla. Dokazte
nerovnost
af  ab ay k-l k—1 k—1
—+g+ -+t >ai tay +-+a, . (32)
l l l 1 2
Gy a3 ay

Reseni: Nejprve nerovnost dokazme pro k = I. Z AG-nerovnosti pro n &isel vyplyva

k E k k
a a a a a a
e AT ELN SF SRR B
a; Qg ay a; ag ay

tedy zadana nerovnost je splnéna.
V dalsim kroku pfedpokladejme k > [. Opakovanym uzitim AG—nerovnosti pro vhodné
k-tice cisel dostaneme

af -1 b+ 1(k—1) k[ k(k—1) kel
i - k| 4 —t) __ =) _ —
(k - l) : al. + l ' (IZ- 1 Z k l(k’—l) . ai+1 == k ai = kai
i+1 i1
proi=1,2,...,n, kde apt1 = aj. SeCtenim téchto n nerovnosti obdrzime
4 k—I1 k-1
(1) DR R DRI e
i=1 i+l i=1 i=1

odkud po odeéteni druhé sumy z levé strany a naslednym délenim ¢islem (k—1) dostavame
potiebné.

Nyni ukadzeme platnost zadané nerovnosti pro ¢isla spliujici k£ < [. Sec¢tenim néasledu-
jicich n AG—nerovnosti

k k(1—k)
a; 1 | @ 1 . 1 . l
(I—Fk)- ol + k- A > 1 RGeS Ly IR R:
(o ( i+1 i i+1 i+1
pro vSechna i = 1,2,...,n, kde an+1 = a; dostaneme
"\ aF 1 1
i
(l_k)zal +kZ Ik le I~k
i=1 i+l i=1 % i=1 i
Odeétenim druhé sumy z levé strany a délenim ¢islem (I — k) vychazi pozadovand ne-
rovnost. Rovnost v nastane, pravé kdyz a; = ay = -+ = a,. Dodejme, ze vysledek
rovnéz plyne z permutacni nerovnosti uzité pro opacné usporadané n-tice (a’f, aé e ,afl)
a <Ll’i“’il) V [13] dokézéno pro k =2,l=1,n = 3.
al a2 a,

Uloha 53: Dokaste, e pokud je soucin kladnych ¢isel by, b, ..., b, roven 1, pak pro kazdé
prirozené ¢islo k plati

AR e Ry L I Y. R (33)
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Reseni: Podle AG-nerovnosti pro k + 1 &isel plati

kot 1> (k+ 1) YY1 = (k4 )0k

proi=1,2,...,n. SeCtenim vSech n nerovnosti obdrzime

n n n
EY BT > kY b+ ) 0
i=1 i=1 i=1
Uzitim AG-—nerovnosti na druhou sumu pravé strany a podminky b1bs . .. b, = 1 dostaneme
Zbk>n (biby...by)k =n.

Pak plati
n n
EY BT 4>k b+,
i=1 i=1

Odectenim ¢isla n od obou stran nerovnosti a naslednym délenim k obdrzime potiebné.

Rovnost v nastane, jen kdyz by = by = --- = b, = 1. V [13] dokézano pro k = 2,n = 3.
Uloha 54: Pro prirozend ¢isla k,1,n a kladnd ¢isla aq,as, . . ., a, dokazte, Ze plati
b+l kel k+1 k k k
a a a a a
%+1+ %+1+' + ?+1—Tl+72+"'+77'
) as aq ay  as a

Reseni: Nékolikandsobnym uzitim AG-nerovnosti na k + 1 ¢isel obdrzime

X k—1 k+1| 1 k—1 __
ke —mr tain 2 (k+1) k(1) %t = (k+ )
az+l ,_,_1 z+1
prot=1,2,...,n, kde a,+1 = a1. Po secteni téchto n nerovnosti dostaneme
kY Tzk+1)
i=1 i+l i=1 i=1 i

Vyuzitim vyse dokdzaného odhadu (32)) upravime predchozi nerovnost do tvaru:

n k+1 n
k—1
kY S £
i=1 %it1 i=1 i=1 Z+1 i=1

Odectenim druhych sum od obou stran nerovnosti a naslednym délenim ¢islem & do-
staneme dokazované tvrzeni. Rovnost nastane, pravé kdyz a; = ag = -+ = a,. V [13]
dokazéano pro k = 3,1 =2,n = 3.
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Pozndmka. Pokud v pfedchozim pfikladu dosadime k& = [, dostaneme nerovnost s Cisly

ay a2 2%
b]_:—’ b2:77 ceey bn:77
as as a1
jejichz soucin je zfejmé roven 1.
Uloha 55: Necht k,1,n jsou pfirozend ¢isla a a1, as, ..., an jsou kladnd ¢isla. Dokazte, Ze

plati

alfH +a§+l 4+ at > abd) +a§aé 4o+ akal.

ReSeni: Opakovanym uzitim AG-nerovnosti pro k + [ vhodnych ¢isel dostaneme

Beaft a2 0ok ) Yo el = (k4 Dafaly,y

proi=1,2,...,n, kde apt1 = aj. SeCtenim vSech n nerovnosti obdrzime

n n
(k+1) Z af > (k4-1) Z afal,,,
i=1 =1

odkud po déleni ¢islem (k+1) vychazi dokazovana nerovnost. Rovnost nastane pravé tehdy,
kdyz a3 = as = --- = a,. Poznamenejme, ze k vysledku lze snadno dojit uzitim permu-
tacni nerovnosti pro souhlasné uspofadané n-tice (alf, alg“, .. ak) a (all, alg, .al ) V [13]

dokazano pro k = 5,1 =2,n=3.

Uloha 56: Pro prirozené ¢islo k > 2 a kladnd ¢isla a1, as, . .., a, dokazte nerovnost mezi
jejich aritmetickym prumérem a mocninym prumérem stupné k:

wlak +ak- 4 ak S Gtayt-tan
n = n '

Reseni: Podle AG-nerovnosti pro k-tice éisel plati

af + (k—1) (M) > k| ak - (Zj:laj> :kai<2j:1aj>

n n n

pro kazdé i = 1,2,...,n. Sectenim vsech téchto nerovnosti a naslednymi ekvivalentnimi
Upravami obdrzime

n n k n k—1 n
aF (e —1) (2% s g ((ZimL % a;,
Yot e (S0%) 24(B0%) %
s FOZha)t (=1 (5L )
; >

nk—1 nk—1 ’

AV

k
D1 af <Z?=1 ai)

n n
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Tato nerovnost je vSak ekvivalentni se zadanou nerovnosti. Rovnost nastane, jen kdyz
a1 = ag = -+ = a. V [5] je nerovnost dokizédna pomoci CebySeovy nerovnosti, uvedeny
dukaz pomoci AG—nerovnosti je zobecnénim postupu z [13] pro n = 3.

Uloha 57: Nechtn je prirozené ¢islo a a1, as, . . ., a, jsou kladnd ¢isla spliujici podminku
aias...an = 1. DokazZte nerovnost

11 1
< 4Ty
ar oyt an < o ot a

Reseni: Prokazdéi =1,2,...n s ohledem na podminku aias .. .a, = 1 upravujme kazdy
sCitanec levé strany do tvaru:

NI T L
1 2 i—1 i+1 n

Nyni odhadnéme pomoci AG-nerovnosti shora n ¢initelt pod odmocninou:

1/1 1 1 1 1
n\ay G T B | n
Sectenim vSech n nerovnosti dostavame

n

- n—1 1
;aig - Za—n+1.

=1 !

Dale podle AG—nerovnosti pro n ¢isel plati

7 ptredchozich dvou nerovnosti dohromady vyplyva odhad

" —1 1\ 1 "1
Yes () S ar

=1 1 =1

Rovnost tu nastane, pravé kdyz a; = ag =--- =a, = 1. [§]

Uloha 58: Soucin kladngjch ¢isel a1, as, ..., an se rovnd 1. Dokazte nerovnost

2 T 2
14 a2 1+a,

2
>
a1 + as + +an_1+a1+

ReSeni: Nerovnost
n

n

2%
2ot iy
=1 =1

o1
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je ekvivalentni se zadanou nerovnosti, nebof —2— = 2 — 2%
) a;+1 a;+1

levou stranu upravené nerovnosti jako L a pfepisme ji takto:

n n
a;+1 2a; a; —1

L= .
S () 5

=1

proi=1,2,...,n. Oznacme

Uzitim AG-nerovnosti ke kazdému ¢lenu prvni sumy dostéavame

n n aifl
D SENTED i)
=1 =1

Opét uzijeme AG—nerovnost, tentokrat na soucet /a1 + /az + - - - + /a,, nachézejicich se
na pravé strané predchozi nerovnosti, s pfihlédnutim k zadané podmince aias...a, = 1:

S Vai znifvar-ag ... \an =n ¥/aag - a, = n. (34)
=1

Dohromady plati
1 — n
L>2 - i — —.
>2n+ 2 ;al 5

Protoze suma na pravé strané je rovna alespon n (analogicky postup jako v ), dosta-
vame L > 2n. Rovnost nastane, jen kdyz a1 = as = -+ = a,, = 1. [11]

Uloha 59: Necht n je prirozené ¢islo vétsi nes jedna a a1, as,...,a, jsou kladnd c¢isla
splniujict podminku a1 + a2 + - - - + an, = 3. Dokazte nerovnost

Var+ag+ o an > > aiag

1<i<j<n

Reseni: Vynasobime dokazovanou nerovnost dvéma a nasledné k obou stranam piicteme
S | a2, tak dostaneme ekvivalentni nerovnost

n

n
Z(a?+2\/67i)22a?+2 Z a;aj,
i=1

i=1 1<i<j<n

kde prava strana je podle zadani rovna (a; + ag + -+ + a,)? = 9. Opakovanym uzitim
AG-—nerovnosti pro vhodné trojice ¢isel dostaneme

a? + /a; +v/a; > 3{/a? - a; - a; = 3a; proi=1,2,...,n.

Sectenim téchto n nerovnosti obdrzime

n

n
> (0 +2yai) =3) a;=3-3=9.
i=1

i=1

Tim je tvrzeni dokdzano. Dokazovand nerovnost prejde v rovnost, pravé kdyz n = 3 a
a] — a2 = as = 1. [10]

52
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Uloha 60: Pro vsechna kladnd ¢isla a1, as, ... ,a, dokate nerovnost

aj as Qn aj as (079
+ + -+ > + +
as + as as + aq aj + as an + a aj + as Ap—1 + an

~

Reseni: Podle AG—nerovnosti pro n ¢isel plati

n n
a; + Qit1 a; + Q41
>zl =
1=

1 A1 + @42 i1 A1 + ai42

kde apt1 = a1 a apy2 = ag, neboli
n n

ZLﬂLszn (35)

a a
i—1 z+1+ i+2

Nyni uvazme soucet
n n n
a; Ai+1 a; + Qit1
) DD Dbl Dbl
@+ . . . .
i—1 Y i+1 i— i

1 a; + aiy1 1 a; + a;+1

Dosazenim takového vyjadrieni ¢isla n do pravé strany odvozené nerovnosti (35)) dostavame

n n n n
a; a; a; ai+1

Do raa T =3 1D D e

— Qi1 + Ajy2 — a; + a;41 — a; + a;41 — a; + @41

=1 =1 =1 =1
odkud po zruseni shodnjych sum na obou stranach obdrzime nerovnost, kterou jsme méli
dokézat. V ptipadé lichého, resp. sudého n rovnost nastane, pravé kdyz a; = ag = - -+ = ay,
resp. a; = agz =+ =0ap—-1 a a2 = Q4 = -+ = Qp.

[13]

Uloha 61: Dokazte, Ze pro libovolnd kladnd ¢isla ai,as, ..., an, kde n > 3, plati alespori

jedna z nerovnosti

ai ag (079 n

+ + -+ z -,

as +ag asg+ ay a1 + az 2

a a a n

1 2 ..._|_7”Zf_

an +as a1+ asg an—1+ ay 2

ReSeni: Ozna¢me po fadé levé strany zadangch nerovnosti jako A a B. Pak plati

n a1 1 as 1 an 1
At = +2)+ b )t +o )=
2 as + asg 2 as + aq 2 a1 + as 2
_ (a1 +ap) + (a1 + a3) (a2+a3)+(a2+a4)+m+(an+a1)+(an+az)
2(ag + as) 2(ag + ayq) 2(a1 + az)

Z AG—nerovnosti pro dvojici ¢isel vyplyvaji odhady

A T Aj41 a; T Qi+2) Gy T G4l A T Q42 A T Q41 )( A T Q42
(@i + ait1) + (ai + aita) + N + o [(ai+ait1)(ai + ait2)
2(ait1 + aiv2) 2(ait1 + air2)  2(ait1 + aiv2)

a (@jy1 + ai+2>2
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proi=1,2,...n,kde apt1 = a1, apr2 = az. Opét uzijeme AG-nerovnost na soucet vsech n
predchozich nerovnosti:

n (a1 + a2)(a1 + as) (ag + as)(ag + aq) (an, + a1)(an + a2)
A+2Z\/ (a2 + a3)? +\/ (a3 + aq)? +...+\/ (a1 + a2)? -

N (a1 + a2)(a1 + a3)(az + as)(ag + aq) . .. (an + a1)(an + a2) _
= (ag + a3)?(as + aq4)? ... (a1 + ag)?

. 2,(/(a1 +a3)(az + aq) ... (an + az)

- (a1 +ag)(ag +ag) ... (an +a1)

Analogickym postupem dochazime k nerovnosti

By sn (a1 + az)z(az + ag)z o (an + a1)27
2 (a1 + az)?(az2 + aq)? ... (an + a2)

kde po upraveni pravé strany dostavame

oo (a1 +az)(az + as) ... (an +ay)
- (a1 + a3)(ag +aq) ... (an +az)’

B+

|3

Ozna¢me posledni odmocninu jako C' > 0. Pak dohromady plati
n n n
A4+ - > — B+ —>nC
+ 2= VO a + 5 = nC,

coz je ekvivalentni se zapisem

(o)) a meafed).

Pokud se ¢islo C rovna 1, jsou platné obé ze zadanych nerovnosti. Je-li C' < 1, resp. C > 1,
pak plati pouze prvni, resp. druhé nerovnost. [12]

Pozndmka. Volboun = 3 v predchozi tiloze obé nerovnosti pfejdou v Nesbittovu nerovnost,
kterou jsme se podrobnéji zabyvali v pfedchozi ¢asti textu.

Uloha 62: Soucet kladnyjch ¢isel x1,xo, ...,y je roven 1 (kde n > 3). Dokazte nerovnost
2
o + - T on >
wa(ry 4+ w2 +23)  x3(T2 + T3 + T4) ri(xn + a1 +22) 3
Reseni: Nechf z,.1 = 71 a 2,42 = 22. Definujme kladn4 ¢isla
Zi . .
a; = a bi = x; + i1 + xi1o, pro v8echna i € {1,2,...,n}.
Tit+1

Potom dokazované nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti
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pri¢emz zrejmeé plati
n n n
Hai:]., Zbi:3zxi:3.
i=1 i=1 i=1

Uzitim AG-nerovnosti na n-tici ¢isel b; dostavame
n
Zbi Zn\”/bl bn
i=1

Nasledujici nerovnost dostaneme z piredchéazejici nerovnosti pomoci ekvivalentnich Gprav
a s pfrihlédnutim k rovnosti by + bg + --- + b, = 3:

1 S (36)
Ybiby .. b, — 3
Opét uzijeme AG-nerovnost pro n vhodnych cisel:
Zn: a; al {L/alaz n
— b; by \”/blbg {‘/blbg...bn'
Odtud a z plyne potfebné. Rovnost nastane, jen kdyz 1 =29 =+ =z, = % 1]

Uloha 63: Dokazte, Ze pro viechna kladnd ¢isla ay,as,. .., a, (kden > 2) plati
2 2 2 57
1428 (1422 (142 > 2
3az 3as 3a; 3n
ReSeni: Opakovanym uzitim AG-nerovnosti pro pétice &isel obdrzime

2a; a? 5
1+ = ot =
3ai+1 3 3 3 3a1+1 3&14_1 ai 3 CLH_l

pro vSechna i = 1,2,...,n, kde a,4+1 = a1 Vynasobenim téchto nerovnosti dostaneme

n n 2
2a; 5™ a; \°

(g ) =5 1(G)
3ai41 3 Qi1

=1

To je vSak dokazovana nerovnost, nebot soucin na pravé strané posledni nerovnosti je
roven Cislu 1. Rovnost tu nastane, pravé kdyz a; = ag = -+ = a,. V [13] dokdzano pro
n = 4.

Uloha 64: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, c takovd, %e 2abc = 3a® + 4b% + 5¢2. Ukaste, Ze

plat?
3a+2b+ ¢ > 36.

Reseni: Oznacme x = 3a,y =2ba 2 =c, potom plati  + y+2=3a+2b+ca

2% 4+ 3y% + 1522 = 3(3a® + 4b* + 5¢?) = 6abe = xyz.
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Z AG—nerovnosti pro Sest a dvanact Cisel vyplyva

2r 4+ 2.
r+y+z= 520+ G Sy + 62 > {/(22)® (3y)? 62 = V2x - {/3y - V62,

3-42% +4-9y> 4+ 53622

2?4+ 3y 4+ 1522 =

>
12 -
> %/(422)° (99)" (3622)° = V2w - {/(3)° - /(62"

Vynasobenim obou nerovnosti obdrzime

(z 4y + 2)(@® + 3y* + 1527%) > 362yz2.

Diikaz je timto hotov, nebot 22 + 3y? + 1522 = zyz > 0, takZe lze ¢islem zyz obé strany
odvozené nerovnosti kratit. Rovnost nastane, jen kdyz a = b= ¢ = 6. [11]

Uloha 65: Pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, c,d dokazte nerovnost

a*b + bc+ ctd + d*a > abed(a + b+ ¢+ d).

Reseni: Dokazovana nerovnost je sou¢tem nasledujicich ¢ty AG-nerovnosti pro 51 éisel:

93 . ath 4+ 7. bhe ngn A+ 10-da T ST - o 2hed, (37)
10 - a%b + 23 - b%; Tctd+ 1 dla sy G T — e,
11-a%b+10- b4c5j; 23 - ctd+7-d*a > Vablpplel2 sl — gpe2d,
7. a%h + 11 - ble -gllo ~Ad+23-d*a > Vab1b51514102 = gped?.

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a =b=c = d. [9]

Pozndmka. Nejvice obtiznou ¢asti feseni je urcit koeficienty u s¢itanci na levych stranach
predchozich ¢tyt nerovnosti. Oznac¢me po fadé 71, =2, 78 =4 koeficienty u ab, b*c, c*d, d*a,
kde n1,ns,n3, ng,n jsou prirozend ¢isla a n = nj + ny + ng 4+ nyg. Pro prehlednost ozna¢me
=" w9 = "2 g3 =13 14 = "4 a ukazme, jak lze najit koeficienty pro nerovnost (37).

Z AG—nerovnosti pro n ¢isel vyplyva
x1 - a*b+ 29 - bre+ x5 - Ad + x4y - dra > T Traptee e Avstar gdratas

Porovnanim koeficient® na pravych stranach predchozi nerovnosti a nerovnosti (37) obdr-
Zime soustavu ¢tyT rovnic o ¢tyfech neznamych:

1+ 2+ T3t+xa=1

41 +x4=2
1 + 4o =1
To + 4x3 = 1.

Spocitanim této soustavy dochazime k zavéru, ze jedinym feSenim je usporadana ctvefice
23 7 11 10 4 opv . . (s N

[5—1, 515 B> 5—1} Zbylé tfi nerovnosti dostaneme cyklickou zdménou spocitanych hodnot

koeficientl 1, x2, 23, z4 z nerovnosti (37)).
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Pozndmka. Pfedchozi dvé tlohy je rovnéZ mozné vytesit uzitim vazené AG-nerovnosti
(viz [0l str. 141]), kterd neni z divodu rozsahu prace podrobnéji zminéna.

1

Uloha 66: Pro vsechna kladnd ¢isla a,b, c,d dokazte nerovnost abed < jestlize plati

81’
LUNNS SR SRS R
l+a 1+b 1+4+c 1+4+d
Reseni: Nejprve upravime podminku do tvaru:
by by by b e d
l4a ~ 1+b l1+c 14d 1+b 14c¢ 1+d

Podle AG—nerovnosti pro trojici ¢isel plati

1_1)_’_c_i_d>33 bed
l+a 1+4b 1+4+c 1+d~ "\ (@+b1+c)(1+d)

1 1 1

o5 T9e @ Td- Vynasobenim vsech ¢tyt

Zcela analogicky vyjadfime dolni odhady ¢isel
takto vzniklych nerovnosti obdrzime
1 S 8labed

1+a)(1+0)(1+c)(1+d) — 1+a)1+b)(1+c)(1+4d)

Odtud uzitim ekvivalentnich tprav dostavame pozadovanou nerovnost. Rovnost nastane
jen, kdyia:b:c:d:%. [12]

Pozndmka. Nyni uvedeme bez dikazu zobecnény tvar predeslé tlohy: Necht a1, as,...,an
jsou kladné ¢isla splnujici
! + ! 4+ !
14+ap 14 as 1+ay,

pak plati
ajay...an < (n—1)""
Uloha 67: Soucet nezdpornych ¢isel a,b,c,d je roven 4. Dokaste, Ze plati

A+ 4+ +d?—4>4a—-1)(b—-1)(c—1)(d-1).

Reseni: Uzitim ekvivalentnich tprav a podminky a+b+c+d = 4 upravime dokazovanou
nerovnost do tvaru:

(a—1)2+b-12+(c—12+(d-1)2>4(a—1)(b—1)(c—1)(d—1).

Levé strana nerovnosti je nezdporné, nebot je souc¢tem ¢tyr nezépornych ¢isel. Je-li soucin
na pravé strané nerovnosti zadporny, dokazované tvrzeni je platné. Dale proto predpoklé-
dejme (a —1)(b—1)(c —1)(d — 1) > 0. Uzitim AG-nerovnosti pro ¢tvefici ¢isel obdrzime

(a—124+b-12+(c-1)2?+{@d-1)?>4V(a—1)2(b—1)2(c—1)2(d - 1)2 =
= 4y/(a—1)(b—1)(c—1)(d — 1).
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Protoze plati \/z > z pro vSechna z € (0, 1), sta¢i ndm dokazat, ze (a—1)(b—1)(c—1)(d—
— 1) < 1. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme a > b > ¢ > d. ProtoZe je zkoumany
soucin nezaporny, musi zfejmé platit a > b > 1 > ¢ > d a zaroven a + b < 4. Uzitim
AG-nerovnosti pro nezapornou dvojici ¢isel (a — 1), (b — 1) dostavame

(a—1)b-1) < (““2’_2>2 < (4;2>2 .y

Vynésobenim s nerovnosti (¢ — 1)(d — 1) < 1, kterd je pro ¢,d € (0,1) zfejméa, obdrzime
potfebné. Rovnost nastane, jen kdyz a = b = ¢ = d = 1 nebo ¢isla a, b, ¢, d jsou permutaci
¢isel 2,2, 0,0. [11]

Uloha 68: Necht a,b,c jsou kladnd ¢isla, jejich soucin je roven 1. Dokaste, Ze plati
a+b b+c c+a
> 3.
\/a+1+\/b+1+\/6+1 -

Reseni: Podle AG-nerovnosti pro trojici &isel, nachazejicich se na levé strané zadané
nerovnosti, plati

\/a+b+\/b+c \/c+a>36 (a+b)(b+c)(c+a)

a+1 b+1 c+17~ (a+1)(b+1)(c+1)

Sta¢i nam proto dokézat, Ze zlomek pod odmocninou na pravé strané nerovnosti je vétsi
nebo roven 1, neboli

_|_

(@+b)(b+c)(c+a) > (a+1)(b+ 1)(c+1).

Roznésobenim vsech zévorek, odeétenim stejnych ¢lend od obou stran nerovnosti a s pri-
hlédnutim k podmince abc = 1 dostaneme

a’b+b%c+ Fa+ab® +b® +ca® > ab+bc+ca+a+b+e.

Oznacime levou stranu posledni nerovnosti jako L a uzijeme AG-nerovnost pro pétice
Cisel:

a?b + a?b + a’c + a’c + be > 5V adb3¢3 = 5V ad = 5a,

b2c + b2c + b2a + b%a + ca > 5Vb8c3a3 = 5VbP = 5b,

2a+ a+ b+ b+ ab > 5V Ba3b® = 5v/¢5 = 5e.
Sectenim vSech t¥i nerovnosti dostavame

2L + (ab+ bc + ca) > 5(a + b+ c). (38)

Uvazime dalsi t¥i AG—nerovnosti opét pro pétice ¢isel:

a?b + a®b + b2a + b%a + ¢ > 5V abbbc = 5VaPb5 = 5ab,
b2+ b2c+ b+ b+ a > 5Vc8a = 5Vb5¢5 = 5be,
a+ 2a+ a’c +ac+ b > 5V abb = 5V Pab = 5ea.
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Nasledujici nerovnost obdrzime se¢tenim t¥i predchézejicich:
2L+ (a+b+c) > 5(ab + be + ca).
Odtud a z vyplyva sectenim
4L+ (ab+bc+ ca) 4+ (a+ b+ ¢) > 5(ab+ be + ca) + 5(a + b+ c).

Odectenim ¢isel (ab+bc+ca) a (a+b+c) a naslednym délenim ¢tyimi dostavame pot¥ebné.
Rovnost nastane, jen kdyz a = b =c = 1. [11]

Uloha 69: Pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, c dokazte nerovnost

9 9 O 9
O SN LR )
bc ca ab abc

Reseni: Sectenim tii AG-nerovnosti pro dvojice ¢isel

a’ o &
— 4 abe>2a°, — +abc>20°, — 4 abe > 2¢°,
be ca ab

dostévame nerovnost

ad v ? 5 5 5
— 4+ — 4+ — + 3abc > 2 b . 39
bc+ca+ab+ abe > 2(a” +b° + ¢°) (39)

Opét uzijeme AG-nerovnost, tentokrat pro trojici éisel a®, b3, c5:
a® 0% 4+ & > 3VaPb5cb.

Dosazenim do nerovnosti (39) a uzitim algebraickych tprav na nové vzniklou nerovnost

obdrzime

CLg bg Cg 2 5 5 5 3 2
—t — 4+ =4+ —>a+ b+ +3 a’b®c® — 3abc + —.
bc ca ab abc abe

Sta¢i nam proto dokazat platnost nerovnosti

2
3V aPbbc5 — 3abe + o > 2.

aoc

Pro ptehlednost oznaéme t = v/abc > 0, dostaneme tak ekvivalentni nerovnost
365 363 4 2 > 2
3=

Odectenim ¢isla 2 a naslednym prevedenim levé strany odvozené nerovnosti na spoleény
jmenovatel obdrzime
38 — 36 — 243 + 2
>
3 -

Citatel rozlozime na souéin vytknutim é&isla (t — 1)%:

0.

(t — 1)%(3t5 + 6t° + 6t* + 63 + 612 + 4t + 2)
+3

> 0.
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Tato nerovnost je vzdy splnéna, nebot ¢ je kladné ¢islo. Rovnost nastane prave tehdy, kdyz
a=b=c=1. [13]

Uloha 70: Dokazte pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, ¢ nerovnost

9 9 9
a b c 3
—+—+—+—>a + b+t + 3.
be ab  abc
Reseni: Uzitim AG-nerovnosti pro vhodné trojice ¢isel dostavame odhady
a® b? &
— 4 abc+a®>3a*, — +abe+b® >3, — +abec+ > 3b4,
be ca ab
jejichz sectenim vychéazi
a® 00 2, 2 4, 34, 4
E—F——l——b—l—( +b° + ¢°) + 3abe > 3(a” + b* + 7).

Odtud pfimo vyplyva nerovnost

£+Q+£+i>3(a +b* +ct) - (a2+b2+c2)—:mchri (40)
be ab = abc abe’

Opét uzijeme trikrat AG-—nerovnost, tentokrat pro dveé ¢isla:
at +1> 242, bt +1 > 202, A +1> 282

Vsechny tfi nerovnosti vynasobme jednou polovinou a sectéme:
Log, 54, 4y, 2,32, 2
i(a +0b +c)+52a + 0" + .
Dosazenim do nerovnosti obdrzime

a@ v o 3 5, 3 3
—_—t— =4 — > = bt —3abc — = + —
bc+ca+ab+abc 2(a+ +C) ave 2+abc

Vyuzitim AG-nerovnosti a* + b* + ¢* > 3V a4b*c* dochézime k odhadu

9 9 9
a b C 3 4 4 4 9 3 3 3
202 2 b T af A eAr — 3abe — © 4+ 2
bc+ +ab+b > (a” + —|—c)+2 a*bic abe 2+abc
Abychom dokéazali zadanou nerovnost, stac¢i proto dokazat, Ze plati

9\/3 atbtct — 3abe — 3 + 3 > 3.
2 2  abe

Ozna¢me t = vabc > 0 a predchozi nerovnost prepisme do tvaru:

9, .3 3 3
324 2 >0
2 Tt s

Pomoci ekvivalentnich tiprav dostaneme nerovnost

§7:—12zt+1 St 3+ 42 +2t+2) >0,
2
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Kapitola 2. Resené piiklady

ktera je splnéna pro vSechna kladna ¢. Rovnost nastane, jen kdyz a = b=c = 1. [13]

Uloha 71: Je ddno x € R takové, Ze 0 < x < 1. Najdéte mazimdlni hodnotu vijrazu

S =13vVz2 -2t +9vVz2 + 2t

ReSeni: Parametrizujme oba séitance zadaného vyrazu:
13 9
13V a2 — 2t = —/u222(1 — 22), 9v 22 + 2t = —\/v2a2(1 + 22),
U v
kde u,v jsou kladné ¢isla. Podle AG—nerovnosti pro dvojice ¢isel plati
13
B rezi—9) -
W VU (1=2%) 2 2u ’
2.2 2 2 2
9 (15 20 < 9 viz®+ (1+2a%) _ 9(v° + 1)z —1—9’
v

v 2 2v

IN

13 w2+ (1—2?) 13(u?—1)a? 413
u

pFitom rovnosti souc¢asné nastavaji, pravé kdyz plati u?z? = 1—22 a zaroven v2z? = 1422,
neboli (u? + 1)z = (v? — 1)2? = 1. Seétenim obou nerovnosti dostavame

13(u?—1) 9(v?+1 13 9
S:13\/x2—x4+9\/x2+1;4§< (u )+ (v + )>x2+

2u 20 2u | 20

2 2
Zvolme u a v tak, aby platilo u> +1 =02 -1 a 13(% DI 9(1)2;,-1) = 0. Hledané hodnoty
parametrii jsou u = % av= % Pak z odvozené nerovnosti vidime, Zze S < % + % = 16.

Rovnost se dosédhne, pokud (u? + 1)z = 1, neboli 2 = %
intervalu (0, 1). Proto je maximum vyrazu S rovno 16. [13]

, coz je Cislo z uvazovaného

Uloha 72: Soucet kladnych ¢isel a,b,c je roven 3. Dokazte, Ze plati

a? n b2 n 2 -1
a+2b2  b+2¢2  c+2a2 T

Reseni: Nejprve ukazme, Ze pro kladna ¢isla z, y, z spliujici « + y + z = 3 plati
ry+yz+zr < 3. (41)
Nésobenim nerovnosti ¢islem 3 a uzitim zadané podminky dostavame
3(xy +yz + 2x) < (x +y + 2)%
Umocnénim pravé strany a odectenim ¢isla 2(zy + yz + zx) vychazi
xy +yz + zx §m2+y2+z2.

To je vSak nerovnost , kterou jsme dokazali v prvni kapitole.

61



Kapitola 2. Resené piiklady

Levou stranu dokazované nerovnosti upravime pomoci ekvivalentnich aprav:

a? b2 2 2ab? 2bc? 2ca?

at20? b2 Tet2ar T axar T T hre@ O ctoar

(42)

Z AG-—nerovnosti pro trojici ¢isel vyplyva nasledujici nerovnost:

2ab? 2ab? _2ab 23/(ab)?
a+b2+0* 7 3Ya- 022 3Vab 3
Analogickym zptusobem obdrzime

2bc? 23/ (bc)? 2ca? 23/ (ca)?
< a < .
b+2c2 — 3 c+2a? — 3

Dosazenim v8ech t¥i nerovnosti do rovnosti (42 a s ohledem na podminku a + b+ ¢ =3
dostavame
2

S i + ¢ >3—g<{’/(ab)2+\S/(bc)z—i-{’/(ca)Q)
a+202  b+2c  c+2a® 7 3 ‘

Stac¢i nam tedy dokazat nerovnost
32 (Vb + /o2 + Ylea?) 21,
ktera je ekvivalentni s nerovnosti
V/(ab)2 + /(bc)? + /(ca)? < 3.

Sec¢tenim nasledujicich t¥i AG—nerovnosti

a+b+ab> 3/ (ab)?, b+ c+be> 33/ (be)?, c+a+ca >33/ (ca)?

dostavame odhad

2(a+b+c)+ (ab+bc+ca) > 3 (f’/(ab)2 + /(bc)? + %/(ca)2> .

Z podminky a + b+ ¢ = 3 a odhadu pak vyplyva
9> 3 (/@b + Yo + V/(cal?).

Délenim ¢islem t¥i dostavame pozadované. Rovnost nastane, jen kdyz a = b = ¢ = 1. [11]

Uloha 73: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, c takovd, Ze a + b+ ¢ = 3. Dokazte, e plati

a? n b2 n 2 -1
a+2b3  b+2¢3  c+2ad T

Reseni: Uzitim algebraickych tprav na levou stranu obdrzime

a? b2 2 2ab3 2bc3 2ca’

a+2b3+b+2c3+c+2a3 _a_a+263+ b+ 203 +C_c+2a3‘

(43)
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Z AG-—nerovnosti pro trojici ¢isel vyplyva

2ab3 < 2ab3 _2b Va2
a+b 4+ 35 3-3 3

Stejnym zpusobem ziskame

2bc3 2ev/b2 2ca3 2av/c2
< a < .
b+2c3 — 3 c+a®~ 3

Dosazenim téchto nerovnosti do rovnosti a s ohledem na podminku a +b+c¢ =3

vychéazi
a? N b2 N 2 S 3 2<b3 24 o2y w)
——(bVa*+c aver|.
a+2b®  b+2c3  c+2a3 3
Abychom dokéazali zadanou nerovnost, stac¢i proto dokazat, ze plati

2
3—§<b\3/a>2+0\3/b»2+a\3/c>2) > 1.

Celou nerovnost ekvivalentné upravme do tvaru:

av'e® +bVa2 + V2 < 3.
Podle AG—nerovnosti pro vhodné trojice ¢isel plati

chLachacZ3\3/@:36&/0727 b+ba+ba23b\3/a72, c+cb+cb230\3/172.
Sectenim téchto odhad® dostavame
a+ b+ c+2(ab+be+ ca) > 3(aVe + bVa2 + cVb?).

S ohledem na podminku a + b + ¢ = 3 a nerovnost dochazime k odhadu

9> aVe + bVa2 + V2.
Po déleni ¢islem tii dostavame potifebné. Rovnost nastane, jen kdyz a = b = ¢ = 1. [11]

Uloha 74: Pro viechna kladnd ¢isla a,b, ¢, jejich? soucet je roven 3, dokazte nerovnost

1 1 1
>
1—|—2a2b+1+2b2c+1—|—202a_

ResSeni: ZapiSme levou stranu dokazované nerovnosti ve tvaru:

1 1 1 ( 2a2b 2h2¢ 2¢2a )

_a_ 44
T+2a% T 1+ 20%  1+22% T+2a% T 1+ 20%  1+22% (44)

Pomoci AG—nerovnosti pro trojice ¢isel odhadneme prvni séitanec v zavorce na pravé
strané (nejprve zdola jeho jmenovatel a nasledné shora upraveny ¢itatel):

2a2b 2a2b 2a2b 2va-a-b _ 2(2a+0)
= < = < .
1+2a%  1+a?b+a? ~ 33/(a2h)2 3 - 9
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Analogickym zpusobem ziskdme nerovnosti

2b%c 2(2b+ ¢) 2c¢%a 2(2c+a)
< a < .
1+ 2b%¢ — 9 14 2c%a — 9

Sectenim vSech t¥i nerovnosti dostaneme

2a2b 2b%c 2c%a 6(a+b+c)
o, T . T 5, =
142a%b  1+2b% 1+ 2c?a 9

Dosazenim do obdrzime odhad

1 1 1 2 b
N N sg_2atbto)
1+2a2b  142b%2¢ 1+ 2c%a 3

To je vSak dokazovand nerovnost, nebot a + b + ¢ = 3. Rovnost tu nastane pravé tehdy,
kdyz a =b=c=1. [11]

Uloha 75: Necht a,b,c jsou kladnd ¢isla spliujici a® + b? + ¢ = 3. Dokazte, Ze plati
1 1 1

> 1.
a3—|—2+b3+2+c3—|—2_

Reseni: Nejprve piepisme levou stranu zadané nerovnosti do tvaru:

LR SUNNNE S a’ L1 b L1 ¢ (45)
ad+2 B+2 3+2 2 2a3+2) 2 203+2) 2 2(3+2)

Trojim uzitim AG-nerovnosti pro trojice ¢isel dostavame

a3 a3 2 b3 b2
= — - S E?

<
2@3+1+1) = 2.3¥a3 6 2(b% + 2)

Dosazenim téchto nerovnosti do rovnosti (45)) obdrzime

1 1 1 3
> 2
2

n n a? + b% + 2
at+2 B+2 B+27 '

6

Odtud a z podminky a? + b 4+ ¢ = 3 plyne dokazované nerovnost. Rovnost nastane, jen
kdyz a =b=c=1. [11]

Uloha 76: Necht a,b,c,d jsou kladnd ¢isla, pro kterd plati

1 1 1 1

=1.
1—|—a4+1—|—b4+1—|—c4+1—|—d4

Dokazte nerovnost abed > 3.

Reseni: Nejprve oznacime a? = tga,b? = tgf,¢® = tgv,d?> = tgd a vyuzijme iden-
tity m = cos?x (kterd se d4 snadno dokizat rozepsdnim tangentu na podil sinu a
kosinu). Pak podle podminky ze zadani plati

cos? a + cos? 8+ cos? ¥+ cos?§ = 1.
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2

Odeétenim cos? o a uzitim AG-nerovnosti pro trojici éisel cos? 3, cos? v, cos? § dostavame

20 = cos? B+ cos®y + cos? § > 3Y/cos? B+ cos? v - cos? 4.

sin
Vynésobenim této a ostatnich t¥i cyklickych nerovnosti obdrzime
2o -sin® B - sin? 7 - sin® § > 81 cos® v - cos® (3 - cos® y - cos® &
tg?a-tg2 3 -tg2y - tg?d > 81

\/tgoz-tgﬁ-tg'y-tgdz 3.

sin

Leva strana posledni nerovnosti je vSak sou¢in abcd, tim je ditkaz hotov. Rovnost nastane
pravé tehdy, kdyz a =b=c=d = v/3. [6]
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Prehled zadani vsech uloh

Uloha 1:

Uloha 2:

Uloha 3:

Uloha 4:

Uloha 5:

Uloha 6:

Necht a,b, c jsou kladnd ¢isla. Dokazte nerovnost

ad A
—+—+—=>a+b+ec
bc  ca ab

Dokazte, Ze pro kazZdd kladnd ¢isla a, b, c plati
PR X 3

c
— 4+ — 4+ — > ab+ bc+ ca.
b c a

Pro libovolna kladnd cisla u,v,w dokazte nerovnost
u\3 v\ 3 w\3 _ uv  vw  wu
(B Q) (2) 2 e e
w U v w U v
Pro libovolnd kladnd ¢isla a, b, c dokaZte nerovnost

a+\/3+3c>5
b c a 2

Pro prirozen€ c¢islo n a kladné ¢islo a dokaZte, Ze plati

a(n + 1)n+1

(1 + a)nJrl > e

Pokud vite, e viechny koreny polynomu x% — 62° 4+ ax* 4 ba3 + cx? + da? + 1

v oboru komplexnich cisel jsou kladnd redlnd cisla, najdéte a, b, c,d.

Uloha 7: Pokud polynom f stupné n md pouze redlné koreny, nezdporné koeficienty a jeho
pruond i posledni koeficient je roven jedné, potom plati f(2) > 3", dokazte.

Uloha 8:

Dokazte, Ze pro kazdé prirozené cislo n > 2 plati

(=)
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Uloha 9: Rozhodnéte, zda existuje posloupnost kladngjch redlnyjch &isel a,, takovd, Ze obé
fady Y an a Y. —— jsou konvergentnd.

n2an

Uloha 10: Dokazte pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, ¢ Nesbittovu nerovnost

a n b n c >3
b+c c+a a+b 2

Uloha 11: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, c, jejichZ soucet je roven jedné. Dokazte, Ze plati

a b c
O+ T letraZ  (atb?

>9
— 4

Uloha 12: Necht a,b, ¢ jsou kladnd ¢isla spliujici a® + b? + ¢ = 3. Dokazte, Ze plati

ab bec ca
—+—+—-—2>3.
c a b

Uloha 13: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, ¢ takovd, Ze a + b + ¢ = 3. Dokazte, %e plati

3 b3
+
(

a 3

(a+b)(a+c)

b+c)(b+a) + (c+a)(c+Db)

>

o

Uloha 14: Necht a,b, c jsou kladnd ¢isla takovd, %e a + b+ c = 3. Ukazte, Ze plati

a’ b3 3
>1
b(2c+ a) * c(2a +b) * a(2b+c) —

Uloha 15: Dokazte, e pro vsechna kladnd ¢isla a,b, c plati

1 1 1 1
<
a3+b3+abc+b3+c3+abc+c3+a3+abc_

abe’

Uloha 16: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, ¢ takovd, Ze abc = 1. Dokaste, Ze plati

ab N be L ca <1
a®+b54+ab V5W+AB+be AS+ad+ca

Uloha 17: Nechf a,b, c jsou redlnd ¢isla z intervalu (0,1). Dokazte, Ze plati

L S S
b+c+1 c+a+1 a+b+1

1-a)(1-b)1—¢) <1

Uloha 18: Necht a, b, ¢ jsou kladnd ¢isla, pro kterd plati a®+b*+c* = 1. Dokazte nerovnost

a’ n b3 N 3 >1
b+2c c¢c+2a a+2b 3
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Uloha 19: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, c, jejichZ soucin je roven jedné. Dokazte nerovnost

ad b3 3
A1)+  (+oi+a)  O+ad+b)

>

>

Uloha 20: Soucin kladngjch ¢isel a,b, c je roven 1, dokazte nerovnost

2 2 2

<1
(a—|—1)2+b2+1+(b+1)2+02+1+(c+1)2+a2—|—1 -

Uloha 21: Dokazte, e pro vsechna kladnd ¢isla a,b, c plati

1 n 1 n 1 . 3
a(l+b) b(l+c¢) c(l4+a) ~ 1+abc

Uloha 22: Jsou ddna kladnd ¢isla a, b, c, jejichZ soucin nepievysuje jejich soucet. Dokazte,
ze plati
a2 +b% + 2 > V3abe.

Uloha 23: Necht a,b, c jsou nezdpornd c¢isla, jejichs soucet se rovnd 3. Dokazte nerovnost

aV1+b0+byV1+3+cv/1+a3<5.

Uloha 24: Soucet nezdpornych ¢isel a,b,c,d je roven 3. Dokaste, Ze plati

ab(b+ ¢) + bc(c+ d) + cd(d + a) + da(a + b) < 4.

Uloha 25: Pro vsechna kladnd ¢isla a,b, c,d dokazte nerovnost

a b c d 33
2., 2 5t 3 2 3t 3 s 2 T a2 :
b2 +c2+d c2+d?>+a d*+a’>+b a’?+ b +c 2WVaZ + b2+ 2+ d2

Uloha 26: Necht a,b, c jsou kladnd ¢isla. Dokazte nerovnost

(o3) (o) eme 222

Uloha 27: Necht a, b, c jsou kladnd ¢isla spliujici ab + bc + ca = 1. Dokazte, Ze plati

1 n 1 n 1 >g
ala+b)  bb+c) clc+a) — 2

Uloha 28: Pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, ¢ dokaste, Ze plati

(a+b+c)?

3 > avbe + by/ca + eV ab.
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Uloha 29: Dokazte, e pro libovolnd kladnd a,b plati

1 2 24

1
ST (a+0b)3

Uloha 30: Pro libovolnd kladnd ¢isla a,b dokazte nerovnost

\?’/2(a+b) <i+2> > §/§+ {’/E

Uloha 31: Dokaste, Ze pro kaZdd kladnd ¢isla a,b, c, jejich# soucin je roven jedné, plati

1 n 1 n 1 3
adb+c)  bc+a) Ala+D)

Uloha 32: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, c. Dokazte, Ze plati

7 b7 c’ 1

o+ .
a2 a?b?  a2b%c?

bc ca ab <a
2Rt ataes gt

Uloha 33: Necht a,b,c jsou kladnd ¢isla spliujici a + b + ¢ = 3abc. Dokazte nerovnost

11, 1
St ta2s

b

Uloha 34: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, ¢ takovd, Ze a\/>+ b\/g—i— c\/z = 3. Dokazte, Ze
c a

plati

ab v O
bf3+cf3+$23.

Uloha 35: Pro kladnd ¢isla a,b, ¢ spliiujici podminku ab + bc + cd + da = 1 dokazte

ad b3 3 a3
> —,
b+c+d+c+d—|—a+d—|—a+b+a—l—b—l—c_3

—_

Uloha 36: Necht a,b,c jsou kladnd ¢isla spliiujici podminku a + 2b + 3¢ > 20. Dokazte,
Ze plati nerovnost
3 9 4
a+b+c+—-—+—-+->13.
a 2b ¢

Uloha 37: Dokaste, Ze pro kazdd kladnd ¢isla a,b, c plati

5 203 1 1 1
30a+3b"+ —+36| —+ —+ — | > 84
9 ab  bc  ca
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Uloha 38: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, ¢ takovd, Ze ac > 12 a be > 8. Dokazte nerovnost

1 +8>121
abc — 12°

1 1
a+b+c+2(—+—+—+
ab  bc  ca

Uloha 39: Nechf a,b,c jsou nezdpornd ¢isla, jejichZ soucet je roven jedné. Dokazte, Ze

plati
4

4
a*b + bic+ ta < 5

Uloha 40: Jsou ddna redlnd ¢isla a,b, c spliujici podminku 0 < a < b < ¢ < 1. Ukate,
Ze plati
108
2 2 2
b— b*(c—1b 1—¢c) < —.
a“(b—c) +b*(c—b) +c*( c)_529

Uloha 41: Nechf x,vy,z,t jsou redlnd ¢isla z intervalu (0,1). Dokate nerovnost

8
a:2y —|—y2,z + 2%t + 20 — a:y2 — y22 — 2t —ta? < o7

Uloha 42: Dokazte, Ze pro kazZdd nezdpornd ¢isla a, b, ¢, jejichZ soucet se rovnd trem, plati

(a2 —ab+ b2) (b2 —bc+ 02) (02 —ca + a2) <12.

Uloha 43: Necht a,b, ¢ jsou kladnd cisla, jejichZ soucin je roven jedné. Ukazte, Ze plati

a?(b+c) b2(c+a) *(a+1b) 9
Wb+ 2c/c  o/et2a/a  aya+20Vb

Uloha 44: V trojihelniku ABC jsou sestrojeny osy vnitinich hli oq, 03, 0. Jejich pri-
secik oznacme G, ddle oznacme D, resp. E, resp. F prusecik osy o, se stranou BC, resp.
osy og se stranou AC, resp. osy o, se stranou AB. DokaZte, Ze plati

4| [GB| |GC| _ 8
|AD| |BE| |CF| = 27’

Uloha 45: Pro libovolng trojihelnik se stranami a,b,c a obsahem S dokazte nerovnost

a’+ b2+ > 4/38.

Uloha 46: Tri primky se protinaji v bodé O wvnity trojihelniku ABC s obsahem S tak,
ze kazZdou stranu trojuhelniku protinaji prdaveé dve z nich. Tyto primky urcuji v trojihelniku
ABC tri trojuhelniky s vrcholem O s obsahy S1,S2 a S3. Dokazte, Ze plati

1 1 1 18

>
S T TS
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Uloha 47: Je ddn trojihelnik ABC, jehoZ osa tihlu BAC protind stranu BC v bodé X a

kruznici opsanou v bodé'Y . Necht l, je pomér délek usecek |AX|: |AY|. Definujme I a l.

stejnym zpusobem a oznacme o, 3 a vy velikosti vnitinich uhli AABC. DokaZte nerovnost
la Iy le

+ + > 3.
sin?a  sin?f  sin?y

Uloha 48: Pro libovolny trojuhelnik s délkami stran a,b, c, vnitinimi dhly o, 3,7 a polo-
meérem r kruzZnice vepsané dokaZte nerovnost

asina + bsin 3 + csiny > 9r.

Uloha 49: Necht a,b,c jsou délky stran trojihelnika ABC. Sestrojme trojihelnik A'B'C’
s délkami stran o' = a+ %, V =b+45,¢ = c+§. Dokazte, Ze pro obsahy téchto trojihelniki
plati

S(AA'B'C') > ZS(AABC).

=

Uloha 50: Jsou-li a,b, ¢ délky stran trojihelniku s obvodem 3, pak plati

1 1 1 9
+ + > :
Va+b—c +Vb+c—a Ve+a—-b  ab+bc+ca

dokazte.

Uloha 51: Dokazte, Ze pro délky a,b, c stran libovolného trojihelniku ABC plati

a® + b3 + A > 3abe + a(b — )2 + blc — a)? + c¢(a — b)%.

Uloha 52: Necht k,l,n jsou prirozend ¢&isla a ai,as,...,a, jsou kladnd ¢isla. Dokaste
Y .7 p 7 M M j
nerovnost . . .
a a a _ _ _
S+ 24> el el

Uloha 53: Dokaste, e pokud je soucin kladnych ¢isel by, b, ..., b, roven 1, pak pro kazdé
prirozené ¢islo k plati

e A R Ry R

Uloha 54: Pro prirozend ¢isla k,l,n a kladnd ¢isla a1, as, ..., a, dokaste, Ze plati
k+1 k+1 k+1 k k k
a a a a a a
%+1+ %+1+"'7L Tll+1271+72+”'+77'
) as aq az;  asg ay
Uloha 55: Necht k,1,n jsou prirozend ¢isla a a1, as, ..., an jsou kladnd ¢isla. Dokazte, Ze
plati

k+l1 k+l k41 k1l k1 k1
al+ —I—CLQ+ —l—---—i—an+ > ayay + asaz + -+ - + a,aq.

71
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Uloha 56: Pro prirozené ¢islo k > 2 a kladnd ¢isla a1, as, . .., a, dokazte nerovnost mezi
jejich aritmetickym prumérem a mocninym prumérem stupné k:

no>

rlab +af-4+ak artas+--+an
n n '

Uloha 57: Nechtn je prirozené ¢islo a a1, as, ..., ay, jsou kladnd ¢isla spliujici podminku
aias ...an, = 1. Dokazte nerovnost

1 1 1
a1 +az + +an_a?+a§+ +aﬁ
Uloha 58: Soucin kladnijch ¢isel ai,as,...,a, se rovnd 1. DokaZte nerovnost
2 2

2
i +a"_1+al+1+a2 1+ap

Uloha 59: Necht n je prirozené ¢islo vétsi nes jedna a a1, as,...,a, jsou kladnd c¢isla
spliugict podminku a1 + ag + - - - + an = 3. Dokazte nerovnost

Var+ag+ o an > > aiag
1<i<j<n
Uloha 60: Pro vsechna kladnd ¢isla a1, as, ... ,a, dokafte nerovnost

ai as Qnp, ai a2 Gnp,
+ ot > + fo—"
az+a3 az+ay a1+az  ap+ar a1 +a an—1+ an

Uloha 61: Dokaste, Ze pro libovolnd kladnd ¢isla ay,as, ..., a,, kde n > 3, plati alespor
jedna z nerovnosti

ai az G, n
+ + o+ > =,
as + as as + aq a1 + as 2
a1 a2 cee _ O > 2
an+az a1 +as Gp-1+a1 — 2
Uloha 62: Soucet kladnyjch ¢isel x1,xo, ..., 2, je roven 1. Dokazte nerovnost
il T Tn n2
+ + -+ > —.
xo(x1 + 22 + 23)  w3(x2 + 23 + T4) z1(xy + 21 + 22) 3

Uloha 63: Dokazte, Ze pro viechna kladnd ¢isla ai,as, . .., a, plati
2a1 2a9 2an, 5™

14+ — 1+—]...(1+—) > —.
< +3a2> ( +3a3> < +3a1 - 3n
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Uloha 64: Jsou ddna kladnd cisla a,b,c takovd, Ze 2abc = 3a® + 4b% 4 5c®. Ukazte, Ze
plati
3a + 2b+ ¢ > 36.

Uloha 65: Pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, c,d dokazte nerovnost

a*b + bt*c+ ctd + d*a > abed(a + b+ ¢+ d).

1

Uloha 66: Pro vsechna kladnd ¢isla a,b, c,d dokazte nerovnost abed < 317

jestlize plati

1 1 1 1

= 3.
1+a+1+b+1+c+1+d

Uloha 67: Soucet nezdpornych ¢isel a,b,c,d je roven 4. Dokazte, Ze plati

A+ +E+d?—4>4(a—1)(b—1)(c—1)(d—-1).
Uloha 68: Necht a,b,c jsou kladnd ¢isla, jejich soucin je roven 1. Dokazte, Ze plati
a+b b+c c+a
> 3.
\/a+1+\/b+1+\/6+1 -

Uloha 69: Pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, c dokazte nerovnost

9 39 9 9
ol St
bc ca ab abc

Uloha 70: Dokazte pro libovolnd kladnd ¢isla a,b, c nerovnost

9 p9 9 3
i sttt et s
bc  ca ab abc

Uloha 71: Je ddno x € R takové, %e 0 < x < 1. Najdéte minimdlni hodnotu virazu

S =13vVx2 — 24 + 922 + 2.

Uloha 72: Soucet kladnych ¢isel a,b,c je roven 3. Dokazte, Ze plati

a? N b2 n 2 -1
a+2b2  b+4+2c2  c+2a2 T

Uloha 73: Jsou ddna kladnd ¢isla a,b, ¢ takovd, Ze a + b+ ¢ = 3. Dokazte, e plati

a? N b2 n 2 -1
a+2b3  b+2¢3  c+2a3 T
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Uloha 74: Pro viechna kladnd ¢isla a,b, c, jejich? soucet je roven 3, dokazte nerovnost

1 1 1
>1
1—|—2a2b+1+2b2c+1+2c2a_

Uloha 75: Necht a,b,c jsou kladnd ¢isla spliujici a® + b? + ¢ = 3. Dokazte, Ze plati

1 1 1

> 1.
a3+2+b3+2+c3+2_

Uloha 76: Necht a,b,c,d jsou kladnd ¢isla, pro kterd plati

1 N 1 N 1 N I
14+a* 14064 144 14+d4

1.

Dokazte nerovnost abed > 3.
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Zavér

Z.aver

V tomto textu jsme se podrobné vénovali vyuziti AG—nerovnosti pfi dokazovani konkrét-
nich algebraickych a geometrickych nerovnosti. U nékterych tloh bylo na prvni pohled
znat, jak pomoci AG-—nerovnosti dojit k tspéSnému zavéru. V jinych pripadech vyzado-
valo TeSeni tlohy jistou tvorivost.

Pri psani tohoto textu jsem zdokonalil a utfibil svoje znalosti z teorie nerovnosti. Prisel
jsem do styku s novymi technikami, jak pfi dokazovani postupovat. Nejzajimavéjsi ¢asti
mé prace bylo zobecnovani nékterych nerovnosti. Jedna se o moji prvni praci v takovém
rozsahu a véfim, ze ve své budouci uditelské praxi uplatnim znalosti, které jsem béhem
tvorby diplomové prace nasbiral.

Text je urcen zejména pro ucitele matematiky stfednich skol, nadané zdky a pro
vSechny zajemce dané problematiky. Dokazovani algebraickych a geometrickych nerov-
nosti je nedilnou soucasti matematickych olympidd, proto doufam, Ze tato prace dobie
poslouzi budoucim olympioniktm.
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