1. Výroková logika

Buï P neprázdná mno¿ina symbolù, které nazýváme atomické výrokové formule. Symboly jazyka L_P výrokové logiky (nad mno¿inou P ) jsou prvky mno¿iny P , logické spojky ¬ (negace), → (implikace), ∨ (disjunkce), ∧ (konjunkce) a závorky (, ).

Výrokové formule jazyka L_P de˛nujeme následovnì : (1) Ka¿dá atomická výroková formule je výroková formule. (2) Je-li A výroková formule, pak (¬A) je výroková formule. (3) Jsou-li A, B výrokové formule, pak (A ∨ B), (A ∧ B) a (A → B) jsou výrokové formule.

(4) Koneèná posloupnost symbolù jazyka L_P je výroková formule, právì kdy¿ vznikne koneèným poètem u¿ití pravidel (1)-(3).

Pøejdìme nyní k de˛nici pravdivosti výrokových formulí.

Pravdivostní ohodnocení atomických výrokových formulí se de˛nuje jako zobrazení v : P → {0, 1}. Jeho rozźíøení v na mno¿inu vźech výrokových formulí de˛nujeme následovnì :

(1) v(A) = v(A) pro libovolné A ∈ P (2) v(¬A) = 1 pokud v(A) = 0 a v(A) = 0 pokud v(A) = 1 (3) v(A → B) = 0 pokud v(A) = 1 a v(B) = 0, ve vźech zbývajících pøípadech v(A → B) = 1 (4) v(A ∧ B) = 1 pokud v(A) = 1 a v(B) = 1, ve vźech zbývajících pøípadech v(A ∧ B) = 0 (5) v(A ∨ B) = 0 pokud v(A) = 0 a v(B) = 0; ve vźech zbývajících pøípadech v(A ∨ B) = 1.

Výroková formule A se nazývá pravdivá pøi ohodnocení v, jestli¿e v(A) = 1. Výroková formule se nazývá pravdivá, jestli¿e je pravdivá pøi vźech ohodnoceních. Píźeme |= A.

Budeme rovnì¿ pou¿ívat výrokovou spojku ↔ (ekvivalence) takovou, ¿e A ↔ B oznaèuje formuli (A → B) ∧ (B → A). Symbol T bude oznaèovat v¿dy pravdivou formuli (t.j., v(T ) = 1 pro libovolné ohodnocení v) a symbol F v¿dy nepravdivou formuli (t.j., v(F ) = 0 pro libovolné ohodnocení v). Formule A, B se nazývají ekvivalentní, pokud formule A ↔ B je pravdivá. Znaèíme A ∼ B.

Algebra výrokù (Booleova algebra) A ∧ B ∼ B ∧ A A ∨ B ∼ B ∨ A

A ∧ (B ∧ C) ∼ (A ∧ B) ∧ C A ∨ (B ∨ C) ∼ (A ∨ B) ∨ C Typeset by AMS-TEX 1

A ∧ A ∼ A A ∨ A ∼ A A ∧ (B ∨ C) ∼ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C) A ∨ (B ∧ C) ∼ (A ∨ B) ∧ (A ∨ C) A ∧ T ∼ A A ∨ T ∼ T A ∧ F ∼ F A ∨ F ∼ A ¬¬A ∼ A A ∧ ¬A ∼ F A ∨ ¬A ∼ T ¬T ∼ F ¬F ∼ T ¬(A ∧ B) ∼ ¬A ∨ ¬B ¬(A ∨ B) ∼ ¬A ∧ ¬B Jedná se o komutativní, asociativní, idempotentní a distributivní zákon, vlastnosti jednotky, negace a de Morganùv zákon.

Výroková formule je v disjunktivním normálním tvaru, je-li disjunkcí formulí, v nich¿ platí:

(a) ka¿dá je konjunkcí atomických formulí a jejich negací (b) v ¿ádné se nevyskytuje ¿ádná atomicka formule souèasnì se svou negací.

Disjunktivní normální tvar se nazýva úplný pokud se ve vźech konjunkcích vyskytují stejné atomické formule.

Vìta 1.1. Libovolná výroková formule je ekvivalentní formuli v úplném disjunk-

tivním normálním tvaru.

Dùkaz. Mìjme výrokovou formuli závisející na atomických výrokových formulích A_1, . . . , A_n. Tato formule urèuje zobrazení f : 2^n → 2, kde 2 = {0, 1}. Pro a = (a_1, . . . , a_n) ∈ 2^n polo¿íme A^a_i = A_i pokud a_i = 1 a A^a_i = ¬A_i pokud a_i = 0. Snadno se ovìøí, ¿e ⋁ {A^a_1 ∧ . . . A^a_n\a ∈ 2^n, f(a) = 1} je hledaný disjunktivní normální tvar. � Poznámka. Úplný disjunktivní normální tvar formule je urèen jednoznaènì a¿ na volbu a poøadí promìnných. Za disjunktivní tvar formule F pova¿ujeme prázdnou disjunkci (t.j., disjunkci prázdné mno¿iny konjunkcí).

2. Základy predikátové logiky

Jazyk predikátové logiky se skládá z následujících symbolù: x_1, x_2 . . . , x_n, . . . (promìnné) ¬, →, ∨, ∧, ↔ (logické spojky) ∀, ∃ (kvanti˛kátory) = (rovnost) (, ) (závorky) R_1, . . . (symboly pro relace)

Ka¿dému symbolu pro relace je pøiøazeno kladné celé èíslo, které se nazývá arita (nebo také èetnost) pøísluźného symbolu. Podobnì jak jazyk výrokové logiky závisí na zadané mno¿inì P atomických výrokových formulí, jazyk predikátové logiky závisí na zadání mno¿iny symbolù pro relace.

Atomické formule predikátové logiky jsou výrazy tvaru

x_i = x_j

kde x_i, x_j jsou promìnné nebo R(x_{i1} , . . . x_{in} ) kde R je relaèní symbol arity n a x_{i1} , . . . x_{in} jsou promìnné.

Formule predikátové logiky de˛nujeme následovnì: (1) Ka¿dá atomická formule je formule.

(2) Jsou-li φ, ψ formule, pak ¬φ, φ → ψ, φ ∨ ψ, φ ∧ ψ, φ ↔ ψ jsou formule. (3) Je-li x_i promìnná a φ formule, pak (∀x_i)φ, (∃x_i)φ je formule. (4) Koneèná posloupnost symbolù jazyka predikátové logiky je formule, právì kdy¿ vznikne koneèným poètem u¿ití pravidel (1)-(3).

Volné promìnné formule φ de˛nujeme jako formule, na které nepùsobí ¿ádný z kvanti˛kátorù. (Pøitom kvanti˛kátor ∀x_i nebo ∃x_i pùsobí na libovolný výskyt promìnné x_i ve formuli φ v (3)).

Realizací M jazyka L predikátové logiky rozumíme neprázdnou mno¿inu M, na ní¿ je zadána n-ární relace R_M pro libovolný relaèní symbol R arity n jazyka L.

Buï φ(x_{i1} , . . . , x_{in} ) formule jazyka L predikátové logiky (to znamená, ¿e volné promìnné formule φ jsou x_{i1} , . . . , x_{in} ). Buï M realizace jazyka L a a_1, . . . , a_n prvky mno¿iny M. Pak lze pøirozeným zpùsobem de˛novat, ¿e formule φ je pravdivá v M pro prvky a_1, . . . , a_n. Pro atomické formule to je dáno interpretací relaèních symbolù jako relací, spojka ∨ znamená "nebo", ∧ znamená "a", ¬ negaci, → implikaci, ↔ ekvivalenci, ∀ "pro vźechna" a ∃ "existuje".

Predikátová formule φ(x_{i1} , . . . , x_{in} ) se nazývá pravdivá v realizaci M, jestli¿e je pravdivá pro vźechny prvky a_1, . . . , a_n v M. Predikátová formule se nazývá pravdivá, je-li pravdivá ve vźech realizacích.

Pøíkladem pravdivé predikátové formule je

¬(∀x_1)φ(x_1) ↔ (∃x_1)¬φ(x_1)

3. Mno¿iny Pojem mno¿iny je základním pojmem matematiky. Mno¿ina je urèena svými prvky, t.j., mno¿inou rozumíme souhrn prvkù. Teorii mno¿in vybudoval nìmecký matematik G.Cantor v roce 1872. Výźe uvedené vymezení pojmu mno¿iny není pøesnou de˛nicí. Vede také k rozporùm neboż jsou "souhrny", které za mno¿iny pova¿ovat nemù¿eme. Pozdìji uvidíme, ¿e nemù¿eme vytvoøit "mno¿inu" vźech mno¿in. Nejjednoduźźí pøíklad takové zakázané "mno¿iny" nalezl B.Russel v roce 1900. Je to souhrn M = {x\x /∈ x} vźech mno¿in x, které neobsahují sebe jako prvek. Toti¿, pokud by M byla mno¿ina, mù¿eme si polo¿it otázku, zda M ∈ M. Pokud ano, pak, podle de˛nice M platí M /∈ M. Pokud ne, pak, opìt podle de˛nice M, platí M ∈ M. V obou pøípadech dostáváme spor. Øeźení problému de˛nice pojmu mno¿iny podává axiomatická teorie mno¿in. My budeme pracovat v tzv. naivní teorii mno¿in, t.j., na základì výźe uvedené nepøesné "de˛nice". Budeme vźak opatrní v jejím pou¿ívání: ne vźechny souhrny budeme pova¿ovat za mno¿iny. Zároveò si naznaèíme, jak vypadá axiomatická teorie mno¿in.

Základní (a vlastnì jedinou) vlastností mno¿in je, ¿e mají prvky. Píźeme a ∈ A, co¿ znamená, ¿e a je prvkem mno¿iny A. Malá a velká písmena pou¿íváme pro názornost; ve skuteènosti v teorii mno¿in není nic jiného ne¿ mno¿iny, t.j., i a je mno¿ina. Fakt, ¿e mno¿ina je urèena svými prvky je vyjádøen následujícím axiomem (který je prvním axiomem axiomatické teorie mno¿in): Axiom extensionality: Dvì mno¿iny jsou stejné, právì kdy¿ mají stejné prvky.

Pomocí predikátové logiky (v jazyce s jediným binárním relaèním symbolem ∈, co¿ je jazyk axiomatické teorie mno¿in) se tento axiom zapíźe následovnì: (∀x, y)(x = y ↔ (∀z)(z ∈ x ↔ z ∈ y)) Pro mno¿iny A, B píźeme A ⊆ B a øíkáme, ¿e mno¿ina A je podmno¿ina mno¿iny B, jestli¿e libovolný prvek mno¿iny A je prvkem mno¿iny B. Zøejmì platí A ⊆ A A ⊆ B a B ⊆ C ⇒ A ⊆ C A = B ⇔ A ⊆ B a B ⊆ A Jsou-li A, B mno¿iny, mù¿eme z nich utvoøit nové mno¿iny A ∪ B = {x\x ∈ A nebo x ∈ B} A ∩ B = {x\x ∈ A a x ∈ B} A − B = {x\x ∈ A a x /∈ B} které postupnì nazýváme sjednocení, prùnik a rozdíl mno¿in A a B.

Existuje mno¿ina, která se vyznaèuje tím, ¿e nemá ¿ádné prvky. Nazývá se prázdná a oznaèuje se ∅. Pro libovolnou mno¿inu A platí ∅ ⊆ A.

Mno¿iny A, B se nazývají disjunktní, jestli¿e A ∩ B = ∅. Platí následující pravidla, která se postupnì nazývají komutativní, asociativní, idempotentní a distributivní zákony: A ∪ B = B ∪ A A ∩ B = B ∩ A

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C

A ∪ A = A A ∩ A = A

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C). Je-li A podmno¿inou mno¿iny M, pak rozdíl M − A se nazývá doplnìk (nebo také komplement podmno¿iny A. Znaèíme jej A^′. Platí následující pravidla, která se postupnì nazývají zákony jednotky, negace a de Morgana: A ∪ M = M A ∩ M = A A ∪ ∅ = A A ∩ ∅ = ∅

A ∪ A^′ = M A ∩ A^′ = ∅ M^′ = ∅ ∅^′ = M

(A ∩ B)^′ = A^′ ∪ B^′ (A ∪ B)^′ = A^′ ∩ B^′.

Obecnìji, platí A − (B ∪ C) = (A − B) ∩ (A − C) A − (B ∩ C) = (A − B) ∪ (A − C).

Máme-li mno¿iny A, B, mù¿eme utvoøit novou mno¿inu {A, B}, která má za prvky právì A a B. Tento zpùsob tvorby mno¿in se nazývá axiom dvojice. Jeho pomocí mù¿eme z prázdné mno¿iny ∅ vytvoøit nové mno¿iny, napø. {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}, atd. Tímto zpùsobem mù¿eme de˛novat pøirozená èísla: 0 = ∅, 1 = {∅}, 2 = {∅, {∅}}, 3 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, atd. V¿dy n = {0, 1, · · · , n−1}. Tedy pøirozená èísla jsou mno¿iny. Rovnì¿ mù¿eme utvoøit mno¿inu vźech nezáporných celých èísel ω = {0, 1, 2, · · · , n, · · · }. Nazýváme to axiom nekoneèna.

Pro libovolnou mno¿inu A a libovolnou "mno¿inovou vlastnost" φ(x) mù¿eme utvoøit novou mno¿inu {a ∈ A\φ(a) platí}. Pøesná de˛nice mno¿inové vlastnosti je, ¿e se jedná o formuli predikátové logiky v jazyce s jediným binárním relaèním symbolem ∈. Tento zpùsob tvorby mno¿in se nazývá axiom vyèlenìní. Tímto zpùsobem vznikly mno¿iny: A ∩ B = {a ∈ A\a ∈ B} A − B = {a ∈ A\a /∈ B}. Pro libovolnou mno¿inu A tak také mù¿eme utvoøit mno¿inu ⋂ A = {a\a ∈ A pro libovolné A ∈ A}. Psací písmo jsme opìt pou¿ili pouze pro názornost. Obvyklé oznaèení je pomocí indexù: máme mno¿inu I a mno¿iny A_i pro libovolné i ∈ I a vytváøíme mno¿inu ⋂ i∈I A_i = {a\a ∈ A_i pro libovolné i ∈ I}.

Pro sjednocení mno¿in potøebujeme nový zpùsob tvorby mno¿in nazývaný axiom sjednocení. Øíká, ¿e pro libovolnou mno¿inu A mù¿eme utvoøit novou mno¿inu ⋃ A = {a\ existuje A ∈ A tak, ¿e a ∈ A}.

Zejména A ∪ B = ⋃ {A, B}. Obvyklé znaèení je ⋃ i∈I A_i = {a\a ∈ A_i pro nìjaké i ∈ I}. Platí následující pravidla: A ∪ ⋂ i∈I B_i = ⋂ i∈I A ∪ B_i

A ∩ ⋃ i∈I B_i = ⋃ i∈I A ∩ B_i ( ⋃ i∈I A_i)^′ = ⋂ i∈I A^′_i ( ⋂ i∈I A_i)^′ = ⋃ i∈I A^′_i Uspoøádaná dvojice (a, b) se de˛nuje jako mno¿ina (a, b) = {{a}, {a, b}}. Tato de˛nice je v duchu teorie mno¿in: vźe je mno¿ina, tedy i uspoøádaná dvojice. Snadno se ovìøí, ¿e platí (a, b) = (c, d) ⇔ a = c a b = d. Kartézský souèin mno¿in A, B nyní de˛nujeme jako A × B = {(a, b)\a ∈ A, b ∈ B}. Platí (A ∪ B) × C = (A × C) ∪ (B × C) C × (A ∪ B) = (C × A) ∪ (C × B) (A ∩ B) × C = (A × C) ∩ (B × C) C × (A ∩ B) = (C × A) ∩ (C × B). Tato pravidla lze rozźíøit i na nekoneèná sjednocení a prùniky: ( ⋃ i∈I A_i) × C = ⋃ i∈I (A_i × C)

( ⋂ i∈I A_i) × C = ⋂ i∈I (A_i × C) (a podobnì z druhé strany). Vźimnìme si, ¿e pro A ≠ B platí A × B ≠ B × A Podobnì (A × B) × C ≠ A × (B × C). Je-li A mno¿ina, mù¿eme utvoøit mno¿inu P(A) = {X\X ⊆ A} vźech podmno¿in mno¿iny A. Nazýváme to axiom mno¿iny podmno¿in.

Dosud jsme se seznámili s následujícími axiomy teorie mno¿in: axiom extensionality, axiom prázdné mno¿iny, axiom vyèlenìní, axiom dvojice, axiom sjednocení, axiom mno¿iny podmno¿in a axiom nekoneèna. První udává, kdy jsou dvì mno¿iny stejné, dalźí popisují "povolené" zpùsoby tvorby mno¿in. K úplné Zermelo- Fraenkelovì teorii mno¿in (co¿ je standartní axiomatika teorie mno¿in, oznaèuje se ZF) nám chybí ji¿ jen dva dosti technické axiomy: axiom regularity a axiom nahrazení. (První z nich øíká, ¿e vźechny mno¿iny "vzniknou" z prázdné mno¿iny.) Napø. kartézský souèin A × B vznikne vyèlenìním z mno¿iny P(P(A ∪ B)); toti¿ uspoøádané dvojice (a, b) jsou prvky této mno¿iny.

Ideální teorie mno¿in by kromì axiomu extensionality obsahovala pouze axiom øíkající, ¿e pro libovolnou mno¿inovou vlastnost φ(x) je {a\φ(a) platí} mno¿ina. Russelùv paradox vźak ukazuje, ¿e tato teorie je sporná. Axiomy Zermelo- Fraenkelovy teorie mno¿in uvádìjí povolené pøípady výźe uvedeného "ideálního" axiomu.

4. Zobrazení

De˛nice. Zobrazení f : A → B mno¿iny A do mno¿iny B je pøedpis pøiøazující ka¿dému prvku mno¿iny A prvek mno¿iny B.

Tato de˛nice není, z hlediska teorie mno¿in, pøesná neboż obsahuje nede˛novaný pojem "pøedpis". Pøesnou de˛nici si uvedeme v pøíźtí kapitole.

Zobrazení f : A → B se nazývá prosté (nebo také injektivní), jestli¿e platí

f(a_1) = f(a_2) ⇒ a_1 = a_2.

Nazývá se zobrazení mno¿iny A na mno¿inu B (nebo také surjektivní), jestli¿e pro libovolné b ∈ B existuje a ∈ A tak, ¿e f(a) = b. Zobrazení, které je souèasnì prosté i na se nazývá bijektivní (nebo také bijekce). Mno¿iny A, B se nazývají isomorfní, jestli¿e existuje bijekce A → B. Znaèíme A ∼= B.

Buï f : A → B bijektivní zobrazení. Polo¿me

f^{−1}(b) = a právì kdy¿ f(a) = b.

Pak f^{−1} : B → A je zobrazení, které nazýváme inverzní k f. Zøejmì to je rovnì¿ bijektivní zobrazení a platí (f^{−1})^{−1} = f.

Pøedpis id_A(a) = a de˛nuje zobrazení id_A : A → A, které se nazývá identické (nebo rovnì¿ identita) na A. Je to zøejmì bijekce a platí

(id_A)^{−1} = id_A.

Obecnìji, je-li A ⊆ B, pak zobrazení inkluze i : A → B je de˛nováno pøedpisem i(a) = a pro a ∈ A.

Buïte f : A → B a g : B → C zobrazení. Pak pøedpis (g ∘ f)(a) = g(f(a)) de˛nuje zobrazení g ∘ f : A → C. Tento postup se nazývá skládání zobrazení a g ∘ f se nazývá slo¿ené zobrazení. Platí následující pravidla (h : C → D je dalźí zobrazení): h ∘ (g ∘ f) = (h ∘ g) ∘ f f ∘ id_A = f id_B ∘ f = f f ∘ f^{−1} = id_B f^{−1} ∘ f = id_A.

Jedná se o asociativní zákon, vlastnost jednotky a vlastnost inverzního zobrazení. V posledním pravidle je samozøejmì f bijekce. Navíc, inverzní zobrazení je touto vlastností urèeno jednoznaènì. To znamená, ¿e f ∘ g = id_B a g ∘ f = id_A ⇒ g = f^{−1}. Symbolem B^A oznaèíme mno¿inu vźech zobrazení A → B.

Pro libovolnou mno¿inu A existuje právì jedno zobrazení ∅ → A. Nazývá se prázdné zobrazení a oznaèuje se o_A. Tedy A^∅ = {o_A} je jednoprvková mno¿ina.

Zøejmì (A^A, ∘) je monoid. Tento monoid není obecnì komutativní. Napøíklad, oznaèíme-li symbolem k_a : A → A konstantní zobrazení s hodnotou a, t.j. k_a(x) = a pro vźechna x ∈ A, pak platí

k_a ∘ k_b = k_a a k_b ∘ k_a = k_b.

Bijektivní zobrazení mno¿iny A → A se nazývá permutace mno¿iny A. Symbolem S(A) oznaèíme mno¿inu vźech permutací mno¿iny A. Pak (S(A), ∘) je grupa. Tato grupa opìt není obecnì komutativní. Nazývá se symetrická grupa.

Zobrazení p_1 : A × B → A p_2 : A × B → B

daná pøedpisem p_1(a, b) = a p_2(a, b) = b

se nazývají projekce.

Vìta 4.1. Pro libovolné mno¿iny A, B, C platí následující pravidla:

(1) (A × B)^C ∼= A^C × B^C (2) (A^B )^C ∼= A^{B×C} (3) A^{B∪C} ∼= A^B × A^C . V (3) musí mno¿iny B, C být disjunktní.

Dùkaz. (1) Bijekce F : (A × B)^C → A^C × B^C je dána pøedpisem

F (f) = (p_1 ∘ f, p_2 ∘ f), kde p_1 : A × B → A a p_2 : A × B → B jsou projekce.

(2) Bijekce F : (A^B )^C → A^{B×C} je dána pøedpisem F (f)(b, c) = f(c)(b) kde f : C → A^B.

(3) Jsou-li B, C disjunktní, pak bijekce F : A^{B∪C} → A^B ×A^C je dána pøedpisem F (f) = (f_1, f_2) kde f_1 je zú¿ení f : B ∪ C na B (t.j., f_1(b) = f(b)) a f_2 je zú¿ení f na C. � Kartézský souèin mù¿eme pomocí pojmu zobrazení popsat následovnì: A × B ∼= {f : {1, 2} → A ∪ B\f(1) ∈ A, f(2) ∈ B}. To nás vede k následující de˛nici kartézského souèinu libovolného (i nekoneèného) systému mno¿in A_i, i ∈ I, kde I je mno¿ina: ∏ i∈I A_i = {f : I → ⋃ i∈I A_i\f(i) ∈ A_i pro libovolné i ∈ I}.

Projekce p_i : ∏ i∈I A_i → A_i jsou de˛novány pøedpisem p_i(f) = f(i).

Pro libovolnou podmno¿inu B mno¿iny A de˛nujeme charakteristickou funkci χ_B : A → 2 této podmno¿iny pøedpisem (zde 2 = {0, 1}) χ_B (a) = 1 ⇔ a ∈ B. Zobrazení F : P(A) → 2^A, F (B) = χ_B je zøejmì bijekce. Tedy P(A) ∼= 2^A. Je-li f : A → B zobrazení, pak mno¿ina f(A) = {f(a)\a ∈ A} se nazývá obraz mno¿iny A v zobrazení f. Libovolné zobrazení f : A → B lze zapsat jako slo¿ení zobrazení na a prostého zobrazení f : A → f(A) → B. De˛nice. Øekneme, ¿e mno¿iny A, B mají stejnou mohutnost, jestli¿e A ∼= B.

Jedná se pouze o jiný název pro skuteènost, ¿e mno¿iny A, B jsou isomorfní. Mno¿ina A se nazývá koneèná, pokud má stejnou mohutnost jako nìkterá z mno¿in n = {0, 1, . . . , n − 1}, kde n ∈ ω.

Pøíklady 4.2. (1) Dvì koneèné mno¿iny mají stejnou mohutnost, právì kdy¿ mají stejný poèet prvkù.

(2) Mno¿iny Z a 2Z mají stejnou mohutnost neboż zobrazení f : Z → 2Z, f(x) = 2x je bijekce. Tedy vlastní podmno¿ina nekoneèné mno¿iny mù¿e mít stejný poèet prvkù jako celá mno¿ina.

(3) Mno¿iny ω, N a Zmají stejnou mohutnost. Staèí uva¿ovat bijekce f : ω → N a g : ω → Zdané pøedpisy f(x) = x + 1

g(2n) = n g(2n + 1) = −(n + 1).

(4) Uká¿eme, ¿e mno¿ina Q racionálních èísel má stejnou mohutnost jako ω. Podobnì jak pro Z staèí ukázat, ¿e mno¿ina Q^+ kladných racionálních èísel má stejnou mohutnost jako ω. Napíźeme tato èísla jako vykrácené zlomky do øádkù. Do prvního øádku dáme vźechny vykrácené zlomky s èitatelem 1, do druhého øádku vźechny vykrácené zlomky s èitatelem 2, atd. Vznikne ètvercová tabulka, která má spoèetnì mnoho øádkù a spoèetnì mnoho sloupcù. Vypíźeme-li její prvky po diagonálách (t.j., 1,^1_2 , 2,^1_3 , . . . ), seøadíme kladná racionální èísla do posloupnosti. Tedy Q^+ má stejnou mohutnost jako ω.

4.3 Cantorova vìta. Mno¿iny X a P(X) nikdy nemají stejnou mohutnost.

Dùkaz. Buï f : X → P(X) zobrazení. Polo¿me Y = {x ∈ X\x /∈ f(x)}. Pøedpokládejme, ¿e existuje z ∈ X tak, ¿e f(z) = Y . Pak platí z ∈ Y ⇔ z /∈ Y, co¿ je spor. � Mno¿ina, která má stejnou mohutnost jako ω se nazývá spoèetná. Nekoneèná mno¿ina, která není spoèetná se nazývá nespoèetná. V pøedchozím pøíkladu jsme vidìli, ¿e N, Za Q jsou spoèetné mno¿iny.

Vìta 4.4. Podmno¿ina spoèetné mno¿iny je buï koneèná nebo spoèetná.

Dùkaz. Buï X nekoneèná podmno¿ina ω. Uva¿me zobrazení f : ω → X takové, ¿e f(n) je nejmenźí prvek v X − {f(0), . . . , f(n − 1)}. Ponìvad¿ f je zøejmì bijektivní zobrazení, mno¿ina X je spoèetná. � Vìta 4.5. Buï f : ω → X zobrazení. Pak f(ω) je koneèná nebo spoèetná mno¿ina.

Dùkaz. De˛nujme zobrazení g : f(ω) → ω tak, ¿e g(x) je nejmenźí prvek v f^{−1}(x). Pak g je prosté, tak¿e tvrzení plyne z 4.4. � Vìta 4.6. Mno¿ina R je nespoèetná.

Dùkaz. De˛nujme zobrazení f : 2^ω → R desetinným rozvojem

f(h) = 0, h(0)h(1)h(2) . . .

kde h : 2 → ω. Ponìvad¿ f je prosté zobrazení, z 4.3. a 4.4. plyne, ¿e mno¿ina R není spoèetná. �

Otázka, zda libovolná nekoneèná podmno¿ina v R je buï spoèetná nebo mohutnosti stejné jako R, je nerozhodnutelná.

5. Relace De˛nice. (Binární) relaci R (mezi mno¿inami A, B) de˛nujeme jako podmno¿inu R ⊆ A × B. Obecnì, mù¿eme de˛novat n-ární relaci jako podmno¿inu R ⊆ A_1 × · · · × A_n pro n = 1, 2, · · · . Napøíklad unární relace je podmno¿ina R ⊆ A.

Zobrazení f : A → B je odpovídá jako relaci R_f ⊆ A × B s vlastností, ¿e pro libovolné a ∈ A existuje právì jedno b ∈ B tak, ¿e (a, b) ∈ R_f . Tím je podána slibovaná "mno¿inová" de˛nice pojmu zobrazení. Pøísluźná relace R_f je vlastnì graf zobrazení f.

Øadu pojmù o zobrazeních, mù¿eme zobecnit na relace (relace je vlastnì èásteèné, vícehodnotové zobrazení). Napø. de˛nièní obor relace R ⊆ A × B je {a ∈ A\ existuje b ∈ B tak, ¿e (a, b) ∈ R} a obor hodnot je {b ∈ B\ existuje a ∈ A tak,¿e (a, b) ∈ R}. Skládání relací R ⊆ A × B a S ⊆ B × C se de˛nuje pøedpisem S ∘ R = {(a, c)\ existuje b ∈ B tak, ¿e (a, b) ∈ R, (b, c) ∈ S} Platí S ∘ R ⊆ A × C. Dále (pro T ⊆ C × D) T ∘ (S ∘ R) = (T ∘ S) ∘ R id_B ∘ R = R = R ∘ id_A. Inverzní relace R^{−1} k relaci R ⊆ A × B se de˛nuje jako R^{−1} = {(b, a)\(a, b) ∈ R}. Platí R^{−1} ⊆ B × A. Zøejmì R_f�1 = R^{−1}_f .

De˛nice. Pokud R ⊆ A × A, pak øíkáme, ¿e R je relace na mno¿inì A. Relace R na mno¿inì A se nazývá:

(1) re‚exivní, pokud id_A ⊆ R (t.j., pokud pro libovolné a ∈ A platí (a, a) ∈ R)

(2) symetrická, pokud R^{−1} = R (t.j., pokud (a, b) ∈ R implikuje (b, a) ∈ R)

(3) tranzitivní, pokud R ∘ R ⊆ R (t.j., pokud (a, b) ∈ R a (b, c) ∈ R, pak (a, c) ∈ R.

Relace R na mno¿inì A se nazývá relace ekvivalence, pokud je souèasnì re‚exivní, symetrická i tranzitivní.

Buï f : A → B zobrazení. Pak relace

J_f = {(a_1, a_2)\f(a_1 ) = f(a_2)}

je relace ekvivalence na mno¿inì A. Nazývá se jádro zobrazení f. Uká¿eme, ¿e libovolná relace ekvivalence je jádrem nìjakého zobrazení.

Buï R relace ekvivalence na mno¿inì A. Pro a ∈ A polo¿íme R_a = {b ∈ A\(a, b) ∈ R}. R_a se nazývá tøída relace ekvivalence R urèená prvkem a.

Lemma 5.1. Buï R relace ekvivalence na mno¿inì A a a, b ∈ A. Pak platí (1) a ∈ R_a (2) R_a = R_b ⇔ (a, b) ∈ R (3) R_a ∩ R_b ≠ ∅ ⇔ R_a = R_b.

Dùkaz. (1) ihned plyne z re‚exivity R.

(2) Nechż R_a = R_b. Ponìvad¿ a ∈ R_a = R_b, platí (b, a) ∈ R, t.j., (dle symetrie) (a, b) ∈ R. Naopak, nechż (a, b) ∈ R. Pro libovolné c ∈ R_b platí (b, c) ∈ R, t.j. (a, c) ∈ R (podle tranzitivity), tak¿e c ∈ R_a. Dokázali jsme, ¿e R_b ⊆ R_a. Opaèná inkluze plyne ze symetrie R.

(3) Nechż R_a ∩ R_b ≠ ∅. Pak existuje c ∈ R_a ∩ R_b, tak¿e platí (a, c), (b, c) ∈ R, t.j., (a, c), (c, b) ∈ R a tedy (a, b) ∈ R. Podle (2) R_a = R_b. � Mno¿ina A\R = {R_a\a ∈ A} se nazývá faktorová mno¿ina relace ekvivalence R na mno¿inì A. Zobrazení p_R : A → A\R dané pøedpisem p_R(a) = R_a se nazývá projekce (pøísluźná k relaci ekvivalence R na A). Vìta 5.2. Pro libovolnou relaci ekvivalence R na mno¿inì A platí R = J_{pR}. (T.j., relace ekvivalence je v¿dy jádrem své projekce.) Dùkaz. Platí p_R(a) = p_R(b) ⇔ R_a = R_b ⇔ (a, b) ∈ R. � Vìta 5.3. Buï f : A → B zobrazení. Pak A\J_f ∼= f(A). Dùkaz. De˛nujme zobrazení g : A\J_f → f(A) vztahem

g((J_f )_a) = f(a).

Ponìvad¿ (J_f )_{a1} = (J_f )_{a2} ⇔ (a_1, a_2) ∈ J_f ⇔ f(a_1) = f(a_2) g je bijekce. � Rùzná zobrazení mohou mít stejné jádro. Napø., zobrazení f je prosté, právì kdy¿ J_f = id_A.

De˛nice. Rozklad R mno¿iny A je mno¿ina R ⊆ P(A) neprázdných podmno¿in mno¿iny A splòující (1) ⋃ R = A (2) X_1 ∩ X_2 = ∅ pro libovolná X_1, X_2 ∈ R, X_1 ≠ X_2.

Pro libovolnou relaci ekvivalence R na mno¿inì A je A\R rozklad mno¿iny A. Uká¿eme, ¿e rozklady pøesnì odpovídají relacím ekvivalence. Vìta 5.4. Buï R rozklad mno¿iny A. Polo¿me R_R = {(a, b)\ existuje X ∈ R tak, ¿e a, b ∈ X}. Pak R_R je relace ekvivalence na A a platí R = A\R_R . Dùkaz. Uva¿ujme zobrazení r : A → R takové, ¿e a ∈ r(a). Zøejmì R_R = J_r, tak¿e R_R je relace ekvivalence. Vztah R = A\R_R je zøejmý. � Právì popsaná korespondence mezi rozklady a relacemi ekvivalence na mno¿inì A je vzájemnì jednoznaèná: R = A\R_R a R = R_{(A\R)}. Vidìli jsme, ¿e nezáporná celá èísla lze sestrojit pomocí mno¿in, vèetnì (Peanovy) aritmetiky. Uka¿eme, ¿e toté¿ platí i pro celá a racionální èísla (v pøíźtí kapitole to provedeme i pro reálná èísla).

Konstrukce celých èísel: De˛nujme na mno¿inì ω × ω relaci ∼ vztahem (a, b) ∼ (c, d) ⇔ a + d = c + b. Jedná se o relaci ekvivalence; re‚exivita a symetrie jsou zøejmé, tranzitivita se ovìøí následovnì: z (a, b) ∼ (c, d) ∼ (e, f) plyne a + d = c + b, c + f = e + d, t.j., postupnì a + d + c + f = c + b + e + f, a + f = b + e a (a, b) ∼ (e, f).

Polo¿íme Z= ω × ω\ ∼ . Tøídu ekvivalence ∼ urèenou prvkem (a, b) budeme znaèit symbolem (a, b) (tato tøída hraje roli rozdílu a − b). Dále polo¿íme (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) (a, b) · (c, d) = (ac + bd, ad + bc) Pøitom platí −(a, b) = (b, a).

Je tøeba ovìøit, ¿e výźe uvedené de˛nice nezávisí na volbì reprezentantù. Uká¿eme to pro sèítání (pro násobení to je analogické). Znamená to dokázat, ¿e (a, b) ∼ (a^′, b^′), (c, d) ∼ (c^′d^′) ⇒ (a + c, b + d) ∼ (a^′ + c^′, b^′ + d^′). Skuteènì, a + b^′ = a^′ + b, c + d^′ = c^′ + d implikuje a + c + b^′ + d^′ = a^′ + c^′ + b + d.

Pøirozenému èíslu n odpovídá celé èíslo (n, 0). Zejména 0 = (0, 0). Konstrukce racionálních èísel: De˛nujme na mno¿inì Z× Z^∗ (zde Z^∗ oznaèuje mno¿inu nenulových celých èísel) relaci ∼ vztahem (a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad = cb. Podobnì, jak výźe se ovìøí, ¿e se jedná o relaci ekvivalence. Polo¿íme

Q = (Z× Z^∗)\ ∼ .

Tøídu ekvivalence prvku (a, b) opìt znaèíme symbolem (a, b) (tato tøída nyní hraje roli zlomku^a_b ). Polo¿íme (a, b) + (c, d) = (ad + bc, bd) (a, b) · (c, d) = (ac, bd). Opìt musíme ovìøit nezávislost na volbì reprezentantù.

Celému èíslu a odpovídá racionální èíslo (a, 1). Zejména 1 = (1, 1). Pro a, b ≠ 0 platí (a, b)^{−1} = (b, a) 6. Uspoøádané mno¿iny Relace R na mno¿inì A se nazývá antisymetrická, jestli¿e R ∩ R^{−1} ⊆ id_A t.j., pokud pro libovolné prvky a, b ∈ A platí (a, b) ∈ R, (b, a) ∈ R ⇒ a = b. De˛nice. Relace R na mno¿inì A, která je re‚exivní, antisymetrická a tranzitivní se nazývá uspoøádání.

Øekneme, ¿e (A, ≤) je uspoøádaná mno¿ina, jestli¿e ≤ je relace uspoøádání na A. Uspoøádaná mno¿ina (A, ≤) se nazývá lineárnì uspoøádaná (nebo také øetìzec), jestli¿e pro libovolná a, b ∈ A platí buï a ≤ b nebo b ≤ a.

V uspoøádané mno¿inì (A, ≤) symbolem a < b rozumíme a ≤ b, a ≠ b.

Pøíklady. (1) N, Z, Q, R jsou lineárnì uspoøádané mno¿iny (vzhledem k uspoøádání podle velikosti).

(2) Pro libovolnou mno¿inu A je = uspoøádání na A. Vzniklá uspoøádaná mno¿ina se nazývá protiøetìzec (samozøejmì se nejedná o lineární uspoøádání, má-li A aspoò dva prvky).

(3) Èasto mù¿eme uspoøádanou mno¿inu (A, ≤) znázornit gra˛cky. Prvky mno¿iny A nakreslíme jako body a úseèkou spojíme sousední prvky. Tím rozumíme prvky a, b ∈ A takové, ¿e a ≤ b, pøièem¿ neexistuje c ∈ A takové, ¿e a < c < b. Píźeme a ≺ b. Body a, b ∈ A takové, ¿e a ≺ b pøitom kreslíme tak, ¿e a je ní¿e ne¿ b. Tyto obrázky se nazývají Hasseovy diagramy.

(4) Pro libovolnou mno¿inu X je (P(X), ⊆) uspoøádaná mno¿ina, která není lineárnì uspoøádaná (pokud A má aspoò dva prvky).

V dalźím budeme uspoøádanou mno¿inu vìtźinou struènì oznaèovat pouze symbolem A. Prvky a, b ∈ A se nazývají nesrovnatelné, pokud neplatí ani a < b ani b < a. Znaèíme je a ‖ b. Nejmenźí prvek uspoøádané mno¿iny A je prvek a takový, ¿e pro libovolné x ∈ A platí a ≤ x. Minimální prvek a je de˛nován tím, ¿e neexistuje prvek x ∈ A tak, ¿e x < a. Nejmenźí prvek je, pokud existuje, jediný a je zároveò minimální. Minimálních prvkù mù¿e být víc a nemusí být nejmenźí (napø. v protiøetìzci). Analogicky de˛nujeme nejvìtźí prvek a maximální prvek.

Je-li (A, ≤) uspoøádaná mno¿ina, pak (A, ≥) je rovnì¿ uspoøádaná mno¿ina; nazývá se duálnì uspoøádaná. Oznaèujeme-ji A^{op}. Nejvìtźí (maximální) prvek uspoøádané mno¿iny A je vlastnì nejmenźí (minimální) prvek duálnì uspoøádané mno¿iny A^{op}. Takové pojmy nazýváme duální. Podobnì k libovolnému tvrzení o uspoøádaných mno¿inách existuje duální tvrzení (a platí-li výchozí tvrzení pro libovolnou uspoøádanou mno¿inu, pak duální tvrzení platí rovnì¿ pro libovolnou uspoøádanou mno¿inu). Napø., uspoøádaná mno¿ina obsahuje nejvýźe jeden nejvìtźí prvek.

Relace, která je re‚exivní a tranzitivní se nazývá pøeuspoøádání. Pøeduspoøádaná mno¿ina je dvojice (A, ⊑), kde ⊑ je pøeduspoøádání na mno¿inì A.

Pøíklady pøeduspoøádaných mno¿in, které nejsou uspoøádané, jsou (1) (Z, |), kde | je relace dìlitelnosti.

(2)(F orm_P , ⊑), kde F orm_P oznaèuje mno¿inu vźech formulí výrokové logiky jazyka P a A ⊑ B ⇔ |= A → B. Vìta 6.1. Buï (A, ⊑) pøeduspoøádaná mno¿ina. Pro a, b ∈ A klademe a ∼ b ⇔ a ⊑ b a zároveò b ⊑ a. Pak ∼ je relace ekvivalence na A. Polo¿íme-li pro —a, —b ∈ A\ ∼ —a ≤ —b ⇔ a ⊑ b, pak (A\ ∼, ≤) je uspoøádaná mno¿ina.

Dùkaz. Snadno se ovìøí, ¿e ∼ je relace ekvivalence na A. De˛nice relace ≤ na faktorové mno¿inì je korektní (t.j., nezávisí na volbì reprezentantù) neboż

a_1 ∼ a_2, b_1 ∼ b_2, a_1 ⊑ b_1 ⇔ a_2 ⊑ b_2.

Re‚exivita a tranzitivita relace ≤ okam¿itì plyne z re‚exivity a tranzitivity výchozí relace ⊑. Zbývá ovìøit, ¿e ≤ je antisymetrická. Avźak —a ≤ —b, —b ≤ —a ⇔ a ⊑ b, b ⊑ a ⇔ a ∼ b ⇔ —a = —b. � Aplikujeme-li Vìtu 6.1. na pøeduspoøádanou mno¿inu (Z, |), platí a ∼ b ⇔ a = b nebo a = −b. Tedy indukovaná uspoøádaná mno¿ina je vlastnì toté¿ jako (Z^+, |). V pøípadì pøeduspoøádané mno¿iny (F orm_P , ⊑) platí A ∼ B ⇔ ⊢ A ↔ B . De˛nice. Buïte A, B uspoøádané mno¿iny a f : A → B zobrazení. Øekneme, ¿e

f je isotonní, pokud platí

a_1 ≤ a_2 ⇒ f(a_1) ≤ f(a_2).

Jsou-li A, B uspoøádané mno¿iny a f : A → B bijektivní zobrazení takové, ¿e f i f^{−1} jsou isotonní, pak øíkáme, ¿e f je isomor˛smus. Uspoøádané mno¿iny A, B se v tom pøípadì nazývají isomorfní a znaèíme A ∼= B.

De˛nice. Buï A uspoøádaná mno¿ina a X ⊆ A. Øekneme, ¿e prvek a ∈ A je

horní závora podmno¿iny X, jestli¿e platí x ≤ a pro libovolné x ∈ X.

Øekneme, ¿e a je supremum podmno¿iny X, jestli¿e je horní závorou X a pro libovolnou horní závoru b mno¿iny X platí a ≤ b.

Tedy supremum X je nejmenźí horní závora X. Oznaèujeme ho supX. Duálnì se de˛nuje dolní závora podmno¿iny X a in˛mum podmno¿iny X (t.j., nejvìtźí dolní závora X). Znaèíme jej infX.

Uvìdomme si, ¿e sup∅ je nejmenźí prvek uspoøádané mno¿iny A (pokud existuje) a inf∅ je nejvìtźí prvek A.

V uspoøádané mno¿inì (P(A), ⊆) platí

supX = ⋃ X infX = ⋂ X . Vìta 6.2. Buï A uspoøádaná mno¿ina, v ní¿ libovolná podmno¿ina má supremum.

Pak libovolná podmno¿ina v A má in˛mum.

Dùkaz. Nechż X ⊆ A. Buï X^− mno¿ina dolních závor X v A. Uká¿eme, ¿e platí infX = supX^−.

Zøejmì platí, ¿e infX, jestli¿e existuje, je supX^−. Je tøeba ukázat, ¿e supX^− je infX. K tomu staèí ukázat, ¿e supX^− ∈ X^−. Avźak pro libovolná x ∈ X a y ∈ X^− platí y ≤ x, tak¿e supX^− ≤ x. Tedy supX^− ∈ X^−. �

De˛nice. Uspoøádaná mno¿ina, její¿ libovolná podmno¿ina má supremum i in˛- mum se nazývá úplný svaz.

Duální vìta k Vìtì 2. øíká, ¿e pokud libovolná podmno¿ina uspoøádané mno¿iny A má in˛mum, pak A je úplný svaz.

Doplòme, ¿e uspoøádaná mno¿ina A se nazývá svaz, pokud libovolná její neprázdná koneèná podmno¿ina má supremum i in˛mum (co¿ je toté¿ jako po¿adavek, ¿e libovolná dvouprvková podmno¿ina má supremum a in˛mum). Vìta 6.3. (Tarski) Buï A úplný svaz a f : A → A isotonní zobrazení. Pak f má

pevný bod, t.j., existuje a ∈ A s vlastností f(a) = a.

Dùkaz. Polo¿me M = {x\x ≤ f(x)}. Pro libovolný prvek x ∈ M platí f(x) ∈ M. Skuteènì, z x ∈ M plyne x ≤ f(x), tedy f(x) ≤ f(f(x)) a proto i f(x) ∈ M.

Polo¿me a = supM. Tedy pro libovolné x ∈ M platí x ≤ f(x), tedy f(x) ≤ f(a), tak¿e x ≤ f(x) ≤ f(a). Tedy f(a) je horní závora podmno¿iny M. Ponìvad¿ a je supremum M, máme a ≤ f(a). Tedy a ∈ M a ji¿ jsme ovìøili, ¿e to znamená f(a) ∈ M. Tedy f(a) ≤ a, jeliko¿ a je supremum M. Dokázali jsme, ¿e platí f(a) = a. Tedy a je hledaný pevný bod. �

Pevný bod sestrojený v pøedeźlém dùkazu je zøejmì nejvìtźím pevným bodem zobrazení f. Duálnì, inf{x\f(x) ≤ x} je nejmenźím pevným bodem f.

Uká¿eme, ¿e za zesílených pøedpokladù lze pevný bod získat "konstruktivnì". Øekneme, ¿e zobrazení f : A → B úplných svazù zachovává suprema, jestli¿e pro libovolnou podmno¿inu X ∈ A platí

f(supX) = supf(X).

Takové zobrazení je v¿dy isotonní: a ≤ b ⇒ b = sup{a, b} ⇒ f(b) = sup{f(a), f(b)} ⇒ f(a) ≤ f(b). Poznamenejme, ¿e pro libovolné izotonní zobrazení f : A → B platí supf(X) ≤ f(supX). Vìta 6.4. Buï A úplný svaz a f : A → A zobrazení, které zachovává suprema.

Pak f má pevný bod.

Dùkaz. Buï a_0 nejmenźí prvek v A, jen¿ existuje neboż A je úplný svaz. Pro libovolné n = 0, 1, 2, . . . polo¿íme a_{n+1} = f(a_n). Pak pro a = sup{a_n\n = 1, 2, . . . } platí f(a) = f(sup{a_n\n ∈ ω}) = sup{f(a_n)\n ∈ ω} = sup{a_{n+1}\n ∈ ω} = a. Tedy a je pevný bod f. �

Poznámka 6.5. Právì sestrojený pevný bod je zøejmì nejmenźím pevným bodem

f. Ve Vìtì 6.4. by staèilo pøedpokládat, ¿e f zachovává suprema øetìzcù. Význam tohoto obecnìjźího tvrzení je vidìt z následujícího pøíkladu.

Pøíklad 6.6. Buï X mno¿ina a P(X × X) mno¿ina vźech podmno¿in mno¿iny

X × X (t.j., relací na mno¿inì X) uspoøádaná inkluzí. Buï R ∈ P(X × X) relace na X a A podmno¿ina uspoøádané mno¿iny P(X × X) tvoøená vźemi relacemi obsahujícími R A = {S ∈ P(X × X)\R ⊆ S}. De˛nujme zobrazení f : A → A pøedpisem f(S) = S ∪ S ∘ S. Snadno se ovìøí, ¿e f zachovává suprema øetìzcù. Nejmenźí pevný bod zobrazení f (sestrojený v dùkaze vìty 6.4) je nejmenźí tranzitivní relace na mno¿inì X obsahující relaci R. Nazývá se tranzitivní obal relace R.

Poznamenejme, ¿e f nezachovává vźechna suprema.

Buï A uspoøádaná mno¿ina, a, b ∈ A. Budeme oznaèovat a ∨ b = sup{a, b} a a ∧ b = inf{a, b}. Èasto také budeme znaèit ⋁ X = supX a ⋀ X = infX.

Pøipomeòme, ¿e uspoøádaná mno¿ina A se nazývá svaz, pokud pro libovolné prvky a, b ∈ A existují a ∨ b i a ∧ b. Lemma 6.7. Buï A svaz, a, b, c ∈ A. Pak platí a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) . Dùkaz. Nechż a, b, c ∈ A. Platí a ≤ (a ∨ b), a ≤ (a ∨ c), b ∧ c ≤ b ≤ (a ∨ b) a b ∧ c ≤ c ≤ (a ∨ c). Tedy platí a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) a a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ c). Odsud plyne tvrzení lemmatu. �

Rovnost v 6.5 obecnì neplatí. Svazy, v nich¿ tato rovnost platí, se nazývají distributivní.

Podobnì jak v 6.5 se uká¿e, ¿e pro libovolnou mno¿inu I platí a ∧ ⋁ i∈I b_i ≥ ⋁ i∈I (a ∧ b_i). Dokonce, pro libovolné mno¿iny I, J_i, i ∈ I platí (1) ⋀ i∈I ⋁ j∈J_i a_{ij} ≥ ⋁ f∈F ⋀ i∈I a_{if(i)} kde F je mno¿ina vźech zobrazení f : I → ⋃ i∈I J_i takových, ¿e f(i) ∈ J_i pro libovolné i ∈ I. Dùkaz je následující: pro libovolné f ∈ F a libovolné i ∈ I platí ⋀ i∈I a_{if(i)} ≤ a_{if(i)} ≤ ⋁ j∈J_i a_{ij} .

Tedy pro libovolné f ∈ F platí ⋀ i∈I a_{if(i)} ≤ ⋀ i∈I ⋁ j∈J_i a_{ij} .

Odsud vźak ji¿ plyne dokazovaná nerovnost (1).

Konstrukce reálných èísel: V teorii mno¿in ji¿ umíme sestrojit racionální èísla. Nyní uká¿eme, jak lze sestrojit èísla reálná. Pøedevźím vźak musíme de˛novat uspoøádání na mno¿inách Za Q.

V Zpolo¿íme_{(a, b) ≤ (c, d) ⇔ a + d ≤ c + b}

(odpovídá to tomu, ¿e a − b ≤ c − d). V Q (a, b) ≤ (c, d), c, d > 0 ⇔ ad ≤ cb (odpovídá to tomu, ¿e ab^{−1} ≤ cd^{−1}).

Øez v mno¿inì Q racionálních èísel de˛nujeme jako dvojici (X, Y ) neprázdných podmno¿in mno¿iny Q splòující

(1) X ∩ Y = ∅ (2) X ∪ Y = Q (3) x ∈ X, y ∈ Y ⇒ x < y. Øezy v Q jsou jednoho z následujících tøí typù:

(a) mezera: X neobsahuje nejvìtźí prvek a Y neobsahuje nejmenźí prvek (b) dedekindovský øez 1.druhu: X obsahuje nejvìtźí prvek a Y neobsahuje nejmenźí prvek

(b) dedekindovský øez 2.druhu: X neobsahuje nejvìtźí prvek a Y obsahuje nejmenźí prvek.

(Ètvrtá mo¿nost, ¿e X obsahuje nejvìtźí prvek a Y obsahuje nejmenźí prvek (takový øez by se nazýval skok) nemù¿e v Q nastat.)

Nyní R de˛nujeme jako mno¿inu vźech øezù, které jsou buï mezery nebo dedekindovské øezy 1.druhu. (Pøitom mezery odpovídají iracionálním èíslùm a dedekindovské øezy 1.druhu èíslùm racionálním.) Uspoøádání a aritmetické operace de˛nujeme pro reálná èísla následovnì: (X, Y ) ≤ (X^′, Y^′) ⇔ X ⊆ X^′ (X, Y ) + (X^′, Y^′) = ( , Y + Y^′)

(X, Y ) · (X^′, Y^′) = ( , Y · Y^′). Zde X + Y = {x + y\x ∈ X, y ∈ Y } X · Y = {x · y\x ∈ X, y ∈ Y }. Platí sup(X_i, Y_i) = ( ⋃ X_i, ⋂ Y_i)

7. Kombinatorika Buï S koneèná mno¿ina. Variace de˛nujeme jako uspoøádané výbìry prvkù mno¿iny S a kombinace jako neuspoøádané výbìry. Má-li mno¿ina S n prvkù, mluvíme o variacích (kombinacích) n prvkù. Má-li pøísluźný výbìr k prvkù, mluvíme o variacích (kombinacích) k-té tøídy. Variace i kombinace mohou být jak bez opakování, tak s opakováním. Variace k-té tøídy z n prvkù jsou právì zobrazení k-prvkové mno¿iny X do n-prvkové mno¿iny S. Z 4.1. (3) ihned plyne, ¿e poèet variací s opakováním k-té tøídy z n prvkù je n^k. Variace (tím se rozumí bez opakování) k-té tøídy z n prvkù jsou právì prostá zobrazení X → S. Vìta 7.1. Poèet variací k-té tøídy z n prvkù je roven^{n!}_{(n−k)!} (kde k ≤ n).

Dùkaz. Indukcí vzhledem ke k. Variace s_1 . . . s_{k−1} dává právì n − k − 1 variací s_1 . . . s_{k−1}s_k. Tedy poèet variací k-té tøídy je n(n − 1) . . . (n − k − 1). �

Bijektivní zobrazení S → S jsou právì permutace mno¿iny S. Z 7.1. ihned plyne, ¿e poèet permutací n-prvkové mno¿iny je n^n.

Kombinace k-té tøídy z n prvkù jsou právì k-prvkové podmno¿iny mno¿iny o n prvcích.

Vìta 7.2. Pro k ≤ n je poèet kombinací k-té tøídy z n prvkù roven n! (n − k)!k! Dùkaz. Ka¿dá kombinace k-té tøídy urèuje k! variací. Tvrzení tedy plyne z 7.1. �

Èísla ( n k ) = n! (n − k)!k! se nazývají kombinaèní. Mají následující vlastnosti; lze je odvodit pøímo z de˛nice nebo pomocí binomického rozvoje. (1) (_n k ) = (_n n−k ) (2)^n ∑ k=0 (_n k ) = 2^n

(3)^n ∑ k=0 (−1)^k (_n k ) = 0 (4)^n ∑ k=1 (−1)^kk (_n k ) = 0 (9) (_{n+1} k ) = (_n k ) + (_n k−1 ) (vztah (4) odvodíme derivováním binomického rozvoje (1+x)^n podle x a dosazením x = −1).

Vìta 7.3. Poèet kombinací k-té tøídy z n prvkù s opakováním je roven ( n + k − 1 k )

Dùkaz. Buï s_1 . . . s_k kombinace s opakováním k-té tøídy vybraná z mno¿iny S o n prvcích. Doplòme ji vźemi prvky mno¿iny S. Tedy pro S = {a, b, c, d.e} a kombinaci s opakováním bbd dostaneme abbbcdde. Navzájem rùzné prvky oddìlíme svislou èarou. V naźem pøíkladì dostaneme a|bbb|c|dd|e. V obecném pøípadì dostaneme n + k prvkù rozdìlených n − 1 èarami. Ponìvad¿ poèet mo¿ných míst pro svislé èáry je n + k − 1, poèet mo¿ností je (_{n+k−1} n−1 ) = (_{n+k−1} k ) . To je vźak právì poèet kombinací s opakováním. � Mìjme nyní n-prvkovou mno¿inu S a vlastnosti P_1, . . . , P_k. Buï n_i poèet prvkù mno¿iny S s vlastností P_i a obecnìji n_{i1...ir} poèet prvkù mno¿iny S s vlastnostmi P_1, . . . , P_r. Nechż n(0) oznaèuje poèet prvkù mno¿iny S, které nemají ¿ádnou z vlastností P_i.

Vìta 7.4. (princip inkluze a exkluze).

n(0) = n − ∑ i n_i + ∑ i1<i2 n_{i1i2} − · · · + (−1)^s ∑ i1<···<i_s n_{i1...is} · · · + (−1)^kn_{1...k} Dùkaz. Prvek, který nemá ¿ádnou z uva¿ovaných vlastností se poèítá jednou ve sèítanci n a v dalźích sèítancích se neobjeví. Prvek, který má právì vlastnost P_j se objeví jednou ve sèítanci n a jednou ve druhém sèítanci ∑ i n_i, tak¿e jeho pøíspìvek

k pravé stranì je 0. Staèí, kdy¿ uká¿eme, ¿e toté¿ nastane pro pro libovolný prvek mající právì vlastnosti P_{j1} , . . . , P_{jr} . Takový prvek pøispívá jednièkou do ka¿dého souètu ∑ i1<···<i_s n_{i1...is} pro s ≤ r a pro libovolný výbìr i_1 < · · · < i_s z j_1, . . . , j_r. Takových výbìrù je právì (_r s ) . Tedy celkový pøíspìvek naźeho prvku k souètu vpravo v principu inkluze a exkluze je 1 − ( r 1 ) + ( r 2 ) − · · · + (−1)^s ( r s ) + · · · + (−1)^r ( r r ) = (1 − 1)^r = 0 � Jako aplikaci principu inkluze a exkluze si uvedeme následující tvrzení.

Vìta 7.5. Pro k ≤ m je poèet vźech zobrazení m-prvkové mno¿iny na k-prvkovou

mno¿inu roven_k ∑ i=0 (−1)^i ( k i ) (k − i)^m Dùkaz. Za výchozí mno¿inu S vezmeme mno¿inu vźech zobrazení m-prvkové mno¿iny do k-prvkové mno¿iny a_1, . . . , a_k. Za vlastnost P_i vezmeme, ¿e prvek a_i nepatøí do obrazu daného zobrazení f ∈ S. Pak n(0) je rovno hledanému poètu surjektivních zobrazení. Dále n = k^m a n_{i1...is} je rovno poètu zobrazení m-prvkové mno¿iny do mno¿iny {a_i\i ≠ i_1, . . . , i_s}, t.j., (k − s)^m. Tedy ∑ i1<···<i_s n_{i1...is} = ( k s ) (k − s)^m Odsud plyne tvrzení vìty. �

Eulerova funkce φ pøiøazuje pøirozenému èíslu n poèet vźech èísel 0 < k ≤ n nesoudìlných s n.

Vìta 7.6. Platí φ(n) = n ∏ p (1 − 1 p ) kde p probíhá vźechna prvoèísla dìlící n.

Dùkaz. Polo¿íme S = {1, . . . , n}. P_p bude znamenat, ¿e p dìlí i. Pak n(0) = φ(n) a zøejmì n_{p1...ps} = n p_1 . . . p_s Tedy φ(n) = n − ∑ i n p_i + ∑ i1<i2 n p_{i1} p_{i2} − · · · =

n(1 − ∑ i 1 p_i + ∑ i1<i2 1 p_{i1} p_{i2} − . . . ) = n ∏ p (1 − 1 p ) �