PÍSEMNÉ ZKOUŠKY Z LOGIKY 1 1. a) Nalezn»ete tabulku pravdivostn«“ch hodnot v«yrokov«e formule ¬(p ∨ q) ∨ (¬p ∧ q) . b) Nalezn»ete v«yrokovou formuli s n«asleduj«“c«“ tabulkou pravdivostn«“ch hodnot p q 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

2. Ov»e»rte, zda n«asleduj«“c«“ v«yrokov«e formule jsou ekvivalentn«“: ¬(p ∧ ¬q) ∧ (¬q ∧ ¬r) , ¬p ∧ ¬q ∧ ¬r . 3. M»ejme n«asleduj«“c«“ formuli φ jazyka s jedn«“m un«arn«“m rela»cn«“m symbolem R a s jedn«“m bin«arn«“m rela»cn«“m symbolem S (∃x)(R(x) → (∃y)S(x, y)) → (∀x)(R(x) → (∃y)S(x, y)) . a) Ov»e»rte, zda φ je pravdiv«a na v»sech jednoprvkov«ych realizac«“ch dan«eho jazyka. b) Ov»e»rte, zda φ je pravdiv«a na v»sech realizacich dan«eho jazyka.

4. Rozhodn»ete, zda n«asleduj«“c«“ uspo»r«adan«e mno»ziny jsou element«arn»e ekvivalentn«“. Pokud nejsou, nalezn»ete sentenci pravdivou v jedn«e z nich a nepravdivou v druh«e:

5. M»ejme jazyk s jedn«“m bin«arn«“m rela»cn«“m symbolem R. N«asleduj«“c«“ vlastnosti vyj«ad»rete pomoc«“ predik«atov«e logiky:

a) R je zobrazen«“, b) R je prost«e zobrazen«“, c) R je bijekce, d) R je relace ekvivalence, e) R je line«arn«“ uspo»r«ad«an«“ t»r«“prvkov«e mno»ziny.

6. Rozhodn»ete, zda n«asleduj«“c«“ teorie jsou «upln«e:

a) teorie jedn«e bijekce (t.j. 6c), b) teorie jedn«e relace ekvivalence (t.j. 6d), c) teorie jedn«e un«arn«“ relace.

7. Doka»zte, na z«aklad»e v»ety o kompaktnosti, »ze neexistuje teorie jazyka {≤}, kter«a m«a za modely pr«av»e kone»cn»e uspo»r«adan«e mno»ziny. 2 Typeset by AMS-TEX 1

1) Popi»ste v»sechny termy v jedn«e prom»enn«e x jazyka

a) s jedn«“m un«arn«“m rela»cn«“m symbolem S, b) s jedn«“m un«arn«“m opera»cn«“m symbolem f, c) s jedn«“m bin«arn«“m opera»cn«“m symbolem +.

2) Zvolte jazyk a nalezn»ete v n»em atomickou formuli predik«atov«e logiky bez voln«ych prom»enn«ych, kter«a a) je predik«atovou tautologi«“, b) nen«“ predik«atovou tautologi«“.

3) M»ejme n«asleduj«“c«“ formuli φ jazyka s jedn«“m un«arn«“m rela»cn«“m symbolem S a jedn«“m bin«arn«“m rela»cn«“m symbolem R (∀x)(∃y)(S(x) → R(x, y)) . Nalezn»ete realizaci, v n«“»z je φ a) pravdiv«a, b) nepravdiv«a.

Rozhodn»ete, zda {φ} je «upln«a teorie.

4) M»ejme jazyk s jedn«“m bin«arn«“m opera»cn«“m symbolem +. N«asleduj«“c«“ vlastnosti realizace M vyj«ad»rete pomoc«“ predik«atov«e logiky: a) M je asociativn«“, b) M obsahuje nulov«y prvek, c) M je grupa, d) M je isomorfn«“ grup»e Z_2.

5) V jazyce s jedn«“m bin«arn«“m rela»cn«“m symbolem R nalezn»ete teorii T tak, »ze a) modely T jsou pr«av»e line«arn»e uspo»r«adan«e mno»ziny, b) libovoln«y model T je dob»re uspo»r«adan«a mno»zina, c) libovoln«y model T je line«arn»e ale ne dob»re uspo»r«adan«a mno»zina.

6) Doka»zte, »ze teorie je «upln«a, pr«av»e kdy»z libovoln«e dva jej«“ modely jsou element«arn»e ekvivalentn«“.

7) M»ejme jazyk s jedn«“m un«arn«“m rela»cn«“m symbolem S.

a) Nalezn»ete teorii T , jej«“»z modely jsou pr«av»e nekone»cn«e realizace M s vlastnost«“

M |= S[a] pro libovoln«e a ∈ M .

b) Uka»zte, na z«aklad»e Lo«s-Vaughtovy v»ety, »ze tato teorie T je «upln«a. 3 1. Naleznìte 4 navzájem neekvivalentní výrokové formule jazyka výrokové logiky nad mno¿inou {A}.

2. Urèete tabulku pravdivostních hodnot formule (A → B) → C. 3. Naleznìte vźechny atomické formule v promìnných x, y jazyka predikátové logiky s jedním binárním relaèním symbolem R.

4. Udejte pøíklad formule predikátové logiky, v ní¿ promìnná x je souèasnì vázaná i volná.

5. Rozhodnìte, zda následující formule (jazyka predikátové logiky s jedním binárním relaèním symbolem R jsou ekvivalentní (∀x)(∃y)R(x, y) (∃x)(∀y)R(x, y). Své rozhodnutí zdùvodnìte.

6. Mìjme následující formule φ_1, φ_2, φ_3 jazyka predikátové logiky s jedním nulárním operaèním symbolem 0 a jedním unárním relaèním symbolem S: (∀x)S(x), S(0), (∃x)S(x). Rozhodnìte, které z implikací φ_i → φ_j, i ≠ j jsou pravdivé. Své rozhodnutí zdùvodnìte.

7. Mìjme jazyk predikátové logiky s nulárním operaèním symbolem 0 a binárním operaèním symbolem {+}.

(a) Jsou 0, 0 + 0 navzájem rùzné termy? (b) Jsou x + 0, x navzájem rùzné termy?

8. Mìjme jazyk predikátové logiky s jedním binárním relaèním symbolem ≤. Naleznìte teorii T tohoto jazyka, její¿ modely jsou právì

(a) uspoøádané mno¿iny, (b) lineárnì uspoøádané mno¿iny, (c) uspoøádané mno¿iny s nejmenźím prvkem, (d) uspoøádané mno¿iny, v nich¿ libovolná dvojice prvkù má supremum, (e) uspoøádané mno¿iny, v nich¿ libovolné dva rùzné prvky jsou nesrovnatelné, (f) uspoøádané mno¿iny, které mají právì jeden prvek.

9. Je teorie pro 8(a) Henkinova? Své rozhodnutí zdùvodnìte.

10. Je teorie pro 8(b) úplná? Své rozhodnutí zdùvodnìte. 4 1. Rozhodnìte, zda následující výrokové formule jsou ekvivalentní: A → A , (A → B) ∨ (B → A)

2. Nalezn»ete v«yrokovou formuli s n«asleduj«“c«“ tabulkou pravdivostn«“ch hodnot

A B C 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0

3. Naleznìte vźechny nulární termy jazyka predikátové logiky

a) s jedním unárním operaèním symbolem f b) s jedním unárním operaèním symbolem f a jedním nulárním operaèním symbolem 0 c) s jedním unárním relaèním symbolem R a jedním nulárním operaèním symbolem 0

4. Doka¿te následující formule (v jazyce z 3a) a) (∀x)(f(x) = x) → (∀x)(f(f(x) = x) b) (∀x, y)(x = y) → (∀z)(f(z) = z) 5. Následující vlastnosti vyjádøete pomocí predikátové logiky (v jazyce z 3a) a) f je prosté zobrazení b) f je zobrazení na c) f je bijekce d) f neobsahuje cyklus (t.j. neexistuje prvek a takový, ¿e f^n(a) = a pro n ≥ 1 pøirozené) e) f je transpozice (t.j. výmìna prvkù na dvouprvkové mno¿inì)

6. Rozhodnìte, zda následující unární algebry jsou elementárnì ekvivalentní (v jazyce z 3a)

a) �_ffl �_ffl ffl b) �_{ffl ffl} ( ) ffl ffl c) (N, s)_{s(n) = n + 1} (Z, s) d)

(N, s)_( N, r) r(n) = n + 2 e) (Z, s)_( Z, r) 7. Rozhodnìte, které z následujících teorií jsou úplné (v jazyce z 3a)

a) teorie jedné bijekce b) teorie jednoho zobrazení neobsahujícího cyklus c) teorie jedné bijekce neobsahující cyklus 5 1. Nechż A a B jsou tautologie výrokové logiky. Rozhodnìte, zda je také tautologie (a) (α ←→ β) (b) (¬α → β) (c) (α → ¬β) (d) (α ∧ ¬β) 2. Buï L_1 jazyk bez relaèních a operaèních symbolù, L_2 jazyk s jedním unárním operaèním symbolem f a jedním unárním relaèním symbolem P . Naleznìte (a) vźechny atomické formule jazyka L_1 (b) vźechny atomické formule jazyka L_2 (c) vźechny otevøené formule jazyka L_1 v disjunktivním normálním tvaru

3. Doka¿te následující formule jazyka L_2 (z 2.) a) (∀x)P (x) → (∀x)P (f(x)) b) P (x) → (∃x)P (x) 4. Mìjme jazyk predikátové logiky se dvìmi unárními relaèními symboly P, Q. Rozhodnìte, které z následujících formulí jsou tautologie (a) (∃x)(P (x) → Q(x)) → [(∃x)P (x) → (∃x)Q(x)] (b) (∃x)(∀y)(P (x) → Q(x)) → (∀y)(∃x)(P (x) → Q(x)) 5. Mìjme jazyk predikátové logiky s jedním binárním relaèním symbolem R. Naleznìte teorii tohoto jazyka, její¿ modely jsou právì

a) neorientované grafy bez smyèek (dále jen grafy) b) grafy bez kru¿nic c) nesouvislé grafy d) grafy isomorfní úplnému grafu o tøech vrcholech, t.j. grafu ∘hh hh 44 44 ∘ ∘

e) grafy, jejich¿ ka¿dý vrchol má stupeò 2

6. V jazyce L_1 z 2. rozhodnìte, zda následující modely jsou elementárnì ekvivalentní

a) � � � � � b) N , R

7. Udejte pøíklad úplné teorie jazyka L_1 z 2., která má nekoneèný model.

8. Doka¿te nebo vyvrażte

(a) existuje úplná teorie, která má modely právì dvou rùzných mohutností (a) existuje sporná teorie, která má modely právì dvou rùzných mohutností (a) existuje bezesporná teorie, která má modely právì dvou rùzných mohutností 6 1. Rozhodnìte, které z formulí výrokové logiky A, B a A ∨ B jsou dokazatelné, je-li dokazatelná (a) (A ←→ B) (b) (¬A → B) (c) (A → ¬B) (d) (A ∧ ¬B) 2. V jazyce L s jedním binárním relaèním symbolem R:

(a) Uveïte pøíklad dvou navzájem ekvivalentních avźak rùzných atomických formulí (b) Naleznìte vźechny navzájem neekvivalentní atomické formule

3. V jazyce L_1 a jedním konstantním symbolem 0 a jedním binárním operaèním symbolem +:

(a) Naleznìte vźechny nulární termy (b) Naleznìte vźechny nulární termy t_i takové, ¿e neplatí T |= t_i = t_j pro i ≠ j, kde T = (∀x, y, z)(x + y) + z = x + (y + z) (c) Toté¿ pro T = 0 + 0 = 0

4. Doka¿te následující formule jazyka L_1

a) (∀x)(x + x = x) → 0 + 0 = 0 b) 0 + 0 = 0 → 0 + (0 + 0) = (0 + 0) + 0

5. Naleznìte realizaci jazyka L_1 takovou, ¿e 0 + 0 ≠ 0 ale 0 + (0 + 0) = (0 + 0) + 0.

6. Naleznìte sentence φ_1, . . . , φ_5 jazyka L_1 takové, ¿e R |= φi ≠ φj pro i ≠ j.

7. Buï T bezesporná teorie predikátové logiky s axiomy α, β. Doka¿te nebo vyvrażte (a) Teorie tého¿ jazyka s axiomy ¬α, β je bezesporná (b) Teorie tého¿ jazyka s axiomy ¬α, ¬β je bezesporná (c) Teorie tého¿ jazyka s axiomy ¬α, β je sporná (a) Teorie tého¿ jazyka s axiomy ¬α, ¬β je sporná

8. Rozhodnìte, zda následující modely jazyka L_1 jsou elementárnì ekvivalentní

(a) Z2, Z (b) Z, Q (c) Q, R

9. Komutativní grupa G se nazývá divizibilní, pokud pro libovolné pøirozené èíslo n a libovolný prvek a ∈ G existuje prvek b ∈ G takový, ¿e nb = a. Nazývá se grupou bez torse, pokud pro libovolné pøirozené èíslo n > 1 a libovolný prvek a ∈ G platí na ≠ a. Je známo, ¿e komutativní divizibilní grupy bez torze jsou právì souèiny ∏ i∈I . (a) Rozhodnìte, zda teorie komutativních grup bez torze je úplná (v jazyce L_1) (b) Rozhodnìte, zda teorie komutativních divizibilních grup bez torze je úplná (v jazyce L_1). 7 1. Výrokové formule A, B se nazývají ekvivalentní, pokud je dokazatelná výroková formule A ↔ B. Rozhodnìte, zda následující výrokové formule jsou ekvivalentní: A → A , (A → (A ∨ B)

2. Nalezn»ete v«yrokovou formuli s n«asleduj«“c«“ tabulkou pravdivostn«“ch hodnot

A B C 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

3. Naleznìte vźechny termy obsahující právì jednu promìnnou x jazyka predikátové logiky

a) s jedním binárním operaèním symbolem + b) s jedním binárním operaèním symbolem + a jedním nulárním operaèním symbolem 0 c) s jedním binárním relaèním symbolem R a jedním nulárním operaèním symbolem 0

4. Následující vlastnosti realizace A zadaného jazyka L vyjádøete pomocí predikátové logiky

a) A je komutativní grupa (v jazyce L z 3.b) b) A je izomorfní grupì S_2 permutací dvouprvkové mno¿iny (v jazyce L z 3.a) c) A je izomorfní grupì S_2 (v jazyce L z 3.b) d) A je uspoøádaná mno¿ina, v ní¿ 0 je nejmenźí prvek (v jazyce L z 3.c) e) A je graf (t.j., mno¿ina s binární relací), v nìm¿ prvek 0 nele¿í na kru¿nici ( v jazyce L z 3.c). (Kru¿nice v grafu (A, R_A) je mno¿ina vrcholù a_1, ·a_n, kde n > 2 a (a_1, a_2), ·(a_{n−1}, a_n), (a_n, a_1) ∈ R_A.

5. Rozhodnìte, zda následující realizace A, B jazyka L slo¿eného z jednoho nulárního operaèního symbolu 0 jsou elementárnì ekvivalentní. Unární operaèní symbol budeme v¿dy interpretovat jako prvek 0 realizace. a) A = {0}, B = {0, 1} b) A = Z, B = Q c) A = Z, B = R

6. Doka¿te, ¿e T je úplná teorie jazyka L z 5.

7. Rozhodnìte, zda následující tøídy E realizací zadaného jazyka L jsou elementární. V kladném pøípadì udejte pøísluźnou teorii, v opaèném pøípadì doka¿te její neexistenci.

a) E slo¿ená ze vźech koneèných realizací jazyka L z 5.

b) E slo¿ená ze vźech souvislých neorientovaných grafù v jazyce L obsahujícím pravì jeden binární relaèní symbol R. (Graf je neorientovaný, pokud pøísluźná binární relace je symetrická a souvislý, pokud libovolné dva jeho vrcholy lze spojit cestou.)

c) E slo¿ená ze vźech neorientovaných grafù bez kru¿nic v jazyce L z b).

8. a) De˛nujte pojem (predikátové logiky): formule ϕ je dokazatelná z teorie T (znaèíme T ⊢ ϕ). b) Doka¿te, ¿e pokud T ⊢ ϕ, pak existuje koneèná podmno¿ina S ⊆ T tak, ¿e S ⊢ ϕ. c) Doka¿te, ¿e sjednocení øetìzce bezesporných teorií je bezesporná teorie. 8 1. Naleznìte výrokové formule A, B takové, ¿e

a) Neplatí ani A → B ani B → A, b) Platí A → B i B → A, c) Platí A → B a neplatí B → A.

2. Naleznìte vźechny atomické formule obsahující právì jednu promìnnou x jazyka predikátové logiky:

a) bez relaèních a operaèních symbolù, b) s jedním unárním operaèním symbolem f, c) s jedním binárním relaèním symbolem R a jedním unárním operaèním symbolem f. 3. Následující vlastnosti realizace A zadaného jazyka L vyjádøete pomocí predikátové logiky:

a) A má nejvýźe tøi prvky (v jazyce L z 2.a), b) A je mno¿ina spolu s prostým zobrazením (v jazyce L z 2.b), c) A je mno¿ina spolu se zobrazením na (v jazyce L z 2.b), d) A je uspoøádaná mno¿ina, v ní¿ f pøiøazuje prvku a maximální prvek ≥ a (v jazyce L z 2.c).

4. Rozhodnìte, zda následující realizace A, B jazyka L z 2.b jsou elementárnì ekvivalentní. Unární operaèní symbol budeme v¿dy interpretovat jako zobrazení a → a + 1.

a) A = Z_2, B = Z_3 b) A = N, B = Z c) A = Z, B = R.

5. Doka¿te, ¿e teorie T (Z) struktury Zz 4.b je koneènì axiomatizovatelná (t.j., ¿e existují sentence φ_1, · · · , φ_n tak, ¿e T (Z) je ekvivalentní {φ_1, · · · , φ_n}. Návod: naleznìte pøísluźné axiomy.

6. Rozhodnìte, zda následující tøídy E realizací zadaného jazyka L jsou elementární. V kladném pøípadì udejte pøísluźnou teorii, v opaèném pøípadì doka¿te její neexistenci.

a) E slo¿ená ze vźech koneèných realizací majících sudý poèet prvkù (v jazyce L z 2.b),

b) E slo¿ená ze vźech souvislých realizací jazyka L z 2.b (realizace (A, f_A) je souvislá, pokud pro libovolná a, b ∈ A existuje n tak, ¿e f^n_A(a) = b nebo f^n_A(b) = a).

c) E slo¿ená ze vźech Booleových algeber v jazyce L z 2.c (kde R se interpretuje jako uspoøádání a f jako operace komplementu). Pøipomeòme, ¿e Booleova algebra je distributivní komplementární svaz.

7. a) Formulujte vìtu o kompaktnosti.

b) Doka¿te ji z Godelovy vìty o úplnosti.

c) Na základì vìty o kompaktnosti doka¿te, ¿e pokud teorie má libovolnì velké koneèné modely, pak má i nekoneèný model. 9 1. Buï L jazyk predikátové logiky s jedním unárním relaèním symbolem P . Udejte pøíklad formule jazyka L, v ní¿ promìnná x je souèasnì vázaná i volná.

2. Naleznìte vźechny atomické formule jazyka L z 1. obsahující jedinou promìnnou x.

3. Naleznìte vźechny realizace jazyka L z 1. na mno¿inì {a, b} a zjistìte, které z nich jsou navzájem isomorfní.

4. Naleznìte mno¿inu R realizací jazyka L z 1. na mno¿inì N takovou, ¿e ¿ádné dvì rùzné realizace z R nejsou isomorfní a libovolná realizace jazyka L na mno¿inì N je isomorfní s nìjakou realizací z R.

5. De˛nujte následující pojmy:

a) realizace A, B jazyka L jsou isomorfní b) realizace A, B jazyka L jsou elementárnì ekvivalentní c) teorie T jazyka L je Henkinova d) teorie T jazyka L je úplná.

6. Doka¿te, ¿e dvì isomorfní realizace jsou elementárnì ekvivalentní.

7. Rozhodnìte, které z realizací

a) z 3. b) z 4.

jsou elementárnì ekvivalentní. Své rozhodnutí zdùvodnìte.

8. Buï E tøída vźech realizací A jazyka L z 1. takových, ¿e mno¿iny P_A, A − P_A jsou nekoneèné.

a) Doka¿te, ¿e existuje teorie T tak, ¿e E se skládá právì z modelù teorie T . b) Doka¿te, ¿e teorie T je úplná. 10 1. Udejte pøíklad jazyka predikátové logiky, pro který existují právì dva termy neobsahující ¿ádnou promìnnou.

2. Mìjme jazyk predikátové logiky skládající se z jednoho unárního relaèního symbolu S. Naleznìte vźechny atomické formule tohoto jazyka v promìnných x_1, x_2.

3. Buï L jazyk predikátové logiky skládající se z jednoho binárního relaèního symbolu R. Realizace tohoto jazyka jsou právì dvojice M = (M, R_M), kde M je neprázdná mno¿ina a R_M binární relace na mno¿inì M.

a) Naleznìte teorii jazyka L, její¿ modely jsou právì realizace M takové, ¿e R_M je relace ekvivalence na mno¿inì M.

b) Naleznìte teorii jazyka L, její¿ modely jsou právì realizace M takové, ¿e R_M je relace ekvivalence na mno¿inì M taková, ¿e pøísluźný rozklad má právì dva prvky.

4. Naleznìte teorii jazyka L z 3., její¿ modely jsou právì uspoøádané mno¿iny M.

5. Naleznìte teorii jazyka L z 3., její¿ modely jsou právì uspoøádané mno¿iny M takové, ¿e libovolné dva prvky mají supremum.

6. Naleznìte teorii jazyka L z 3., její¿ modely jsou právì tøíprvkové øetìzce.

7. De˛nujte, kdy se dvì realizace nazývají elementárnì ekvivalentní.

8. Rozhodnìte, zda následující uspoøádané mno¿iny jsou elementárnì ekvivalentní (jako realizace jazyka L z 3.)

a) dvouprvkový a tøíprvkový øetìzec b) pøirozená a racionální èísla (s obvyklým uspoøádáním) c) racionální a iracionální èísla (s obvyklým uspoøádáním).

9. De˛nujte pojem úplné teorie.

10. Rozhodnìte, zda teorie jazyka L z 3., její¿ modely jsou právì protiøetìzce, je úplná.

11. Rozhodnìte, zda teorie jazyka L z 3., její¿ modely jsou právì nekoneèné protiøetìzce, je úplná.

12. Zformulujte vìtu o kompaktnosti.

13. Pomocí vìty o kompaktnosti doka¿te, ¿e neexistuje teorie jazyka L z 3., její¿ modely jsou právì koneèné protiøetìzce. 11 1. a) Udejte pøíklad jazyka predikátové logiky, pro který existuje právì jedna atomická formule neobsahující ¿ádnou promìnnou.

b) Existuje takový jazyk L_0, který navíc obsahuje binární relaèní symbol? c) Jaký je nejmenźí poèet atomických formulí bez volných promìnných jazyka L_0 z b)?

2. Buï L_1 jazyk predikátové logiky skládající se z jednoho binárního relaèního symbolu ≤. a) Udejte pøíklad realizace tohoto jazyka, která není uspoøádaná mno¿ina. b) Naleznìte teorii jazyka L_1, její¿ modely jsou právì uspoøádané mno¿iny A takové, ¿e k libovolnému prvku a ∈ A existuje maximální prvek b ∈ A takový, ¿e a ≤ b. c) Naleznìte teorii jazyka L_1, její¿ modely jsou právì uspoøádané mno¿iny neobsahující ¿ádný minimální prvek.

3. Buï L_2 jazyk predikátové logiky skládající se ze dvou unárních relaèních symbolù P, Q. Realizace jazyka L_2 jsou trojice (A, P_A, Q_A), kde A ≠ ∅ je mno¿ina a P_A, Q_A ⊆ A jsou podmno¿iny mno¿iny A.

a) Naleznìte teorii jazyka L_2, její¿ modely jsou trojice (A, P_A, Q_A) takové, ¿e P_A ⊆ Q_A. b) Naleznìte teorii jazyka L_2, její¿ modely jsou trojice (A, P_A, Q_A), ¿e P_A ∩ Q_A = ∅ c) Naleznìte teorii jazyka L_2, její¿ modely jsou trojice (A, P_A, Q_A), ¿e P_A ∪ Q_A = A.

4. Uveïte: a) axiom substituce pro predikátovou logiku b) odvozovací pravidla pro predikátovou logiku c) de˛nici dokazatelné formule v predikátové logice.

5. a) Zformulujte vìtu o dedukci pro predikátovou logiku.

b) Odvoïte z ní následující tvrzení: Buï T teorie a φ sentence. Pak teorie T ∪ {φ} je sporná, právì kdy¿ T ⊢ φ.

6. Doka¿te, ¿e teorie T je bezesporná, právì kdy¿ ka¿dá její koneèná podmno¿ina je bezesporná.

7. a) Naleznìte teorii jazyka L_2, její¿ vźechny modely jsou izomorfní. b) Existuje teorie z a) mající nekoneèný model?

8. a) Rozhodnìte, zda teorie T jazyka L_2 daná axiomem (∀x)(P (x) ↔ Q(x) je úplná.

b) Rozhodnìte, zda libovolné dva nekoneèné modely teorie T jsou elementárnì ekvivalentní. 12 1. Buï L jazyk predikátové logiky skládající se ze dvou unárních relaèních symbolù P, Q a jednoho binárního relaèního symbolu R. a) Naleznìte vźechny termy jazyka L. b) Naleznìte vźechny atomické formule jazyka L.

2. a) Udejte pøíklad realizace jazyka L z 1., v ní¿ následující formule je pravdivá (∃x)(P (x) ∧ Q(x) → R(x, x)) b) Udejte pøíklad realizace jazyka L z 1., v ní¿ následující formule není pravdivá (∀x)(∀y)(R(x, y) → P (x) ∧ Q(y))

3. Buï L jazyk predikátové logiky z 1. Realizace jazyka L jsou ètveøice (A, P_A, Q_A, R_A), kde A ≠ ∅ je mno¿ina, P_A, Q_A ⊆ A a R_A ⊆ A × A.

a) Naleznìte teorii jazyka L, její¿ modely jsou právì ètveøice (A, P_A, Q_A, R_A) takové, ¿e P_A × Q_A ⊆ R_A.

b) Naleznìte teorii jazyka L, její¿ modely jsou právì ètveøice (A, P_A, Q_A, R_A), takové, ¿e (P_A × Q_A) ∪ R_A = A × A c) Naleznìte teorii jazyka L, její¿ modely jsou právì ètveøice (A, P_A, Q_A, R_A), takové, ¿e (A, R_A) je uspoøádaná mno¿ina, P_A se skládá právì z minimálních prvkù této uspoøádané mno¿iny a Q_A právì z jejích maximálních prvkù.

4. Uveïte: a) axiom kvanti˛kátoru pro predikátovou logiku, b) de˛nici zápisu T ⊢ φ, c) de˛nici, kdy dvì realizace jsou izomorfní.

5. Doka¿te, ¿e sjednocení øetìzce bezesporných teorií je bezesporná teorie.

6. Buïte S, T teorie jazyka L. Rozhodnìte, které z následujících tvrzení je pravdivé a) T bezesporná, S ⊆ T ⇒ S bezesporná, b) S bezesporná, S ⊆ T ⇒ T bezesporná, c) S, T bezesporné ⇒ S ∪ T bezesporná.

7. Doka¿te, ¿e teorie je úplná, právì kdy¿ libovolné dva její modely jsou elementárnì ekvivalentní.

8. a) Uveïte pøíklad bezesporné teorie jazyka L z 1., která není úplná. b) Uveïte pøíklad úplné teorie jazyka L z 1. 13 1. (10 bodu) Rozhodn»ete, kter«y z n«asleduj«“c«“ch v«yrazu je formule predik«atov«e logiky v jazyce slo»zen«em z jedin«eho bin«arn«“ho rela»cn«“ho symbolu R:

a) (∀x_1)R(x_2, x_2) b) x_1 → x_1 c) x_1 ≤ x_1 d) R(x_1, x_2) ∧ R(x_2, x_3) ∧ · · · ∧ R(x_i, x_{i+1} ∧ · · · e) ¬R(x_1, x_2) Svá tvrzení zdùvodnìte.

2. (10 bodu) Popi»ste v»sechny termy v jedné promìnné x jazyka

a) bez relaèních a operaèních symbolù, b) s jedn«“m un«arn«“m opera»cn«“m symbolem f, c) se dvìma unárními opera»cn«“mi symboly f, g.

3. (20 bodu) Mìjme následující formule φ_1, φ_2, φ_3 jazyka predikátové logiky s jedním konstantním symbolem c a jedním unárním relaèním symbolem P : (∀x)P (x), P (c), (∃x)P (x). Rozhodnìte, které z implikací φ_i → φ_j, i ≠ j jsou predikátové tautologie. Je-li φ_i → φ_j predikátová tautologie, naleznìte její dùkaz z axiomù predikátové logiky. Není-li φ_i → φ_j predikátová tautologie, naleznìte realizaci, ve které φ_i → φ_j není pravdivá.

4. (15 bodu) Mìjme jazyk Peanovy aritmetiky a její standardní model Z^+ slo¿ený z nezáporných celých èísel. Pomocí predikátové logiky vyjádøete, ¿e

a) x, y ∈ Z^+ jsou kongruentní modulo 3 (t.j., mají stejný zbytek po dìlení tøemi), b) x ∈ Z^+ je prvoèíslo.

5. (15 bodu) Mìjme jazyk predikátové logiky (s rovností) s jedním binárním relaèním symbolem ≤. Naleznìte teorii T tohoto jazyka, její¿ modely jsou právì (a) uspoøádané mno¿iny, (b) lineárnì uspoøádané mno¿iny, (c) hustì lineárnì uspoøádané mno¿iny, (d) nekoneèné uspoøádané mno¿iny, (e) dvouprvkové lineárnì uspoøádané mno¿iny.

6. (15 bodu) V situaci pøíkladu 5. uka¿te, ¿e neexistuje a) teorie T , její¿ modely jsou právì koneèné uspoøádané mno¿iny, b) koneèná teorie T , její¿ modely jsou právì nekoneèné uspoøádané mno¿iny.

7. (15 bodu) Mìjme jazyk J predikátové logiky (s rovností) se dvìma konstantními symboly 0, 1.

a) Rozhodnìte, zda teorie nekoneèných modelù jazyka J je úplná. b) Rozhodnìte, zda realizace Z, R (s obvyklou interpretací konstantních symbolù) jsou elementárnì ekvivalentní. 14 1. (10 bodu) Rozhodn»ete, kter«y z n«asleduj«“c«“ch v«yrazu je term v jazyce slo»zen«em z jedin«eho bin«arn«“ho opera»cn«“ho symbolu +:

a) x_1 b) x_1 + x_1 c) x_1 = x_2 d) x_1 + x_2 + x_3 + . . . e) ¬x_1 Svá tvrzení zdùvodnìte.

2. (10 bodu) Popi»ste v»sechny atomické formule v jedné promìnné x jazyka (s rovností) a) bez relaèních a operaèních symbolù, b) s jedn«“m un«arn«“m rela»cn«“m symbolem P , c) s jedním unárním relaèním symbolem P a jedním unárním operaèním symbolem f.

3. (20 bodu) Mìjme následující formule φ_1, φ_2, φ_3 jazyka predikátové logiky se dvìma konstantními symboly c, d a jedním binárním relaèním symbolem R: (∀x)(∀y)R(x, y), R(c, d), (∃x)R(x, x). Rozhodnìte, které z implikací φ_i → φ_j, i ≠ j jsou predikátové tautologie. Je-li φ_i → φ_j predikátová tautologie, naleznìte její dùkaz z axiomù predikátové logiky. Není-li φ_i → φ_j predikátová tautologie, naleznìte realizaci, ve které φ_i → φ_j není pravdivá.

4. (15 bodu) Mìjme jazyk Peanovy aritmetiky a její standardní model Z^+ slo¿ený z nezáporných celých èísel. Formulí predikátové logiky vyjádøete, ¿e

a) èísla x, y ∈ Z^+ jsou nesoudìlná (t.j., nemají ¿ádného spoleèného dìlitele kromì 1), b) èísla x, y ∈ Z^+ splòují nerovnost |x − y| ≥ 3.

5. (15 bodu) Mìjme jazyk J predikátové logiky (s rovností) s jedním binárním relaèním symbolem R. Naleznìte teorii T tohoto jazyka, její¿ modely jsou právì (a) dvojice (M, R_M ), kde R_M je relace ekvivalence na (neprázdné) mno¿inì M, (b) dvojice (M, R_M ), kde R_M je zobrazení M → M, (c) dvojice (M, R_M ), kde R_M je bijektivní zobrazení M → M, (d) dvojice (M, R_M ) z (c), kde mno¿ina M má dva prvky.

6. (15 bodu) V situaci pøíkladu 5.

a) rozhodnìte, zda teorie popisující (d) je úplná, b) udejte pøíklad úplné teorie jazyka J mající koneèné modely, c) udejte pøíklad úplné teorie jazyka J, která má nekoneèný model.

Svá tvrzení doka¿te.

7. (15 bodu) Mìjme jazyk J predikátové logiky (s rovností) s jedním unárním relaèním symbolem P .

a) Naleznìte teorii T , její¿ modely jsou právì nekoneèné realizace jazyka J. b) Rozhodnìte, zda teorie T z a) je úplná.

c) Rozhodnìte, zda lze nalézt alespoò 3 navzájem neekvivalentní úplné teorie s jazykem J obsahující teorii T z a). Svá tvrzení zdùvodnìte. 15 1. (10 bodu) De˛nujte pojem termu v jazyce slo¿eném z jedin«eho bin«arn«“ho opera»cn«“ho symbolu + a jednoho unárního operaèního symbolu f. Vypiźte vźechny takové termy v jedné promìnné x, které obsahují nejvýźe dva výskyty operaèních symbolù.

2. (10 bodu) De˛nujte pojem formule v jazyce (s rovností) slo¿eném z jedin«eho un«arn«“ho rela»cn«“ho symbolu P . Vypiźte vźechny uzavøené formule (tj. sentence), které, kromì závorek, obsahují pouze symboly x, ∃, ¬, P, =.

3. (20 bodu)

(a) Zformulujte axiom substituce a v predikátové logice s rovností. (b) Rozhodnìte (a zdùvodnìte), zda formule (∀x)(∀y)(x = y) → (∀y)(y = y) je (i) speciálním pøípadem axiomu substituce (pro nìjakou volbu formule φ), (ii) predikátovou tautologií.

(c) Zformulujte axiom kvanti˛kátoru pro predikátovou logiku. (d) Rozhodnìte (a zdùvodnìte), zda formule

(∀x)(P (x) → (x = 0)) → (P (x) → (∀x)(x = 0))

je (i) speciálním pøípadem axiomu kvanti˛kátoru (pro nìjakou volbu formulí φ, ψ), (ii) predikátovou tautologií. Jedná se pøitom o formule v jazyce s rovností slo¿eném z relaèního symbolu P a konstantního symbolu 0.

4. (15 bodu) Mìjme jazyk predikátové logiky (s rovností) obsahující dva unární relaèní symboly P, Q. De˛nujte pojem realizace M = (M, P_M, Q_M) tohoto jazyka. Napiźte formulí predikátové logiky øíkající, ¿e v dané realizaci M platí

(a) P_M ⊆ Q_M (b) P_M ⊆ Q_M a rozdíl Q_M − P_M se skládá z právì jednoho prvku, (c) P_M, Q_M tvoøí rozklad mno¿iny M.

5. (15 bodu) Mìjme jazyk predikátové logiky (s rovností) se dvìma binárními operaèními symboly ∪, ∩ a jedním konstantním symbolem ∅. Je-li A mno¿ina, pak P(A) bude oznaèovat realizaci tohoto jazyka, její¿ prvky jsou právì podmno¿iny mno¿iny A a operaèní symboly se interpretují jako sjednocení, prùnik a prázdná mno¿ina. Naleznìte formuli φ(x) s jednou volnou promìnnou x takovou, ¿e pro libovolnou realizaci P(A) platí (a) P(A) |= φ[B] ⇔ B = A (b) P(A) |= φ[B] ⇔ B je jednoprvková mno¿ina. (Zde φ[B] znaèí ohodnocení volné promìnné x ve formuli φ podmno¿inou B ∈ P(A).)

6. (15 bodu)

(a) De˛nujte pojem úplné teorie.

(b) rozhodnìte (a zdùvodnìte), zda teorie v jazyce s rovností slo¿eném z binárního operaèního symbolu · a konstantního symbolu 1 daná axiomy x · (y · z) = (x · y) · z a x · y = y · x je úplná.

(c) De˛nujte pojem Henkinovy teorie.

(d) Rozhodnìte (a zdùvodnìte), zda teorie z (b) je Henkinova.

7. (15 bodu)

(a) De˛nujte pojem elementární ekvivalence.

(b) Rozhodnìte (a zdùvodnìte), zda, v jazyce s rovností slo¿eném z jediného bináního relaèního symbolu ≤ existuje realizace elementárnì ekvivalentní, ale ne izomorfní s dvouprvkovým øetìzcem.

(c) Rozhodnìte (a zdùvodnìte), zda v jazyce z (b) existuje realizace elementárnì ekvivalentní, ale ne izomorfní s øetìzcem Q racionálních èísel.