
PÍSEMNÉ ZKOUŠKY Z TEORIE MNOŽIN II

1. a) Udejte př́ıklad nekonečných množin A,B,C takových, že |A| < |B| < |C|.
b) Vysvětlete proč kardinálńı č́ısla netvoř́ı množinu.

2. Bud’ A dobře uspořádaná množina a f : A → A prosté izotonńı zobrazeńı. Dokažte, že
pro všechna x ∈ A plat́ı x ≤ f(x). (Návod: Uvažte podmnožinu {x ∈ A, f(x) < x}.)

3. a) Nalezněte tři navzájem neisomorfńı spočetné dobře uspořádané množiny.
b) Udejte př́ıklad nespočetné dobře uspořádané množiny.
c) Seřad’te následuj́ıćı ordinálńı č́ısla podle velikosti: 2ω, ω+1, ω+ω1, ω1 +ω, 1+ω, ω+

ω, ω + 1 + ω.

d) Rozhodněte, zda existuje největš́ı spočetné ordinálńı č́ıslo.

4. Zformulujte
a) axiom výběru,
b) princip dobrého uspořádáńı,
c) princip maximality.

5. Definujte
a) kardinálńı č́ıslo,
b) uspořádáńı kardinálńıch č́ısel.

Je toto uspořádáńı
a)lineárńı
b) dobré?

Nalezněte
a) nejmenš́ı kardinálńı č́ıslo,
b) nejmenš́ı nekonečné kardinálńı č́ıslo,
c) nejmenš́ı nespočetné kardinálńı č́ıslo.

6. Reálné č́ıslo se nazývá algebraické, pokud je kořenem polynomu s celoč́ıselnými koefi-
cienty. Dokažte, že množina algebraických č́ısel je spočetná.

7. a) Udejte př́ıklad dobře uspořádané množiny A takové, že Aop je rovněž dobře uspořá-
daná.

b) Udejte př́ıklad dobrého uspořádáńı na množině ω × ω.

8. a) Definujte součin α ·β ordinálńıch č́ısel α, β (s vysvětleńım v definici použitých pojmů).
b) Charakterizujte ordinálńı č́ısla α taková, že α · 2 = 2 · α.

9. Ukažte, že množina spočetných ordinálńıch č́ısel je nekonečná.

10. Definujte
a) ordinálńı č́ıslo,
b) uspořádáńı ordinálńıch č́ısel,
c) součet ordinálńıch č́ısel,
d) součin ordinálńıch č́ısel.
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Nalezněte
a) nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo > ω2 + ω + 1,
c) nejmenš́ı nespočetné ordinálńı č́ıslo.

11 .a) Definujte relaci |A| ≤ |B| (uspořádáńı kardinálńıch č́ısel).
b) Dokažte, že tato relace je reflexivńı a tranzitivńı.

12.a) Ukažte, že neexistuje množina A taková, že pro libovolnou množinu B plat́ı |B| ≤ |A|.
b) Nalezněte množinu A takovou, že pro libovolnou množinu B plat́ı |A| ≤ |B|.

13. Dokažte, že plat́ı a) |A| ≤ |A ∪B|,
b) |A| ≤ |A×A|.
c) Rozhodněte, zda plat́ı |B| ≤ |A−B|.

14.a) Definujte součet α + β, součin α · β a mocninu αβ kardinálńıch č́ısel.
b) Dokažte, že plat́ı ℵ0 · ℵ0 = ℵ0.

15. Nalezněte 3 navzájem neizomorfńı dobrá uspořádáńı množiny N všech přirozených č́ısel,
udejte jejich ordinálńı č́ısla a seřad’te je podle velikosti.

16.a) Definujte vlastńı začátek uspořádané množiny.
b) Ukažte, že libovolný vlastńı začátek dobře uspořádané množiny A je tvaru Z(a) =

{x ∈ A\x < a} pro nějaké a ∈ A.

17. Dokažte, že dobře uspořádaná množina neńı isomorfńı s žádným svým vlastńım začát-
kem.

18. Definujte lexikografický součin A · B dobře uspořádaných množin A,B. Dokažte, že
A ·B je dobře uspořádaná množina.

19. a) Uved’te definici spočetné množiny.
b) Nalezněte 5 navzájem r̊uzných spočetných množin.

20. Dokažte, že sjednoceńı dvou spočetných množin je spočetná množina.

21. a) Dokažte, že nekonečná podmnožina spočetné množiny je spočetná.
b) Uved’te př́ıklad dvou množin, které maj́ı r̊uznou mohutnost a přitom nejsou ani konečné,
ani spočetné.

22. a) Definujte, kdy se uspořádaná množina nazývá dobře uspořádaná.
b) Uved’te př́ıklad uspořádané množiny, která neńı dobře uspořádaná.
c) Nalezněte všechna možná dobrá uspořádańı množiny {1, 2, 3}.

23. a) Uved’te definici ordinálńıho č́ısla.
b) Definujte relaci Ā ≤ B̄ (uspořádáńı ordinálńıch č́ısel).
c) Dokažte, že neexistuje největš́ı ordinálńı č́ıslo.

24. a) Definujte součet α+ β a součin α · β ordinálńıch č́ısel.
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b) Nakreslete Hasse̊uv diagram dobře uspořádaných množin, které maj́ı ordinálńı č́ısla
ω + 1 a 1 + ω.

c) Dokažte, že plat́ı ω + 1 6= 1 + ω.

25. a) Nakreslete Hasse̊uv diagram dobře uspořádaných množin, které maj́ı ordinálńı č́ısla
2 · ω a ω · 2.

b) Dokažte, že plat́ı 2 · ω 6= ω · 2.
c) Ordinálńı č́ısla ω, ω + 1, 1 + ω, 2 · ω, ω · 2 seřad’te podle velikosti.

26. a) Nakreslete Hasse̊uv diagram dobře uspořádané množiny, která má ordinálńı č́ıslo
ω · ω.

b) Definujte mocninu αβ ordinálńıch č́ısel.

27. Definujte lexikografický součin A · B dobře uspořádaných množin A,B. Dokažte, že
uspořádané množiny A · (B · C) a (A ·B) · C jsou izomorfńı.

28. Zformulujte axiom výběru a princip dobrého uspořádáńı. Dokažte, že princip dobrého
uspořádáńı implikuje axiom výběru.

29. Dokažte, že množina R všech reálných č́ısel je nespočetná.

30. Reálné č́ıslo se nazývá transcendentńı, pokud neńı kořenem polynomu s celoč́ıselnými
koeficienty. Dokažte, že množina všech transcendentńıch reálných č́ısel je nespočetná.

3. Určete mohutnost množiny C všech komplexńıch č́ısel.

31. Dokažte, že z principu dobrého uspořádáńı vyplývá, že uspořádáńı kardinálńıch č́ısel je
lineárńı.

32. Pro libovolné kardinálńı č́ıslo ℵα plat́ı ℵα · ℵα = ℵα. Z tohoto vztahu dokažte, že pro
libovolná kardinálńı č́ısla ℵα,ℵβ plat́ı:

a) ℵα · ℵβ = max{ℵα,ℵβ}
b) ℵα + ℵβ = max{ℵα,ℵβ}

c) ℵ
ℵβ
α = 2ℵβ

33. Nalezněte (v dobře uspořádané tř́ıdě ordinálńıch č́ısel):

a) třet́ı nejmenš́ı nekonečné ordinálńı č́ıslo

b) nějaké ordinálńı č́ıslo α s vlastnost́ı ω2 < α < ω3

c) největš́ı spočetné ordinálńı č́ıslo

d) ω-té nespočetné ordinálńı č́ıslo

34. a) Definujte součet α+ β ordinálńıch č́ısel (s vysvětleńım v definici použitých pojmů).

b) Nalezněte všechna ordinálńı č́ısla α taková, že 2 + α = α+ 2.

35. Určete ordinálńı č́ısla

1ω, 2ω, . . . , nω, . . . , ωω
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(kde n je přirozené č́ıslo). Rozhodněte, která z těchto ordinálńıch č́ısel jsou spočetná a která
jsou nespočetná.

36. Zformulujte a dokažte princip transfinitńı indukce.

37. Nalezněte dobré uspořádáńı množiny
a) Z všech celých č́ısel
b) Q všech racionálńıch č́ısel
c) všech polynomů, jejichž koeficienty jsou nezáporná celá č́ısla.

38. Dokažte (A×B)C = AC ×BC .

39. Nalezněte
a) nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo,
b) nejmenš́ı nekonečné ordinálńı č́ıslo,
c) nejmenš́ı nespočetné ordinálńı č́ıslo.
d) pět navzájem r̊uzných spočetných ordinálńıch č́ısel
e) největš́ı spočetné ordinálńı č́ıslo
f) nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo > ω2

40. Udejte př́ıklad dobře uspořádané množiny A, izotonńıho zobrazeńı f : A → A a prvku
a ∈ A tak, že f(a) < a.

41. Dokažte, že pro libovolnou množinu A plat́ı |A| ≤ |P(A)|. Udejte př́ıklad množiny A

takové, že |A| = |P(A)|.

42. Dokažte
a) |N× N| = |N |
b) |R× R| = |R|

43. Definujte součet a součin ordinálńıch č́ısel. Rozhodněte, zda pro tyto operace plat́ı
asociativńı, komutativńı a distributivńı zákon.

44. Seřad’te podle velikosti
a) Kardinálńı č́ısla ℵ0, 2 · ℵ0,ℵ0 · 2,ℵ

2
0, 2

ℵ0 ,ℵ0 · ℵ0

b) Ordinálńı č́ısla ω, 2 · ω, ω · 2, ω2, 2ω, ω · ω

45. Bud’ A dobře uspořádaná množina. Dokažte, že existuje jediný isomorfismus A → A.

46. (1) Definujte
a) uspořádanou množinu
b) lineárně uspořádanou množinu
c) dobře uspořádanou množinu

(2) Udejte př́ıklad
(a) uspořádané množiny, která neńı lineárně uspořádaná
(b) lineárně uspořádané množiny, která neńı dobře uspořádaná
(c) konečné lineárně uspořádané množiny, která neńı dobře uspořádaná.
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47. a) Udejte př́ıklad nekonečných množin A,B,C takových, že |A| < |B| < |C|.

b) Udejte př́ıklad množiny, která má právě spočetně mnoho podmnožin.

48. Vysvětlete, proč neexistuje

a) největš́ı kardinálńı č́ıslo

b) největš́ı ordinálńı č́ıslo.

Rozhodněte, zda existuje

a) největš́ı kardinálńı č́ıslo < ℵ1

b) největš́ı ordinálńı č́ıslo < ω1.

49. Rozhodněte, kolik existuje navzájem neizomorfńıch dobrých uspořádáńı množiny N

přirozených č́ısel. Nalezněte tři z nich.

50. a) Definujte relaci |A| ≤ |B|.

b) Dokažte, že je reflexivńı a tranzitivńı.

c) Rozhodněte, zda je antisymetrická a své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

d) Nalezněte tři nekonečné množiny A,B,C takové, že |A| < |B| < |C|.

51. a) Definujte pojem dobře uspořádané množiny.

b) Rozhodněte, které z následuj́ıćıch množin (s uspořádáńım ≤ podle velikosti) jsou dobře
uspořádané: {−3, 0, 1, 3, 5}, N, Z, [0, 1].

52. a) Definujte, kdy dobře uspořádané množiny A,B nazýváme izomorfńı.

b) Nalezněte 2 navzájem neizomorfńı konečné dobře uspořádané množiny.

c) Nalezněte 2 navzájem neizomorfńı spočetné dobře uspořádané množiny.

53. a) Definujte mocninu αβ ordinálńıch č́ısel α a β.

b) Určete ordinálńı č́ısla 1ω a 2ω

c) Rozhodněte, zda ωω = ω. Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

54. a) Definujte ordinálńı č́ıslo ω1.

b) Rozhodněte, zda ω1 ≤ ωω. Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

55. Následuj́ıćı ordinálńı č́ısla seřad’te podle velikosti: 1000, 1+ω, ω+1, 2 ·ω, ω ·2, ω+ω, ω+
1 + ω.

56. Určete mohutnost množiny N∗ všech konečných posloupnost́ı přirozených č́ısel. Výsle-
dek zd̊uvodněte.

57. Určete mohutnost množiny Rel(N) všech binárńıch relaćı na množině přirozených č́ısel.
Výsledek zd̊uvodněte.

58. a) Definujte součet ordinálńıch č́ısel α+ β.

b) Rozhodněte, zda ω + ω = ω. Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

c) Rozhodněte, zda ω + ω2 = ω2. Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.
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59. Následuj́ıćı ordinálńı č́ısla seřad’te podle velikosti (a vyznačte př́ıpadné rovnosti):

10, 10ω, ω10, ω + ω, ωω, ω1, 10 + ω.

60. Seřad’te následuj́ıćı množiny podle mohutnost́ı (s vyznačeńım př́ıpadných rovnost́ı):
množina I iracionálńıch č́ısel, množina M(R) čtvercových reálných matic, množina RR

reálných funkćı, množina R[x] polynomů s reálnými koeficienty a množina C komplexńıch
č́ısel.

61. Nalezněte nějaké dobré uspořádáńı množiny M2(Q) čtvercových matic nad Q stupně 2.

62. Následuj́ıćı ordinálńı č́ısla seřad’te podle velikosti (a vyznačte př́ıpadné rovnosti):

ω + 1 + ω, ω · (ω + 1), (1 + ω) · ω, (1 + ω) · (ω + 1), ω + 1 + ω2 + ω.

63. Následuj́ıćı množiny seřad’te do posloupnosti A1, . . . , A7 takové, že Ai předcháźı Aj,

právě když |Ai| ≤ |Aj |. Úseky posloupnosti sestávaj́ıćı z množin stejné mohutnosti podtrh-
něte:

Z,RR,Q, P (R), ∅, P (N), I

(I označuje množinu všech iracionálńıch č́ısel):

64. Rozhodněte, zda uspořádaná množina A je dobře uspořádaná. V kladném př́ıpadě
napǐste ano, v záporném uved’te neprázdnou podmnožinu X ⊆ A, která nemá nejmenš́ı
prvek:

a) A = R,
b) A = Z,
c) A = P ({0, 1} (uspořádaná inkluźı).

65. Rozhodněte, zda pro libovolné uspořádané množiny A,B,C plat́ı distributivńı zákon

A · (B + C) = (A ·B) + (A · C).

V kladném př́ıpadě napǐste ano a uved’te d̊ukaz, v záporném př́ıpadě uved’te ne a udejte
uspořádané množiny A,B,C, pro které tvrzeńı neplat́ı.

66. Nalezněte nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo α takové, že ordinálńı mocnina αω je
a) konečné ordinálńı č́ıslo,
b) spočetné ordinálńı č́ıslo,
c) nespočetné ordinálńı č́ıslo.

67. a) Definujte relaci |A| ≤ |B|.
b) Dokažte, že je reflexivńı a tranzitivńı.
c) Rozhodněte, zda je antisymetrická a své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

68. a) Definujte mocninu αβ ordinálńıch č́ısel α a β.
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b) Určete ordinálńı č́ısla 1ω a 2ω.
c) Rozhodněte, zda ωω = ω. Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

69. a) Definujte ordinálńı č́ıslo ω1.
b) Rozhodněte, zda ω1 ≤ ωω. Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

70. Vyjádřete ω1 v Cantorově normálńım tvaru (t.j.,

ω1 = ωγ0 ·m0 + ωγ1 ·m1 + · · ·+ ωγk ·mk,

kde k,m0, m1, . . . , mk jsou nenulová přirozená č́ısla a γ0 > γ1 > · · · > γk ordinálńı č́ısla.

71. Nalezněte dobré uspořádáńı množiny všech polynomů, jejichž koeficienty jsou nezáporná
celá č́ısla.

72. a) Definujte mocninu αβ ordinálńıch č́ısel α a β.
b) Spočtěte ordinálńı č́ıslo ωω

1 .

73. a) Nalezněte ordinálńı č́ısla δ ≤ ω a ρ < 3 taková, že ω = 3 · δ + ρ.
b) Nalezněte ordinálńı č́ısla δ ≤ ω1 a ρ < ω taková, že ω1 = ω · δ + ρ.

74. a) Definujte relaci A ≤ B.
b) Dokažte, že je reflexivńı a tranzitivńı.
c) Rozhodněte, zda je antisymetrická a své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

75. Ordinálńı č́ıslo A se nazývá spočetné, pokud |A| = ℵ0.
a) Nalezněte infimum množiny všech spočetných ordinálńıch č́ısel.
b) Nalezněte supremum množiny všech spočetných ordinálńıch č́ısel.

76. Rozhodněte, zda
(a) ωω = ω,
(b) ω(ωω) = ωω,
(c) existuje nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo α takové, že ωα = α,
(d) v kladném př́ıpadě v (c) rozhodněte, zda toto č́ıslo je spočetné.

77. a) Definujte mocninu ℵ
ℵβ
α kardinálńıch č́ısel ℵα a ℵβ .

b) Seřad’te následuj́ıćı kardinálńı č́ısla podle velikosti: ℵ0, 2
ℵ0 ,ℵℵ0

0 .

78. Kardinálńı č́ıslo ℵα se nazývá regulárńı, pokud sjednoceńı méně než ℵα množin mohut-
nosti menš́ı než ℵα má mohutnost menš́ı než ℵα. Dokažte, že ℵα+1 je vždy regulárńı.

79. Nalezněte 2 navzájem neizomorfńı dobrá uspořádáńı množiny N přirozených č́ısel, která
nemaj́ı největš́ı prvek.

80. Dokažte, že libovolná podmnožina dobře uspořádané množiny je dobře uspořádaná.
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81. Udejte př́ıklad dobře uspořádané množiny A takové, že Ā = ω2 + 1.

82. Rozhodněte, zda pro ordinálńı č́ısla α, β plat́ı

αω = βω ⇒ α = β.

Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

83. Nalezněte 3 navzájem neizomorfńı nekonečné množiny, udejte jejich kardinálńı č́ısla a
seřaďte je podle velikosti.

84. Nalezněte ω-té nespočetné ordinálńı č́ıslo.

85. Dokažte, že ωω1 = ω1.

86. Ordinálńı č́ıslo A se nazývá nespočetné, pokud |A| > ℵ0.
a) Rozhodněte, zda existuje infimum množiny všech nespočetných ordinálńıch č́ısel. V

kladném př́ıpadě jej nalezněte, v záporném př́ıpadě tvrzeńı dokažte.
b) Rozhodněte, zda existuje supremum množiny všech nespočetných ordinálńıch č́ısel. V

kladném př́ıpadě jej nalezněte v záporném př́ıpadě tvrzeńı dokažte.

87. Nalezněte
(a) třet́ı nejmenš́ı nekonečné ordinálńı č́ıslo,
(b) nějaké limitńı ordinálńı č́ıslo α s vlastnost́ı ω2 < α < ω3,
(c) ω-té nespočetné ordinálńı č́ıslo.

88. a) Definujte mocninu ℵ
ℵβ
α kardinálńıch č́ısel ℵα a ℵβ .

b) Uspořádejte následuj́ıćı kardinálńı č́ısla podle velikosti: ℵ1,ℵ0 · ℵ1, 2
ℵ1 ,ℵℵ1

0 .

89. Rozhodněte, kolik existuje navzájem neizomorfńıch dobrých uspořádáńı množiny N

přirozených č́ısel. Nalezněte tři z nich.

90. Buď W0 = ∅, Wα+1 = P(Wα a Wα =
⋃

β<α

Wβ pro α limitńı; indexy prob́ıhaj́ı ordinálńı

č́ısla.
a) Určete W3.
b) Nalezněte nejmenš́ı α s vlastnost́ı ω ∈ Wα.
c) Nalezněte jednoprvkovou množinu, která nepatř́ı do Wω.

91. a) Definujte pojem dobře uspořádané množiny.
b) Rozhodněte, které z následuj́ıćıch množin (s uspořádáńım ≤ podle velikosti) jsou dobře

uspořádané: Q, ω, Z, {1, 2, 4, 6}, { 1
n
\n ∈ N}.

92. Definujte
a) pojem izomorfismu dvou dobře uspořádaných množin,
b) pojem vlastńıho začátku dobře uspořádané množiny.
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Udejte př́ıklad dobře uspořádané množiny izomorfńı se svým vlastńım začátkem.

93. a) Definujte mocninu αβ ordinálńıch č́ısel α a β.
b) Určete ordinálńı č́ıslo 2ω1 . Využijte přitom vztahu: 1 < α, β < γ ⇒ αβ < αγ .

94. Rozhodněte, zda pro ordinálńı č́ısla α, β, γ plat́ı tvrzeńı

α < β ⇒ αγ < βγ .

Tvrzeńı buď dokažte nebo vyvraťte protipř́ıkladem.

95. Cantor̊uv normálńı tvar ordinálńıho č́ısla α je

α = ωγ0 ·m0 + ωγ1 ·m1 + · · ·+ ωγk ·mk,

kde k,m0, m1, . . . , mk jsou nenulová přirozená č́ısla a γ0 > γ1 > · · · > γk ordinálńı č́ısla.
Vyjádřete v tomto tvaru ω2 + ω1 + ω + 1.

96. Udejte př́ıklad množiny mohutnosti
a) ℵ0,
b) 2ℵ0 ,
c) ℵ1.

97. Určete mohutnost množiny
a) všech konečných posloupnost́ı symbol̊u {a, b},
b) všech spočetných posloupnost́ı symbol̊u {a, b}.

98. Buď W0 = ∅, Wα+1 = P(Wα) a Wα =
⋃

β<α

Wβ pro α limitńı; indexy prob́ıhaj́ı ordinálńı

č́ısla.
a) Udejte př́ıklad množiny patř́ıćı do W5 ale ne do W4.
b) Nalezněte nejmenš́ı α s vlastnost́ı ω1 ∈ Wα.
c) Nalezněte jednoprvkovou množinu, která nepatř́ı do Wω1

.

99. Buďte α < β a γ ordinálńı č́ısla. Rozhodněte, zda plat́ı (tvrzeńı buď dokažte nebo
udejte protipř́ıklad):

a) γ + α < γ + β,
b) α+ γ < β + γ.

100. BuďW0 = ∅, Wα+1 = P(Wα) aWα =
⋃

β<α

Wβ pro α limitńı; indexy prob́ıhaj́ı ordinálńı

č́ısla.
a) Udejte př́ıklad množiny patř́ıćı do Wω ale ne do Wn pro žádné n ∈ ω.
b) Nalezněte nejmenš́ı α s vlastnost́ı P(N) ∈ Wα.
c) Nalezněte konečnou množinu, která nepatř́ı do Wω.


