PISEMNE ZKOUSKY Z TEORIE MNOZIN II

1. a) Udejte piiklad nekoneénych mnozin A, B, C' takovych, ze |A| < |B| < |C]|.
b) Vysvétlete pro¢ kardindlni ¢isla netvori mnozinu.

2. Bud A dobfe uspofadand mnozina a f : A — A prosté izotonni zobrazeni. Dokazte, ze
pro vSechna x € A plati z < f(z). (Ndavod: Uvazte podmnozinu {z € A, f(z) < x}.)

3. a) Naleznéte tii navzajem neisomorfni spocetné dobfe uspofddané mnoziny.

b) Udejte piiklad nespocetné dobie usporddané mnoziny.

c¢) Setadte nasledujici ordinélni ¢isla podle velikosti: 2w, w+ 1, w4+ wy, w1 +w, 1 +w,w+
w,w+14+w.

d) Rozhodnéte, zda existuje nejvétsi spocetné ordinalni ¢islo.

4. Zformulujte
a) axiom vybéru,
b) princip dobrého uspoiadani,
¢) princip maximality.

5. Definujte
a) kardindalni ¢islo,
b) uspofdadani kardindlnich éisel.
Je toto usporadani
a)linearni
b) dobré?
Naleznéte
a) nejmensi kardindln{ ¢islo,
b) nejmensi nekone¢né kardinélni ¢islo,
¢) nejmensi nespocetné kardinalni ¢islo.

6. Redalné ¢islo se nazyva algebraické, pokud je kofenem polynomu s celo¢iselnymi koefi-
cienty. Dokazte, ze mnozina algebraickych ¢isel je spocetna.

7. a) Udejte piiklad dobfe uspofddané mnoziny A takové, ze A° je rovnéz dobie uspoia-
dana.
b) Udejte piiklad dobrého uspofddani na mnoziné w x w.

8. a) Definujte soucin a5 ordinalnich ¢isel o, 5 (s vysvétlenim v definici pouzitych pojmu).
b) Charakterizujte ordindlni ¢isla « takovd, ze a2 =2 - a.

9. Ukazte, ze mnozina spocetnych ordindlnich ¢isel je nekonecna.

10. Definujte
a) ordinalni ¢islo,
b) uspofadani ordindlnich ¢isel,
¢) soucet ordindlnich &isel,
d) souéin ordinalnich ¢isel.



Naleznéte

a) nejmens{ ordinaln{ éfslo > w? +w + 1,

¢) nejmensi nespocetné ordinalni éislo.
11 .a) Definujte relaci |A| < |B| (uspotfddéani kardinalnich ¢isel).
b) Dokazte, ze tato relace je reflexivni a tranzitivni.

12.a) Ukazte, Ze neexistuje mnozina A takovéd, ze pro libovolnou mnozinu B plati |B| < |A]|.
b) Naleznéte mnozinu A takovou, ze pro libovolnou mnozinu B plati |A| < |B|.

13. Dokazte, ze plati a) |A| < |AU Bj,
b) 4] < |A x A].
c¢) Rozhodnéte, zda plati |B| < |A — B].

14.a) Definujte soucet a + 3, souéin o - 8 a mocninu o” kardindlnich éfsel.
b) Dokazte, ze plati Rj - Rg = Ng.

15. Naleznéte 3 navzajem neizomorfni dobra uspordadani mnoziny N vSech pfirozenych cisel,
udejte jejich ordinalni ¢isla a sefadte je podle velikosti.

16.a) Definujte vlastni zac¢atek usporadané mnoziny.
b) Ukazte, ze libovolny vlastni zac¢dtek dobfe usporddané mnoziny A je tvaru Z(a) =
{z € A\x < a} pro néjaké a € A.

17. Dokazte, ze dobfe usporadand mnozina neni isomorfni s zadnym svym vlastnim zacat-
kem.

18. Definujte lexikograficky soucin A - B dobfe usporadanych mnozin A, B. Dokazte, ze
A - B je dobfe uspofadana mnozina.

19. a) Uvedte definici spoc¢etné mnoziny.
b) Naleznéte 5 navzajem ruznych spocetnych mnozin.

20. Dokazte, ze sjednoceni dvou spocetnych mnozin je spocetnd mnozina.

21. a) Dokazte, ze nekoneénd podmnozina spo¢etné mnoziny je spocetna.
b) Uvedte piiklad dvou mnozin, které maji ruznou mohutnost a pfitom nejsou ani konecéné,
ani spocetné.

22. a) Definujte, kdy se uspotddand mnozina nazyvéa dobfe usporadand.
b) Uvedte piiklad uspofddané mnoziny, kterd neni dobfe usporddana.
c¢) Naleznéte vsechna mozna dobréd usporddani mnoziny {1,2,3}.

23. a) Uvedte definici ordinalniho éisla.
b) Definujte relaci A < B (uspofdddn{ ordindlnich é&fsel).

c¢) Dokazte, Ze neexistuje nejvétsi ordinalni ¢éislo.

24. a) Definujte soucet o 4+ 5 a soucin « - § ordinalnich ¢isel.



b) Nakreslete Hasseuv diagram dobie uspofadanych mnozin, které maji ordinalni ¢isla
w+lal+w.
c) Dokazte, ze plati w +1 # 1 + w.

25. a) Nakreslete Hasseuv diagram dobfe uspofddanych mnozin, které maji ordinalni ¢isla
2-waw-2.

b) Dokazte, ze plati 2 - w # w - 2.

¢) Ordinélni ¢isla w,w + 1,1 4+ w,2 - w,w - 2 sefadte podle velikosti.

26. a) Nakreslete Hasseuv diagram dobfe uspofddané mnoziny, kterd mé ordinélni ¢islo
W w.
b) Definujte mocninu o ordinalnich é&fsel.

27. Definujte lexikograficky sou¢in A - B dobfe uspofadanych mnozin A, B. Dokazte, ze
uspofadané mnoziny A- (B -C) a (A- B) - C jsou izomorfni.

28. Zformulujte axiom vybéru a princip dobrého usporadani. Dokazte, ze princip dobrého
uspofadani implikuje axiom vybéru.

29. Dokazte, ze mnozina R vSech realnych ¢isel je nespocetna.

30. Reélné cislo se nazyva transcendentni, pokud neni kofenem polynomu s celo¢iselnymi
koeficienty. Dokazte, ze mnozina vSech transcendentnich redlnych ¢isel je nespocetna.

3. Urcete mohutnost mnoziny C vSech komplexnich ¢isel.

31. Dokazte, ze z principu dobrého usporadani vyplyva, ze usporadani kardinalnich ¢isel je
linearni.

32. Pro libovolné kardinalni ¢islo X, plati 8, - N, = N,. Z tohoto vztahu dokazte, ze pro
libovolna kardindlni ¢isla N, Ng plati:

a) Na . NB = maX{Na, Nﬁ}

b) Na + Nﬁ = maX{Na, Nﬁ}

c) Nzﬁ = 25

33. Naleznéte (v dobfe uspofddané tiidé ordinélnich cisel):
a) treti nejmensi nekone¢éné ordinalni ¢islo
b) néjaké ordindln{ &fslo « s vlastnosti w? < a < w?
¢) nejvetsi spocetné ordindlni ¢islo
d) w-té nespocetné ordindlni ¢islo

34. a) Definujte soucet o + [ ordindlnich ¢isel (s vysvétlenim v definici pouzitych pojmu).
b) Naleznéte vsechna ordinélni ¢isla « takova, ze 2+ a = o + 2.

35. Urcete ordinalni ¢isla

w w w w
1%,2%,....,n", ..., w



(kde n je prirozené ¢islo). Rozhodnéte, kterd z téchto ordinalnich ¢isel jsou spocetnd a kterd
jsou nespocetna.

36. Zformulujte a dokazte princip transfinitni indukce.

37. Naleznéte dobré usporddani mnoziny
a) Z vsech celych cisel
b) Q vSech racionalnich ¢isel
c¢) vsech polynomu, jejichz koeficienty jsou nezdporna celd ¢isla.

38. Dokazte (A x B)® = A® x BC.

39. Naleznéte
a) nejmensi ordindlni ¢islo,
b) nejmensi nekone¢né ordindlni ¢islo,
¢) nejmensi nespocetné ordinalni éislo.
d) pét navzdjem ruznych spocetnych ordinalnich ¢isel
e) nejvetsi spocetné ordindlni ¢islo
f) nejmensi ordinaln{ ¢islo > w?

40. Udejte ptiklad dobfe uspoiddané mnoziny A, izotonniho zobrazeni f : A — A a prvku
a € A tak, ze f(a) < a.

41. Dokazte, ze pro libovolnou mnozinu A plati |A| < |P(A)|. Udejte piiklad mnoziny A
takové, ze |A| = |P(A)|.

42. Dokazte
a) |N x N| = |N|
b) [R x R = R

43. Definujte soucet a soucin ordindlnich ¢isel. Rozhodnéte, zda pro tyto operace plati
asociativni, komutativni a distributivni zédkon.

44. Setradte podle velikosti
a) Kardinaln{ &fsla Ng, 2 - Rg, Ng - 2,82 280 Ry . Ry
b) Ordindln{ é&fsla w, 2 - w,w - 2, w?, 2% w - w

45. Bud A dobfe uspotfadand mnozina. Dokazte, ze existuje jediny isomorfismus A — A.

46. (1) Definujte
a) usporadanou mnozinu
b) linedrné uspofadanou mnozinu
c¢) dobfe usporddanou mnozinu
(2) Udejte piiklad
(a) usporddané mnoziny, kterd neni linedrné usporadana
(b) linedarné usporadané mnoziny, ktera neni dobfe usporadana
(c) koneéné linedrné usporddané mnoziny, kterda neni dobie usporadand.



47. a) Udejte piiklad nekoneénych mnozin A, B, C takovych, ze |A| < |B| < |C].
b) Udejte piiklad mnoziny, kterd ma pravé spocetné mnoho podmnozin.

48. Vysvétlete, pro¢ neexistuje
a) nejveétsi kardinalni ¢islo
b) nejvétsi ordindlni éislo.
Rozhodnéte, zda existuje
a) nejvétsi kardindlni ¢islo < Ny
b) nejvétsi ordinalni ¢islo < wy.

49. Rozhodnéte, kolik existuje navzajem neizomorfnich dobrych usporadani mnoziny N
prirozenych ¢isel. Naleznéte tii z nich.

50. a) Definujte relaci |A| < |B].
b) Dokazte, ze je reflexivni a tranzitivni.
c¢) Rozhodnéte, zda je antisymetrickd a své rozhodnuti zduvodnéte.
d) Naleznéte ti nekoneéné mnoziny A, B, C takové, ze |A| < |B| < |C|.

51. a) Definujte pojem dobie usporadané mnoziny.
b) Rozhodnéte, které z nasledujicich mnozin (s uspordddanim < podle velikosti) jsou dobfe
usporadané: {—3,0,1,3,5}, N, Z, [0, 1].

52. a) Definujte, kdy dobfe uspoiddané mnoziny A, B nazyvame izomorfni.
b) Naleznéte 2 navzajem neizomorfni konec¢né dobie usporddané mnoziny.
c¢) Naleznéte 2 navzdjem neizomorfni spocetné dobie usporadané mnoziny.

53. a) Definujte mocninu o ordindlnich éfsel a a 3.
b) Urcete ordinalni ¢isla 14 a 2¢

c¢) Rozhodnéte, zda w* = w. Své rozhodnuti zduvodnéte.

54. a) Definujte ordinalni ¢islo w .
b) Rozhodnéte, zda w; < w®. Své rozhodnuti zduvodnéte.

55. Nasledujici ordinalni ¢isla sefadte podle velikosti: 1000, 1 +w,w+1,2 - w,w-2, w+w,w+
1+ w.

56. Urcete mohutnost mnoziny N* vSech konecnych posloupnosti pfirozenych ¢isel. Vysle-
dek zduvodnéte.

57. Uréete mohutnost mnoziny Rel(N) v8ech bindrnich relaci na mnoziné ptirozenych ¢isel.
Vysledek zduvodnéte.

58. a) Definujte soucet ordinalnich ¢éisel o + .
b) Rozhodnéte, zda w + w = w. Své rozhodnuti zduvodnéte.
c¢) Rozhodnéte, zda w + w? = w?. Své rozhodnuti zdivodnéte.



59. Nasledujici ordindlni ¢isla sefadte podle velikosti (a vyznacte piipadné rovnosti):

10,10%, w'% w + w, w®, wy, 10 + w.

60. Sefadte nasledujici mnoziny podle mohutnosti (s vyznac¢enim piipadnych rovnosti):
mnozina [ iraciondlnich éfsel, mnozina M(R) &tvercovych redlnych matic, mnozina R
redlnych funkei, mnozina R[z]| polynomu s redlnymi koeficienty a mnozina C komplexnich
cisel.

61. Naleznéte ngjaké dobré usporadani mnoziny M, (Q) ¢tvercovych matic nad Q stupné 2.

62. Nasledujici ordindlni ¢isla sefadte podle velikosti (a vyznacte piipadné rovnosti):

wHltww-(w+1),1+w) w,(1+w) (w+1),w+1+w?+w.

63. Nésledujici mnoziny sefadte do posloupnosti Ay,..., A7 takové, zZe A; predchdzi A;,
prave kdyz |A;| < |A;|. Useky posloupnosti sestavajici z mnozin stejné mohutnosti podtrh-
néte:

Z,R%,Q, P(R),#, P(N),I

(I oznacuje mnozinu vsech iracionélnich ¢isel):

64. Rozhodnéte, zda uspofddand mnozina A je dobtfe uspofadand. V kladném piipadé
napiste ano, v zaporném uvedte neprazdnou podmnozinu X C A, kterd nema nejmensi
prvek:

a) A=R,

b) A=17Z,

c) A= P({0,1} (uspofddana inkluzi).

65. Rozhodnéte, zda pro libovolné uspotadané mnoziny A, B, C' plati distributivni zdkon
A (B+C)=(A-B)+(A-C).

V kladném ptipadé napisSte ano a uvedte dukaz, v zdporném ptipadé uvedte ne a udejte
uspofadané mnoziny A, B, C, pro které tvrzeni neplati.

66. Naleznéte nejmensi ordinalni ¢islo a takové, ze ordinalni mocnina o je
a) kone¢né ordindlni ¢islo,
b) spocetné ordinalni ¢islo,
¢) nespocetné ordinalni ¢islo.

67. a) Definujte relaci |A| < |B|.

b) Dokazte, ze je reflexivni a tranzitivni.
c¢) Rozhodnéte, zda je antisymetrickd a své rozhodnuti zduvodnéte.

68. a) Definujte mocninu o ordindlnich é&isel o a 3.



b) Urcete ordinalni ¢isla 14 a 2.
c¢) Rozhodnéte, zda w* = w. Své rozhodnuti zduvodnéte.

69. a) Definujte ordindlni ¢islo wy.
b) Rozhodnéte, zda w; < w®. Své rozhodnuti zduvodnéte.

70. Vyjadfete wy v Cantorové normdalnim tvaru (t.j.,
wi =w®-mog+w-mg+ -+ W omy,
kde k, mg, mq, ..., mi jsou nenulova ptirozena c¢isla a v9 > 1 > - -+ > 7y, ordindlni ¢isla.

71. Naleznéte dobré usporadani mnoziny vsech polynomu, jejichz koeficienty jsou nezaporna
cela cisla.

72. a) Definujte mocninu o® ordindlnich éfsel a a 3.
b) Spoctéte ordinalni éislo wy’.

73. a) Naleznéte ordindalni ¢isla § < w a p < 3 takova, ze w =3 -9 + p.
b) Naleznéte ordindlni ¢isla 6 < wq a p < w takovd, ze w1 =w - + p.

74. a) Definujte relaci A < B.
b) Dokazte, ze je reflexivni a tranzitivni.
c¢) Rozhodnéte, zda je antisymetrickd a své rozhodnuti zduvodnéte.

75. Ordindlni &islo A se nazyva spocetné, pokud |A| = Rg.
a) Naleznéte infimum mnoziny vSech spocetnych ordinalnich ¢isel.
b) Naleznéte supremum mnoziny vSech spocetnych ordinélnich ¢isel.

76. Rozhodnéte zda
a) w
b) w(“’w) =w¥
) existuje neJmen51 ordindlni ¢islo a takové, ze w® = a,
) v kladném piipadé v (c) rozhodnéte, zda toto ¢islo je spocetné.

(
(
(c
(d
77. a) Definujte mocninu Nzﬁ kardinalnich cisel N, a Ng.

b) Seradte nasledujici kardinalni ¢isla podle velikosti: Rg, 2%, Ng”.

78. Kardinalni ¢islo X, se nazyva regularni, pokud sjednoceni méné nez R, mnozin mohut-
nosti mensi nez N, mé mohutnost mensi nez N,. Dokazte, ze N, 1 je vzdy regularni.

79. Naleznéte 2 navzajem neizomorfni dobra usporadani mnoziny N ptirozenych ¢isel, ktera
nemaji nejvetsi prvek.

80. Dokazte, ze libovolnd podmnozina dobie usporddané mnoziny je dobie usporadané.
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81. Udejte piiklad dobfe uspofddané mnoziny A takové, ze A = w? + 1.

82. Rozhodnéte, zda pro ordinalni ¢isla «, 8 plati
¥ =p6Y=a=p.

Své rozhodnuti zduvodnéte.

83. Naleznéte 3 navzdjem neizomorfni nekonetné mnoziny, udejte jejich kardinalni ¢isla a
sefadte je podle velikosti.

84. Naleznéte w-té nespocetné ordindlni ¢islo.
85. Dokazte, ze w*! = w;.

86. Ordindlni ¢islo A se nazyva nespocetné, pokud |A| > N.

a) Rozhodnéte, zda existuje infimum mnoziny vSech nespocetnych ordindlnich &isel. V
kladném ptipadé jej naleznéte, v zadporném piipadé tvrzeni dokazte.

b) Rozhodnéte, zda existuje supremum mnoziny vSech nespocetnych ordinalnich ¢éisel. V
kladném ptipadé jej naleznéte v zdporném piipadé tvrzeni dokazte.

87. Naleznéte
(a) tfeti nejmensi nekonecné ordinélni ¢islo,
(b) né&jaké limitn{ ordinaln{ éfslo a s vlastnostf w? < a < w?,
(¢) w-té nespocetné ordindlni ¢islo.

88. a) Definujte mocninu Na? kardindlnich éfsel N, a Ng.
b) Uspotddejte néasledujici kardinalni ¢isla podle velikosti: Ny, Rg - Ry, 281 Ngl.

89. Rozhodnéte, kolik existuje navzajem neizomorfnich dobrych uspofadani mnoziny N
prirozenych ¢isel. Naleznéte tii z nich.

90. Bud Wy =0, Woy1 = P(Wo a W, = |J W pro a limitn{; indexy probihaji ordinalni
B<a
¢isla.
a) Urcete W3.
b) Naleznéte nejmensi « s vlastnosti w € W,.
c¢) Naleznéte jednoprvkovou mnozinu, ktera nepatii do W.,,.

91. a) Definujte pojem dobfe uspotfddané mnoziny.
b) Rozhodnéte, které z nasledujicich mnozin (s usporddanim < podle velikosti) jsou dobfe
uspoiadané: Q, w, Z, {1,2,4,6}, {%\n € N}

92. Definujte
a) pojem izomorfismu dvou dobfe usporddanych mnozin,
b) pojem vlastniho zacatku dobfe usporadané mnoziny.



Udejte priklad dobfe uspoifddané mnoziny izomorfni se svym vlastnim zacatkem.

93. a) Definujte mocninu o® ordindlnich éfsel a a 3.
b) Uréete ordindlni ¢islo 291, Vyuzijte ptitom vztahu: 1 < o, 8 < v = o < .

94. Rozhodnéte, zda pro ordinalni ¢isla «, £, v plati tvrzeni
a< pf=a <p.
Tvrzeni bud dokazte nebo vyvratte protipiikladem.

95. Cantortuv normalni tvar ordindlniho ¢isla « je
a=w" -mog+w-mg+---+w” - my,

kde k, mgy, mq, ..., my jsou nenulova prirozend ¢isla a v > ;3 > - -+ > 7 ordindlni ¢isla.
Vyjadrete v tomto tvaru ws + wy + w + 1.

96. Udejte piiklad mnoziny mohutnosti
a) NOa
b) 280,
C) Nl.

97. Urcete mohutnost mnoziny
a) vSech koneénych posloupnosti symbolu {a, b},
b) vsech spocetnych posloupnosti symbolu {a, b}.

98. Bud Wy = 0, Woy1 = P(W,) a W, = |J W pro a limitni; indexy probihaji ordinalni
B<La
cisla.
a) Udejte piiklad mnoziny patiici do Wy ale ne do Wy.
b) Naleznéte nejmensi « s vlastnosti wy; € W,,.
c¢) Naleznéte jednoprvkovou mnozinu, kterd nepatii do W, .

99. Budte a < 8 a ~ ordindlni ¢isla. Rozhodnéte, zda plati (tvrzeni bud dokazte nebo
udejte protiptiklad):

a) y+a<y+p5,

b) a+vy<B+7.

100. Bud Wy = 0, W1 = P(W,) aW, = |J Wj pro a limitn{; indexy probfhajf ordinalni
B<a
cisla.
a) Udejte priklad mnoziny patiici do W, ale ne do W, pro zadné n € w.
b) Naleznéte nejmensi « s vlastnosti P(N) € W,,.
c¢) Naleznéte kone¢nou mnozinu, kterd nepatii do W,,.



