1. Výroková logika

Úvodem k naźemu studiu matematické logiky bude popis nejjednoduźźího logického kalkulu - výrokové logiky. V jednoduché podobì se zde setkáme s myźlenkami, které budou pozdìji rozvinuty v rámci predikátové logiky.

Buï P neprázdná mno¿ina symbolù, které nazýváme atomické výrokové formule. Symboly jazyka L_P výrokové logiky (nad mno¿inou P ) jsou prvky mno¿iny P , logické spojky ¬ (negace), → (implikace) a závorky (, ).

Výrokové formule jazyka L_P de˛nujeme následovnì : (1) Ka¿dá atomická výroková formule je výroková formule. (2) Je-li A výroková formule, pak (¬A) je výroková formule. (3) Jsou-li A, B výrokové formule, pak (A → B) je výroková formule. (4) Koneèná posloupnost symbolù jazyka L_P je výroková formule, právì kdy¿ vznikne koneèným poètem u¿ití pravidel (1)-(3).

Pøejdìme nyní k de˛nici pravdivosti výrokových formulí.

Pravdivostní ohodnocení atomických výrokových formulí se de˛nuje jako zobrazení v : P → {0, 1}. Jeho rozźíøení v na mno¿inu vźech výrokových formulí de˛nujeme následovnì :

(1) v(A) = v(A) pro libovolné A ∈ P (2) v(¬A) = 1 pokud v(A) = 0 a v(¬A) = 0 pokud v(A) = 1 (3) v(A → B) = 0 pokud v(A) = 1 a v(B) = 0, ve vźech zbývajících pøípadech v(A → B) = 1.

Výroková formule A se nazývá pravdivá pøi ohodnocení v, jestli¿e v(A) = 1. Výroková formule se nazývá pravdivá, jestli¿e je pravdivá pøi vźech ohodnoceních. Píźeme |= A.

Pravdivé formule jsou napø. A → A, ¬¬A → A, A → ¬¬A. Budeme pou¿ívat následující oznaèení: A ∨ B pro ¬A → B A ∧ B pro ¬(A → ¬B) A ↔ B pro (A → B) ∧ (B → A). Snadno se ovìøí, ¿e zavedené symboly mají oèekávaný význam.

Symbol T bude oznaèovat v¿dy pravdivou formuli (t.j., v(T ) = 1 pro libovolné ohodnocení v) a symbol F v¿dy nepravdivou formuli (t.j., v(F ) = 0 pro libovolné ohodnocení v). Formule A, B se nazývají ekvivalentní, pokud formule A ↔ B je pravdivá. Znaèíme A ∼ B.

De˛nice pravdivosti pøímo dává algoritmus rozhodující, zda výroková formule A je pravdivá. Je toti¿ jasné, ¿e pravdivost formule A pøi ohodnocení v závisí pouze na hodnotách v(X) atomických formulí X, které se vyskytují v A. Mno¿ina P_A tìchto atomických formulí je koneèná, tak¿e staèí zkontrolovat koneèný poèet zobrazení P_A → {0, 1}. Øíkáme, ¿e výroková logika je rozhodnutelná.

Pøejdìme nyní k axiomatizaci výrokové logiky. Tato se skládá z axiomù (A1) A → (B → A) (A2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) (A3) (¬B → ¬A) → (A → B) a z odvozovacího pravidla

Typeset by AMS-TEX 1

(P1) Z A, A → B plyne B (nazývaného pravidlo odlouèení nebo také modus ponens). Pøitom, výrokové formule A, A → B se nazývají pøedpoklady a B závìr odvozovacího pravidla.

Øekneme, ¿e koneèná posloupnost A_1, . . . , A_n výrokových formulí je dùkaz výrokové formule A_n, jestli¿e pro libovolné i ≤ n je A_i buï axiom nebo závìr odvozovacího pravidla, jeho¿ pøedpoklady jsou mezi A_1, . . . , A_{i−1}. Existuje-li dùkaz výrokové formule A, pak øekneme, ¿e A je dokazatelná. Dokazatelné formule se rovnì¿ nazývají (výrokové) tautologie. Znaèíme ⊢ A.

1.1. Vìta o korektnosti. Libovolná dokazatelná výroková formule je pravdivá.

Dùkaz. Snadno se ovìøí, ¿e axiomy (A1)-(A3) jsou pravdivé a ¿e odvozovací pravidlo (P1) je korektní ve smyslu, ¿e z pravdivosti pøedpokladù plyne pravdivost závìru. Odsud ji¿ ihned plyne, ¿e ka¿dá dokazatelná formule je pravdivá. � Naźím cílem je nyní ovìøit, ¿e axiomatický systém je úplný, t.j., ¿e ka¿dá pravdivá formule je dokazatelná.

1.2. Lemma. ⊢ A → A

Dùkaz. Následující posloupnost formulí je dùkaz formule A → A: A → ((A → A) → A), A → ((A → A) → A) → ((A → (A → A)) → (A → A)), (A → (A → A)) → (A → A), A → (A → A), A → A. Oznaèíme-li formule dùkazu A_1, . . . , A_5, pak A_1 je (A1) pro volbu A, A → A za A, B, A_2 je (A2) pro volbu A, A → A, A za A, B, C, A_3 je závìr (P1) (pøedpoklady jsou A_1, A_2), A_4 je (A1) pro volbu A, A za A, B a koneènì A_5 je závìr (P1) s pøedpoklady A_4, A_5. � Budeme potøebovat zobecnìní pojmu dokazatelnosti. Nechż T je mno¿ina výrokových formulí. Koneèná posloupnost A_1, . . . , A_n výrokových formulí se nazývá dùkaz výrokové formule A_n z T , jestli¿e pro libovolné i ≤ n je A_i axiom, prvek T nebo závìr odvozovacího pravidla, jeho¿ pøedpoklady jsou mezi A_1, . . . , A_{i−1}. Znaèíme T ⊢ A_n. Samozøejmì ⊢ A je toté¿, jako ∅ ⊢ A. Místo {A} ⊢ B budeme psát struènì A ⊢ B.

1.3. Vìta o dedukci. Buï T mno¿ina výrokových formulí. Pak platí T ⊢ A → B,

právì kdy¿ T ∪ {A} ⊢ B.

Dùkaz. Implikace ⇒ je snadná. Pøedpokládáme-li toti¿ T ⊢ A → B, pak existuje dùkaz A_1, . . . , A_{n−1}, A → B formule A → B z T . Pak A_1, . . . , A_{n−1}, A → B, A, B je dùkaz B z T ∪ {A}.

Naopak, pøedpokládejme, ¿e platí T ∪ {A} ⊢ B. Oznaème A_1, . . . , A_n pøísluźný dùkaz. Doká¿eme indukcí, ¿e pro libovolné i ≤ n platí T ⊢ A → A_i. Volbou i = n pak dostaneme, ¿e T ⊢ A → B. Pøedpokládejme tedy, ¿e T ⊢ A → A_k platí pro vźechna k < i, kde i ≤ n. Je-li A_i axiom nebo prvek T , pak A_i → (A → A_i), A_i, A → A_i je dùkaz A → A_i z T . Pokud A_i je A, T ⊢ A → A_i plyne z 1.2. Nechż existují r, s < i tak, ¿e A_s je A_r → A_i. Podle indukèního pøedpokladu platí T ⊢ A → A_r a T ⊢ A → (A_r → A_i). Axiom (A2) pro volbu A, A_r , A_i za A, B, C zní (A → (A_r → A_i)) → ((A → A_r ) → (A → A_i)).

Pou¿itím pravidla (P1) dostáváme T ⊢ A → A_i. Ponìvad¿ jsme probrali vźechny mo¿nosti, vìta je dokázána. �

1.4. Lemma. Platí (a) ⊢ ¬A → (A → B) (b) ⊢ ¬¬A → A (c) ⊢ (A → B) → (¬B → ¬A) (d) ⊢ A → (¬B → ¬(A → B)) (e) ⊢ (¬A → A) → A Dùkaz. ⊢ ¬A → (¬B → ¬A) plyne z (A1), ¬A ⊢ ¬B → ¬A pak dostáváme z 1.3. Dále, (A3) je (¬B → ¬A) → (A → B), tak¿e pomocí (P1) dostaneme ¬A ⊢ A → B. Z 1.3. plyne ⊢ ¬A → (A → B).

(b) Postupným u¿itím (a), 1.3., (A3), (P1), 1.3. a 1.3. dostáváme ⊢ ¬¬A → (¬A → ¬¬¬A), ¬¬A ⊢ ¬A → ¬¬¬A, ⊢ (¬A → ¬¬¬A) → (¬¬A → A), ¬¬A ⊢ ¬¬A → A, ¬¬A ⊢ A a ⊢ ¬¬A → A. (c) Z (b) plyne {A → B, ¬¬A} ⊢ A. Podle (P1) platí {A → B, ¬¬A} ⊢ B.

Pou¿itím (b) dostáváme ⊢ ¬¬¬B → ¬B, tak¿e ⊢ B → ¬¬B podle (A3) a (P1). Tedy platí {A → B, ¬¬A} ⊢ ¬¬B. Z 1.3. plyne A → B ⊢ ¬¬A → ¬¬B, tak¿e, podle (A3) a (P1), A → B ⊢ ¬B → ¬A. Koneènì, 1.3. dává tvrzení.

(d) Podle (P1), 1.3., (c) a 1.3. postupnì máme {A, A → B} ⊢ B, A ⊢ (A → B) → B, A ⊢ ¬B → ¬(A → B) a ⊢ A → (¬B → ¬(A → B)). (e) Dvojnásobným pou¿itím 1.3. získáme z (d) tvrzení ¬A ⊢ ¬(¬A → A), které pomocí 1.3. pøevedeme na ¬A ⊢ ¬(¬A → A). Z (A3) a (P1) pak plyne ⊢ (¬A → A) → A. � 1.5. Lemma o neutrální formuli. Z T ∪ {A} ⊢ B a T ∪ {¬A} ⊢ B plyne T ⊢ B

Dùkaz. Z pøedpokladù postupnì plyne T ⊢ ¬A → B, T ⊢ ¬B → ¬¬A, T ∪ {¬B} ⊢ ¬¬A, T ∪ {¬B} ⊢ A, T ⊢ A → B, T ∪ {¬B} ⊢ B, T ⊢ ¬B → B a T ⊢ B. Postupnì jsme pøitom pou¿ili 1.3., 1.4.(c), 1.3., l.4.(b), 1.3., (P1) a pøedchozích dvou tvrzení, 1.3. a 1.4.(e). �

Buï v ohodnocení. Pro libovolnou výrokovou formuli B polo¿íme B^v rovno B pokud —v(B) = 1 a rovno ¬B pokud —v(B) = 0.

1.6. Lemma. Nechż vźechny atomické komponenty výrokové formule A jsou mezi

P_1, . . . , P_n. Pak pro libovolné ohodnocení v platí {P^v_1 , . . . , P^v_n } ⊢ A^v Dùkaz. Dùkaz povedeme indukcí vzhledem ke slo¿itosti výrokové formule A. Je-li A atomická, není co dokazovat.

Buï A tvaru ¬B, pøièem¿ pro B tvrzení platí. Pokud —v(B) = 0, pak B^v je rovno ¬B, t.j. A, tak¿e B^v je rovno A^v. Tedy tvrzení platí pro A. Pokud —v(B) = 1, pak B^v je B, tak¿e {P^v_1 , . . . , P^v_n } ⊢ B. Bìhem dùkazu tvrzení 1.4.(c) jsme odvodili, ¿e platí ⊢ B → ¬¬B, tak¿e {P^v_1 , . . . , P^v_n } ⊢ ¬¬B. Ponìvad¿ A^v je ¬¬B, tvrzení platí pro A.

Buï A tvaru C → D, pøièem¿ tvrzení platí pro C i D. Nastanou následující mo¿nosti:

(i) —v(C) = —v(D) = 1: Ponìvad¿ D^v je D, A^v je C → D a platí {P^v_1 , . . . , P^v_n } ⊢ D^v.

Z (A1) nyní plyne, ¿e tvrzení platí pro A.

(ii) —v(C) = 1, —v(D) = 0: Platí —v(A) = 0, tak¿e C^v je C, D^v je ¬D a A^v je ¬(C → D). Nyní staèí vzít v úvahu, ¿e {C, ¬D} ⊢ ¬(C → D) podle 1.4.(d) a 1.3.

(iii) —v(C) = 0: Platí —v(A) = 1, tak¿e C^v je ¬C a A^v je A. Tvrzení dostáváme pou¿itím C ⊢ ¬C → D (viz 1.4.(a) a 1.3.). �

1.7. Postova vìta o úplnosti. Buï A výroková formule. Pak platí ⊢ A, právì

kdy¿ |= A.

Dùkaz. Implikace ⇒ plyne z 1.1. Nechż |= A a buïte {P^v_1 , . . . , P^v_n } atomické komponenty formule A. Pro libovolné ohodnocení v platí —v(A) = 1, tak¿e {P^v_1 , . . . , P^v_n } ⊢ A podle 1.6. Buï w ohodnocení, které vźem atomickým formulím pøiøazuje stejnou hodnotu jako v s vyjímkou formule P_n, které pøiøazuje odliźnou hodnotu. Z 1.6. plyne, ¿e {P^v_1 , . . . , P^v_{n−1}, P_n} ⊢ A. Z 1.5. dostáváme {P^v_1 , . . . , P^v_{n−1}} ⊢ A. Pokraèováním v tomto postupu dojdeme k tvrzení ⊢ A. �

2. Predikátová logika

Jazyk predikátové logiky se skládá z následujících symbolù: x_1, x_2 . . . , x_n, . . . (promìnné) ¬, → (logické spojky) ∀ (kvanti˛kátor) = (rovnost) (, ) (závorky) R, . . . (symboly pro relace) f, . . . (symboly pro operace)

Zápis chápeme tak, ¿e máme mno¿inu symbolù pro relace a mno¿inu symbolù pro operace. Ka¿dému symbolu pro relace je pøiøazeno kladné celé èíslo, které se nazývá arita (nebo také èetnost) pøísluźného symbolu. Podobnì, ka¿dému symbolu pro operace je pøiøazena arita, která v tomto pøípadì je nezáporné celé èíslo. Nulární operaèní symboly se rovnì¿ nazývají konstantní symboly.

Termy de˛nujeme následovnì: (1) Ka¿dá promìnná je term.

(2) Jsou-li t_1, . . . , t_n termy a f n-ární operaèní symbol, pak f(t_1, . . . , t_n) je term. (3) Ka¿dý term vznikne koneèným poètem u¿ití pravidel (1) a (2). I v predikátové logice budeme pou¿ívat ∨, ∧, ↔ zavedené v kapitole 1. Navíc zavedeme oznaèení ∃ pro ¬∀¬. Atomické formule predikátové logiky jsou výrazy tvaru

t_i = t_j

kde t_i, t_j jsou termy nebo R(t_{i1} , . . . , t_{in} ) kde R je relaèní symbol arity n a t_{i1} , . . . t_{in} jsou termy.

Formule predikátové logiky de˛nujeme následovnì: (1) Ka¿dá atomická formule je formule.

(2) Jsou-li φ, ψ formule, pak ¬φ, φ → ψ jsou formule. (3) Je-li x_i promìnná a φ formule, pak (∀x_i)φ je formule.

(4) Koneèná posloupnost symbolù jazyka predikátové logiky je formule, právì kdy¿ vznikne koneèným poètem u¿ití pravidel (1)-(3).

Formule φ ve formuli (∀x)φ se nazývá obor kvanti˛kátoru ∀x. Promìnná x se nemusí vyskytovat v oboru kvanti˛kátoru ∀x.

Výskyt promìnné ve formuli se nazývá vázaný, pokud x je promìnnou do formule vstupujícího kvanti˛kátoru (∀x) nebo nachází-li se x v oboru kvanti˛kátoru (∀x) vstupujícího do formule. V opaèném pøípadì se výskyt promìnné ve formuli nazývá volný. Promìnná se nazývá volnou (vázanou) promìnnou formule, existuje-li její volný (vázaný) výskyt ve formuli.

Zápis t(x_1, . . . , x_n) oznaèuje, ¿e vźechny promìnné termu t jsou mezi x_1, . . . , x_n. Podobnì, φ(x_1, . . . , x_n) oznaèuje, ¿e vźechny volné promìnné formule φ jsou mezi x_1, . . . , x_n. Formule bez volných promìnných se nazývá sentence (nebo uzavøená formule).

2.1. De˛nice. Buï L jazyk predikátové logiky. Realizace M jazyka L je de˛-

nována jako neprázdná mno¿ina M spolu s n-ární relací R_M ⊆ M^n pro ka¿dý n-ární relaèní symbol z L a n-ární operací f_M : M^n → M pro ka¿dý n-ární funkèní symbol z L.

Budeme de˛novat pojem pravdivosti formule v realizaci M. Ohodnocení promìnných de˛nujeme jako zobrazení e mno¿iny promìnných do mno¿iny M.

Hodnota t[e] termu t pøi ohodnocení e se de˛nuje následovnì: (1) x[e] = e(x) pro promìnnou x (2) f(t_1, . . . , t_n)[e] = f_M(t_1[e], . . . , t_n[e]) Indukcí vzhledem k slo¿itosti termu se ovìøí, ¿e hodnota termu závisí pouze na ohodnocení promìnných, které se v termu vyskytují. Pro t(x_1, . . . , x_n) a e(x_i) = a_i budeme pøísluźnou hodnotu znaèit t[a_1, . . . , a_n].

Pravdivost formule φ v realizaci M pøi ohodnocení promìnných e se de˛nuje indukcí vzhledem ke slo¿itosti formule. Budeme ji oznaèovat M |= φ[e].

(1) Je-li φ atomická formule t_1 = t_2, pak

M |= φ[e] ⇔ t_1[e] = t_2[e]

(2) Je-li φ atomická formule R(t_1, . . . , t_n), pak M |= φ[e] ⇔ (t_1[e], . . . , t_n[e]) ∈ R_M (3) Je-li φ tvaru ¬ψ, pak

M |= φ[e] ⇔ M |= ψ[e] neplatí

(4) Je-li φ tvaru α → β, pak

M |= φ[e] ⇔ M |= α[e] implikuje M |= β[e]

(5) Je-li φ tvaru (∀x)ψ, pak M |= φ[e] ⇔ M |= ψ[v] pro libovolné ohodnocení v, které splývá s e ve vźech promìnných rùzných od x.

Øekneme, ¿e formule φ je pravdivá v M, je-li pravdivá pro vźechna ohodnocení promìnných v M. Píźeme M |= φ.

Indukcí vzhledem ke slo¿itosti formule lze snadno ukázat, ¿e pravdivost formule závisí pouze na ohodnocení jejích volných promìnných. Pro φ(x_1, . . . , x_n) a e(x_i) = a_i budeme pou¿ívat oznaèení φ[a_1, . . . , a_n]. Pøi urèení pravdivosti formule tedy vystaèíme pouze s ohodnocením koneènì mnoha promìnných. Pravdivost sentence je na ohodnocení nezávislá.

2.2. Lemma. Buï φ(x_1, . . . , x_n) formule a t_1(y_1, . . . , y_m), . . . t_n(y_1, . . . , y_m) termy

takové, ¿e ¿ádná z promìnných y_1, . . . , y_m není vázaná v φ. Buï φ(t_1, . . . , t_n) formule vzniklá dosazením termù t_i za promìnné x_i pro i = 1, . . . , n. Pak pro libovolná a_1, . . . , a_m ∈ M platí M |= φ(t_1, . . . , t_n)[a_1, . . . , a_n]] ⇔ M |= φ[t_1[a_1, . . . , a_m], . . . , t_n[a_1, . . . , a_m]] Dùkaz. Indukcí vzhledem ke slo¿itosti formule.

Buï φ formule, x_1, . . . , x_n promìnné a t_1, . . . , t_n termy. Pak φ_{x1,...,xn} (t_1, . . . , t_n) bude oznaèovat formuli vzniklou dosazením termù t_1, . . . , t_n za ka¿dý volný výskyt promìnných x_1, . . . , x_n v φ za pøedpokladu, ¿e dosazení je volné. To znamená, ¿e ¿ádná promìnná z t_1, . . . , t_n není vázaná na místì, kde je dosazena. Formule φ_{x1,...,xn} (t_1, . . . , t_n) se nazývá instance formule φ.

Mno¿ina sentencí jazyka L se nazývá teorie. Realizace jazyka L se nazývá model teorie T , jestli¿e M |= φ pro vźechna φ ∈ T . Píźeme M |= T . Formule φ se nazývá dùsledek teorie T , jestli¿e M |= φ pro ka¿dý model M teorie T . Znaèíme T |= φ. Teorie S, T se nazývají ekvivalentní, jestli¿e mají stejné dùsledky. Píźeme S ∼ T . Zøejmì S ∼ T , právì kdy¿ S a T mají stejné modely. Symbol |= φ znamená, ¿e φ je dùsledkem prázdné teorie, t.j., ¿e je pravdivá ve vźech modelech. Takové formule φ se nazývají (predikátové) tautologie.

Teorie T se nazývá sporná, pokud nemá model. V opaèném pøípadì se nazývá bezesporná. Teorie T je sporná, právì kdy¿ T |= φ pro ka¿dou formuli φ.

Buïte L_1 ⊆ L_2 jazyky predikátové logiky (inkluze znamená, ¿e libovolný relaèní (operaèní) symbol jazyka L_1 je relaèním (operaèním) symbolem jazyka L_2 stejné arity). Realizace M jazyka L_2 pak urèuje realizaci M^′ jazyka L_1 tím, ¿e zapomeneme na interpretaci relaèních (operaèních) symbolù z L_2, které nepatøí do L_1. Realizace M^′ se nazývá redukt realizace M.

2.3. Pøíklad. Jako pøíklad teorie uvedeme Peanovu aritmetiku. Její jazyk se

skládá z binárních operaèních symbolù +, ·, unárního operaèního symbolu S a nulárního operaèního symbolu 0. Teorie se skládá z následujících sentencí: (∀x)¬(0 = S(x)) (∀x)(∀y)(S(x) = S(y) → x = y) (∀x)(x + 0 = x) (∀x)(∀y)(x + S(y) = S(x + y))

(∀x)(x · 0 = 0) (∀x)(∀y)(x · S(y) = x · y + x) (∀x_1) . . . (∀x_n)[φ(0, x_1, . . . , x_n)∧(∀x_0)(φ(x_0, x_1, . . . , x_n) → φ(S(x_0), x_1, . . . , x_n)) →

(∀x_0)φ(x_0, x_1, . . . , x_n)]

kde φ(x_0, . . . , x_n) je libovolná formule daného jazyka, v ní¿ x_0 není vázaná promìnná.

Peanova aritmetika je axiomatizace teorie èísel v predikátové logice. Operace +, ·, 0 mají obvyklý význam, S je operace vzetí následníka. Axiomy 1,2,3 a 5 jsou jasné, 4 a 6 jsou rekurentní de˛nice sèítání a násobení. Poslední axiom je schema axiomù indukce. Modelem Peanovy aritmetiky je mno¿ina Z^+ nezáporných celých èísel. Tento model se nazývá standardní.

3. Axiomy predikátové logiky

Axiomy:

(A1) φ → (ψ → φ) (A2) (φ → (ψ → η)) → ((φ → ψ) → (φ → η) (A3) (¬ψ → ¬φ) → (φ → ψ) (A4) (∀x)(φ → ψ) → (φ → (∀x)ψ) pokud x není volná v φ (A5) (∀x)φ → φ_x(t) (A6) x = x x = y → t(x_1, . . . , x_{i−1}, x, x_{i+1}, . . . , x_n) = t(x_1, . . . , x_{i−1}, y, x_{i+1}, . . . , x_n) x = y → (φ(x_1, . . . , x_{i−1}, x, x_{i+1}, . . . , x_n) → φ(x_1, . . . , x_{i−1}, y, x_{i+1}, . . . , x_n)) kde t je term a φ formule.

Odvozovací pravidla: (P1) Z φ a φ → ψ plyne ψ (P2) Z φ plyne (∀x)φ.

Axiomy (A1)-(A3) jsou axiomy výrokové logiky, (A4) je axiom kvanti˛kátoru, (A5) axiom substituce a (A6) jsou axiomy rovnosti. Dále (P1) je pravidlo odlouèení (nebo také modus ponens) a (P2) je pravidlo zobecnìní.

Pojem dùkazu a dokazatelné formule se zavádí podobnì jako ve výrokové logice. Podobnì de˛nujeme T ⊢ φ. Je-li φ tautologie výrokové logiky nad mno¿inou atomických formulí jazyka predikátové logiky, pak φ je dokazatelná v predikátové logice.

3.1. Vìta o korektnosti. Buï T teorie a φ formule. Pak z T ⊢ φ plyne T |= φ.

Dùkaz. Je zøejmý.

3.2. Lemma. (Pravidlo zavedení ∀): Nechż ⊢ φ → ψ, pøièem¿ promìnná x není

volná v φ. Pak ⊢ φ → (∀x)ψ.

Dùkaz. Z pøedpokladu a (P2) plyne, ¿e (∀x)(φ → ψ). Z (A4) a (P1) dostáváme tvrzení. �

3.3. Lemma. (Pravidlo zavedení ∃): Nechż ⊢ φ → ψ, pøièem¿ promìnná x není

volná v ψ. Pak ⊢ (∃x)φ → ψ.

Dùkaz. Z pøedpokladu, výrokové logiky a (P1) plyne ⊢ ¬ψ → ¬φ. Podle 3.2 platí ⊢ ψ → (∀x)¬φ. Opìt podle výrokové logiky ¬(∀x)¬φ → ψ, co¿ je tvrzení. �

3.4. Lemma. Pro libovolnou formuli φ a term t platí φ_x(t) → (∃x)φ. Dùkaz. Podle (A5) je dokazatelná formule (∀x)¬φ → ¬φ_x(t). Výrokovou logikou je z ní dokazatelná fromule ¬¬φ_x(t) → ¬(∀x)¬φ, co¿ je tvrzení. �

3.5. Lemma. Instance dokazatelné formule je dokazatelná.

Dùkaz. Buï φ dokazatelná formule a ψ = φ_{x1,...,xn} (t_1, . . . , t_n) její instance.

(I) Pokud n = 1, pak jsou postupnì dokazatelné formule (∀x_1)φ a φ_{x1}(t). (II) V obecném pøípadì nejprve nahradíme promìnné x_1, . . . , x_n promìnnými z_1, . . . , z_n, které se nevyskytují ani v φ ani v t_1, . . . , t_n. Nahrazení se provede stejnì jak v (I). Postupným dosazováním termù t_1, . . . , t_n za promìnné z_1, . . . , z_n podle (I) dostaneme tvrzení. �

Z (A5) a (P2) plyne, ¿e pro libovolnou permutaci i_1, . . . , i_n platí ⊢ (∀x_1) . . . (∀x_n)φ ↔ (∀x_{i1}) . . . (∀x_{in} )φ Duálnì ⊢ (∃x_1) . . . (∃x_n)φ ↔ (∃x_{i1} ) . . . (∃x_{in} )φ Uzávìr φ formule φ(x_1, . . . , x_n) se de˛nuje jako (∀x_1) . . . (∀x_n)φ. Platí (1) ⊢ φ ↔ φ . 3.6. Lemma. Je-li formule φ → ψ dokazatelná, pak jsou dokazatelné i formule (∀x)φ → (∀x)ψ a (∃x)φ → (∃x)ψ. Dùkaz. První tvrzení získáme pomocí (A5) a 3.2: (∀x)φ → φ, φ → ψ, (∀x)φ → ψ, (∀x)φ → (∀x)ψ. Duálnì (t.j., pomocí 3.4 a 3.3) získáme druhé tvrzení. �

3.7. Vìta o ekvivalenci. Nechż formule φ^′ vznikne z formule φ nahrazením nìk-

terých podformulí ψ formulemi ψ^′ takovými, ¿e formule ψ ↔ ψ^′ jsou dokazatelné. Pak formule φ ↔ ψ je dokazatelná.

Dùkaz. Provede se indukcí vzhledem ke slo¿itosti formule.

3.8. Vìta o konstantách. Buï T teorie jazyka L a φ(x_1, . . . , x_n) formule jazyka

L. Nechż jazyk L^′ vznikne pøidáním k L nových konstantních symbolù c_1, . . . , c_n. Pak platí T ⊢ φ(c_1, . . . , c_n) ⇔ T ⊢ φ. Dùkaz. Z T ⊢ φ plyne T ⊢ φ(c_1, . . . , c_n) podle 3.5. Naopak, nechż T ⊢ φ(c_1, . . . , c_n). Buïte y_1, . . . , y_n promìnné, které se nevyskytují v pøísluźném dùkazu. Nahradímeli v tomto dùkazu c_i v¿dy y_i, dostaneme tvrzení. �

Znamená to, ¿e novì pøidané konstanty se chovají jako promìnné.

3.9. Vìta o dedukci. Buï T teorie, φ sentence a ψ formule. Pak platí T, φ ⊢ ψ ⇔ T ⊢ φ → ψ . Dùkaz. Je stejný jako pro výrokovou logiku. Je tøeba pouze navíc uvá¿it pøípad, ¿e v dùkazu φ_1, . . . φ_n, formule ψ z T, φ se vyskytne pravidlo zobecnìní. V tomto pøípadì je φ_i tvaru (∀x)(φ_j ) pro nìjaké j < i ≤ n. Z indukèního pøedpokladu víme, ¿e T ⊢ φ → φ_j , tak¿e T ⊢ (∀x)(φ → φ_j ) podle (P2). Ponìvad¿ φ je sentence, z (A4) plyne, ¿e T ⊢ φ → (∀x)φ_j, t.j., T ⊢ φ → φ_i, co¿ jsme chtìli dokázat. �

Teorie T se nazývá sporná, pokud existuje sentence φ taková, ¿e T ⊢ φ i T ⊢ ¬φ. V opaèném pøípadì se T nazývá bezesporná. Je zøejmé, ¿e pro spornou teorii T platí T ⊢ ψ pro libovolnou formuli ψ. Staèí uvá¿it, ¿e z výrokové logiky plyne, ¿e formule (φ ∧ ¬φ) → ψ.

3.10. Dùsledek. Buï T teorie a φ sentence. Pak teorie T ∪ {φ} je sporná, právì

kdy¿ platí T ⊢ ¬φ.

Dùkaz. Je-li teorie T ∪ {φ} sporná, pak platí T, φ ⊢ ¬φ, tak¿e T ⊢ φ → ¬φ podle vìty o dedukci. Tedy T ⊢ ¬φ podle 1.4.(e). Opaèná implikace je zøejmá. �

3.11. Vìta o redukci. Buï T teorie a φ formule. Pak T ⊢ φ, právì kdy¿

existují sentence φ_1, . . . φ_n ∈ T tak, ¿e formule φ_1 → (φ_2 → . . . (φ_n → φ) . . . ) je dokazatelná.

Dùkaz. Dostateènost je zøejmá. Nechż T ⊢ φ a buïte φ_1, . . . φ_n vźechny formule z T , které se vyskytují v dùkazu φ z T . Pak platí φ_1, . . . φ_n ⊢ φ, tak¿e tvrzení plyne z 3.9. �

Tento výsledek redukuje dokazatelnost vzhledem k T na dokazatelnost v predikátové logice. Nedává vźak návod, jak nalézt formule φ_1, . . . φ_n. Vźechny dosud uvedené výsledky platí i pro predikátovou logiku bez rovnosti. Závìrem doká¿eme, ¿e rovnost je i symetrická a tranzitivní

3.12. Lemma. Platí ⊢ x = y → y = x ⊢ x = y ∧ y = z → x = z. Dùkaz. Dosazením do formule x_1 = x podle tøetího axiomu rovnosti dostáváme ⊢ x = y → (x = x → y = x). Z prvního axiomu rovnosti a výrokové logiky plyne symetrie rovnosti.

Dosazením do formule x_1 = z podle tøetího axiomu rovnosti dostáváme ⊢ y = x → (y = z → x = z). Ze symetrie rovnosti a výrokové logiky plyne tranzitivita rovnosti. �

4. Vìta o úplnosti

Teorie T jazyka L se nazývá Henkinova, jestli¿e pro libovolnou sentenci (∃x)φ jazyka L platí T ⊢ (∃x)φ → φ_x(c) pro nìjakou konstantu c.

Libovolná Henkinova teorie obsahuje aspoò jednu konstantu c (danou sentencí (∃x)(x = x)).

Teorie T se nazývá úplná, je-li bezesporná a pro libovolnou sentenci φ jazyka L platí buï T ⊢ φ nebo T ⊢ ¬φ.

4.1. Lemma. Libovolná úplná Henkinova teorie má model.

Dùkaz. Buï C mno¿ina vźech termù bez volných promìnných jazyka L. Polo¿me

t_1 ∼ t_2 ⇔ T ⊢ t_1 = t_2

Z (A6), 3.12 a (A5) plyne, ¿e ∼ je relace ekvivalence. Buï M = C\ ∼. Znaèíme t = {s ∈ C\s ∼ t}. Pro n-ární relaèní symbol R polo¿íme (t_1, . . . , t_n) ∈ R_M ⇔ T ⊢ R(t_1, . . . , t_n) Podobnì, pro n-ární operaèní symbol f polo¿íme

f_M(t_1, . . . , t_n) = f(t_1, . . . , t_n)

Z (A6) a (A5) plyne, ¿e de˛nice nezále¿í na volbì reprezentantù. Pro libovolný term t ∈ C zøejmì platí t_M = t. Uká¿eme, ¿e pro vzniklou realizaci M platí (1) M |= φ ⇔ T ⊢ φ pro libovolnou sentenci φ. Odsud plyne, ¿e M je model teorie T .

Dùkaz povedeme indukcí vzhledem k délce sentence φ. Ponìvad¿ T obsahuje aspoò jednu konstantu, nejkratźí sentence jsou atomické sentence. Je-li φ atomická formule tvaru t_1 = t_2, pak M |= t_1 = t_2 platí, právì kdy¿ t_1 = t_2, co¿ nastane, právì kdy¿ T ⊢ t_1 = t_2. Je-li φ atomická sentence tvaru R(t_1, . . . , t_n), pak M |= R(t_1, . . . , t_n), právì kdy¿ (t_1, . . . , t_n) ∈ R_M, co¿ nastane, právì kdy¿ T ⊢ R(t_1, . . . , t_n). Pøedpokládejme, ¿e (1) platí pro vźechny sentence kratźí ne¿ φ. Uká¿eme, ¿e pak (1) platí pro φ, èím¿ bude dùkaz ukonèen. Mohou nastat následující mo¿nosti:

a) φ je tvaru ¬ψ: Pak platí M |= φ, právì kdy¿ neplatí M |= ψ, co¿ podle indukèního pøedpokladu nastane, právì kdy¿ neplatí T ⊢ ψ. Z úplnosti teorie T plyne, ¿e to nastane, právì kdy¿ platí T ⊢ ¬ψ, co¿ je toté¿ jako T ⊢ φ.

b) φ je tvaru ψ ∧ η: Pak platí M |= φ, právì kdy¿ platí M |= ψ, η. Podle indukèního pøedpokladu to nastane, právì kdy¿ T ⊢ ψ, η, t.j., právì kdy¿ T ⊢ φ.

c) φ je tvaru (∃x)ψ: Pak platí M |= φ, právì kdy¿ M |= ψ[t] pro nìjaké t. Ponìvad¿ term t se v M interpretuje jako t, platí M |= ψ(t). Ponìvad¿ formule ψ(t) je kratźí ne¿ (∃x)ψ, z indukèního pøedpokladu plyne, ¿e T ⊢ ψ(t). Z lemmatu 3.4 plyne, ¿e T ⊢ (∃x)ψ. Tedy T ⊢ φ. Naopak, nechż platí T ⊢ φ. Ponìvad¿ teorie T je Henkinova, existuje konstanta c taková, ¿e T ⊢ ψ(c). Ponìvad¿ formule ψ(c) je kratźí ne¿ (∃x)ψ, z indukèního pøedpokladu plyne, ¿e platí M |= ψ(c). Tedy M |= ψ[c], tak¿e M |= φ. �

4.2. Lemma. Teorie T je bezesporná, právì kdy¿ ka¿dá její koneèná podmno¿ina

je bezesporná.

Dùkaz. Nutnost je zøejmá a dostateènost ihned plyne z toho, ¿e dùkaz je koneèná posloupnost formulí. �

4.3. Lindenbaumova vìta. Pro libovolnou bezespornou teorii T existuje úplná

teorie S ⊇ T se stejným jazykem.

Dùkaz. Z lemmatu 4.2 plyne, ¿e sjednocení øetìzce bezesporných teorií je bezesporná teorie. Podle Zornova lemmatu (aplikovaného na mno¿inu bezesporných teorií daného jazyka uspoøádanou mno¿inovou inkluzí) existuje maximální bezesporná teorie S ⊇ T . Uká¿eme, ¿e S je hledaná úplná teorie. Buï φ sentence taková, ¿e neplatí S ⊢ φ. Pak φ /∈ S, tak¿e S ∪ {φ} je sporná teorie. Z dùsledku vìty o dedukci plyne, ¿e S ⊢ ¬φ. Tím jsme ukázali, ¿e S je úplná teorie. �

4.4. Gödelova vìta. Teorie je bezesporná, právì kdy¿ má model.

Dùkaz. Má-li teorie T model, pak je zøejmì bezesporná. Buï T bezesporná teorie jazyka L. Nejprve rozźíøíme T na Henkinovu teorii. Polo¿me L_0 = L a T_0 = T . Pøedpokládejme, máme jazyk L_n a teorii T_n, kde 0 ≤ n. Pro libovolnou sentenci ψ tvaru (∃x)φ jazyka L_n pøidáme k L_n nový konstantní symbol c_ψ a k T_n novou semtenci (∃x)φ → φ_x(c_ψ). Tím vznikne nový jazyk L_{n+1} a nová teorie T_{n+1}. Polo¿me L_∞ = ⋃ 0≤n L_n a T_∞ = ⋃ 0≤n T_n. Zøejmì T_∞ je Henkinova teorie jazyka L_∞.

Doká¿eme, ¿e T_∞ je bezesporná teorie. Ponìvad¿ sjednocení øetìzce bezesporných teorií je bezesporná teorie, staèí ukázat, ¿e pøidáním nové konstanty c jazyku J a sentence (∃x)φ → φ_x(c) (kde φ je formule jazyka J) k bezesporné teorii S jazyka J vznikne opìt bezesporná teorie. Pøedpokládejme, ¿e tomu tak není. Pak podle 3.10 platí S ⊢ ¬((∃x)φ → φ(c)). Tedy S ⊢ ¬(¬(∃x)φ ∨ φ(c)), t.j. S ⊢ (∃x)φ ∧ ¬φ(c). Z 3.8 plyne, ¿e S ⊢ (∃x)φ ∧ ¬φ(x). Tedy S ⊢ (∃x)φ, ¬φ(x), tak¿e S ⊢ (∃x)φ, (∀)¬φ, co¿ znamená S ⊢ (∃x)φ, ¬(∃x)φ. Dostáváme spor.

Sestrojili jsme bezespornou Henkinovu teorii T_∞ ⊇ T jazyka L_∞ ⊇ L. Z 4.3 plyne existence úplné teorie T_∗ jazyka L_∞ takové, ¿e T_∞ ⊆ T_∗. Zøejmì T_∗ je Henkinova teorie. Podle lemmatu 4.1 má tato teorie model M. Jeho redukt v L je modelem teorie T . �

4.5. Poznámka. Dokonce jsme dokázali, ¿e bezesporná teorie jazyka L má model

mohutnosti ≤ max{|L|, ℵ_0} neboż

|M| ≤ poèet termù jazyka L_∞ ≤ poèet formulí jazyka L.

Zejména bezesporná teorie koneèného jazyka má spoèetný model.

4.6. Gödelova vìta o úplnosti. Pro libovolnou formuli φ platí ⊢ φ, právì kdy¿ |= φ. Dùkaz. Nutnost plyne z vìty 3.1. Ze vztahu (1) pøedeźlé kapitoly plyne, ¿e dostateènost staèí dokázat pro sentence. Buï tedy φ sentence taková, ¿e platí |= φ. Pøedpokládejme, ¿e ⊢ φ neplatí. Z 3.10 plyne, ¿e {¬φ} je bezesporná teorie, tak¿e má model. Tedy neplatí |= φ. �

Zcela analogicky se doká¿e, ¿e pro libovolnou teorii T a libovolnou formuli φ platí T ⊢ φ ⇔ T |= φ. (Plyne to ostatnì z právì dokázané vìty a vìty 3.11.)

5. Vìta o kompaktnosti 5.1. Vìta o kompaktnosti. Teorie má model, právì kdy¿ ka¿dá její koneèná

podmno¿ina má model. Dùkaz. Plyne z 4.4 a 4.2.

5.2. Dùsledek. Buï T teorie taková, ¿e pro libovolné pøirozené èíslo n existuje

model teorie T mající aspoò n prvkù. Pak T má nekoneèný model. Dùkaz. Buï L jazyk teorie T . Nechż jazyk L_1 vznikne pøidáním nových konstantních symbolù c_1, . . . , c_n, . . . . Buï T_1 teorie jazyka L_1 vzniklá pøidáním sentencí c_i ≠ c_j , i < j k T . Staèí ukázat, ¿e teorie T_1 má model. Jeho redukt v L je toti¿ hledaným nekoneèným modelem teorie T .

Buï S ⊆ T_1 koneèná podmno¿ina. Existuje n takové, ¿e vźechny novì pøidané konstanty obsa¿ené v sentencích z S jsou mezi c_1, . . . , c_n. Podle pøedpokladu existuje model M teorie T mající aspoò n prvkù. Tedy existují navzájem rùzné prvky a_1, . . . , a_n ∈ M. Polo¿íme-li (c_i)_M = a_i, dostaneme model teorie S (chápané v jazyce L ∪ {c_1, . . . , c_n}). Z vìty o kompaktnosti plyne, ¿e teorie T_1 má model. �

5.3. Löwenheim-Skolemova vìta. Má-li teorie jazyka L nekoneèný model, pak

má model libovolné mohutnosti ≥ max{|L|, ℵ_0}.

Dùkaz. Buï T teorie jazyka L s nekoneèným modelem M. Buï n ≥ max{|L|, ℵ_0} kardinální èíslo. Nechż jazyk L_1 vznikne pøidáním nových konstantních symbolù c_i, i ∈ I, kde I je mno¿ina mohutnosti n. Nechż T_1 vznikne pøidáním sentencí c_i ≠ c_j, i ≠ j, i, j ∈ I k T . Je-li S ⊆ T_1 koneèná podmno¿ina, pak M je model S pokud konstantní symboly c_i vyskytující se v S interpretujeme jako navzájem rùzné prvky v M (to lze neboż takových c_i je koneènì mnoho). Z vìty 5.1 plyne, ¿e teorie T_1 má model. Z poznámky 4.5 plyne, ¿e T_1 má model mohutnosti ≤ n. Ponìvad¿ libovolný model teorie T_1 má ≥ n prvkù, platí |M| = n. Redukt M v L je tedy hledaný model teorie T o n prvcích. � Realizace M_1, M_2 jazyka L se nazývají izomorfní, jestli¿e existuje bijekce h :

M_1 → M_2 taková, ¿e (a_1, . . . , a_n) ∈ R_{M1} ⇔ (h(a_1), . . . , h(a_n)) ∈ R_{M2} h(f_{M1} (a_1, . . . , a_n)) = f_{M2} (h(a_1), . . . , h(a_n)) pro libovolný relaèní symbol R a libovolný operaèní symbol f jazyka L. Znaèíme M_1 ∼= M_2. Zobrazení h se nazývá izomor˛smus.

5.4. Poznámka. Existuje bezesporná teorie, její¿ vźechny modely jsou izomorfní.

Staèí uva¿ovat jazyk bez relaèních a operaèních symbolù a sentenci (∃x_1, . . . , x_n)[(∀x)( n⋁ i=1 x_i = x) ∧ ⋀ i≠j ¬(x_i = x_j ))]

kde n je pøirozené èíslo. Tato sentence má, a¿ na izomor˛smus, jediný model a sice mno¿inu o n prvcích.

Z 5.3 plyne, ¿e neexistuje teorie, která by mìla, a¿ na izomor˛smus, jediný nekoneèný model. Zejména Peanova aritmetika nutnì má nestandardní modely, t.j., modely, které nejsou izomorfní Z^+.

6. Úplné teorie

Buï M realizace jazyka L. Symbolem T (M) budeme znaèit mno¿inu vźech sentencí jazyka L takových, ¿e M |= φ. Realizace M_1, M_2 se nazývají elementárnì ekvivalentní, jestli¿e T (M_1) = T (M_2). Znaèíme M_1 ≡ M_2.

6.1. Vìta. Teorie T je úplná, právì kdy¿ je bezesporná a libovolné dva její modely

jsou elementárnì ekvivalentní.

Dùkaz. Buï T úplná teorie a M_1, M_2 její modely. Buï φ sentence taková, ¿e platí M_1 |= φ. Tedy nemù¿e platit T ⊢ ¬φ. Ponìvad¿ T je úplná teorie, platí T ⊢ φ, tak¿e M_2 |= φ. Odsud plyne, ¿e libovolné dva modely teorie T jsou elementárnì ekvivalentní.

Naopak, buï T bezesporná teorie, její¿ libovolné dva modely jsou elementárnì ekvivalentní. Buï φ sentence taková, ¿e neplatí T ⊢ ¬φ. Pak M |= φ platí pro libovolný model M teorie T , tak¿e T |= φ. Z 4.6 plyne, ¿e T ⊢ φ. Tedy teorie T je úplná. �

6.2. Vìta. Teorie T je úplná, právì kdy¿ existuje realizace M taková, ¿e T je

ekvivalentní T (M).

Dùkaz. Teorie T (M) je zøejmì úplná pro libovolnou realizaci M. Buï T úplná teorie a M její model. Ponìvad¿ T ⊆ T (M), libovolný model teorie T (M) je modelem teorie T . Z vìty 6.1 plyne, ¿e libovolný model teorie T je modelem teorie T (M). Tedy teorie T a T (M) jsou ekvivalentní. �

6.3. Vìta. Libovolné dvì izomorfní realizace jsou elementárnì ekvivalentní.

Dùkaz. Buï h : M_1 → M_2 izomor˛smus. Indukcí vzhledem ke slo¿itosti formule se ovìøí, ¿e platí

M_1 |= φ[a_1, . . . , a_n] ⇔ M_2 |= φ[h(a_1), . . . , h(a_n)]

pro libovolnou formuli φ. (De˛nice izomor˛smu dává právì uvedený vztah pro atomické formule.) Odsud ji¿ plyne, ¿e M_1 ≡ M_2 (zvolíme-li za φ sentenci). �

Z 5.3 plyne, ¿e existují elementárnì ekvivalentní modely, které nejsou izomorfní. V opaèném pøípadì by úplná teorie nemohla mít nekoneèný model, co¿ odporuje vìtì 6.2.

6.4. Vìta. Dvì koneèné realizace jsou elementárnì ekvivalentní, právì kdy¿ jsou

izomorfní.

Dùkaz. Pøedpokládejme nejprve, ¿e jazyk L je koneèný a buï M koneèná realizace jazyka L; nechż M = {a_1, . . . , a_n}. Uká¿eme, ¿e existuje sentence φ taková, ¿e pro libovolnou realizaci N jazyka L platí N |= φ ⇔ N ∼= M. V 5.3 jsme nalezli sentenci øíkající, ¿e model má právì n prvkù. Lze ji doplnit popisem interpretace relaèních a operaèních symbolù. K tomu potøebujeme pøedpoklad, ¿e jazyk L je koneèný. Pøedvedeme to na pøíkladì jazyka L, který má jediný binární relaèní symbol R: (∃x_1, . . . , x_n)[(∀x)φ ∧ ⋀ (ai,aj)∈RM R(x_i, x_j ) ∧ ⋀ (ai,aj)/∈RM ¬R(x_i, x_j )]

kde φ je formule v kulatých závorkách (po (∀x)) v 5.3.)

Je-li nyní N realizace jazyka L elementárnì ekvivalentní s M, pak N |= φ, t.j., N ∼= M. Buï nyní L libovolný jazyk a M_1, M_2 dvì elementárnì ekvivalentní koneèné realizace jazyka L. Pro libovolnou koneènou podmno¿inu K ⊆ L (tím rozumíme, ¿e K je koneèná mno¿ina relaèních a operaèních symbolù z L) buï X_K mno¿ina vźech bijekcí h : M_1 → M_2 zachovávajících vźechny relaèní a operaèní symboly z K (to znamená, vztah z de˛nice izomor˛smu platí pro R a f z K). Z první èásti dùkazu plyne, ¿e X_K ≠ ∅. Dále zøejmì platí X_{K1} ⊆ X_{K2} pro K_2 ⊆ K_1. Uká¿eme, ¿e existuje h ∈ ⋂ K X_K ≠ ∅. Pak h je hledaný izomor˛smus M_1 a M_2.

Pøedpokládejme, ¿e ⋂ K X_K = ∅. Ponìvad¿ existuje pouze koneènì mnoho bijekcí

h : M_1 → M_2 a pro libovolnou takovou bijekci h existuje koneèná podmno¿ina K_h ⊆ L taková, ¿e h /∈ X_{Kh} , pro K = ⋃ h X_{Kh} platí X_K = ∅, co¿ není mo¿né. �

Buï n kardinální èíslo. Teorie T se nazývá n-kategorická, pokud vźechny její modely mohutnosti n jsou izomorfní a pøitom má model mohutnosti n.

6.5. Los-Vaughtova vìta. Buï T bezesporná teorie jazyka L, která nemá

koneèné modely a je n-kategorická pro nìjaké n ≥ max{|L|, ℵ_0}. Pak T je úplná.

Dùkaz. Vzhledem k vìtì 6.1 staèí ukázat, ¿e libovolné dva modely M_1, M_2 teorie T jsou elementárnì ekvivalentní. Podle pøedpokladu jsou oba modely nekoneèné. Z 5.3. plyne, ¿e existuje model M^′_1 teorie T (M_1) mohutnosti n a model M^′_2 teorie T (M_2) mohutnosti n. Ponìvad¿ T je n-kategorická, platí M_1 ∼= M_2. Z vìty 6.3 (a tranzitivity relace elementární ekvivalence) plyne, ¿e M_1 ≡ M_2. �

Právì dokázaná vìta uvádí dostateènou podmínkou pro úplnost teorie. Libovolná úplná teorie je samozøejmì bezesporná. Má-li úplná teorie koneèný model M, pak z vìt 6.1 a 6.4 plyne, ¿e, a¿ na izomor˛smus, M je jediný model teorie T . Tedy "zajímavé" úplné teorie nemají koneèné modely.

6.6. Pøíklad. Uká¿eme, ¿e teorie hustého lineárního uspoøádání bez nejmenźího

a nejvìtźího prvku je úplná. Zøejmì se jedná o bezespornou teorii bez koneèných modelù. Hausdor¸ova vìta tvrdí, ¿e tato teorie je ℵ_0-kategorická. Z 6.5 plyne, ¿e je úplná.

Z vìty 6.1 nyní plyne, ¿e uspoøádané mno¿iny Q a R jsou elementárnì ekvivalentní. Pøitom nejsou izomorfní neboż mají rùznou mohutnost.

7. Elementární tøídy

Sentence se nazývá univerzální, je-li tvaru (∀x_1, . . . , x_n)φ kde φ neobsahuje ¿ádné kvanti˛kátory. Teorie slo¿ená z univerzálních sentencí se nazývá univerzální.

Pøíklady 7.1. (1) Teorie grup je univerzální teorie. Pøipomeòme, ¿e se jedná o

teorii jazyka obsahujícího binární funkèní symbol ·, unární funkèní symbol^{−1} a nulární funkèní symbol 1, která se skládá ze sentencí (∀x, y, z)(x · (y · z) = (x · y) · z)) (∀x)(x · x^{−1} = 1) (∀x)(x^{−1} · x = 1) (∀x)(x · 1 = x) (∀x)(1 · x = x). (2) Teorie komutativních okruhù s jednièkou je univerzální teorie. Pøipomeòme, ¿e se jedná o teorii jazyka obsahujícího binární funkèní symboly +, ·, unární funkèní symbol − a nulární funkèní symboly 0, 1, která se skládá ze sentencí (∀x, y, z)(x + (y + z) = (x + y) + z)) (∀x)(x + (−x) = 0) (∀x)(x + 0 = x) (∀x, y)(x + y = y + x) (∀x, y, z)(x · (y · z) = (x · y) · z)) (∀x)(x · 1 = x) (∀x)(1 · x = x) (∀x, y)(x · y = y · x) (∀x, y, z)(x · (y + z) = (x · y) + (x · z).

(3) Teorie oborù integrity je univerzální teorie. Jedná se o teorii jazyka komutativních okruhù s jednièkou, která, kromì sentencí této teorie, obsahuje sentence ¬(0 = 1) (∀x, y)(x · y = 0 → (x = 0 ∨ y = 0)).

(4) Teorie uspoøádaných mno¿in je univerzální teorie. Pøipomeòme, ¿e se jedná o teorii jazyka obsahujícího binární relaèní symbol ≤, která se skládá ze sentencí (∀x, y, z)(x ≤ y ∧ y ≤ z → x ≤ z) (∀x, y)(x ≤ y ∧ y ≤ x → x = y) (∀x)(x ≤ x). (5) Teorie lineárnì uspoøádaných mno¿in je univerzální teorie. Jedná se o teorii stejného jazyka jako teorie uspoøádaných mno¿in, která navíc obsahuje sentenci (∀x, y)(x ≤ y ∨ y ≤ x).

Buï M realizace jazyka L s nosnou mno¿inou M. Øekneme, ¿e realizace N jazyka L s nosnou mno¿inou N je podrealizace realizace M, jestli¿e N ⊆ M, pro libovolný n-ární relaèní symbol jazyka L platí R_N = N^n ∩ R_M a pro libovolný n-ární funkèní symbol jazyka L platí, ¿e f_N je zú¿ení f_M na N^n.

Lemma 7.2. Buï T univerzální teorie, M model teorie T a N podrealizace real-

izace M. Pak N je model teorie T . Dùkaz. Je zøejmý.

Øíkáme, ¿e univerzální teorie je uzavøená na podmodely. Lze dokázat, ¿e platí obrácené tvrzení: Libovolná teorie uzavøená na podmodely je ekvivalentní univerzální teorii.

Univerzální Hornova sentence je de˛nována jako sentence tvaru (∀x_1, . . . , x_n)(φ → ψ), kde φ je konjunkce atomických formulí a ψ je atomická fromule nebo jako sentence tvaru (∀x_1, . . . x_n)¬φ, kde φ je konjunkce atomických formulí. Univerzální Hornova teorie je de˛nována jako teorie slo¿ená z univerzálních Hornových sentencí.

Pøíklady 7.3. (1) Teorie grup a teorie komutativních okruhù s jednièkou jsou

univerzální Hornovy teorie. Toti¿ libovolnou rovnost t_1 = t_2, kde t_1 a t_2 jsou termy v promìnných x_1, . . . , x_n, lze napsat jako univerzální Hornovu sentenci (∀x, x_1, . . . , x_n)(true → t_1 = t_2), kde true je prázdná konjunkce atomických formulí.

(2) Teorie oborù integrity není univerzální Hornova teorie. Sentence ¬(0 = 1) je sice univerzální Hornova, ale axiom neexistence dìlitelù nuly není univerzální Hornova sentence (a ani nelze nahradit univerzální Hornovou sentencí).

(3) Teorie uspoøádaných mno¿in je univerzální Hornova teorie, zatímco teorie lineárnì uspoøádaných mno¿in není univerzální Hornova teorie.

Buïte M_i, i ∈ I realizace jazyka L. Souèin ∏ i∈I M_i de˛nujeme jako realizaci M

s nosnou mno¿inou M = ∏ i∈I M_i takovou, ¿e

(a_1, . . . , a_n) ∈ R_M ⇔ (a_{1i}, . . . , a_{ni}) ∈ R_{Mi} pro vźechna i ∈ I f_M(a_1, . . . , a_n) = (f_{Mi} (a_{1i}, . . . , a_{ni}))_{i∈I} kde a_j = (a_{ji})_{i∈I} ∈ M, j = 1, . . . , n.

Lemma 7.4. Buï T univerzální Hornova teorie a M_i modely teorie T pro i ∈ I. Pak ∏ i∈I M_i je model teorie T .

Dùkaz. Je zøejmý.

Øíkáme, ¿e T je uzavøená na souèiny. Lze ukázat, ¿e libovolná teorie uzavøená na podmodely a souèiny je ekvivalentní univerzální Hornovì teorii. Z 7.4 plyne, ¿e obory integrity nelze popsat pomocí univerzální Hornovy teorie neboż souèin oborù integrity není obor integrity. Podobnì pro lineárnì uspoøádané mno¿iny.

Sentence se nazývá pozitivní, pokud lze vytvoøit z atomických formulí pomocí ∧, ∨, ∀, ∃. Teorie se nazývá pozitivní, pokud je slo¿ená z pozitivních sentencí.

Pøíklady 7.5. (1) Teorie grup a komutativních okruhù s jednièkou jsou pozitivní

teorie.

(2) Teorie oborù integrity, uspoøádaných mno¿in a lineárnì uspoøádaných mno¿in nejsou pozitivní.

Homomor˛smus realizací h : M_1 → M_2 jazyka L je de˛nován jako zobrazení h : M_1 → M_2 nosných mno¿in takové, ¿e

(a_1, . . . , a_n) ∈ R_{M1} ⇒ (h(a_1), . . . , h(a_n)) ∈ R_{M2} ,

h(f_{M1} (a_1, . . . , a_n)) = f_{M2} (h(a_1), . . . , h(a_n))

pro libovolný n-ární relaèní symbol R a libovolný n-ární funkèní symbol f jazyka L.

Lemma 7.6. Buï T pozitivní teorie a h : M_1 → M_2 surjektivní homomor˛smus.

Pokud M_1 je model teorie T , pak M_2 je model teorie T .

Dùkaz. Je zøejmý

Øíkáme, ¿e T je uzavøená na homomorfní obrazy. Lze ukázat, ¿e libovolná teorie uzavøená na homomorfní obrazy je ekvivalentní pozitivní teorii. Odsud vyplývá, ¿e obory integrity nelze popsat pomocí pozitivní teorie. Podobnì pro uspoøádané mno¿iny.

Jediné pozitivní univerzální Hornovy sentence jsou konjunkce atomických sentencí. Tedy pozitivní univerzální Hornovy teorie jsou ekvivalentní teoriím slo¿eným z atomických sentencí. Pokud jazyk L neobsahuje relaèní symboly, pak atomické sentence jsou právì rovnosti, t.j. sentence tvaru t_1 = t_2, kde t_1, t_2 jsou termy. Teorie, její¿ sentence jsou rovnosti, se nazývá ekvacionální. Ekvacionální teorie je uzavøená na podmodely, souèiny a homomorfní obrazy. Obrácenì, pokud jazyk L obsahuje pouze funkèní symboly, pak libovolná tøída realizací uzavøená na podmodely, souèiny a homomorfní obrazy lze axiomatizovat pomocí ekvacionální teorie.

Tøída E realizací jazyka L se nazývá elementární, pokud existuje teorie T taková, ¿e E se skládá právì z modelù teorie T . Libovolná elementární tøída je uzavøená na elementární ekvivalence, t.j. pokud M ∈ E a N ≡ M, pak N ∈ E. To k charakterizaci elementárních tøíd nestaèí. Lze zavést tzv. ultrasouèiny a ukázat, ¿e elementární tøídy jsou právì tøídy uzavøené na elementární ekvivalence a ultrasouèiny.