ALGEBRA 3

J. ROSICKY

1. KATEGORIE

Definice 1.1. Kategorie K se sklada z tfidy objekti ob(K) a z tiidy morfismu
mor(K). Kazdy morfismus f ma urceny zdrojovy objekt K a cilovy objekt L.
Zmnacime f : K — L a fikdme. ze f je morfismus z K do L. Pro libovolnou dvojici
objektu K, L morfismy z K do L tvoif mnozinu K(K, L). Pro libovolny objekt K
mame morfismus idx : K — K nazyvany identita na K.

Pro libovolnou trojici objektu K, L, M mame definovanou operaci skladani mor-
fismu

K(K,L) x K(L,M) — K(K, M)
Slozeni morfismu f: K — Lag: L — M znacime g- f : K — M. Skladani morfismu
je asociativni, t.j.
h-(g-f)=(h-g)-f
pro libovolnd f : K — L, g : L —- M a h : M — N. Konectné, pro libovolny
morfismus f : K — L plati

fridg = f=idg-f.

Piiklady 1.2. (1) Kategorie mnozin Set ma za objekty mnoziny a za morfismy
zobrazeni.

(2) Kategorie komutativnich grup Ab ma za objekty komutativni grupy a za mor-
fismy homomorfismy.

(3) Kategorie vektorovych prostori Vectr ma za objekty vektorové prostory nad
télesem T a za morfismy linedrni zobrazeni.

(4) Kategorie usporadanych mnozin Pos m4 za objekty usporadané mnoziny a za
morfismy izotonni zobrazeni.

(5) Kategorie Met metrickych prostort mé za objekty metrické prostory a za mor-
fismy spojita zobrazeni. Také mame kategorii Met; metrickych prostoru a kontrakei.

(6) Libovolny monoid M urcuje kategorii s jedinym objektem a mnozinou morfismu
M.

(7) Libovolna uspofadand mnozina P urcuje kategorii s mnozinou objektu P. Pro
p,q € P je P(p,q) jednoprvkovd mnozina polud p < ¢ a prazdnd mnozina jinak.

(8) Kategorie K se nazyva mald pokud ob(K) je mnozina.
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Definice 1.3. Dudlni kategorie K°P ke kategorii I ma stejné objekty jako K a
KP(K.L)=K(L.K).

Definice 1.4. Morfismus f : K — L se nazyva izomorfismus pokud existuje morfis-
mus g : L — K takovy ze g - f =idg a f-g =idy.

Objekty K, L se nazyvaji izomorfni, pokud existuje izomorfismus K — L. Znacime
K=>L.
Piiklady 1.5. Izomorfismy v Set jsou bijekce. Izomorfismy v Ab, Vectp a Pos
jsou obvyklé izomorfismy. Izomorfismy v Met jsou homeomorfismy, izomorfismy v
Met; jsou izometrické bijekce.

Je-li M monoid, pak izomorfismy jsou invertibilni prvky. Je-li P uspoifddand
mnozina, pak izomorfismy jsou pouze identity.

Definice 1.6. Objekt [ kategorie K se nazyva inicidlni, pokud pro libovolny objekt
K kategorie K existuje pravé jeden morfismus I — K.

Dualné, objekt T se nazyva termindlni, pokud pro libovolny objekt K existuje
pravé jeden morfismus K — T

Piiklady 1.7. Inicidlni objekt v Set je (), termindlni objekt je jednoprvkovd mnozina.
Podobné v Pos, Met a Met;. Inicialni a zaroven terminalni objekt v Ab je jedno-
prvkova grupa, podobné v Vectp.

Pokud ma monoid M vice nez jeden prvek, prislusna kategorie neméd ani inicialni,
ani termindlni objekt. Inicidlni objekt v usporddané mnoziné P je nejmensi prvek a
terminalni objekt je nejvetsi prvek.

Véta 1.8. Libovolné dva inicialni objekty kategories IC jsou izomorfni.

Dukaz. Budte I3, [, inicidlni v K. Pak existuje jediny morfismus f : I} — I
a jediny morfismus g : Iy — I;. Ponévadz I; je inicidlni, g - f = id;. Podobné
f-g=1idy,, takze f je izomorfismus. [

Duélné, libovolné dva termindlni objekty kategorie I jsou izomorfni.

Definice 1.9. Budte K a £ kategorie. Funktor F : K — L piifazuje kazdému
objektu K kategorie K objekt F(K) kategorie £ a kazdému morfismu f : K — Ko
kategorie K morfismus F'(f) : F(K;) — F(K,) kategorie £ tak, ze
(1) F(g-f) = Fl(g) - F(f) pro libovolné morfismy f: K3 — Ky a g: Ky — K3
kategorie K,
(2) F(idg) = idpk) pro libovolny objekt K kategorie .

Priklady 1.10. (1) Zapominagjici funktor U : Ab — Set prirazuje kazdé komutativni
grupé K jeji nosnou mnozinu U(K) a kazdému homomorfismu f : K; — K, jeho
nosné zobrazeni U(f) : U(K;) — U(Ky).
Podobné mame zapominajici funktory kategorii Vectp, Pos, Met a Met; do Set.
(2) Zapominajici funktor Vectp — Ab prifazuje vektorovému prostoru V' jeho nos-
nou komutativni grupu a linearnimu zobrazeni nosny homomorfismus komutativnich

grup..
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(3) Homomorfismy monoidu M; — M, odpovidaji funktorum piislusnych kategorii.
Podobné izotonni zobrazeni usporddanych mnozin P, — P, odpovidaji funktorim
prislusnych kategorii.

(4) Objekt K kategorie K urcuje hom-funktor K(K,—) : K — Set piifazujici
objektu X kategorie L mnozinu (K, X) a morfismu f : X — Y zobrazeni

KK, f): K(K,X)—= K(K,Y)

takové, ze
KK, f)g)=g-f
Duélné médme hom-funktor K(—, K) : K°? — Set, ktery pfifazuje morfismu f :
Y — X zobrazeni
K(f,K): K(X,K)— K(Y,K)
predpisem
K(f.K)g)=g-f
(5) Slozeni G - F': K — M funktoru F : K — L a G : L = M je dédno predpisem
(G- F)(K)=GF(K)), (G-F)(f)=GF()):

Pro libovolnou kategorii K méme funktor Idg : K — K dany predpisem Idi(K) = K,

Idic(f) = f.
(5) Kategorie Cat mé za objekty kategorie a za morfismy funktory.

Definice 1.11. Budte K, £ kategorie a F,G : K — £ funktory. Pfirozend transfor-
mace ¢ : F'— G je tiida morfismu ¢y : F(K) — G(K) indexovand objekty kategorie
IC, pricemz pro libovolny morfismus f : K; — K kategorie K komutuje diagram

F(K;) —~ G(K)
F(f)l IG(f)
F(K3) ——— G(K>)

Prirozeny izomorfismus funktoru je prirozena transformace ¢ takova, ze px je
izomorfismus pro libovolny objekt K kategorie K. Funktory se nazyvaji izomorfni,
pokud mezi nimi existuje prirozeny izomorfismus.

Piiklady 1.12. (1) Zapominajici funktor U : Ab — Set je izomorfni hom-funktoru
Ab(Z,—). Ptirozeny izomorfismus ¢ : Ab(Z,—) — U ma slozky
vx : Ab(Z,K) — U(K)
dané predpisem
wic(h) = h(1).

(2) Funktor izomorfni hom-funktoru IC(K, —) se nazyvé reprezentovatelny (objek-
tem K).



Zapominajici funktory Vectr, Pos, Met a Met; do Set jsou reprezentovatelné,
v prvnim piipadé T, v ostatnich 1.

Definice 1.13. Budte ¢ : F — G a ¢ : G — H prirozené transformace. Pak jejich
slozeni 1) - ¢ ma slozky
(V- )k = VK - K.
Bud idp : F — F prirozend transformace se slozkami (idp)x = idpk-.

Poznamka 1.14. (1) Budte K a £ kategorie, pfitom K je mald. Pak Cat(KC, £) tvoif
kategorii.

(2) Budte F,G : K — L funktory a ¢ : F — G piirozens transformace. Pro
funktory £ : M — K a H : L — N dostdvame prirozené transformace oFE : F- E —
G-FEaH(p): H-F — H-G dané predpisem

(0E)m = v, H(p)k = H(ek).
2. UNIVERZALNI ALGEBRY

Navazujeme na [1]. Pfipomenme, ze typ je mnozina ) spolu se zobrazenim a :
Q — Z*. Prvky mnoziny € se nazyvaji operacni symboly a zobrazeni a prirazuje
kazdému symbolu jeho aritu. Teorie E je mnozina identit typu 2. Kategorii F-
algeber a homomorfismu ozna¢ime Alg(FE). Zapominajici funktor U : Alg(E) — Set
je reprezentovatelny volnou E-algebrou F'(1) nad jednoprvkovou mnozinou.

Pfipomenme, Ze volna E-algebra nad mnozinou X se sklada z mnoziny termu teorie
E s proménnymi z X. Tim vznikad zobrazeni

nx : X - UF(X)
pritazujici prvku x € X term z. Pritom plati, Zze pro libovolné zobrazent f : X —
U(A) existuje pravé jeden homomorfismus f : F(X) — A tak. ze komutuje

X ! U(A)
UF(X)

Znamena to, ze nx je inicialni objekt v kategorii X | U, ktera ma za objekty zobrazeni
f:X = U(A) amorfismy g : fi = fo jsou homomorfismy g : Ay — Ay takové, 'ze

komutuje diagram
X f U(Ay)
U(A1)
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Protoze inicialni objekt je urcéen jednoznacéné az na izomorfismus, vyse uvedena vlast-
nost urcuje volnou algebru nad X jednoznac¢né az na izomorfismus.

Meéjme zobrazeni h : X — Y. Pak existuje jediny homomorfismus F'(h) : FI(X) —
F(Y) takovy, ze komutuje

X Y
"7X| ny

Z této jednoznacnosti plyne, ze F' : Set — Alg(FE) je funktor a n : Id — UF
prirozena transformace.
Pro libovolnou E-algebru A, existuje pravé jeden homomorfismus €4 : FUA — A

tak, ze komutuje
U(A)

UFU

U
(X)

Znamena to, ze libovolna E-algebra je kvocient volné E-algebry. Navic, pro libovolny
homomorfismus h : A — B, komutuje diagram

FU(h)

FU(A) FU(B)
€A B
A B
h
Totiz
a

nue) - U(h) -Ulea) =UFU(h) - nueay - Ulea) = UFU(h).

Tedy e : FE — Id je prirozena transformace.
V teorii kategorii se funktor F' : Set — Alg(FE) nazyva zleva adjungovany k
funktoru U : Alg(E) — Set. Nézev pochézi z izomorfismu

Set(X,UA) = Alg(E)(FX, A).



3. MobpuLy

Definice 3.1. Levy modul M nad okruhem R je komutativni grupa (M, +) spolu s
operaci - : R x M — M takovou, ze

(1) r-(a+b)=r-a+r-bprolibovolnd r € R, a,b € M,

(2) (r+s)-a=r-a+s-aprolibovolnd r,s € R, a € M,

(3) (r-s)-a=r-(s-a) prolibovolnd r,s € R, a € M,

(4) 1-a = a pro libovolné a € M.

Moduly nad R rovnéz nazyvame R-moduly. Homomorfismy R-modulu jsou pravé
homomorfismy komutativnich grup f: M — N takové ze

f(r-a)=r-h(a)
pro libovolnd r € R a a € M. Kategorii R-modult a homomorfismu zna¢ime Modg.
Piiklady 3.2. (1) Je-li R téleso, pak moduly nad R jsou pravé vektorové prostory
nad R.

(2) Moduly nad Z jsou pravé komutativni grupy.

(3) Reprezentace gruoy G nad okruhem R je homomorfismus f : G — GL,(R) do
grupy (n,n)-matic nad R. Grupovy okruh R(G) je volny okruh nad G a sklad4 se z
formalnich linedrnich kombinaci ), 7;9;, kder; € R, g, e Gai=1,...,n,0<n € Z.
Okruhové operace jsou

(Z rigi) + (Z $igi) = Z(Tz + 5i)9i

)

(Z rigi) - Z rig; = Z 1i5;9i95-
Vznikd R(G)-modul R", kde ] '
(Z rigi)T = Zﬂ‘f(gi)(x)-
Naopak, R(G)-modul nad R" dava reprezentaci f tak. ze
fg)(x) = gz

Poznamka 3.3. (1) R-moduly tvoi{ varietu univerzalnich algeber s operacemi + a
r-— reR.
(2) Jsou-li M, N R-moduly, pak Modg(M, N) je komutativni grupa s operaci

(f +9)(a) = f(a) + g(a)

Nulovy prvek je 0 : M — N, kde 0(a) = 0 pro libovolné a. Tuto grupu budeme
vétsinou znacit hom(M, N). Dostdvame funktor hom(M, —) : Modg — Ab.
Je-li R komutativni okruh, pak hom(M.N) je R-modul, kde

(rf)(a) =rf(a).



Totiz, rf : M — N je homomorfismus nebot

(rf)(sa) = rf(sa) = rsf(a) = srf(a) = sf(ra).

(3) Inicidlnim a soucasné termindlnim objektem v Modpg je nulovy modul 0 = {0}.
(4) R je volny R-modul nad jednoprvkovou mnozinou.
(5) N je podmodul modulu M pokud N C M a
(1) a+b € N pro libovolné a,b € M,
(2) r-a € N pro libovolnd r € R, a € M.
(6) Jadro homomorfismu f : M — N je podmodul K = {a € M|f(a) = 0} modulu
M.

(7) Je-li N podmodul modulu M, pak faktorovy modul M/N je faktorova grupa
M/N s operacir-(a+N)=r-a+ N.
(8) Krdtkd exaktni posloupnost
0—-N—->M-—M/N—=0

se vyznacuje tim, ze obraz homomorfismu je jadrem nasledujictho homomorfismu.
(9) Soucin M x N R-modulu je kartézsky soucin M x N s operacemi
(1) (a,¢)+ (b,d) = (a+b,c+d),
(2) r-(a,b) = (r-a,r-b).
Projekce p; : M x N — M and py : M x N — N jsou homomorfismy.
Podobné, soucin [] ies Mi modulu je kartézsky soucin s operacemi definovanymi po
slozkach. Projekce p; : [] ieq Mj — M; jsou homomorfismy.

Lemma 3.4. Budte fi M — M;, j € J homomorfismy R-moduli. Pak existuje
jeding homomorfismus M — ] ,.; M; takovy, Ze p; - f = f; pro libovolné j € J.

Dikaz.  f(a) = (f;(a))jes. O

Definice 3.5. Soucet moduli €P;.; M; je podmodul [[,c; M; slozeny z (a;);es
takovych. Ze pouze konecné mnoho a; je ruznych od 0.

Injekce i; : M; — @ .. ; M; jsou definovany piedpisem p;-i;(a) = a and py-i;(a) =0
for k # j.

Lemma 3.6. Budle fi+ M; = M, j € J homomorfismy R-moduli. Pak existuje
jeding homomorfismus f : @, M; — M takovy, Ze f -i; = f; pro libovolné j € J.

JjeJ

jeJ
Diikaz.  f(a;)je; = Y e ;. Soucet vpravo dava smysl nebot je pouze konecné
mnoho a; # 0. O

Tento soucet se ¢asto nazyva primy a M, se nazyvéa primy scitanec P

Poznamka 3.7. Plati

ZEI

Ml X M2 = M1 D M2
Navic plati
(1) pj -ix = 0 pro j # k,



(2) pj-i; = id;,
(3) I 'pl + 7:2 'pQ - idMlxM2~
Lemma 3.8. Bud M R-modul vybaveny homomorfismy pj M — M;ai;: M; — M
pro 7 = 1,2 splnujicimi vyse uvedené rovnosti. Pak M = My x Ms.
Dikaz. Budte p: M — My x My ai: M+ My — M indukované homomorfismy.
Plati
i-p(a) = i(pi(a), pa(a)) = i1 - pi(a) + iz - pa(a) = a,
pias, az) = p(ir(ar)+iz(az)) = plii(a1))+pliz(az)) = (priray, pairaz)+(p2irar, paizaz) = (ay, az).
O
Véta 3.9. Bud
0> NS ML M/N -0
krdatkd exaktni posloupnost, pro niz exvistuje s : M — N tak, Ze s - f = idy. Pak
M =N+ M/N.
Dikaz. Ponévadz
(idy = f-s)-f=f—-f=0,
existuje jediné r : M/N — M tak, ze r - g = idy; — f - s. Tedy
r-g+ f-s=idy
Zaroven
gr-g=9-—g9-f-s=9g-0=g,
takze g - r = idpyn.
Déle
s r-g=s—8-f-s=s—5=0,
takze s-r = 0. Tvrzeni plyne z 3.8 [
Poznamka 3.10. Jinymi slovy, pokud se f stépi, pak se stépi i g. Analogicky se

dokaze, ze pokud se g Stépi, pak se stépi i f. Rikame, ze se stépi kratka exaktni
posloupnost.

4. PROJEKTIVNI MODULY

Ponadz R-moduly tvoii varietu univerzalnich algeber, mame k dispozici pojem
volného modulu.

Piiklady 4.1. (1) Volny R-modul nad ) je inicidln{ modul 0.
(2) Volny R-modul nad jednoprvkovou mnozinou 1 je R.

Véta 4.2. Volny R-modul nad mnozinou X je @ R.
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Proof. Podle 4.8, homomorfismy h : @, R — M odpovidaji homomorfismim h, :
R — M, kde z € X a tyto odpovidaji prvkum h,(1) € M, kde x € X (podle 4.1 (2)).
Posledni pak odpovidaji zobrazenim h : X — UM danym predpisem h(z) = hy(1).
Tedy @y R je volny R-modul nad X. d

Poznamka 4.3. (1) Volny R-modul nad kone¢nou mnozinou o n prvcich je R™ (podle
4.2 a3.7).

(2) Libovolny vektorovy prostor V' je volny. Totiz, z principu maximality plyne, ze
V ma bazi B (linedrné nezdvisld mnozina generatoru = maximalni linedrné nezavisla
mnozina). Ziejmé V je volny nad B.

(3) Zy je priklad komutativmi grupy, kterd neni volna.

(4) Z univerzalni algebry plyne, ze libovolny modul je faktorovy modul volného
modulu.

Véta 4.4. Libovolny R-modul je volny, prdavé kdyz R je okruh s délenim (= nekomu-
tativni téleso).

Dikaz. Dikaz, ze kazdy modul nad okruhem s délenim je volny je stejny, jak u
vektorovych prostoru (komutativita télesa se v dukazu nevyuzila).

Predpokladejme, 7e kazdy R-modul je volny. Bud I levy idedl v R. Ponévadz R/I
je volny, plati bud R/I = 0 nebo R/I = R. V prvnim piipadé I = R a ve druhém
I = 0. To znamena, ze libovolny 0 # r € R ma zleva inverzni s, t.j., s-r = 1.
Ponévadz 0 # s, existuje t € R tak, ze t - s = 1. Plati

t=t-(s-r)=(t-s)-r=r.
Tedy r-s =1, takze s = r~! a R je okruh s délenim. [J

Definice 4.5. R-modul P se nazyva projektivni, jestlize pro libovolny surjektivni
homomorphismus h : M — N a pro libovolny homomorfismus f : P — N existuje
homomorfismus g : P — M takovy ze h-g = f.

Véta 4.6. Projektivni R-moduly jsou pravé primé sc¢itance volngch R-moduli.

Dukaz. Bud FX volny R-modul nad mnozinou X, h : M — N surjektivni homo-
morfismus a f : F.X — N homomorfismus. Existuje zobrazeni ¢t : X — UM takové,
ze Uh-t=Uf-nx. Bud g : FX — M homomorfismus takovy, ze Ug - nx = t. Pak
plati Uh-Ug-nx =Uf -nx atedy h-g= f. Tedy F X je projektivni.

Bud Q pifmy séitanec projektivniho R-modulu P. Tedy P = Q & Q' s projekef
p1: P — Q ainjekei iy : Q@ — P. Bud h : M — N surjektivni homomorfismus
a f : ¢ — N homomorfismus. Existuje homomorfismus ¢ : P — M takovy, ze
h-g=f-p. Pak

h-g-iv=f-pi-i1=1.
Tedy @ je projektivni.

Naopak, bud P projektivni R-modul. Podle 4.3(4), existuje surjektivni homomor-
fismus h : FX — P atedy g: P — FX tak, ze h - g = id;. Podle 4.9 je P piimy
sCitanec F'X. [J
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Piiklady 4.7. (1) Podgrupa volné komutativni grupy je volna, takze projektivni
komutativni grupy jsou volné.

(2) Ponévadz Zg = Zo ® Zs, Z3 a Zs jsou projektivni Zg-moduly. Pritom nejsou
volné nebot pocet prvki koneéného volného Zg-modulu je délitelny Sesti.

Véta 4.8. Soucet projektivnich R-moduli je projektivnd.

Dikaz. Bud @ jes P soucet projektivnich R-modulu, h : M — N surjektivni
homomorfismus a f : ; Pj — N homomorfismus. Pak pro libovolné¢ j € J existuje
homomorfismus g; : P; — M tak, ze h-g; = f-1;. Bud g : @j P; — N homomorfismus
takovi, ze g-i; = g;. Pak h-g= f. O

Veéta 4.9. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni

(1) libovolny R-modul je projektivnd,
(2) libovolny surjektivni homomorfismus R-moduli se §tépf,
(3) libovolny injektivni homomorfismus R-moduli se stépi.

Ditkaz. (1)—(2): Bud h : M — N surjektivni homomorfismus. Ponévadz N je
projektivni, existuje g : N — M tak, ze h - g = idy,.

(2)—(1): Bud h : M — N surjektivnf homomorfismus a f : K — N homomorfis-
mus. Necht h-s =idy;. Pak h-s-g =g, takie K je projektivni.

(2)+(3): Plyne z 4.9 a 3.10. O

Definice 4.10. R-modul 0 # M se nazyva jednoduchyj, pokd 0 a M jsou jeho jediné
podmoduly. Soucet jednoduchych R-modult se nazyva polojednoduchyj.

Veéta 4.11. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni
(1) R je polojednoduchy R-modul,
(2) libovolny R-modul je polojednoduchy,
(3) libovolny R-modul je projektivni.

Dikaz. Ziejmeé soucet polojednoduchych R-modulu je polojednoduchy. Ukazeme,
ze kvocient polojednoduchého R-modulu je polojednoduchy. Odsud vyplyne, ze
(1)—>(v2).

Bud M = ®;e;M;, kde M;, i € I jsou jednoduché R-moduly a N # M podmodul
M. Ponévadz N N M; = 0 nebo N N M; = M;, existuje i € I tak, ze NN M; = 0.
Mnozina J = {J C I|N N &,c;M; = 0} je tedy neprazdnd. Ponévadz spliuje
predpoklad principu maximality, obsahuje maximélni prvek J,. Uvazujme podmodul
No = N & @jej,M;. Pokud Ny = M, pak M/N = @,c;, M, je polojednoduchy R-
modul. Dokonce vime, ze podmodul polojednoduchého R-modulu je s¢itanec, takze
libovolny surjektivni homomorfismus se stépi, takze kazdy R-modul je projektivni.
Tedy i (2)—(3).

Necht Ny # M. Pak existuje i € I tak, ze No N M; = 0. Tedy i ¢ Jy, takze

NN (BjesM; ® M;) #0.
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Tedy existuji u € ®jes,M;, v € M; tak ze 0 # u+v € N. Tedy v = (v+u) —u € No.
Ponévadz NN M; = 0, plati v = 0 a tedy 0 # u € N N (D;ecsM;), coz je spor s
Joe J.

Zbyva dokazat, ze (3)—(2). Z (3) plyne, ze libovolny podmodul je séitanec, odkud
pak lze odvodit (2). O

5. TENZOROVY SOUCIN MODULU
Nejprve budeme definovat tenzorovy soucin modulu nad komutativnim okruhem.

Definice 5.1. Bud R komutativni okruh a M, N, L R-moduly. Bimorfismus je zo-
brazeni f: M x N — L takové ze

(1) f(a—l_b?C) = f(a7c) +f(b7c)7

(2) f(rav b) = Tf(“? b),

(3) fla,c+d) = f(a,c) + f(a,d),

(4) fla,rc) =rf(a,c)
pro libovolna a,b € M, c,d € N ar € R.

Definice 5.2. Tenzorovy soucin R-modulu M, N je dan bimorfismem
f:MxXN-—-MN

takovym, ze pro libovolny bimorfismus ¢ : M x N — L existuje pravé jeden homo-
morfismus h: M @ N — L tak, ze h- f = g.

Tenzorovy soucin je tim urcéen jednoznacné az na izomorfismus.

Véta 5.3. M ® N je faktorovy modul volného modulu F(M x N) nad mnoZinou
M x N podle podmodulu K generovaného prvky

(a + bv C) - (a’ C) - (b7 C>7
(2) (ra,c) —r(a,c),

(a’ c+ d) - (av C) - (aa d)?

(

Dikaz. Kompozice
M x N "™ UFR(M x N) 25 U(F(M x N)/K)

je zfejmé bimorfismus. Pro bimorfismus g : M x N — L existuje jediny homomorfis-
mus §: F(M x N) — L tak, ze Ug - nyxn = g. Déle existuje jediny homomorfismus
h:F(Mx N)/K — L tak, ze h-p=g. O

Poznamka 5.4. (1) Znamend to, ze M @ N je generovan prvky a®b,a € M, b€ N
splnujicimi rovnosti

(1) (a+b)@c=(a®c)+ (b®0),

(2) ra@b=r(a®b),

(3) a® (b+c) = (@@ b) + (a @)
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(4) a®@rc=r(a®ec).
Ptitom zobrazeni f: M x N — M ® N je déano predpisem f(a,b) = a ® b.
Komutativita okruhu R je nutna k

rs(a®b) =ra® sb=sr(a®b).

(2) Ponévadz bimorfismy h : M x N — L odpovidaji homomorfismim f : M —
hom(N.L) dostavame isomorfismus R-modult

hom(M, hom(N.L)) =2 hom(M ® N, L).
Véta 5.5. Pro R-moduly M, N, L plati
M@N=N®M.
M@(N®L) =Z(M®N)® L

Dikaz. Plyne z odpovidajicich vlastnosti kartézského sou¢inu mnozin. V prvnim
piipadé je izomorfismus h: M @ N — N ® M dan predpisem h(a @ b) = b® a. Ve
druhém pfipadé je izomorfismus h: M ® (N ® L) — (M ® N) ® L dan predpisem

ha® (b®c) =a® (b®c).

O
Véta 5.6. Pro R-moduly M, N, L plati

MR NOL)Z(MN)d(ML).
Dikaz. S vyuzitim M @& N = M x N definujeme bimorfismus

fMx(NeL) - (MN)®(M®L)
predpisem.
fla,b,¢) = (a®b,a® c).

Jelig: M x (N & L) — K bimorfismus, pak ptredpis

ha®b,c®d) = g(a,b,0)+ g(c,0,d)

definuje jediny homomorfismus i : (M @ N)® (M ® L) — K takovy ze hf = g. Tedy
(MN)e(M®L)je M@ (NaL). O

Poznamka 5.7. Podobné se dokédze

M®@N¢§@(M®Ni)

i€l i€l
M®0=0.

Lemma 5.8. Pro R-modul M a prirozené ¢islo n plati

M® R"= M".
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Dikaz. 7 5.6 plyne, ze staci dokdzat M ® R = M. Avsak
a@r=a®r-1=r(a®1).

Tedy h: M — M ® R dané predpisem f(a) =a ® 1 je izomorfismus. [J

Poznamka 5.9. R ® R" =< R™".

Piiklad 5.10. V Ab plati Z, ® Zs = 0 pro nesoudélna r, s.
Existuji n,n tak ze mr +ns =1. Proa € Z,, b € Z, plati

a®b=mr(a®b)+ns(a®b) =m(ra®b)+n(a® sb) =0.
Poznamka 5.11. Z definice tenzorového soucinu plyne, ze homomorfismus f : M; —
M, indukuje homomorfismus f @ N : M1 ® N — M, ® N. Ziejmé
—® N : MOdR — MOdR

je funktor. Z 5.4(2) plyne, ze hom(N, —) je zleva adjungovany k funktoru — ® N. Z
teorie kategorii plyne, ze funktor — ® N zachovava kolimity. Specialnim pfipadem je
5.7.

Podobne mame funktor M ® —. Pro homomorfismy f : M; — Ms a g : Ny — N,
plati

(Ma®@g)-(f @ N) = (f @N2)- (M1 ®g).
Lemma 5.12. Je-li I idedl v R a M R-modul, pak plati
R/I® M= M/IM,

kde IM = {ralr € I,a € M}.
Diikaz. Bud p: R — R/I projekce, p®idy : R® M — R/I ® M indukovany
homomorfismus a g : M — R/I ® M jeho kompozice s izomorfismem M — R & M.
Ziejmeé g(a) = 1 ® a. Ponévadz ¢g(ra) = 1 ® ra = r ® a = 0, plati g(IM) = 0.
Dostdvame indukovany homomorfismus w : M/IM — R/I ® M dany predpisrm
ula+IM)=1®a.

Mame bimorfismus h : R/I x M — M/IM dany predpisem h(r+1,a) = ra+IM.

Bud v : R/I ® R — M/IM indukovamy homomorfismus. Plati v((r + I) ® a) =
ra+IM. Je-li f:R/I x M — R/I ® M bimorfismus, pak plati

(w-v-fir+1,a)=(u-v)(r+l)®a)=u(ra+IM)=1®ra= f(r+1,a),

takze u-v = idR/[®M.
Je-li ¢ : M — M/IM projekce, pak

(v-u-g)(a) = (v-u)a+ IM) = v(1 ®a) = a+ [M = qla),
takze v - u = idps/ry. Tedy u je izomorfismus. [
Piiklad 5.13. V Ab plati
Lo @ Lo =17)270 QLo = U/ (20)Ls = Zo)0 = Zs.
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Lemma 5.14. Je-li h : M — N surjektivni, pak idy; ®h je surjektiond.
Dukaz. a® h(b) = (idy ®h)(a,b). O

Poznamka 5.15. Bud nyn{ R obecny okruh. Je-li M pravy R-modul, N levy R-
modul a A komutativni grupa, pak zobrazeni f : M x N — A se nazyva biaditivni,
pokud je aditivni v obou slozkdch a R-balancované, pokud

f(ar,b) = f(a,rbd).
Pak M ®r N je komutativni grupa s univerzalnim R-balancovanym biaditivnim zo-
brazenim

M x N — M ®gN.

Obecné, pro (S, R)-bimodul M a (R, T)-bimodul N méme (R, T')-bimodul M ®@xN.
6. PLOCHE MODULY

V celé kapitole budeme predpokladat, ze R je komutativni okruh. Vse by ale
fungovalo i pro nekomutativni okruhy, pokud bychom ® nahradili ®g.

Definice 6.1. R-modul M se nazyva plochy, pokud pro libovolny injektivni homo-
morfismus h : M — N je idy; ®h injektivni.

Piiklad 6.2. R je plochy R-modul nebot R@ N = N.

Lemma 6.3. (1) Soucet plochijch R-moduli je plochy.
(2) Séitanec plochého R-modulu je plochy.

Dikaz. (1) plyne z
idg,, ®f = &(idy, ®f)

a z faktu, ze soucet injektivnich homomorfismu je injektivni.

(2) Je-li M scitanec plochého R-modulu N, pak méme i : M — Nap: N - M
takové, ze p -1 =idy. Tedy (p® K) - (i ® K) = idy ®K, takze i @ K je injektivni.

Bud f: K — L injektivni. Ponévadz

(dyv®f) - (i®idg) = (i® f) = ((®@idr) - (idy ®f)

a leva strana je injektivni, je idy; ® f injektivni. [
Disledek 6.4. Libovolny projektivni R-modul je plochy.
Dikaz. Plynez4.2,4.6 a6.3. [J
Definice 6.5. Bud I direktn{ uspofddand mnozina (t.j., libovolna kone¢na podmnozina
ma hornf zdvoru). Méjme R-moduly M;, i € I a homomorfismy f;; : M; — M, pro
i < j takové, ze fjr - fi; = fir pro i < j < k. Bud M R-modul vybaveny homomor-
fismy f; : M; — M, i € I takovymi, ze f; - f;; = f; pro i < j.

Rekneme, ze M je direktn? kolimita moduli M; pokud pro libovolny R-modul N
spolu s homomorfismy g; : M; — N, i € I spliujicimi g; - fi; = ¢g; pro ¢ < j existuje
pravé jeden homomorfismus g : M — N takovy ze g - f; = g; pro libovolné 7 € I.
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Zmacime M = colim M.

Poznamka 6.6. Podobné definujeme direktni kolimity mnozin. Ukazeme ze tyto
vzdy existuji.

Bud I direktn{ usporddand mnozina. Mé&me mnoziny X;, i € I a zobrazen{ fij
X; — Xj pro i < j takové, ze fj, - fi; = fiw prot < j < k. Bud [1;c; Xi disjunktni
sjednoceni mnozin X; a ~ relace na na této mnoziné takova ze r ~ y pro x € X;, a
y € 1;,, pravé kdyz existuje iy, iy < j tak, ze f;,;(x) = fi,;(y).Tato relace je reflexivni
a symetricka a z direktnosti I plyne, Ze je i tranzitivni. Tedy ~ je relace ekvivalence.
Pak colim; X; = ]_LEI X;/ ~. Pritom f; : X; — colim; X; je kompozice inkluze
X; — [, Xi a projekce p : [[, X; — colim; X;/ ~. Snadno se ovéii, ze se jedna o
direktni kolimitu.

Véta 6.7. Direktni kolimity R-moduliu existuji.

Dukaz. Bud I direktni uspofddand mnozina, M;, i € I R-moduly a fij + My — M;
homomorfismy pro i < j takové, ze fji - fi; = fir pro ¢ < j < k. Uvazujme mnozinu
X = colim; UM;. Zvolme x,y € X. Z direktnosti plyne, ze existuje i € [ a x’ € UM;,
Yy € UM; tak, ze x = U(f;)(2') ay = U(f;)(y'). Polozme

r+y=fi(z"+9),

re = fi(ra').

Tim na mnoziné X vznikne R-modul, ktery je zfejmé colim; M;. U]

Poznamka 6.8. Zapominajici funktor U : Modgr — Set zachovava direktni kolim-
ity, t.j.
U (colim; M;) = colim;U M,;.

Lemma 6.9. Budte (f; : M; — M);c; a (g; - N; — N)ier direktni kolimity R-moduli
M; s homomorfismy (fij : M; = M,)i<jer @ R-moduli N; s homomorfismy (g;; :
Ni = Nj)i<jer- Budte h; : M; — N;, 1 € I homomorfismy takové, Ze hj - fi; = gij - hi
pro 1 < j € I. Pak existuje pravé jeden homomorfismus h : M — N takovy, Ze
h- fi =g;-h; pro vSechna i € I.

Jsou-li h;, © € I injektivni, pak je h injektioni.

Diikaz. Existence a jednoznacnost h plyne z definice direktni kolimity. Necht
h(xz) = h(y) pro =,y € M. Pak existuje i € I a 2/,y € M, tak, ze fi(z') = z a
fiy') = y. Ponévadz gi(hi(2')) = gi(hi(y')), existuje i < j € I tak Ze g;;(hi(z')) =
9ij(hi(y')). Tedy hi(fij(2)) = hi(fi;(y')) a ponévadz h; je injektivni, fi;(z') = fi;(y)
Tedy x =y. I

Poznamka 6.10. Budeme znacit h = colim; h;.

Dusledek 6.11. Bud (fi : M; — M);e; direktni kolimita R-moduli M; s injektivnich
homomorfismi (fi; : M; — M;)i<jer. Pak fi, i € I jsou injektiond.
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Dukaz. Zvolme k € I. Nejprve si uvédomme, ze colim;e; M; = colimy<;er M;.
Dale polozme N; = My prok <i € I a g;; = idy, pro k <i € I. Pak colim N; = Mj,.
Necht h; = fi; pro k < i. Pak colimh; = f;. Tedy f je injektivni podle 6.9. O

Véta 6.12. Direktni kolimita plochych moduli je plochy modul.

Dukaz. Bud f; : M; — colim M; direktn{ kolimita plochych modultia h : Ny — Ny
injektivni homomorfismus. 7 5.7 plyne, ze

(colim; M;) ® N = colim;(M; ® N).

Ptislusné homomorfismy jsou f;®idy : M;®@N — colim;(M;®idy). Bud h: N; — N,
injektivni homomorfismus. Pak

idcolimi M; ®h = colimi (ldMl ®h)
Podle 6.9 je colim; M; plochy. [J

Véta 6.13 (Lazard). Ploché R-moduly jsou prdvé direkini kolimity projektivnich
modulii.

Poznamka 6.14. Kone¢né generované R-moduly jsou pravé kvocienty volnych modulu
nad kone¢nou mnozinou. Konecné generovany R-modul M se nazyva konecné prezen-
tovany pokud jadro kvocientu F'X — M je konetné generované.

Disledek 6.15. Libovolny konecéne prezentovany plochy modul je projektivni.

Dukaz. Bud M koneéné prezentovany plochy modul. Podle 6.13 je M = colim;e; M,
direktni kolimita projektivnich R-modulu M;. Ponévadz M; je konecné prezentovany,
je scitanec nékterého M; a tedy je projektivni. [

Definice 6.16. Okruh R se nazyva reguldrni, pokud pro libovolné r € R existuje
s € R tak, ze r = rsr.

Véta 6.17. R je reguldrni, prdavé kdyz libovolny R-modul je plochy.

Dukaz. I. Nechf libovolny R-modul je plochy. Bud 7R hlavni idedl v R. Ponévadz
R/rR je plochy a konecéné prezentovany, R/rR je projektivni (podle 6.15). Tedy
projekce p : R — R/rR se stépi. Podle 3.10 se inkluze i : rR — R §tépi, takze
existuje t : R — rR tak'ze t -1 = id,g. Pro e = t(1) existuje s € R tak, ze e = rs.
Plati

r=t(r)=t(lr) =t(1)r =er,
takze rsr =er =r.

I1. Bud R reguldrni. Pak libovolny hlavni idedl v R je generovén idempotentem.
Skuteéné rR = rsR a rs je idempotent. Ukazeme, ze libovolny konecné generovany
ideal v R je hlavni.

Uvazujme idempotenty ey, e a idedl I = e; R + eo R. Nejprve ukazeme, ze

I = €1R + (62 - 6162)R.
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Plati
ey = e1e3 + (62 —e1e3) € e R + (e — e169) R,

takze

e1tR+ eaR C eqR+ (e — e1es)R.
Naopak e; — e1e9 € e1 R + ex R, takze

e1R+ (ea —e1ea) R C ey R+ e R.

Vime, ze (e3 — e1e2) R = eR pro néjaky idempotent e. Plati
ere € eq(ea —erea) R=0

taze e;je = 0. Tedy
e=(e—e)e€(e—e)R
a tedy i
ep=e—(e—ey) € (e—e1)R.

Odsud plyne
I=eiR+eRC(e—ep)R.

Opacné inkluze je zfejma, takze I = (e — e1) R je hlavni idedl.

Libovolny hlavni idedl generovany idempotentem je séitanec R nebot inkluze eR —
R se stépf pomoci t : R — eR, kde t(z) = ex. Dokédzali jsme, 7Ze libovolny koneéné
generovany idedl v R je s¢itanec R.

Pro libovolny R-modul M a inkluzi g : I — R konecné generovaného idedlu [
je idys ®g injektivni. Ponévadz libovolny ideal I je direktni kolimita konecné gen-
erovanych idealu, idy; ®h injektivni pro inkluzi h : I — R. Pozdéji uvidime, ze to
staci k tomu, abyM byl plochy. [

Priklad 6.18. Z neni regularni, takze existuji komutativni grupy, které nejsou ploché.
Ploché komutativni grupy jsou pravé komutativni grupy bez torze.

7. INJEKTIVNI MODULY

Definice 7.1. R-modul E se nazyva injektivni, jestlize pro libovolny imjektivni ho-
momorfismus h : M — N a pro libovolny homomorfismus f : M — E existuje
homomorfismus g : N — E takovy, ze g - h = f.

Véta 7.2 (Baerovo kritérium). R-modul E je injektivni, prdvé kdyz pro libovolny levy
idedl I v R, libovolny homomorfismus f : I — M lze rozsirit na R.

Diikaz. Necht F spliuje podminku véty a uvazujme h : M — N a f : M — E.
Uvazujne mnozinu rozsiteni f na podmoduly M C K C N usporadanou restrikci. Z
principu maximality plyne, Ze existuje maximalni prvek K. Ukéazene, ze Ky = M.
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V opatném pripadé existuje a € M — K. Necht I = {r € R|ra € Ky}. Ziejmé I
je levy idedl v R. Bud f; : I — E dané piedpisem f (r) = go(ra), kde go : Ko — E
je rozsiteni f. Bud g; : R — E rozsiteni f; a oznaéme a; = g;(1). Bud

u: Ko+ Ra— FE
dané predpisem
u(x + ra) = go(x) + ray.
Definice je korektn{ nebot pro x + ra = 2’ + r'a plati (r — r')a = 2’ — x € Ky, takze
r—r"el. Tedy

w(x +ra) —u(r' +1r'a) = (go(x) + rary) — (go(x') +7'ay) = go(x — ') + (r — r)ay
a

(r—=rar = gi(r —r') = filr —=r") = go((r — 1")a).
Tedy
w(x +ra) —u(x +1'a) = golx — ') + (r —r")ay = go(z — ) + go((r — r")a) = 0.
Nalezli jsme vlastni rozsiteni gg, coz neni mozné. [
Véta 7.3. Libovolny R-modul je injektivni, pravé kdyzZ libovolny R-modul je projek-
tivn.
Dikaz. Plyne z 4.9. I
Tedy libovolny vektorovy prostor je injektivni.
Veéta 7.4. Komutativni grupa je injektioni, prave kdyz je divizibilni.
Dukaz. Bud A injektivn{ a zvolme a € A. n € Z. Uvazujme f : nZ — A dané
predpisem f(nz) = za. Bud g : Z — A rozsiteni f na Z a b = g(1). Pak
a=f(n)=f(n-1)=g(n-1)=ng(l) =nb.
Tedy A je divizibilni. ]

Bud A divizibilni. Uvazujme f :nZ - Aaa = f(n). Buda=nbag:Z — A
tak, ze g(1) = b. Pak g je rozsteni f na Z. Podle 7.2 je A injektivni. [J
Véta 7.5. (1) Soucin injektivnich R-moduli je injektiond.

(2) Séitanec injektivniho R-modulu je injektivnd.

Dikaz. Dukaz je dudlni k odpovidajim tvrzenim o projektivnich modulech. [J
Definice 7.6. Bud M lev§ R-modul. Pak M+ = Ab(M,Q/Z) je pravy R-modul,
kde pro f: M — Q/Z je

(fr)(z) = f(rz).
Nazyva se modul charakter.

Véta 7.7. Levy R-modul M je plochy, prdvé kdyz M™ je injektivnd.
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Dukaz. Bud M plochy a h : K — L injektivni homomorfismus pravych R-moduli.
Plati
Ab(K ®p M,Q/Z) = Modg(K, M™),
kde Modp, zde je kategorie pravych R-modulu. Ponévadz Q/Z je divizibilni a tedy
injektivni a h ®r M je injektivni,
(h®@r M)" = Ab(h®@r M,Q/Z)

je surjektivni. Tedy Modg(h, M) je surjektivni, takze M je injektivni.

Naopak, bud M™ injektivni a h : K — L injektivni homomorfismus pravych R-
modulu. Pak Modg(h, M ") je surjektivni, takze (h@grM)™ je surjektivni. Potfebujeme
odvodit, ze h ® g M je injektivni, ¢imz bude dukaz ukoncen.

Predpokladejme, ze (h ®g M)(a) = (h ®g M)(b) pro a,b € K ®r M, a # b.
Bud H podgrupa grupy K ®p M generovand prvkem a —b. Bud f : H — Q/Z
homomorfismus dany predpisem

f(n(a = b)) = {

Ponévadz Q/Z je injektivni, existuje rozsiteni f na f': K @ g M — Q/Z. Ponévadz
(h ®r M)* je surjektivni, existuje homomorfismus g : L ®@p M — Q/Z tak, ze
f'=g-(h®gr M), coz neni mozné. [

% +7Z, ma-lia— bkonecny rad t,
5 +7Z, ma-li a— b nekonecny fad.

Poznamka 7.8. V podstaté jsme dokézali, ze Q/Z je kogenerdtor v Ab, t.j., ze pro
dva ruzné homomorfismy u,v : A — B komutativnich grup, existuje homomorfismus
f: B — QJZ takovy ze f-u # f-v. Totiz pro a € A takové, ze u(a) # v(a),
sestrojime f : B — Q/Z jak vyse s u(a) — u(b) misto a — b.

Tedy Q/Z je injektivni kogenerdtor v Ab.

Vsimnéme si, ze Z je projektivni generdator v Ab.

Disledek 7.9. R-modul M je plochy, pravé kdyz idy ®h je injektivni pro libovolny
injektivni homomorfismus h : I — R.

Dtkaz. Plynez 7.2a7.7. [

8. INJEKTIVNI OBALY

Definice 8.1. Budte f : My — M, a g : My — M, homomorfismy R-moduli. Bud
M R-modul vybaveny homomorfismy f : My — M a g : M; — M takovymi, Ze
f-g=7-f. Rekneme, ze R-modul M je amalgovany soucet M; a M, pokud pro
libovolny R-modul N spolu s homomorfismy w : My — N, v : My — N takovymi, ze
u- f =v- g existuje pravé jeden homomorfismus h : M — N takovy, ze h- f = v a
h-g=u.

Znacime M = M, @y, Ms.

Poznamka 8.2. Ml @D M2 = Ml EBO MQ.
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Lemma 8.3. Amalgovany soucet My @y, Mo existuje a pokud je f injektioni, pak je

f injektivnd.
Ditkaz. Budi;: M, — M@ M,, j = 1,2, soucet, h = j,-f —jo-g : My — M@ M,
ip : Ml D M2 — (Ml @ Mg)/h(Mo) Zi‘ejrné M1 @MO M2 = (M1 D MQ)/h(M0>, kde
f=prizag=p-i. o

Bud f injektivni. Necht f(a) = 0 pro a € M,. Pak p(0,a) = 0, takze (0,a) €
h(My). Tedy

(0,a) = h(z) = (f(z), —g(x))

pro néjaké x € My. Odsud plyne, ze f(z) = 0, takze z = 0 a tedy g(z) = 0. Ukdzali
jsme, ze f je injektivni. [J

Véta 8.4. Libovolny R-modul je podmodul injektivniho R-modulu.

Dukaz. Bud M R-modul. Bud (ha : 1o = M)q<, dobfe uspofddana mnozina
vSech homomorfismu, kde I, C R je pravy idedl okruhu R. Sestrojime R-moduly M,,
a <7y a homomorfismy fo5: M, = Mg, o < 8 <y takové, Ze fo,as * faras = faras
pro oy < as < ag < 7. nésledovné. Bud My = M. Predpoklddejme, ze méme R-
moduly M,, a < ¢ a homomorfismy f,3 pro a < 8 <. Pro 0 < 4 limitni, polozime
My = colimy5 M, pricemz f.5 : M, — M; jsou dany direktni kolimitou.

Bud § = a + 1 izolované nebo 0. Bud

1, R
an'haI
M, —— M,,

fcx.al

amalgovany soucet, kde horni homomorfismus je inkluze (pro a = 0 je foo = idy).
Podle 6.11 a 8.3 jsou fas, @ < 8 < v injektivni.

Polozme M* = M.,. Bud A = |R|*. Sestrojme R-moduly (E,)s<x 2 homomorfismy
Gap : Eo — Eg, kde a < 8 < X takové, Ze Gasas * Jaras = Jaras PO 0 < g < g < A
nésledovné. Bud Ey = M. Pro 0 < § limitni, polozime Es = colimy<s E,, pricemz
Jos - En — Ej jsou dany direktni kolimitou. Bud 6§ = a + 1 izolované nebo 0.
Polozime Es5 = (E,)* a gas : Eo — E sestrojené vyse. Podle 6.11 a 8.3 jsou gag,
a < B < X injektivni.

Ukézeme, ze Ey je injektivni. Bud h : I — E, homomorfismus, kde I je pravy
idedl okruhu R. Ponévzdz |I| < A, existuje h' : I — E, pro néjaké a < A tak,
ze h = gay - B'. Podle konstrukce, existuje rozsifeni g, 41 - A’ na R. Tedy existuje
rozsiteni h na R. [

Definice 8.5. Podmodul L R-modulu M se nazyva podstatny, jestlize LN N # 0 pro
libovolny podmodul 0 #£ N C M. Také tikame, ze M je podstatné rozsireni L.
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Lemma 8.6. Je-li K podstatné rozsireni M a M podstatné rozsireni L, pak K je
podstatné rozsireni L.

Dikaz. Pro0#NCKjeNNM#Oatedy0£A(NNM)NL=NNL. O

Definice 8.7. Budte N, L podmoduly R-modulu M. Pak N se nazyvé podstatny
komplement L, pokud LN N =0 a L+ N je podstatny podmodul M.

Lemma 8.8. Libovolny podmodul L R-modulu M mad podstatny komplement.

Dikaz. Podle principu maximality existuje maximalni podmodul N R-modulu M
takovy, ze NNL = 0. Ukazeme, ze N je podstatny komplement L. Uvazujme K C M
tak, ze K N (L+ N)=0. Pak LN (N + K) = 0. V opacném piipadé existuji z € N
ay € K tak, ze x +y € L. Tedy

y=(@x+y)—rze KN(L+N)=0,

takze y =0 atedy x € NN L a proto x =0. Tedy x +y = 0.
Z maximality N plyne, ze K C N a tedy K = 0.

Poznamka 8.9. Je-li N podstatny komplement L C M z 8.8, pak M /N je podstatné
rozsiteni L.

Piedevsim L = (L + N)/N C M/N. Necht N C K C M a (K/N)N L = 0. Pak
KN(L+ N)CN, takze

(KNL)N(L+N)CLNN=0.

Ponévadz L + N je podstatny, plati K N L = 0. Ponévadz N je dany 8.8, N je
maximalni s vlastnosti N N L = 0. Tedy K = N, takze L je podstatny v M/N.

Lemma 8.10. Bud E injektivni R-modul, h - M — N podstatné rozsirend, f : M —
E injektioni homomorfismus a g: N — E s g-h = f. Pak g je injektivni.

Diukaz. Bud K jddro g. Ponévadz M N K =0, pLat{ K = 0. O

Véta 8.11. Bud M podmodul R-modulu E. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) E je maximalni podstatné rozsireni M,
(2) E je injektivni R-modul a podstatné rozsireni M,
(3) E je minimalni injektivni R-modul obsahugjici M .

Navic, libovolny R-modul md takové rozsirent.

Diikaz. (1)—(2). Podle 8.4 je E podmodul injektivniho R-modulu E’. Bud N
podstatny komplement E v E'. Pak E'/N je podstatné rozsiteni F, takze E = E'/N.
Tedy E' = E + N nebot pro z € E' plati z + N = y + N pro néjaké y € E, takze
r€ E+ N. Tedy F' = F® N, takze E je injektivni.

Nyni ukézeme, ze vzdy existuje M C FE splaujici (1). Vime, ze M je pod-
modul injektivniho R-modulu E’. Uvazujme mnozinu podstatnych rozsiteni M v
E' uspofddanou inkluzi. Tato mnozina je uzaviend na sjednoceni fetézct nebot pro
fetézec podstatnych rozsiteni M C N; apro K CU;N; KNM =0plati KN N; =0
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pro vSechna 7 a tedy K = 0. Podle principu maximality obsahuje maximalni prvek
E. Ukdzeme, ze E je maximalni podstatné rozsiteni M. Bud N podstatné rozsifent
M. 7 8.10 plyne, ze N je podmodul E’, takze E = N.

(3)—(1). Bud Ey maximalni podstatné rozsfieni M v E. Uz vime, ze E, spliuje
(1). takze je injektivni. Tedy F = Ej.

(2)—(3). Uvazujme M C FEy C E, Ejy injektivni. Pak Ej je sc¢itanec E, takze
E=Fy® N. Ponévadz N N M =0 a M je podstatny, plati N = 0 a tedy £ = Ej.
O

R-nodul F z 8.11 se naziva injektivni obal M.

Veéta 8.12. Injektivni obal je urceny jednoznacné az na izomorfismus.

Proof. Budte f: M — E a f': M — E’ injektivni obaly R-modulu M. Pak existuji
homomorfismy g : £/ — Eag : E — E' takové ze g- f = f'a ¢ - f' = f. Podle
8.10 jsou g a f’ injektivni. Tedy f'(M) C ¢'(E) C E' a ¢'(E) je injektivni, takze
J(E)=EFE aE=F. O
Véta 8.13. Bud M podmodul injektivniho R-modulu E. Pak E je injektivni obal
M, prdvé kdyz libovolny homomorfismus g : E — FE takovy, Ze g/M = idy je
1zomorfismus.

Proof. Je-li E injektivni obal M, pak ¢ je izomorfismus podle 8.12. Necht E splituje
podminku véty. Bud M C E, C E injektivni obal M. Bud ¢ : Ey — E inkluze a
¢ : E — Ey homomorfismus dany injektivitou Ey. Ponévadz (¢' - g)/M =idy, ¢' - ¢
je izomorfismus, takze g je izomorfismus. Tedy E jen injektivni obal M. U

9. PLOCHA POKRYTI

Definice 9.1. Rekneme, ze f : P — M je projektivnd pokryti R-modulu M, pokud
P je projektivni, f je surjektivni a libovolny homomorfismus g : P — P takovy, ze
f g = f je izomorfismus.

Véta 9.2 (Bass). Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) libovolny R-modul md projektivni pokryti,
(2) libovolny plochy R-modul je projektivn,
(3) R spliuge podminku konecnosti klesajicich tetézciu pro hlavni pravé idedly.

Takové okruhy se nazyvaji (zleva) perfektni.

Piiklady 9.3. (1) Z nenf perfektni.

(2) Okruh R se nazyva (zprava) Artinovsky pokud spliiuje podminku konecnosti
klesajicich fetézcu pro pravé idedly.

(3) Libovolny polojednoduchy okruh je perfektni.
Definice 9.4. Rekneme, ze f : F — M je ploché pokryti R-modulu M, pokud F je

plochy, f je surjektivni a libovolny homomorfismus g : ' — F' takovy, ze f-g = f
je izomorfismus.
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Lemma 9.5. Budte N C M R-moduly takové Ze N a M/N jsou ploché. Pak M je
plochy.

Dikaz. Mame kratkou exaktni posloupnost
0—-N—M-— M/N -0,

kde N a M/N jsou ploché. Ponévadz (—)* je funktor zachovavajici kratké exaktni
posloupnosti,

0— (M/N)" > M" = N"—=0
je kratka exaktni posloupnost. kde (M/N)" a NT jsou injektivni. Tedy (M/N)* —
M se stepi a proto Mt = NT@&(M/N)*. Tedy M je injektivni, takze M je plochy.
[

Definice 9.6. Injektivni homomorhismus h : M — N se nazyva plochy, pokud R-
modul M/h(N) je plochy.

Lemma 9.7. SlozZeni plochiyjch homomorfismi je ploché.

Dukaz. Budte f: A— Band g: B — C ploché inkluze. Uvazujme diagram

f g
>

A B C
C /A C/B

p1 p3

BJ/A — -

kde pi,p2,ps jsou projekce. Prostiedni lichobéznik je amalgovany soucet nebot z
spp =t-gplynet-g-f =s-ps-f = 0. Podle 83 je u injektivni. Plati
C/B=(C/A)/(B/A). Totiz q - u = 0 implikuje g - p2 - g = 0, takze q - ps = h - p3 pro
néjaké h. Pak h-v-po=h-p3=q-ps atedy h-v =q.

Podle 9.5 je B/A plochy. O
Lemma 9.8. Pokud v amalgovaném souctu je f plochy, pak f je plochy.

Proof. Bud

g

B D
f f
A C

g

amalgamovany soucet, kde f je plochy. Podle 8.3 je f injektivni. Uvazujme projekci
p: D — D/f(C). Staci ukazat, ze p-g : B — B/f(A) je projekce na faktorovy
R-modul. Necht ¢q: B —+ K, q-f =0. Pak ¢- f = 0- g, takZe existuje h : D — K
tak, ze h-g = ¢q. Tedy existuje t tak, zet-p=hah-f=0. Tedy t-p-g=h-q.
OJ O
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Lemma 9.9. Direkind kolimita plochyjch homomorfismu je plochy.

Diikaz. Budte (fi : My — M)er a (g; : N; = N);er direktni kolimity R-moduli
M; s homomorfismy (f;; : M; — M;j),<jer a R-modula N; s homomorfismy (g;; :
Ni — Nj)i<jer- Budte h; : M; — N;, 1 € I ploché homomorfismy takové, ze h; - f;; =
Gij - hi proi < j € I a h = colim; h;. Podle 6.9 je h injektivni. Plati N/h(M) =
colim; N;h(M;). Tento R-modul je plochy podle 6.12, takze h je plochy. O

Definice 9.10. R-modul E se nazyva kotorzni, jestlize pro libovolny plochy ho-
momorfismus h : M — N a pro libovolny homomorfismus f : M — E existuje
homomorfismus g : N — E takovy, ze g - h = f.

Poznamka 9.11. (1) Libovolny injektivni R-modul je kotorzni.
(2) Komutativni grupa je kotorzni, pravé kdyz je sc¢itanec v kazdé komutativni
grupé, kterd ji obsahuje s kvocientem bez torze.

Véta 9.12. Pro libovolnyg R-modul M existuje plochy homomorfismus h : M — M
do kotorzniho R-modulu M .

Nastin dikazu. Postupujeme stejné, jak v dukazu 8.4 s tim, ze za h, : I, — M a
I, € R bereme homomorfismy h,, : A, — M a ploché homomorfismy g, : A, — Ba.
Pritom vyuzivame 9.8 a 9.9. Musime vSak védet, Ze se sta¢i omezit na mnozinu
plochych homomorfismu g,, coz je rozhodujici ¢ast dukazu. [J

Definice 9.13. Surjektivni homomorfismus R-modulu se nazyva kotorzni, poku jeho
jadro je kotorzni.

Poznamka 9.14. Homomorfismus M — 0 je kotorzni, pravé kdyz M je kotorzni.

Lemma 9.15. Bud g : C — D homomorfismus takovy, Ze pro libovolny komutationi
Ctverec

B—2—=D
f g
A C

kde f je plochy, existujet: B — C tak, Zet- f =w a g-t =v. Pak g je kotorzni.

Dikaz. Nejprve ukazeme, 7 g je surjektivni. K tomu za u staci zvolit 0 — R.
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Bud j : E — C jidro ¢g. V diagramu
A—>F

D

mdme t takové Ze g-t = 0 and t - f = j - u. Tedy mame v tak, ze j - v = t (nebot
g-t=0). Tedy

jov-f=t-f=j-u
atedy v-f=wu. O

Poznamka 9.16. (1) Plati i opa¢nd implikace — libovolny kotorzni homomorfismus
ma vlastnost z 9.15. Navic, homomorfismus f je plochy, pravé kdyz ma tuto vlastnost
vzhledem ke kotorznim homomorfismtim g. Tedy ploché a kotorzni homomorfismy se
navzajem urcuji vlastnosti z 9.15, kterad se nazyva liftovaci vlastnost.

(2) Podobné se urcuji injektivni homomorfismy a surjektivni homomorfismy s in-
jektivnim jadrem a injektivni homomorfismy s projektivnim kvocientem a surjektivni
homomorfismy.

(3) Odsud vyplyvéd, ze libovolny kotorzni R-modul je injektivni, pravé kdyz libo-
volny R-modul je plochy. Podobné, libovolny plochy R-modul je projektivni, prave
kdyz libovolny R-modul je kotorzni.

Véta 9.17. Libovolny homorfismus R-moduli f : M — N lze faktorizovat jako
f=fof1, kde fi : M — M je plochy a fo : M — N kotorzni.

Nastin dikazu. Postupujeme stejné, jak v dukazu 9.12 s tim, ze misto h, : Ao, — M
a go : Ay — B, bereme h, : Ay =& M, g, : Ay — B, a w, @ B, — N takové, ze
Wo " Jo = f - he. O

Dusledek 9.18. Pro libovolny R-modul M existuje kotorzni homomorfismus p : M —
M plochého R-modulu M.

Dikaz. Aplikujeme 9.17 na 0 — M. [J

7.9.18 lze odvodit nasledujici vysledek. Vyuziva se uzavienosti plochych R-modult
na direktni kolimity. Podrobnosti lze nalézt v [2], ¢i [3], [4].

Véta 9.19 (Bican, El Bashir, Enochs). Libovolny R-modul md ploché pokryti.

Podobné se ukaze libovolny R-modul ma kotorzni obal.



26

10. CISTE INJEKTIVNI MODULY

Definice 10.1. Injektivni homomorfismus h : M — N (levych) R-modulu se nazyva
cisty, pokud h ®i K je injektivni pro libovolny pravy R-modul K.

Lemma 10.2. Direktni kolimity rozstépenych injektivnich homomorfismu jsou Cisté.

Dikaz. Bud h = colim; h; direktn{ kolimita, kde h; jsou rozstépené injektivni ho-
momorfismy. Pak h®r K = colim h; QK je direktni kolimita rozstépenych injektivnich
homomorfismu. [

Poznamka 10.3. (1) Plati i opa¢néd implikace, ¢isté homomorfismy jsou préavé di-
rektni kolimity rozstépenych injektivnich homomorfismu.

(2) Homomorfismus f : M — N je cisty, pravé kdyz v libovolném komutativnim
ctverci

u v

A B

kde A, B jsou konec¢né prezentované, existuje t : B — M tak, ze t - g = u.

Definice 10.4. R-modul se nazyva cisté injektioni, pokud je injektivni k cistym
homomorfismum.

Poznamka 10.5. Libovolny injektivni R-modul je ¢isté injektivni.

Véta 10.6. Pro libovolny R-modul M, je modul charakteru M™ ¢isté injektiond pravy
R-modul.

Dikaz. Bud K C L ¢isty podmodul R-modulu L. Potfebujeme ukézat, ze
Modg(L, M*) — Modg(K, M™)
je surjektivni. To vSak plyne z ditkazu 7.7 nebot h @ M je injektivni. [J

Lemma 10.7. Injektivni homomorfismus h : K — L je cisty, prdvé kdyz h™ : LT —
K™ se stepi (jako surjektivni homomorfismus).

Dikaz. Je-li h cisty, pak h ® g M je injektivni pro libovolny pravy R-modul M.
Tedy (h ®r M)* je surjektivni a proto
Modg(M,h") : Modg(M, L") — Modgr(M, K")

je surjektivni (oboji podle dikazu 7.7). Volbou M = K+ dostaneme, ze h™ se stépi.
Naopak, pokud ht se stépi, pak Modg(M,h") : Modgr(M, L) — Modg(M, K*)
je surjektivni a tedy h ®g M je injektivni. [J

Véta 10.8. Libovolny R-modul je ¢isty podmodul ¢isté injektivniho R-modulu.
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Dukaz. Mdme injektivia homomorfismus f : M — M™* dany predpisem

f(a)(h) = h(a)
pro libovolné a € M a h: M — Q/Z. Ponévadz Q/Z je kogenerétor, f je injektivni.
Potfebujeme ukdzat, ze Mt — M™ se stépi. Tim stépenim je M+ — (M*T)*+. O
Definice 10.9. Budte f : My — My a g : My — M, homomorfismy R-moduli.
Bud M R-modul vybaveny homomorfismy f : M — M, a g : M — M, takovymi,
ze g- f = f-g. Rekneme, ze R-modul M je fibrovany soucin M, a M, pokud pro
libovolny R-modul N spolu s homomorfismy v : N — M, v: N — M, takovymi, ze
f-u=g-v existuje pravé jeden homomorfismus h : N — M takovy, ze f-h=v a
g-h=u.
Znacéime M = M1 X Mo MQ.
Poznamka 10.10. M1 X MQ = M1 X0 MQ.

Lemma 10.11. Fibrovany soucin My X, Mo existuje a pokud je f surjektivnd, pak

je f surjektivni.

Dukaz. Bud pj i My x My — M;, j =1,2,soucin, h = f-p1—g-ps : My x My — M,

aj: M — M x M, jadro h. Zrejmé M = My X, Mo, kde f=ps-jag=p:-J.
Bud f surjektivnf a zvolme a € M. Existuje b € M; tak, ze f(b) = g(a). Pak

(b.a) € My Xpy Mo a f(bya) =a. O

Lemma 10.12. Libovolny plochy homomorfismus je ¢isty.

Ditkaz. Budh: M — N plochy homomorfismus ap : N — N/h(M). Pak N/h(M)
je direktni kolimita f; : P, — N/h(M) projektivnich R-modulu P;. Uvazujme fi-
brované souciny

N —"L2 N/h(M)
gi fi
Qi P;

pi
Pak p = colim; p; a p; jsou surjektivni. Tedy p; se stépi a proto jeho jadro h; se stépi.
Ponévadz h = colim; h;, h je cisty. [

Disledek 10.13. Libovolny cisté injektivni R-modul je kotorzni.

REFERENCES

[1] L. Bican a J. Rosicky, Teorie svazi a univerzdint algebra, Praha 1988.

[2] L. Bican, R. El Bashir and E. Enochs, All modules have flat cover, Bull. London Math.
Soc. 33 (2001), 385-390.

[3] J. Rosicky, Flat covers and factorizations, J. Algebra 263 (2002), 1-13.

[4] J. Rosicky, On projectivity in locally presentable categories, J. Algebra 272 (2004), 701-
710.



