Goniometricke a cyklometricke funkce

TVRZENI
Existuje jedira licha funkces naR, ktera ma nasleduici vlastnosti:

(i) sjerostoutna(0,r/2);

(i) s(z+y)=s(@)s(y +7/2) + s(y)s(z + 7/2)
provsechnar,y € R;

(i)

Ozn&imec(x) = s(x + 7/2).

Vlastnosti:
s(0) = 0as(z) > 0proz € (0,7/2) (plyne z (iii) a (i));

s(m/2) = 1,s(m) = s(2m) = 0, s(37/2) = —1 (vhodré volby proz, y v (ii));
s(z+7) = —s(x), s(x + 2m) = s(x), c(—z) = c(x) (plyne ot z (ii));
s2(x) + *(z) = 1 (volbay = 7/2 — x v (ii));

funkce s, ¢ jsou spojie ((iii) dava spojitost v 0, z (i) a z pdchoz rovnosti plyne
spoijitost v datich bodech);

z (i) se Bznym postupem dostanowsechny dall znamé vzorce pro sin a cos, nap

32$:1—+(233)7 c2(x):1++”(2x)_
Podle posledith vzordi Ize induké definovat hodnoty(z) ac(z) v bodechkr /2, k €
Z,n € N:
52(]4;77/2n+l) — %’ CQ(]{:7T/2”+1) _ %

(znanenka se berou podle/se uvedefch viastnosy).

Ozn&me takto definovad funkce na mnoiné D = {knr/2";k € Z,n € N} jako
S(x),C(x). Je pouze technigkprobem ulkézat,ze S, C sphuji vztah (i) proz,y €
D, vztah (i) naD aze S je spojita v O (tedy podle (ii) je spoji naD).

Jestlve{z,} C D,z, — z, sphuje S(z,) Bolzanovu—Cauchyovu podnku a tedy
konverguje k€islu, ktee ozn&ime S(x) (toto Eislo neavid na volke {z,,}).

Protaze S spiiuje (i) a (i) naD a je spojify, sphiuje (i) a (i) i naR. Zbyva ulézat,
ze funkceS splhuje (iii). Vzhledem k tomuze k&da funkce naR sphuijici (i), (i) a
(iii) je spojita a shoduje se S naD, mus se shodovat § i naR. Tuto jedinou funkci
ozn&imesin a funkciC ozn&ime cos.



Funkcesin, cos jsou spojie naR, 2r—periodicle, za obor hodnot mainterval [—1, 1].
Funkcesin je licha, rostouena[—/2, 7 /2] a klesaici na[r/2, 37 /2]. Funkcecos je
sudh, rostoutna[—m, 0] a klesaici na 0, 7.
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Funkcesin / cos (zn&i se tg) je definovana \sude kroné lichych rasobki /2, je
spojita, licha, rostoucna jednotlivych intervalech defiginiho oboru, neomezén

Funkcecos / sin (zn&i secotg) je definoana \sude kroné nasobkKi =, je spojif, licha,
klesajci na jednotlivych intervalech defi@iniho oboru, neomezén
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DEFINICE

Funkee sin je rostouci na [—m/2,7/2], tento interval zobrazuje na [—1,1]. Na
[—1, 1] tedy existuje inverzni funkce (znaci se arcsin), kterd je spojitd, rostouct
a zobrazuje [—1,1] na [-7/2,7/2].

Funkee cos je klesajici na [0, 7], tento interval zobrazuje na [—1,1]. Na [—1,1]
tedy existuje inverzni funkce (znag¢i se arccos), kterd je spojitd, klesajici a zo-
brazuje [—1,1] na [0, 7].
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DEFINICE

Funkce tg je rostouci na (—

7/2,m/2), tento interval zobrazuje na (—oo, +00).
Na (—o00,400) tedy existuje inverzn{ funkce (znaci se arctg), kterd je spojitd,

rostouci a zobrazuje (—o0,4+00) na (—7/2,7/2).

Funkee cotg je klesajici na (0,7), tento interval zobrazuje na (—oo,+00). Na
(—o00,4+00) tedy existuje inverzni funkce (znaci se arccotg), kterd je spojitd,

klesajici a zobrazuje (—oo, +00) na (0, 7).
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