
Goniometrické a cyklometrické funkce

TVRZENÍ

Existuje jedińa lichá funkces naR, kteŕa má ńasleduj́ıćı vlastnosti:

(i) s je rostoućı na(0, π/2);

(ii) s(x + y) = s(x)s(y + π/2) + s(y)s(x + π/2)
pro v̌sechnax, y ∈ R;

(iii)

lim
x→0

s(x)
x

= 1 .

Oznǎćımec(x) = s(x + π/2).

Vlastnosti:
s(0) = 0 as(x) > 0 prox ∈ (0, π/2) (plyne z (iii) a (i));

s(π/2) = 1, s(π) = s(2π) = 0, s(3π/2) = −1 (vhodńe volby prox, y v (ii));

s(x + π) = −s(x), s(x + 2π) = s(x), c(−x) = c(x) (plyne op̌et z (ii));

s2(x) + c2(x) = 1 (volbay = π/2− x v (ii));

funkce s, c jsou spojit́e ((iii) dává spojitost v 0, z (ii) a z p̌redchoźı rovnosti plyne
spojitost v daľśıch bodech);

z (ii) se b̌ežným postupem dostanou všechny daľśı známé vzorce pro sin a cos, např.

s2x =
1− c(2x)

2
, c2(x) =

1 + c(2x)
2

.

Podle posledńıch vzorc̊u lze indukćı definovat hodnotys(x) ac(x) v bodechkπ/2n, k ∈
Z, n ∈ N:

s2(kπ/2n+1) =
1− c(kπ/2n)

2
, c2(kπ/2n+1) =

1 + c(kπ/2n)
2

(znaḿenka se berou podle výše uvedeńych vlastnost́ı).

Oznǎcme takto definovańe funkce na mnǒzině D = {kπ/2n; k ∈ Z, n ∈ N} jako
S(x), C(x). Je pouze technický probĺem uḱazat,žeS, C splňuj́ı vztah (ii) prox, y ∈
D, vztah (i) naD a žeS je spojit́a v 0 (tedy podle (ii) je spojit́a naD).

Jestlǐze{xn} ⊂ D, xn → x, spľnujeS(xn) Bolzanovu–Cauchyovu podmı́nku a tedy
konverguje ǩćıslu, kteŕe oznǎćımeS(x) (toto č́ıslo neźaviśı na volb̌e{xn}).
ProtǒzeS splňuje (i) a (ii) naD a je spojit́a, spľnuje (i) a (ii) i naR. Zbývá uḱazat,
že funkceS splňuje (iii). Vzhledem k tomu,̌ze kǎzdá funkce naR splňuj́ıćı (i), (ii) a
(iii) je spojitá a shoduje se sS naD, muśı se shodovat sS i naR. Tuto jedinou funkci
oznǎćımesin a funkciC oznǎćımecos.
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Funkcesin, cos jsou spojit́e naR, 2π–periodicḱe, za obor hodnot majı́ interval[−1, 1].
Funkcesin je lichá, rostoućı na [−π/2, π/2] a klesaj́ıćı na [π/2, 3π/2]. Funkcecos je
sud́a, rostoućı na[−π, 0] a klesaj́ıćı na[0, π].
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Funkcesin / cos (znǎćı se tg) je definov́ana v̌sude krom̌e lichých ńasobk̊u π/2, je
spojit́a, lich́a, rostoućı na jednotliv́ych intervalech definičńıho oboru, neomezená.

Funkcecos / sin (znǎćı secotg) je definov́ana v̌sude krom̌e ńasobk̊uπ, je spojit́a, lich́a,
klesaj́ıćı na jednotliv́ych intervalech definičńıho oboru, neomezená.
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DEFINICE

Funkce sin je rostoućı na [−π/2, π/2], tento interval zobrazuje na [−1, 1]. Na
[−1, 1] tedy existuje inverzńı funkce (znač́ı se arcsin), která je spojitá, rostoućı
a zobrazuje [−1, 1] na [−π/2, π/2].

Funkce cos je klesaj́ıćı na [0, π], tento interval zobrazuje na [−1, 1]. Na [−1, 1]
tedy existuje inverzńı funkce (znač́ı se arccos), která je spojitá, klesaj́ıćı a zo-
brazuje [−1, 1] na [0, π].
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DEFINICE

Funkce tg je rostoućı na (−π/2, π/2), tento interval zobrazuje na (−∞, +∞).
Na (−∞,+∞) tedy existuje inverzńı funkce (znač́ı se arctg), která je spojitá,
rostoućı a zobrazuje (−∞, +∞) na (−π/2, π/2).

Funkce cotg je klesaj́ıćı na (0, π), tento interval zobrazuje na (−∞, +∞). Na
(−∞, +∞) tedy existuje inverzńı funkce (znač́ı se arccotg), která je spojitá,
klesaj́ıćı a zobrazuje (−∞,+∞) na (0, π).
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