
Limity funkce

DEFINICE

Ř́ıkáme, že bod c ∈ R∗ je hromadńy bod podmnožiny A ⊂ R, jestliže každé
okoĺı bodu c obsahuje nekonečně mnoho bod̊u množiny A.
Řı́káme, že posloupnost {xn} je prost́a , jestliže xn 6= xm pro všechna n 6= m
(tj., př́ıslušné zobrazeńı N→ R je prosté).

TVRZENÍ

Pro c ∈ R∗, A ⊂ R jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

1. c je hromadný bod A;

2. každé okoĺı bodu c obsahuje aspoň jeden bod množiny A r̊uzný od c;

3. existuje prostá posloupnost bod̊u z A konverguj́ıćı k c.

POZOROVÁNÍ

V definici spojitosti funkce v bodě lze brát jen rostoućı nebo klesaj́ıćı posloup-
nosti.

DEFINICE

Ř́ıkáme, že funkce f je v bodě x ∈ D(f) spojitá zleva (resp. zprava), jestliže
pro jakoukoli rostoućı (resp. klesaj́ıćı) posloupnost {xn} z D(f) konverguj́ıćı k
x plat́ı

lim f(xn) = f(x) .

POZOROVÁNÍ

Funkce je v nějakém bodě spojitá právě když je v tomto bodě spojitá zprava i
zleva.

DEFINICE

Nechť c je hromadný bod definičńıho oboru funkce f .
Řı́káme, že limita funkce f v bodě c se rovná A
(značeńı lim

x→c
f(x) = A, nebo f(x) → A pro x → c), jestliže lim f(xn) = A pro

každou prostou posloupnost {xn} ⊂ D(f)} konverguj́ıćı k c.

TVRZENÍ

Nechť c ∈ D(f) je hromadným bodem D(f). Funkce f je spojitá v bodě c
právě když lim

x→c
f(x) = f(c).

TVRZENÍ

Funkce má v daném bodě nejvýše jednu limitu.
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TVRZENÍ

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou pro funkci f , hromadný bod c definičńıho oboru f a
bod A ekvivalentńı:

1. lim
x→c

f(x) = A;

2. Pro každé okoĺı U bodu A existuje okoĺı V bodu c takové, že f(x) ∈ U
jakmile x ∈ V ∩ D(f), x 6= c.

Přepisy charakterizace limity pro r̊uzné situace:

Body c i A jsou vlastńı. Pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že |f(x)−A| < ε
jakmile 0 < |x− c| < δ.

Bod c vlastńı, bod A nevlastńı. Pro každé č́ıslo K existuje δ > 0 tak, že
f(x) > K pro A = +∞ (resp. f(x) < K pro A = −∞), jakmile 0 < |x− c| < δ.

Bod c nevlastńı, bod A vlastńı. Pro každé ε > 0 existuje č́ıslo k tak, že
|f(x)−A| < ε jakmile x > k pro c = +∞ (resp. x < k pro c = −∞).

Body c i A jsou nevlastńı. Pro každé č́ıslo K existuje č́ıslo k tak, že f(x) > K
pro A = +∞ (resp. f(x) < K pro A = −∞), jakmile x > k pro c = +∞ (resp.
x < k pro c = −∞).

TVRZENÍ

Nechť c je hromadný bod definičńıch obor̊u funkce f + g. Pak plat́ı (ṕı̌seme
lim mı́sto lim

x→c
):

1. lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x), pokud má pravá strana smysl;

2. lim(f(x) · g(x)) = lim f(x) · lim g(x), pokud má pravá strana smysl;

3. lim f(x)
g(x) = lim f(x)

lim g(x) , pokud má pravá strana smysl;

TVRZENÍ

Nechť c je hromadný bod definičńıho oboru funkce f ◦ g. Jestliže lim
x→c

g(x) = A

a f je spojitá v bodě A, pak

lim
x→c

(f ◦ g)(x) = f(A)

TVRZENÍ

Nechť c je hromadný bod definičńıho oboru funkce f ◦ g. Jestliže lim
x→c

g(x) = A

a lim
y→A

f(y) = α, pak

lim
x→c

(f ◦ g)(x) = α

za předpokladu, že g(x) 6= A pro všechna x 6= c z nějakého okoĺı bodu c.
Uvedený posledńı předpoklad je splněn, je-li g ryze monotónńı nebo A je

nevlastńı bod.
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TVRZENÍ

Mějme na intervalu J funkce f, g a c buď hromadný bod J .

1. Jestliže lim
x→c

f(x) < lim
x→c

g(x), pak existuje okoĺı U bodu c takové, že f(x) <

g(x) pro všechna x ∈ U ∩ J, x 6= c.

2. Jestliže existuje okoĺı U bodu c takové, že f(x) ≤ g(x) pro všechna x ∈
U ∩ J, x 6= c, pak lim

x→c
f(x) ≤ lim

x→c
g(x) (pokud existuj́ı).

DŮSLEDEK

Mějme funkce f, g, h na intervalu J , c buď hromadný bod J , U okoĺı c a pro
x ∈ J ∩ U, x 6= c nechť f(x) ≤ g(x) ≤ h(x). Jestliže existuj́ı lim

x→c
f(x), lim

x→c
h(x)

a rovnaj́ı se, pak existuje i lim
x→c

g(x) a rovná se oběma zbývaj́ıćım.

V př́ıpadě lim
x→c

f(x) = +∞ neńı nutné uvažovat funkci h, a podobně u limity
−∞ neńı nutné uvažovat funkci f .

DŮSLEDEK

Nechť lim
x→c

f(x) = 0 a funkce g je omezená na nějakém okoĺı bodu c. Pak

lim
x→c

f(x)g(x) = 0.

DEFINICE

Nechť c je hromadný bod D(f) ∩ (−∞, c).
Řı́káme, že limita zleva funkce f v bodě c se rovná A
(značeńı lim

x→c−
f(x) = A, nebo f(x) → A pro x → c−), jestliže lim f(xn) = A

pro každou rostoućı posloupnost {xn} ⊂ D(f)} konverguj́ıćı k c.
Podobně limita zprava lim

x→c+
f(x), kde bereme klesaj́ıćı

posloupnosti {xn} konverguj́ıćı k c, je-li c hromadný bod D(f) ∩ (c,+∞).
POZOROVÁNÍ

Jestliže c je hromadný bod jak D(f) ∩ (−∞, c), tak D(f) ∩ (c,+∞), pak
lim
x→c

f(x) = A právě když lim
x→c−

f(x) = lim
x→c+

f(x) = A.

TVRZENÍ

Monotónńı funkce má obě jednostranné limity funkce f v každém bodě, ve
kterém to má smysl.

Je-li např. f neklesaj́ıćı na (a, b) a c ∈ [a, b], je

lim
x→c+

f(x) = inf
x∈(c,b)

f(x) pro c 6= b ,

lim
x→c−

f(x) = sup
x∈(a,c)

f(x) pro c 6= a .
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TVRZENÍ

Monotónńı funkce má na intervalu nejvýše spočetně mnoho bod̊u nespojitosti
(skoky).

DEFINICE

Nechť c je bod definičńıho oboru funkce f .

1. Jestliže existuje lim
x→c

f(x) 6= f(c), ř́ıkáme, že c je
bod odstranitelńe nespojitosti funkce f ;

2. Jestliže obě jednostranné limity f v bodě c existuj́ı a
nerovnaj́ı se, ř́ıkáme, že funkce f má v bodě c skok;

3. Jestliže aspoň jedna jednostranná limita f neexistuje v bodě c, ve kterém
to má smysl, ř́ıkáme, že f v bodě c osciluje.
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