Limity funkce

DEFINICE

Rikéme, ze bod ¢ € R* je hromadry bod podmnoziny A C R, jestlize kazdé
okolf bodu ¢ obsahuje nekone¢né mnoho bodit mnoziny A.

Rikdme, ze posloupnost {x,} je pros@ , jestlize x,, # x,, pro vSechna n # m
(tj., prislusné zobrazeni N — R je prosté).

TVRZENI

Pro ¢ € R*, A C R jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
1. ¢ je hromadny bod A;
2. kazdé okoli bodu ¢ obsahuje aspon jeden bod mnoziny A ruzny od c;
3. existuje prosta posloupnost bodu z A konvergujici k c.

POZORO\AN|

V definici spojitosti funkce v bodé lze brat jen rostouci nebo klesajici posloup-
nosti.
DEFINICE

Rikdme, ze funkce f je v bodé x € D(f) spojita zleva (resp. zprava), jestlize
pro jakoukoli rostouci (resp. klesajici) posloupnost {x,} z D(f) konvergujici k
x plati

lim f(x,) = f(x).
POZORO\AN|

Funkce je v néjakém bodé spojita pravé kdyz je v tomto bodé spojita zprava i
zleva.

DEFINICE

Nechf ¢ je hromadny bod definiéniho oboru funkce f.
Rikdme, ze limita funkce f v bodé ¢ se rovna A
(znaceni lim f(x) = A, nebo f(xz) — A pro x — ¢), jestlize lim f(z,) = A pro

kazdou prostou posloupnost {z,,} C D(f)} konvergujici k c.

TVRZENI

Necht ¢ € D(f) je hromadnym bodem D(f). Funkce f je spojitd v bodé c
prave kdyz lim f(z) = f(c).

TVRZENI

Funkce ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.



TVRZENI

Nésledujici tvrzeni jsou pro funkci f, hromadny bod ¢ definiéniho oboru f a
bod A ekvivalentni:

1. lim f(z) = 4;

2. Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu ¢ takové, ze f(x) € U
jakmile z € VN D(f),z # c.

Prepisy charakterizace limity pro rtuzné situace:

Body ci A jsou vlastni. Pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, ze |f(z)—A| < ¢
jakmile 0 < |z —¢| < 4.

Bod ¢ vlastni, bod A nevlastni. Pro kazdé ¢islo K existuje § > 0 tak, ze
f(z) > K pro A = +oo (resp. f(z) < K pro A = —0c0), jakmile 0 < |z —c| < 4.

Bod ¢ nevlastni, bod A vlastni. Pro kazdé ¢ > 0 existuje ¢islo k tak, ze
|f(z) — A| < e jakmile & > k pro ¢ = 400 (resp. & < k pro ¢ = —o00).

Body ci A jsou nevlastni. Pro kazdé ¢islo K existuje ¢islo k tak, ze f(z) > K
pro A = +oo (resp. f(z) < K pro A = —00), jakmile x > k pro ¢ = 400 (resp.
x < k pro ¢ = —00).

TVRZENI

Necht ¢ je hromadny bod definiénich oborti funkce f + g. Pak plati (piSeme
lim misto lim):

1. lim(f(z) 4+ g(x)) = lim f(x) + lim g(x), pokud m4 prava strana smysl;
2. im(f(x) - g(x)) = lim f(z) - lim g(z), pokud mé pravé strana smysl;

o £G) _ lim £(2)
3 M 5y = Fang(a)

pokud mé prava strana smysl;

TVRZENI

Necht ¢ je hromadny bod definiéniho oboru funkce f o g. Jestlize lim g(z) = A
a f je spojita v bodé A, pak

tim (f 0 9)() = £(4)
TVRZENI
Necht ¢ je hromadny bod definiéntho oboru funkce f o g. Jestlize lim g(z) = A
r—c
a lim f(y) = a, pak
y—A
lin (f 0 g) () = a

r—cC

za predpokladu, ze g(x) # A pro vSechna z # ¢ z n&jakého okoli bodu c.
Uvedeny posledni predpoklad je splnén, je-li g ryze monoténni nebo A je
nevlastni bod.



TVRZENI
Méjme na intervalu J funkce f, ¢ a ¢ bud hromadny bod J.

1. Jestlize lim f(x) < lim g(x), pak existuje okoli U bodu ¢ takové, ze f(x) <
g(x) pro véechna z € UN J,x # c.

2. Jestlize existuje okoli U bodu ¢ takové, ze f(z) < g(z) pro vSechna z €
UNJz+#c, pak lim f(z) < lim g(z) (pokud existuji).
r—c r—c

DUSLEDEK

Méjme funkee f, g, h na intervalu .J, ¢ bud hromadny bod J, U okoli ¢ a pro
x e JNU,x# cnecht f(zx) < g(x) < h(x). Jestlize existuji lim f(x), lim h(x)
a rovnaji se, pak existuje i lim g(x) a rovnd se obéma zbyvaj?c_i};l. o
V pifpadé lim f(z) = —|—J<E>g§1eni nutné uvazovat funkci i, a podobné u limity
—00 neni nutnré_)ucvaiovat funkci f.
DUSLEDEK

Nechf lim f(x) = 0 a funkce g je omezend na néjakém okolf bodu c. Pak
r—cC
lim f(z)g(x) =0.

DEFINICE

Necht ¢ je hromadny bod D(f) N (—oo, ¢).

Rikame, ze limita zleva funkce f v bodeé ¢ se rovna A

(znaceni lim f(z) = A, nebo f(z) — A pro x — c_), jestlize lim f(z,) = A

Tr—C—
pro kazdou rostouci posloupnost {z,,} C D(f)} konvergujici k c.
Podobné limita zprava lim f(z), kde bereme klesajci
T—Ccq

posloupnosti {z, } konvergujici k ¢, je-li ¢ hromadny bod D(f) N (¢, +00).

POZORO\ANi

Jestlize ¢ je hromadny bod jak D(f) N (—oo,¢), tak D(f) N (¢, +00), pak
lim f(z) = A pravé kdyz lim f(z) = lim f(z) = A.
T—C T—c_ T—Cq

TVRZENI

Monoténni funkce ma obé jednostranné limity funkce f v kazdém bodé, ve
kterém to mé smysl.

Je-li napt. f neklesajici na (a,b) a ¢ € [a,b], je

lim f(z)= inf f(z) proc#b,

T—Cy z€(c,b)

lim f(z)= sup f(z)proc#a.

T—e— z€(a,c)



TVRZENI

Monoténni funkce mé na intervalu nejvyse spo¢etné mnoho bodu nespojitosti
(skoky).

DEFINICE
Necht ¢ je bod defini¢niho oboru funkce f.
1. Jestlize existuje lim f(z) # f(c), tikdme, Ze ¢ je
bod odstraniteld nespojitosti funkce f;

2. Jestlize obé jednostranné limity f v bodé c existuji a
nerovnaji se, iikame, ze funkce f ma v bodé ¢ skok;

3. Jestlize aspon jedna jednostrannd limita f neexistuje v bodé ¢, ve kterém
to ma smysl, fikdme, ze f v bodé ¢ osciluje.



