
Obecńa mocnina a logaritmus

Proa > 0 je funkceax definov́ana pro v̌sechna raciońalńı č́ısla a je naQ rostoućı
proa > 1, konstantńı s hodnotou 1 proa = 1 a klesaj́ıćı pro0 < a < 1.

TVRZENÍ

Funkceax je spojit́a naQ.

Jestlǐze{xn} ⊂ Q axn → x ∈ R, pak{axn} splňuje Bolzanovu–Cauchyovu pod-
mı́nku a tedy konverguje vR a tato limita neźaviśı na volb̌e posloupnosti konvergujı́ćı
k x. Tato limita se oznǎćı ax. Vzniklá funkce se naźyváobecńa mocninaneboobecńa
exponencíańı funkce.

TVRZENÍ

Funkceax je spojit́a naR a je rostoućı proa > 1, konstantńı s hodnotou 1 proa = 1
a klesaj́ıćı pro0 < a < 1.

TVRZENÍ

Obor hodnot funkceax proa 6= 1 je (0,∞).
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TVRZENÍ

Proa 6= 1, a > 0 má funkceax inverzńı funkci, kteŕa je spojit́a, definovańa na(0,∞),
je rostoućı pro a > 1 a klesaj́ıćı pro 0 < a < 1 a má obor hodnotR. Tato funkce se
znǎćı lga x. Plat́ı (prvńı vzorec prox > 0, druh́y vzorec pro v̌sechnax).

alga x = x, lga(ax) = x .
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TVRZENÍ

Necȟt f, g jsou spojit́e funkce na intervaluJ , kteŕe maj́ı stejńe hodnoty pro v̌sechna
raciońalńı č́ısla zJ (nebo pro v̌sechnǎćısla z ňejaḱe hust́e podmnǒziny J). Pakf = g
naJ .

DŮSLEDEK

Funkceax má vlastnosti:

• a−x = 1
ax ;

• (ax)y = axy ;

• ax+y = axay .
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TVRZENÍ

Funkcelga x má vlastnosti:

• lga
1
x = − lga x ;

• lga(xy) = y lga x ;

• lga(xy) = lga x + lga y .

Prox > 0 oznǎćımeg(z) = xz−1
z . Tato funkce je definov́ana v̌sude krom̌e 0. Je

neklesaj́ıćı na obou definǐcńıch intervalech asup{g(z); z < 0} = inf{g(z); z > 0}.
Existuje tedylim

z→0
g(z). Tato limita źaviśı na x a oznǎćıme ji h(x). Funkceh je

definov́ana na(0,+∞), je nenulov́a ah(xy) = yh(x). Takov́ato funkce existuje jedińa
a rovńa selga x pro ňejaḱea Oznǎcme totoč́ısloa pı́smeneme a p̌rı́slušný logaritmus
jako lg x bez indexu.

Plat́ı

lim
x→0

ax − 1
x

= lg a, lim
x→1

x− 1
lga x

= lg a ,

specíalně

lim
x→0

ex − 1
x

= 1, lim
x→1

x− 1
lg x

= 1 .

Poǔzijeme-li na(1 + 1/n)n vzorecab = eb lg a, dostaneme,̌ze limita(1 + 1/n)n

vypočteńa ďrı́ve, se shoduje šćısleme źıskańym nyńı.

TVRZENÍ

Proa > 1, u > 0, v > 0 plat́ı:

lim
x→+∞

aux

xv
= +∞ , speciálně lim

x→+∞
ex

xn
= +∞

lim
x→−∞

|x|vaux = 0 , speciálně lim
x→−∞

|x|nex = 0

lim
x→+∞

xu

lga
v x

= +∞ , speciálně lim
x→+∞

x

lg x
= +∞

lim
x→0+

xu
v

lga x = 0 , speciálně lim
x→0+

x lg x = 0 .

Pozńamka. Exponencíalńı a logaritmicḱa funkce (se źaklademe) lze definovat i axiomat-
icky:

1. Existuje jedińa funkcef naR (oznǎćı seex), pro kterou jef(x+y) = f(x)f(y)
a lim

x→0

f(x)−1
x = 1 .

2. Existuje jedińa funkcef na (0, +∞) (oznǎćı se lg x), pro kterou jef(xy) =
f(x) + f(y) a lim

x→1

f(x)
x−1 = 1 .
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