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A. ZÁKLADNÍ POJMY.

l. MNOŽINY .

Základńı pojmy teorie množin. Množinou rozumı́me soubor (množstv́ı, sou-
hrn) určitých objekt̊u, které se daj́ı navzájem rozlǐsit. Množina je dána, dovedeme-li
o každém objektu rozhodnout, jestli do ńı patř́ı nebo ne.

Zápis a ∈ M znamená a patř́ı do množiny M nebo také a je prvkem množiny
M. Zápis a /∈ M naopak znamená, že a nepatř́ı do množiny M nebo také a neńı
prvkem množiny M.

Množinu, která neobsahuje žádný prvek, nazýváme prázdnou množinou a znač́ıme
ji ∅.

Množina, která obsahuje alespoň jeden prvek se nazývá neprázdná.
Množina, která obsahuje pouze konečný počet prvk̊u se nazývá koněcná. Koneč-

nou nazýváme i prázdnou množinu.
Množina, která neńı konečná se nazývá nekoněcná.
Nechť jsou dány dvě množiny A, B. Jestliže každý prvek množiny A je současně

prvkem množiny B, potom ř́ıkáme, že množina A je část́ı množiny B nebo také,
že A je podmožinou množiny B nebo také, že B je nadmnožinou množiny A
a ṕı̌seme A ⊂ B, eventuálně B ⊃ A. A ⊂ B ovšem také znamená: Každý prvek
nepatř́ıćı do B nepatř́ı ani do A.
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Jestliže současně A ⊂ B a B ⊂ A , potom ř́ıkáme, že množinyA, B jsou sob̌e
rovny a ṕı̌seme A = B.

Operace s množinami. Množinu tvořenou všemi prvky množiny A a všemi
prvky množiny B nazýváme sjednoceńım množin A a B a označujeme ji A ∪ B,
eventuálně B ∪ A.

Množinu tvořenou všemi prvky patř́ıćımi současně do množiny A i do množiny B
nazýváme pr̊unikem množin A, B a označujeme ji A∩B , eventuálně B∩A. Jestliže
A ∩ B = ∅ (prázdná množina), potom ř́ıkáme, že množiny A, B jsou disjunktńı .

Množinu všech prvk̊u patř́ıćıch do množiny A a současně nepatř́ıćıch do množi-
ny B nazýváme rozd́ılem množiny A a množiny B nebo také doplňkem množiny
B do množiny A a označujeme ji A− B.

Množinu tvořenou všemi uspořádanými dvojicemi (a, b) takovými, že a ∈ A ,
b ∈ B nazýváme kartézským součinem množin A , B a označujeme ji A×B. Slova
uspořádaná dvojice (a, b) znamenaj́ı, že ve dvojici zálež́ı na pořad́ı, t.j. dvojice
(a, b), (b, a) jsou r̊uzné.

Reálné množiny, supremum a infimum. Množiny, jej́ımiž prvky jsou pouze
reálná č́ısla, nazýváme reálnými množinami. Tyto množiny mohou mı́t r̊uzné struk-
tury. Pro nás zvláště d̊uležitými jsou otevřené, uzavřené a polouzavřené intervaly.

O reálné množině M řekneme, že je shora ohraničená, jestliže existuje reálné č́ıslo
h takové, že pro každé č́ıslo x ∈ M plat́ı x ≤ h. Č́ıslo h se pak nazývá horńı závora
množiny M. Nejmenš́ı horńı závora se nazývá supremum množiny M a označuje se
supM. Jestliže supM ∈ M, potom toto supremum nazýváme maximem množiny
M a označujeme maxM.

Analogicky definujeme ohraničenost reálné množiny zdola, dolńı závoru a největš́ı
dolńı závoru, která se nazývá infimum množiny M a označuje se inf M. Jestliže
nav́ıc inf M ∈ M, potom je infimum nejmenš́ım č́ıslem v množině M a označuje
se minM (čti minimum množiny M).

Př́ıklad:Pro M = 〈0, 1) plat́ı supM = 1 ,maxM neexistuje, inf M =
minM = 0.

2. MATEMATICKÁ LOGIKA.

Výrok a výroková funkce.Výrokem rozumı́me gramaticky správně vytvořenou
větu o které lze rozhodnout, zda je pravdivá nebo nepravdivá.Výrokovou funkćı pak
rozumı́me větu, která sice neńı výrokem, obsahuje však symbol x připouštěj́ıćı do-
sazeńı konkretńı hodnoty a která po dosazeńı se stane výrokem. Tak např́ıklad
věta: ”Č́ıslo x je sudé” je výrokovou funkćı. Dosad́ıme-li za symbol x č́ıslo 5 do-
staneme nepravdivý výrok ”č́ıslo 5 je sudé”. Výrokové funkce budeme označovat
p(x), q(x), . . . zat́ımco výroky pouhými ṕısmeny p, q, . . . .

V matematice se často mı́sto věty ”výrok p je pravdivý” ř́ıká ”výrok p má logickou
hodnotu true (pravda)” anebo krátce ”plat́ı p”. Mı́sto věty ”výrok p je nepravdivý”
se často ř́ıká ”výrok p má logickou hodnotu false (nepravda)” anebo krátce ”neplat́ı
p”.

Naše definice výroku připoušt́ı pouze dvě logické hodnoty. Ř́ıkáme proto, že
pracujeme ve dvojhodnotové logice.

2



Negace výroku a logické kvantifikátory. Negaćı výroku p rozumı́me vý-
rok q, který má tuto vlastnost: když je výrok p pravdivý, je výrok q nepravdivý a
naopak, když výrok p je nepravdivý, je výrok q pravdivý. Negaci q výroku p často
označujeme ¬p anebo p (čti non p).

Nechť A je nějaká množina a nechť p(x) je nějaká výroková funkce. Výrok
Pro každý prvek x ∈ A je pravdivý výrok p(x)

se v matematice často zapisuje takto
p(x) ∀ x ∈ A nebo ∀ x ∈ A : p(x)

a čte se: p(x) plat́ı pro každé x z množiny A.
Je zřejmé, že opačným výrokem k tomuto výroku je výrok
V množině A existuje (aspoň jeden) prvek a takový, že výrok p(a) je nepravdivý.

Tento výrok se v matematice často zapisuje takto:

∃ a ∈ A : p(a)
a čte se: v množině A existuje prvek a takový, že neplat́ı p(a). Z uvedeného př́ıkladu
je význam symbol̊u ∀, ∃ zřejmý. Ř́ıká se jim logické kvantifikátory.

Disjunkce a konjunkce výrok̊u. V matematice se často ze dvou výrok̊u vy-
tvář́ı jeden složený výrok. Slouž́ı k tomu r̊uzná spojeńı nebo spojky.

Jestliže jsou dány dva výroky p, q, potom nový (složený) výrok tvaru ”p nebo
q” nazýváme disjunkćı výrok̊u p, q a označujeme jej p ∨ q (čti p or q). Disjunkce
má následuj́ıćı vlastnost: je pravdivá, kdy alespoň jeden z výrok̊u p, q je pravdivý
a nepravdivá v př́ıpadě, kdy oba výroky p, q jsou nepravdivé. Spojka ”nebo (or)”
neńı tedy v logice vylučovaćı, neznamená ”buď - anebo”.

Jestliže jsou dány dva výroky p, q, potom nový (složený) výrok tvaru ”p a q”
nazýváme konjunkćı výrok̊u p, q a označujeme jej p ∧ q (čti p et q). Konjunkce má
následuj́ıćı vlastnost: je pravdivá pouze v př́ıpadě, kdy oba výroky p, q jsou pravdivé
a nepravdivá ve všech ostatńıch př́ıpadech.

Implikace a ekvivalence výrok̊u. Jestliže jsou dány dva výroky p, q, potom
nový (složený) výrok tvaru ”jestliže plat́ı p, potom plat́ı q” nazýváme implikaćı
výrok̊u p, q a označujeme p⇒ q (čti p implikuje q). Implikace má následuj́ıćı vlast-
nost: je nepravdivá pouze v př́ıpadě, kdy výrok p je pravdivý a současně výrok q je
nepravdivý.

V matematice daleko nejd̊uležitěǰśım složeným výrokem je právě implikace. V sou-
vislosti s ńı je použ́ıvána speciálńı terminologie. Mı́sto výroku

Jestliže plat́ı p, potom plat́ı q
se použ́ıvá některá z následuj́ıćıch konstrukćı:

Nechť plat́ı p. Potom plat́ı q,
Z p plyne q.
p je postačuj́ıćı podmı́nkou pro q.
q je nutnou podmı́nkou pro p.
q plat́ı tehdy, když plat́ı p.
p plat́ı jen tehdy, když plat́ı q.

Podotkněme také, že mı́sto výroku ”jestliže x ∈ M, potom plat́ı p(x)” se použ́ıvá
výrok ”pro každé x ∈ M plat́ı p(x)”.

3



V matematice se často setkáváme s výroky, kdy kromě implikace p⇒ q je prav-
divá i implikace opačná, tj. s výroky tvaru

(p⇒ q) ∧ (q ⇒ p)
Tento složený výrok krátce zapisujeme
p⇔ q nebo také p ≡ q

(čti p je ekvivalentńı s q) a výroky p, q nazýváme ekvivalentńı.
Shodně se speciálńı matematickou terminologíı, lze ekvivalenci tedy formulovat

následovně
p je nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro q,

nebo také
p plat́ı tehdy a jen tehdy, když plat́ı q,

přičemž v obou formulaćıch lze mezi sebou vyměnit ṕısmena p a q.

Teorémy a jejich d̊ukazy. Pravdivé výroky matematického charakteru nazý-
váme matematickými větami anebo teoŕemy.Většina teorém̊u má tvar implikace
p⇒ q.

Platnost (pravdivost) každého teorému je třeba vždy dokázat. Výj́ımku tvoř́ı
tak zvané axiomy (postuláty), což jsou výroky, které v dané teorii přijmeme (bez
d̊ukazu) předem (a-priory) za pravdivé.

Důkazy vět většinou děĺıme na př́ımé a nepř́ımé. Podstatou obou typ̊u d̊ukaz̊u
je opět implikace.

Nechť je dán nějaký výrok v jehož platnost máme dokázat.
Podstata př́ımého d̊ukazu spoč́ıvá v následuj́ıćım postupu: Hledá se pravdivý

výrok p (jehož platnost byla již dř́ıve ověřena, m̊uže to být např. axiom) takový,
aby platila implikace p ⇒ v. Platnost výroku v je t́ım dokázána, neboť v pravdivé
implikaci z pravdivého výroku m̊uže plynout pouze pravdivý výrok.

Podstata nepř́ımého d̊ukazu spoč́ıvá v následuj́ıćım postupu: Hledá se nepravdivý
výrok n (jehož neplatnost byla již dř́ıve ověřena) takový, aby platila implikace
v ⇒ n. Platnost výroku v je t́ım dokázána, neboť v pravdivé implikaci nem̊uže
z pravdivého výroku plynout nepravdivý výrok. To však znamená, že výrok v je
nepravdivý a tedy výrok v je pravdivý (pokud ovšem pracujeme ve dvojhodnotové
logice).

V př́ıpadě nepř́ımého d̊ukazu muśıme mimo jiné dokázat platnost implikace
v ⇒ n, tj. dokázat: ”jestliže plat́ı v, potom plat́ı n”. Abychom dokázali platnost
výroku v předpokládáme tedy jeho neplatnost. V tom je ovšem rozpor. Nepř́ımý
d̊ukaz se proto často nazývá d̊ukaz sporem.

Na závěr podotkněme,že zápisem x ∈ A; w(x) rozumı́me v matematice množinu
všech prvk̊u x z množiny A takových, že pro ně plat́ı výrok w(x).

3. REÁLNÁ A KOMPLEXNÍ ČÍSLA.

Celá tato kapitola je věnována opakováńı látky ze středoškolské matematiky.

Reálná č́ısla. Reálná č́ısla děĺıme na racionálńı a iracionálńı.
Racionálńı jsou ta č́ısla, která se daj́ı vyjádřit ve tvaru zlomku p/q, kde p je

č́ıslo celé a q je č́ıslo přirozené. Přirozená č́ısla jsou: 1, 2, 3, 4, . . . , celá č́ısla jsou:
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0, 1, -1, 2, -2, . . . . Množinu všech přirozených č́ısel budeme označovat ṕısmenem
N , množinu všech celých č́ısel ṕısmenem Z a množinu všech racionálńıch č́ısel
ṕısmenem W. Každé přirozené č́ıslo je celým č́ıslem a každé celé č́ıslo je racionálńım
č́ıslem.

S racionálńımi č́ısly v matematice nevystač́ıme. Všechna reálná č́ısla, která nejsou
racionálńı, nazýváme iracionálńımi č́ısly. Tak např. Π ,

√
2 atd. Přesnou definici

iracionálńıch č́ısel zde nepodáváme. Připomeňme poze, že každé iracionálńı č́ıslo lze
vyjádřit ve tvaru nekonečného neperiodického desetinného č́ısla a každé racionálńı
č́ıslo lze vyjádřit ve tvaru nekonečného periodického desetinného č́ısla.

Ze středńı školy je také dobře znám pojem č́ıselná osa. Na př́ımce je zvolen bod,
který je označen č́ıslem 0 (tak zvaný počátečńı bod), vpravo od něj se zobrazuj́ı
č́ısla větš́ı než nula, vlevo č́ısla menš́ı než nula a to podle velikosti (menš́ı č́ıslo lež́ı
vždy nalevo od větš́ıho).

Operace s reálnými č́ısly. S reálnými č́ısly a, b mohou být provedeny čtyři
základńı aritmetické operace: seč́ıtáńı a + b, odeč́ıtáńı a − b, násobeńı a · b,
děleńı a : b s výj́ımkou děleńı, kdy b = 0. Výsledkem každé z těchto operaćı je
opět reálné č́ıslo.

Operátor násobeńı · se často vynechává, mı́sto a·b se tedy ṕı̌se ab. Mı́sto (−1)·b =
−b se často ṕı̌se −b. Mı́sto operátoru / se často použ́ıvá zlomková čára nebo : , tedy

1/a =
1
a

= 1 : a.
Reálná č́ısla lze uspořádat podle velikosti, tj. každá dvě č́ısla a, b lze spojit jedńım

ze tř́ı symbol̊u: < (menš́ı), = (rovná se), > (větš́ı). Toto uspořádáńı má následuj́ıćı
vlastnosti (a, b, c, d znač́ı libovolná reálná č́ısla):

1. Pro každá dvě reálná č́ısla a, b nastane právě jedna z možnost́ı a < b, a =
b, a > b

2. (a < b) ∧ (b < c) ⇒ a < c (tranzitivńı zákon). Zde podotkněme, že zápis
(a < b) ∧ (b < c) se často zkracuje takto: a < b < c.

3. (a < b) ∧ (c ≤ d) ⇒ a + c < b + d, kde zápis c ≤ d je zkrácený zápis výroku
(c < d) ∨ (c = d).

4. (a < b) ∧ (c > 0) ⇒ ac < bc
5. (a < b) ∧ (c < 0) ⇒ ac > bc.
6. Z posledńıch dvou vlastnost́ı plyne d̊uležitá vlastnost: a·b > 0 ⇔ ((a > 0)∧(b >

0)) ∨ ((a < 0) ∧ (b < 0)).

7. 0 < a < b⇒ 0 <
1
b
<

1
a

8. a < b < 0 ⇒ 1
b
<

1
a
< 0.

Připomeňme, že sč́ıtáńı, odeč́ıtáńı, násobeńı a děleńı zlomk̊u provád́ıme podle
těchto pravidel (a, b, c, d jsou libovolná reálná č́ısla):

1.
a

b
+
c

d
=
ad+ cb

bd

2.
a

b
− c

d
=
ad− cb

bd
3.
a

b
· c
d

=
ac

bd

4.
a/b

c/d
=
a

b
:
c

d
=
a

b
· d
c

=
ad

bc
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Z těchto pravidel plynou ihned následuj́ıćı vzorce, které se často použ́ıvaj́ı, a to
oboustranně:

a

b
=
ac

bc
, kde c je libovolné reálné č́ıslo ( �= 0)

a

b
+
c

b
=
a+ c

b

Absolutńı hodnota a okoĺı reálného č́ısla. Absolutńı hodnotou | a | č́ısla a
rozumı́me vzdálenost bodu reprezentuj́ıćıho č́ıslo a na č́ıselné ose od počátku. Plat́ı
tedy

| a |=
{

a pro a ≥ 0,
−a pro a < 0

Pro absolutńı hodnoty plat́ı pravidla (a, b jsou libovolná reálná č́ısla):

| a |> 0 pro a �= 0, | 0 |= 0,
| a |=

√
a2,

| a+ b |≤| a | + | b | tzv. (trojúhelńıková nerovnost),
|| a | − | b ||≤| a+ b |,
| a · b |=| a | · | b |,∣∣∣∣ab
∣∣∣∣ =

| a |
| b | pro b �= 0.

Nechť a je libovolné reálné č́ıslo a ε je libovolné kladné reálné č́ıslo. Potom zřejmě
plat́ı

(a− ε, a+ ε) = {x ∈ R; | x− a |< ε}.
Tento otevřený interval nazýváme ε - okoĺım č́ısla (bodu) a nebo také okoĺım č́ısla
a o poloměru ε.

Mocniny a odmocniny z reálných č́ısel. Pro přirozené č́ıslo n = 1, 2, 3, . . .
a pro libovolné reálné č́ıslo α definujeme

αn = α.α.α. . . . .α︸ ︷︷ ︸
n krát

Pro celá č́ısla m = −1,−2;−3, . . . a pro libovolné reálné č́ıslo β �= 0 definujeme

βm =
1

β−m

Dále definujeme
β0 = 1 pro β �= 0

.
Vı́me, že pro libovolné reálné č́ıslo γ > 0 a pro libovolné přirozené č́ıslo n existuje

právě jedno kladné reálné č́ıslo x takové, že xn = γ. Toto č́ılo x se nazývá n- tá
odmocnina z č́ısla x a označuje se n

√
γ. Mı́sto 2

√
γ se často ṕı̌se pouze

√
γ. Dále

definujeme n
√

0 = 0. Pro záporná reálná č́ısla δ definujeme n- té odmocniny pouze
pro lichá přirozená č́ısla n a to vztahem n

√
δ = − n

√−δ. Tak např. 3
√−8 = 2 , 4

√−8
neexistuje
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Nechť γ je libovolné kladné reálné č́ıslo a r = p/q je libovolné racionálńı č́ıslo.
Potom definujeme γr = q

√
γp. Pro přirozené č́ıslo n tedy plat́ı γ1/n = n

√
γ.

Nechť konečně γ je libovolné kladné reálné č́ıslo a s je libovolné iracionálńı č́ıslo.
Potom mocninu γs definujeme dosti komplikovaným zp̊usobem (viz literatura).

Pro mocniny plat́ı následuj́ıćı pravidla (u, v jsou libovolná kladná reálná č́ısla,
a, b jsou libovolná reálná č́ısla):
ua · va = (u · v)a, ua

/
va = (u/v)a,

ua · ub = ua+b, ua
/
ub = ua−b, u−a = 1

/
ua,

(ua)b = ua·b,
ua > 0, u0 = 1,
(u < v) ∧ (a > 0) ⇒ ua < va,
(u < v) ∧ (a < 0) ⇒ ua > va,
(u > 1) ∧ (a < b) ⇒ ua < ub,
(u < 1) ∧ (a < b) ⇒ ua > ub.

Komplexńı č́ısla. Komplexńı č́ısla jsou č́ısla tvaru a + bi, kde a, b jsou reálná
č́ısla a i je tak zvaná imaginárńı jednotka pro kterou plat́ı i2 = i.i = −1. Č́ıslo a
se nazývá reálná část komplexńıho č́ısla z = a + bi a označuje se Re z, č́ıslo b se
nazývá imaginárńı část komplexńıho č́ısla z a označuje se Im z. Komplexńı č́ıslo z
se nazývá ryze imaginárńı je-li Re z = 0 a Im z �= 0.

Operace s komplexńımi č́ısly. Rovnost dvou komplexńıch č́ısel
z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i je definována takto:
z1 = z2 ⇔ (a1 = a2) ∧ (b1 = b2).
Součet a součin dvou komplexńıch č́ısel z1, z2 je definován takto:
z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i
z1 · z2 = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i
Pro sč́ıtáńı a násobeńı komplexńıch č́ısel plat́ı tatáž pravidla jako pro reálná

č́ısla.
Nechť z = a+ bi �= 0 + 0i je libovolné komplexńı č́ıslo. Potom komplexńı č́ıslo y

takové, že z · y = 1 označujeme 1/z nebo také z−1. Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı

1/z =
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i

Mı́sto operátoru / se často, stejně jako u reálných č́ısel, použ́ıvá zlomková čára nebo

dvojtečka, tedy 1/z =
1
z

= 1 : z. Děleńı dvou komplexńıch č́ısel z1, z2 v př́ıpadě, že
z2 �= 0 pak definujeme vztahem

z1/z2 = z1 : z2 =
z1
z2

= z1 · 1
z2

Komplexńı č́ısla nelze uspořádat tak, aby platila pravidla platná pro reálná č́ısla.
Nechť z = a + bi je libovolné komplexńı č́ıslo. Potom č́ıslo a − bi se nazývá

komplexně sdružené č́ıslo k č́ıslu z a označuje se z. Snadno lze dokázat, že pro
komplexně sdružená č́ısla plat́ı pravidla
z1 + z2 = z1 + z2
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z1 · z2 = z1 · z2
z1
/
z2 = z1

/
z2 pro z2 �= 0

(z) = z
z = z ⇔ z je reálné č́ıslo

Binomická věta. Ze středńı školy připomeňme, že
a) každá uspořádaná n tice utvořená z daných n r̊uzných prvk̊u se nazývá per-

mutace těchto prvk̊u. Snadno se ukáže, že počet všech r̊uzných permutaćı je

1.2.3. . . . .(n− 1).n = n !

Nechť (p1, p2, . . . pn) je nějaká permutace č́ısel 1, 2, . . . , n. Ř́ıkáme, že č́ısla pi, pj, kde
i < j, tvoř́ı v této permutaci inverzi, je-li pi > pj . Má-li permutace p1, p2, . . . , pn

lichý počet inverźı, potom o ńı ř́ıkáme, že je lichá, v opačném př́ıpadě o ńı ř́ıkáme,
že je sudá.

b) Kombinacemi k-té tř́ıdy z n r̊uzných prvk̊u nazýváme skupiny po k prvćıch
z daných n prvk̊u bez zřetele k uspořádáńı ve skupině. Snadno se ukáže, že počet
těchto kombinaćı je(

n

k

)
=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

1.2.3 . . . k
=

n !
k !(n− k) !

Pro k = 0 se definuje (
n

0

)
= 1

Dále připomeňme binomickou větu:

Nechť n je přirozené č́ıslo a nechť a, b jsou reálná, eventuálně komplexńı č́ısla.
Potom plat́ı Newton̊uv vzorec

(a+ b)n =
n∑

r=0

(
n

r

)
an−rbr

Speciálně

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2, (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

Dále připomeňme, že plat́ı

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + · · · + bn−1)

Speciálně

a2 − b2 = (a− b)(a+ b), a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

.
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Důležitá nerovnost. Snadno se dokáže, že pro nezáporná reálná č́ısla a1, a2, . . . , an

plat́ı

n
√
a1a2 . . . an ≤ a1 + a2 + · · ·+ an

n
≤
√
a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n

n

Č́ıslo vlevo se nazývá geometrický střed (pr̊uměr), č́ıslo uprostřed aritmetický střed
(pr̊uměr) a č́ıslo vpravo kvadratický střed (pr̊uměr) č́ısel a1, a2, . . . , an.

Řešeńı kvadratických rovnic a nerovnost́ı v reálném oboru. Řešit kvad-
ratickou rovnici nebo nerovnost v reálném oboru znamená nalézt všechna reálná
č́ısla x taková, aby platilo
x2 + px+ q = 0 v př́ıpadě rovnice,
x2 + px+ q ≥ 0 nebo x2 + px+ q ≤ 0 v př́ıpadě nerovnic,
p, q jsou zadaná reálná č́ısla.

Rovnici je uvedena v tak zvaném normovaném tvaru, tj. koeficient u x2 je roven 1.
Obecnou rovnici ax2 + bx+ c = 0, stejně jako i nerovnici, lze snadno na normovaný
tvar převést.

Kvadratickou rovnici, stejně jako nerovnici, řeš́ıme následuj́ıćım zp̊usobem: označ-
me d = p2 − 4q. Trojčlen převedeme na tvar

x2 + px+ q =
(
x+

p

2

)2

− p2

4
+ q =

(
x+

p

2

)2

− d

4
.

Rozlǐsujeme nyńı dva př́ıpady:
a) d ≥ 0. V tomto př́ıpadě dostáváme

x2 +px+ q =
(
x+

p

2

)2

− d

4
=

(
x+

p

2
−

√
d

2

)(
x+

p

2
+

√
d

2

)
= (x−x1)(x−x2),

kde x1 = −p+
√

d
2

, x2 = −p−√
d

2
a x1, x2 jsou řešeńımi rovnice. Řešeńı nerovnic pak

snadno dostáváme z úvahy o znaménku součinu dvou činitel̊u.
b) d < 0. V tomto př́ıpadě dostáváme

x2 + px+ q =
(
x+

p

2
)2 − d

4
> 0 pro ∀ x ∈ R

Odtud plyne, že rovnice nemá žádná reálná řešeńı, stejně jako nerovnice
x2 + px+ q < 0, zat́ımco řešeńım nerovnice x2 + px+ q ≥ 0 je každé reálné č́ıslo x.

B. ÚVOD DO ELEMENTÁRNÍ ALGEBRY.

4. MATICE A ALGEBRAICKÉ VEKTORY.

Algebraické vektory. Nechť n je nějaké přirozené č́ıslo. Algebraickým reálným
vektorem a dimense n rozumı́me uspořádanou n–tici reálných č́ısel [a1, a2, a3, . . . , an].
Č́ıslo ai, i = 1, 2, 3, . . . , n se nazývá i-tá složka vektoru a. O dvou vektorech a,b ř́ı-
káme, že se rovnaj́ı, a ṕı̌seme a = b, právě tehdy, když jsou stejné dimense a když
jejich odpov́ıdaj́ıćı si složky ai, bi jsou sobě rovny, tj. ai = bi ∀ i. Součtem a

9



+ b dvou algebraických vektor̊u stejné dimense n o složkách ai, bi nazýváme vek-
tor c o složkách ci takových, že ci = ai + bi ∀ i. Součinem αa reálného č́ısla α
s algebraickým vektorem a dimense n o složkách ai nazýváme vektor d o složkách
di takových, že di = αai, i = 1, 2, . . . , n. Množinu všech algebraických reálných
vektor̊u (tj. množinu všech uspořádaných n-tic reálných č́ısel v ńıž je definováno
výše uvedené sč́ıtáńı a násobeńı č́ıslem) nazýváme n-rozměrným vektorovým pro-
storem Vn nad oborem reálných č́ısel. Vektor, jehož všechny složky jsou rovny nule,
nazýváme nulovým vektorem a označujeme o.

Zcela analogicky definujeme algebraický komplexńı vektor dimense n (je to uspo-
řádaná n–tice komplexńıch č́ısel) a n-rozměrný vektorový prostor Vn nad oborem
komplexńıch č́ısel.

Mı́sto (-1)a se ṕı̌se -a; tedy složky vektoru -a jsou složkami vektoru a s opačnými
znaménky.

Všechny pojmy a věty vyslovené v této kapitole plat́ı pro algebraické komplexńı
vektory i pro algebraické reálné vektory. Budeme v nich proto krátce použ́ıvat pouze
termı́n algebraický vektor. Velmi často budeme vynechávat i př́ıvlastek algebraický.

Skalárńı součin dvou algebraických vektor̊u. Skalárńım součinem a·b dvou
vektor̊u stejné dimense n o složkách ai, bi, i = 1, 2, . . . , n nazýváme č́ıslo definované
vztahem

a·b = a1b1 + a2b2 + a3b3 + · · · + anbn
Tak např. pro a=[3,5,2], b=[6,4,-2] je a· b=34. Lineárńı závislost vektor̊u.
Ř́ıkáme, že vektor a ∈ Vn je lineárńı kombinaćı vektor̊u a1, a2, . . . , ak z Vn, existuj́ı-
li taková č́ısla α1, α2, . . . , αk (komplexńı v př́ıpadě, kdy prostor Vn je nad oborem
komplexńıch č́ısel, reálná v př́ıpadě, kdy prostor Vn je nad oborem reálných č́ısel),
že plat́ı

a = α1a1 + α2a2 + · · · + αkak

Tak např. vektor c=[20,6,28] je lineárńı kombinaćı vektor̊u a=[4,6,5] a b=[2,-1,3],
neboť c=2a+6b.

O vektorech a1, a2, . . . , ak z Vn ř́ıkáme,že jsou lineárně závislé, jestliže aspoň
jeden z nich je lineárńı kombinaćı ostatńıch. Tak např. vektory a, b,c y předchá-
zej́ıćıho př́ıkladu jsou lineárně závislé.

Nejsou-li vektory a1, a2, . . . , ak z Vn lineárně závislé, potom ř́ıkáme, že jsou li-
neárně nezávislé. Tak např. vektory [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] jsou lineárně nezávislé
(proč?).

Př́ımo z definice plyne, že nulový vektor je lineárńı kombinaćı jakýchkoliv vektor̊u
a tedy, jestliže v nějaké skupině vektor̊u se vyskytuje nulový vektor, potom tato
skupina tvoř́ı lineárně závislé vektory.

Plat́ı věta
Vektory a1, a2, . . . , ak z Vn jsou lineárně závislé tehdy a jen tehdy, když existuj́ı

č́ısla β1, β2, . . . , βk taková, že aspoň jedno z nich je r̊uzné od nuly a plat́ı β1a1 +
β2a2 + · · · + βkak = o.

Souřadnice vektoru. Libovolnou množinu {a1, a2, . . . , an} tvořenou n lineárně
nezávislými vektory z Vn nazýváme báźı vektorového prostoru Vn. Tak např. množina
vektor̊u {a,b,c}, kde a=[1,0,0], b=[0,1,0], c=[0,0,1] je báźı vektorového prostoru
V3.
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Plat́ı věta
Nechť {a1, a2, . . . , an} je libovolná báze vektorového prostoru Vn. Potom každý

vektor a z prostoru Vn je lineárńı kombinaćı vektor̊u z této báze, tj. existuj́ı č́ısla
α1, α2, . . . , αn taková, že a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan.

Č́ısla α1, α2, . . . , αn uvedená v předcházej́ıćı větě se nazývaj́ı souřadnice vektoru
a vzhledem k bázi {a1, a2, . . . , an}.

Hodnost soustavy vektor̊u. Nechť je dána soustava {a1, a2, . . . , ak} libovol-
ných vektor̊u z Vn. Jestliže v soustavě existuje h lineárně nezávislých vektor̊u a ne
v́ıce, potom č́ıslo h nazýváme hodnost soustavy. Tak např. hodnost soustavy {a,b,c
}, kde a=[1,0,0], b=[0,1,0], c=[0,0,1] je rovna 3, zat́ımco hodnost soustavy {d,e,f},
kde d= [1,0,0], e=[1,1,1], f=[0,1,1] je rovna 2 (neboť e=d+f a vektory d,f jsou
lineárně nezávislé).

Zřejmě plat́ı:
Nechť je dána soustava k libovolných vektor̊u z Vn. Potom pro jej́ı hodnost h plat́ı

h ≤ min(k, n)

Snadno se dokáže platnost následuj́ıćı d̊uležité věty užitečné k určeńı hodnosti
dané soustavy vektor̊u

Hodnost libovolné soustavy {a1, a2, . . . , ak} vektor̊u z Vn se nezměńı
1. zaměńıme-li pořad́ı vektor̊u v soustavě,
2. vyměńıme-li v každém vektoru soustavy mezi sebou i-tou a j-tou složku,
3. vynásob́ıme-li jeden vektor soustavy č́ıslem r̊uzným od nuly,
4. přičteme-li k jednomu vektoru soustavy lineárńı kombinaci ostatńıch vektor̊u

soustavy,
5. vynecháme-li v soustavě vektor, který je lineárńı kombinaćı ostatńıch vektor̊u

soustavy (takovým je např. nulový vektor a vektor rovný jinému vektoru).

Matice. Množinu m·n č́ısel (reálných nebo komplexńıch) uspořádanou do m–
řádk̊u a n–sloupc̊u, tj. uspořádanou do tvaru



a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n

...
...

. . .
...

. . .
...

ai1 ai2 . . . aij . . . ain

...
...

. . .
...

. . .
...

am1 am2 . . . amj . . . amn




nazýváme matićı typu (m,n). Č́ısla aij se nazývaj́ı prvky matice. Prvńı index i
označuje řádek, druhý index j sloupec ve kterém prvek lež́ı. Matice označujeme
velkými tučnými tiskaćımi ṕısmeny, nebo také symbolicky (aij)

n
m.

Jestliže všechny prvky matice typu (m,n) jsou rovny nule, potom matici nazý-
váme nulovou matićı typu (m,n) a označujeme On

m.
O dvou matićıch A = (aij)

n
m , B = (bij)

n
m ř́ıkáme, že se sob̌e rovnaj́ı, a ṕı̌seme

A = B, jestliže jsou téhož typu a odpov́ıdaj́ıćı si prvky jsou sobě rovny, tj.

aij = bij pro i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n
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Součtem dvou matic A = (aij)
n
m , B = (bij)

n
m jednoho a téhož typu (m,n)

rozumı́me matici C = (cij)
n
m typu (m,n) takovou, že cij = aij + bij . Označujeme ji

C = A + B. Součet matic r̊uzného typu se nedefinuje.
Součinem č́ısla α s matićı A = (aij)

n
m typu (m,n) rozumı́me matici C = (cij)

n
m

typu (m,n) takovou, že cij = αaij . Označujeme ji C = αA. Mı́sto (−1)A často
ṕı̌seme −A. Mı́sto A + (−1)B ṕı̌seme A − B a matici nazýváme rozd́ılem matic
A, B.

Pro sč́ıtáńı matic a pro násobeńı matice č́ıslem plat́ı

Jestliže matice jsou stejného typu, potom
1. A + B = B + A
2. (A + B) + C = A + (B + C)
3. A + O = A
4. K matićım A, B existuje právě jedna matice X taková, že A + X = B. Plat́ı

X = B + (−1)A = B −A
5. α(A + B) = αA + αB, (α+ β)A = αA + βB

Gaussovská matice. Nechť je dána matice A = (aij)
n
m typu (m,n). Potom o

prvćıch a11, a22, a33, . . . , akk, kde k = min(m,n), ř́ıkáme, že tvoř́ı hlavńı diagonálu.
Jestliže m ≤ n (matice A má nanejvýš tolik řádk̊u kolik sloupc̊u), všechny prvky
na hlavńı diagonále matice A jsou r̊uzné od nuly a všechny jej́ı prvky pod hlavńı
diagonálou jsou nulové, potom o matici A ř́ıkáme, že je gaussovská. Tak např. nechť

A =




4 2 0 3 7
0 3 6 0 5
0 0 5 8 0
0 0 0 1 4


 , B =




4 2 0 3 7
3 0 6 0 5
0 0 5 8 0
0 0 0 1 4


 ,

potom matice A je gaussovská, zat́ımco matice B neńı gaussovská.

Transponovaná matice. Jestliže z matice A = (aij)
n
m typu (m,n) vytvoř́ıme

novou matici B = (bij)
m
n typu (n,m) tak, že za r-tý sloupec matice B dosad́ıme

r-tý řádek matice A, tj.

bij = aji pro i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m ,

potom tuto matici B nazveme matićı transponovanou k matici A a označujeme ji

AT . Tak např. matice


 3 6 1

4 2 0
6 3 4


 je transponovanou matićı k matici


 3 4 6

6 2 3
1 0 4


.

Každý algebraický vektor x dimense n lze zřejmě považovat za jednořádkovou
matici typu (1, n) nebo za jednosloupcovou matici typu (n, 1). Neńı-li výslovně
uvedeno jinak, budeme symbolem x označovat vektor zapsaný jako jednořádková
matice. Vektor zapsaný jako jednosloupcová matice budeme označovat symbolem
xT .

Násobeńı matice matićı. Tato operace se definuje pouze v př́ıpadě, kdy matice
A má tentýž počet sloupc̊u jako matice B řádk̊u. Součinem AB matice A = (aij)

p
m

typu (m, p) s matićı B = (bij)
n
p typu (p, n) nazýváme matici C = (cij)

n
m typu (m,n)
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takovou, že řádky a sloupce matic považujeme za vektory a prvek cij je skalárńım
součinem i-tého řádku matice A a j-tého sloupce matice B. Tak např pro matice

A =


 3 4 2
−1 2 3
2 1 4


 B =


 1 −1 2

2 1 −2
3 2 1




dostáváme

AB =


 17 5 0

12 9 −3
16 7 6


 BA =


 8 4 7

1 8 −1
9 17 16




Pro násobeńı matic A, B, C plat́ı pravidla
1. A(BC) = (AB)C
2. (A + B)C = AC + BC , C(A + B) = CA + CB
3. OA = O, AO = O
4. (AB)T = BT AT

5. α(AB) = (αA)B = A(αB)
pokud ovšem jsou v těchto rovnostech definovány součty a součiny př́ıslušných matic
(tj. maj́ı-li matice A, B, C předepsaný typ).

Komutativńı zákon obecně neplat́ı, nemuśı tedy platit rovnost AB = BA. Vid2li
jsme to ve výše uvedeném př́ıkladu. V př́ıpadě, že rovnost AB = BA plat́ı, potom
ř́ıkáme, že matice A, B komutuj́ı. Neńı také obecně pravda, že jestliže součin dvou
matic je nulový, potom alespoň jedna z nich je nulová.

Nechť je dána libovolná soustava m lineárńıch rovnic o n neznámých:

a11x1+ a12x2+ a13x3+ . . .+ a1nxn = b1
a21x1+ a22x2+ a23x3+ . . .+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1+ am2x2+ am3x3+ . . .+ amnxn = bm

Zavedeme-li označeńı

A =



a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 . . . amn


 , xT =



x1

x2
...
xn


 , bT =



b1
b2
...
bm


 ,

potom soustavu lze zřejmě psát obzvláště jednoduše a přehledně ve tvaru

AxT = bT

Podotkněme, že v posledńım vzorci matice A se nazývá matice soustavy, vektor x
se nazývá vektor neznámých a vektor b vektor pravých stran.

Čtvercové matice. Jestliže v matici A = (aij)
n
m typu (m,n) je m = n, potom

ji nazýváme čtvercovou matićı řádu n. Čtvercovou matici jej́ıž všechny prvky ne-
lež́ıćı na hlavńı diagonále jsou nulové (tj. aij = 0 pro i �= j) nazýváme diagonálńı
matićı. Jestliže v diagonálńı matici všechny prvky na hlavńı diagonále jsou rovny
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jedné, potom ji nazýváme jednotkovou matićı řádu n a značujeme En, krátce E.
V jednotkové matici tedy plat́ı aij = 0 pro i �= j, aij = 1 pro i = j.

Jestliže ve čtvercové matici všechny prvky pod hlavńı diagonálou jsou rovny nule,
potom ji nazýváme horńı trojúhelńıkovou matićı. V horńı trojúhelńıkové matici tedy
plat́ı aij = 0 pro j < i. Podobně definujeme dolńı trojúhelńıkovou matici.

Jestliže ve čtvercové matici A = (aij)
n
n pro všechny jej́ı prvky plat́ı aij = aji,

potom ji nazýváme symetrickou matićı. Pro symetrickou matici A tedy plat́ı AT =
A. Jestliže však plat́ı AT = −A, potom A nazýváme antisymetrickou matićı.

Nechť A = (aij)
n
n je čtvercová matice řádu n. Potom součet všech jej́ıch prvk̊u

lež́ıćıch na hlavńı diagonále, tj. č́ıslo a11 +a22 + · · ·+ann, nazýváme stopou matice.
Nechť A je libovolná matice typu (m,n) a nechť Em, En jsou jednotkové matice

řádu m a n. Potom zřejmě plat́ı AEn = A , EmA = A.
Nechť A je libovolná čtvercová matice řádu n a α0, α1, . . . , αk, αk �= 0, jsou

libovolná č́ısla. Potom mı́sto AA často ṕı̌seme A2, mı́sto AAA ṕı̌seme A3 atd.
Výraz p(A) = αkAk + αk−1Ak−1 + · · · + α2A2 + α1A + α0En pak nazýváme
polynomem k-tého stupně v matici A.

Inverzńı matice. Nechť A je čtvercová matice řádu n. Jestliže existuje čtvercová
matice B téhož řádu n taková, že AB = En, kde En je jednotková matice řádu n,
potom tuto matici nazýváme inverzńı matićı k matici A a označujeme ji Ainv nebo

A−1 (někdy také
En

A
). Lze dokázat, že jestliže AB = En, potom i BA = En.

Ne ke každé matici A existuje inverzńı matice, tj. ne každá matice A je inverto-
vatelná.

Pro invertovatelné matice plat́ı
a) ke každé matici A existuje nanejvýš jedna inverzńı matice,
b) (AB)−1 = B−1A−1 (tento vztah je podobný jako pro transposici součinu).

Ortogonálńı matice. O čtvercové matici A řádu n ř́ıkáme, že je ortogonálńı,
jestliže je invertovatelná a plat́ı A−1 = AT

Ortogonalitu matice A snadno urč́ıme podle následuj́ıćı věty:

Nechť A = (aij)
n
n je ortogonálńı matice řádu n. Potom skalárńı součin jej́ıho

libovolného řádku se sebou samým je roven jedné a s jakýmkoliv jiným řádkem
je roven nule. Obdobné tvrzeńı plat́ı o sloupćıch ortogonálńı matice A. Naopak,
jestliže pro prvky matice A = (aij)

n
n plat́ı výše uvedené vztahy, potom matice A je

ortogonálńı.

Hodnost matice. Hodnost́ı matice A typu (m,n) nazýváme hodnost soustavy
vektor̊u vytvořených řádky této matice. Označujeme ji h(A). Matice A má tedy
hodnost h(A), jestliže v ńı existuje h(A) lineárně nezávislých řádk̊u a ne v́ıce.

Plat́ı věta:

Hodnost libovolné matice A typu (m,n) se nezměńı
a) zaměńıme-li pořad́ı řádk̊u v matici,
b) zaměńıme-li pořad́ı sloupc̊u v matici,
c) vynásob́ıme-li kterýkoliv řádek nenulovým č́ıslem,
d) připǒcteme-li k jednomu řádku matice lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u ma-

tice
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e) vynecháme-li v matici řádek, který je lineárńı kombinaćı ostatńıch řádk̊u (ta-
kovým je např́ıklad nulový řádek a řádek rovný jinému řádku).

Dále se velmi snadno přesvědč́ıme, že plat́ı věta:
Hodnost každé gaussovské matice A typu (m,n), kde m ≤ n, je rovna č́ıslu m.
Obě předcházej́ıćı věty nám umožňuj́ı snadno spoč́ıtat hodnost libovolné matice

A (a libovolné soustavy vektor̊u z prostoru Vn). Stač́ı totiž upravit matici A na
gaussovský tvar. Povolené úpravy jsou výše uvedeny. Voĺıme je zcela analogicky
jako v př́ıpadě Gaussovy eliminačńı metody pro soustavu rovnic.

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice. Nechť je dána čtvercová matice A
(obecně komplexńı) n-tého řádu. Jestliže existuje komplexńı č́ıslo λ a nenulový
vektor x takový, že AxT = λxT , potom řekneme, že λ je vlastńım č́ıslem matice
A a x jej́ım vlastńım vektorem př́ıslušným tomuto vlastńımu č́ıslu. Množinu všech
vlastńıch č́ısel matice A nazýváme jej́ım spektrem.

5. DETERMINANTY

Definice determinantu. Nechť je dána čtvercová matice A n - tého řádu, tj.

A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann




Nechť p1, p2, . . . , pn je libovolná permutace č́ısel 1, 2, . . . , (permutaćı je n !). Utvoř-
me součin a1p1 · a2p2 · a3p3 · · ·anpn

a vynásobme jej č́ıslem (-1) v př́ıpadě, že per-
mutace je lichá. Jinak ponechejme součin beze změny. Provedeme-li to pro všechny
permutace, dostneme n ! součin̊u. Jejich součet se pak nazývá determinant n - tého
řádu matice A a označuje se detA nebo také∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ nebo det



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann




Plat́ı tedy
detA =

∑
p1,p2,...,pn

(−1)r(p1,p2,...,pn)a1p1a2p2 · · ·anpn
,

kde součet se bere přes všechny permutace p1, p2, . . . , pn č́ısel 1, 2, . . . , n a r(p1, . . . pn) je
počet inverźı v dané permutaci (je-li permutace lichá, pak tento počet je liché č́ıslo
a plat́ı (−1)r(p1,p2,...,pn) = −1, jinak plat́ı (−1)r(p1,p2,...,pn) = 1).

Kř́ıžové a Sarrusovo pravidlo. Odvoďme vzorec pro výpočet determinant̊u
druhého řádu. Permutace č́ısel 1,2 jsou: 1,2 (sudá) a 2,1 (lichá). Výpočet tedy
prob́ıhá podle vzorce ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21
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Vzorec se dobře pamatuje podle vyznačeńı uvedeného v determinantu a nazýva-
ného kř́ıžovým pravidlem. Plné čárce odpov́ıdá znaménko plus, přerušované čárce
znaménko mı́nus.

Odvoďme vzorec pro výpočet determinantu třet́ıho řádu. Všechny možné permu-
tace č́ısel 1,2,3 jsou: 1,2,3(sudá), 1,3,2(lichá), 2,1,3(lichá),2,3,1(sudá), 3,1,2(sudá),
3,2,1(lichá). Tedy ∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

a31 a32

= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33

Vzorec se dobře pamatuje podle vyznačeńı uvedeného v determinantu a nazýva-
ného Sarrusovým pravidlem. Zde opět plným čárkám odpov́ıdá znaménko plus a
přerušovaným čárkám znaménko mı́nus.

Subdeterminant a algebraický doplněk. Jestliže v matici A = (aij)
n
m ty-

pu (m,n) vynecháme r-tý řádek a s-tý sloupec, pak dostaneme novou matici typu
(m − 1, n − 1), kterou nazýváme submatićı matice A př́ıslušnou k r-tému řádku
a s-tému sloupci nebo krátce, př́ıslušnou k prvku ars a označujeme ji Ars. Jestliže
matice A je čtvercová řádu n, potom detArs nazýváme subdeterminantem determi-
nantu matice A př́ıslušným k prvku ars. Č́ıslo (−1)r+s ·detArs nazýváme algebraic-
kým doplňkem př́ıslušným k prvku ars a označujeme jej AAArs. Tak např. pro matici

A =




3 6 5 3
2 −1 3 0
2 1 0 −1
4 3 2 5


 máme detA34 =

∣∣∣∣∣∣
3 6 5
2 −1 3
4 3 2

∣∣∣∣∣∣ a AAA34 = (−1)3+4detA34 =

−detA34.

Cramerovo pravidlo a výpočet inverzńı matice. Čtvercovou matici A jej́ıž
determinant je r̊uzný od nuly nazýváme regulárńı matićı. Jestliže detA = 0, potom
o matici A ř́ıkáme, že je singulárńı.

Zavedeńı pojmu determinant bylo v minulosti převážně motivováno snahou od-
vodit vzorce pro řešeńı soustav n rovnic o n neznámých a pro výpočet inverzńıch
matic. Byla dokázána pravidla:
α)Jestliže je dána soustava n rovnic o n neznámých AxT = bT s regulárńı matićı

A, potom

x1 =
detA1

detA
, x2 =

detA2

detA
, . . . , xn =

detAn

detA
,

kde Ak, k=1,2, . . . ,n, je matice vytvořená z matice A t́ım, že jej́ı k-tý sloupec je
nahrazen sloupcem bT . Vzorec se nazývá Cramerovo pravidlo.
β) Inverzńı matici A−1 =

(
a∗ij
)n
n

k matici A = (aij)
n
n, pokud matice A je regu-

lárńı, lze spǒćıtat podle vzorc̊u

a∗ij =
AAAji

detA
, i, j = 1, 2, . . . , n
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Obě tato pravidla maj́ı značný teoretický význam. Pro praktické použit́ı se však
v̊ubec nehod́ı.

Základńı vlastnosti determinant̊u.Jsou uvedeny v následuj́ıćı větě
Nechť A = (aij)

n
n je čtvercová matice n-tého řádu. Potom plat́ı

a) Jestliže B je matice, která vznikne z matice A t́ım, že v ńı vyměńıme mezi
sebou dva řádky, eventuálně dva sloupce, potom plat́ı detB = −detA.

b) Jestliže C je matice, která vznikne z matice A t́ım, že v ńı vynásob́ıme některý
řádek, eventuálně některý sloupec, č́ıslem λ, potom plat́ı detC = λ detA.

c) Jestliže matice A má dva stejné řádky, eventuálně dva stejné sloupce, potom
jej́ı determinant je roven nule.

d) Jestliže matice A obsahuje nulový řádek, eventuálně nulový sloupec, potom
jej́ı determinant je roven nule.

Rozvoj determinantu podle řádku a podle sloupce. Plat́ı věta
Nechť A = (aij)

n
n je čtvercová matice n-tého řádu a nechť r je libovolné č́ıslo

z množiny {1, 2, 3, . . . , n}. Potom plat́ı vztahy

detA = ar1AAAr1 + ar2AAAr2 + · · ·+ arnAAArn,

detA = a1rAAA1r + a2rAAA2r + · · ·+ arnAAAnr,

kde AAAij je algebraický doplněk př́ıslušný k prvku aij v determinantu matice A.
Vztahy se nazývaj́ı rozvoj determinantu podle r-tého řádku a rozvoj determinantu

podle r-tého sloupce.
Vı́me, že AAAij = (−1)i+j detAij . Ve vztaźıch se proto znaménka subdeterminant̊u

detAij stř́ıdaj́ı.

Daľśı vlastnosti detertminant̊u jsou uvedeny v následuj́ıćı větě
a) Pro libovolné č́ıslo r ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1,r−1 a1r + b1r a1,r+1 . . . a1n

a21 a22 . . . a2,r−1 a2r + b2r a2,r+2 . . . a2n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . an,r−1 anr + bnr an,r+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1r . . . a1n

a21 a22 . . . a2r . . . a2n
...

...
. . .

...
. . .

...
an1 an2 . . . anr . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . b1r . . . a1n

a21 a22 . . . b2r . . . a2n
...

...
. . .

...
...

...
an1 an2 . . . bnr . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
b) Jestliže matice B vznikne z matice A = (aij)

n
n t́ım, že některý jej́ı řádek

vynásob́ıme č́ıslem ω a připǒcteme k jinému řádku, potom detB = detA. Totéž
plat́ı o sloupćıch.

c) Determinant horńı, eventuálně dolńı trojúhelńıkové matice je roven součinu
prvk̊u lež́ıćıch na jej́ı hlavńı diagonále.

d) Determinant jednotkové matice je roven jedné.
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Vlastnosti determinant̊u uvedené v předchjázej́ıćıch odstavćıch a Gaussova eli-
minačńı metoda nám dávaj́ı návod, jak poč́ıtat determinanty.

Nutná podmı́nka invertovatelnosti matic. Pro determinanty plat́ı věta
Nechť A,B jsou čtvercové matice n-tého řádu. Potom plat́ı
a) detAT = detA
b) det(AB) = detA detB

Jestliže A je čtvercová matice n-tého řádu a jestliže k ńı existuje inverzńı matice
Ainv (tj. matice A je invertovatelná), potom, jak v́ıme, AAinv = En. Odtud a ze
skutečnosti, že determinant jenotkové matice je roven jedné, ihned plyne detA ·
detAinv = 1, tj. detA �= 0 a současně detAinv =

1
detA

. Dostáváme tak větu

Nutnou podmı́nkou invertovatelnosti čtvercové matice A je jej́ı regulárnost.
Dále uvid́ıme, že regulárnost matice A je i postačuj́ıćı podmı́nkou jej́ı invertova-

telnosti.

6. SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC.

Matice a rozš́ı̌rená matice soustavy. Soustavu m lineárńıch rovnic o n ne-
známých

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

lze psát ve tvaru
AxT = bT ,

kde jsme zavedli označeńı

A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


 , xT =



x1

x2
...
xn


 , bT =



b1
b2
...
bm




Matici A nazýváme matićı soustavy, vektor x vektorem neznámých a vektor b
vektorem pravých stran.

Přidáme-li k matici A vektor pravých stran, dostaneme matici

A|bT =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
...
bm


 ,

kterou nazýváme rozš́ıřenou matićı soustavy.

Řešitelnost soustavy. Frobeniova věta. Plat́ı tzv. Frobeniova věta:
1. Soustava AxT = bT má řešeńı tehdy a jen tehdy, když h(A) = h(A|bT ), tj.,

když hodnosti matice soustavy a rozš́ıřené matice soustavy se sob̌e rovnaj́ı.
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2. Jestliže h(A) = h(A|bT ) = k, potom v př́ıpadě k < n má soustava nekonečně
mnoho řešeńı, která mohou být zapsána pomoćı n− k parametr̊u a v př́ıpadě k = n
má soustava právě jedno řešeńı.

V př́ıpadě, kdy m = n (tj. počet rovnic je roven počtu neznámých), ř́ıkáme, že
soustava je čtvercová. V tomto př́ıpadě mohou zřejmě nastat dvě možnosti:
h(A) = n a h(A) < n. V prvńım př́ıpadě je automaticky splněn vztah h(A) =
h(A|bT ) a shodně s Frobeniovou větou má tato soustava právě jedno řešeńı. V tomto
př́ıpadě je detA �= 0, tj. matice A je regulárńı. Ve druhém př́ıpadě je detA = 0, tj.
matice A je singulárńı a shodně s Frobeniovou větou soustava buďto nemá žádné
řešeńı nebo má nekonečně mnoho řešeńı.

Homogenńı soustavy. Jestliže vektor b pravých stran v soustavě je nulový, tj.
soustava má tvar AxT = o, potom o ńı ř́ıkáme, že je homogenńı. V tomto př́ıpadě
je automaticky splněna podmı́nka h(A) = h(A|bT ) = k a soustava má, shodně
s Frobeniovou větou, buďto jedno řešeńı (v př́ıpadě k = n) anebo nekonečně mnoho
řešeńı (v př́ıpadě k < n). V prvńım př́ıpadě je to pochopitelně pouze nulové řešeńı.
Ve druhém př́ıpadě pak má kromě nulového i nenulové řešeńı. Lze ukázat, že mezi
všemi řešeńımi homogenńı soustavy existuje n− k lineárně nezávislých řešeńı a ne
v́ıce.

Řešeńı soustav. Cramerovo pravidlo pro řešeńı soustav n rovnic o n nezná-
mých pomoćı determinant̊u se už́ıvá jen zcela výj́ımečně. Většinou se použ́ıvá známá
Gaussova eliminačńı metoda. Tato metoda spoč́ıvá v tom, že postupnými úprava-
mi dosáhneme toho, aby neznámá x1 z̊ustala v 1. rovnici a byla vyeliminována ze
2. až m. rovnice, neznámá x2 z̊ustala ve 2. rovnici (eventuálně i v prvńı) a byla
vyeliminována ze 3. až m. rovnice, neznámá x3 z̊ustala ve 3. rovnici (eventuálně
i v prvńı a ve druhé) a byla vyeliminována ze 4. až m. rovnice atd. Dostaneme
tak z p̊uvodńı soustavy rovnic soustavu ve tvaru (nazveme ji soustavou v Gaussově
tvaru), kdy je již snadno řešitelná od zadu (tzv zpětný chod). Zmı́něné postupné
úpravy nemohou být libovolné. Muśı mı́t pochopitelně tu vlastnost, že soustava po
úpravě je ekvivalentńı se soustavou před úpravou, tj., že každé řešeńı soustavy před
úpravou je řešeńım soustavy po úpravě a naopak. Takovými povolenými úpravami
zřejmě jsou:

G1) záměna pořad́ı rovnic v soustavě,
G2) záměna pořad́ı člen̊u s neznámými v rovnićıch,
G3) vynásobeńı kterékoliv rovnice libovolným nenulovým č́ıslem,
G4) připočteńı ke kterékoliv rovnici libovolné násobky jiných rovnic,
G5) vynecháńı rovnice, která je součtem libovolných násobk̊u jiných rovnic (od-

tud plyne, že lze vynechat rovnici tvaru 0.x1+0.x2+ · · ·+0.xn = 0, ř́ıkáme j́ı nulová
rovnice, a také ze všech stejných rovnic ponechat jen jednu).
Uvedené úpravy nazýváme Gaussovými elementárńımi úpravami soustavy rovnic.

Proti metodě použ́ıváńı determinant̊u má Gaussova eliminačńı metoda ještě i
daľśı velkou výhodu, počet rovnic nemuśı být shodný s počtem neznámých.

Výpočet inverzńı matice. Vı́me, že nalézt inverzńı matici Ainv =
(
a∗ij
)n
n

ke
čtvercové matici A = (aij)

n
n n-tého řádu. znamená řešit maticovou rovnici AAinv =

En, kde En je jednotková mativce n-tého řádu. To ovšem znamená řešit n soustav

AST
r = IT

r , r = 1, 2, . . . , n ,
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kde v prvńı soustavě je vektorem neznámých prvńı sloupec inverzńı matice a vekto-
rem pravých stran prvńı sloupec jednotkové matice, ve druhé soustavě je vektorem
neznámých druhý sloupec inverzńı matice a vektorem pravých stran druhý sloupec
jednotkové matice atd. Řešeńı provád́ıme Gaussovou eliminačńı metodou. Využije-
me přitom skutečnost, že všechny soustavy maj́ı tutéž matici soustavy A, měńı se
pouze jejich vektory pravých stran.

Charakteristická rovnice matice. Vı́me, že vlastńı č́ısla čtvercové matice A n-
tého řádu jsou taková č́ısla λ, pro která má homogenńı soustava rovnic (A − λEn)xT =
oT nenulové řešeńı x. To je však možné pouze v př́ıpadě, kdy determinant soustavy
je roven nule. Dosṕıváme tak k definici: Nechť A = (aij)

n
n je matice n-tého řádu.

Potom rovnice
det (A− λEn) = 0,

tj. rovnice ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

se nazývá charakteristická rovnice matice A.
Z definice determinantu ihned plyne, že charakteristická rovnice má tvar

αnλ
n + αn−1λ

n−1 + · · · + α2λ
2 + α1λ+ α0 = 0,

kde λ je neznámé č́ıslo a αn, αn−1, . . . , α1, α0 jsou č́ısla závisej́ıćı na prvćıch matice.

7. POLYNOMY A JEJICH PODÍLY.

Polynom a jeho kořeny. Ze středńı školy v́ıme: Nechť α0, α1, . . . , αn jsou daná
reálná, př́ıpadně komplexńı č́ısla, přičemž αn �= 0. Pravidlo (výraz), které každému
komplexńımu č́ıslu x přǐrazuje č́ıslo p(x), kde

p(x) = α0 + α1x+ α2x
2 + · · · + αnx

n,

nazýváme polynomem (mnohǒclenem) stupně n v proměnné x s koeficienty αi. Tak
např. polynom q(x) = 3 + 2x je polynomem prvńıho stupně (zvaným lineárńım),
polynom r(x) = −2+x+3x2 je polynomem druhého stupně (zvaným kvadratickým),
s(x) = x4 − 1(= −1 + 0 · x+ 0 · x2 + 0 · x3 + 1 · x4) je polynomem čtvtého stupně.

Jestliže všechny koeficienty αi, i = 0, 1, . . . , n jsou reálná č́ısla, potom polynom
nazýváme reálným polynomem. Každé komplexńı č́ıslo ξ takové, že p(ξ) = 0, tj.

α0 + α1ξ + α2ξ
2 + · · ·+ αnξ

n = 0 ,

se nazývá kořen polynomu p(x). Každý kořen je tedy řešeńım rovnice

α0 + α1x+ α2x
2 + · · · + αnx

n = 0 .

Tato rovnice se nazývá algebraickou rovnićı n-tého stupně.
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Např.polynom s(x) má čtyři kořeny ξ1 = 1, ξ2 = −1, ξ3 = i, ξ4 = −i, tj. rovnice
x4 − 1 = 0 má čtyři řešeńı 1,−1, i,−i.

Bézoutova věta. Francouzský matematik E.Bézout odvodil následuj́ıćı velmi
d̊uležitou větu

Nechť n je libovolné přirozené č́ıslo a nechť p(x) = α0 +α1x+α2x
2 + · · ·+αnx

n

je libovolný polynom n-tého stupně. Potom č́ıslo ξ je řešeńım algebraické rovnice
p(x) = 0 tehdy a jen tehdy, když pro každé komplexńı č́ıslo x plat́ı

p(x) = (x− ξ)q(x),

kde q(x) = β0 + β1x+ β2x
2 + · · ·+ βn−1x

n−1 je polynom n− 1-ńıho stupně takový,
že βn−1 = αn

Znamená to tedy: Je–li ξ kořenem polynomu p(x), potom p(x) lze dělit beze zbytku
polynomem (x− ξ).

Základńı věta algebry. Předńı mı́sto v algebře zauj́ımá tzv. základńı věta
algebry, kterou v r. 1799 dokázal Gauss:

Každá algebraická rovnice p(x) = 0 n-tého stupně, kde n je libovolné přirozené
č́ıslo (tj. n ≥ 1), má v oboru komplexńıch č́ısel alespoň jedno řešeńı.

D’Alembertova věta. Ze základńı věty algebry a z Bézoutovy věty ihned plyne
následuj́ıćı D’Alembertova věta:

Pro každý polynom p(x) = α0 + α1x+ α2x
2 + · · · + αnx

n n-tého stupně, kde
n ≥ 1, existuje právě n komplexńıch č́ısel ξ1, ξ2, . . . , ξn (nemuśı být všechna navzá-
jem r̊uzná) takových, že pro každé komplexńı č́ıslo x plat́ı

p(x) = αn (x− ξ1) (x− ξ2) . . . (x− ξn) (7.1)

Rozklad polynomu v komplexńım oboru. Výrazy (x− ξk) v (7.1) nazývá-
me lineárńımi kořenovými činiteli polynomu p(x). Název je odvozen ze skutečnosti,
že p (ξk) = 0, k = 1, 2, . . . , n, tj., že všechna č́ısla ξk jsou řešeńımi (kořeny) algeb-
raické rovnice p(x) = 0. Někteř́ı činitelé v (7.1) se mohou opakovat. Jestliže nějaký
činitel (x− ξr) vystupuje v (7.1) právě tr krát (tj. tr krát a ne v́ıcekrát), potom
ř́ıkáme, že č́ıslo ξr je tr-násobným kořenem polynomu p(x). Vzorec (7.1) lze tedy
psát ve tvaru

p(x) = αn (x− ξ1)
t1 (x− ξ2)

t2 · · · (x− ξs)
ts , (7.2)

kde t1 + t2 + · · · + ts = n a všechny kořeny ξ1, ξ2, . . . , ξs jsou navzájem r̊uzné.
Vzorci (7.2) ř́ıkáme rozklad polynomu v komplexńım oboru. Tak např. x4 − 1 =
(x+ 1)(x− 1)(x+ i)(x− i), x3 − x2 = x2(x− 1).

Všimněme si, že poč́ıtáme-li každý k-násobný kořen za k kořen̊u, má algebraická
rovnice p(x) = 0 stupně n ≥ 1 právě n řešeńı. Odtud ihned plyne, že

má-li rovnice α0 + α1x + α2x
2 + · · · + αnx

n = 0 v́ıce než n řešeńı, pak nutně
α0 = α1 = α2 = · · · = αn = 0, tj. p(x) = 0 pro každé č́ıslo x.

Takový polynom pak nazýváme nulovým polynomem (nemá žádný stupeň).

Věta o imaginárńıch kořenech reálných polynom̊u. Reálné polynomy maj́ı
speciálńı vlastnost, kterou nyńı uvedeme ve tvaru tzv.věty o imaginárńıch kořenech:
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Nechť p(x) je reálný polynom. Má-li tento polynom kořen ξ = u + iv, potom
i komplexně sdružené č́ıslo ξ̄ = u − iv je kořenem tohoto polynomu. Je-li kořen
ξ = u+ iv k-násobný, je i kořen ξ̄ = u− iv k-násobný.

Podotkněme, že (x− ξ)(x− ξ̄) = (x− u− iv)(x− u+ iv) = (x− u)2 + v2 a to je
reálný kvadratický polynom.

Rozklad reálného polynomu v reálném oboru. Shodně s předcházej́ıćı vě-
tou plyne z D’Alembertovy věty ihned závěr:

Nechť p(x) = α0 + α1x + α2x
2 + · · · + αnx

n je reálný polynom stupně n ≥ 1.
Nechť ξr, r = 1, 2, . . . , j jsou všechny jeho reálné kořeny, každý s násobnost́ı tr a
nechť ξs = us + ivs, s = 1, 2, . . . , k jsou všechny jeho imaginárńı kořeny, každý
s násobnost́ı qs. Potom plat́ı

p(x) =αn (x− ξn)t1 · (x− ξ2)
t2 · · · (x− ξj)

tj ·
·
[
(x− u1)

2 + v2
1

]q1 ·
[
(x− u2)

2 + v2
2

]q2 · · ·
[
(x− uk)2 + v2

k

]qk

,
(7.3)

přičemž

t1 + t2 + · · ·+ tj + 2 (q1 + q2 + · · ·+ qk) = n.

Výrazy (x− us)
2 + v2

s v (7.3) nazýváme kvadratickými kořenovými činiteli a
samotný vzorec (7.3) nazýváme rozkladem reálného polynomu v reálném oboru.

Reálný racionálńı výraz. Pod́ıl dvou reálných polynom̊u nazýváme reálným
racionálńım výrazem. Jestliže v reálném racionálńım výrazu p(x)

q(x) je stupeň polyno-
mu p(x) menš́ı než stupeň polynomu q(x), potom reálný racionálńı výraz se nazývá
reálný ryźı racionálńı výraz. Plat́ı věta, že

každý reálný racionálńı výraz lze vyjádřit jako součet reálného polynomu a reál-
ného ryźıho racionálńıho výrazu.

Rozklad reálného ryźıho racionálńıho výrazu na parciálńı zlomky. V dal-
š́ı části, zejména v kapitole o integrováńı, hraje d̊uležitou roli následuj́ıćı věta:

Nechť
p(x)
q(x)

je reálný ryźı racionálńı výraz a nechť polynom q(x) stupně n má

v reálném oboru rozklad

q(x) = αn (x− ξ1)
t1 (x− ξ2)

t2 · · · (x− ξj)
tj ·

· [(x− u1)2 + v2
1

]q1
[
(x− u2)2 + v2

2

]q2 · · · [(x− uk)2 + v2
k

]qk ,

přičemž

t1 + t2 + · · · + 2(q1 + q2 + · · ·+ qk) = n.
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Potom existuj́ı reálná č́ısla Ars,Mrs, Nrs, v celkovém pǒctu n, taková, že plat́ı

r(x) = A11
x−ξ1

+ A12
(x−ξ1)2

+ · · ·+ A1t1
(x−ξ1)t1

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ Aj1
x−ξj

+ Aj2
(x−ξj )2 + · · · + Ajtj

(x−ξj)tj

+ M11x+N11
(x−u1)2+v2

1
+ M12x+N12

[(x−u1)2+v2
1 ]2

+ · · · + M1q1x+N1q1
[(x−u1)2+v2

1 ]q1

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ Mk1x+Nk1
(x−uk)2+v2

1
+ Mk2x+Nk2

[(x−uk)2+v2
k]

2 + · · ·+ Mkqk
x+Nkqk

[(x−uk)2+v2
k]

qk

Výrazy
A

(x− ξ)r
,

Mx+N

[(x− u)2 + v2]s

se nazývaj́ı parciálńı zlomky a samotný vzorec pak rozklad na parciálńı zlomky.

C. ÚVOD DO ANALYTICKÉ GEOMETRIE.

8. GEOMETRICKÉ VEKTORY.

Kartézská soustava souřadnic. Zvolme v prostoru tři navzájem kolmé př́ımky
Ox, Oy, Oz procházej́ıćı společným bodem O a považujme je za č́ıselné osy s jednou
a touže jednotkou. Č́ıselné osy orientujme (tj. uveďme, které poloosy jsou kladné a
které záporné) takto: osy Ox, Oy libovolně, osu Oz tak, že pozorujeme-li osy Ox, Oy

z některého bodu kladné části osy Oz, musela by kladná část osy Ox opsat klad-
ně orientovaný (tj. proti směru otáčeńı hodinových ručiček) úhel π/2, aby poprvé
splynula s kladnou část́ı osy Oy. Ř́ıkáme pak, že jsme vytvořili pravoúhlou pravoto-
čivou soustavu souřadnic. Podobně bychom mohli definovat levotočivou soustavu.
Budeme pracovat pouze v pravoúhlé pravotočivé soustavě, kterou krátce nazývá-
me kartézskou soustavou souřadnic. Př́ımky Ox, Oy, Oz pak nazveme souřadnicový-
mi osami a roviny určené dvojicemi souřadnicových os (Ox, Oy), (Oy, Oz), (Ox, Oz)
nazveme souřadnicovými rovinami (p̊udorysnou, nárysnou a bokorysnou). Jestli-
že z bodu A v prostoru spust́ıme kolmice na č́ıselné osy Ox, Oy, Oz, potom jejich
paty P,Q,R odpov́ıdaj́ı č́ısl̊um a1, a2, a3, která nazýváme prvńı (x-ovou), druhou
(y-ovou) a třet́ı (z-ovou) souřadnićı bodu A a označujeme A = (a1, a2, a3). Pro
každé dva r̊uzné body v prostoru dostaneme dvě r̊uzné (uspořádané) trojice č́ısel
(souřadnic) a opačně, dvěma r̊uzným trojićım odpov́ıdaj́ı dva r̊uzné body. Prostor,
ve kterém jsme zavedli kartézskou soustavu souřadnic, krátce kartézský prostor, lze
tedy považovat za trojrozměrný vektorový prostor V3 nad oborem reálných č́ısel
a jeho body za algebraické vektory dimense 3, pokud ovšem definujeme rovnost
dvou vektor̊u, jejich součet a součin reálného č́ısla s vektorem tak, jak je uvede-
no ve čtvrté kapitole. Souřadnicovou rovinu (Ox, Oy) krátce nazýváme kartézskou
rovinou. Opět bychom se snadno přesvědčili, že ji lze považovat za dvojrozměrný
vektorový prostor V2. Všechny body p̊udorysny však m̊užeme pochopitelně inter-
pretovat také jako body kartézského prostoru, jejichž třet́ı souřadnice je nulová. A
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tuto interpretaci budeme většinou použ́ıvat. Podobně, všechny body osy Ox m̊uže-
me interpretovat jako body kartézského prostoru, jejichž druhá a třet́ı souřadnice
jsou nulové.

Euklidovský prostor. Jestliže v kartézském prostoru, shodně s Pythagorovou
větou, zavedeme vzdálenost dvou bod̊u A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3) vztahem

d(A,B) =
√

(b1 − a1)
2 + (b2 − a2)

2 + (b3 − a3)
2
,

potom ř́ıkáme, že jsme kartézský prostor metrizovali euklidovskou vzdálenost́ı a
nazveme jej euklidovským prostorem R3.

Poznamenejme, že euklidovskou vzdálenost lze formálně zavést v každém n-
rozměrném vektorovém prostoru Vn nad oborem reálných č́ısel vztahem

d(a,b) =
√

(b1 − a1)
2 + (b2 − a2)

2 + · · ·+ (bn − an)2,

kde a = [a1, a2, · · · , an], b = [b1, b2, · · · , bn].

Vektory ve fyzice. Ve fyzice a v technických vědách se vyskytuj́ı veličiny r̊uz-
ného charakteru. Ty, které jsou charakterizovány pouze velikost́ı (a samozřejmě
rozměrem a fyzikálńım významem) nazýváme skalárńımi veličinami. Jsou to na-
př́ıklad čas, teplota atd. Pro jejich popis se už́ıvaj́ı č́ısla. Ty veličiny, které jsou
kromě velikosti, rozměru a fyzikálńıho významu charakterizovány nav́ıc směrem a
orientaćı nazýváme vektorovými veličinami. Jsou to např́ıklad śıla, okamžitá rych-
lost atd. Pro jejich popis se použ́ıvaj́ı tak zvané volné (geometrické) vektory, vázané
vektory a klouzavé vektory. Tyto pojmy si v daľśıch částech vysvětĺıme.

8.6. Orientovaná úsečka. Orientovanou úsěckou
−→
AB v euklidovském prostoru

R3 rozumı́me nejkratš́ı spojnici uspořádané dvojice (A,B) bod̊u A = (a1, a2, a3), B =
(b1, b2, b3) tohoto prostoru. Bod A nazýváme pǒcátěcńım, bod B koncovým bodem

úsečky. O úsečce
−→
BA pak ř́ıkáme, že je orientována opačně než úsečka

−→
AB. Č́ısla

b1−a1, b2−a2, b3−a3 nazýváme prvńı, druhou a třet́ı souřadnićı orientované úsěcky
−→
AB a ṕı̌seme

−→
AB = (b1−a1, b2−a2, b3−a3). V př́ıpadě, kdy koncový bod B úsečky

splývá s jej́ım počátečńım bodem A, tj. B = A, potom orientovaná úsečka
−→
AB se

redukuje do jednoho bodu a má zřejmě všechny tři souřadnice nulové. Č́ıslo

|−→AB| =
√

(b1 − a1)
2 + (b2 − a2)

2 + (b3 − a3)
2

nazýváme velikost́ı (délkou) úsěcky
−→
AB , kde pro přehlednost jsme použili pouze

kartézskou rovinu).

Všimněme si, že každá orientovaná úsečka
−→
CD, kde C = (c1, c2, c3),

D = (d1, d2, d3), která vznikne rovnoběžným posunut́ım úsečky
−→
AB má stejné sou-

řadnice, tj. d1 − c1 = b1 − a1, d2 − c2 = b2 − a2, d3 − c3 = b3 − a3. Mezi tyto

úsečky patř́ı i orientovaná úsečka
−→
OU , kde O = (0, 0, 0)), U = (u1, u2, u3), tedy

u1 = b1 − a1, u2 = b2 − a2, u3 = b3 − a3. Orientované úsečky
−→
DC a

−→
UO maj́ı na-

opak souřadnice opačné. Všimněme si dále, že všechny tyto úsečky jsou navzájem
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rovnoběžné, stejně dlouhé (maj́ı tutéž velikost rovnou č́ıslu
√
u2

1 + u2
2 + u2

3) a vy-
značuj́ı tentýž směr. Naopak, orientovaná úsečka, která mezi ně nepatř́ı, má nutně
jiné souřadnice v1, v2, v3, tj. (v1, v2, v3) �= (u1, u2, u3).

Geometrický vektor. Množinu všech orientovaných úseček v euklidovském
prostoru R3, které maj́ı jedny a tytéž souřadnice v1, v2, v3 (v uvedeném pořad́ı)
nazýváme geometrickým vektorem v R3 a označujeme −→v anebo také (v1, v2, v3).

Každou orientovanou úsečku
−→
AB ∈ −→v budeme nazývat reprezentantem vektoru −→v

s pǒcátkem A, nebo také vektorem −→v s pǒcátěcńım bodem A a naopak, o vektoru
−→v budeme ř́ıkat, že je indukován orientovanou úsečkou

−→
AB. Reprezentanta vektoru

−→v s počátkem O = (0, 0, 0) budeme nazývat polohovým reprezentantem vektoru −→v
(ve fyzice se často nazývá polohovým vektorem). Shodně s definićı rovnosti dvou
množin ř́ıkáme o dvou geometrických vektorech −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3),
že se sob̌e rovnaj́ı a ṕı̌seme −→u = −→v , jestliže u1 = v1, u2 = v2, u3 = v3. Součtem
dvou geometrických vektor̊u −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3) nazýváme geomet-
rický vektor, který označujeme −→u + −→v a který definujeme vztahem −→u + −→v =
(u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3). Součinem reálného č́ısla α a geometrického vektoru
−→u = (u1, u2, u3) nazýváme geometrický vektor, který označujeme α−→u a který
definujeme vztahem α−→u = (αu1, αu2, αu3). Rozd́ılem dvou geometrických vektor̊u
−→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3) nazýváme geometrický vektor, který označujeme
−→u −−→v a který definujeme vztahem −→u −−→v = −→u + (−1)−→v .

Vztah mezi geometrickým a algebraickým vektorem. Geometrický vek-
tor s uvedenou definićı sč́ıtáńı a násobeńı reálným č́ıslem lze považovat za speciál-
ńı př́ıpad trojrozměrného algebraického reálného vektoru, přesněji řečeno, za jeho
geometrickou interpretaci v R3. Proto pro operace s geometrickými vektory plat́ı
všechna pravidla pro algebraické vektory (např. −→u + −→v = −→v + −→u atd.).

Nechť
−→
i ,

−→
j ,

−→
k jsou geometrické vektory v R3 dané vztahy

−→
i = (1, 0, 0),

−→
j = (0, 1, 0),

−→
k = (0, 0, 1) a nechť −→v = (v1, v2, v3) je libovolný geometrický vek-

tor. Potom z definice součtu vektor̊u a součinu reálného č́ısla s vektorem ihned
plyne −→v = v1

−→
i + v2

−→
j + v3

−→
k , tj. vektor −→v je lineárńı kombinaćı bázových

vektor̊u
−→
i ,

−→
j ,

−→
k a č́ısla v1, v2, v3 jsou souřadnicemi vektoru −→v vzhledem k bázi

{−→i ,−→j ,−→k }.
Skalárńı součin geometrických vektor̊u. Geometrický vektor je speciálńım

př́ıpadem algebraického vektoru. Proto i pro geometrické vektory −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3) definujeme jejich skalárńı součin −→u · −→v vztahem −→u · −→v = u1v1 +
u2v2 + u3v3. Snadno lze dokázat:

Jestliže −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3),−→w = (w1, w2, w3) jsou libovolné geo-
metrické vektory a α je libovolné reálné č́ıslo, potom plat́ı

a) −→u · −→v = −→v · −→u
b) (α−→u ) · −→v = α(−→u · −→v )
c) (−→u + −→v ) · −→w = −→u · −→w + −→v · −→w
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d)
∣∣∣−→u ∣∣∣ =

√−→u · −→u , kde
∣∣∣−→u ∣∣∣ je velikost vektoru −→u , tj., shodně s definićı veli-

kosti úsěcky,
∣∣∣−→u ∣∣∣ =

√
u2

1 + u2
2 + u2

3.

Odchylka dvou geometrických vektor̊u. Dvě polopř́ımky p, q se společným
počátkem sv́ıraj́ı dva úhly jejichž součet je 2π. Úhlem polopř́ımek p, q nazýváme
vždy ten úhel ω pro který plat́ı 0 ≤ ω ≤ π.

Odchylkou dvou nenulových geometrických vektor̊u −→u ,−→v nazýváme úhel ω ∈
〈0, π〉 polopř́ımek OU,OV , kde

−→
OU,

−→
OV jsou polohov́ı reprezentanti vektor̊u −→u ,−→v .

Jestliže ω = π/2, potom o vektorech −→u ,−→v ř́ıkáme, že jsou orthogonálńı (kolmé).

Vztah mezi odchylkou a skalárńım součinem vektor̊u. V aplikaćıch je
velmi d̊uležitá formule:

Jestliže −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3) jsou libovolné nenulové vektory a ω je
jejich odchylka, potom plat́ı

−→u · −→v = |−→u ||−→v | cosω

Poznamenejme, že odtud ihned plyne:

Skalárńı součin dvou nenulových geometrických vektor̊u je roven nule tehdy a jen
tehdy, když vektory jsou orthogonálńı.

Směrové kosiny vektoru. Snadnmo se přesvědč́ıme, že orty
−→
i ,

−→
j ,

−→
k jsou

navzájem orthogonálńı a jednotkové (tj., jejich velikost je rovna jedné). Nechť −→v =
(v1, v2, v3) je libovolný nenulový geometrický vektor. Kosiny odchylek, které sv́ırá
vektor −→v s jednotlivými ortami se nazývaj́ı směrovými kosiny vektoru −→v a označuj́ı
se cosα, cosβ, cos γ. V aplikaćıch se často použ́ıvá vzorec

−→v
|−→v |

=

(
v1

|−→v |
,
v2

|−→v |
,
v3

|−→v |

)
= (cosα, cosβ, cos γ)

Vektorový součin vektor̊u. Moment śıly a řada daľśıch pojm̊u v aplikaćıch
nás vedou k následuj́ıćı definici: Nechť −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3) jsou
nenulové geometrické vektory a ω jejich odchylka. Vektorovým součinem vektor̊u
−→u ,−→v (v tomto pořad́ı) rozumı́me geometrický vektor −→w takový, že

a) je kolmý na oba vektory −→u ,−→v ,
b) jeho velikost |−→w | je dána vztahem |−→w | = |−→u ||−→v | sinω,
c) uspořádaná trojice polohových reprezentant̊u vektor̊u −→u ,−→v ,−→w tvoř́ı pra-

votočivý systém, který je definován obdobně jako pravotočivá soustava souřadnic
s t́ım rozd́ılem, že ω ∈ 〈0, π〉.

Vektor −→w se často označuje −→u ×−→v (v tomto pořad́ı).
Vektorový součin definujeme i v př́ıpadě, kdy některý z vektor̊u −→u ,−→v je nulový.

V tomto př́ıpadě př́ımo z definice polož́ıme −→u ×−→v = (0, 0, 0).
Z vlastnosti b) ihned plyne, že
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vektorový součin dvou nenulových vektor̊u −→u ,−→v je nulovým vektorem tehdy a
jen tehdy, když jejich odchylka je rovna nule, tj., když −→v = α−→u , kde α je reálné
č́ıslo.V tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že vektory −→u ,−→v jsou kolineárńı.

Z vlastnosti b) dále ihned plyne geometrická interpretace velikosti vektorového
součinu:

velikost vektorového součinu −→u × −→v je č́ıselně rovna obsahu rovnob̌ežńıku vy-

tvořeného úsěckami AB,AC, kde
−→
AB ∈ −→u ,−→AC ∈ −→v .

Vlastnosti vektorového součinu. Snadno lze dokázat větu:
Jestliže −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3),−→w = (w1, w2, w3) jsou libovolné geo-

metrické vektory a α, β jsou libovolná reálná č́ısla, potom plat́ı
a) −→u ×−→v = −(−→v ×−→u ), tzv. antikomutativńı zákon,
b) α−→u × β−→v = αβ(−→u ×−→v ),
c) (−→u + −→v ) ×−→w = −→u ×−→w + −→v ×−→w , tzv. prvńı distributivńı zákon,
d) −→u × (−→v + −→w ) = −→u ×−→v + −→u ×−→w , tzv. druhý distributivńı zákon.

Výpočet souřadnic vektorového součinu. Plat́ı věta:

Jsou–li −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3) geometrické vektory, potom pro jejich
vektorový součin −→u ×−→v plat́ı

−→u ×−→v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1)

Tento vzorec lze také zapsat ve tvaru

−→u ×−→v =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
Objem rovnoběžnostěnu a čtyřstěnu. Objemy vr rovnoběžnostěnu a objem

vc čtyřstěnu zadaných úsečkami AB,AC,AD jsou dány vztahy

vr = |−→u · (−→v ×−→w )|, vc =
1
6

∣∣∣−→u · (−→v ×−→w )
∣∣∣

Smı́̌sený součin vektor̊u. Nechť −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3),−→w =
(w1, w2, w3) jsou libovolné geometrické vektory. Smı́šeným součinem vektor̊u −→u ,−→v ,−→w
(v tomto pořad́ı) rozumı́me č́ıslo, které znač́ıme [−→u −→v −→w ] a které definujeme vzta-
hem [−→u −→v −→w

]
= −→u · (−→v ×−→w )

Výpočet smı́̌seného součinu. Smı́̌sený součin poč́ıtáme ze vzorce

[−→u −→v −→w ] =

∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣
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Vlastnosti smı́̌seného součinu. Snadno lze dokázat:
Jestliže −→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3),−→w = (w1, w2, w3),−→z = (z1, z2, z3)

jsou libovolné geometrické vektory a α je libovolné reálné č́ıslo, potom plat́ı
a) [−→u −→v −→w ] = [−→v −→w −→u ] = [−→w −→u −→v ]
b) [−→u + −→v −→w −→z ] = [−→u −→w −→z ] + [−→v −→w −→z ] (distributivńı zákon)
c) [α−→u −→v −→w ] = α[−→u −→v ,−→w ]
d) Jsou-li alespoň dva vektory sob̌e rovny, potom smı́šený součin je roven nule,

např. [−→u −→u −→v ] = 0.

9. ANALYTICKÁ GEOMETRIE V PROSTORU.

Parametrické rovnice př́ımky. O př́ımce v prostoru řekneme, že má směr

nenulového vektoru −→s = (s1, s2, s3), jestliže obsahuje orientovanou úsečku
−→
CD

takovou, že
−→
CD ∈ −→s . Plat́ı věta:

Nechť v euklidovském prostoru R3 jsou zadány bod A = (a1, a2, a3) a nenulový
geometrický vektor −→s = (s1, s2, s3). Potom pro každý bod P = (p1, p2, p3) lež́ıćı na
př́ımce q procházej́ıćı bodem A a maj́ıćı směr vektoru −→s existuje právě jedno reálné
č́ıslo t takové, že plat́ı

−→p = −→a + t−→s , (9.1)

kde −→p = (p1, p2, p3) a −→a = (a1, a2, a3) jsou geometrické vektory indukované orien-

tovanými úsěckami
−→
OP a

−→
OA a naopak, pro každé reálné č́ıslo t bod P daný vztahem

(1) lež́ı na př́ımce q. Jestliže bod P nelež́ı na př́ımce q, potom žádné takové č́ıslo t
neexistuje.

Rovnici (1) nazýváme parametrickou rovnićı př́ımky q ve vektorovém tvaru. Č́ıslo
t se nazývá parametr.

Porovnáme-li v rovnici (1) jednotlivé složky vektor̊u a označ́ıme-li x, y, z mı́sto
p1, p2, p3 dostaneme rovnice

x = a1 + ts1, y = a2 + ts2, z = a3 + ts3, (9.2)

které se nazývaj́ı parametrické rovnice př́ımky.

Kanonické rovnice př́ımky. Za předpokladu si �= 0, i = 1, 2, 3 vyelimino-
váńım parametru t z parametrických rovnic (2) dostáváme tzv. kanonické rovnice
př́ımky q:

x− a1

s1
=

y − a2

s2
=

z − a3

s3

Vektorová rovnice roviny určené normálovým směrem. Vı́me, že libo-
volná př́ımka q je kolmá na rovinu ρ tehdy a jen tehdy, když je kolmá na každou
př́ımku lež́ıćı v rovině. Odtud ihned plyne věta:

Nechť v euklidovském prostoru R3 jsou zadány bod A = (a1, a2, a3) a nenulový
geometrický vektor −→n = (n1, n2, n3). Potom pro každý bod P = (p1, p2, p3) lež́ıćı
v rovině ρ procházej́ıćı bodem A a kolmé na vektor −→n plat́ı

(−→p −−→a ) · −→n = 0 , (9.3)
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kde −→p = (p1, p2, p3) a −→a = (a1, a2, a3) jsou geometrické vektory indukované orien-

tovanými úsěckami
−→
OP a

−→
OA. Jestliže bod P nelež́ı v rovině ρ, potom pro něj vztah

(3) neplat́ı.
Rovnici (3) nazýváme vektorovou rovnićı roviny uřcené kolmým (normálovým)

směrem.

Obecná rovnice roviny. Rozeṕı̌seme–li skalárńı součin (3) ve složkách a ṕı̌seme–
li x, y, z mı́sto p1, p2, p3, dostaneme

n1x+ n2y + n3z + d = 0 , (9.4)

kde
d = −(n1a1 + n2a2 + n3a3) = −−→n · −→a (9.5)

Rovnice (4) se nazývá obecná, nebo také normálová rovnice roviny. Podotkněme,
že z rovnice (4) roviny ρ ihned plyne:

Jestliže pǒcátek O = (0, 0, 0) lež́ı v rovině ρ, potom d = 0 a naopak, jestliže d = 0,
potom rovina ρ procháźı pǒcátkem.

Obecná rovnice roviny v úsekovém tvaru. Předpokládejme, že č́ıslo d
v obecné rovnici roviny (4) je r̊uzné od nuly. Po vyděleńı rovnice č́ıslem −d a
po zavedeńı označeńı (předpokládejme, že ni �= 0, i = 1, 2, 3) p = − d

n1
, q =

− d
n2

, r = − d
n3

, rovnice (4) nabude tak zvaný úsekový tvar

x

p
+
y

q
+
z

r
= 1 .

Úhel dvou př́ımek v prostoru. Úhel ϕ ∈ 〈0, π
2
〉, který sv́ıraj́ı př́ımky p, q dané

směrovými vektory −→s ,−→r je definován vztahem

cosϕ =
|−→s · −→r |
|−→s | · |−→r |

Úhel př́ımky a roviny. Úhlem př́ımky q a roviny ρ nazýváme úhel, který sv́ırá
daná př́ımka q se svým pravoúhlým pr̊umětem q′ do roviny ρ.

Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı věta:

Úhel ϕ ∈ 〈0, π
2 〉, který sv́ırá př́ımka q maj́ıćı směr vektoru −→s s rovinou ρ maj́ıćı

normálový vektor −→n , je dán vztahem

sinϕ =
|−→n · −→s |
|−→n | · |−→s |

.

Úhel dvou rovin. Úhlem dvou rovin ρ a τ nazýváme úhel, který sv́ıraj́ı normály
daných rovin. Zřejmě plat́ı:
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Jestliže −→m a −→n jsou normálové směry rovin ρ a τ , potom úhel ϕ, který sv́ıraj́ı
roviny ρ a τ je dán vztahem

cosϕ =
|−→n · −→m |
|−→n | · |−→m |

.

Vzdálenost bodu od roviny. Vzdálenost́ı bodu Q = (q1, q2, q3) od roviny ρ
rozumı́me délku v úsečky QR, kde R je kolmý pr̊umět bodu Q do roviny ρ.

Plat́ı věta:

Nechť v prostoru R3 jsou dány rovina ρ obecnou rovnićı n1x+n2y+n3z+d = 0
a bod Q = (q1, q2, q3). Potom vzdálenost v bodu Q od roviny ρ je dána vztahem

v =
|n1q1 + n2q2 + n3q3 + d|√

n2
1 + n2

2 + n2
3

.

Vzdálenost bodu od př́ımky. Vzdálenost́ı v bodu Q = (q1, q2, q3) od př́ımky
r v prostoru R3 rozumı́me délku úsečky QP , kde P je kolmý pr̊umět bodu Q na
př́ımku r.

Plat́ı věta:

Nechť v prostoru R3 jsou dány bod Q = (q1, q2, q3) a př́ımka r procházej́ıćı bodem
A = (a1, a2, a3) a maj́ıćı směr vektoru −→s . Potom vzdálenost v bodu Q od př́ımky r
je dána vztahem

v =
|(q1 − a1, q2 − a2, q3 − a3) ×−→s |

|−→s |
.

Válcové plochy. Nechť jsou dány křivka k lež́ıćı v rovině ρ a př́ımka q, která
neńı rovnoběžná s touto rovinou. Potom všechny př́ımky rovnoběžné s př́ımkou q
a procházej́ıćı body křivky k vytvoř́ı plochu, kterou nazýváme válcovou plochou.
V př́ıpadě, kdy křivka k lež́ı v některé ze souřadnicových rovin a př́ımka q je na
tuto rovinu kolmá, válcovou plochu nazýváme kolmou válcovou plochou. Z kolmých
válcových ploch jsou pak nejd̊uležitěǰśı ty, kdy křivkou k je kuželosečka (kružnice,
elipsa, hyperbola, parabola). Potom hovoř́ıme o kruhové, eliptické, hyperbolické a
parabolické válcové ploše.

Kuželové a rotačńı plochy. Nechť jsou dány křivka k lež́ıćı v rovině ρ a bod
V , který v této rovině nelež́ı. Potom všechny spojnice bodu V s body křivky k
vytvoř́ı plochu, kterou nazývýme kuželovou plochou.

Nechť jsou dány křivka k lež́ıćı v rovině ρ a př́ımka q, která rovněž lež́ı v této
rovině. Jestliže rovina ρ rotuje kolem př́ımky q, potom křivka k vytvář́ı plochu,
kterou nazýváme rotačńı plochou s osou rotace q.

Kvadriky. Většina ploch nejčastěji uvažovaných v technické praxi má rovnici
tvaru

A1x
2 + A2y

2 +A3z
2 +B1xy +B2xz +B3yz + ax+ by + cz + d = 0,
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kde A1, A2, A3, B1, B2, B3, a, b, c, d jsou zadaná reálná č́ısla. Jestliže alespoň jedno
z č́ısel Ai, Bi je r̊uzné od nuly, potom plocha se nazývá kvadratická plocha nebo
krátce kvadrika.

D. DIFERENCIÁLNÍ POČET FUNKCÍ
JEDNÉ PROMĚNNÉ.

10. FUNKCE JEDNÉ PROMĚNNÉ

Obecný pojem zobrazeńı. Mějme dvě neprázdné množiny A,B. Zobrazeńım
množiny A do množiny B rozumı́me předpis (pravidlo), který každému prvku a
množiny A přǐrad́ı nějaký jediný prvek b z množiny B. Pojem předpis muśıme
upřesnit. Definujeme přesně: Zobrazeńım f množiny A do množiny B rozumı́me
množinu C všech uspořádaných dvojic (a, b) takových, že a ∈ A, b ∈ B a přitom
je splněna podmı́nka: každý prvek množiny A se vyskytuje pouze v jedné dvojici
patř́ıćı do C.

Skutečnost, že f je zobrazeńım množiny A do množiny B se často zapisuje takto:
f : a ∈ A −→ b ∈ B anebo krátce f : A −→ B,, eventuálně f : a −→ b..

Ve dvojici (a, b) prvńı prvek a se nazývá vzorem prvku b, druhý prvek b obrazem
prvku a, nebo také hodnotou zobrazeńı f v bodě a a označuje se f(a). Mı́sto zápisu
(a, b) se pak použ́ıvá zápis (a, f(a)) nebo také b = f(a).

Všechny prvky z množiny B, které se vyskytuj́ı alespoň v jedné dvojici (a, b)
tvoř́ı podmnožinu množiny B. Tato podmnožina se nazývá obor hodnot zobrazeńı f
a často se označuje H(f), nebo také f(A). Plat́ı tedy

Prvek b ∈ H(f) tehdy a jen tehdy, když existuje (aspoň jeden) prvek a ∈ A
takový, že b = f(a).

Množina A se nazývá definičńı obor zobrazeńı f a často se označuje D(f).

Reálné a vektorové funkce. Charakter množin A,B m̊uže být r̊uznorodý.
Budou nás zaj́ımat pouze př́ıpady, kdy jejich prvky jsou
a) reálná č́ısla,
b) algebraické reálné vektory dimense větš́ı než jedna.
Jestliže B = R (tj. všechny prvky množiny B jsou reálná č́ısla), potom zobrazeńı f :
A −→ B nazýváme reálnou funkćı. Jestliže B = Rm (tj. všechny prvky množiny B
jsou uspořádané m-tice reálných č́ısel) a přitom m ≥ 2, potom zobrazeńı nazýváme
reálnou vektorovou funkćı. Jestliže zobrazeńı je reálnou nebo reálnou vektorovou
funkćı a současně A ⊂ R, eventuálně A ⊂ Rn, potom hovoř́ıme o reálné nebo o
reálné vektorové funkci jedné, eventuálně n reálných proměnných.

Zadáváńı funkćı. Reálné funkce jedné reálné proměnné, a pouze takovými se
budeme v daľśım textu zabývat, mohou být zadány r̊uznými zp̊usoby:

a) pomoćı určitého slovńıho popisu - většinou to neńı matematické,
b) pomoćı tabulek, tj. uvedeńım všech dvojic (a, f(a)) tvoř́ıćıch funkci, např́ıklad

logaritmickými tabulkami, tarifńımi tabulkami atd.,
c) pomoćı jednoho nebo v́ıce matematických vzorc̊u udávaj́ıćıch, jak poč́ıtat hod-

noty funkćı v jejich libovolném vzoru, např́ıklad

f(α) =
α2 − 1
α− 1

, α �= 0.

31



Ṕısmeno α v tomto vzorci nazýváme nezávisle proměnnou. Budeme se většinou
zabývat funkcemi zadanými t́ımto zp̊usobem. V takovém př́ıpadě však muśıme ještě
specifikovat jejich definičńı obor. Děláme to tak, jak vid́ıme výše, že jej př́ımo
uvedeme. V matematice, zejména v klasické, je přijata úmluva, že neńı–li definičńı
obor uveden, pak se j́ım rozumı́ tzv. přirozený definičńı obor, kterým je množina
všech reálných č́ısel pro něž má vzorec smysl.

d) pomoćı rovnic udávaj́ıćıch vztah mezi vzorem a obrazem. Tyto rovnice jsou
tvaru F (a, b) = 0, kde F je reálná funkce dvou proměnných zadaná matematický-
mi vzorci udávaj́ıćımi, jak poč́ıtat jej́ı hodnoty. O reálné funkci definované právě
popsaným zp̊usobem rovnićı ř́ıkáme, že je zadána implicitně, nebo krátce, že to je
implicitńı funkce. O funkćıch, které jsou zadány zp̊usobem uvedeným v bodu c)
zase ř́ıkáme, že jsou zadány explicitně, nebo krátce, že to jsou explicitńı funkce.
V našem učebńım textu se budeme zabývat pouze funkcemi zadanými explicitně
a implicitně. Slovo explicitńı budeme často vynechávat. Použijeme-li pouze slovo
funkce, potom j́ım rozumı́me explicitně zadanou reálnou funkci jedné proměnné.

Kartézské a polárńı souřadnice v rovině. Vı́me, že každý bod P v rovině
lze považovat za uspořádanou dvojici reálných č́ısel (a, b) zvaných jeho kartézskými
souřadnicemi. Prvńı složku ve dvojici nazýváme x-ovou souřadnićı, druhou složku
y-ovou souřadnićı bodu P . x-ová souřadnice je rovna orientované vzdálenosti bodu
P od osy Oy, y-ová souřadnice pak orientované vzdálenosti bodu P od osy Ox.
Orientovanou vzdálenost́ı přitom rozumı́me vzdálenost se znaménkem + nebo –
podle toho, zda pata kolmice spuštěné na př́ıslušnou č́ıselnou osu lež́ı na kladné
nebo záporné poloose.

V technické praxi ani zdaleka nevystač́ıme s kartézskými souřadnicemi. Často
jsme nuceni použ́ıvat tzv. polárńı souřadnice. V kartézské rovině kladnou poloosu
Ox s počátečńım bodem O nazveme polárńı osou a označme ji ṕısmenem p. Bod
O nazveme pólem. Každé uspořádané dvojici reálných č́ısel (θ, r), kde r ≥ 0
přǐraďme v rovině bod P takto: Sestrojme polopř́ımku q s počátkem v pólu O a
sv́ıraj́ıćı s polárńı osou p orientovaný úhel (měřený v radianech) rovnaj́ıćı se č́ıslu
θ. Polopř́ımku p považujeme přitom za počátečńı. Jako bod P zvolme bod lež́ıćı
na polopř́ımce q ve vzdálenosti r od pólu. Uspořádanou dvojici (θ, r) nazýváme
polárńımi souřadnicemi bodu P , jej́ı prvńı složku θ pak polárńım úhlem a druhou
složku r orientovanou vzdálenost́ı od pólu. Je zřejmé, že každé dvojici (θ, r) reálných
č́ısel odpov́ıdá právě jeden bod P v rovině.

Vztah mezi kartézskými a polárńımi souřadnicemi je jednoduchý:

x = r cos θ , y = r sin θ

Obecný úhel a jeho velikost. Nechť v rovině jsou dány bod O, kružnice k o
poloměru r = 1 se středem v bodě O a dvě polopř́ımky p, q s počátkem v O. Tyto
dvě polopř́ımky urč́ı dva úhly α, β (menš́ı z nich nazýváme odchylkou polopř́ımek).
Jejich velikost se měř́ı ve stupňové nebo v obloukové mı́̌re. Jednotkou stupňové
mı́ry je stupeň, kterým rozumı́me jednu stoosmdesátinu úhlu vytvořeného opačnými
polopř́ımkami p, p′.

Ve vyšš́ı matematice, ve fyzice i v technických vědách se velikost úhlu uvád́ı téměř
výhradně v obloukové mı́̌re. I v našem textu tomu tak bude. Jednotkou obloukové
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mı́ry je radian, kterým rozumı́me úhel vytvořený polopř́ımkami p, q takovými, že
délka obloučku PQ na jednotkové kružnici k je rovna jedné. Poněvadž celá délka
oblouku jednotkové kružnice je 2π, odpov́ıdá 2π radian̊u 360-ti stupň̊um a tedy

1 radian =
360 stupň̊u

2π
≈ 57 stupň̊u 17 minut 45 vteřin

a opačně
1 stupeň =

π

180
radian̊u

Funkce sinus a kosinus. Ze středńı školy je dobře znám pojem sinus, eventuál-
ně kosinus úhlu pro obecný úhel ϕ zavedený v minulém odstavci (měřený v radianech
a definovaný pro všechna reálná č́ısla).

Graf funkce. Nechť je dána reálná funkce f jedné reálné proměnné. Často je
velmi d̊uležité graficky znázornit funkci f , abychom mohli posoudit jej́ı vlastnos-
ti. Grafické znázorňováńı provádéme pomoćı graf̊u v kartézských nebo v polárńıch
souřadnićıch. Grafem reálné funkce jedné proměnné v kartézských souřadnićıch ro-
zumı́me množinu Kf všech bod̊u A v rovině R2 takových, že pro jejich kartézské
souřadnice (x, y) plat́ı y = f(x), tj. druhá souřadnice bodu A ∈ Kf je č́ıselně rovna
hodnotě funkce f v jeho prvńı souřadnici. Rovnici y = f(x), x ∈ A pak nazýváme
rovnićı grafu funkce f v kartézských souřadnićıch (x, y), nebo krátce, rovnićı kar-
tézského grafu funkce f . Analogicky, grafem funkce v polárńıch souřadnićıch (krátce
polárńım grafem) rozumı́me množinu Gf všech bod̊u P v rovině R2 takových, že
pro jejich polárńı souřadnice (θ, r) plat́ı r = f(θ). Rovnici r = f(θ) , θ ∈ A, pak na-
zýváme rovnićı grafu funkce f v polárńıch souřadnićıch (θ, r), nebo krátce, rovnićı
polárńıho grafu funkce f .

Vı́me, že reálná funkce f jedné proměnné m̊uže být zadána i implicitně, tj. pomoćı
rovnice udávaj́ıćı vztah mezi vzorem a obrazem. Tato rovnice je tvaru F (a, b) =
0, kde F je reálná funkce dvou proměnných. Pro každé č́ıslo a ∈ D(f) přitom
plat́ı F (a, f(a)) = 0. Odtud ihned plyne, že množina všech bod̊u A s kartézskými
souřadnicemi (x, y), {resp. s polárńımi souřadnicemi (θ, r)} takovými, že F (x, y) =
0 {resp. F (θ, r) = 0}, je nadmnožinou grafu funkce f . Tato nadmnožina se často
nazývá kartézský {resp.polárńı}implicitńı graf funkce f .

Rovnost dvou funkćı, rozš́ı̌reńı a zúžeńı. Nechť jsou dány dvě reálné funkce
f, g jedné reálné proměnné Jestliže D(f) ⊂ D(g) a f(x) = g(x) ∀ x ∈ D(f), potom
ř́ıkáme, že funkce f je zúžeńım (restrikćı) funkce g z definičńıho oboru D(g) na
obor D(f), anebo také, že funkce g je rozš́ıřeńım funkce f z D(f) na D(g). Jestliže
D(f) = D(g) a f(x) = g(x) ∀ x ∈ D(f), potom ř́ıkáme, že funkce f, g se sob̌e
rovnaj́ı a ṕı̌seme f = g.

Nulový bod funkce. Nulovým bodem (č́ıslem) funkce f nazýváme každý prvek
α ∈ A takový, že f(α) = 0.

Posloupnosti. Reálnou funkci f jedné reálné proměnné jej́ımž definičńım obo-
rem je množina všech přirozených č́ısel N nazýváme posloupnost́ı reálných č́ısel.
Posloupnost je tedy funkce, která každému přirozenému č́ıslu n přǐrazuje nějaké
reálné č́ıslo. Mı́sto f(n) (hodnota funkce f v bodě n) často ṕı̌seme fn. Toto reálné
č́ıslo pak nazýváme n-tým členem posloupnosti.
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Operace s funkcemi.Součtem dvou reálných funkćı jedné proměnné f, g nazý-
váme reálnou funkci v jedné proměnné takovou, že

v : x ∈ D(f) ∩ D(g) −→ f(x) + g(x) ∈ R.

Podobně definujeme rozd́ıl a součin dvou funkćı f, g.
Pod́ıl f/g dvou funkćı f, g definujeme také obdobně až na to, že definičńım

oborem je množina D(f) ∩ D(g) z ńıž jsou vyjmuty nulové body funkce g.
Dále definujeme absolutńı hodnotu |f | reálné funkce f jedné proměnné jako funkci

|f | : x ∈ D(f) −→ |f(x)|.
Složená funkce. Nechť g, f jsou dvě reálné funkce jedné proměnné. Nechť P je

množina všech reálných č́ısel x patř́ıćıch do D(g) takových, že g(x) ∈ D(f). Potom
reálná funkce h jedné proměnné definovaná vztahem

h(x) = f(g(x)) ∀ x ∈ P (10.1)

se nazývá funkce složená z funkćı g, f a označuje se f •g. Funkce g se nazývá vnitřńı,
zat́ımco f vnějš́ı složka složené funkce f • g.

Vztah (1) je pro praktické použit́ı dost složitý. Začátečńık̊um dělá pot́ıže sesta-
vit podle něj složenou funkci, zvláště v př́ıpadě, kdy obě funkce g, f jsou zadány
matematickými vzorci. Sestaveńı vzorce pro výpočet hodnot složené funkce f • g
nám m̊uže podstatněji usnadnit následuj́ıćı formulace vztahu (1):

(f • g)(x) = f(g(x)) = f(u) , kde u = g(x) ∀ x ∈ P , (10.1’)

která je samozřejmě stejná jako (1).

Inverzńı zobrazeńı. Zobrazeńı f : A −→ B nazýváme prostým, jestliže pro ja-
kékoliv dva r̊uzné prvky α1, α2 z definičńıho oboru A jsou i jejich obrazy f(α1), f(α2)
r̊uzné. To ovšem znamená, že každý prvek z oboru hodnot zobrazeńı H(f) má právě
jeden vzor v A. Můžeme tedy definovat nové zobrazeńı, označme je invf , které
má definičńı obor H(f) a které každému prvku z H(f) přǐrazuje právě tento jeden
vzor v A, tj. plat́ı

invf : β ∈ H(f) −→ α ∈ D(f) ∧ f(α) = β . (10.2)

Zobrazeńı invf se nazývá inverzńı zobrazeńı k f . Ze vztah̊u invf(β) = α ∧ f(α) =
β ihned dostáváme

invf(f(α)) = α ∀ α ∈ D(f) a také f(invf(β)) = β ∀ β ∈ H(f) (10.3)

Mı́sto označeńı invf se v literatuře často použ́ıvá označeńı f−1 (nezaměňovat
s 1

f
).

Výpočet inverzńı funkce. Jestliže f je prostá reálná funkce jedné proměnné,
potom shodně s (3) plat́ı f(invf(x)) = x, ∀ x ∈ H(f), což m̊užeme samozřejmě
formulovat takto

f(u) = x ∀ x ∈ H(f), kde u = invf(x) .
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Jestliže funkce f je dána explicitně, potom f(u) = x představuje rovnici. Pokud
se nám podař́ı ji vyřešit vzhledem k neznámé u, dostaneme hledanou funkci invf .
Nezapomı́nejme ovšem, že řešeńı u muśı patřit do D(f).

Graf inverzńı funkce. Nechť A = (a, b) je libovolný bod grafu funkce f , tj.
a ∈ D(f) ∧ b = f(a). Z definice inverzńı funkce pak plyne, že bod A = (b, a) je
bodem grafu funkce invf , neboť b ∈ H(f) = D(invf)∧a = invf(b). Bod A je však
symetrický k bodu A podle př́ımky y = x. Dosṕıváme tak k závěru

grafy funkćı f a invf jsou symetrické podle př́ımky y = x.

Význačné typy funkćı. Nechť f je libovolná reálná funkce jedné proměnné.
1. Jestliže pro každé dva prvky α, β z A ⊂ D(f) takové, že α < β plat́ı
a) f(α) ≤ f(β), potom o funkci f ř́ıkáme, že je neklesaj́ıćı v A,
b) f(α) ≥ f(β), potom o funkci f ř́ıkáme, že je nerostoućı v A,
c) f(α) < f(β), potom o funkci f ř́ıkáme, že je rostoućı v A,
d) f(α) > f(β), potom o funkci f ř́ıkáme, že je klesaj́ıćı v A.
Jestliže funkce je neklesaj́ıćı nebo nerostoućı, potom o ńı ř́ıkáme, že je monotonńı

v A, jestliže je rostoućı nebo klesaj́ıćı, potom o ńı ř́ıkáme,že je ryze monotonńı v A.
Samozřejmě každá ryze monotonńı funkce je i monotonńı. Opak neplat́ı.

Z definice ihned plyne, že
každá ryze monotonńı funkce v A je prostá v A (a tud́ıž k ńı existuje inverzńı

funkce).
2. Nechť definičńı obor D(f) funkce f má vlastnost: Jestliže č́ıslo a patř́ı do

D(f), potom i č́ıslo −a patř́ı do D(f). V př́ıpadě, že pro každé č́ıslo x ∈ D(f) plat́ı
a) f(−x) = f(x), potom o funkci f ř́ıkáme, že je sudá,
b) f(−x) = −f(x), potom o funkci f ř́ıkáme, že je lichá.
Graf sudé funkce je zřejmě symetrický podle osy Oy, graf liché funkce je symet-

rický podle počátku O.
3. Nechť existuje kladné č́ıslo p takové, že plat́ı
a) jestliže x ∈ D(f), potom i x+ p ∈ D(f),
b) f(x+ p) = f(x) ∀ x ∈ D(f) ,
c) č́ıslo p > 0 je nejmenš́ı ze všech kladných č́ısel pro která plat́ı současně pod-

mı́nky a), b), tj. existuje aspoň jedno kladné č́ıslo menš́ı než p pro něž alespoň jedna
z podmı́nek a), b) neplat́ı.
Potom o funkci f ř́ıkáme, že je periodická s periodou p. Jestliže žádné takové č́ıslo
p neexistuje, potom o funkci f ř́ıkáme, že je neperiodická.

4. Jestliže obor hodnot H(f) funkce f je ohraničená množina, potom i o samotné
funkci f ř́ıkáme, že je ohraničená nebo také omezená.

Základńı elementárńı funkce. V matematických popisech (modelech) fysi-
kálńıch a inženýrských problém̊u se často vyskytuj́ı tzv. elementárńı funkce. Roz-
umı́me jimi každou funkci, která vznikne jako výsledek konečného počtu operaćı
sč́ıtáńı, odeč́ıtáńı, násobeńı, děleńı a tvořeńı složených funkćı z tzv. základńıch ele-
mentárńıch funkćı. Ťemi jsou konstantńı, mocninné, exponenciálńı, logaritmické,
goniometrické a cyklometrické funkce.

Konstantńı a mocninné funkce. Konstantńı funkce consta je definována
explicitně vztahem consta(x) = a, kde a je pevně zvolené reálné č́ıslo. Jej́ım defi-
ničńım oborem je množina všech reálných č́ısel R. Funkce je monotonńı (neklesaj́ıćı
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i nerostoućı), neńı prostá. Je sudá. Neńı periodická. Je omezená, jej́ı obor hodnot
je tvořen jediným prvkem, č́ıslem a.

Mocninná funkce powa je definována explicitně vztahem powa(x) = xa, kde a
je zadané reálné č́ıslo. Jej́ı definičńı obor záviśı na typu č́ısla a a je určen definićı
mocniny.

Exponenciálńı funkce. Exponenciálńı funkce expa je definována explicitně
vztahem expa(x) = ax, kde a > 0 je zadané kladné reálné č́ıslo. Jej́ı definičńı
obor je R.

Při a = 1 je exponenciálńı funkce konstantńı, při 0 < a < 1 je klesaj́ıćı, při a > 1
je rostoućı. V posledńıch dvou př́ıpadech je tedy prostá a má obor hodnot (0,∞).

V teorii i v aplikaćıch je zdaleka nejd̊uležitěǰśı př́ıpad, kdy a = e, kde e =
2, 718 281 828 459 . . . je tzv. Eulerovo č́ıslo. V tomto př́ıpadě se exponenciálńı
funkce nazývá přirozená a mı́sto expe se krátce označuje exp. Funkce exp je tedy
definována explicitně vztahem exp(x) = ex.

Logaritmické funkce. Exponenciálńı funkce expa je při a �= 1 prostá. Existu-
je proto k ńı inverzńı funkce invexpa definovaná pro všechna kladná č́ısla, neboť
D(invexpa) = H(expa) = (0,∞) a nabývaj́ıćı jako hodnoty všechna reálná č́ısla (i
záporná), neboť H(invexpa) = D(expa) = R. Tuto inverzńı funkci invexpa nazý-
váme logaritmickou funkćı nebo krátce logaritmem při základu a a označujeme loga.
V př́ıpadě a = 10 logaritmická funkce se nazývá dekadická a mı́sto log10 se krátce
označuje log. Daleko nejd̊uležitěǰśı je př́ıpad, kdy a = e. Logaritmická funkce loge

se pak nazývá přirozená a mı́sto loge se krátce ṕı̌se ln nebo lg. Tedy ln = invexp.
Zřejmě plat́ı

logaa
x = x ∀ x ∈ R , alogax = x ∀ x ∈ (0,∞) .

Z posledńıho vztahu ihned plyne,že
každé kladné č́ıslo α lze vyjádřit ve tvaru α = elnα.
Na závěr uveďme několik základńıch vlastnost́ı logaritmických funkćı, které čińı

tyto funkce nepostradatelnými v teorii i v aplikaćıch:
Nechť a, b, α, β jsou libovolná kladná reálná č́ısla, přičemž a �= 1, b �= 1. Potom

plat́ı

loga(αβ) = logaα+ logaβ , loga(α/β) = logaα− logaβ , loga(αγ) = γlogaα ∀ γ ∈ R

logaα =
logbα

logba
, logaα =

lnα

lna
, aα = eαlna

Goniometrické funkce. Základńımi goniometrickými funkcemi jsou funkce si-
nus a kosinus. Tyto funkce nejsou monotonńı. Funkce sin je lichá, funkce cos sudá.
Obě funkce jsou periodické s periodou 2π. Obě jsou také ohraničené, jejich oborem
hodnot je interval 〈−1, 1〉.

Plat́ı pro ně následuj́ıćı d̊uležité vzorce (plat́ı vždy buď jen horńı znaménka, nebo
jen dolńı znaménka):

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ
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Daľśımi goniometrickými funkcemi jsou tangens, kotangens (funkcemi sekans a
kosekans se zabývat nebudeme). Jsou definovány vztahy

tan(x) =
sinx
cosx

∀ x ∈ R ∧ cosx �= 0

cot(x) =
cosx
sinx

∀ x ∈ R ∧ sinx �= 0

Plat́ı pro ně vztah:

tan(α± β) =
tanα± tanβ
1 ∓ tanα tanβ

Cyklometrické funkce. Funkce sinus a tangens nejsou prosté. Proto k nim
neexistuj́ı funkce inverzńı. Zúžeńım těchto funkćı na menš́ı definičńı obory lze do-
sáhnout toho, aby byly prosté.

Definujme tedy nové funkce Sinus a Tangens (z metodických d̊uvod̊u jsme použili
stejné názvy, rozlǐsili jsme je pouze velkými počátečńımi ṕısmeny) vztahy

Sin(x) = sinx , x ∈
〈
−π

2
,
π

2

〉
, Tan(x) = tanx , x ∈ (−π

2
,
π

2
)

Tyto funkce jsou již ryze monotonńı a tud́ıž prosté. Existuj́ı k nim proto funk-
ce inverzńı. Nazýváme je cyklometrickými funkcemi arkussinus a arkustangens a
označujeme arcsin, arctan. Zřejmě plat́ı

D(arcsin) = 〈−1, 1〉 , H(arcsin) =
〈
−π

2
,
π

2

〉
,

D(arctan) = (−∞,∞) , H(arctan) = (−π
2
,
π

2
).

Daľśımi cyklometrickými funkcemi jsou arkuskosinus a arkuskotangens (cyklo-
metrickými funkcemi arkussekans a arkuskosekans se zabývat nebudeme). Jsou
to inverzńı funkce k funkćım Kosinus a Kotangens definovaným následovně:

Cos(x) = cosx , x ∈ 〈0, π〉 , Cot(x) = cotx , x ∈ (0, π〉
Plat́ı tedy

D(arccos) = 〈−1, 1〉 , H(arccos) = 〈0, π〉
D(arccot) = (−∞,∞) , H(arccot) = (0, π)

Pro cyklometrické funkce plat́ı vztahy

arcsinx+ arccosx = π/2 , arccosx+ arccos(−x) = π ,

arctanx + arccot x =
π

2
∀ x ∈ (−∞,∞)

Vektorové funkce. Zobrazeńı f : A −→ B nazýváme reálnou vektorovou funkćı
jedné reálné proměnné, jestliže A je množina reálných č́ısel a B je množina uspo-
řádaných m-tic reálných č́ısel ai, i = 1, 2, . . . , m, tj. m-rozměrných reálných al-
gebraických vektor̊u a = [a1, a2, . . . , am]. Tuto funkci budeme krátce nazývat m-
rozměrnou vektorovou funkćı a označovat f . Budeme vždy automaticky předpoklá-
dat, že m ≥ 2. m-rozměrná vektorová funkce f je tedy pravidlo, které každému
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reálnému č́ıslu x ∈ A přǐrazuje nějaký vektor a = [a1, a2, . . . , am]. Všechny složky
ai vektoru a samozřejmě záviśı na vzoru x. Můžeme je proto považovat za hodnoty
reálných funkćı fi proměnné x a m-rozměrnou vektorovou funkci f definovanou v A
pak za uspořádanoum-tici reálných funkćı fi, i = 1, 2, . . . , m, tj. f = [f1, f2, . . . , fm]
definovaných v jedné a téže množině reálných č́ısel A. Hodnotou f(x) m-rozměrné
vektorové funkce f je potom vektor

f(x) = [f1(x), f2(x), . . . , fm(x)] .

Operace s vektorovými funkcemi. Nechť f = [f1, f2, . . . , fm],
g = [g1, g2, . . . , gm] jsou dvě m-rozměrné vektorové funkce definované v A ⊂ R a
nechť α je reálná funkce, rovněž definovaná v A.

a) Ř́ıkáme, že vektorové funkce f , g jsou sob̌e rovny a ṕı̌seme f = g, jestliže
fi = gi pro i = 1, 2, . . . , m.

b) Součtem vektorových funkćı f , g nazýváme vektorovou funkci f+g definovanou
vztahem

f + g = [f1 + g1, f2 + g2, . . . , fm + gm] .

Podobně definujeme rozd́ıl f − g.
c) Součinem reálné funkce α a reálné vektorové funkce f nazýváme vektorovou

funkci αf definovanou vztahem

αf = [αf1, αf2, . . . , αfm] .

d) Skalárńım součinem vektorových funkćı f , g nazýváme reálnou funkci f · g
definovanou vztahem

f · g = f1g1 + f2g2 + · · · + fmgm .

Mı́sto f · g často použ́ıváme označeńı (f , g).
e) Velikost́ı vektorové funkce f nazýváme reálnou funkci |f | definovanou vztahem

|f | =
√
f2
1 + f2

2 + · · · + f2
m .

Zřejmě plat́ı
|f |2 = f · f = (f , f) .

f) V př́ıpadě , že vektorové funkce f , g jsou trojrozměrné, tj. f = [f1, f2, f3],
g = [g1, g2, g3], definujeme i jejich vektorový součin f × g a to vztahem

f × g = [f2g3 − f3g2, f3g1 − f1g3, f1g2 − f2g1] .

Označ́ıme-li i, j,k konstantńı vektorové funkce

i = [1, 0, 0] , j = [0, 1, 0] , k = [0, 0, 1] ,

potom trojrozměrné vektorové funkce f = [f1, f2, f3], g = [g1, g2, g3] m̊užeme zřej-
mě, shodně s výše uvedenými definicemi součinu reálné a vektorové funkce a součtu
dvou vektorových funkćı, psát ve tvaru

f = f1i + f2j + f3k , g = g1i + g2j + g3k

a vektorový součin f × g vyjádřit pomoćı determinantu

f × g =

∣∣∣∣∣∣
i j k
f1 f2 f3
g1 g2 g3

∣∣∣∣∣∣ .
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11. LIMITA A SPOJITOST.

Definice limity posloupnosti. Ř́ıkáme, že č́ıslo g je limitou dané posloupnosti
č́ısel a1, a2, a3, . . . (nebo také, že posloupnost {an} konverguje k č́ıslu g), jestliže
ke každému kladnému č́ıslu ε existuje přirozené č́ıslo n∗ takové, že poč́ınaje indexem
n∗ všechna č́ısla an se lǐśı od g méně než o ε, tj. |an − g| < ε ∀ n ≥ n∗ anebo, což
je totéž, an ∈ (g− ε, g+ ε) ∀ n ≥ n∗. Skutečnost, že posloupnost {an} má limitu
g zapisujeme takto: lim an = g nebo také an → g. Podotkněme, že přirozené
č́ıslo n∗ obecně záviśı na č́ıslu ε.

Jednoznačnost limity posloupnosti. Plat́ı věta:
Každá posloupnost m̊uže mı́t nanejvýš jednu limitu.

Kriteria konvergence posloupnosti. Je d̊uležité zabývat se otázkou, za ja-
kých podmı́nek je daná posloupnost konvergentńı a kdy konvergentńı neńı. Ťemto
podmı́nkám se ř́ıká kriteria konvergence. Plat́ı věta:

1. Neohraničená posloupnost neńı konvergentńı, tj. nutnou podmı́nkou konver-
gence posloupnosti je jej́ı ohraničenost.

2. Každá monotonńı ohraničená posloupnost je konvergentńı.
3. Jestliže tři posloupnosti {an}, {bn}, {cn} splňuj́ı nerovnosti

an ≤ bn ≤ cn , n = 1, 2, 3, . . .

a krajńı posloupnosti {an}, {cn} konverguj́ı k jednomu a témuž č́ıslu g, potom i
posloupnost {bn} konverguje a to k témuž č́ıslu g. Toto tvrzeńı se nazývá větou o
třech posloupnostech.

Algebra limit posloupnost́ı. Jestliže jsou dány dvě posloupnosti {an}, {bn},
potom z nich m̊užeme vytvořit čtyři nové posloupnosti

{an + bn} , {an − bn} , {an · bn} ,

{
an

bn

}
(11.1)

nazývané součtem, rozd́ılem, součinem a pod́ılem daných posloupnost́ı. Pod́ıl má
zřejmě smysl pouze tehdy, když všechna č́ısla bn jsou r̊uzná od nuly. Plat́ı věta,
která je jednou z nejd̊uležitěǰśıch vět v diferenciálńım počtu:

Jestliže an → a a bn → b, potom všechny prvńı tři posloupnosti v (1) jsou také
konvergentńı a plat́ı

an + bn → a+ b , an − bn → a− b , an · bn → a · b .

Jestliže nav́ıc b �= 0, potom také posledńı posloupnost v (1) je konvergentńı a plat́ı

an

bn
→ a

b
.

Podposloupnost. Nechť {an} je libovolná posloupnost a nechť n1, n2, n3, . . .
je libovolná rostoućı posloupnost přirozených č́ısel. Potom posloupnost an1 , an2 , an3 , . . .
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nazýváme podposloupnost́ı posloupnosti {an} (nebo také vybranou posloupnost́ı z po-
sloupnosti {an}). Plat́ı věta

Každá podposloupnost posloupnosti {an} konverguj́ıćı k č́ıslu g rovněž konverguje
k č́ıslu g.

Hromadný bod množiny. Nechť A je libovolná množina reálných č́ısel a nechť
α je libovolné reálné č́ıslo (patř́ıćı do A nebo nikoliv). Jestliže v každém ε-okoĺı
(α− ε, α+ ε) č́ısla α lež́ı alespoň jedno č́ıslo z množiny A r̊uzné od α, potom č́ıslo
α nazýváme hromadným bodem množiny A.

Plat́ı věta:

Čı́slo α je hromadným bodem reálné množiny A tehdy a jen tehdy, když v množině
A existuje posloupnost {xn} bod̊u r̊uzných od α taková, že xn → α.

Nevlastńı limity posloupnosti. Ř́ıkáme, že posloupnost {an} má nevlastńı
limitu plus nekoněcno, jestliže ke každému (libovolně velkému) č́ıslu M existuje
přirozené č́ıslo n∗ (závisej́ıćı na M) takové, že poč́ınaje indexem n∗ všechna č́ıs-
la an jsou větš́ı než M .Skutečnost, že posloupnost {an} má nevlastńı limitu plus
nekonečno, zapisujeme takto: liman = ∞ nebo také an → ∞ .

Analogicky definujeme nevlastńı limitu mı́nus nekoněcno.
Posloupnosti maj́ıćı nevlastńı limitu plus nekonečno nebo mı́nus nekonečno na-

zýváme divergentńımi a zápisy an → ∞, an → −∞ čteme: an diverguje k plus
nekoněcnu, an diverguje k mı́nus nekoněcnu. Nekonvergentńı posloupnosti, které
nediverguj́ı nazýváme osciluj́ıćımi. Plat́ı

1. Jestliže posloupnost {an} je ohraničená a posloupnost {bn} diverguje k plus
nekoněcnu, potom

an + bn → ∞ , an − bn → −∞ ,
an

bn
→ 0 .

2. Jestliže posloupnost {an} diverguje (k plus nekoněcnu anebo k mı́nus neko-
něcnu), potom posloupnost

{
1

an

}
konverguje k nule. Opačně, jestliže an → 0 a

současně an > 0 ∀ n, potom 1
an

→ ∞.
3. Jestliže posloupnost {an} konverguje ke kladnému č́ıslu a posloupnost {bn}

diverguje k plus nekoněcnu, potom posloupnost {anbn} diverguje k plus nekoněcnu.

Heine’ho definice limity funkce. Nechť f je reálná funkce jedné reálné pro-
měnné a nechť α je hromadný bod jej́ıho definičńıho oboru D(f) (α m̊uže, ale také
nemuśı, patřit do D(f), tj. funkce f m̊uže, ale také nemuśı, být definována v α ).
Ř́ıkáme, že č́ıslo g je limitou funkce f v bodě α (nebo také, že f konverguje k č́ıslu
g v bodě α), jestliže pro každou posloupnost {xn} bod̊u xn z D(f) r̊uzných od α
konverguj́ıćı k č́ıslu α, tj. pro každou posloupnost

x1, x2, x3, . . . , xn �= α , xn → α , xn ∈ D(f) (11.2)

j́ı odpov́ıdaj́ıćı posloupnost hodnot

f(x1), f(x2), f(x3), . . . (11.3)
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konverguje k č́ıslu g.
Skutečnost, že funkce f má v bodě α limitu g zapisujeme takto:

lim
x→α

f(x) = g , nebo také f(x) → g když x → α

Jednostranné limity funkce. Nechť f je reálná funkce jedné proměnné a nechť
α je hromadný bod jej́ıho definičńıho oboru D(f) takovým, že v D(f) existuje
alespoň jedna posloupnost {xn} bod̊u xn > α ∀ n konverguj́ıćı k α. Ř́ıkáme, že
funkce f má v bodě α limitu zprava rovnaj́ıćı se č́ıslu g, a ṕı̌seme lim

x→α+
f(x) = g,

jestliže pro každou posloupnost (2) takovou, že xn > α, n = 1, 2, . . . , posloupnost 3
konverguje k č́ıslu g. Analogicky definujeme limitu zleva lim

x→α− f(x). Limita zprava

i limita zleva se souhrnně nazývaj́ı jednostranné limity.

Algebra limit funkćı. Vı́me, že ze dvou daných funkćı f, g m̊užeme vytvořit
jejich součet, rozd́ıl, součin a pod́ıl. Plat́ı d̊uležitá věta

Jestliže funkce f a g, definované na jedné a téže množině A, maj́ı v hromadném
bodě α množiny A limity

lim
x→α

f(x) = a , lim
x→α

g(x) = b ,

potom jejich součet, rozd́ıl a součin maj́ı rovněž limitu v α a plat́ı

lim
x→α

[f(x) + g(x)] = a+ b , lim
x→α

[f(x) − g(x)] = a− b ,

lim
x→α

[f(x)g(x)] = a · b

Pod́ıl, za předpokladu, že g(x) �= 0 ∧ b �= 0, má také limitu a plat́ı

lim
x→α

f(x)
g(x)

=
a

b
.

Tato věta plat́ı i pro jednostranné limity.

Věta o třech funkćıch. Důležitá v aplikaćıch je tzv. věta o třech funkćıch (často
se také nazývá věta o sevřeńı):

Nechť tři funkce u, v, w jsou definovány na spolěcné množině A a nechť α je
hromadný bod této množiny. Jestliže pro všechna č́ısla x z množiny A plat́ı

u(x) ≤ w(x) ≤ v(x)

a krajńı funkce u, v konverguj́ı v α k jedné a téže limitě g, potom i prostředńı funkce
w konverguje v α k limitě g. Věta plat́ı i pro jednostranné limity.

Nevlastńı limity funkce. Definujme: Nechť f je reálná funkce jedné reálné
proměnné definovaná na množině D(f) a nechť α je hromadný bod této množiny
(α m̊uže, ale také nemuśı patřit do množiny D(f)). Ř́ıkáme, že funkce f má v bo-
dě α nevlastńı limitu plus nekoněcno (nebo také, že f diverguje k plus nekoněcnu
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v bodě α ), jestliže pro každou posloupnost (2) j́ı odpov́ıdaj́ıćı posloupnost hodnot 3
diverguje k plus nekonečnu. Skutečnost, že funkce f má v bodě α nevlastńı limitu
plus nekonečno zapisujeme takto

lim
x→α

f(x) = ∞ nebo také f(x) → ∞ když x→ α .

Analogicky definujeme nevlastńı limitu mı́nus nekoněcno funkce f a jednostranné
nevlastńı limity funkce (proveďte sami).

Limita funkce v nekonečnu. Definujeme: Jestliže A je množina reálných č́ısel
v ńıž existuje alespoň jedna posloupnost prvk̊u {xn} taková, že xn → ∞, even-
tuálně xn → −∞, potom ř́ıkáme, že množina A má nevlastńı hromadný bod plus
nekoněcno, eventuálně mı́nus nekoněcno. Nechť f je reálná funkce jedné proměn-
né definovaná na množině D(f) maj́ıćı nevlastńı hromadný bod plus nekonečno.
Ř́ıkáme, že č́ıslo g je limitou funkce f v plus nekoněcnu (nebo také, že f konverguje
k č́ıslu g v plus nekoněcnu), jestliže pro každou posloupnost

x1, x2, x3, . . . , xn → ∞ , xn ∈ D(f) , (11.4)

j́ı odpov́ıdaj́ıćı posloupnost 3 hodnot funkce konverguje k č́ıslu g. Skutečnost, že
funkce f má v plus nekonečnu limitu g zapisujeme takto:

lim
x→∞ f(x) = g, nebo také f(x) → g když x → ∞ .

Jestliže ve (4) podmı́nku xn → ∞ nahrad́ıme podmı́nkou xn → −∞, potom č́ıslo g
nazýváme limitou funkce f v mı́nus nekoněcnu a ṕı̌seme lim

x→−∞ f(x) = g.

Analogicky definujeme nevlastńı limity plus a mı́nus nekonečno v plus a v mı́nus
nekonečnu.

Algebra nevlastńıch limit a limit v nekonečnu. Při výpočtu nevlastńıch
limit a jednostranných nevlastńıch limit funkćı a limit funkćı v nekonečnu se často
využ́ıvaj́ı následuj́ıćı pravidla:

1. Jestliže funkce f je ohraničená a funkce g má v α nevlastńı limitu ∞ {resp.
−∞}, potom plat́ı

lim
x→α

[f(x) + g(x)] = ∞ {resp. lim
x→α

[f(x) + g(x)] = −∞} ,
lim
x→α

[f(x) − g(x)] = −∞ {resp. lim
x→α

[f(x) − g(x)] = ∞}

lim
x→α

f(x)
g(x)

= 0

2. Jestliže lim
x→α

f(x) = 0 a současně f(x) > 0 {resp. f(x) < 0}, potom lim
x→α

1
f(x) =

∞ {resp. lim
x→α

1
f(x)

= −∞} ,

3. Jestliže lim
x→α

f(x) = a > 0 {resp. a < 0} a současně lim
x→α

g(x) = ∞, potom

lim
x→α

[f(x)g(x)] = ∞ {resp. lim
x→α

[f(x)g(x)] = −∞}. Samozřejmě plat́ı f(x)g(x) =
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g(x)f(x) a tedy lim
x→α

[f(x)g(x)] = lim
x→α

[g(x)f(x)]. Toto pravidlo zaṕıšeme krátce
symbolicky takto

a · ∞ = ∞ · a =
{ ∞ pro a > 0

−∞ pro a < 0

4. Jestliže lim
x→α

f(x) = a a současně lim
x→α

g(x) = ∞ {resp. lim
x→α

g(x) = −∞},
potom lim

x→α
[f(x) + g(x)] = ∞ {resp. −∞}. Toto pravidlo zaṕıšeme krátce

a+ ∞ = ∞ {resp. a+ (−∞) = −∞}.
5. ∞ + ∞ = ∞ , −∞ + (−∞) = −∞ .

Prvńı část zápisu znamená: Jestliže funkce f, g maj́ı v bodě α nevlastńı limitu plus
nekoněcno, potom i jejich součet f+g má v bodě α nevlastńı limitu plus nekoněcno.
Analogický význam má druhá část zápisu.

6. ∞− (−∞) = ∞
7. −∞−∞ = a−∞ = −∞− a = −∞
8. ∞− a = ∞
9. a− (−∞) = ∞

10. ∞ ·∞ = (−∞) · (−∞) = ∞
11. ∞ · (−∞) = (−∞) · ∞ = −∞

12. a · (−∞) = −(∞) · a =
{ −∞ pro a > 0

∞ pro a < 0

13.
a

∞ =
a

−∞ = 0

14.
∞
a

=
{ ∞ pro a > 0

−∞ pro a < 0

15.
−∞
a

=
{ −∞ pro a > 0

∞ pro a < 0

. Všechna výše uvedená pravidla plat́ı i pro jednostranné limity a limity funkćı
v nekoněcnu, tj. ve všech formuĺıch symbol x → α m̊užeme nahradit libovolným ze
symbol̊u x→ α−, x→ α+, x→ ∞, x→ −∞.

Existuj́ı kombinace, které se v pravidlech nevyskytuj́ı, např. ∞−∞, 0·∞, 0
0 ,

∞
∞ ,

1∞, 00, ∞0. Nazýváme je neuřcitými výrazy. V praktických problémech se vyskytuj́ı
velmi často a o výpočtu jejich limit bude pojednáno později.

Asymptoty. O funkci f ř́ıkáme, že je definována v okoĺı plus nekoněcna {resp.
mı́nus nekoněcna}, jestliže existuje neohraničený interval J = (a,∞) {resp. J =
(−∞, b)} takový, že J ⊂ D(f). V tomto př́ıpadě má definičńı obor D(f) nevlastńı
hromadný bod plus nekonečno {resp. mı́nus nekonečno}.

Definujeme: Nechť f je funkce definovaná v okoĺı plus nekonečna {resp. mı́nus
nekonečna}. Jestliže existuj́ı reálné konstanty a, b takové, že
lim

x→∞[f(x) − (ax + b)] = 0 {resp. lim
x→−∞[f(x) − (ax + b)] = 0} , potom př́ımku o
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rovnici y = ax+ b nazýváme asymptotou grafu y = f(x) funkce f v plus nekoněcnu
{resp.v mı́nus nekoněcnu} (nebo také krátce asymptotou se směrnićı.

Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı věta:

Graf y = f(x) funkce f definované v okoĺı plus nekoněcna má asymptotu v plus
nekoněcnu tehdy a jen tehdy, když existuj́ı limity lim

x→∞
f(x)

x = a a lim
x→∞[f(x)−

ax] = b. Když tyto limity existuj́ı, potom asymptotou je př́ımka y = ax+ b.

Zcela analogická věta plat́ı pro asymptotu v mı́nus nekonečnu, symbol x → ∞
se zaměńı pouze symbolem x→ −∞.

Dále definujeme: Jestliže funkce f je taková, že v jej́ım definičńım oboru D(f)
lež́ı alespoň jeden z interval̊u (η, α), (α, ε), kde η, ε jsou daná kladná reálná č́ısla a
α je dané libovolné reálné č́ıslo, a jestliže existuje alespoň jedna z limit lim

x→α+
f(x),

lim
x→α− f(x) a je nevlastńı, potom ř́ıkáme, že př́ımka x = α je svislou asymptotou

grafu y = f(x) funkce f .

Spojitost funkce. Pojem spojitosti funkce patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı pojmy di-
ferenciálńıho a integrálńıho počtu. Intervalem I zde a v daľśıch odstavćıch budeme
rozumět jakýkoliv interval (otevřený, uzavřený, polouzavřený, ohraničený, neohra-
ničený atd.). Stanovme následuj́ıćı terminologii: Slovy, že nějaká funkce f je defino-
vána v okoĺı bodu α rozumı́me, že existuje otevřený interval (α−η, α+η), který celý
lež́ı v definičńım oboru funkce f . Slovy, že nějaká funkce f je definována zprava od
bodu α rozumı́me, že existuje polootevřený interval I =

〈
α, η) takový, že I ⊂ D(f).

Analogický význam maj́ı slova, že funkce f je definována zleva od bodu α.
Definujeme: Nechť f je reálná funkce jedné reálné proměnné definovaná v okoĺı

bodu α. Ř́ıkáme, že funkce f je v bodě α spojitá, jestliže existuje limita funkce f
v bodě α a plat́ı lim

x→α
f(x) = f(α). Jestliže označ́ıme x−α = h, m̊užeme podmı́nku

zřejmě zapsat ve tvaru lim
h→0

f(α+ h) = f(α).

Jestliže funkce f je spojitá v každém bodě nějaké podmnožiny A jej́ıho definič-
ńıho oboru D(f), potom o ńı ř́ıkáme, že je spojitá v A. Jestliže funkce f je spojitá
v D(f), potom o ńı krátce ř́ıkáme, že je spojitá, nebo také, že je tř́ıdy C nula a
ṕı̌seme f ∈ C0.

Bod β ∈ D(f), ve kterém funkce f neńı spojitá, nazýváme bodem nespojitosti
funkce f . Snadno vid́ıme, že nespojitost v bodě β m̊uže být ”zp̊usobena” třemi
d̊uvody:

a) funkce neńı definována v žádném okoĺı bodu β ,
b) limita funkce f v bodě β sice existuje, neńı však rovna hodnotě funkce f

v bodě β,
c) limita funkce f v bodě β neexistuje.
Jestliže v definici spojitosti funkce limitu nahrad́ıme levostrannou nebo pra-

vostrannou limitou, potom hovoř́ıme o spojitosti zleva nebo o spojitosti zprava.
V tomto př́ıpadě stač́ı předpokládat, že funkce f je definována pouze zleva nebo
zprava od bodu α.

Je ihned zřejmé, že plat́ı věta:

Funkce f je spojitá ve vniřńım bodě intervalu tehdy a jen tehdy, když je v něm
spojitá zleva i zprava.
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O funkci f ř́ıkáme, že je spojitá v uzavřeném intervalu
〈
a, b
〉
, jestliže je spojitá

v každém bodě otevřeného intervalu (a, b), spojitá zprava v bodě a a spojitá zleva
v bodě b. Obdobně definujeme spojitost v intervalech

〈
a, b), (a, b

〉
.

Algebra spojitých funkćı. Zřejmě plat́ı věta:

Jestliže funkce f, g definované v jednom a témže intervalu I jsou v nějakém bodě
α ∈ I spojité, potom je v tomto bodě spojitý i jejich součet, rozd́ıl a součin. Za
předpokladu, že g(x) �= 0 pro ∀ x ∈ I, potom i jejich pod́ıl f

g je spojitá funkce v α.
Obdobná věta plat́ı i pro spojitost zleva nebo zprava.

Základńı vlastnosti spojitých funkćı. Spojité funkce maj́ı několik ”velmi
užitečných” vlastnost́ı, které nyńı souhrnně uvedeme:

1. Funkce f spojitá a kladná {resp. záporná} v bodě α, je kladná {resp. záporná}
i v nějakém okoĺı bodu α.

2. Nechť funkce f je spojitá v intervalu I a nechť α, β ∈ I jsou taková č́ısla, že
f(α)f(β) < 0 (tj. hodnoty f(α), f(β) maj́ı opačná znaménka). Potom mezi č́ısly
α, β lež́ı alespoň jeden nulový bod c funkce f , tj. takové č́ıslo c, že f(c) = 0. Jinými
slovy, potom rovnice f(x) = 0 má v intervalu (α, β) alespoň jedno řešeńı.

3. Nechť funkce f je spojitá v uzavřeném intervalu 〈α, β〉. Potom funkce f nabývá
v intervalu 〈α, β〉 každou hodnotu lež́ıćı mezi č́ısly f(α) a f(β). T́eto vlastnosti se
ř́ıká vlastnost Darboux, nebo také Bolzanova mezihodnotová věta.

4. Nechť funkce f je spojitá v uzavřeném intervalu 〈α, β〉. Potom funkce f je
v intervalu 〈α, β〉 ohraničená.

5. Nechť funkce f je spojitá v uzavřeném intervalu 〈α, β〉. Potom funkce f nabývá
alespoň v jednom bodě i ∈ 〈α, β〉 svou nejmenš́ı hodnotu a alespoň v jednom bodě
s ∈ 〈α, β〉 svou nejvěťśı hodnotu, tj. pro všechna č́ısla x ∈ 〈α, β〉 plat́ı

f(i) ≤ f(x) ≤ f(s) .

6. Nechť f je funkce definovaná a spojitá v uzavřeném intervalu 〈α, β〉. Potom
jej́ım oborem hodnot H(f) je op̌et uzavřený interval.

7. Nechť f je funkce definovaná, spojitá a ryze monotonńı v intervalu I (interval
I nemuśı být uzavřený). Potom jej́ım oborem hodnot H(f) je op̌et interval (nemuśı
být uzavřený a ani ohraničený).

Spojitost inverzńı funkce. Pro spojitost inverzńı funkce plat́ı následuj́ıćı věta

Nechť f je spojitá a ryze monotonńı funkce v intervalu I. Potom inverzńı funkce
invf je rovněž ryze monotonńı (rostoućı když f je rostoućı, klesaj́ıćı když f je
klesaj́ıćı) a spojitá v H(f).

Limita a spojitost složené funkce. Pro limitu a spojitost složené funkce plat́ı
následuj́ıćı věta:

Nechť f je funkce definovaná a spojitá v intervalu I a nechť g je funkce definovaná
na množině A přičemž obor hodnot funkce g patř́ı do I. Nechť h = f • g je složená
funkce definovaná v A vztahem h(x) = f(g(x)).
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a) Jestliže vnitřńı složka g má v bodě α limitu t patř́ıćı do I, potom i složená
funkce h má v bodě α limitu a plat́ı

lim
x→α

f(g(x)) = f
(

lim
x→α

g(x)
)
.

b) Jestliže vnitřńı funkce g je spojitá v A, potom i složená funkce h je spojitá
v A.

Limita vektorové funkce. Nechť f = [f1, f2, . . . , fm] je vektorová funkce defi-
novaná na množině reálných č́ısel A. Potom definujeme

lim
x→α

f(x) =
[
lim
x→α

f1(x), lim
x→α

f2(x), . . . , lim
x→α

fm(x)
]
,

ovšem za předpokladu, že všechny limity na pravé straně existuj́ı.
Př́ımo z definice lze snadno dokázat následuj́ıćı větu:
Nechť f = [f1, f2, . . . , fm], g = [g1, g2, . . . , gm] jsou dvě m-rozměrné reálné vek-

torové funkce definované v A ⊂ R a nechť h je reálná funkce, rovněž definovaná
v A. Nechť v hromadném bodě α množiny A existuj́ı limity lim

x→α
f(x), lim

x→α
g(x),

lim
x→α

h(x). Potom

a) existuje limita součtu a rozd́ılu funkćı f , g a plat́ı

lim
x→α

(f(x) ± g(x)) = lim
x→α

f(x) ± lim
x→α

g(x) ,

b) existuje limita součinu reálné funkce h a vektorové funkce f a plat́ı

lim
x→α

(h(x)f(x)) = lim
x→α

h(x) · lim
x→α

f(x) ,

c) existuje limita skalárńıho součinu vektorových funkćı f , g a plat́ı

lim
x→α

(f(x) · g(x)) = lim
x→α

f(x) · lim
x→α

g(x) ,

d) existuje limita velikosti |f | vektorové funkce f a plat́ı

lim
x→α

|f(x)| =
∣∣∣ lim
x→α

f(x)
∣∣∣ ,

e) v př́ıpadě, že vektorové funkce f , g jsou trojrozměrné, existuje limita jejich
vektorového součinu a plat́ı

lim
x→α

(f(x) × g(x)) = lim
x→α

f(x) × lim
x→α

g(x) .

Analogicky definujeme jednostranné limity vektorové funkce. Výše uvedená věta
plat́ı i pro ně.

11.26. Spojitost vektorové funkce. Nechť m-rozměrná vektorová funkce f =
[f1, f2, . . . , fm] je definována v okoĺı bodu α. Ř́ıkáme, že je spojitá v bodě α, jestliže
v bodě α jsou spojité všechny jej́ı složky fi, tj. jestliže plat́ı lim

x→α
f(x) = f(α).
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Plat́ı věta:
Jestliže vektorové funkce f , g a reálná funkce h jsou spojité v bodě α, potom jsou

spojité v bodě α i funkce f ± g, hf , f · g, |f |, f × g.

12. DERIVACE FUNKCE.

Definice derivace. Nechť reálná funkce f jedné reálné proměnné x je definována
v okoĺı bodu α. Jestliže existuje limita

lim
h→0

f(α+ h) − f(α)
h

,

potom ř́ıkáme, že funkce f je derivovatelná v bodě α a limitu nazýváme derivaćı
funkce f v bodě α. Označujeme ji f ′(α), nebo také Df(α).

Jestliže označ́ıme α+h = x, potom zřejmě h→ 0 tehdy a jen tehdy, když x→ α.
Plat́ı tedy

f ′(α) = lim
h→0

f(α+ h) − f(α)
h

= lim
x→α

f(x) − f(α)
x− α

Jestliže funkce f je derivovatelná v každém bodě x svého definičńıho oboru D(f),
potom m̊užeme definovat na D(f) novou funkci g vztahem g(x) = f ′(x). Tuto novou
funkci g nazýváme derivaćı funkce f a znač́ıme f ′, nebo také (f(x))′, eventuálně
∂
∂x (f(x)).

Nutná podmı́nka derivovatelnosti. Plat́ı věta
Jestliže funkce f je derivovatelná v bodě α, potom je v tomto bodě spojitá.
Spojitost je tedy nutnou podmı́nkou derivovatelnosti. Neńı však postačuj́ıćı.

Geometrická a fyzikálńı interpretace derivace. Definujeme: Nechť y = f(x)
je rovnice kartézského grafu funkce f definované a spojité v intervalu I. Nechť funkce
f je derivovatelná v bodě α. Potom př́ımku danou rovnićı

y − f(α) = f ′(α)(x− α)

nazýváme těcnou kartézského grafu funkce f v bodě A = (α, f(α)) (krátce v α) a
př́ımku danou rovnićı

y − f(α) =
1

f ′(α)
(x− α) v př́ıpadě f ′(α) �= 0 ,

nebo rovnićı x = α v př́ıpadě f ′(α) = 0

pak normálou v bodě A = (α, f(α)) (krátce v α).
Podobně, jak nás derivace přivedla ke geometrické interpretaci směrnice tečny,

vede nás k následuj́ıćı fyzikálńı interpretaci:
a) Jestliže se těleso pohybuje př́ımočaře a jeho dráha s je funkćı času t, potom

jeho okamžitá rychlost v v čase t je dána vztahem v(t) = s′(t) a okamžité zrychleńı
a v čase t je dáno vztahem a(t) = v′(t).

b) Jestliže pr̊uběh m fyzikálńı veličiny je funkćı času t, potom okamžitá změna v
této veličiny v čase t je dána vztahem v(t) = m′(t). Jako př́ıklady lze zde uvést in-
tenzitu elektrického proudu, rychlost rozpadu množstv́ı radioaktivńı látky, rychlost
chemické reakce atd.
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Jednostranné derivace. Jestliže v definici derivace limitu nahrad́ıme jedno-
strannou limitou zleva nebo zprava, potom hovoř́ıme o derivaci zleva nebo o derivaci
zprava v bodě α a označujeme je f ′(α−) a f ′(α+). Plat́ı tedy

f ′(α−) = lim
h→0−

f(α+ h) − f(α)
h

= lim
x→α−

f(x) − f(α)
x− α

f ′(α+) = lim
h→0+

f(α+ h) − f(α)
h

= lim
x→α+

f(x) − f(α)
x− α

V př́ıpadě těchto derivaćı stač́ı předpokládat, že funkce f je definována pouze zleva,
eventuálně zprava od bodu α.

O funkci f ř́ıkáme, že je derivovatelná v uzavřeném intervalu 〈a, b〉, jestliže je
derivovatelná v každém bodě intervalu (a, b) a na konćıch existuj́ı jednostranné deri-
vace f ′(a+), f ′(b−). Obdobně definujeme derivovatelnost v intervalech 〈a, b) , (a, b〉.

Nevlastńı derivace. Jestliže v definici derivace limitu nahrad́ıme nevlastńı limi-
tou plus nekonečno nebo nevlastńı limitou mı́nus nekonečno, potom mı́sto o derivaci
hovoř́ıme o nevlastńı derivaci (plus nebo mı́nus nekonečno).

Algebra derivaćı funkćı. Vı́me, že limita součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou
funkćı se rovná součtu. rozd́ılu, součinu a pod́ılu jejich limit. V př́ıpadě derivaćı je
však situace složitěǰśı. Zde plat́ı věta:

Jestliže funkce f a g jsou v nějakém bodě α derivovatelné, potom i jejich součet
(f + g), rozd́ıl (f − g) a součin (fg) jsou funkce derivovatelné v α a plat́ı

(f + g)′(α) = f ′(α) + g′(α)

(f − g)′(α) = f ′(α) − g′(α)

(fg)′(α) = f ′(α)g(α) + f(α)g′(α)

Pod́ıl
(

f
g

)
, za předpokladu, že g(α) �= 0, je také v α derivovatelný a plat́ı

(
f

g

)′
(α) =

f ′(α)g(α)− f(α)g′(α)
g2(α)

Derivace složené funkce. Pro derivaci složené funkce plat́ı následuj́ıćı věta:
Nechť s = f • g je složená funkce definovaná vztahem s(x) = f(g(x)) (jinak

zapsáno, s(x) = f(u), kde u = g(x)). Jestliže vnitřńı složka g je derivovatelná
v bodě α a vnějš́ı složka f je derivovatelná v bodě g(α), potom i složená funkce s je
derivovatelná v bodě α a plat́ı

s′(α) = f ′(g(α)) · g′(α)

(tj. s′(α) = f ′(β) · g′(α), kde β = g(α) )

Derivace inverzńı funkce. Pro derivováńı inverzńıch funkćı plat́ı následuj́ıćı
d̊uležitá věta:
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Nechť f je ryze monotonńı a spojitá funkce definovaná na intervalu J . Nechť
invf je inverzńı funkce k funkci f a nechť α je vnitřńım bodem jej́ıho definičńıho
oboru (připomı́nám, že D(invf) = H(f)). Jestliže funkce f má nenulovou derivaci
v bodě β = invf(α), potom funkce invf je derivovatelná v bodě α a plat́ı

invf ′(α) =
1

f ′(β)
, kde β = invf(α) .

Logaritmická derivace. Nechť funkce f je derivovatelná a r̊uzná od nuly v mno-
žině A. Ze vzorce pro derivováńı složené funkce plyne d̊uležitý vzorec (ln |f(x)|)′ =
f ′(x)
f(x) . Výraz na jeho levé straně nazýváme logaritmickou derivaćı funkce f .

Ze vzorce ihned plyne tzv. vzorec pro logaritmické derivováńı
f ′(x) = f(x) · (ln |f(x)|)′, x �= 0, který nám často zjednoduš́ı výpočet derivace.
Výpočet logaritmické derivace funkce bývá totiž v mnohých př́ıpadech jednodušš́ı
než výpočet samotné derivace funkce. V některých př́ıpadech se dokonce bez vzorce
pro logaritmické derivováńı ani neobejdeme.

Derivace elementárńıch funkćı. V bodech x, které splňuj́ı uvedené podmı́nky,
plat́ı následuj́ıćı vzorce pro derivováńı:

(c)′ = 0, kde c je libovolná reálná konstanta.
(xa)′ = axa−1 pro ∀ x > 0, kde a je libovolné reálné č́ıslo. Tento vzorec

z̊ustává v platnosti i pro x < 0, pokud ovšem je mocnina xa definována.
(ax)′ = ax ln a x ∈ (−∞,∞), kde a je libovolné kladné reálné č́ıslo.
(ex)′ = ex, x ∈ (−∞,∞)
(loga |x|)′ = 1

x ln a x ∈ (−∞, 0)∪(0,∞), kde a je libovolné kladné reálné č́ıslo
r̊uzné od jedné.

(ln |x|)′ = 1
x , (sinx)′ = cosx , (cosx)′ = − sinx,

(tanx)′ = 1
cos2 x

, (cotx)′ = − 1
sin2 x

(arcsinx)′ = 1√
1−x2 ,

(arccosx)′ = − 1√
1−x2 , (arctanx)′ = 1

1+x2 , (arccot x)′ = − 1
1+x2 .

Základńı vlastnosti derivovatelných funkćı. Derivovatelné funkce maj́ı ně-
kolik velmi ”užitečných” vlastnost́ı, které jsou v aplikaćıch často využ́ıvány:

1. Jestliže funkce f je spojitá v uzavřeném intervalu 〈a, b〉, derivovatelná ve vše-
ch vnitřńıch bodech tohoto intervalu a plat́ı f(a) = f(b), potom v intervalu (a, b)
existuje aspoň jedno č́ıslo ξ takové, že f ′(ξ) = 0.
Tomuto tvrzeńı se ř́ıká Rolle’ova věta.

2. Jestliže funkce f, g jsou spojité v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a derivovatelné
v intervalu (a, b), potom v intervalu (a, b) existuje aspoň jedno č́ıslo ξ takové, že

[f(b) − f(a)]g′(ξ) = [g(b)− g(a)]f ′(ξ) .

Tomuto tvrzeńı se ř́ıká Cauchy‘ova věta o středńı hodnotě.
3. Jestliže funkce f je spojitá v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a derivovatelná v in-

tervalu (a, b), potom v intervalu (a, b) existuje aspoň jedno č́ıslo ξ takové, že

f(b) − f(a)
b− a

= f ′(ξ)
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Tomuto tvrzeńı, které je jedńım z nejd̊uležitěǰśıch v diferenciálńım počtu, se ř́ıká
Lagrange‘ova věta o středńı hodnotě.

4. Jestliže funkce f je derivovatelná v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a jej́ı derivace
f ′ je v 〈a, b〉 nulová (tj. f ′(a+) = f ′(b−) = 0 a f ′(x) = 0 ∀ x ∈ (a, b)), potom
funkce f je v intervalu 〈a, b〉 konstantńı.

5. Jestliže funkce f je derivovatelná v intervalu (a, b) a ve všech bodech x tohoto
intervalu plat́ı f ′(x) > 0 {resp. f ′(x) < 0, resp. f ′(x) ≥ 0, resp. f ′(x) ≤ 0},
potom je funkce f na tomto intervalu rostoućı {resp. klesaj́ıćı, resp. neklesaj́ıćı,
resp. nerostoućı}.
Tomuto tvrzeńı se ř́ıká věta o monotonnii funkce na intervalu.

6. Nechť f je funkce spojitá v uzavřeném intervalu 〈a, b〉. Jestliže v každém bodě
intervalu (a, b) je funkce f derivovatelná a jej́ı derivace f ′ je r̊uzná od nuly, potom
funkce f je ryze monotonńı v 〈a, b〉.
Tomuto tvrzeńı budeme ř́ıkat zobecněná věta o monotonnii na uzavřeném intervalu.

Vyšš́ı derivace. Nechť je dána nějaká funkce f s definičńım oborem D(f) a
nechť D(1)(f) ⊂ D(f) je množina všech bod̊u, ve kterých je funkce f derivovatelná.
Můžeme tedy na množině D(1)(f) definovat novou funkci f (1) vztahem
f (1)(x) = f ′(x). Podobně, nechť D(2)(f) ⊂ D(1)(f) je množina všech těch bod̊u x,
ve kterých je funkce f (1) derivovatelná. Můžeme tedy na množině D(2)(f) definovat
novou funkci f (2) vztahem f (2)(x) =

[
f (1)(x)

]′
= [f ′(x)]′. Tuto funkci nazýváme

druhou derivaćı funkce f nebo také derivaćı druhého řádu funkce f a znač́ıme f ′′.
Obecně definujeme n-tou derivaci f (n) funkce f (nebo také ř́ıkáme derivaci n-tého
řádu funkce f) vztahem

f (n)(x) =
[
f (n−1)(x)

]′
.

Jej́ım definičńım oborem D(n)(f) je množina všech bod̊u, ve kterých je derivovatelná
funkce f (n−1). Mı́sto f (n)(x) často ṕı̌seme [f(x)](n) a mı́sto f , event. f ′ ṕı̌seme f (0),
event. f (1).

Výpočet limit pomoćı derivaćı. Je poněkud paradoxńı, že derivace, která je
sama definována jako limita, je velmi silným prostředkem pro výpočet limit. Jedná

se o limity tzv. neurčitých výraz̊u
0
0
,
∞
∞ , 0 · ∞, ∞−∞, 1∞, 00, ∞0.

Neurčité výrazy typu 0
0 ,

∞
∞ . Vyjdeme z d̊uležité věty, zvané l‘Hospitalovo

pravidlo:

Nechť f a g jsou funkce derivovatelné v nějakém okoĺı U = (α− η, α+ η) bodu α
s vyj́ımkou nanejvýš samotného bodu α a nechť derivace g′ je r̊uzná od nuly v každém

bodě tohoto okoĺı. Dále nechť existuje limita lim
x→α

f ′(x)
g′(x)

(m̊uže být i nevlastńı) a nechť

a) lim
x→α

f(x) = lim
x→α

g(x) = 0 ,
nebo

b) lim
x→α

f(x) = ±∞ a také lim
x→α

g(x) = ±∞.
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Potom existuje i limita lim
x→α

f(x)
g(x)

a plat́ı

lim
x→α

f(x)
g(x)

= lim
x→α

f ′(x)
g′(x)

.

Věta z̊ustává v platnosti i tehdy, kdy v ńı všude zaměńıme symbol x→ α kterýmkoliv
ze symbol̊u x → α+, x → α−, x → ∞, x → −∞ a předpoklad o derivovatelnosti
v okoĺı U nahrad́ıme předpokladem o derivovatelnosti v okoĺı zprava, v okoĺı zleva,
v okoĺı plus nekoněcna (podotýkáme, že okoĺım nekoněcna nazývýme každý interval
(a,∞), kde a je libovolné reálné č́ıslo) nebo v okoĺı mı́nus nekoněcna.

Neurčité výrazy typu 0 · ∞ a ∞−∞. Jde o výpočet limit

a) lim
x→α

[u(x)v(x)], přičemž lim
x→α

u(x) = 0 a lim
x→α

v(x) = ∞ nebo lim
x→α

v(x) = −∞,

b) lim
x→α

[u(x) − v(x)], přičemž lim
x→α

u(x) = lim
x→α

v(x) = ∞ nebo lim
x→α

u(x) =

lim
x→α

v(x) = −∞.
V obou př́ıpadech, abychom mohli použ́ıt l‘Hospitalovo pravidlo, převád́ıme tyto
výrazy na neurčité výrazy typu 0

0 , popř. typu ∞
∞ . To vždycky jde. Použ́ıváme k tomu

např.
v př́ıpadě a) identitu u · v =

u
1
v

nebo identitu u · v =
v
1
u

, a dostaneme tak typ 0
0

pro f = u a g = 1
v

nebo typ ∞
∞ pro f = v a g = 1

u
,

v př́ıpadě b) identitu u − v =
1
v − 1

u
1

uv

a dostaneme tak typ 0
0 pro f = 1

v − 1
u a

g = 1
uv .

Neurčité výrazy typu 00, 1∞, ∞0. Jde o výpočet limity l = lim
x→α

[
u(x)v(x)

]
v př́ıpadech, kdy

a) lim
x→α

u(x) = lim
x→α

v(x) = 0 ,

b) lim
x→α

u(x) = 1 a lim
x→α

v(x) = ∞ ,

c) lim
x→α

u(x) = ∞ a lim
x→α

v(x) = 0 .

Ve všech třech př́ıpadech využijeme identitu u(x)v(x) = ev(x)·ln u(x) a použijeme
vztah pro výpočet limity složené funkce. Dostáváme
l = lim

x→α

[
u(x)v(x)

]
= e

lim
x→α

[v(x) ln u(x)]
, tj.

l = ek, kde k = lim
x→α

[v(x) lnu(x)].
Při výpočtu limity k se pak ve všech třech př́ıpadech jedná o neurčitý výraz typu
0 · ∞.

Křivost kartézského grafu funkce. Nechť je dána funkce f derivovatelná
v intervalu (a, b) , nechť α je libovolné č́ıslo z (a, b) a nechť nα je normála ke grafu
y = f(x) v bodě Aα = (α, f(α)). Nechť h je libovolné č́ıslo (kladné nebo záporné)
takové, že α + h ∈ (a, b) a nechť nα+h je normála ke grafu y = f(x) v bodě
Aα+h = (α + h, f(α + h)). Nechť M = (m1, m2) je pr̊useč́ık normál nα, nα+h.
Jestliže bod Aα+h se bĺıž́ı k bodu Aα po grafu y = f(x), potom bod M = (m1, m2)
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se bĺıž́ı (za předpokladu, že f ′(α) �= 0) po normále nα k bodu Sα = (ξα, ηα), jehož
souřadnice ξα, ηα jsou dány vztahy

ξα = α− 1 + [f ′(α)]2

f ′′(α)
f ′(α) , ηα = f(α) +

1 + [f ′(α)]2

f ′′(α)
.

Bod Sα nazýváme středem křivosti grafu y = f(x) v bodě Aα = (α, f(α)), nebo
krátce, v bodě α.

Vzdálenost ρα bod̊u Aα a Sα, tj. č́ıslo ρα = |AαSα| =

�
1+[f ′(α)]2

� 3
2

|f ′′(α)| nazýváme

poloměrem křivosti a jej́ı opačnou hodnotu
1
ρα

, tj. č́ıslo 1
ρα

= |f ′′(α)|
[1+[f ′(α)]2]

3
2

nazýváme

křivost́ı grafu y = f(x) v bodě Aα = (α, f(α)) (krátce, v α).
Kružnici se středem Sα = (ξα, ηα) a s poloměrem ρα nazýváme oscilačńı kružnićı

grafu y = f(x) v bodě Aα.
Když bod Aα = (α, f(α)) ”se pohybuje” po grafu y = f(x), tj. α nabývá po-

stupně všechny hodnoty z intervalu (a, b), potom bod Sα vytvář́ı v kartézské rovině
množinu bod̊u

E = ((x, y) ∈ R2 : x = ϕ(α), y = ψ(α), α ∈ (a, b)) , kde

ϕ(α) = α− 1 + [f ′(α)]2

f ′′(α)
f ′(α) , ψ(α) = f(α) +

1 + [f ′(α)]2

f ′′(α)
.

Množina E se nazývá evoluta grafu y = f(x) a rovnice x = ϕ(α), y = ψ(α)
parametrické rovnice evoluty.

Parametrické rovnice křivky v rovině. Množinu bod̊u, jejichž kartézské
souřadnice x, y jsou funkce dané vztahy
x = ϕ(t) , y = ψ(t) , t ∈ I
nazýváme křivkou v kartézské rovině definovanou parametricky v intervalu I (nej-

častěji I = 〈a, b〉 nebo I = (−∞,∞)). Přitom předpokládáme, že funkce ϕ(t), ψ(t)
argumentu t maj́ı tyto vlastnosti:

1. Jsou v intervalu I spojité.
2. Maj́ı spojité derivace ϕ̇(t), ψ̇(t) vzhledem k proměnné t v celém intervalu I

s výj́ımkou nanejvýš konečného počtu bod̊u, přičemž nanejvýš s výj́ımkou koneč-
ného počtu bod̊u plat́ı ϕ̇2 + ψ̇2 > 0 (tj. alespoň jedna z derivaćı ϕ̇, ψ̇ je r̊uzná od
nuly).

Argument t nazýváme parametrem křivky a samotným rovnićım ř́ıkáme paramet-
rické rovnice křivky (v kartézské rovině).

Podobně definujeme parametrickými rovnicemi i křivku v polárńıch souřadnićıch.

Tečna a normála k rovinné křivce dané parametricky. Tečna a normála
v bodě A = (ϕ (tA) , ψ (tA)) jsou dány rovnicemi

tečna : ψ̇ (tA) (x− ϕ (tA)) − ϕ̇ (tA) (y − ψ (tA)) = 0

normála : ϕ̇ (tA) (x− ϕ (tA)) + ψ̇ (tA) (y − ψ (tA)) = 0

52



Př́ıklady technických křivek.
1. Cykloida. Je to trajektorie bodu P maj́ıćıho fixovanou polohu vzhledem ke

kružnici otáčej́ıćı se po pevné (nepohybuj́ıćı se) př́ımce. Jej́ı parametrické rovnice
v př́ıpadě, kdy kružnice se středem S a s poloměrem r se otáč́ı po ose Ox a bod P
lež́ı na polopř́ımce SA, kde A je pevný bod na obvodu kružnice jsou (vzdálenost
bod̊u S a P označme c)

x = rt− c sin t , y = r − c cos t .

Odtud, pro tzv. obyčejnou cykloidu (c = r), plat́ı

x = r(t− sin t) , y = r(1 − cos t) .

2. Evolventa kružnice. Je to trajektorie bodu P fixovaného na př́ımce p otáčej́ıćı
se po obvodu pevné (nepohybuj́ıćı se) kručnice k o poloměru r. Jej́ı parametric-
ké rovnice v př́ıpadě, kdy střed kružnice k splývá s počátkem kartézské soustavy
souřadnic a kdy př́ımka p se dotýká v určitém čase obvodu kružnice v bodě M jsou

x = r(cos t+ t sin t) , y = r(sin t− t cos t) .

3. Spirály. V technických problémech se vyskytuj́ı tři křivky dané následuj́ıćımi
polárńımi grafy ( c a λ jsou kladné konstanty)

r = cθ Archimedova spirála

r =
c

θ
hyperbolická spirála

r = ceλθ logaritmická spirála

Derivace vektorové funkce. Nechť v okoĺı bodu α je definována m-rozměrná
vektorová funkce f = [f1, f2, . . . , fm]. Jestliže všechny funkce fi jsou derivovatelné
v bodě α, potom o vektorové funkci f ř́ıkáme, že je derivovatelná v bodě α a vektor
f ′(α) = [f ′

1(α), f ′
2(α), · · · , f ′

m(α)] nazýváme jej́ı derivaćı v α.
Př́ımo z definice lze snadno dokázat následuj́ıćı větu
Nechť f = [f1, f2, . . . , fm], g = [g1, g2, . . . , gm] jsou dvě m-rozměrné vektorové

funkce jedné reálné proměnné definované v okoĺı Uα bodu α a nechť q je reálná
funkce jedné reálné proměnné, rovněž definovaná v okoĺı Uα. Nechť funkce f , g, q
jsou derivovatelné v bodě α. Potom

a) součet a rozd́ıl funkćı f , g je derivovatelný v α a plat́ı

(f ± g)′(α) = f ′(α) ± g′(α) ,

b) součin reálné funkce q a vektorové funkce f je derivovatelný v α a plat́ı

(qf)′(α) = q′(α)f(α) + q(α)f ′(α) ,

c) skalárńı součin vektorových funkćı f , g je derivovatelný v α a plat́ı

(f · g)′(α) = f ′(α) · g(α) + f(α) · g′(α) ,
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d) jestliže nav́ıc f(α) �= o, potom i velikost |f | vektorové funkce f je derivovatelná
v α a plat́ı

|f |′(α) =
f ′(α) · f(α)

|f(α)| ,

e) v př́ıpadě, že vektorové funkce f , g jsou trojrozměrné, je i jejich vektorový
součin derivovatelný v α a plat́ı

(f × g)′(α) = f ′(α) × g(α) + f(α) × g′(α) .

13. TAYLOROVA VĚTA A APLIKACE.

Taylorova věta s Lagrange’ovým zbytkem. Plat́ı věta:
Nechť funkce f má v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 derivace až do n-tého řádu včetně

(n je pevně zvolené celé nezáporné č́ıslo) a všechny tyto derivace jsou v 〈a, b〉 spojité.
Nechť všude uvnitř tohoto intervalu existuje n+1-ńı derivace f (n+1) funkce f . Nechť
body α, α + h (h �= 0, č́ıslo h m̊uže být i záporné) patř́ı do 〈a, b〉. Potom existuje
kladné č́ıslo θ menš́ı než jedna (0 < θ < 1) takové, že plat́ı

f(α+ h) = Tn,α(h) + en(h) , (13.1)

kde Tn,α(h) je polynom n-tého stupně v proměnné h (tzv.Taylor̊uv polynom) defi-
novaný vztahem

Tn,α(h) = f(α) +
f ′(α)

1 !
h+

f ′′(α)
2 !

h2 + · · ·+ f (n)(α)
n !

hn (13.2)

a výraz en(h) (tzv.Lagrange‘̊uv zbytek) je dán vztahem

en(h) =
hn+1

(n+ 1) !
f (n+1)(α+ θh) . (13.3)

Podotkněme, že pro chybu en(h) byly odvozeny i jiné vztahy (např. Peán̊uv zbytek,
Cauchẙuv zbytek).

Vzorec (1) se nazývá Taylorovým rozvojem n–tého stupně v bodě α.

Maclaurin̊uv rozvoj. Označ́ıme-li ve vzorćıch (1) –(3) α+h = x, tj. h = x−α,
potom dostaneme často použ́ıvaný tvar Taylorova rozvoje

f(x) = f(α) +
f ′(α)

1 !
(x− α) +

f ′′(α)
2 !

(x− α)2 + · · ·

+
f (n)(α)
n !

(x− α)n +
f (n+1)(α+ θ(x− α))

(n+ 1) !
(x− α)n+1

V př́ıpadě α = 0 odtud dostáváme

f(x) = f(0) +
f ′(0)
1 !

x+
f ′′(0)

2 !
x2 + · · · + f (n)(0)

n !
xn +

f (n+1)(θx)
(n+ 1) !

xn+1 .
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a to je tzv. Maclaurin‘̊uv rozvoj n-tého stupně funkce f s Lagrange‘ovým zbyt-
kem.

Diferenciály funkce. Výrazy f ′(α) · h, f ′′(α) · h2, . . . f (n)(α) · hn v Taylorově
polynomu (2) se nazývaj́ı prvńım, druhým, . . . , n-tým diferenciálem funkce f v bodě
α a označuj́ı se d1f(α), d2f(α), . . . dnf(α).
Plat́ı tedy d1f(α) = f ′(α) ·h , d2f(α) = f ′′(α) ·h2 a obecně dnf(α) = f (n)(α) ·
hn.

Prvńı diferenciál většinou označujeme df(α) mı́sto d1f(α) a nazýváme jej diferen-
ciálem (bez př́ıvlastku prvńı). Zd̊urazněme, že diferenciály v bodě α jsou funkcemi
nové proměnné h. Samozřejmě záviśı i na bodu α.

Obecně tedy plat́ı df(x) = f ′(x) ·h, což se často krátce zapisuje df = f ′(x) ·h .
Pro funkci f(x) = x tedy dostáváme df = dx = h.
Zde je d̊uvod, proč mı́sto ṕısmene h se velmi často použ́ıvá dvojṕısmeno dx, tj. proč
vzorec df = f ′(x) · h se ṕı̌se ve tvaru

df = f ′(x) · dx nebo také f ′(x) =
df

dx

a proč se v technických oborech derivace často zapisuje jako pod́ıl diferenciál̊u a
mı́sto derivovatelnosti se hovoř́ı o diferencovatelnosti.

Při práci s diferenciály je tedy třeba rozlǐsovat, zda proměnná x je nebo neńı zá-
vislá na jiné proměnné, např. t. V prvńım př́ıpadě symbol dx představuje diferenciál
funkce, tj. dx = x′(t)dt. Ve druhém př́ıpadě pak je novou nezávisle proměnnou.

Algebra diferenciál̊u funkćı. Ze vzorc̊u udávaj́ıćıch vztah pro derivováńı sou-
čtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou funkćı ihned plyne věta

Jestliže funkce f a g jsou diferencovatelné (tj. derivovatelné) v intervalu I, potom
i jejich součet (f + g), rozd́ıl (f − g) a součin (fg) jsou funkce diferencovatelné v I
a plat́ı

d(f + g) = df + dg , d(f − g) = df − dg , d(f · g) = g · df + f · dg .

Pod́ıl
(

f
g

)
je také diferencovatelný všude tam, kde g(x) = 0 a plat́ı

d

(
f

g

)
=
g · df − f · dg

g2
.

Vzorce plat́ı i pro diferenciály v jednotlivých bodech.

Lokálńı extrémy funkćı. Ř́ıkáme, že funkce f definovaná v okoĺı Uα bodu
α má v bodě α lokálńı maximum {resp.lokálńı minimum}, jestliže existuje takové
okoĺı (α− δ, α+ δ) ⊂ Uα bodu α, že plat́ı

f(α) ≥ f(x) pro |x− α| < δ

{resp. f(α) ≤ f(x) pro |x− α| < δ} .

Jestliže v nerovnostech znaménko rovnosti plat́ı pouze pro x = α, potom ř́ıkáme,
že lokálńı maximum {resp. lokálńı minimum} je ostŕe.
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Jestliže funkce f nabývá v bodě α lokálńı maximum nebo lokálńı minimum,
potom ř́ıkáme krátce, že v něm nabývá lokálńı extŕem. O samotném bodu α pak
ř́ıkáme, že je bodem lokálńıho extŕemu (lokálńıho maxima nebo lokálńıho minima)
funkce f .

Plat́ı d̊uležitá věta.

Jestliže funkce f je v bodě α derivovatelná a nabývá v něm lokálńı extŕem, potom
nutně f ′(α) = 0 .

Body α ve kterých je funkce f derivovatelná a jej́ı derivace je nulová nazýváme
stacionárńımi body funkce.

Z výše uvedené věty tedy plyne závěr

Funkce f definovaná v intervalu I m̊uže nabývat lokálńı extŕem pouze v těch
vnitřńıch bodech intervalu I, kteŕe jsou buďto stacionárńı anebo funkce f v nich
neńı derivovatelná.

Postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci lokálńıho extrému. V př́ıpadě, že
funkce f je derivovatelná v bodě α podmı́nka stacionárnosti je podmı́nkou nutnou
pro existenci lokálńıho extrému. Neńı však podmı́nkou postačuj́ıćı. Plat́ı však věta

Podmı́nka stacionárnosti se stane i postačuj́ıćı podmı́nkou pro existenci lokálńıho
extŕemu v bodě α, jestliže funkce f je derivovatelná v nějakém okoĺı (α − δ, α + δ)
bodu α a derivace f ′ je v tomto okoĺı kladná z jedné a záporná ze druhé strany bodu
α (ř́ıkáme, že derivace měńı v bodě α znamánko).

Test s druhou derivaćı. Vı́me, že podmı́nka stacionárnosti je pouze podmı́nkou
nutnou pro existenci lokálńıho extrému v bodě α, nikoli postačuj́ıćı. Postačuj́ıćı se
stane, když derivace f ′ měńı v bodě α znaménko. Ověřeńı této skutečnosti však neńı
v některých př́ıpadech snadné. Proto se někdy použ́ıvá jiná postačuj́ıćı podmı́nka,
nazývaná test s druhou derivaćı:

Jestliže funkce f má spojitou derivaci f ′ v nějakém okoĺı bodu α a v samotném
bodě α existuje i druhá derivace f ′′(α) přičemž plat́ı f ′(α) = 0 a f ′′(α) �= 0, potom
funkce f nabývá v bodě α ostrý lokálńı extŕem a to maximum v př́ıpadě f ′′(α) < 0
a minimum v př́ıpadě f ′′(α) > 0.

Globálńı extrémy. Nechť funkce f je definována v intervalu I. Ř́ıkáme, že
funkce f nabývá v bodě α ∈ I globálńı maximum {resp. globálńı minimum}, jestliže
plat́ı

f(α) ≥ f(x) {resp. f(α) ≤ f(x)} pro ∀ x ∈ I .

Jestliže funkce f nabývá v bodě α globálńı maximum nebo globálńı minimum,
potom ř́ıkáme, že v něm nabývá globálńı extŕem. O samotném bodu α pak ř́ıkáme, že
je bodem globálńıho extŕemu (globálńıho maxima nebo globálńıho minima) funkce f .

Z definice je zřejmé, že lež́ı-li bod globálńıho extrému uvnitř intervalu I, potom
je i bodem lokálńıho extrému. Odtud plyne závěr:

Funkce f definovaná v intervalu I m̊uže nabýt svou maximálńı i minimálńı hod-
notu pouze v následuj́ıćıch bodech:

a) v krajńıch bodech intervalu I a to pouze v těch, ve kterých je definována,
b) ve vnitřńıch bodech intervalu I v nichž neńı funkce derivovatelná,
c) ve stacionárńıch bodech.
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Všechny výše uvedené body nazveme testovaćımi body. Většinou jich nebývá
mnoho.

Konkávnost a konvexnost. Inflexńı bod. Ř́ıkáme, že funkce f definovaná
v okoĺı Uα bodu α je v bodě α konvexńı {resp. konkávńı}, jestliže existuje takové
okoĺı (α − δ, α + δ) ⊂ Uα bodu α, že část grafu funkce f odpov́ıdaj́ıćı bod̊um x
z tohoto okoĺı lež́ı nad {resp. pod} tečnou v bodě α. Přecháźı-li graf v bodě α
z jedné strany tečny na druhou, potom ř́ıkáme, že funkce f má v bodě α inflexńı
bod.

Z rovnice tečny v bodě α ihned dostáváme
Funkce f je v bodě α konvexńı {resp. konkávńı} jestliže plat́ı

f(x) ≥ f(α) + f ′(α)(x− α) pro |x− α| < δ

{resp. f(x) ≤ f(α) + f ′(α)(x− α) pro |x− α| < δ}

Jestliže v nerovnostech znaménko rovnosti plat́ı pouze pro x = α, potom ř́ıkáme,
že funkce f je v bodě α ryze konvexńı {resp. ryze konkávńı }.

Je-li funkce f konvexńı v každém bodě intervalu I, potom ř́ıkáme, že je konvexńı
v intervalu I. Obdobně definujeme ryze konvexńı, konkávńı a ryze konkávńı funkci
v intervalu I.

Z Taylorovy věty (viz (1)) ihned dostáváme následuj́ıćı postačuj́ıćı podmı́nku pro
konvexnost a konkávnost:

Jestliže funkce f má spojitou derivaci f ′ v nějakém okoĺı bodu α a v samotném
bodě α existuje i druhá derivace f ′′(α), přičemž f ′′(α) �= 0, potom funkce f je
v bodě α ryze konvexńı (v př́ıpadě, kdy f ′′(α) > 0) nebo ryze konkávńı (v př́ıpadě,
kdy f ′′(α) < 0).

Z věty ihned plynou dva d̊usledky:
1. Jestliže f ′′(α) �= 0, potom funkce f nem̊uže mı́t v α inflexńı bod. Existuje-li

tedy druhá derivace f ′′(α) a funkce f má v bodě α inflexńı bod, potom plat́ı

f ′′(α) = 0 . (13.4)

2. Je-li f ′′(x) > 0 {resp. f ′′(x) < 0} všude v intervalu I, potom je funkce f
v intervalu I ryze konvexńı {resp. ryze konkávńı}.

Postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci inflexńıho bodu. Podmı́nka (4) je pod-
mı́nkou nutnou k tomu, aby funkce f měla v bodě α inflexńı bod. Neńı podmı́nkou
postačuj́ıćı. Plat́ı však věta.

Podmı́nka (4) se stane i postačuj́ıćı podmı́nkou k tomu, aby funkce f měla v bodě
α inflexńı bod, jestliže funkce f ′ je derivovatelná v nějakém okoĺı (α− δ, α+ δ) bodu
α a derivace f ′′ je v tomto okoĺı kladná z jedné a záporná ze druhé strany bodu α
( ř́ıkáme, že druhá derivace funkce f měńı v bodě α znaménko).

Pr̊uběh funkce. Věty o derivováńı a věty této kapitoly nám umožňuj́ı určovat
charakteristické vlastnosti (ř́ıkáme také pr̊ub̌eh) funkce. Shrňme, co zjǐštujeme při
určováńı pr̊uběhu dané funkce.

1. Přirozený obor definice funkce.
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2. Zda funkce je sudá, lichá nebo periodická. Sudost nebo lichost nám umožňuje
omezit se na studium vlastnost́ı funkce pouze pro kladné hodnoty nezávisle proměn-
né, periodicita pak dokonce pro hodnoty nezávisle proměnné tvoř́ıćı pouze libovolný
interval jehož délka se rovná periodě.

3. Všechny body nespojitosti funkce, limity a jednostranné limity v těchto
bodech a intervaly v nichž je funkce spojitá.

4. Všechny intervaly v nichž je funkce kladná nebo záporná a všechny nulo-
vé body funkce. Nulové body se nám podař́ı analyticky nalézt málokdy. Muśıme
většinou použ́ıt přibližné (numerické) metody. Zmı́ńıme se o nich v následuj́ıćım
odstavci.

5. Všechny intervaly, kde je funkce rostoućı, klesaj́ıćı, nerostoućı anebo nekle-
saj́ıćı.

6. Všechny lokálńı i globálńı extrémy funkce.
7. Všechny intervaly, kde je funkce konvexńı nebo konkávńı.
8. Všechny inflexńı body funkce.
9. Všechny asymptoty grafu funkce.

10. Daľśı vlastnosti, jako např. body ve kterých funkce neńı derivovatelná a
jednostranné derivace v těchto bodech, body nespojitosti derivace atd.

Na základě všech těchto zjǐstěńı pak načrtneme graf dané funkce.

E. INTEGRÁLNÍ POČET FUNKCÍ
JEDNÉ PROMĚNNÉ.

14. PRIMITIVNÍ FUNKCE.

Definice primitivńı funkce. Nechť v intervalu I je definována funkce f . Kaž-
dou funkci g definovanou a derivovatelnou v témže intervalu I takovou, že plat́ı

g′(x) = f(x) ∀ x ∈ I

nazýváme primitivńı funkćı k funkci f v intervalu I a označujeme ji f∗ nebo také
[f(x)]∗. Leibniz zavedl pro označeńı primitivńı funkce k funkci f symbol

∫
f(x)dx a

primitivńı funkci nazval neuřcitým integrálem funkce f . Hledáńı primitivńı funkce∫
f(x)dx k funkci f nazýváme integrováńım funkce f a samotnou funkci f integ-

randem.
Vı́me, že nutnou podmı́nkou diferencovatelnosti funkce je jej́ı spojitost. Odtud

ihned dosṕıváme k d̊uležitému závěru: Jestliže g je primitivńı funkce k funkci f
v intervalu I, potom je spojitá v intervalu I (nezávisle na tom, zda je nebo neńı
spojitá funkce f).

Existence primitivńı funkce. Funkce, ke kterým existuj́ı primitivńı funkce,
nazýváme integrovatelnými funkcemi. Ne každá funkce f je integrovatelná. Plat́ı
však věta:

Každá funkce f spojitá v intervalu I je v tomto intervalu integrovatelná.

Mnohoznačnost primitivńı funkce. Plat́ı následuj́ıćı věta
a) Jestliže g je primitivńı funkce k funkci f v intervalu I, potom i každá funkce h

definovaná v intervalu I vztahem h(x) = g(x) + C ∀ x ∈ I, kde C je libovolné
reálné č́ıslo, je primitivńı funkce k funkci f .
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b) Jestliže g, h jsou primitivńı funkce k jedné a téže funkci f v intervalu I, potom
se v celém tomto intervalu liš́ı o konstantu.

Vid́ıme, že úloha “nalézt funkci g primitivńı k dané funkci f v intervalu I” neńı
jednoznačná. Známe-li však jednu konkretńı (partikulárńı) primitivńı funkci g, do-
staneme všechny ostatńı primitivńı funkce připočteńım libovolné reálné konstanty
C (nazýváme ji integračńı konstantou).

Stanoveńı integračńı konstanty. Odpověď na otázku, jak v konkretńı úloze
vybrat z nekonečně mnoha primitivńıch funkćı tu jedinou, která řeš́ı danou úlohu,
tj., jak stanovit hodnotu integračńı konstanty, dává následuj́ıćı věta

Nechť α, β jsou libovolně zadaná reálná č́ısla, přičemž α ∈ I. Potom ke každé
funkci f integrovatelné v intervalu I existuje právě jedna primitivńı funkce g taková,
že g(α) = β. Tato funkce je definována vztahem

g(x) = h(x) + β − h(α) ,

kde h(x) je libovolně zvolená partikulárńı primitivńı funkce k funkci f .

Integrováńı součtu, rozd́ılu a součinu s konstantou. Př́ımo z definice pri-
mitivńı funkce a ze vzorc̊u pro derivováńı plyne následuj́ıćı věta:

Nechť f, g jsou integrovatelné funkce v intervalu I a nechť k je libovolná konstan-
ta. Potom i funkce f + g, f − g, kf jsou integrovatelné v I a plat́ı∫

[f(x) + g(x)] dx ad=
∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx∫

[f(x)− g(x)] dx ad=
∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx∫

kf(x) dx ad= k

∫
f(x) dx

Ve vzorćıch symbol ”ad” nad rovńıtkem znamená, že levá a pravá strana se
mohou lǐsit o konstantu.

Základńı vzorce pro integrováńı. Př́ımo z definice primitivńı funkce bez-
prostředně plynou dva následuj́ıćı vzorce

(∫
f(x) dx

)′
= f(x) ,

∫
f ′(x) dx = f(x) + C

Ze vzorc̊u pro derivováńı ihned dostáváme základńı vzorce pro integrováńı (sym-
bol ”ad” vynecháváme, integrováńı se vztahuje na ty intervaly, ve kterých jsou
definovány integrandy).

∫
0 · dx = 0 α

∫
xα−1 dx = xα

∫
ax dx =

ax

ln a

∫
1
x
dx = ln |x|
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∫
cosx dx = sinx

∫
sinx dx = − cosx∫

1
cos2 x

dx = tanx
∫

1
sin2 x

dx = − cot x∫
1√

1 − x2
dx = arcsinx

∫
1

1 + x2
dx = arctanx

Dále se snadno přesvědč́ıme, že plat́ı

∫
1√

1 + x2
dx = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
,−∞ < x <∞∫

1√
x2 − 1

dx = − ln
(
x+

√
x2 − 1

)
, x ≥ 1

Substitučńı metoda integrováńı. Nechť
a) f je funkce definovaná a spojitá v intervalu L,
b) ϕ je funkce definovaná v intervalu K a má v něm spojitou derivaci ϕ′,
c) plat́ı H(ϕ) = L.
Substitučńı metoda integrováńı vycházej́ıćı ze známé věty o derivováńı složené

funkce se oṕırá o následuj́ıćı vzorce

∫
f(ϕ(x)︸︷︷︸

u

) · ϕ′(x) dx︸ ︷︷ ︸
du

ad=
∫
f(u) du

∣∣∣∣
u = ϕ(x)

, x ∈ K

∫
f(x) dx ad=

∫
f(ϕ(u)︸︷︷︸

x

) · ϕ′(u) du︸ ︷︷ ︸
dx

∣∣∣∣∣∣
u = ϕ−1(x)

, x ∈ L

Metoda per partes. Předpokládejme, že funkce f a g jsou definovány a spojité
v intervalu I a že funkce f má spojitou derivaci v tomto intervalu. Metoda per partes
pro integrováńı vycházej́ıćı ze známé věty o derivováńı součinu dvou funkćı se oṕırá
o následuj́ıćı vzorec∫

f(x)g(x) dx ad= f(x)g∗(x) −
∫
f ′(x)g∗(x) dx .

Rekurentńı vzorce pro integrováńı. Snadno, s použit́ım metody per partes,
lze odvodit, že pro libovolná reálná č́ısla a �= 0, c �= 0, α �= −1, β �= 0 a pro libovolné
přirozené č́ıslo n plat́ı

∫ (
ax2 + c

)α
dx = −x

(
ax2 + c

)α+1

2c(α+ 1)
+

3 + 2α
2c(α+ 1)

∫ (
ax2 + c

)α+1
dx

β

∫
sinβ x dx = − sinβ−1 x cosx+ (β − 1)

∫
sinβ−2 x dx
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β

∫
cosβ x dx = cosβ−1 x sinx+ (β − 1)

∫
cosβ−2 x dx∫

1
(1 + x2)n dx = − x

2(1 − n) (1 + x2)n−1 +
3 − 2n

2(1 − n)

∫
1

(1 + x2)n−1 dx , n ≥ 2

Integrováńı parciálńıch zlomk̊u. Vı́me, že parciálńı zlomky jsou funkce tvaru
α

(x−a)n nebo αx+β
(x2+px+q)n , kde n je libovolné přirozené č́ıslo a α , β , a , p , q jsou

libovolná reálná č́ısla, přičemž ∆ = q − ( p
2

)2
> 0.

Zlomky prvńıho tvaru integrujeme substitućı x− a = u. Dostaneme

∫
α

(x− a)n
dx =

{ α
1−n

(x− a)1−n pro n �= 1

α ln |x− a| pro n = 1

Integrováńı zlomk̊u druhého druhu provád́ıme ve dvou kroćıch.
1. krok.

Výraz αx+ β uprav́ıme do tvaru αx+ β = b(2x+ p) + c, kde b = α
2
, c = β− αp

2
.

Dostaneme∫
αx+ β

(x2 + px+ q)n dx︸ ︷︷ ︸
A(x)

=
α

2

∫
2x+ p

(x2 + px+ q)n dx︸ ︷︷ ︸
A1(x)

+
(
β − αp

2

)∫ dx

(x2 + px+ q)n︸ ︷︷ ︸
A2(x)

Výpočet primitivńı funkce A1(x) provedeme substitućı x2+px+q = u . Dostaneme

A1(x) =
∫

2x+ p

(x2 + px+ q)n dx =

{
1

1−n

(
x2 + px+ q

)1−n pro n �= 1

ln
(
x2 + px+ q

)
pro n = 1

2. krok.
Poč́ıtáme primitivńı funkci A2(x) substitućı x =

√
∆u− p

2 . Dostaneme tak

A2(x) =

√
∆

∆n

∫
1

(u2 + 1)n du

Pro výpočet integrálu
∫

1
(u2+1)n du pak použijeme známý rekurentńı vzorec

∫
du

(u2 + 1)n = − u

2(1 − n) (u2 + 1)n−1 +
3 − 2n

2(1 − n)

∫
du

(u2 + 1)n−1 , n ≥ 2

Integrováńı racionálńıch funkćı. Vı́me, že racionálńı funkce R(x) je definová-
na jako pod́ıl dvou reálných polynom̊u P (x) , Q(x). Jestliže polynom ve jmenovateli
Q(x) je vyšš́ıho stupně než polynom v čitateli P (x), potom funkci R(x) nazývá-
me ryze racionálńı. V opačném př́ıpadě m̊užeme polynom P (x) dělit polynomem
Q(x). Dostaneme tak polynom a zbytek, který je již ryze racionálńı funkćı, tj. do-
staneme R(x) = V (x)+ Z(x)

Q(x) , kde obě funkce V (x) a Z(x) jsou polynomy a funkce
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Z(x)
Q(x) je ryze racionálńı. Rozlož́ıme-li tuto ryze racionálńı funkci na parciálńı zlomky,
dostaneme

R(x) = V (x) + součet parciálńıch zlomk̊u

a jak polynom, tak i parciálńı zlomky již umı́me integrovat.
Při integrováńı řady r̊uzných funkćı se použ́ıvaj́ı substituce, které vedou na in-

tegrováńı racionálńıch funkćı.

Neelementárńı primitivńı funkce. Výpočet primitivńıch funkćı neńı obecně
snadnou záležitost́ı.

Oprávněně tuš́ıme, že existuj́ı jednoduché funkce, jejichž primitivńı funkce sice
existuj́ı, nelze je však vyjádřit pomoćı nám známých elementárńıch funkćı. Mnohé
z nich jsou vyjádřeny právě ve tvaru primitivńıch funkćı. Jsou to např́ıklad funkce:

a) Gaussova funkce
∫
e−x2

dx,
b) integrálńı logaritmus lit =

∫
ex

x dx,
c) integrálńı sinus Six =

∫
sinx

x
dx,

d) integrálńı kosinus Cix =
∫

cos x
x dx,

e) Fresnelovy funkce
∫

sinx2 dx ,
∫

cosx2 dx.
Mezi neelementárńı funkce patř́ı také velmi d̊uležité tzv. Legendre’ovy eliptické

integrály a hypereliptický integrál. Jsou definovány následovně:
a) eliptický integrál prvńıho druhu

∫
dx√

(1−x2)(1−λ2x2)
,

b) eliptický integrál druhého druhu
∫ √

1−λ2x2

1−x2 dx,

c) eliptický integrál třet́ıho druhu
∫

dx

(x2−µ)
√

(1−x2)(1−λ2x2)
,

d) hypereliptický integrál
∫

dx√
1+x5 .

Ve všech těchto př́ıpadech jsou λ , µ libovolná reálná č́ısla, přičemž 0 < λ < 1.
Ruský matematik P.L.Čebyšev dokázal, že i tzv. binomické integrály∫
xm (a+ bxn)p

dx s výj́ımkou několika př́ıpad̊u patř́ı mezi neelementárńı funkce.

15. RIEMANNŮV INTEGRÁL.

Normálńı posloupnost děleńı intervalu. Nechť 〈a, b〉 je libovolný uzavřený
interval (a tedy ohraničený). Pro n = 1, 2, · · · rozdělme interval 〈a, b〉 na n část́ı
pomoćı děĺıćıch bod̊u xn

0 , x
n
1 , x

n
2 , · · · , xn

n−1, x
n
n takových, že

a = xn
0 < xn

1 < xn
2 < · · · < xn

n−1 < xn
n = b

Dostaneme tak posloupnost {∆n} děleńı intervalu 〈a, b〉:
∆1 =

{
x1

0, x
1
1

}
přičemž a = x1

0 < x1
1 = b

∆2 =
{
x2

0, x
2
1, x

2
2

}
přičemž a = x2

0 < x2
1 < x2

2 = b

∆3 =
{
x3

0, x
3
1, x

3
2, x

3
3

}
přičemž a = x3

0 < x3
1 < x3

2 < x3
3 = b

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Délku největš́ıho z interval̊u
〈
xn

i−1, x
n
i

〉
nazýváme normou děleńı ∆n a označujeme

δn, tj. δn = max
i = 1,2,··· ,n

(
xn

i − xn
i−1

)
. O posloupnosti {∆n} ř́ıkáme, že je normálńı

posloupnost́ı děleńı intervalu, jestliže δn → 0 když n→ ∞.
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Definice Riemannova integrálu. Nechť f je libovolná funkce (nemuśı být
nezáporná) definovaná v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a nechť {∆n} je libovolná nor-
málńı posloupnost děleńı intervalu 〈a, b〉. Pro každé děleńı ∆n vytvořme součet

ρn =
n∑

k = 1

f (ξn
k )
(
xn

k − xn
k−1

)
,

kde ξn
k je libovolně vybraný bod v intervalu

〈
xn

k−1, x
n
k

〉
. Jestliže posloupnost č́ısel

{ρn} konverguje a to vždy k jednomu a témuž č́ıslu g , bez ohledu na konkrétńı výběr
normálńı posloupnosti {∆n} děleńı intervalu 〈a, b〉 a bez ohledu na konkretńı výběr
bod̊u ξn

k , potom toto č́ıslo g nazýváme Riemannovým integrálem funkce f v intervalu

〈a, b〉 a označujeme je symbolem
b∫

a

f(x) dx. Funkci f nazýváme integrandem, č́ısla

a, b dolńı a horńı meźı. Součet ρn nazýváme n-tým Riemannovým součtem. Jestliže
Riemann̊uv integrál funkce f v intervalu 〈a, b〉 existuje, potom o funkci f ř́ıkáme,
že je v 〈a, b〉 integrovatelná ve smyslu Riemanna, nebo také, že je R-integrovatelná
v 〈a, b〉. V české literatuře se někdy mı́sto termı́nu Riemann̊uv integrál použ́ıvá
termı́n uřcitý integrál.

Nutná podmı́nka R-integrovatelnosti. Plat́ı věta

Jestliže funkce f je R-integrovatelná v intervalu 〈a, b〉, potom je v tomto intervalu
ohraničená.

Věty o R-integrovatelnosti. Plat́ı věty:

a) Jestliže funkce f je R-integrovatelná v uzavřeném intervalu 〈a, b〉, potom je
R-integrovatelná v každém jeho uzavřeném podintervalu 〈α, β〉, kde a ≤ α < β ≤ b.

b) Každá monotonńı funkce v uzavřeném intervalu a, b je v něm R-integrovatelná.
c) Jestliže funkce f a g splňuj́ı v každých dvou bodech α, β uzavřeného intervalu

〈a, b〉 nerovnost |f(α)−f(β)| ≤ |g(α)−g(β)| a funkce g je R-integrovatelná v 〈a, b〉,
potom je v 〈a, b〉 R-integrovatelná i funkce f .

d) Jestliže funkce h je R-integrovatelná v uzavřeném intervalu 〈a, b〉, potom i jej́ı
absolutńı hodnota |h| je R-integrovatelná v 〈a, b〉.

R-integrovatelnost spojité funkce. Lze snadno dokázat platnost následuj́ıćı
velmi d̊uležité věty

Každá funkce f spojitá v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 je v tomto intervalu R-
integrovatelná.

Poznamenejme, že větu lze zobecnit takto

Ohraničená funkce v intervalu 〈a, b〉, jej́ıž množina bod̊u nespojitosti je koněcná
(anebo nekoněcná, avšak dá se pokrýt koněcným pǒctem interval̊u o celkové libovolně
malé délce) je R-integrovatelná.

Rieman̊uv integrál ze součtu a součinu funkćı. Plat́ı věta

Jestliže funkce f a g jsou v intervalu 〈a, b〉 R-integrovatelné a K je libovolná reál-
ná konstanta, potom i funkce a) f + g , b) Kf , c) fg jsou v 〈a, b〉 R-integrovatelné
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a plat́ı

b∫
a

[f(x) + g(x)] dx =

b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

g(x) dx

b∫
a

Kf(x) dx = K

b∫
a

f(x) dx

Z věty plyne d̊usledek
Nechť funkce f(x) je R-integrovatelná v 〈a, b〉 a nechť funkce g(x) definovaná

v 〈a, b〉 se liš́ı od funkce f(x) nanejvýš v koněcném pǒctu bod̊u x1, x2, . . . , xk. Potom

i funkce g(x) je R-integrovatelná v 〈a, b〉 a plat́ı
b∫
a

g(x) dx =
b∫
a

f(x) dx.

Aditivnost a ohraničenost Riemannova integrálu. Snadno lze dokázat vě-
tu, která je velmi d̊uležitá, zejména v aplikaćıch:

Nechť f je funkce R-integrovatelná v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a nechť c je
libovolné č́ıslo takové, že a < c < b. Potom plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx , (15.1)

(b− a) inf
x∈〈a,b〉

f(x) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤ (b− a) sup
x∈〈a,b〉

f(x) . (15.2)

Vlastnost (1) nazýváme aditivnost́ı Riemannova integrálu, vlastnost (2) pak ohra-
ničenost́ı Riemannova integrálu.

Z věty ihned plyne následuj́ıćı d̊usledek:
Jestliže funkce f je R-integrovatelná v 〈a, b〉, potom plat́ı∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx

Středńı hodnota funkce. Nechť f je R-integrovatelná funkce v uzavřeném

intervalu 〈a, b〉. Č́ıslo 1
b−a

b∫
a

f(x) dx nazýváme středńı hodnotou funkce f v intervalu

〈a, b〉. Pro spojité funkce f plat́ı následuj́ıćı věta:
Jestliže f je spojitá funkce v uzavřeném intervalu 〈a, b〉, potom v tomto intervalu

existuje takový bod ξ, že středńı hodnota funkce f v 〈a, b〉 je rovna hodnotě funkce
f v bodě ξ, tj.

1
b− a

b∫
a

f(x) dx = f(ξ) .
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Integračńı meze. V definici Riemannova integrálu
b∫
a

f(x) dx jsme předpoklá-

dali, že a < b. Definici rozš́ı̌ŕıme i na př́ıpady, kdy b < a nebo b = a a to tak, že
definujeme

b∫
a

f(x) dx = −
a∫

b

f(x) dx ,

a∫
a

f(x) dx = 0 .

V Riemannově integrálu
b∫
a

f(x) dx č́ıslo a nazýváme dolńı meźı, č́ıslo b horńı meźı

a to nezávisle na tom, zda a ≤ b nebo a > b.
Snadno se m̊užeme přesvědčit, že vzorec (1) (aditivnost) z̊ustává v platnosti při

libovolné poloze č́ısel a, b, c, pokud ovšem všechna lež́ı v uzavřeném intervalu v němž
je funkce f R-integrovatelná.

Vztah mezi Riemannovým integrálem a derivaćı funkce. Uvedeme nyńı
jednu z nejd̊uležitěǰśıch vět integrálńıho počtu. Jej́ı d̊uležitost spoč́ıvá v tom, že
ukazuje na velmi úzkou souvislost mezi Riemannovým integrálem a derivaćı funkce:

Nechť f je R-integrovatelná funkce v uzavřeném intervalu 〈a, b〉. Potom funkce
G definovaná vztahem

G(x) =

x∫
a

f(t) dt pro a ≤ x ≤ b

a) je spojitá v 〈a, b〉,
b) je derivovatelná v každém bodě α ∈ 〈a, b〉 v němž je spojitá funkce f a plat́ı

G′(α) = f(α).
Z věty ihned plyne následuj́ıćı d̊usledek
Ke každé funkci f spojité v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 existuje primitivńı funkce.

Fundamentálńı věta integrálńıho počtu. Z věty uvedené v předcházej́ıćım
odstavci plyne tzv. fundamentálńı věta integrálńıho pǒctu nazývaná též Newton -
Leibnizova věta:

Jestliže funkce f je spojitá v uzavřeném intervalu 〈a, b〉, potom

b∫
a

f(x) dx = Φ(b) − Φ(a) , (15.3)

kde Φ je libovolná primitivńı funkce k funkci f .
Vzorec (3) je jedńım z nejd̊uležitěǰśıch vzorc̊u integrálńıho počtu. Umožňuje nám

vypoč́ıtat Riemann̊uv integrál, když známe primitivńı funkci.

Výpočet Riemannova integrálu metodou per partes. Z věty o integrováńı
součinu dvou funkćı a z Newton - Leibnizovy věty dostáváme vzorec pro výpǒcet
Riemannova integrálu metodou per partes

b∫
a

f(x)g(x) dx = f(b)g∗(b) − f(a)g∗(a) −
b∫

a

f ′(x)g∗(x) dx .
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Substitučńı metoda výpočtu Riemannova integrálu. Z věty o integrováńı
složené funkce plyne následuj́ıćı věta

Jestliže funkce f je spojitá v oboru hodnot H(ϕ) funkce ϕ spojité a maj́ıćı spojitou
derivaci v intervalu 〈α, β〉, potom plat́ı

ϕ(β)∫
ϕ(α)

f(s) ds =

β∫
α

f(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt .

Vzorec nazýváme vzorcem pro výpǒcet Riemannova integrálu substitučńı metodou.
Lze jej samozřejmě použ́ıt jak pro výpočet Riemannova integrálu na levé straně,
tak i Riemannova integrálu na pravé straně.

Singulárńı body funkce. V definici Riemannova integrálu funkce f je podstat-
né, že interval 〈a, b〉 je uzavřený a tedy i omezený. Z definice také plyne, že má - li
být funkce f R-integrovatelná, muśı být nutně ohraničená. Ukazuje se, že někdy lze
pojem Riemannova integrálu rozš́ı̌rit i na př́ıpady, kdy jedna nebo obě podmı́nky
nejsou splněny. Za t́ım účelem definujeme:

a) Nechť s je vlastńım hromadným bodem definičńıho oboru D(f) funkce f .
Jestliže existuje posloupnost {xn} bod̊u xn ∈ D(f) konverguj́ıćı k s taková, že
posloupnost f (xn) diverguje (k plus nebo k mı́nus nekonečnu), potom o funkci f
ř́ıkáme, že je neohraničená v bodě s.

b) O funkci f(x) ř́ıkáme, že má singularitu (je singulárńı) v bodě s, jestliže s je
buďto nevlastńım hromadným bodem (plus nebo mı́nus nekonečno) jeho definičńıho
oboru D(f) anebo funkce f je neohraničená v bodě s.

Rozš́ı̌reńım pojmu Riemannova integrálu se zabýváme v př́ıpadech, kdy funkce f
definovaná v intervalu I má na jednom nebo na obou konćıch intervalu singularitu.
Dále se zabýváme př́ıpadem, kdy funkce f je definována v intervalu I nanejvýš
s výj́ımkou vnitřńıho bodu c ∈ I v němž má singularitu. Ve všech těchto př́ıpadech
nás snaha rozš́ı̌rit pojem Riemannova integrálu vede k pojmu nevlastńı integrál.

Definice nevlastńıho integrálu v intervalu s jedńım singulárńım bo-
dem. Definujeme

a) Nechť funkce f je definována v intervalu I = 〈a, b) (b m̊uže být i plus neko-
nečno) z pravé strany otevřeném a nechť je R-integrovatelná v každém uzavřeném
intervalu 〈a, x〉, kde x < b. Jestliže funkce f(x) je singulárńı v bodě b a jestliže
existuje vlastńı (konečná) limita

lim
x→b−

x∫
a

f(t) dt ,

potom tuto limitu nazýváme nevlastńım integrálem v intervalu 〈a, b) . O integrálu
pak ř́ıkáme, že existuje anebo také, že konverguje. V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že
neexistuje anebo také, že nekonverguje.

b) Analogicky definujeme nevlastńı integrál v intervalu (a, b〉 v př́ıpadě, kdy

funkce f(x) je singulárńı v bodě a. Je to tedy lim
x→a+

b∫
x

f(t) dt .
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c) Nechť funkce f(x) je definována v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 s výj́ımkou bodu
c ∈ (a, b), v němž m̊uže, ale také nemuśı být definována. Jestliže funkce f je
singulárńı v bodě c a existuj́ı nevlastńı integrály v intervalech 〈a, c) , (c, 〉 b, potom
jejich součet nazýváme nevlastńım integrálem v intervalu 〈a, b〉 se singularitou v c.

Definice nevlastńıho integrálu v otevřeném intervalu. Nechť funkce f(x)
je definována v otevřeném intervalu I = (a, b) (a m̊uže být mı́nus nekonečno, b
m̊uže být plus nekonečno). Jestliže funkce f(x) je singulárńı v bodech a i b a jestliže
existuj́ı nevlastńı Riemannovy integrály v intervalech (a, c) , (c, b) pro každé č́ıslo c
z intervalu (a, b), potom jejich součet nazýváme nevlastńım integrálem v otevřeném
intervalu (a, b).

Korektnost definice samozřejmě vyžaduje, aby součet nezávisel na výběru č́ısla
c. Ten však skutečně nezáviśı.

Výpočet nevlastńıch integrál̊u. Dovedeme-li nalézt k integrované funkci pri-
mitivńı funkci, pak již zpravidla m̊užeme rozhodnout o konvergenci nevlastńıho
integrálu a vypoč́ıtat jeho hodnotu. Určeńı primitivńı funkce však často čińı pot́ı-
že. Nevlastńı integrál se pak snaž́ıme vypoč́ıtat numericky (přibližně). K tomu je
však nutné předem vědět, zda daný integrál existuje nebo nikoliv. O tom m̊užeme
rozhodnout na základě kriteríı, která dále uvedeme. Uvedeme je pouze v př́ıpadě,
kdy funkce f je definována v intervalu 〈a, b), je singulárńı v bodě b a je integrova-
telná v každém intervalu 〈a, x〉 , a < x < b. Ostatńı př́ıpady jsou zcela analogické.
Abychom zd̊uraznili, že funkce f je singulárńı v bodě b, budeme často mı́sto 〈a, b)
psát 〈a,B).

Absolutńı konvergence nevlastńıho integrálu. Plat́ı věta:

a) Je-li
B∫
a

|f(x)| dx konvergentńı, je i
B∫
a

f(x) dx konvergentńı. O integrálu
B∫
a

f(x) dx

v tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že je absolutně konvergentńı.

b) Jestliže
B∫
a

f(x) dx nekonverguje, potom ani nekonverguje
B∫
a

|f(x)| dx.

Porovnávaćı kriterium konvergence nevlastńıho integrálu. Plat́ı věta

Nechť 0 ≤ ϕ(x) ≤ ψ(x) pro ∀x ∈ 〈a,B). Konverguje-li integrál (n)
B∫
a

ψ(t) dt,

potom také konverguje integrál (n)
B∫
a

ϕ(t) dt.

Limitńı kriterium konvergence nevlastńıho integrálu v intervalu 〈a,∞)..
Plat́ı věta

Nechť funkce f(x) je R-integrovatelná v každém intervalu 〈a, c〉, kde c > a je
libovolné reálné č́ıslo. Potom

a) integrál K =
∞∫
a

f(t) dt konverguje, a to absolutně, jestliže pro nějaké č́ıslo

p > 1 existuje (koněcná) limita

L = lim
x→∞ [xpf(x)] ,
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b) integrál K nekonverguje, jestliže pro nějaké č́ıslo p ≤ 1 plat́ı

buď lim
x→∞ [xpf(x)] = L �= 0 , nebo L = ±∞ .

Limitńı kriterium konvergence nevlastńıho integrálu z neohraničené
funkce. Plat́ı věta

Nechť funkce f(x) je neohraničená v bodě b . Potom integrál (n)
b∫

a

f(t) dt

a) konverguje, a to absolutně, jestliže pro nějaké č́ıslo p < 1 existuje koněcná
limita

L = lim
x→b−

[(b− x)pf(x)] ,

b) nekonverguje, jestliže pro nějaké č́ıslo p ≥ 1

buď lim
x→b−

[(b− x)pf(x)] = L �= 0 , nebo L = ±∞ .

16. APLIKACE RIEMANNOVA INTEGRÁLU.

Zobecněná ohraničenost. Riemann̊uv integrál
v∫
u

f(x) dx funkce f spojité v uzavře-

ném intervalu 〈a, b〉, kde a ≤ u ≤ v ≤ b, lze zřejmě považovat za veličinu (funkci)
V (u, v) závisej́ıćı na u, v (a samozřejmě také na f). Vı́me, že veličina V (u, v) má
pro a ≤ u ≤ v ≤ b dvě následuj́ıćı vlastnosti

V (a, u) + V (u, v) = V (a, v) (16.1)

(v − u) min
x∈〈u,v〉

f(x) ≤ V (u, v) ≤ (v − u) max
x∈〈u,v〉

f(x) (16.2)

Vlastnost (1) nazýváme aditivitou a vlastnost (2) ohraničenost́ı vzhledem k f .
Ve vztahu (2) jsme nahradili infimum minimem a supremum maximem, neboť

funkce f je podle předpokladu spojitá.
Jestliže má tedy Riemann̊uv integrál matematicky modelovat nějakou geometric-

kou nebo fysikálńı veličinu (obsah, objem, práci, moment setrvačnosti atd.), potom
tato veličina muśı mı́t pochopitelně zmı́něné vlastnosti (1) a (2).

Vzniká přirozeně otázka, zda plat́ı i opak, tj. zda každá geometrická nebo fysikálńı
veličina obdařená vlastnostmi (1), (2) muśı být již nutně vyjádřena Riemannovým
integrálem. Jak uvid́ıme později, odpověď je kladná.

Ověřováńı vlastnosti (2) bývá někdy komplikované. Uvedeme zde jinou vlastnost,
která se ověřuje většinou snadněji a přitom stač́ı k tomu, aby veličina V (u, v) musela
být vyjádřena Riemannovým integrálem. Definujeme:

Nechť V (u, v) je veličina (funkce) závisej́ıćı na dvou proměnných u, v takových,
že a ≤ u ≤ v ≤ b a nechť f je spojitá funkce v intervalu 〈a, b〉. Jestliže existuj́ı
funkce η(u, v) a ζ(u, v) , a ≤ u ≤ v ≤ b takové, že

lim
v→u+

η(u, v) = lim
v→u+

ζ(u, v) = f(u)

lim
u→v− η(u, v) = lim

u→v− ζ(u, v) = f(v)


 (16.3)
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a jestliže
(v − u)η(u, v) ≤ V (u, v) ≤ (v − u)ζ(u, v) , (16.4)

potom ř́ıkáme, že veličina V (u, v) má vlastnost zobecněné ohraničenosti vzhledem
k funkci f .

Polož́ıme-li η(u, v) = min
x∈〈u,v〉

f(x) a ζ(u, v) = max
x∈〈u,v〉

f(x), potom ze spojitosti

funkce f zřejmě plyne (3). Odtud ihned dostáváme větu:
Jestliže veličina V (u, v) má vlastnost ohraničenosti (2), potom má i vlastnost

zobecněné ohraničenosti (4).

Základńı věta o aplikaci Riemannova integrálu. Plat́ı následuj́ıćı d̊uležitá
věta:

Nechť f je spojitá funkce v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a nechť veličina V (u, v) ,
a ≤ u ≤ v ≤ b má vlastnosti aditivity (1) a zobecněné ohraničenosti (4) vzhledem
k funkci f . Potom

V (a, b) =

b∫
a

f(x) dx .

Dále plat́ı věta:
Nechť f a g jsou spojité funkce v intervalu 〈a, b〉 takové, že f(x) ≥ g(x),

a ≤ x ≤ b. Nechť funkce V (u, v) , a ≤ u ≤ v ≤ b má vlastnost aditivity (1) a nechť
pro a ≤ u ≤ v ≤ b plat́ı

(v−u)
(

min
x∈〈u,v〉

f(x) − max
x∈〈u,v〉

g(x)
)
≤ V (u, v) ≤ (v−u)

(
max

x∈〈u,v〉
f(x) − min

x∈〈u,v〉
g(x)

)
.

Potom

V (a, b) =

b∫
a

[f(x) − g(x)] dx .

Plošný obsah množiny mezi dvěma kartézskými grafy. Nechť f a g jsou
dvě funkce spojité v intervalu 〈a, b〉 takové, že f(x) ≥ g(x) , a ≤ x ≤ b. Chceme
definovat plošný obsah |A| množiny A mezi kartézskými grafy funkćı f a g a mezi
př́ımkami x = a a x = ab , tj. množiny definované vztahem

A = {(x, y) ∈ R2 , a ≤ x ≤ b , g(x) ≤ y ≤ f(x)} (16.5)

Plat́ı:
Nechť f a g jsou spojité funkce v intervalu 〈a, b〉 takové, že f(x) ≥ g(x) ∀x ∈

〈a, b〉. Nechť A je množina bod̊u (x, y) v rovině R2 definovaná vztahem (5). Potom
obsahem množiny A nazýváme č́ıslo |A| definované vztahem

|A| =

b∫
a

[f(x) − g(x)] dx .
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Plošný obsah výseče pod polárńım grafem. Nechť f je spojitá funkce v in-
tervalu 〈α, β〉. Chceme definovat a vypoč́ıtat plošný obsah množiny A vymezené
polárńım grafem r = f(θ) a polopř́ımkami θ = α a θ = β. Shodně se základńı
větou o aplikaci Riemannova integrálu definujeme

Nechť f je spojitá funkce v uzavřeném intervalu 〈α, β〉. Nechť A je množina bod̊u
(r, θ) v polárńı rovině definovaná vztahem

A = {α ≤ θ ≤ β , 0 ≤ r ≤ f(θ)} .
Potom plošným obsahem množiny A nazýváme č́ıslo |A| definované vztahem

|A| =
1
2

β∫
α

f2(θ) dθ .

Práce. Základńı věta o aplikaci Riemannova integrálu nás vede k následuj́ıćı
definici:

Práce W vykonaná spojitě se měńıćı silou f(x) v intervalu 〈a, b〉 je dána vztahem

W =

b∫
a

f(x) dx .

Délka kartézského grafu funkce. Základńı věta o aplikaci Riemannova integ-
rálu nás vede k následuj́ıćı definici:

Délkou l hladkého oblouku generovaného funkćı f v uzavřeném intervalu 〈a, b〉
nazýváme č́ıslo dané vztahem

l =

b∫
a

√
1 + [f ′(x)]2 dx .

Délka křivky zadané parametricky. Základńı věta o aplikaci Riemannova
integrálu nás vede k následuj́ıćı definici:

Délka l hladkého oblouku zadaného parametrickými rovnicemi

x = ϕ(t) , y = ψ(t) , z = χ(t) , α ≤ t ≤ β

je dána vztahem

l =

β∫
α

√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) + χ̇2(t) dt .

Délka rovinného oblouku zadaného polárně. Nechť f je spojitá funkce
zároveň se svou prvńı derivaćı f ′ v intervalu 〈α, β〉. Ve vzorci pro výpočet délky
křivky zadané parametricky polož́ıme
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x = ϕ(t) = f(t) cos t , y = ψ(t) = f(t) sin t , α ≤ t ≤ β , což je parametrické
vyjádřeńı křivky r = f(θ). Dostaneme

l =

β∫
α

√
f2(θ) + [f ′(θ)]2 dθ .

Objem rotačńıho tělesa. Základńı věta o aplikaci Riemannova integrálu nás
vede k následuj́ıćım definićım:

a) Nechť f je nezáporná spojitá funkce v intervalu 〈a, b〉. Objemem |V| tělesa
V vzniklého rotaćı rovinné oblasti A = {(x, y) ∈ R2 ; a ≤ x ≤ b , 0 ≤ y ≤ f(x)}
kolem osy Ox nazýváme č́ıslo definované vztahem

|V| = π

b∫
a

f2(x) dx .

b) Nechť g(y) , f(y) jsou spojité funkce definované v intervalu 〈α, β〉 , α ≥ 0
takové, že g(y) ≤ f(y) ∀ y ∈ 〈α, β〉. Objemem |V| tělesa V vzniklého rotaćı kolem
osy Ox rovinné oblasti B = {(x, y) ∈ R2 , g(y) ≤ x ≤ f(y) , α ≤ y ≤ β} nazýváme
č́ıslo definované vztahem

|V| = 2π

β∫
α

y[f(y)− g(y)] dy .

Obsah rotačńı plochy. Základńı věta o aplikaci Riemannova integrálu nás vede
k následuj́ıćım definićım:

a) Nechť nezáporná funkce f(x) je spojitá zároveň se svou derivaćı f ′(x) v uzavře-
ném intervalu 〈a, b〉. Obsah |S| plochy S vzniklé rotaćı kolem osy Ox grafu y =
f(x) , a ≤ x ≤ b funkce f je definován vztahem

|S| = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx .

b Nechť funkce g(y) je spojitá zároveň se svou derivaćı g′(y) v uzavřeném inter-
valu 〈α, β〉, kde α ≥ 0. Obsah |S| plochy S vzniklé rotaćı kolem osy Ox grafu
x = g(y) , α ≤ y ≤ β je definován vztahem

|S| = 2π

β∫
α

y

√
1 + [g′(y)]2 dy .
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Algebraické vektory (9). Skalárńı součin dvou algebraických vektor̊u (10). Lineárńı
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rakteristická rovnice matice (20).

7. Polynomy a jejich pod́ıly (20).
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ce (48). Logaritmická derivace (49). Derivace elementárńıch funkćı (49). Základńı
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funkce (64). Integračńı meze (65). Vztah mezi Riemannovým integrálem a deriva-
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