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A. ZAKLADNI POJMY.
1. MNOZINY .

Zikladni pojmy teorie mnozin. MnoZinou rozumime soubor (mnozstvi, sou-
hrn) urcitych objektu, které se daji navzajem rozlisit. Mnozina je dana, dovedeme-li
o kazdém objektu rozhodnout, jestli do ni patii nebo ne.

Zéapis a € M znamend a patii do mnoZiny M nebo také a je prvkem mnoZiny
M. Zépis a ¢ M naopak znamend, ze a nepatii do mnoziny M nebo také a neni
prvkem mnoZiny M.

Mnozinu, ktera neobsahuje zadny prvek, nazyvame prdzdnou mnozinou a zna¢ime
ji 0.

Mnozina, kterd obsahuje alespon jeden prvek se nazyva neprazdnd.

Mnozina, ktera obsahuje pouze kone¢ny pocet prvki se nazyva konecnd. Konec-
nou nazyvame i prazdnou mnozinu.

Mnozina, ktera neni konecna se nazyva nekonecnd.

Necht jsou ddny dvé mnoziny A, B. Jestlize kazdy prvek mnoziny A je souc¢asné
prvkem mnoziny B, potom fikdme, ze mnozZina A je ¢asti mnoZiny B nebo také,
ze A je podmozinou mnoziny B nebo také, ze B je nadmnoZinou mnoziny A
a piseme A C B, eventualné B O A. A C B ovSem také znamena: Kazdy prvek
nepatiici do B nepatii ani do A.



Jestlize soucasné A C B a B C A, potom fikdme, Ze mnozinyA, B jsou sobé
rovny a piseme A = B.

Operace s mnozinami. Mnozinu tvorenou vSemi prvky mnoziny A a vSemi
prvky mnoziny B nazyvame sjednocenim mnozin A a B a oznaCujeme ji A U B,
eventudlne B U A.

Mnozinu tvofenou vSemi prvky patficimi soucasné do mnoziny A i do mnoziny B
nazyvame prunikem mnozin A, B a oznacujeme ji ANB , eventualné BNA. Jestlize
AN B ={ (prdzdnd mnozina), potom Fikdme, ze mnoziny A, B jsou disjunktni .

Mnozinu v8ech prvku patticich do mnoziny A a soucasné nepatiicich do mnozi-
ny B nazyvame rozdilem mnoziny A a mnoziny B nebo také dopliikem mnoziny
B do mnoziny A a oznacujeme ji A — B.

Mnozinu tvofenou vSemi usporddanymi dvojicemi (a,b) takovymi, ze a € A |
b € B nazyvame kartézskym soucinem mnozin A , B a oznacujeme ji A x B. Slova
uspofddand dvojice (a,b) znamenaji, ze ve dvojici zdlezi na potadi, t.j. dvojice
(a,b), (b,a) jsou ruzné.

Realné mnoziny, supremum a infimum. Mnoziny, jejimiz prvky jsou pouze
realnd ¢isla, nazyvame redlnymi mnozinami. Tyto mnoziny mohou mit ruzné struk-
tury. Pro nas zvlasté dulezitymi jsou otevrené, uzaviené a polouzaviené intervaly.

O redlné mnoziné M fekneme, zZe je shora ohranicend, jestlize existuje realné ¢islo
h takové, ze pro kazdé ¢islo x € M plati < h. Cislo h se pak nazyva horni zdvora
mnoziny M. Nejmensi horni zavora se nazyva supremum mnoziny M a oznacuje se
sup M. Jestlize sup M € M, potom toto supremum nazyvame mazrimem mnoziny
M a oznacujeme max M.

Analogicky definujeme ohranicenost realné mnoziny zdola, dolni zdvoru a nejvétsi
dolni zavoru, kterd se nazyva infimum mnoziny M a oznacuje se inf M. Jestlize
navic inf M € M, potom je infimum nejmensim ¢islem v mnoziné M a oznacuje
se min M (¢ti minimum mnoziny M).

Piiklad:Pro M = (0,1) plati supM = 1 ,maxM neexistuje, inf M =
min M = 0.

2. MATEMATICKA LOGIKA.

Vyrok a vyrokova funkce. Vijrokem rozumime gramaticky spravné vytvorenou
vétu o které lze rozhodnout, zda je pravdiva nebo nepravdiva. Vyrokovou funkci pak
rozumime vétu, kterd sice neni vyrokem, obsahuje vSak symbol x pripoustéjici do-
sazeni konkretni hodnoty a kterd po dosazeni se stane vyrokem. Tak naptiklad
véta: " Cislo z je sudé” je vyrokovou funkei. Dosadime-li za symbol x &slo 5 do-
staneme nepravdivy vyrok ”¢islo 5 je sudé”. Vyrokové funkce budeme oznacovat
p(x),q(x),... zatimco vyroky pouhymi pismeny p,q,. ...

V matematice se casto misto véty “vyrok p je pravdivy” tikd “vyrok p ma logickou
hodnotu true (pravda)” anebo kratce "plati p”. Misto véty “vgrok p je nepravdivy”

se ¢asto Tika "vyrok p md logickou hodnotu false (nepravda)” anebo kratce “neplati

p”.
Nase definice vyroku piipousti pouze dvé logické hodnoty. Rikdme proto, ze
pracujeme ve dvojhodnotové logice.



Negace vyroku a logické kvantifikatory. Negaci vyroku p rozumime vy-
rok ¢, ktery ma tuto vlastnost: kdyz je vyrok p pravdivy, je vyrok g nepravdivy a
naopak, kdyz vyrok p je nepravdivy, je vyrok q pravdivy. Negaci g vyroku p ¢asto
ozna¢ujeme —p anebo P (¢ti non p).

Necht A je néjakd mnozina a necht p(x) je néjakd vyrokova funkce. Vyrok

Pro kazdy prvek x € A je pravdivy virok p(z)
se v matematice casto zapisuje takto

p(z) V z€A nebo V zeA:p(z)

a Cte se: p(x) plati pro kazdé = z mnoziny A.
Je zfejmé, Ze opacnym vyrokem k tomuto vyroku je vyrok
V mnoziné A existuje (aspon jeden) prvek a takovy, Ze vyrok p(a) je nepravdivy.
Tento vyrok se v matematice ¢asto zapisuje takto:
3 aeA: pla)
a ¢te se: v mnoziné A existuje prvek a takovy, ze neplati p(a). Z uvedeného piikladu
je vyznam symbolu V, 3 ziejmy. Rika se jim logické kvantifikdatory.

Disjunkce a konjunkce vyroki. V matematice se ¢asto ze dvou vyroku vy-
tvarii jeden slozeny vyrok. Slouzi k tomu ruzna spojeni nebo spojky.

Jestlize jsou dény dva vyroky p,q, potom novy (slozeny) vyrok tvaru ”p nebo
q” nazyvame disjunkci vyroku p, ¢ a oznacujeme jej p V q (¢ti p or q). Disjunkce
ma nasledujici vlastnost: je pravdiva, kdy alespon jeden z vyroku p, q je pravdivy
a nepravdiva v piipadé, kdy oba vyroky p, ¢ jsou nepravdivé. Spojka "nebo (or)”
neni tedy v logice vylucovaci, neznamend “bud - anebo”.

Jestlize jsou dany dva vyroky p,q, potom novy (slozeny) vyrok tvaru ”"p a q”
nazyvame konjunkci vyroku p, g a oznacujeme jej p A g (Cti p et ¢). Konjunkce ma
nasledujici vlastnost: je pravdiva pouze v ptipadé, kdy oba vyroky p, q jsou pravdivé
a nepravdiva ve vSech ostatnich pripadech.

Implikace a ekvivalence vyroku. Jestlize jsou dany dva vyroky p, q, potom
novy (slozeny) vyrok tvaru “jestlize plati p, potom plati q¢” nazyvame implikact
vyroku p, ¢ a oznacujeme p = ¢ (Cti p implikuje ¢). Implikace mé nésledujici vlast-
nost: je nepravdiva pouze v piipadé, kdy vyrok p je pravdivy a soucasné vyrok ¢ je
nepravdivy.
vislosti s ni je pouzivana specidlni terminologie. Misto vyroku

Jestlize plati p, potom plati q
se pouziva nékterd z nasledujicich konstrukei:

Necht plati p. Potom plati q,

Z p plyne q.

p je postacugici podminkou pro q.

q je nutnou podminkou pro p.

q plati tehdy, kdyz plati p.

p plati jen tehdy, kdyz plati q.
Podotknéme také, ze misto vyroku “jestlize x € M, potom plati p(x)” se pouziva
vyrok “pro kazdé x € M plati p(x)”.



V matematice se casto setkdvame s vyroky, kdy kromé implikace p = ¢ je prav-
diva i implikace opacna, tj. s vyroky tvaru

(p=q) N (g=p)
Tento slozeny vyrok kratce zapisujeme
p < q nebo také p = q
(Cti p je ekvivalentni s ¢) a vyroky p, ¢ nazyvame ekvivalentni.

Shodné se specialni matematickou terminologii, 1ze ekvivalenci tedy formulovat
nasledovné

p je nutnou a postacujici podminkou pro q,
nebo také
p plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati q,

pricemz v obou formulacich 1ze mezi sebou vyménit pismena p a q.

Teorémy a jejich dikazy. Pravdivé vyroky matematického charakteru nazy-
vame matematickymi vétami anebo teorémy.Vétsina teorému ma tvar implikace
p=q.

Platnost (pravdivost) kazdého teorému je tieba vzdy dokdzat. Vyjimku tvoii
tak zvané axiomy (postuldty), coz jsou vyroky, které v dané teorii pfijmeme (bez
dikazu) predem (a-priory) za pravdivé.

Dukazy vét vétsinou délime na primé a neprimé. Podstatou obou typu dikazu
je opét implikace.

Necht je dan néjaky vyrok v jehoz platnost mame dokézat.

Podstata prfimého dukazu spociva v nasledujicim postupu: Hleda se pravdivy
vyrok p (jehoz platnost byla jiz diive ovérena, muze to byt napf. axiom) takovy,
aby platila implikace p = v. Platnost vyroku v je tim dokdzdna, nebot v pravdivé
implikaci z pravdivého vyroku muze plynout pouze pravdivy vyrok.

Podstata neprimého dikazu spociva v nasledujicim postupu: Hleda se nepravdivy
vyrok n (jehoz neplatnost byla jiz difve ovérena) takovy, aby platila implikace
¥ = n. Platnost vyroku v je tim dokdzdna, nebot v pravdivé implikaci nemiize
z pravdivého vyroku plynout nepravdivy vyrok. To vSak znamend, ze vyrok v je
nepravdivy a tedy vyrok v je pravdivy (pokud ovSem pracujeme ve dvojhodnotové
logice).

V piipadé nepiimého dikazu musime mimo jiné dokizat platnost implikace
v = n, tj. dokdzat: 7jestliZe plati v, potom plati n”. Abychom dokazali platnost
vyroku v predpoklddame tedy jeho neplatnost. V tom je ovSem rozpor. Nepiimy
diukaz se proto casto nazyva dukaz sporem.

Na zévér podotknéme,ze zapisem = € A; w(x) rozumime v matematice mnozinu
vSech prvkia z z mnoziny A takovych, ze pro né plati vyrok w(z).

3. REALNA A KOMPLEXNI CISLA.

Cela tato kapitola je vénovana opakovani latky ze stfedoskolské matematiky.

Realna cisla. Realna ¢isla délime na raciondlni a iracionalni.
Raciondlni jsou ta ¢isla, kterd se daji vyjadrit ve tvaru zlomku p/q, kde p je
¢islo celé a q je c¢islo prirozené. Prirozena cisla jsou: 1, 2, 3, 4, ..., celd ¢isla jsou:



0, 1, -1, 2, -2, ... . Mnozinu vSech pfirozenych ¢isel budeme oznacovat pismenem
N, mnozinu vsech celych ¢isel pismenem Z a mnozinu vSech raciondlnich cisel
pismenem W. Kazdé prirozené ¢islo je celym ¢islem a kazdé celé ¢islo je raciondlnim
¢islem.

S racionalnimi ¢isly v matematice nevystacime. VSechna realnd cisla, ktera nejsou
raciondlni, nazyviame iraciondlnfmi ¢isly. Tak napi. II , /2 atd. Piesnou definici
iraciondlnich ¢isel zde nepodavame. Pfipomenme poze, ze kazdé iracionalni ¢islo 1ze
vyjadrit ve tvaru nekonecného neperiodického desetinného ¢isla a kazdé raciondlni
¢islo lze vyjadrit ve tvaru nekonec¢ného periodického desetinného cisla.

Ze stiedni skoly je také dobfe zndm pojem ciselnd osa. Na piimce je zvolen bod,
ktery je oznacen &islem 0 (tak zvany pocateéni bod), vpravo od néj se zobrazuji
¢isla vétsi nez nula, vlevo ¢isla mensi nez nula a to podle velikosti (mensi ¢islo lezi
vzdy nalevo od vétsiho).

Operace s realnymi ¢isly. S redlnymi ¢isly a,b mohou byt provedeny ctyti
zakladni aritmetické operace: se¢itani a + b, odecitani a — b, nasobeni a - b,
déleni a : b s vyjimkou déleni, kdy b = 0. Vysledkem kazdé z téchto operaci je
opét realné cislo.

Operator nasobeni - se ¢asto vynechava, misto a-b se tedy pise ab. Misto (—1)-b =

—b se Casto pise —b. Misto operatoru / se ¢asto pouziva zlomkova ¢dra nebo : , tedy
1

l/a=—-=1:a.

Reélcrllé ¢isla lze usporadat podle velikosti, tj. kazda dvé ¢isla a, b 1ze spojit jednim
ze ti{ symbolu: < (mensi), = (rovnd se), > (vétsi). Toto usporadani ma nasledujici
vlastnosti (a, b, ¢, d znag¢i libovolné redlna cisla):

1. Pro kaZda dvé redlnd cisla a,b nastane pravé jedna z mozZnosti a < b, a =
b, a>b

2. (a < b)AN(b<c)= a < c (tranzitivni zdkon). Zde podotknéme, Ze zdpis
(a <b) AN (b<c) se casto zkracuge takto: a < b < c.

3. (a<b)AN(c<d)=a+c<b+d, kde zdpis ¢ < d je zkrdaceny zdpis vyroku
(c<d)V (c=d).

4. (@ <b)A(ec>0)=ac<bc

5. (a<b)A(c<0)=ac> bec.

6. Z poslednich dvou vlastnosti plyne duleZita vlastnost: a-b > 0 < ((a > 0)A(b >
0)) V((a<0)A(b<0)).

1
70<a<b=0< - < —
b a

1 1
8. a<b<0=-<—-<0.
b a

Pripomenme, ze s¢itani, odecitani, nasobeni a déleni zlomku provadime podle
téchto pravidel (a, b, ¢, d jsou libovolnd realna ¢isla):

Zg E_ad+cb

b d  bd
Qg_f_ad—cb

b d  bd

g 0 ¢ ac

b d bd

g 0 _a e _a d_ad
“c¢/d b d b c b



7 téchto pravidel plynou ihned nésledujici vzorce, které se casto pouzivaji, a to
oboustranné:
a ac - PR
5= b’ kde c je libovolné redlné ¢islo (#0)
c
a ¢ atc
b

5T
Absolutni hodnota a okoli redlného ¢isla. Absolutni hodnotou | a | ¢isla a
rozumime vzdalenost bodu reprezentujiciho ¢islo a na ¢iselné ose od pocatku. Plati
tedy

la { a proa >0,
a |=
—a proa<20

Pro absolutni hodnoty plati pravidla (a, b jsou libovolnd realna ¢isla):
la|>0pro a#0, |0]=0,
o= Va?,

la+b|<|a|+]|b]| tzv. (trojuhelnikovd nerovnost),
lal—1bll<la+b],

|a'b||=|(|l|'|b|;

a a

—| =+ b# 0.

2 0 pro b #

Necht a je libovolné redlné ¢islo a € je libovolné kladné redlné ¢islo. Potom zrejmé
plati

(a—ea+e)={reR;|z—al<e}.
Tento otevieny interval nazyvame € - okolim ¢isla (bodu) a nebo také okolim cisla
a o poloméru e.

Mocniny a odmocniny z realnych éisel. Pro pfirozené ¢islon = 1,2,3,...
a pro libovolné redlné c¢islo a definujeme

a" = a.aea. ... Q
n krat
Pro cela ¢isla m = —1,—2; —3, ... a pro libovolné realné ¢islo 8 # 0 definujeme
Daéle definujeme
=1 pro B#0

Vime, ze pro libovolné realné ¢islo v > 0 a pro libovolné prirozené ¢islo n existuje
pravé jedno kladné realné ¢islo z takové, ze z" = . Toto ¢ilo x se nazyva n- td
odmocnina z ¢isla x a oznacuje se {/7. Misto &7 se casto piSe pouze /7. Déle
definujeme /0 = 0. Pro zdporna redlnd ¢isla § definujeme n- té odmocniny pouze
pro lichd pfirozend ¢isla n a to vztahem /6 = —/—4. Tak napi. V/—8 =2, /=8

neexistuje



Necht v je libovolné kladné redlné &fslo a » = p/q je libovolné raciondlni éislo.
Potom definujeme 4" = ¢/~P. Pro pfirozené ¢islo n tedy plati v'/™ = /-

Necht koneéné v je libovolné kladné redlné éislo a s je libovolné iracionalni éislo.
Potom mocninu «* definujeme dosti komplikovanym zpusobem (viz literatura).

Pro mocniny plati nésledujici pravidla (u, v jsou libovolna kladné redlnd ¢isla,
a, b jsou libovolna redln4 ¢isla):

u® v = (u-v)?, u® v = (u/v)?,

u® - ub — ua—|—b’ ua/ub — ua—b, u=e = 1/ua,
(ua)b — ua-b,

u® > 0, ud =1,

(u<v)A(a>0)=u <0v?
(u<v)A(a<0)=u>0v"
(u>1)A(a<b)=u® <ub,
(u < 1) A (a<b)=u®>ul.

Komplexni ¢isla. Komplexni ¢isla jsou ¢isla tvaru a + bi, kde a, b jsou realna
¢isla a i je tak zvand imagindrni jednotka pro kterou plati i2 = i.i = —1. Cislo a
se nazyva redlnd ¢édst komplexniho ¢isla z = a + bi a oznacuje se Re z, ¢islo b se
nazyva imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla z a oznacuje se Im z. Komplexni ¢islo z
se nazyva ryze imagindrni je-li Re z =0 a Im z # 0.

Operace s komplexnimi ¢isly. Rovnost dvou komplexnich ¢isel
z1 = a1+ b1t, 29 = as + boi je definovana takto:

21 = 29 & (a1 = ag) A (b1 = bg)

Soucet a soucin dvou komplexnich ¢isel 21, 29 je definovan takto:

21+ 22 = (CLl + ag) + (bl + bg)’L

21 - 23 = (a1ag — bib2) + (a1bs + agby)i

Pro sc¢itani a nésobeni komplexnich ¢isel plati tatédz pravidla jako pro realna
¢isla.

Necht z = a + bi # 0 + 0i je libovolné komplexni &fslo. Potom komplexni éfslo y
takové, 7e z -y = 1 oznacujeme 1/2z nebo také z~!. Snadno se piesvédéime, ze plati

a b .
— i
a2 +b%2 a4+ b2

1/z=

Misto operatoru / se ¢asto, stejné jako u realnych ¢isel, pouziva zlomkova ¢ara nebo
dvojtecka, tedy 1/z = — = 1: z. Déleni dvou komplexnich ¢isel z1, zo v piipadé, ze
z

25 # 0 pak definujeme vztahem

21/20 =21 120 = — =21+ —
<2 <2
Komplexni ¢isla nelze uspotradat tak, aby platila pravidla platna pro realna ¢isla.
Necht z = a + bi je libovolné komplexni é&islo. Potom &fslo a — bi se nazyva
komplexné sdruZené c¢islo k ¢islu z a oznacuje se Z. Snadno lze dokazat, ze pro
komplexné sdruzend cisla plati pravidla
ntz=7+72



2129 =21 22
21/22 :Z/Z_z pro zg # 0

(Z) =2

z =Z < z je redlné cislo

Binomicka véta. Ze sttedni skoly pfipomenme, ze
a) kazda usporadand n tice utvorend z danych n ruznych prvku se nazyva per-
mutace téchto prvku. Snadno se ukaze, ze pocet vSech ruznych permutaci je

1.23.....(n—1).n=mn!

Necht (p1,p2, - - . pn) je néjakd permutace &isel 1,2, . . ., n. Rikdme, ze &isla p;, p;, kde
1 < j, tvoii v této permutaci inverzi, je-li p; > p;. Ma-li permutace p1,pa,...,pn
lichy pocet inverzi, potom o ni fikdme, zZe je lichd, v opacném piipadé o ni fikame,
ze je sudd.

b) Kombinacemi k-té tiidy z n ruznych prvku nazyvame skupiny po k prvcich
z danych n prvka bez zietele k usporadani ve skupiné. Snadno se ukaze, ze pocet
téchto kombinaci je

(n) nn—1)(n—2)...(n—k+1) n!

k)~ 123,k T kln—k)!

Pro k = 0 se definuje

Daéle pripomenme binomickou vétu:

Necht n je prirozené ¢islo a necht a,b jsou redlnd, eventudiné komplexni c¢isla.
Potom plati Newtoniv vzorec

" /n
(a+b)" = Z (T)a”_rbr
Specialné
(a+b)? = a®+ 2ab+ b?, (a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b*
Dale pripomenime, ze plati
a” —b" = (a—b)(a" ' +a" b+ a3 - ")
Specialné

a>—b*=(a—b)(a+b), a—b=(a—0b)(a®+ab+b*)



Dilezita nerovnost. Snadno se dokaze, ze pro nezapornd realna ¢isla aq, as, . . ., a,
plati

a1+ as + -+ ay \/a%#—ag—l—---—l—a%

Yajas ... a, < <

n n

Cislo vlevo se nazyvéa geometricky stred (primeér), ¢islo uprostied aritmeticky stred
(primeér) a ¢islo vpravo kvadraticky stred (prumeér) ¢isel ay,as, ..., ay.

Reseni kvadratickych rovnic a nerovnosti v redlném oboru. Resit kvad-
ratickou rovnici nebo nerovnost v realném oboru znamena nalézt vSechna realna
¢isla x takova, aby platilo

224+ pr+q=0 v piipadé rovnice,

224+ pr+q>0 nebo 24 pr+q<0 v pifpadé nerovnic,

P, q jsou zadana realna cisla.

Rovnici je uvedena v tak zvaném normovaném tvaru, tj. koeficient u 22 je roven 1.
Obecnou rovnici az? 4 bx 4 ¢ = 0, stejné jako i nerovnici, 1ze snadno na normovany
tvar prevést.

Kvadratickou rovnici, stejné jako nerovnici, fesime nasledujicim zpusobem: oznac-
me d = p? — 4q. Trojéclen pievedeme na tvar

2 2
2 - 2>2 B ( B) _d
7+ pr +¢q (m+2 4—|—q x+2 1
Rozlisujeme nyni dva ptipady:
a) d > 0. V tomto pripadé dostavame

22+ prtq= <x+g>2—g = <w+§—g> <w+g+g> = (r—x1)(r —2x2),

kde 1 = %ﬁ, Ty = —L ;‘/E a 1, T jsou feSenimi rovnice. ReSeni nerovnic pak
snadno dostavame z ivahy o znaménku soucinu dvou ¢initelu.

b) d < 0. V tomto piipadé dostavame

22+ pr+q= (:U—F]—?)Q

d
2 ——=>0 proV z€R

4
Odtud plyne, ze rovnice nema zadna realna fesSeni, stejné jako nerovnice
2% + px + ¢ < 0, zatimco fesenfm nerovnice x2 + px + g > 0 je kazdé redlné &islo .

B. UVOD DO ELEMENTARNI ALGEBRY.
4. MATICE A ALGEBRAICKE VEKTORY.

Algebraické vektory. Necht n je néjaké prirozené é&islo. Algebraickym redingm
vektorem a dimense n rozumime uspofadanou n—tici redlnych ¢isel (a1, az, as, . . ., ay].
Cislo a;,i=1,2,3,...,n se nazyva i-td slozka vektoru a. O dvou vektorech a,b Fi-
kame, ze se rovnaji, a piSeme a = b, pravé tehdy, kdyz jsou stejné dimense a kdyz
jejich odpovidajici si slozky a;, b; jsou sobé rovny, tj. a; = b; V 1. Souctem a



+ b dvou algebraickych vektoru stejné dimense n o slozkach a;, b; nazyvame vek-
tor ¢ o slozkach ¢; takovych, ze ¢; = a; +b; V 1. Soucinem aa redlného c¢isla a
s algebraickym vektorem a dimense n o slozkich a; nazyvame vektor d o slozkach
d; takovych, ze d; = aa;, @ = 1,2,...,n. Mnozinu vsech algebraickych redlnych
vektoru (tj. mnozinu vsech usporddanych n-tic redlnych ¢isel v niz je definovano
vySe uvedené sc¢itani a nasobeni ¢islem) nazyvame n-rozmérngm vektorovym pro-
storem V,, nad oborem redlnych ¢isel. Vektor, jehoz vSechny slozky jsou rovny nule,
nazyvame nulovym vektorem a oznacujeme o.

Zcela analogicky definujeme algebraicky komplexni vektor dimense n (je to uspo-
fadand n—tice komplexnich ¢isel) a n-rozmérny vektorovy prostor V,, nad oborem
komplexnich cisel.

Misto (-1)a se piSe -a; tedy slozky vektoru -a jsou slozkami vektoru a s opacnymi
znaménky.

Vsechny pojmy a véty vyslovené v této kapitole plati pro algebraické komplexni
vektory i pro algebraické redlné vektory. Budeme v nich proto kratce pouzivat pouze
termin algebraicky vektor. Velmi ¢asto budeme vynechavat i privlastek algebraicky.

Skalarni soucin dvou algebraickych vektort. Skaldrnim souc¢inem a-b dvou
vektoru stejné dimense n o slozkich a;, b;,7 = 1,2, ..., n nazyvame ¢&islo definované
vztahem

ab = a1by + azbs + azbs +--- +a,by,

Tak napi. pro a=[3,5,2], b=[6,4,-2] je a- b=34. Linedrni zavislost vektori.
Rikéme, ze vektor a € V), je linedrni kombinaci vektoru ay, as, . .., a; z V,,, existuji-
li takova ¢isla aq, g, ..., af (komplexni v piipadé, kdy prostor V,, je nad oborem
komplexnich ¢isel, redlnd v pripadé, kdy prostor V,, je nad oborem reédlnych cisel),
ze plati

a:a1a1+a2a2+'--+akak
Tak napf. vektor ¢=[20,6,28] je linedrni kombinaci vektoru a=[4,6,5] a b=[2,-1,3],
nebot c=2a+6b.

O vektorech aj,as,...,a; z V, tikame,ze jsou linedrné zdvislé, jestlize aspon
jeden z nich je linedrni kombinaci ostatnich. Tak napi. vektory a, b,c y piedcha-
zejictho ptikladu jsou linearné zavislé.

Nejsou-li vektory aj,as,...,ar z V, linedrné zavislé, potom tikdme, Ze jsou li-
nedrné nezdvislé. Tak napt. vektory [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] jsou linedrné nezavislé
(proc?).

Ptimo z definice plyne, ze nulovy vektor je linedarni kombinaci jakychkoliv vektoru
a tedy, jestlize v néjaké skupiné vektoru se vyskytuje nulovy vektor, potom tato
skupina tvori linedrné zavislé vektory.

Plati véta

Vektory ay,as,...,a; 2V, jsou linearné zavislé tehdy a jen tehdy, kdyz existuji
¢isla By, Pa, ..., Bk takovd, Ze aspon jedno z nich je ruzné od nuly a plati fra; +
faaz + - -+ Brar = o.

Soufradnice vektoru. Libovolnou mnozinu {aj, as, ..., a,} tvofenou n linedrné
nezavislymi vektory z V,, nazyvame bdzi vektorového prostoru V,,. Tak napf. mnozina
vektoru {a,b,c}, kde a=[1,0,0], b=[0,1,0], ¢=[0,0,1] je bézi vektorového prostoru
Vs.
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Plati véta

Necht {ay,as,...,a,} je libovolnd bdze vektorového prostoru V,. Potom kaZdy
vektor a z prostoru V,, je linedrni kombinaci vektoru z této bdze, tj. existuji ¢isla
Qa1,Qa,. .., takovd, Ze a = aja; + azas + -+ - + aya,.

Cisla a1, g, . . ., o, uvedend v predchézejici vété se nazyvaji soufadnice vektoru
a vzhledem k bdzi {aj,aq,...,a,}.

Hodnost soustavy vektorti. Necht je ddna soustava {ai,as,...,a;} libovol-

nych vektoru z V,,. Jestlize v soustavé existuje h linedrné nezavislych vektort a ne
vice, potom ¢islo h nazyvame hodnost soustavy. Tak napf. hodnost soustavy {a,b,c
}, kde a=[1,0,0], b=[0,1,0], c=[0,0,1] je rovna 3, zatimco hodnost soustavy {d,e,f},
kde d= [1,0,0], e=[1,1,1], £=[0,1,1] je rovna 2 (nebot e=d+f a vektory d,f jsou
linedrné nezavislé).

Ziejmé plati:

Necht je ddna soustava k libovolngjch vektori z V,,. Potom pro jeji hodnost h plati
h < min(k,n)

Snadno se dokaze platnost nésledujici dulezité véty uzitecné k urceni hodnosti
dané soustavy vektoru

Hodnost libovolné soustavy {ay,aq,...,a,} vektoriu z V,, se nezménd

1. zaménime-li poradi vektoriu v soustavé,

2. vyménime-li v kaZdém vektoru soustavy mezi sebou i-tou a j-tou slozku,

3. vyndasobime-li jeden vektor soustavy cislem ruznym od nuly,

4. pricteme-li k jednomu vektoru soustavy linedrni kombinaci ostatnich vektori
soustavy,

5. vynechdame-li v soustavé vektor, ktery je linedrni kombinaci ostatnich vektori
soustavy (takovym je napt. nulovy vektor a vektor rovny jinému vektoru).

Matice. Mnozinu m-n ¢isel (redlnych nebo komplexnich) usporddanou do m—
radku a n—sloupci, tj. usporddanou do tvaru

ai a9 N aij Ce A1n
a1 ao9 N az; Ce aon,
(075} a;2 . A5 e in,

L Am1 Am2 ... Amj ... G(mnp |

nazyvame matici typu (m,n). Cisla a;; se nazyvajl prvky matice. Prvni index 14
oznacuje fadek, druhy index j sloupec ve kterém prvek lezi. Matice oznacujeme
velkymi tuénymi tiskacimi pismeny, nebo také symbolicky (a;;)" .

Jestlize vSechny prvky matice typu (m,n) jsou rovny nule, potom matici nazy-
vame nulovou matict typu (m,n) a oznacujeme O,.
O dvou maticich A = (a;;)" , B = (b;;)!" Fikédme, ze se sobé rovnaji, a piseme
A = B, jestlize jsou téhoz typu a odpovidajici si prvky jsou sobé rovny, t;j.

a;j =by; pro i=1,2,....m, j=1,2,...,n
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Souctem dvou matic A = (a;;)" , B = (b;;)" jednoho a téhoz typu (m,n)
rozumime matici C = (¢;5)!" typu (m,n) takovou, ze ¢;; = a;; + b;j. Oznacujeme ji
C = A + B. Soucet matic ruzného typu se nedefinuje.

Soucinem ¢isla o s matici A = (a;;)" typu (m,n) rozumime matici C = (¢;;)
typu (m,n) takovou, ze ¢;; = aa;j. Oznacujeme ji C = aA. Misto (—1)A casto
piseme —A. Misto A + (—1)B piSeme A — B a matici nazyvame rozdilem matic
A, B.

Pro s¢itani matic a pro nasobeni matice ¢islem plati

Jestlize matice jsou stejného typu, potom

I.A+B=B+A

2. (A+B)+C=A+(B+C)

3. A+0=A

4. K maticim A, B existuje pravé jedna matice X takovd, Ze A + X = B. Plati
X=B+(-1)A=B-A

5. 0(A+B)=aA+aB, (a+pB)A=acA+ (B

Gaussovskd matice. Necht je déna matice A = (a;;)., typu (m,n). Potom o
prvcich aq1, asz, ass, . .., agk, kde k = min(m, n), fikdme, ze tvoti hlavni diagondlu.
Jestlize m < n (matice A m4 nanejvys tolik fadkua kolik sloupct), vSechny prvky
na hlavni diagondle matice A jsou ruzné od nuly a vSechny jeji prvky pod hlavni
diagonalou jsou nulové, potom o matici A fikdme, Ze je gaussovskd. Tak napi. necht

B =

OO O
o otoy O
_ 00 O W
OO O
o ot oy O
= 0 O W
IS I SN

4
3
0
0

OO W
= O v

potom matice A je gaussovskd, zatimco matice B neni gaussovska.

Transponovand matice. Jestlize z matice A = (a;;)" typu (m,n) vytvorime
novou matici B = (b;;)"" typu (n,m) tak, ze za r-ty sloupec matice B dosadime
r-ty radek matice A, tj.

bij:aji pro t=1,2,...,n, j:1’2,.“,m’

potom tuto matici B nazveme matici transponovanou k matici A a oznacujeme ji

3 6 1 3 4 6
AT, Tak napf. matice |4 2 0| je transponovanou matic k matici [ 6 2 3
6 3 4 1 0 4

Kazdy algebraicky vektor x dimense n lze ziejmé povazovat za jednoirdadkovou
matici typu (1,n) nebo za jednosloupcovou matici typu (n,1). Neni-li vyslovné
uvedeno jinak, budeme symbolem x oznacovat vektor zapsany jako jednotadkova
matice. Vektor zapsany jako jednosloupcovad matice budeme oznacovat symbolem

xT.

Nasobeni matice matici. Tato operace se definuje pouze v pripadé, kdy matice
A mé tentyz pocet sloupcu jako matice B fadku. Soucinem AB matice A = (a;;)
typu (m,p) s matici B = (bij)g typu (p, n) nazyvame matici C = (c;5)" typu (m, n)
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takovou, ze rddky a sloupce matic povazujeme za vektory a prvek c;; je skalarnim
soucinem i-tého fadku matice A a j-tého sloupce matice B. Tak napt pro matice

3 4 2 1 -1 2
A=|-1 2 3 B=|2 1 -2
2 1 4 3 2 1
dostavame
17 5 0 8 4 7
AB=1|12 9 -3 BA=|1 8 -1
16 7 6 9 17 16

Pro nasobeni matic A, B, C plati pravidla

1. A(BC) = (AB)C

2. (A+B)C=AC+BC , C(A+B)=CA +CB

3. 0A=0, AO=0

4. (AB)T =BTAT

5. «(AB) = (cA)B = A(aB)
pokud ovsem jsou v téchto rovnostech definovdny soucty a souciny prislusnych matic
(tj. magi-li matice A, B, C predepsany typ).

Komutativni zdkon obecné neplati, nemusi tedy platit rovnost AB = BA. Vid2li
jsme to ve vysSe uvedeném prtikladu. V pripadé, ze rovnost AB = BA plati, potom
fikdme, ze matice A, B komutuji. Neni také obecné pravda, ze jestlize soucin dvou
matic je nulovy, potom alespon jedna z nich je nulova.

Necht je ddna libovolnd soustava m linedrnich rovnic o n neznamych:

a11x1+ 0J12£U2+ CL13.§E3+ oot A1y = bl
0J21£U1+ (l22£13'2+ CL23£E3+ oot aonly = b2
Am1T1+  Gm2To+ Ap3T3t+ ...+ AppTp = bm

Zavedeme-li oznaceni

aii a2 ais A1n X1 b1

azi az2 az3 a2n T x2 T bo
A= . ) X = ) b" = . )

am1 Am2 aAms3 ceo Amn T bm

potom soustavu lze ziejmé psat obzvlasté jednoduse a prehledné ve tvaru
AxT =pT
Podotknéme, ze v poslednim vzorci matice A se nazyva matice soustavy, vektor x

se nazyva vektor neznamych a vektor b wvektor pravych stran.

Ctvercové matice. Jestlize v matici A = (aij); typu (m,n) je m = n, potom
ji nazyvdme ctvercovou matici fédu n. Ctvercovou matici jejiz viechny prvky ne-
lezici na hlavni diagonale jsou nulové (tj. a;; = 0 pro ¢ # j) nazyvame diagondini
matici. Jestlize v diagondlni matici vSechny prvky na hlavni diagondle jsou rovny
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jedné, potom ji nazyvame jednotkovou matici radu n a znacujeme E,, kratce E.
V jednotkové matici tedy plati a;; =0 pro¢ # j, a;; =1 proi=j.

Jestlize ve ¢tvercové matici vSechny prvky pod hlavni diagondlou jsou rovny nule,
potom ji nazyvame horni trojuhelnikovou matici. V horni trojihelnikové matici tedy
plati a;; =0 pro j <i. Podobné definujeme dolni trojihelnikovou matict.

Jestlize ve ¢tvercové matici A = (a;;). pro vSechny jeji prvky plati a;; = aj;,
potom ji nazyvame symetrickou matici. Pro symetrickou matici A tedy plati AT =
A. Jestlize vsak plati AT = —A, potom A nazyvame antisymetrickou matici.

Necht A = (a;)) je Etvercovd matice fddu n. Potom soucet vSech jejich prvku
lezicich na hlavni diagondle, tj. ¢islo a1 + a2 + - - - + apn, nazyvame stopou matice.

Necht A je libovolnd matice typu (m,n) a necht E,,, E, jsou jednotkové matice
radu m a n. Potom ziejmé plati AE, = A |, E,A=A.

Necht A je libovolna étvercovd matice fadu n a ag,aq,...,ar, o # 0, jsou
libovolnd éfsla. Potom misto AA ¢asto piSeme A2, misto AAA piSeme A3 atd.
Vyraz p(A) = apA* + a1 AP + - + A% + a1 A + oE, pak nazyvame
polynomem k-tého stupné v matici A.

Inverzni matice. Necht A je étvercova matice fadu n. Jestlize existuje étvercova
matice B téhoz radu n takova, ze AB = E,,, kde E,, je jednotkovd matice fadu n,
potom tuto matici nazyvame inverzni matici k matici A a oznacujeme ji A""Y nebo

A~ (nékdy také %) Lze dokézat, 7e jestlize AB = E,,, potom i BA = E,,.

Ne ke kazdé matici A existuje inverzni matice, tj. ne kazda matice A je inverto-
vatelnd.

Pro invertovatelné matice plati

a) ke kazdé matici A existuje nanejvys jedna inverzni matice,

b) (AB)~! =B 1AL (tento vztah je podobnij jako pro transposici soucinu,).

Ortogonalni matice. O ¢tvercové matici A tadu n tikdme, ze je ortogondlni,
jestlize je invertovatelnd a plati A~! = AT
Ortogonalitu matice A snadno urc¢ime podle nésledujici véty:

Necht A = (aij)z je ortogondlni matice radu n. Potom skaldrni soucin jejiho
libovolného radku se sebou samym je roven jedné a s jakymkoliv jinym radkem
je roven nule. Obdobné tvrzeni plati o sloupcich ortogondlni matice A. Naopak,
jestlize pro prvky matice A = (aij)z plati vyse uvedené vztahy, potom matice A je
ortogondlny.

Hodnost matice. Hodnosti matice A typu (m,n) nazyvame hodnost soustavy
vektoru vytvorenych Fadky této matice. Oznacujeme ji h(A). Matice A ma tedy
hodnost h(A), jestlize v ni existuje h(A) linedrné nezavislych rddku a ne vice.

Plati véta:

Hodnost libovolné matice A typu (m,n) se nezménd

a) zaménime-li potadi Tadki v matici,

b) zameénime-li poradi sloupci v matict,

c¢) vyndsobime-li kterykoliv rddek nenulovym cislem,

d) pripoc¢teme-li k jednomu 7ddku matice linedrni kombinaci ostatnich rddki ma-
tice
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e) vynechame-li v matici 7ddek, ktery je linedrni kombinaci ostatnich radki (ta-
kovgm je naptiklad nulovy 7ddek a tddek rovny jinému tddku).

Dale se velmi snadno presvédcime, ze plati véta:

Hodnost kazdé gaussovské matice A typu (m,n), kde m < n, je rovna ¢islu m.

Obé predchézejici véty nam umozinuji snadno spocitat hodnost libovolné matice
A (a libovolné soustavy vektoru z prostoru V). Staci totiz upravit matici A na
gaussovsky tvar. Povolené upravy jsou vysSe uvedeny. Volime je zcela analogicky
jako v piipadé Gaussovy elimina¢ni metody pro soustavu rovnic.

Vlastni é&isla a vlastni vektory matice. Necht je ddna ¢tvercovd matice A
(obecné komplexni) n-tého tadu. Jestlize existuje komplexni ¢islo A a nenulovy
vektor x takovy, ze Ax? = Ax!, potom Fekneme, ze \ je vlastnim ¢éislem matice
A a x jejim vlastnim vektorem prislusnym tomuto vlastnimu c¢islu. Mnozinu vSech
vlastnich ¢isel matice A nazyvame jejim spektrem.

5. DETERMINANTY

Definice determinantu. Necht je ddna étvercovd matice A n - tého fadu, tj.

ai1 a12 e Qp
a1 a92 oo Qop
A =
Gn1 Gp2 ... dnp
Necht p1,pa, ..., pn je libovolnd permutace &isel 1,2, ..., (permutaci je n!). Utvoi-

me SOUCin aip, - G2p, - A3p, - * - Gnp, & Vynasobme jej ¢islem (-1) v piipadé, ze per-
mutace je licha. Jinak ponechejme sou¢in beze zmény. Provedeme-li to pro vSechny
permutace, dostneme n ! souc¢inii. Jejich soucet se pak nazyva determinant n - tého
rddu matice A a oznacuje se det A nebo také

ail a12 Ce A1n ail a2 e QA1n

a1 ao9 . a9on, a1 a9 . aAon,
nebo det

an1 An2 cee QApn an1 an2 ce. QApn

Plati tedy
det A — Z (_1>T(p17p27“'7pn)a/1p1a2p2 e a/npn’

P1:P25--+3sPn

kde soucet se bere ptes vSechny permutace py,pa,...,p, Cisel 1,2,... nar(py,...p,)je
pocet inverzi v dané permutaci (je-li permutace lichd, pak tento pocet je liché éislo
a plat{ (=1)7(P1P2,Pn) = _1jinak plat{ (—1)"(P1:P2:Pn) = 1),

Kiizové a Sarrusovo pravidlo. Odvodme vzorec pro vypocet determinanti
druhého fadu. Permutace ¢isel 1,2 jsou: 1,2 (sudd) a 2,1 (lichd). Vypocet tedy
probih& podle vzorce
ai; Q12

= ai11G22 — A12G21
as1 a22
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Vzorec se dobie pamatuje podle vyznaceni uvedeného v determinantu a nazyva-
ného kriZovym pravidlem. Plné ¢arce odpovida znaménko plus, prerusované carce
znaménko minus.

Odvodme vzorec pro vypocet determinantu t¥etiho fadu. Vsechny mozné permu-
tace ¢isel 1,2,3 jsou: 1,2,3(sudd), 1,3,2(lichd), 2,1,3(licha),2,3,1(sud4), 3,1,2(suda),
3,2,1(licha). Tedy

ailp ai2 aisz| ail1 a2
a21 Qa22 G23| G21 Q22
a3; a3z 0Aassz| azir as2

= 11022033 — A11023032 — 12021033 + Q12023031 + A13021A32 — G13G22031

= (11022033 + @12023031 + @13021032 — 413022031 — A110230A32 — 412021033

Vzorec se dobfe pamatuje podle vyznaceni uvedeného v determinantu a nazyva-
ného Sarrusovym pravidlem. Zde opét plnym carkdm odpovida znaménko plus a
prerusovanym carkdm znaménko minus.

Subdeterminant a algebraicky doplnék. Jestlize v matici A = (a;;)" ty-
pu (m,n) vynechdme r-ty fadek a s-ty sloupec, pak dostaneme novou matici typu
(m — 1,n — 1), kterou nazyvame submatici matice A prislusnou k r-tému ridku
a s-tému sloupci nebo kréatce, prislusnou k prvku a,s a oznacujeme ji A,s. Jestlize
matice A je ¢tvercova radu n, potom det A, nazyvame subdeterminantem determi-
nantu matice A prislusngm k proku a,,. Cislo (—1)"+*-det A, nazyvame algebraic-
kym doplikem prislusnym k prvku a,s a oznacujeme jej A,s. Tak napf. pro matici

3 6 5 3

2 -1 3 0 3 6 5

A = 9 1 0 —1 mame det A34 =12 -1 3 aA34 = <_1)3+4d€tA34 _
4 3 2 5 4 3 2

—detA34.

Cramerovo pravidlo a vypoé&et inverzni matice. Ctvercovou matici A jejiz
determinant je ruzny od nuly nazyvame reguldrni matici. Jestlize det A = 0, potom
o matici A tikame, ze je singuldrni.

Zavedeni pojmu determinant bylo v minulosti pfevdazné motivovano snahou od-
vodit vzorce pro feseni soustav n rovnic o n neznamych a pro vypocet inverznich
matic. Byla dokdzana pravidla:

et i 7/ . I 7/ T 7/ 4 . I
a)Jestlize je ddna soustava n rovnic o n nezndmijch Ax' = b” s requldrni matici
A, potom

det A, det Ao det A,
7 detA 7 P detA T det A
kde Ay, k=1,2, ... ,n, je matice vytvorend z matice A tim, Ze jeji k-ty sloupec je

nahrazen sloupcem b’. Vzorec se nazijvd Cramerovo pravidlo.
B3) Inverzni matici A=! = (a;-"j)z k matici A = (a;;)., pokud matice A je regu-
larnt, lze spocitat podle vzorci




Obé tato pravidla maji znacny teoreticky vyznam. Pro praktické pouziti se vSak
vubec nehodi.

Zakladni vlastnosti determinanta.Jsou uvedeny v nasledujici véte

Necht A = (aij)" je étvercovd matice n-tého 7ddu. Potom plati

a) Jestlize B je matice, kterd vznikne z matice A tim, Ze v ni vymeénime mezi
sebou dva radky, eventudlné dva sloupce, potom plati det B = — det A..

b) Jestlize C je matice, kterd vznikne z matice A tim, Ze v ni vyndsobime néktery
radek, eventudlné nektery sloupec, cislem X\, potom plati det C = Adet A.

c) Jestlize matice A md dva stejné radky, eventudlné dva stejné sloupce, potom
jeji determinant je roven nule.

d) Jestlize matice A obsahuje nulovy tddek, eventudlné nulovy sloupec, potom
jeji determinant je roven nule.

Rozvoj determinantu podle radku a podle sloupce. Plati véta

Necht A = (a;;), je étvercovd matice n-tého 7ddu a necht r je libovolné cislo
z mnoziny {1,2,3,...,n}. Potom plati vztahy

det A = a1 A1 + aroAra + -+ -+ ArpdArn,
det A = CL1M1»,~ + CLQrAQr + -+ arn-Anm

kde A;j je algebraicky doplnék prislusny k proku a;; v determinantu matice A.

Vztahy se nazyvaji rozvoj determinantu podle r-tého ridku a rozvoj determinantu
podle r-tého sloupce.

Vime, ze A;; = (—1)"7 det A;;. Ve vztazich se proto znaménka subdeterminantt
det A;; stridaji.

Dalsi vlastnosti detertminanti jsou uvedeny v nasledujici vété

a) Pro libovolné ¢islo r € {1,2,...,n} plati

a1 a2 ... Q-1 G +biy Q41 ... GQlp

a1 Q2 ... Q2,—1 G2r +bar aA2,y0 ... a2n

anl  An2 e Qpr—1 Anr + bnr An r41 ce Qnn
al a2 Ce a1y Ce A1n ai a9 N blr AT
a1 a9 Ce a9y Ce aAon, a1 ao9 N b27« ... Qop

+
Anl QAp2 -+ Qpr ... Gpn Anl Qn2 ... bpr ... apn
v . . . n ’ - - ’ . s s
b) Jestlize matice B vznikne z matice A = (ay;), tim, Ze néektery jeji rdadek

vynasobime cislem w a pripocteme k jinému radku, potom det B = det A. Totéz
plati o sloupcich.

¢) Determinant horni, eventudlné dolni trojihelnikové matice je roven soucinu
proku lezicich na jeji hlavni diagondle.

d) Determinant jednotkové matice je roven jedné.
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Vlastnosti determinanti uvedené v predchjazejicich odstavcich a Gaussova eli-
minacni metoda ndm davaji navod, jak pocitat determinanty.

Nutna podminka invertovatelnosti matic. Pro determinanty plati véta
Necht A, B jsou ¢tvercové matice n-tého vddu. Potom plat{

a) det AT =det A
b) det(AB) = det A det B

Jestlize A je ¢tvercova matice n-tého fadu a jestlize k ni existuje inverzni matice
A" (tj. matice A je invertovatelnd), potom, jak vime, AA"" = E,. Odtud a ze
skutec¢nosti, ze determinant jenotkové matice je roven jedné, ihned plyne det A -

: : 1
det A" =1, tj. det A # 0 a soucasné det A"V = Tt A Dostéavame tak vétu
e

Nutnou podminkou invertovatelnosti ctvercové matice A je jeji requldrnost.

Dale uvidime, ze reguldrnost matice A je i postacujici podminkou jeji invertova-
telnosti.

6. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC.

Matice a rozsifena matice soustavy. Soustavu m linearnich rovnic o n ne-
znamych
1121 + @12L2 + -+ ATy = bl
2121 + G222 + -+ + A2pTy = bg

Am1T1 + Am2ZT2 + -+ + GmnTn = bm

lze psat ve tvaru

AxT =pT |
kde jsme zavedli oznaceni
ailr  ai12 A1n T by
A— az1 Cl.22 a2, ’ T — T2 ’ b7 — b‘2
OGm1 GGm2 ... GOGmn Tn bm

Matici A nazyvame matici soustavy, vektor x wvektorem nezndmgych a vektor b
vektorem praviych stran.
Pridame-li k matici A vektor pravych stran, dostaneme matici

ai1 a12 . A1n bl

T a1 a92 . aon, bg
Ab" = . . . . I

Am1 Gm2 -+ Qmn | bm

kterou nazyvame rozsirenou matici soustavy.

Resitelnost soustavy. Frobeniova véta. Plati tzv. Frobeniova véta:
1. Soustava Ax™ =bT md Fesent tehdy a jen tehdy, kdyi h(A) = h(A|bT), 1.,
kdyz hodnosti matice soustavy a rozsitené matice soustavy se sobé rovnaji.
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2. Jestlize h(A) = h(A|bT) = k, potom v p¥ipadé k < n md soustava nekoneéné
mnoho TeSent, kterd mohou byt zapsdna pomoci n — k parametri a v pripadé k =n
md soustava prdavé jedno Tesent.

V piipadé, kdy m = n (tj. pocet rovnic je roven po¢tu neznamych), fikdme, ze
soustava je c¢tvercovd. V tomto pripadé mohou ziejmé nastat dvé moznosti:
h(A)=n a h(A) <n.V prvnim piipadé je automaticky splnén vztah h(A) =
h(A|bT) a shodné s Frobeniovou vétou m4 tato soustava pravé jedno feseni. V tomto
piipadeé je det A # 0, tj. matice A je regularni. Ve druhém piipadé je det A = 0, tj.
matice A je singuldrni a shodné s Frobeniovou vétou soustava budto nemé zadné
feSeni nebo m4a nekone¢né mnoho feseni.

Homogenni soustavy. Jestlize vektor b pravych stran v soustavé je nulovy, tj.
soustava mé tvar Ax’ = o, potom o nf Fkdme, ze je homogenni. V tomto pripadé
je automaticky splnéna podminka h(A) = h(A|bT) = k a soustava m4, shodné
s Frobeniovou vétou, budto jedno feseni (v pifpadé k = n) anebo nekoneéné mnoho
feseni (v piipadé k < m). V prvnim piipadé je to pochopitelné pouze nulové reseni.
Ve druhém ptipadé pak ma kromé nulového i nenulové feseni. Lze ukazat, ze mezi
vSemi TfeSenimi homogenni soustavy existuje n — k linedrné nezavislych reseni a ne
vice.

Reseni soustav. Cramerovo pravidlo pro feseni soustav n rovnic o n nezné-
mych pomoci determinanti se uziva jen zcela vyjimecné. Vétsinou se pouziva znama
Gaussova eliminacni metoda. Tato metoda spoc¢iva v tom, ze postupnymi tiprava-
mi dosdhneme toho, aby nezndmé x; zustala v 1. rovnici a byla vyeliminovana ze
2. az m. rovnice, neznama o zustala ve 2. rovnici (eventudlné i v prvni) a byla
vyeliminovana ze 3. az m. rovnice, nezndma zs zustala ve 3. rovnici (eventualné
i v prvni a ve druhé) a byla vyeliminovdna ze 4. az m. rovnice atd. Dostaneme
tak z puvodni soustavy rovnic soustavu ve tvaru (nazveme ji soustavou v Gaussové
tvaru), kdy je jiz snadno fesitelnd od zadu (tzv zpétny chod). Zminéné postupné
upravy nemohou byt libovolné. Musi mit pochopitelné tu vlastnost, ze soustava po
uprave je ekvivalentni se soustavou ptred upravou, tj., ze kazdé feseni soustavy pred
Upravou je feSenim soustavy po upravé a naopak. Takovymi povolenymi upravami
ziejmé jsou:

G1) zameéna pofadi rovnic v soustave,

G2) zameéna poradi ¢lenu s nezndmymi v rovnicich,

G3) vyndasobeni kterékoliv rovnice libovolnym nenulovym éislem,

G4) pripocteni ke kterékoliv rovnici libovolné nésobky jinych rovnic,

Gb) vynechani rovnice, ktera je souc¢tem libovolnych nésobku jinych rovnic (od-
tud plyne, ze 1ze vynechat rovnici tvaru 0.x1 4+0.22+- - -4+0.2,, = 0, fikdme ji nulova
rovnice, a také ze vSech stejnych rovnic ponechat jen jednu).

Uvedené tpravy nazyvame Gaussovymi elementdrnimi upravams soustavy rovnic.

Proti metodé pouzivani determinanti mé& Gaussova elimina¢ni metoda jesté i
dalsi velkou vyhodu, pocet rovnic nemusi byt shodny s po¢tem neznamych.

”, ~ . ’, . , > 2’ . , o . ; n
Vypocet inverzni matice. Vime, Ze nalézt inverzni matici A"’ = (afj)n ke
~ 7 o . n 7 ~ 7 v e . o . ;
¢tvercové matici A = (a;;),, n-tého fadu. znamend fesit maticovou rovnici AA*™Y =
E, , kde E,, je jednotkova mativce n-tého fadu. To ovSem znamend Tesit n soustav

AST:Iz’ , r=12,....,n ,

T
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kde v prvni soustavée je vektorem nezndmych prvni sloupec inverzni matice a vekto-
rem pravych stran prvni sloupec jednotkové matice, ve druhé soustavé je vektorem
neznamych druhy sloupec inverzni matice a vektorem pravych stran druhy sloupec
jednotkové matice atd. Reeni provadime Gaussovou eliminaéni metodou. Vyuzije-
me pritom skutecnost, ze vSechny soustavy maji tutéz matici soustavy A, méni se
pouze jejich vektory pravych stran.

Charakteristicka rovnice matice. Vime, ze vlastni ¢isla ¢tvercové matice A n-
tého fadu jsou takovd éfsla \, pro kterd ma homogenni{ soustava rovnic (A — AE,, ) xT
o” nenulové feseni x. To je véak mozné pouze v pifpadé, kdy determinant soustavy
je roven nule. Dospivdme tak k definici: Necht A = (a;;)! je matice n-tého radu.
Potom rovnice

det (A — AE,,) =0,

tj. rovnice
aip — A a12 G1n
a1 ag9 — AL aon,
. = 0
anl an2 Ann — )\

se nazyva charakteristickda rovnice matice A.

Z definice determinantu ihned plyne, ze charakteristicka rovnice ma tvar
AN + U A A+ g\ + ag = 0,
kde A je neznamé cislo a oy, o1, . . ., 1, ¢ jsou Cisla zavisejici na prvcich matice.
7. POLYNOMY A JEJICH PODILY.

Polynom a jeho koieny. Ze stiedni §koly vime: Necht aq, aq, . .., a, jsou dand
realnd, pripadné komplexni ¢isla, pficemz a,, # 0. Pravidlo (vyraz), které kazdému
komplexnimu ¢islu = pfifazuje ¢islo p(x), kde

p(z) = ag + a1z + oz + - + a,z”,

nazyvame polynomem (mnohoclenem) stupné n v proménné x s koeficienty «;. Tak
napf. polynom ¢(z) = 3 + 2z je polynomem prvniho stupné (zvanym linedrnim),

polynom r(x) = —2+xz+3x? je polynomem druhého stupné (zvanym kvadratickym),
s(r)=a2*—1(=-140-2+0-22+0-2%+1-2?) je polynomem &tvtého stupné.
Jestlize vSechny koeficienty «;, ¢ =0,1,...,n jsou redlna ¢isla, potom polynom

nazyvame redlnym polynomem. Kazdé komplexni ¢islo € takové, ze p(§) = 0, tj.
ap+an€+asf® + -+ =0

se nazyva koten polynomu p(x). Kazdy kofen je tedy feSenim rovnice
ap+ oz +asx?+ - Faz” =0

Tato rovnice se nazyva algebraickou rovnici n-tého stupne.
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Napt.polynom s(z) ma ¢tyii koreny & = 1,8 = —1,&3 = i,&4 = —i, tj. rovnice
z* —1 = 0 mé étyii feseni 1, —1,14, —i.

Bézoutova véta. Francouzsky matematik E.Bézout odvodil néasledujici velmi
dulezitou vétu

Necht n je libovolné prirozené éislo a nechfp(:c) =ap+oix+asr?+-F+ax”
je libovolny polynom n-tého stupné. Potom cislo & je resenim algebraické rovnice
p(x) = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdé komplexni ¢islo x plati

p(x) = (z = §)q(),

kde q(z) = Bo + Pra + Poa® 4 - -+ o121t je polynom n — 1-niho stupné takovy,
Ze ﬁn—l = Up

Znamena to tedy: Je—li & kotenem polynomu p(x), potom p(x) lze délit beze zbytku
polynomem (x — &).

Zakladni véta algebry. Piedni misto v algebfe zaujima tzv. zdkladni véta
algebry, kterou v r. 1799 dokazal Gauss:

Kazdd algebraickd rovnice p(x) = 0 n-tého stupné, kde n je libovolné prirozené
¢islo (tj. n > 1), md v oboru komplexnich éisel alespori jedno TeSent.

D’Alembertova véta. Ze zakladni véty algebry a z Bézoutovy véty ihned plyne
nasledujici D’Alembertova véta:

Pro kazdyj polynom p(x) = ag + a1 + aox® + - - - + ap @™ n-tého stupné, kde

n > 1, existuje pravé n komplexnich ¢isel &1,&a, ..., &, (nemusi byt vSechna navzd-
jem ruznd) takovych, Ze pro kazdé komplexnd ¢islo x plati
p() =an(z—&) (@ —&). .. (. — &) (7.1)

Rozklad polynomu v komplexnim oboru. Vyrazy (z — &) v (7.1) nazyva-
me linedrnimi korenovymi éiniteli polynomu p(z). Nazev je odvozen ze skutecnosti,
zep(&) =0, k=1,2,...,n,tj., ze vSechna ¢isla £ jsou Fesenimi (kofeny) algeb-
raické rovnice p(x) = 0. Néktefi ¢initelé v (7.1) se mohou opakovat. Jestlize néjaky
¢initel (z — &) vystupuje v (7.1) prave t, krat (tj. ¢, krat a ne vicekrdt), potom
fikdme, ze cislo &, je t,.-ndsobngm korenem polynomu p(x). Vzorec (7.1) lze tedy
psat ve tvaru

p(@) = an (z—&)" (x = &) - (z = &), (7.2)
kde t; +ts 4+ --- + ts = n a vSechny koreny &i1,&s,...,&s jsou navziajem ruzné.
Vzorci (7.2) fikdme rozklad polynomu v kompleznim oboru. Tak napt. z* — 1 =
(x+1)(z— 1) (x+i)(x —1i), 23— 2% =2%(xz - 1).

Vsimnéme si, ze pocitame-li kazdy k-ndsobny kofen za k kofent, ma algebraicka
rovnice p(z) = 0 stupné n > 1 pravé n feseni. Odtud ihned plyne, ze

md-li rovnice ag + o1 + aex® + - + ™ = 0 vice neZ n resent, pak nutné
=01 =ag="-=a, =0, tj. p(x) =0 pro kazdé ¢islo x.

Takovy polynom pak nazyvame nulovgm polynomem (neméa zadny stuper).

Véta o imaginarnich kofenech realnych polynomi. Realné polynomy maji
specidlni vlastnost, kterou nyni uvedeme ve tvaru tzv.véty o imagindrnich korenech:
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Nechi p(x) je redlny polynom. Ma-li tento polynom koten & = u + v, potom
i@ komplezné sdruzené cislo & = u — v je korenem tohoto polynomu. Je-li koren
& =u—+ 1w k-ndsobny, je i koren £ = u — iv k-ndsobnyj.

Podotknéme, ze (z — &)(z — &) = (z —u — iv)(z —u+iv) = (x —u)? +0v2 a to je

realny kvadraticky polynom.

Rozklad realného polynomu v realném oboru. Shodné s predchézejici veé-
tou plyne z D’Alembertovy véty ihned zaveér:

Necht p(x) = ag + a1 + aox?® + -+ + a,a™ je redlny polynom stupné n > 1.
Necht &, r=1,2,...,7 jsou véechny jeho redlné koteny, kazdiyj s ndsobnosti t, a
necht £, = ug +ivs, s = 1,2,...,k jsou vsechny jeho imagindrni koveny, kazdyj
s nasobnosti qs. Potom plati

p(z) =ay, (z — gn)tl Nz — 52)t2 (- Ej)tj .
. [(l’ — U1)2 + v%] a [(m _ u2>2 I v%} @ [(m B Uk)2 +o? Tk , (7.3)

pricemz

tittot- -+t +2(@+a+ - +a)=n

Vyrazy (z —us)® + 02 v (7.3) nazyvame kvadratickymi kotenovymi ciniteli a
samotny vzorec (7.3) nazyvame rozkladem redlného polynomu v redlném oboru.

Realny racionalni vyraz. Podil dvou realnych polynomu nazyvame redinym

raciondlnim vyrazem. Jestlize v redlném raciondlnim vyrazu % je stupen polyno-

mu p(x) mensi nez stupen polynomu ¢(z), potom realny raciondlni vyraz se nazyva
realny ryzi raciondlni vyraz. Plati véta, ze

kazZdy realny raciondlni vyraz lze vyjadrit jako soucet realného polynomu a redl-
ného ryziho raciondlniho vyrazu.

Rozklad realného ryziho racionalniho vyrazu na parcialni zlomky. V dal-
Si casti, zejména v kapitole o integrovani, hraje dulezitou roli nasledujici véta:

- p(x .
Necht M je redlny ryzi raciondlni vyraz a necht polynom q(x) stupné n md
q(x
v redlném oboru rozklad

glz) = an(ez—&)" (@ —-&)"7-(x—&)"-
. [(m —up)? + v%]ql [(JU —ug)® + U%}(p T [(x —up)® + ”I%]qk )
pricemz
titta+-+2(@+ @+ +a) =n
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Potom existuji redlnd c¢isla A,s, Mys, Ny.s, v celkovém poctu n, takovd, Ze plati

_ A A A
@) =t e
S
A‘l A'g Ajtv
+w—j€j T (x—]‘ij)Z Tt W
M LL‘-"-N M LL‘-"-N - Mlq $+N1q
+(x—121)2+1v1§ [(m—151)2+111§]2 Tt [(w—u11)2+v%]1q1
o e
+ M2+ Ny Myox+Npo 4. Miq), 2+ Ny,
(x—up)2+0? [($—uk)2+v,§]2 [(m—uk)Q—f—vi]qk
Vyrazy p Ma ot N
x
(=86 (2 —u)? +v?]°

se nazyvaji parcidini zlomky a samotny vzorec pak rozklad na parcialni zlomky.

C. UVOD DO ANALYTICKE GEOMETRIE.
8. GEOMETRICKE VEKTORY.

Kartézska soustava souradnic. Zvolme v prostoru tii navzajem kolmé primky
O, Oy, O, prochazejici spoletnym bodem O a povazujme je za ¢iselné osy s jednou
a touze jednotkou. Ciselné osy orientujme (tj. uvedme, které poloosy jsou kladné a
které zaporné) takto: osy O, O, libovolné, osu O, tak, ze pozorujeme-li osy O, O,
z nékterého bodu kladné c¢asti osy O, musela by kladna ¢ast osy O, opsat klad-
né orientovany (tj. proti sméru otaceni hodinovych rucicek) thel /2, aby poprvé
splynula s kladnou ¢ésti osy O,,. Rikdme pak, ze jsme vytvofili pravouhlou pravoto-
cwou soustavu soutadnic. Podobné bychom mohli definovat levotocivou soustavu.
Budeme pracovat pouze v pravoihlé pravotocivé soustavé, kterou kratce nazyva-
me kartézskou soustavou souradnic. Piimky O, O,, O, pak nazveme souradnicovy-
mi osami a roviny urcené dvojicemi soutfadnicovych os (O, Oy), (Oy, O.), (O, 0,)
nazveme souradnicovymi rovinami (pudorysnou, ndrysnou a bokorysnou). Jestli-
ze z bodu A v prostoru spustime kolmice na ¢iselné osy O, Oy, O, potom jejich
paty P,Q, R odpovidaji ¢islum a1, as, as, kterd nazyvame prond (z-ovou), druhou
(y-ovou) a treti (z-ovou) sourtadnici bodu A a oznacujeme A = (aq,as,as). Pro
kazdé dva ruzné body v prostoru dostaneme dvé ruzné (usporadané) trojice ¢isel
(souradnic) a opacné, dvéma ruznym trojicim odpovidaji dva ruzné body. Prostor,
ve kterém jsme zavedli kartézskou soustavu souradnic, kratce kartézsky prostor, lze
tedy povazovat za trojrozmérny vektorovy prostor V3 nad oborem redlnych cisel
a jeho body za algebraické vektory dimense 3, pokud ovSem definujeme rovnost
dvou vektort, jejich soucet a soucin realného cisla s vektorem tak, jak je uvede-
no ve ctvrté kapitole. Soutadnicovou rovinu (O, O,) kratce nazyvame kartézskou
rovinou. Opét bychom se snadno presvédcili, ze ji lze povazovat za dvojrozmérny
vektorovy prostor Vs. VSechny body ptudorysny vsak muzeme pochopitelné inter-
pretovat také jako body kartézského prostoru, jejichz treti souradnice je nulova. A
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tuto interpretaci budeme vétsinou pouzivat. Podobné, vSechny body osy O, muze-
me interpretovat jako body kartézského prostoru, jejichz druha a treti souradnice
jsou nulové.

Euklidovsky prostor. Jestlize v kartézském prostoru, shodné s Pythagorovou
vétou, zavedeme vzdélenost dvou bodu A = (aq, as,as3), B = (b1, ba, bg) vztahem

d(A, B) = \/(bl —a1)” + (b2 — a2)” + (b3 — as)?,

potom ftikdme, ze jsme kartézsky prostor metrizovali euklidovskou vzdalenosti a
nazveme jej euklidovskym prostorem Rs.

Poznamenejme, ze euklidovskou vzdéalenost lze formalné zavést v kazdém n-
rozmérném vektorovém prostoru V,, nad oborem redlnych c¢isel vztahem

dla,b) = /(b1 — a1)? + (b — a2)® + -+ (b — a,)",

kdea:[a17a27"'7an]7 b:[bbb%"'vbn]-

Vektory ve fyzice. Ve fyzice a v technickych védach se vyskytuji veli¢iny ruz-
ného charakteru. Ty, které jsou charakterizovany pouze velikosti (a samozfejmé
rozmérem a fyzikdlnim vyznamem) nazyvame skaldrnimi veli¢inami. Jsou to na-
priklad cas, teplota atd. Pro jejich popis se uzivaji cisla. Ty velic¢iny, které jsou
kromé velikosti, rozméru a fyzikalnitho vyznamu charakterizovany navic smérem a
orientaci nazyvame vektorovymi veli¢inami. Jsou to naptiklad sila, okamzita rych-
lost atd. Pro jejich popis se pouzivaji tak zvané volné (geometrické) vektory, vizané
vektory a klouzavé vektory. Tyto pojmy si v dalsich ¢astech vysvétlime.

8.6. Orientovana visecka. Orientovanou tseckou AB v euklidovském prostoru
R 3 rozumime nejkratsi spojnici usporadané dvojice (A4, B) bodu A = (a1, as,a3), B =
(b1, b2, b3) tohoto prostoru. Bod A nazyvame pocdtecnim, bod B koncovym bodem
usecky. O usecce BA pak fikame, Ze je orientovdna opacné nez usecka AB. Cisla
b1 —aq, by —as, bs—as nazyvame proni, druhou a treti souradnici orientované usecky
AB a piSeme AB = (b1 —ay,ba—asg,bs—as). V pripadé, kdy koncovy bod B tsecky
splyva s jejim pocateénim bodem A, tj. B = A, potom orientovand usecka AB se
redukuje do jednoho bodu a mé zfejmé vSechny tii souradnice nulové. Cislo

|A—B>‘ = \/(bl — CL1)2 + (bg — a2)2 + (bg — a3)2

nazyvame velikosti (délkou) tusecky AB , kde pro ptehlednost jsme pouzili pouze
kartézskou rovinu).

—
Vsimnéme si, ze kazda orientovand usecka C'D, kde C = (¢, c2,¢3),

—

D = (dy,ds, d3), kterd vznikne rovnobéznym posunutim tsecky AB ma stejné sou-

fadnice, tj. dl — C1 = bl — al,dg — Cy = bg — ag,dg — C3 — b3 — as. Mezi tyto
—

usecky patii i orientovand tsecka OU, kde O = (0,0,0)),U = (u1,uz,us), tedy

u; = by — ay,us = by — as,us = by — ag. Orientované usecky DC' a U—O) maji na-

opak souradnice opacné. VSimnéme si déle, ze vSechny tyto usecky jsou navzajem
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rovnobézné, stejné dlouhé (maji tutéz velikost rovnou éislu /u? + u3 + u3) a vy-
znacuji tentyz smér. Naopak, orientovana tsecka, kterd mezi né nepatii, ma nutné
jiné soutadnice vy, va, vs, tj. (v1,v2,v3) # (u1, u2, us3).

Geometricky vektor. Mnozinu vSech orientovanych tusecek v euklidovském
prostoru Rs, které maji jedny a tytéz souradnice vy, ve,v3 (v uvedeném poiadi)
/. z . ’ ~ . —_ ’
nazyvame geometrickym vektorem v Rg a oznacujeme v anebo také (vy,vq,vs).

.~ . ;. 3 — , —

Kazdou orientovanou usecku AB € v" budeme nazyvat reprezentantem vektoru v
v 7 7 — v 7 v s

s pocatkem A, nebo také vektorem v s pocateénim bodem A a naopak, o vektoru

—
2" budeme iikat, ze je indukovdn orientovanou tseékou AB. Reprezentanta vektoru
" s poéatkem O = (0,0, 0) budeme nazyvat polohovim reprezentantem vektoru v’
(ve fyzice se Casto nazyva polohovym vektorem). Shodné s definici rovnosti dvou
mnozin fikdme o dvou geometrickych vektorech w = (uy, us, u3), v = (vy, v2, v3),
. . ., ’e — — . .o .

ze se sobé rovnaji a pisSeme u = v, jestlize u; = vi,us = vo,uz = v3. Souctem

. , o —> — ’ ’

dvou geometrickych vektori w = (uy,u2,us3), v = (v1,v2,v3) nazyvame geomet-
ricky vektor, ktery oznacujeme u + v a ktery definujeme vztahem W + ¥ =
(u1 + v1,us + vo,us + v3). Soucdinem redlného ¢isla o a geometrického vektoru
—_— ’ ’ . ’ ’ v — ’
w = (u1,us2,us) nazyvame geometricky vektor, ktery oznacujeme aw a ktery
definujeme vztahem au = (auy, qus, aus). Rozdilem dvou geometrickych vektori
— — sz . , , v

w = (uy,us,us), v = (v1, vz, v3) nazyvame geometricky vektor, ktery oznac¢ujeme

W — W a ktery definujeme vztahem W — v = U + (-1)0.

Vztah mezi geometrickym a algebraickym vektorem. Geometricky vek-
tor s uvedenou definici s¢itani a nasobeni realnym ¢islem lze povazovat za specidl-
ni pripad trojrozmérného algebraického redlného vektoru, presnéji receno, za jeho
geometrickou interpretaci v Rs. Proto pro operace s geometrickymi vektory plati

vSechna pravidla pro algebraické vektory (napi. w + v = o + @ atd.).

Necht ¢, j, k jsou geometrické vektory v Rz dané vztahy i = (1,0,0),
—_— .
7) =(0,1,0), & = (0,0,1) a necht @ = (v1,v2,v3) je libovolny geometricky vek-
tor. Potom z definice souc¢tu vektoru a souc¢inu redlného ¢isla s vektorem ihned
— — —
plyne ¥ = vy i 4+ vy j + v3k, tj. vektor ¥ je linedrni kombinaci bazovych
—
vektoru 7, 7), k a ¢isla vy, va, v3 jsou soufadnicemi vektoru o vzhledem k bézi
—
{i,j,k}.

Skalarni soucin geometrickych vektort. Geometricky vektor je specidlnim
pifpadem algebraického vektoru. Proto i pro geometrické vektory u = (u1, us, us3),
— . e , , R — — — —

v" = (v1,v2,v3) definujeme jejich skalarni sou¢in w - v vztahem w - v = ujvy +
usV9 + uzv3. Snadno lze dokazat:

Jestlize W = (u1,us,u3), v = (v1,v2,v3), W = (w1, ws,w3) jsou libovolné geo-
metrické vektory a a je libovolné redlné c¢islo, potom plati

— — — —
a) WU =7 u

b) (W) v =a(uw )

¢c) (WH+V)w=u -w+7v W



d) 7’ =Vu - u, kde )7) je velikost vektoru ', tj., shodné s definici veli-
kosti usecky, )7‘ = \u? 4+ u3 + u3.

Odchylka dvou geometrickych vektora. Dvé poloptimky p, ¢ se spoleénym
pocatkem sviraji dva tuhly jejichz soucet je 2w. Uhlem poloprimek p,q nazyvame
vzdy ten uhel w pro ktery plati 0 < w < 7.

Odchylkou dvou nenulovijch geometrickijch vektori w, v nazyvame thel w €
(0, ) poloptimek OU, OV, kde oU , ov jsou polohovi reprezentanti vektort o, v .
Jestlize w = 7/2, potom o vektorech ', v ifkdme, Ze jsou orthogondlni (kolmé).

Vztah mezi odchylkou a skalarnim soucinem vektora. V aplikacich je
velmi dulezitd formule:

Jestlize w = (uy,us,u3), v = (v1,ve,v3) jsou libovolné nenulové vektory a w je
jegich odchylka, potom plati

Poznamenejme, ze odtud ihned plyne:

Skaldrni soucin dvou nenuloviych geometrickych vektori je roven nule tehdy a jen
tehdy, kdyz vektory jsou orthogondlni.

Smeérové kosiny vektoru. Snadnmo se presvédcime, ze orty ?, 7, % jsou
navzajem orthogonalni a jednotkové (tj., jejich velikost je rovna jedné). Necht " =
(v1,v2,v3) je libovolny nenulovy geometricky vektor. Kosiny odchylek, které svird
vektor ¥’ s jednotlivymi ortami se nazyvaji smérovymi kosiny vektoru v a oznacuji
se cos a, cos (3, cosy. V aplikacich se ¢asto pouziva vzorec

7 U1 V2 V3
— = | —,—,— | = (cosa,cos 3,cos7)
| 0’| o' [ [

Vektorovy soucin vektort. Moment sily a fada dalsich pojmu v aplikacich
nas vedou k nasledujici definici: Necht u = (uy,us,u3), v = (vi,v2,v3) jsou
nenulové geometrické vektory a w jejich odchylka. Vektorovym soucinem wvektoru
W, (v tomto poradi) rozumime geometricky vektor w takovy, ze

a) je kolmy na oba vektory u’, v,

b) jeho velikost || je ddna vztahem |w'| = |u'|| V| sinw,

c¢) uspoiddand trojice polohovych reprezentantii vektori u’, v, w tvoif pra-
votocivy systém, ktery je definovan obdobné jako pravotociva soustava soutradnic
s tim rozdilem, ze w € (0, ).

Vektor W' se ¢asto oznacuje @ x v (v tomto poradi).

Vektorovy souéin definujeme i v piipadé, kdy néktery z vektortt. @', v je nulovy.
V tomto pifpadé pifmo z definice polozime u x o = (0,0, 0).

Z vlastnosti b) ihned plyne, ze
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vektorovy soucin dvou nenuloviych vektoru 7, v je nulovym vektorem tehdy a
jen tehdy, kdyz jejich odchylka je rovna nule, tj., kdyz v = aﬂ), kde o je redlné
cislo. V tomto pripadé rikdme, Ze vektory 7, v jsou kolinedrni.

Z vlastnosti b) déle ihned plyne geometrickd interpretace velikosti vektorového
soucinu:

ﬁ
v

. s’ v . —_— . N ~ NS
velikost vektorového soucinu u X je czselne rovna obsahu rovnobézniku vy-

—

tvoreného useckamsi AB AC kde AB cew,AC e

Vlastnosti vektorového souéinu. Snadno lze dokdzat vétu:

Jestlize W = (u1,us,u3), v = (v1,v2,v3), W = (w1, ws,w3) jsou libovolné geo-
metrické vektory a o, 8 jsou libovolnd redlnd cisla, potom plati
w x v =—(0 x W), tzv. antikomutationi zdkon,

b) au x BV =aB(U x V),
c) (W+70)xW="uxwW+ v x W, tzv. proni distributioni zdkon,
d) Wx((V+W)="xV+ U x W, t. druhy distributiond zdkon.

Vypocet souradnic vektorového soucinu. Plati véta:
Jsou-li W = (uy,us,uz), v = (v1,ve,v3) geometrické vektory, potom pro jejich
vektorovyj soucin W x v plati

— =
u X U = (ugvs — ugvy, U3V} — UIV3, UIVy — UgV1)

Tento vzorec lze také zapsat ve tvaru
- >
1 j  k
H _
U X v = U1 Ug U3
v V2 U3

Objem rovnobéznosténu a ¢tyrsténu. Objemy v, rovnobéznosténu a objem
v, Gtyfsténu zadanych tseckami AB, AC, AD jsou dany vztahy

vy = U (U xW)], ve==|U(V xW)

. . , .1 . , .. o —> — —>
(w1, wsa, ws) jsou libovolné geometrické vektory. Smisenym soucinem vektori w', v, w

~ ’ ’ v/ 7 N2 —_— = —> 7 .
(v tomto poradi) rozumime ¢&islo, které znac¢ime [u v w]| a které definujeme vzta-
hem

> ’ > o ;] — —_ —_
SmiSeny soucin vektoru. Necht W = (uj,ug,usz), v = (v1,v2,v3), W =

— — — — = —
[u vw]: w (v x W)
Vypocet smiSeného soucinu. SmiSeny soucin pocitame ze vzorce
Uup U2 U3
— — —
(W v W] = vy vy w3
w1, W Ws
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Vlastnosti smiSeného souéinu. Snadno lze dokazat:
.. —> — — —
Jestlize W = (uy,ug,u3), v = (v1,v2,v3), W = (wy,ws,ws), 2= = (21, 22, 23)
jsou libovolné geometrické vektory a o je libovolné realné cislo, potom plati

a) [0 W] = [0 W] = [wWu V]
b) [+ W] =W W Z)+ [V W 7] (distributivnd zdkon)
c) [aw v W] =aluw v, W

d) Jsou-li alesponi dva vektory sobé rovny, potom smiseny soucin je roven nule,
L= = —
napr. [w W 0] =0.

9. ANALYTICKA GEOMETRIE V PROSTORU.

Parametrické rovnice primky. O prfimce v prostoru rekneme, ze md smeér
nenulového vektoru s = (s1,52,53), jestlize obsahuje orientovanou tsecku CD
takovou, ze CD € 5. Plati véta:

Necht v euklidovském prostoru Rs jsou zaddny bod A = (a1,az,a3) a nenulovy
geometricky vektor 5 = (s1, 2, 53). Potom pro kazdy bod P = (p1,p2, p3) lezici na
primce q prochdzejici bodem A a majici smér vektoru s existuje pravé jedno rediné
cislo t takové, Ze plati

—

P = a +ts, (9.1)
kde p’ = (p1,p2,p3) a @ = (a1, az,as3) jsou geometrické vektory indukované orien-

tovanymi useckamsi OP aOA a naopak, pro kazdé redlné cislot bod P dany vztahem
(1) lezi na primce q. Jestlize bod P nelezi na primce q, potom Zddné takové ¢islo t
neexistuje.

Rovnici (1) nazyvame parametrickou rovnici primky q ve vektorovém tvaru. Cislo
t se nazyva parametr.

Porovndme-li v rovnici (1) jednotlivé slozky vektoru a oznacime-li z,y, z misto
p1, P2, p3 dostaneme rovnice

r=a;+ts;, y=as+tss, 2z=asz+tss, (9.2)

které se nazyvaji parametrické rovnice primky.

Kanonické rovnice pirimky. Za predpokladu s; # 0,7 = 1,2,3 vyelimino-
vanim parametru ¢ z parametrickych rovnic (2) dostdvame tzv. kanonické rovnice
primky q:

r — aq - Yy —az - Z — as

S1 S92 S3

Vektorova rovnice roviny urcené normalovym smérem. Vime, ze libo-
volné primka ¢ je kolméa na rovinu p tehdy a jen tehdy, kdyz je kolmé na kazdou
primku lezici v roviné. Odtud ihned plyne véta:

Nechi v euklidovském prostoru Rs jsou zaddny bod A = (a1,az,a3) a nenulovy
geometricky vektor W = (n1,n9,n3). Potom pro kazdy bod P = (p1,p2,p3) lezici
v Toviné p prochdzejici bodem A a kolmé na vektor ' plati

(pP-a)- 7w =0, (9.3)
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kde D = (p1,p2,p3) a @ = (a1, as,asz) jsou geometrické vektory indukované orien-

tovanymi useckami OP a OA. Jestlize bod P nelezi v roviné p, potom pro néj vztah
(3) neplati.
Rovnici (3) nazyvame vektorovou rovnici roviny uréené kolmym (normdloviym)

smerem.

Obecna rovnice roviny. Rozepiseme-li skaldrni soucin (3) ve slozkdch a piseme—
li x,y,z misto py, p2, p3, dostaneme

nx+noy+ngz+d=0 |, (9.4)

kde
d = —(n1a1 + noag + n3a3> = —W . 7 (95)
Rovnice (4) se nazyvé obecnd, nebo také normdlovd rovnice roviny. Podotknéme,
ze z rovnice (4) roviny p ihned plyne:
Jestlize pocatek O = (0,0,0) lezi v roviné p, potom d = 0 a naopak, jestlize d = 0,

potom rovina p prochdzi pocatkem.

Obecna rovnice roviny v usekovém tvaru. Predpokladejme, ze cislo d
v obecné rovnici roviny (4) je ruzné od nuly. Po vydéleni rovnice ¢islem —d a

po zavedeni oznacCeni (predpoklddejme, ze n; # 0,i = 1,2,3) p = —nil , q =
—4 = -2 rovnice (4) nabude tak zvany tsekovy tvar
2 ns3
x z
Y
p q T

Uhel dvou piimek v prostoru. Uhel ¢ € (0, 3), ktery sviraji piimky p, ¢ dané
smérovymi vektory 5, 7 je definovdn vztahem

|—>—>
s 7|

COSpY = ———
AR

Uhel primky a roviny. Uhlem piimky ¢ a roviny p nazyvame uhel, ktery svira
dand piimka ¢ se svym pravothlym prumétem ¢’ do roviny p.

Snadno se presvédcime, ze plati véta:

Uhel @ € (0, %), ktery svird primka q magici smér vektoru s s rovinou p magici

s ’ — . ,
normdalovy vektor n', je dan vztahem

— —
|- 5|

sinp = ———
7[5

Uhel dvou rovin. Uhlem dvou rovin p a T nazyvame uhel, ktery sviraji normaly
danych rovin. Ziejmé plati:
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‘v — —_— . ’ s v . s ’ s .z
Jestlize m a n’ jsou mormdlové smery rovin p a T, potom uhel p, ktery sviraji
roviny p a T je ddn vztahem

|7 - i
cosp = ———
|- [mi]

Vzdalenost bodu od roviny. Vzdalenosti bodu @ = (g1, g2, g3) od roviny p
rozumime délku v tsecky QR, kde R je kolmy priimét bodu @ do roviny p.
Plati véta:

Necht v prostoru R3 jsou ddny rovina p obecnou rovnici nix +noy+nzz+d =0
a bod Q = (q1,42,q3). Potom vzddlenost v bodu @ od roviny p je dina vztahem

v — In1q1 + n2ge + n3qs + d|

2 2 2
Vv ni+n3+n;g

Vzdélenost bodu od piimky. Vzdilenosti v bodu Q = (¢1, g2, g3) od primky
r v prostoru Rs rozumime délku tsecky QP, kde P je kolmy primét bodu Q na
primku r.

Plati véta:

Nechi v prostoru Rs jsou ddany bod Q = (q1, gz, q3) a primka r prochdzejici bodem
A = (ay, as,a3) a magici smér vektoru s’ . Potom vzddlenost v bodu Q od primky r
je dana vztahem

(g1 — a1,q2 — az,q3 — az) x ?‘
5|

v =
S

Valcové plochy. Necht jsou dany kiivka k lezici v roviné p a piimka g, kterd
neni rovnobézna s touto rovinou. Potom vSechny piimky rovnobézné s primkou ¢
a prochazejici body kiivky k vytvoii plochu, kterou nazyvame wvdlcovou plochou.
V pripadé, kdy ktivka k lezi v nékteré ze souradnicovych rovin a piimka ¢ je na
tuto rovinu kolma, valcovou plochu nazyvame kolmou valcovou plochou. Z kolmych
elipsa, hyperbola, parabola). Potom hovorime o kruhové, eliptické, hyperbolické a
parabolické véalcové plose.

KuZelové a rotaéni plochy. Necht jsou dany kiivka k lezici v roviné p a bod
V, ktery v této roviné nelezi. Potom vSechny spojnice bodu V' s body krivky k
vytvoii plochu, kterou nazyvyme kuZelovou plochou.

Necht jsou ddny kiivka k lezici v roviné p a pifmka ¢, kterd rovnéz lez{ v této
roviné. Jestlize rovina p rotuje kolem piimky ¢, potom ktivka k vytvari plochu,
kterou nazyvame rotacni plochou s osou rotace q.

Kvadriky. Vétsina ploch nejcastéji uvazovanych v technické praxi ma rovnici
tvaru

Ax? + Agy? + Az2® + Biay + Boxz + Bsyz +ax + by + ez +d = 0,
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kde A1, As, Az, By, Bo, B3, a, b, c,d jsou zadana realna cisla. Jestlize alespon jedno
z Cisel A;, B; je ruzné od nuly, potom plocha se nazyva kvadratickd plocha nebo
kratce kvadrika.

D. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI
JEDNE PROMENNE.

10. FUNKCE JEDNE PROMENNE

Obecny pojem zobrazeni. Méjme dvé neprazdné mnoziny A, B. Zobrazenim
mnoziny A do mnoziny B rozumime ptedpis (pravidlo), ktery kazdému prvku a
mnoziny A pritadi néjaky jediny prvek b z mnoziny B. Pojem ptedpis musime
upfesnit. Definujeme presné: Zobrazenim f mnoziny A do mnoziny B rozumime
mnozinu C vSech uspofadanych dvojic (a,b) takovych, ze a € A,b € B a pritom
je splnéna podminka: kazdy prvek mnoziny A se vyskytuje pouze v jedné dvojici
pattici do C.

Skutecnost, ze f je zobrazenim mnoziny A do mnoziny B se Casto zapisuje takto:
f:a€e A—be B anebo kratce f: A — B,, eventudlné f :a — b..

Ve dvojici (a,b) prvni prvek a se nazyva vzorem prvku b, druhy prvek b obrazem
prvku a, nebo také hodnotou zobrazeni f v bodé a a oznacuje se f(a). Misto zapisu
(a, b) se pak pouziva zapis (a, f(a)) nebo také b = f(a).

Vsechny prvky z mnoziny B, které se vyskytuji alespon v jedné dvojici (a,b)
tvori podmnozinu mnoziny B. Tato podmnozina se nazyva obor hodnot zobrazeni f
a Casto se oznacuje H(f), nebo také f(A). Plati tedy

Prvek b € H(f) tehdy a jen tehdy, kdyz existuje (aspon jeden) prvek a € A
takovy, zZe b = f(a).

Mnozina A se nazyva definiéni obor zobrazeni f a ¢asto se oznacuje D(f).

Redlné a vektorové funkce. Charakter mnozin A, B muze byt ruznorody.
Budou nés zajimat pouze ptipady, kdy jejich prvky jsou
a) realnd cisla,
b) algebraické realné vektory dimense vétsi nez jedna.
Jestlize B = R (tj. vSechny prvky mnoziny B jsou redlnd ¢isla), potom zobrazeni f :
A — B nazyvdme redlnou funkci. Jestlize B = R,, (tj. vSechny prvky mnoziny B
jsou usporadané m-tice redlnych ¢isel) a pfitom m > 2, potom zobrazeni nazyviame
redlnou vektorovou funkci. Jestlize zobrazeni je redlnou nebo redlnou vektorovou
funkci a soucasné A C R, eventualné A C R,, potom hovoifime o realné nebo o
realné vektorové funkci jedné, eventudlné n redlnijch proménnijch.

Zadavani funkci. Redlné funkce jedné redlné proménné, a pouze takovymi se
budeme v dalsim textu zabyvat, mohou byt zadany riznymi zpusoby:

a) pomoci urcitého slovniho popisu - vétsinou to neni matematické,

b) pomoci tabulek, tj. uvedenim vsech dvojic (a, f(a)) tvoficich funkci, napiiklad
logaritmickymi tabulkami, tarifnimi tabulkami atd.,

¢) pomoci jednoho nebo vice matematickych vzorcu udavajicich, jak pocitat hod-
noty funkci v jejich libovolném vzoru, napiiklad

a? —1

f(a) = L asto,

a—1
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Pismeno a v tomto vzorci nazyvame nezdvisle proménnou. Budeme se vétsinou
zabyvat funkcemi zadanymi timto zptisobem. V takovém piipadé vsak musime jesté
specifikovat jejich defini¢cni obor. Délame to tak, jak vidime vysSe, ze jej primo
uvedeme. V matematice, zejména v klasické, je pfijata imluva, ze neni-li defini¢ni
obor uveden, pak se jim rozumi tzv. prirozeny definicni obor, kterym je mnozina
vSech realnych ¢isel pro néz mé vzorec smysl.

d) pomoci rovnic udavajicich vztah mezi vzorem a obrazem. Tyto rovnice jsou
tvaru F(a,b) = 0, kde F' je redlna funkce dvou proménnych zadana matematicky-
mi vzorci udévajicimi, jak pocitat jeji hodnoty. O redlné funkci definované prave
popsanym zpusobem rovnici fikdme, ze je zaddna implicitné, nebo krétce, ze to je
implicitnd funkce. O funkcich, které jsou zaddny zpusobem uvedenym v bodu c)
zase Tikame, ze jsou zaddny explicitné, nebo kratce, ze to jsou explicitni funkce.
V nasem ucebnim textu se budeme zabyvat pouze funkcemi zadanymi explicitné
a implicitné. Slovo explicitni budeme casto vynechévat. Pouzijeme-li pouze slovo
funkce, potom jim rozumime explicitné zadanou realnou funkci jedné proménné.

Kartézské a polarni souradnice v roviné. Vime, ze kazdy bod P v roviné
1ze povazovat za uspofadanou dvojici redlnych ¢isel (a, b) zvanych jeho kartézskymi
souradnicemi. Prvni slozku ve dvojici nazyvame z-ovou souradnici, druhou slozku
y-ovou soutadnici bodu P. x-ova souradnice je rovna orientované vzdéalenosti bodu
P od osy O,, y-ova soufadnice pak orientované vzdalenosti bodu P od osy O,.
Orientovanou vzddlenosti pritom rozumime vzdalenost se znaménkem + nebo —
podle toho, zda pata kolmice spusténé na prislusnou ¢iselnou osu lezi na kladné
nebo zaporné poloose.

V technické praxi ani zdaleka nevysta¢ime s kartézskymi soufadnicemi. Casto
jsme nuceni pouzivat tzv. poldrni souradnice. V kartézské roviné kladnou poloosu
O, s pocatecnim bodem O nazveme poldarni osou a oznac¢me ji pismenem p. Bod
O nazveme polem. Kazdé usporddané dvojici redlnych cisel (0,7), kde r > 0
piifadme v roviné bod P takto: Sestrojme polopiimku ¢ s po¢atkem v pélu O a
svirajici s polarni osou p orientovany thel (méfeny v radianech) rovnajici se ¢islu
0. Poloptimku p povazujeme ptitom za pocatecni. Jako bod P zvolme bod lezici
na polopfimce g ve vzdalenosti r od pélu. Uspofadanou dvojici (6, r) nazyvame
poldrnimi souradnicemi bodu P, jeji prvni slozku 6 pak poldrnim 1hlem a druhou
slozku r orientovanou vzddlenosti od pélu. Je ziejmé, ze kazdé dvojici (6, r) redlnych
¢isel odpovida pravé jeden bod P v roviné.

Vztah mezi kartézskymi a polarnimi sourfadnicemi je jednoduchy:

x = rcosf , y = rsinf

Obecny thel a jeho velikost. Necht v roviné jsou déany bod O, kruznice k o
poloméru r = 1 se sttedem v bodé O a dvé polopiimky p, ¢ s pocatkem v O. Tyto
dvé polopiimky uréi dva hly «, § (mensi z nich nazyvdme odchylkou polopiimek).
Jejich velikost se méri ve stupnové nebo v obloukové mite. Jednotkou stupnové
miry je stupen, kterym rozumime jednu stoosmdesatinu ihlu vytvoreného opacnymi
polopiimkami p, p’.

Ve vyssi matematice, ve fyzice i v technickych védach se velikost thlu uvadi témeér
vyhradné v obloukové mite. I v nasem textu tomu tak bude. Jednotkou obloukové
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miry je radian, kterym rozumime thel vytvoreny poloptimkami p, q takovymi, ze
délka obloucku P(@) na jednotkové kruznici k je rovna jedné. Ponévadz cela délka
oblouku jednotkové kruznice je 27, odpovida 27 radiant 360-ti stupnum a tedy
360 stupnt
1 radian = % ~ 57 stupnu 17 minut 45 vtefin
T
a opacné
1 stupen = " radiand
180

Funkce sinus a kosinus. Ze stfedni Skoly je dobfe znam pojem sinus, eventual-
né kosinus ihlu pro obecny 1hel ¢ zavedeny v minulém odstavci (méfeny v radianech
a definovany pro vsechna realna ¢isla).

Graf funkce. Necht je déna redlna funkce f jedné redlné proménné. Casto je
velmi dulezité graficky znazornit funkci f, abychom mohli posoudit jeji vlastnos-
ti. Grafické znazornovani provadéme pomoci grafi v kartézskych nebo v polarnich
soufadnicich. Grafem redlné funkce jedné proménné v kartézskych souradnicich ro-
zumime mnozinu Ky vSech bodi A v roviné Ry takovych, Ze pro jejich kartézské
soufadnice (z,y) plati y = f(x), tj. druhd soufadnice bodu A € K je ¢iselné rovna
hodnoté funkce f v jeho prvni souradnici. Rovnici y = f(z), = € A pak nazyvame
rovnici grafu funkce f v kartézskych souradnicich (x,y), nebo kratce, rovnici kar-
tézského grafu funkce f. Analogicky, grafem funkce v poldrnich souradnicich (kratce
poldrnim grafem) rozumime mnozinu Gy v8ech bodu P v roviné Ry takovych, ze
pro jejich poldrni souradnice (6, r) plati r = f(0). Rovnici r = f(0) , 6 € A, pak na-
zyvame rovnici grafu funkce f v poldrnich souradnicich (6,7), nebo kratce, rovnici
poldarniho grafu funkce f.

Vime, ze realnd funkce f jedné proménné muze byt zaddna i implicitné, tj. pomoci
rovnice udavajici vztah mezi vzorem a obrazem. Tato rovnice je tvaru F(a,b) =
0, kde F' je redlnd funkce dvou proménnych. Pro kazdé ¢islo a € D(f) pritom
plati F(a, f(a)) = 0. Odtud ihned plyne, Ze mnozina vSech bodu A s kartézskymi
soufadnicemi (x,y), {resp. s poldrnimi soufadnicemi (0, r)} takovymi, ze F(x,y) =
0 {resp. F(8,r) = 0}, je nadmnozinou grafu funkce f. Tato nadmnozina se ¢asto
nazyva kartézsky {resp.poldarni}implicitni graf funkce f.

Rovnost dvou funkci, rozsifeni a ziZeni. Necht jsou ddny dvé realné funkce
f, g jedné redlné proménné Jestlize D(f) C D(g) a f(z) = g(x) ¥ = € D(f), potom
fikdme, ze funkce f je zuZenim (restrikci) funkce g z definiéniho oboru D(g) na
obor D(f), anebo také, ze funkce g je rozsirenim funkce f z D(f) na D(g). Jestlize
D(f) = D(g) a f(z) = g(z) ¥V x € D(f), potom Fikdme, ze funkce f,g se sobé
rovnaji a pisSeme f = g.

Nulovy bod funkce. Nuloviym bodem (¢islem) funkce f nazyvame kazdy prvek
a € A takovy, ze f(a) = 0.

Posloupnosti. Redlnou funkci f jedné redlné proménné jejimz defini¢nim obo-
rem je mnozina vSech prirozenych ¢isel N nazyvame posloupnosti redlnych cisel.
Posloupnost je tedy funkce, kterda kazdému prirozenému cislu n prifazuje néjaké
realné ¢islo. Misto f(n) (hodnota funkce f v bodé n) ¢asto piseme f,. Toto realné
¢islo pak nazyvame n-tym clenem posloupnosti.
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Operace s funkcemi.Souctem dvou redlnych funkci jedné proménné f, g nazy-
vame realnou funkci v jedné proménné takovou, ze

v: ze€D(f)ND(g) — f(z)+g(x) e R.

Podobné definujeme rozdil a soucin dvou funkci f,g.

Podil f/g dvou funkci f,g definujeme také obdobné az na to, ze defini¢nim
oborem je mnozina D(f) N D(g) z niz jsou vyjmuty nulové body funkce g.

Dale definujeme absolutni hodnotu | f| realné funkce f jedné proménné jako funkci

[fl: = eD(f) — [f(2)].

Slozena funkce. Necht g, f jsou dvé realné funkce jedné proménné. Necht P je
mnozina vSech redlnych ¢isel z patiicich do D(g) takovych, ze g(x) € D(f). Potom
realna funkce h jedné proménné definovana vztahem

h(z) = f(g(z)) ¥V z € P (10.1)

se nazyva funkce sloZend z funkci g, f a oznacuje se feg. Funkce g se nazyva vnitini,
zatimco f vnéjsi slozka slozené funkce f e g.

Vztah (1) je pro praktické pouziti dost slozity. Zacatecnikum déla potize sesta-
vit podle néj slozenou funkci, zvlasté v pripadé, kdy obé funkce g, f jsou zadany
matematickymi vzorci. Sestaveni vzorce pro vypocet hodnot slozené funkce f e g
nam muze podstatnéji usnadnit nédsledujici formulace vztahu (1):

(feg)(x)=f(g(x)) = f(u), kdeu=g(z)VzeP, (10.17)
kterd je samoziejmeé stejna jako (1).

Inverzni zobrazeni. Zobrazeni f : A — B nazyvame prostym, jestlize pro ja-
kékoliv dva ruzné prvky aq, as z definiéniho oboru A jsou i jejich obrazy f(aq), f(a2)
ruzné. To ovSem znamend, ze kazdy prvek z oboru hodnot zobrazeni H(f) ma prave
jeden vzor v A. Muzeme tedy definovat nové zobrazeni, oznacme je invf, které
mé definiéni obor H(f) a které kazdému prvku z H(f) pfifazuje pravé tento jeden
vzor v A, tj. plati

invf: BeH(f) —aceD(f)N fla)y=0. (10.2)

Zobrazeni inv f se nazyva inverzni zobrazenik f. Ze vztaht invf(8) = a A f(a) =
[ ihned dostavame

invf(f(a))=aVaeD(f) ataké f(invf(B)) =06V 6eH(f) (10.3)

Misto oznacen{ invf se v literatufe ¢asto pouzivd oznaceni f~! (nezaméiovat
1
S 7)
Vypocet inverzni funkce. Jestlize f je prosta redlna funkce jedné proménné,
potom shodné s (3) plati f(invf(z)) = z, V x € H(f), coz miuzeme samoziejmeé
formulovat takto

flu)=azVaxeH(f), kde u =invf(z) .
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Jestlize funkce f je déna explicitné, potom f(u) = z predstavuje rovnici. Pokud
se nam podaii ji vyTesit vzhledem k neznamé u, dostaneme hledanou funkci inv f.
Nezapominejme ovSem, ze FeSeni u musi pattit do D(f).

Graf inverzni funkce. Necht A = (a,b) je libovolny bod grafu funkce f, tj.
a € D(f) Ab = f(a). Z definice inverzn{ funkce pak plyne, ze bod A = (b,a) je
bodem grafu funkce invf, nebot b € H(f) = D(invf) Aa = invf(b). Bod A je viak
symetricky k bodu A podle piimky y = x. Dospivame tak k zavéru

grafy funkci f ainvf jsou symetrické podle primky y = x.

Vyznaéné typy funkci. Necht f je libovoln4 realns funkce jedné proménné.

1. Jestlize pro kazdé dva prvky «, 5z A C D(f) takové, ze a < (3 plati

a) f(a) < f(B), potom o funkci f fikdme, ze je neklesajici v A,

b) f(a) > f(B), potom o funkci f fikdme, ze je nerostouci v A,

c) fla) < f(B), potom o funkci f Fikdme, ze je rostouci v A,

d) f(a) > f(B), potom o funkci f fikdme, ze je klesajici v A.

Jestlize funkce je neklesajici nebo nerostouci, potom o ni fikdme, ze je monotonni
v A, jestlize je rostouci nebo klesajici, potom o ni fikime,ze je ryze monotonni v A.
Samoziejmé kazda ryze monotonni funkce je i monotonni. Opak neplati.

Z definice ihned plyne, ze

kazdd ryze monotonni funkce v A je prosta v A (a tudiz k ni existuje inverzni
funkce).

2. Necht definiéni obor D(f) funkce f m4 vlastnost: Jestlize ¢islo a patif do
D(f), potom i ¢islo —a patii do D(f). V ptipadé, ze pro kazdé ¢islo x € D(f) plati

a) f(—z) = f(z), potom o funkci f fikdme, zZe je sudd,

b) f(—x) = —f(z), potom o funkci f tikdme, ze je lichd.

Graf sudé funkce je zfejmé symetricky podle osy O,, graf liché funkce je symet-
ricky podle pocatku O.

3. Necht existuje kladné éislo p takové, ze plati

a) jestlize z € D(f), potom i  + p € D(f),

b) f(z+p) = f(z) V& € D(f) .

c) ¢islo p > 0 je nejmensi ze vSech kladnych ¢isel pro ktera plati sou¢asné pod-
minky a), b), tj. existuje aspon jedno kladné ¢islo mensi nez p pro néz alespon jedna
z podminek a), b) neplati.

Potom o funkci f tikdme, ze je periodickd s periodou p. Jestlize zadné takové ¢islo
p neexistuje, potom o funkci f fikdme, zZe je neperiodickd.

4. Jestlize obor hodnot H(f) funkce f je ohrani¢end mnozina, potom i o samotné

funkci f fikame, ze je ohranicend nebo také omezend.

Zikladni elementarni funkce. V matematickych popisech (modelech) fysi-
kalnich a inzenyrskych problému se casto vyskytuji tzv. elementdrni funkce. Roz-
umime jimi kazdou funkci, kterda vznikne jako vysledek kone¢ného poctu operaci
scitani, odecitani, nasobeni, déleni a tvofeni slozenych funkci z tzv. zdkladnich ele-
mentdrnich funkci. Témi jsou konstantni, mocninné, exponencialni, logaritmické,
goniometrické a cyklometrické funkce.

Konstantni a mocninné funkce. Konstantni funkce const, je definovana
explicitné vztahem const,(z) = a, kde a je pevné zvolené redlné ¢islo. Jejim defi-
ni¢nim oborem je mnozina vsech realnych ¢isel R. Funkce je monotonni (neklesajici
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i nerostouci), neni prosta. Je sudd. Neni periodickd. Je omezend, jeji obor hodnot
je tvoren jedinym prvkem, ¢islem a.

Mocninna funkce pow, je definovana explicitné vztahem pow,(x) = =%, kde a
je zadané realné ¢islo. Jeji definicni obor zavisi na typu ¢isla a a je ur¢en definici
mocniny.

Exponencialni funkce. Exponencidlni funkce exp, je definovana explicitné
vztahem exp,(x) = a®, kde a > 0 je zadané kladné redlné ¢islo. Jeji definiéni
obor je R.

Pti a = 1 je exponencialni funkce konstantni, pti 0 < a < 1 je klesajici, ptia > 1
je rostouci. V poslednich dvou piipadech je tedy prostd a ma obor hodnot (0, c0).

V teorii i v aplikacich je zdaleka nejdilezitéjsi piipad, kdy a = e, kde e =
2,718 281 828 459 ... je tzv. Eulerovo ¢islo. V tomto piipadé se exponencidlni
funkce nazyva prirozend a misto exp. se kratce oznacuje exp. Funkce exp je tedy
definovana explicitné vztahem exp(x) = e*.

Logaritmické funkce. Exponencialni funkce exp, je pii a # 1 prosta. Existu-
je proto k ni inverzni funkce invexp, definovand pro vsechna kladni éisla, nebot
D(invexp,) = H(exp,) = (0,00) a nabyvajici jako hodnoty vsechna realnd &isla (i
zaporna), nebot H(invexp,) = D(exp,) = R. Tuto inverzni funkci inverp, nazy-
vame logaritmickou funkcinebo kratce logaritmem pri zdkladu a a oznacujeme log,.
V ptipadé a = 10 logaritmicka funkce se nazyva dekadickd a misto logyg se kratce
oznacuje log. Daleko nejdulezitéjsi je pripad, kdy a = e. Logaritmickd funkce log,
se pak nazyva prirozend a misto log. se kratce pise In nebo lg. Tedy In = invexp.

Ziejmé plati

logaa® =xVxeR , a9 =zVaxc(0,0).

Z posledniho vztahu ihned plyne,ze

kazdé kladné ¢islo o lze vyjddrit ve tvaru o = e!™®.

Na zavér uvedme nékolik zakladnich vlastnosti logaritmickych funkci, které ¢ini
tyto funkce nepostradatelnymi v teorii i v aplikacich:

Necht a,b, o, 3 jsou libovolnd kladnd redlnd &isla, pricemz a # 1, b # 1. Potom
plati

loga(aB) = logaa +10gaf3 , loga(a/B) = logac —logaf3 , loga(a”) = vlogsax Vv € R

— a _  alna
, loggaa=——, a% =e

Goniometrické funkce. Zakladnimi goniometrickymi funkcemi jsou funkce si-
nus a kosinus. Tyto funkce nejsou monotonni. Funkce sin je lichd, funkce cos suda.
Obé funkce jsou periodické s periodou 27. Obé jsou také ohranicené, jejich oborem
hodnot je interval (—1,1).

Plati pro né nasledujici dulezité vzorce (plati vzdy bud jen horni znaménka, nebo
jen dolni znaménka):

cos(a £ 3) = cos acos 3 F sin asin 3

sin(aw £ ) = sina.cos B £ cosasin 3
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Dalsimi goniometrickymi funkcemi jsou tangens, kotangens (funkcemi sekans a
kosekans se zabyvat nebudeme). Jsou definovany vztahy

sinx

tan(z) = VaeeRANcosz #0
cos
cot(z) = BT Yz eRAsing #0
sinx
Plati pro né vztah:
t +t
tan(a + ) = ana + tan g3

1 Ftanatan 3

Cyklometrické funkce. Funkce sinus a tangens nejsou prosté. Proto k nim
neexistuji funkce inverzni. Zuzenim téchto funkci na mensi defini¢ni obory lze do-
sahnout toho, aby byly prosté.

Definujme tedy nové funkce Sinus a Tangens (z metodickych duvodu jsme pouzili
stejné nazvy, rozlisili jsme je pouze velkymi po¢atetnimi pismeny) vztahy
T T
272 2’ 2)

Tyto funkce jsou jiz ryze monotonni a tudiz prosté. Existuji k nim proto funk-
ce inverzni. Nazyvame je cyklometrickymi funkcemi arkussinus a arkustangens a
oznacujeme arcsin, arctan. Ziejmé plati

Sin(z) =sinz x6<— > , Tan(z) =tanz, € (

D(arcsin) = (—1,1) , H(arcsin) = <—g, g> ,
T

Dalsimi cyklometrickymi funkcemi jsou arkuskosinus a arkuskotangens (cyklo-

metrickymi funkcemi arkussekans a arkuskosekans se zabyvat nebudeme). Jsou
to inverzni funkce k funkcim Kosinus a Kotangens definovanym néasledovné:

D(arctan) = (—o0,00) , H(arctan) = (

Cos(z) =cosx , x € (0,m) , Cot(z)=cotx, x € (0,m)
Plat{ tedy
D(arccos) = (—1,1) , H(arccos) = (0, )
D(arccot) = (—o0,00) , H(arccot) = (0, )

Pro cyklometrické funkce plati vztahy

arcsinx + arccosx = w/2 , arccos z + arccos(—z) = ,

T
arctanx + arccotx = 5 Vo € (—o0,00)

Vektorové funkce. Zobrazeni f : A — B nazyvame redlnou vektorovou funkci
jedné redlné proménné, jestlize A je mnozina realnych ¢isel a B je mnozina uspo-
radanych m-tic realnych ¢isel a;, ¢ = 1,2,...,m, tj. m-rozmérnych realnych al-
gebraickych vektoru a = [a1,as9,...,ay,]. Tuto funkci budeme krétce nazyvat m-
rozmernou vektorovou funkci a oznacovat f. Budeme vzdy automaticky predpokla-
dat, ze m > 2. m-rozmérna vektorova funkce f je tedy pravidlo, které kazdému
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redlnému ¢éislu = € A pritazuje néjaky vektor a = [ay, aq, ..., ay,]. Viechny slozky
a; vektoru a samoziejmeé zavisi na vzoru x. Muzeme je proto povazovat za hodnoty
realnych funkci f; proménné = a m-rozmérnou vektorovou funkci f definovanou v A
pak za usporadanou m-tici redlnych funkei f;, i = 1,2,...,m, tj. f = [f1, fa, ..., fim]
definovanych v jedné a téze mnoziné redlnych &isel A. Hodnotou f(z) m-rozmérné
vektorové funkce f je potom vektor

f(:lj') = [fl(.fﬂ),fg(.fﬂ), : 7fm($>] .

Operace s vektorovymi funkcemi. Necht f = [f1, fo,..., fil,
g = (91,92, -, 9m] jsou dvé m-rozmérné vektorové funkce definované v.A C R a
necht o je redlna funkce, rovnéz definovand v A.

a) Rikdme, ze vektorové funkce f,g jsou sobé rovny a piseme f = g, jestlize
fi=giproi=1,2,...,m.

b) Souctem vektorovych funkcif, g nazyvame vektorovou funkei f+g definovanou
vztahem

f+eg=[fitgi.fatg2, - fm+gml.
Podobné definujeme rozdil f — g.

c) Soucinem redlné funkce o a redlné vektorové funkce f nazyvame vektorovou
funkci af definovanou vztahem

of = [afi,afs,...,afm] .

d) Skaldrnim soucinem vektoroviych funkci f,g nazyvame redlnou funkci f - g
definovanou vztahem

f-g=figr+ faga+ -+ fmgm -
Misto f - g ¢asto pouzivame oznaceni (f,g).
e) Velikosti vektorové funkce f nazyvame redlnou funkci |f| definovanou vztahem

Bl =\ F2+ 24+ f2

Ziejmeé plati
f> =f -f=(f,f).

f) V piipadé , ze vektorové funkce f,g jsou trojrozmérné, tj. f = [f1, f2, f3],

g = [g1, g2, g3, definujeme i jejich vektorovy soucin f x g a to vztahem
fx g={[fg3— f392, f3g1 — f193, f192 — fagn] .
Oznacime-li i, j, k konstantni vektorové funkce
i=1[1,0,0], j=1[0,1,0], k=10,0,1],

potom trojrozmérné vektorové funkce f = [f1, fo, f3], 8 = [91, 92, 93] muzeme zfej-

mé, shodné s vyse uvedenymi definicemi soucinu realné a vektorové funkce a souctu
dvou vektorovych funkci, psat ve tvaru

f = fii+ foj+ fsk, g =gii+ g2j + g3k

a vektorovy soucin f x g vyjadrit pomoci determinantu

i j k
fxg=\|f fo f3
g1 92 g3

38



11. LIMITA A SPOJITOST.

Definice limity posloupnosti. Rikime, ze ¢islo ¢ je limitou dané posloupnosti
¢isel ay, as, asz, ... (nebo také, ze posloupnost {a,} konverguje k &islu g), jestlize
ke kazdému kladnému ¢islu € existuje prirozené ¢islo n* takové, ze poc¢inaje indexem
n* vSechna ¢isla a,, se lis{ od g méné nez o e, tj. |a, —g| <€ ¥V n >n* anebo, coz
je totéz, a, € (g—e€,g+¢€) Vn>n*. Skutetnost, ze posloupnost {a,} ma limitu
g zapisujeme takto: lima,, = ¢ mnebo také a, — g. Podotknéme, Ze prirozené
¢islo n* obecné zavisi na ¢islu e.

Jednoznacnost limity posloupnosti. Plati véta:

Kazda posloupnost muze mit nanejuys jednu limitu.

Kriteria konvergence posloupnosti. Je dilezité zabyvat se otdzkou, za ja-

kych podminek je dana posloupnost konvergentni a kdy konvergentni neni. Témto
podminkiam se tika kriteria konvergence. Plati véta:

1. Neohranicend posloupnost neni konvergentni, tj. nutnou podminkou konver-
gence posloupnosti je jeji ohranicenost.

2. Kazdd monotonni ohranicend posloupnost je konvergentni.

3. Jestlize tri posloupnosti {an}, {bn}, {cn} spliiugi nerovnosti

an < by, < ¢, , n=1 2,3, ...

a krajni posloupnosti {a,}, {cn} konverguji k jednomu a témuz ¢islu g, potom i
posloupnost {b,} konverguje a to k témuz cislu g. Toto tvrzeni se nazjvd vétou o
trech posloupnostech.

Algebra limit posloupnosti. Jestlize jsou dany dvé posloupnosti {a,}, {b,},
potom z nich muzeme vytvorit ¢tyii nové posloupnosti

{an+ba} + {an—ba}  {an b} . {b_} (1L1)

nazyvané souctem, rozdilem, soucinem a podilem danych posloupnosti. Podil ma
ziejmé smysl pouze tehdy, kdyz vSechna ¢isla b,, jsou ruzna od nuly. Plati véta,

vvvvvv

Jestlize a,, — a a b, — b, potom vsechny prvni tii posloupnosti v (1) jsou také
konvergentni a plati

anp +b, -a+b , a,—b,—a—-b , a,-b,—a-b.

Jestlize navic b # 0, potom také posledni posloupnost v (1) je konvergentni a plati

S

n
—

by,

SIS

Podposloupnost. Necht {a,} je libovolnd posloupnost a necht ni, no, ns, ...

je libovolna rostouci posloupnost prirozenych ¢isel. Potom posloupnost a,,, apn,, ans, - - -
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nazyvame podposloupnosti posloupnosti {a, } (nebo také vybranou posloupnostiz po-
sloupnosti {a,}). Plati véta

Kazdd podposloupnost posloupnosti {a,} konvergujici k éislu g rovnéz konverguje
k ¢islu g.

Hromadny bod mnoziny. Necht A je libovolnd mnozina redlnych ¢&fsel a necht
a je libovolné redlné ¢islo (patiici do A nebo nikoliv). Jestlize v kazdém e-okoli
(v — €, + €) &isla « lezi alespon jedno ¢islo z mnoziny A ruzné od «, potom éislo
«a nazyvame hromadnym bodem mnozZiny A.

Plati véta:

Cislo a je hromadngm bodem redlné mnoziny A tehdy a jen tehdy, kdyz v mnoziné
A existuje posloupnost {x,} bodu riuznyjch od a takovd, Ze x, — «.

Nevlastni limity posloupnosti. Rikdme, ze posloupnost {a,} ma nevlastni
limitu plus nekonecno, jestlize ke kazdému (libovolné velkému) ¢islu M existuje
prirozené ¢islo n* (zavisejici na M) takové, ze poéinaje indexem n* vSechna ¢is-
la a, jsou vétsi nez M .Skutecnost, ze posloupnost {a,} méa nevlastni limitu plus
nekonecno, zapisujeme takto: lima, = oo nebo také ap — 0O .

Analogicky definujeme nevlastni limitu minus nekonecno.

Posloupnosti majici nevlastni limitu plus nekonecno nebo minus nekone¢no na-
zyvame divergentnimi a zapisy a, — 00, a, — —oo Cteme: a, diverguje k plus
nekonecénu, a, diverguje k minus nekonecnu. Nekonvergentni posloupnosti, které
nediverguji nazyvame oscilujicimi. Plati

1. Jestlize posloupnost {a,} je ohranicend a posloupnost {b,} diverguje k plus
nekonecnu, potom

a’)’L

anp +b, 00 , a,—b, — —0 , b——>0.
n

2. Jestlize posloupnost {ay,} diverguje (k plus nekonecénu anebo k minus neko-

necnu), potom posloupnost {ai} konverguje k nule. Opacné, jestlize a, — 0 a

soucasné a, > 0V n, potom QL — 00.
n

3. Jestlize posloupnost {a,} konverguje ke kladnému ¢islu a posloupnost {b,}
diverguje k plus nekonecnu, potom posloupnost {a,b,} diverguje k plus nekonecnu.

Heine’ho definice limity funkce. Necht f je realna funkce jedné redlné pro-
ménné a necht a je hromadny bod jejtho definiéniho oboru D(f) (a mize, ale také
nemusi, patfit do D(f), tj. funkce f muze, ale také nemusi, byt definovina v a ).
Rikédme, ze ¢islo g je limitou funkce f v bodé a (nebo také, ze f konverguje k éislu
g v bodé ), jestlize pro kazdou posloupnost {z,} bodu x,, z D(f) ruznych od «
konvergujici k ¢islu «, tj. pro kazdou posloupnost

Ty, T, T3y ... , TpFa , Tp—a , T, € D(f) (11.2)
ji odpovidajici posloupnost hodnot

fla), f(x2), f(xs), ... (11.3)
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konverguje k ¢islu g.
Skutecnost, ze funkce f ma v bodé a limitu g zapisujeme takto:

lim f(x) = g, nebo také f(z) — ¢g kdyz =z — «

r—o

Jednostranné limity funkce. Necht f je redlna funkce jedné proménné a necht
a je hromadny bod jejiho definicniho oboru D(f) takovym, ze v D(f) existuje
alespoii jedna posloupnost {z,} bodi z,, > a V n konvergujici k a. Rikime, ze
funkce f ma v bodé a limitu zprava rovnajici se ¢islu g, a piSeme m£r£+ f(x) =g,

jestlize pro kazdou posloupnost (2) takovou, ze z,, > o, n = 1,2, ..., posloupnost 3
konverguje k ¢islu g. Analogicky definujeme limitu zleva lim f(x). Limita zprava
rT—a—

i limita zleva se souhrnné nazyvaji jednostranné limaity.
Algebra limit funkci. Vime, Ze ze dvou danych funkci f, g muzeme vytvorit
jejich soucet, rozdil, sou¢in a podil. Plati dulezita véta

Jestlize funkce f a g, definované na jedné a téze mnoziné A, maji v hromadném
bodé o mnoziny A limity

lim f(z) = a , lim g(z) = b,

r—o r—o

potom jejich soucet, rozdil a soucin maji rovnéz limitu v o a plati

lim [f(x) + g(a)] =a+b , lim[f(x) - g(z)] =a—b,

r—o r—o

lim [£()g(x)] = a-b
Podil, za predpokladu, Ze g(x) # 0Ab# 0, md také limitu a plati

lim f(z) -

e g(e) b

Tato véta plati © pro jednostranné limity.

Véta o tiech funkcich. Dulezita v aplikacich je tzv. véta o trech funkcich (¢asto
se také nazyva véta o sevreni):

Necht tri funkce u, v, w jsou definovdny na spolecné mnoziné A a necht a je
hromadnij bod této mnoziny. Jestlize pro vSechna ¢isla x z mnoZiny A plati

u(z) < w(x) < ofz)
a kragni funkce u, v konverquji v o k jedné a téze limité g, potom i prostredni funkce
w konverguje v o k limité g. Véta plati i pro jednostranné limity.

Nevlastni limity funkce. Definujme: Necht f je redlnd funkce jedné realné
proménné definovand na mnoziné D(f) a necht a je hromadny bod této mnoziny
(o miize, ale také nemusi patiit do mnoziny D(f)). Rikdme, Ze funkce f mé v bo-
dé a nevlastni limitu plus nekonecno (nebo také, ze f diverguje k plus nekonecnu
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v bodé a ), jestlize pro kazdou posloupnost (2) ji odpovidajici posloupnost hodnot 3
diverguje k plus nekone¢nu. Skutecnost, ze funkce f ma v bodé « nevlastni limitu
plus nekonecno zapisujeme takto

lim f(x) = oo mnebo také f(zr) — oo kdyz T —a.
r—x
Analogicky definujeme nevlastni limitu minus nekonecno funkce f a jednostranné
nevlastni limity funkce (provedte sami).

Limita funkce v nekoneénu. Definujeme: Jestlize A je mnozina realnych cisel
v niz existuje alespon jedna posloupnost prvku {z,} takova, ze x,, — oo, even-
tudlné x,, — —oo, potom fikdme, ze mnozina A ma nevlastni hromadny bod plus
nekonecno, eventualné minus nekonecéno. Necht f je realnd funkce jedné promén-
né definovand na mnoziné D(f) majici nevlastni hromadny bod plus nekonec¢no.
Rikéme, ze &islo g je limitou funkce f v plus nekonecnu (nebo také, ze f konverguje
k ¢islu g v plus nekonecénu), jestlize pro kazdou posloupnost

T1, To, T3y ... , Tp—00 , Ty, € D(f), (11.4)

ji odpovidajici posloupnost 3 hodnot funkce konverguje k ¢islu g. Skutecnost, ze
funkce f mé v plus nekonec¢nu limitu g zapisujeme takto:

lim f(x) = g, nebotaké f(x) - g kdyz =z — .

r—r 00

Jestlize ve (4) podminku x,, — oo nahradime podminkou z,, — —oo, potom ¢islo g
nazyvame limitou funkce f v minus nekoneénu a piseme lim f(z) = g.
r——0O0

Analogicky definujeme nevlastni limity plus a minus nekonecno v plus a v minus
nekonecnu.

Algebra nevlastnich limit a limit v nekoneénu. Pii vypoctu nevlastnich
limit a jednostrannych nevlastnich limit funkei a limit funkci v nekonecénu se casto
vyuzivaji nasledujici pravidla:

1. Jestlize funkce f je ohranicend a funkce g md v o nevlastni limitu oo {resp.
—o0}, potom plati

lim [f(z) +g(@)] =00 {resp. lim [f(x) + g(x)] = —o0} .
lim [f(z) — g(2)] = —c0  {resp. lim [f(2) — g(x)] = o0}
()

lim —= =0
v—e g(x)
2. Jestlize lim f(x) = 0 a soucasné f(x) > 0 {resp. f(x) < 0}, potom lim ﬁ =
oo {resp. lim ﬁ = —o00} ,

3. Jestlize lim f(x) = a > 0 {resp. a < 0} a soucasné lim g(x) = oo, potom
r— r—o

lim [f(2)g(x)] = oo {resp. lim [f(2)g(x)] = ~o0}. Samoziejme plati f(x)g(z) =
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g(x)f(z) a tedy lim|[f(x)g(z)] = lim[g(x)f(z)]. Toto pravidlo zapisSeme krdtce
symbolicky takto

{ 00 pro a >0
a-00 = 00-a =
—00 pro a <0

4. Jestlize lim f(x) = a a soucasné lim g(z) = oo {resp. lim g(z) = —oo},

rT—o T— T—Q
potom lim [f(x) + g(x)] = oo {resp. —o0}. Toto pravidlo zapiseme krdtce
r—x
a—+ 0o =00 {resp. a + (—o0) = —o0}.
5. otoo=00 , —00+(—0)=-—-00.

Prund ¢ast zapisu znamena: Jestlize funkce f,g maji v bodé o nevlastni limitu plus
nekonecno, potom 1 jejich soucet f+g md v bodé o nevlastni limitu plus nekonecno.
Analogicky vijznam md druhd ¢dst zdpisu.

6 00 — (—00) = 00
7 —00—00=a—00=—00—a=—00
8 00 —a =00
9 a— (—o00) =00
10 0000 = (—00) - (—00) = 00
11. 00 - (—00) = (—00) - 00 = —0
—00 ro a>0
12. a~(—oo):—(oo)~a:{ P
o0 pro a <0
13, L="% —9
00 —00
14 f:{ o0 pro a >0
a —00 pro a <0
15, —oo:{ —00 pro a >0
a 00 pro a <0

. Vsechna vyse uvedend pravidla plati i pro jednostranné limity a limity funkcid
v nekonecnu, tj. ve vsech formulich symbol x — o miZeme nahradit libovolnym ze
symboli r — a—, r — a+, * — 00, T — —00.

Existuji kombinace, které se v pravidlech nevyskytuji, napt. oo —oo, 0-00, 8, >,
122, 0%, oo, Nazyvame je neurcitymi vijrazy. V praktickych problémech se vyskytuji
velmi ¢asto a o vypoctu jejich limit bude pojednano pozdéji.

Asymptoty. O funkci f fikdme, ze je definovdina v okoli plus nekonecna {resp.
minus nekonecna}, jestlize existuje neohraniceny interval J = (a,00) {resp. J =
(—o0,b)} takovy, ze J C D(f). V tomto piipadé mé definiéni obor D(f) nevlastni
hromadny bod plus nekone¢no {resp. minus nekone¢no}.

Definujeme: Necht f je funkce definovand v okolf plus nekoneéna {resp. minus
nekonecna}. Jestlize existuji redlné konstanty a, b takové, ze

xlg{)lo[f(m) — (ax 4+ b)) =0 {resp. xll)IEloo[f(.’L’) — (ax 4+ b)] = 0} , potom piimku o
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rovnici y = ax + b nazyvame asymptotou grafu y = f(z) funkce f v plus nekonecnu
{resp.v minus nekonecnu} (nebo také kratce asymptotou se smérnici.
Snadno se presvédc¢ime, ze plati véta:

Graf y = f(z) funkce f definované v okoli plus nekonecna md asymptotu v plus

o) — ¢ o lim [f(z) -

ar] = b. Kdyz tyto limity existuji, potom asymptotou je primka y = ax + b.

nekonecnu tehdy a jen tehdy, kdyZ existuji limity lim
rT— 00

Zcela analogickd véta plati pro asymptotu v minus nekone¢nu, symbol x — oo
se zaméni pouze symbolem x — —o0.

Dale definujeme: Jestlize funkce f je takovd, ze v jejim definiénim oboru D(f)
lezi alespon jeden z intervalu (7, ), (a,€), kde 7, € jsou dand kladnda redlna ¢isla a
a je dané libovolné realné ¢islo, a jestlize existuje alespon jedna z limit ml_l)I(Iyl_’_ f(x),

lim f(x) a je nevlastni, potom fikdme, ze piimka = = « je svislou asymptotou
r—o—
grafu y = f(x) funkce f.

ferencidlniho a integralniho poctu. Intervalem I zde a v dalsich odstavcich budeme
rozumeét jakykoliv interval (otevieny, uzavieny, polouzavieny, ohrani¢eny, neohra-
niceny atd.). Stanovme nasledujici terminologii: Slovy, ze néjaka funkce f je defino-
vdna v okoli bodu o rozumime, Ze existuje otevieny interval (a«—mn, a+n), ktery cely
lezi v definicnim oboru funkce f. Slovy, ze néjaka funkce f je definovana zprava od
bodu « rozumime, ze existuje polootevieny interval I = <a, n) takovy, ze I C D(f).
Analogicky vyznam maji slova, ze funkce f je definovana zleva od bodu c.

Definujeme: Necht f je redlnd funkce jedné redlné proménné definovand v okoli
bodu «. Rikdme, ze funkce f je v bodé o spojitd, jestlize existuje limita funkce f
v bodé « a plati 951_1)1(11 f(z) = f(a). Jestlize oznacime x —a = h, muzeme podminku
ziejmé zapsat ve tvaru }llirrb fla+h) = f(a).

Jestlize funkce f je spojitda v kazdém bodé néjaké podmnoziny A jejiho definic-
ntho oboru D(f), potom o ni fikdme, ze je spojitd v A. Jestlize funkce f je spojita
v D(f), potom o ni krétce fikdme, ze je spojitd, nebo také, ze je tridy C' nula a
piseme f € C°.

Bod 8 € D(f), ve kterém funkce f neni spojitd, nazyvame bodem nespojitosti
funkce f. Snadno vidime, ze nespojitost v bodé g muze byt ”zpusobena”’ tifemi
duvody:

a) funkce neni definoviana v zddném okoli bodu 5 ,

b) limita funkce f v bodé [ sice existuje, neni vsak rovna hodnoté funkce f
v bodé (3,

c) limita funkce f v bodé [ neexistuje.

Jestlize v definici spojitosti funkce limitu nahradime levostrannou nebo pra-
vostrannou limitou, potom hovotfime o spojitosti zleva nebo o spojitosti zprava.
V tomto pripadé staci predpoklddat, ze funkce f je definovana pouze zleva nebo
zprava od bodu a.

Je ihned zfejmé, ze plati véta:

Funkce f je spojitd ve vnirnim bodé intervalu tehdy a jen tehdy, kdyz je v ném
spojitd zleva 1 zprava.
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O funkci f tikdme, ze je spojitda v uzavieném intervalu <a, b>, jestlize je spojita
v kazdém bodé otevieného intervalu (a, b), spojitd zprava v bodé a a spojitéd zleva
v bodé b. Obdobné definujeme spojitost v intervalech <a, b), (a, b>.

Algebra spojitych funkci. Ziejmé plati véta:

Jestlize funkce f,g definované v jednom a témze intervalu I jsou v néjakém bodé
a € I spojité, potom je v tomto bodé spojity i jejich soucet, rozdil a soucin. Za
predpokladu, Ze g(x) # 0 proV x € I, potom i jejich podil 5 je spojita funkce v a.
Obdobna véta plati i pro spojitost zleva nebo zprava.

Zakladni vlastnosti spojitych funkci. Spojité funkce maji nékolik ”velmi
uzitecnych” vlastnosti, které nyni souhrnné uvedeme:

1. Funkce f spojitd a kladnd {resp. zapornd} v bodé o, je kladnd {resp. zdpornd}
1 v néjakém okoli bodu a.

2. Necht funkce f je spojitd v intervalu I a necht o, B € I jsou takovd ¢isla, Ze
f(a)f(B) < 0 (t. hodnoty f(a), f(B) maji opacnd znaménka). Potom mezi ¢isly
a, [ lezi alespori jeden nulovy bod c funkce f, tj. takové ¢islo c, zZe f(c) = 0. Jingmi
slovy, potom rovnice f(x) =0 md v intervalu (o, 3) alespon jedno Tesend.

3. Necht funkce f je spojitd v uzavieném intervalu {«, 3). Potom funkce f nabyjvd
v intervalu (o, B) kazdou hodnotu lezici mezi ¢isly f(a) a f(B). Této vlastnosti se
rikd vlastnost Darboux, nebo také Bolzanova mezihodnotovd véta.

4. Necht funkce f je spojitd v uzavieném intervalu (o, 3). Potom funkce f je
v intervalu (o, B) ohranicend.

5. Necht funkce f je spojitd v uzavieném intervalu (o, 3). Potom funkce f nabijvd
alespori v jednom bodé i € {(«, ) svou nejmensi hodnotu a alespori v jednom bodé
s € {a, B) svou nejvétsi hodnotu, tj. pro vsechna ¢isla x € {«, 3) plati

6. Necht f je funkce definovand a spojitd v uzavieném intervalu {c, 3). Potom
jejim oborem hodnot H(f) je opét uzavreny interval.

7. Necht f je funkce definovand, spojitd a ryze monotonni v intervalu I (interval
I nemusi byt uzavreny). Potom jejim oborem hodnot H(f) je opét interval (nemusi
byt uzavieny a ani ohraniceny).

Spojitost inverzni funkce. Pro spojitost inverzni funkce plati nasledujici véta

Necht f je spojitd a ryze monotonni funkce v intervalu I. Potom inverzni funkce
invf je rovnéz ryze monotonni (rostouci kdyz f je rostouct, klesajici kdyz f je
klesagict) a spojitd v H(f).

Limita a spojitost slozené funkce. Pro limitu a spojitost slozené funkce plati
nasledujici véta:

Necht f je funkce definovand a spojitd v intervalu I a necht g je funkce definovand
na mnoziné A pricemz obor hodnot funkce g patii do I. Necht h = f e g je sloZend

funkce definovand v A vztahem h(x) = f(g(x)).
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a) Jestlize vnitinid sloZka g md v bodé « limitu t patrici do I, potom i sloZend
funkce h ma v bodé o limitu a plati

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) -

r—o

b) Jestlize vnitini funkce g je spojitd v A, potom i sloZend funkce h je spojitd

v A.

Limita vektorové funkce. Necht f = [f1, fo,..., fm] je vektorovd funkce defi-
novand na mnoziné realnych ¢isel A. Potom definujeme

lim f(z) = | lim fi(z), lim fa(x),..., lim f,,(z)| ,

ovSem za predpokladu, ze vSechny limity na pravé strané existuji.
Ptimo z definice I1ze snadno dokazat nasledujici vétu:

Necht £ = [f1, fo, ...\ fml, € =[91,92, -, gm] jsou dvé m-rozmérné rediné vek-
torové funkce definované v A C R a necht h je redlnd funkce, rovnéz definovand
v A. Necht v hromadném bodé o mnoziny A existuji limity lim f(z), lim g(z),

T— r—x

lim h(z). Potom

r—
a) ezistuje limita souctu a rozdilu funkci £,g a plati

lim (f(z) £g(z)) = lim f(x) £ lim g(z) ,

r—x r—x r—o

b) existuje limita soucinu redlné funkce h a vektorové funkce f a plati

lim (h(x)f(z)) = lm A(z)- lim f(z) ,

r—o r—« r—o

c) existuje limita skaldrniho soucinu vektorovych funkei £,g a plati

lim (f(z)-g(x)) = lim f(z)- lim g(z) ,

r—x r— r—o

d) existuje limita velikosti |f| vektorové funkce £ a plati

lim [f(z)| =

r—o

lim f(x)

r—o

Y

e) v pripadé, Ze vektorové funkce f,g jsou trojrozmérné, existuje limita jejich
vektorového soucinu a plati

lim (f(z) x g(z)) = lim f(x) x lim g(z) .

r—« r—x r—o

Analogicky definujeme jednostranné limity vektorové funkce. Vyse uvedend véta
plati i pro né.

11.26. Spojitost vektorové funkce. Necht m-rozmérné vektorova funkce f =
[f1, f2, ---, fm]jedefinovdna v okoli bodu a. Rikdme, Ze je spojitd v bodé «, jestlize
v bodé «a jsou spojité vsechny jeji slozky f;, tj. jestlize plati lim f(z) = f(«a).

r—
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Plati véta:
Jestlize vektorové funkce £,g a redlna funkce h jsou spojité v bodé o, potom jsou
spojité v bodé o i funkce f +g, hf, f-g, |f|, f xg.
12. DERIVACE FUNKCE.

Definice derivace. Necht redlna funkce f jedné redlné proménné z je definovana
v okoli bodu «. Jestlize existuje limita

L @+ )~ f(a)

h—0 h

)

potom tikame, ze funkce f je derivovatelnd v bodé o a limitu nazyvame derivaci
funkce f v bodé a. Oznacujeme ji f'(a), nebo také D f(a).
Jestlize oznac¢ime a+h = x, potom ziejmé h — 0 tehdy a jen tehdy, kdyz z — «.

Plati tedy
o) — i O = F@) L F(@)  f()

h—0 h T—a r—«

Jestlize funkce f je derivovatelna v kazdém bodé x svého defini¢niho oboru D( f),
potom muzeme definovat na D( f) novou funkci g vztahem g(z) = f’(x). Tuto novou
funkci g nazyvame derivaci funkce f a znac¢ime f’, nebo také (f(x))’, eventuédlné

o (f(2)).
Nutna podminka derivovatelnosti. Plati véta
Jestlize funkce f je derivovatelnd v bodé o, potom je v tomto bodé spojita.
Spojitost je tedy nutnou podminkou derivovatelnosti. Neni vSak postacujici.
Geometricki a fyzikdlni interpretace derivace. Definujeme: Necht y = f(x)

je rovnice kartézského grafu funkce f definované a spojité v intervalu I. Necht funkce
f je derivovatelna v bodé «. Potom piimku danou rovnici

y—fla)=f(e)(z - a)

nazyvame tecnou kartézského grafu funkce f v bodé A = (a, f(«a)) (kratce v a) a
ptimku danou rovnici

Y= J(0) = (e —a) voripade ['(a) £0.

nebo rovnici x =a v pripadé f'(a) =0

pak normdlou v bodé A = (a, f(«a)) (kratce v ).

Podobné, jak nas derivace ptivedla ke geometrické interpretaci smérnice tecny,
vede nas k nasledujici fyzikalni interpretaci:

a) Jestlize se téleso pohybuje piimocare a jeho drdha s je funkei ¢asu ¢, potom
jeho okamzita rychlost v v ¢ase t je ddna vztahem v(t) = s'(t) a okamzité zrychleni
a v ¢ase t je ddno vztahem a(t) = v'(t).

b) Jestlize prubéh m fyzikalni veli¢iny je funkci ¢asu ¢, potom okamzita zména v
této veliciny v case t je ddna vztahem v(t) = m/(t). Jako ptiklady lze zde uvést in-
tenzitu elektrického proudu, rychlost rozpadu mnozstvi radioaktivni latky, rychlost
chemické reakce atd.
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Jednostranné derivace. Jestlize v definici derivace limitu nahradime jedno-
strannou limitou zleva nebo zprava, potom hovotime o derivaci zleva nebo o derivaci
zprava v bodé « a oznacujeme je f'(a—) a f'(a+). Plati tedy

o) — tim TOED —f@) o f@) ~ f@)

h—0— h T—o— €r —
Plat) = ti JEFNZSO) _ S-S

V pripadé téchto derivaci staci predpokladat, ze funkce f je definovana pouze zleva,
eventualné zprava od bodu a.

O funkci f fikdme, Zze je derivovatelnd v uzavieném intervalu (a,b), jestlize je
derivovatelnd v kazdém bodé intervalu (a, b) a na koncich existuji jednostranné deri-
vace f'(a+), f'(b—). Obdobné definujeme derivovatelnost v intervalech (a,b), (a, b).

Nevlastni derivace. Jestlize v definici derivace limitu nahradime nevlastni limi-
tou plus nekonec¢no nebo nevlastni limitou minus nekone¢no, potom misto o derivaci
hovoiime o nevlastni derivaci (plus nebo minus nekone¢no).

Algebra derivaci funkci. Vime, ze limita souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu dvou
funkci se rovna souctu. rozdilu, souc¢inu a podilu jejich limit. V piipadé derivaci je

VVVVVV

Jestlize funkce f a g jsou v néjakém bodé o derivovatelné, potom i jejich soucet
(f+g), rozdil (f — g) a soucin (fg) jsou funkce derivovatelné v o a plati

(j)' (a) = f'(e)g(a) = fla)g'(a)
g

Derivace slozené funkce. Pro derivaci slozené funkce plati nésledujici véta:

Necht s = f o g je sloZend funkce definovand vztahem s(x) = f(g(z)) (jinak
zapsano, s(x) = f(u), kde u = g(x)). Jestlize vnitini slozka g je derivovatelnd
v bodé o a vnéjsi slozka f je derivovatelnd v bodé g(a), potom i sloZend funkce s je
derivovatelnd v bodé o a plati

Derivace inverzni funkce. Pro derivovani inverznich funkci plati nasledujici
dulezita véta:
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Necht f je ryze monotonni a spojitd funkce definovand na intervalu J. Necht
invf je inverzni funkce k funkci f a necht a je vnitrnim bodem jejiho definiéniho
oboru (pripomindm, Ze D(invf) = H(f)). Jestlize funkce f md nenulovou derivaci
v bodé 8 = invf(a), potom funkce invf je derivovatelnd v bodé o a plati

1

im)f(oz):f/(ﬁ), kde [ =invf(a) .

Logaritmicka derivace. Necht funkce f je derivovatelnd a riznd od nuly v mno-
ziné A. Ze vzorce pro derivovani slozené funkce plyne dulezity vzorec (In|f(z)]) =

J;/((f)). Vyraz na jeho levé strané nazyvame logaritmickou derivaci funkce f.

Ze vzorce ihned plyne tzv. vzorec pro logaritmické derivovani
f'(x) = f(z)- (In|f(z)])!, =z # 0, ktery ndm ¢asto zjednodusi vypocet derivace.
Vypocet logaritmické derivace funkce byva totiz v . mnohych piipadech jednodussi
nez vypocet samotné derivace funkce. V nékterych ptipadech se dokonce bez vzorce
pro logaritmické derivovani ani neobejdeme.

Derivace elementarnich funkci. V bodech x, které spliiuji uvedené podminky;,
plati nasledujici vzorce pro derivovani:

(¢)’ =0, kde ¢ je libovolna redlna konstanta.

(z*)" = az®' pro V z > 0, kde a je libovolné realné &slo. Tento vzorec
zustava v platnosti i pro x < 0, pokud ovSem je mocnina x® definovana.

(a*) = a®Ina x € (—00,00), kde a je libovolné kladné redlné ¢islo.

(e®) =e®, 2z € (—00,00)

(log, |z|) = —— x € (—00,0)U(0,00), kde a je libovolné kladné redlné ¢islo
ruzné od jedné.

(In|z[) =2 , (sinz) =cosz , (cosz) = —sinz,

(tanz) = —5= , (cotz) = ——=— (arcsinz)’ = \/1%7,

(arccosz) = — 11_362 , (arctanz) = ﬁ , (arccot x) = —#.

Zakladni vlastnosti derivovatelnych funkci. Derivovatelné funkce maji né-
kolik velmi "uzitecnych” vlastnosti, které jsou v aplikacich ¢asto vyuzivany:

1. Jestlize funkce f je spojitd v uzavieném intervalu {(a,b), derivovatelnd ve vse-
ch vnitinich bodech tohoto intervalu a plati f(a) = f(b), potom v intervalu (a,b)
existuje aspori jedno cislo & takové, Ze f'(§) = 0.

Tomuto tvrzeni se fikad Rolle’ova véta.

2. Jestlize funkce f,g jsou spojité v uzavreném intervalu {(a,b) a derivovatelné

v intervalu (a,b), potom v intervalu (a,b) ezistuje aspon jedno ¢islo € takové, Ze

Tomuto tvrzeni se fikd Cauchy‘ova véta o stredni hodnoté.

3. Jestlize funkce f je spojitd v uzavreném intervalu {a,b) a derivovatelnd v in-
tervalu (a,b), potom v intervalu (a,b) ezistuje aspon jedno ¢éislo & takové, Ze



......

Lagrange‘ova véta o stredni hodnote.

4. Jestlize funkce f je derivovatelnd v uzavreném intervalu {(a,b) a jeji derivace
[ je v (a,b) nulovd (tj. f'(a+) = f'(b—) =0 a f'(z) =0V z € (a,b)), potom

funkce f je v intervalu (a,b) konstantnd.

5. Jestlize funkce f je derivovatelnd v intervalu (a,b) a ve vsech bodech x tohoto
intervalu plati f'(x) > 0 {resp. f'(z) < 0, resp. f'(x) > 0, resp. f'(x) < 0},
potom je funkce f na tomto intervalu rostouct {resp. klesajici, resp. neklesagict,
resp. merostouct}.

Tomuto tvrzeni se iika véta o monotonnii funkce na intervalu.

6. Necht f je funkce spojitd v uzavieném intervalu (a,b). Jestlize v kazdém bodé
intervalu (a,b) je funkce f derivovatelnd a jeji derivace f' je riznd od nuly, potom
funkce [ je ryze monotonni v {a,b).

Tomuto tvrzeni budeme fikat zobecnénd véta o monotonnii na uzavreném intervalu.

Vyssi derivace. Necht je ddna néjakd funkce f s definiénim oborem D(f) a
necht DM (f) C D(f) je mnozina viech bodi, ve kterych je funkce f derivovateln4.
Mizeme tedy na mnoziné D™ (f) definovat novou funkci f(!) vztahem
f@(x) = f'(x). Podobné, necht D@ (f) ¢ DM (f) je mnozina viech téch bodi ,
ve kterych je funkce f(1) derivovatelnd. Mizeme tedy na mnoziné D) ( f) definovat
novou funkci £ vztahem f®)(z) = [f(l)(a:)]/ = [f'(z)]’. Tuto funkci nazyvame
druhou derivact funkce f nebo také derivaci druhého 7ddu funkce f a znacime f”.
Obecné definujeme n-tou derivaci f™ funkce f (nebo také ifkidme derivaci n-tého
radu funkce f) vztahem
/

f (@) = [F D (@)

Jejfm defini¢nim oborem D™ ( f) je mnozina viech bodi, ve kterych je derivovatelna
funkce f(»~1. Misto f()(z) ¢asto pfseme [f(2)]"™) a misto f, event. f’ piseme f(©),
event. f(1).

Vypocet limit pomoci derivaci. Je ponékud paradoxni, ze derivace, ktera je
sama definovana jako limita, je velmi silnym prostfedkem pro vypocet limit. Jedna
0

00
se o limity tzv. neurcitych vyrazu 0 oo’ 000, 0o —o00, 1%, 0°, oo,
00
Neurcité vyrazy typu %, . Vyjdeme z dulezité véty, zvané [‘Hospitalovo
pravidlo:

Nechi f a g jsou funkce derivovatelné v néjakém okoli = (o —n, a+n) bodu «
s vyjimkou nanejvys samotného bodu o a necht derivace g' je riznd od nuly v kazdém

/
bodé tohoto okoli. Ddle necht existuje limita lim % (miiZe byt i nevlastni) a necht
r—a g'(x
a) lim f(z) = lim g(z) =0,
nebo
b) lim f(z)=2o0 a také lim g(x)= +oo.

r—o r—o
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Potom existuje i limita lim
T—

Véta zistava v platnosti i tehdy, kdy v ni v$§ude zaménime symbol x — « kterymkoliv
ze symboli x — a+, * — a—, r — 00, * — —o0 a predpoklad o derivovatelnosti
v okoli U nahradime predpokladem o derivovatelnosti v okoli zprava, v okoli zleva,
v okoli plus nekonecna (podotykdame, Ze okolim nekonecna nazyvyme kazdy interval
(a,00), kde a je libovolné redlné ¢islo) nebo v okoli minus nekonecéna.

Neurcité vyrazy typu 0-oco a co — oo. Jde o vypocet limit

a) lim [u(z)v(z)], pficemz lim u(z) = 0 a lim v(z) = oo nebo lim v(z) = —o0,
b) lim [u(x) — v(x)], pficemz lim u(z) = lim v(x) = oo nebo lim u(x) =
lim v(x) = —o0.

V obou pripadech, abychom mohli pouzit 1‘'Hospitalovo pravidlo, prevadime tyto
vyrazy na neurcité vyrazy typu %, popi. typu =2. To vzdycky jde. Pouzivime k tomu
napr.

u v
v piipadé a) identitu u - v =  nebo identitu u-v = +, a dostaneme tak typ 8
v u
prof:uag:%nebotyp%prof:vag:%,
11
v pifpadé b) identitu v — v = *—* a dostaneme tak typ % pro f = % — % a

uv

9= w0

Neuré&ité vyrazy typu 0°, 1°°, oo®. Jde o vypocet limity [ = lim [u(z)"(®]
r—
v pripadech, kdy
a) lim u(x) = lim v(x) =0,
r—x T—
b) lim u(x) =1a lim v(z) =00,
T— T—
¢) limu(z) =00 a limv(x)=0.
r— T—
Ve vsSech trech ptipadech vyuzijeme identitu u(a:)“(m) = e?@)Inu(@) 5 pouzijeme
vztah pro vypocet limity slozené funkce. Dostavame

I = lim [u(m)v(m)] _ egjlnla[v(m)lnu(x)]’ tj.

| =eF, kde k = lim [v(x) Inu(z)].
r—x
P1i vypoctu limity k se pak ve vSech tfech piipadech jedna o neurcity vyraz typu
0 - oo.

Kiivost kartézského grafu funkce. Necht je déna funkce f derivovatelnd
v intervalu (a, b) , necht « je libovolné éislo z (a, b) a necht n,, je norméla ke grafu
y = f(x) v bodé A, = (a, f(a)). Necht h je libovolné &fslo (kladné nebo zédporné)
takové, ze a + h € (a,b) a necht n,yp, je normala ke grafu y = f(x) v bodé
Agin = (a+ h, f(a + h)). Necht M = (my,m2) je prisecik normdl ny, nain-
Jestlize bod A,4p se blizi k bodu A, po grafu y = f(z), potom bod M = (mq, ms)
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se blizi (za predpokladu, ze f'(«) # 0) po normaéle n, k bodu S, = (§4, M), jehoz
soufadnice &, 7, jsou dany vztahy

Bod S, nazyvame stredem krivosti grafu y = f(z) v bodé A, = («, f(a)), nebo
kratce, v bodé a.

[1+[7" ()] :

Vzdalenost p, bodu A, a Sy, tj. ¢islo po, = |AaSa| = T nazyvame
1 "
polomérem kiivosti a jeji opaénou hodnotu —, tj. éislo - = L")'; nazyvame
P 147 (@)P] 2

(0%
krivosti grafu y = f(x) v bodé A, = (a, f(a)) (kratce, v «).
Kruznici se sttedem S, = (4, 7a) & s polomérem p,, nazyvame oscilacni kruznici
grafu y = f(x) v bodé A,.
Kdyz bod A, = (a, f(a)) "se pohybuje” po grafu y = f(x), tj. @ nabyva po-
stupné vsechny hodnoty z intervalu (a, b), potom bod S, vytvaii v kartézské roviné
mnozinu bodu

E=((z,y) €ERe: z=y(a),y=1v(a), a € (a,b)) , kde

N & 2 P C0) P oy g L@
go(a)— f”(a) f( ) ) Qp( ) f( >+ f”(a) .

Mnozina & se nazyva evoluta grafu y = f(x) a rovnice x = ¢(a), y = P(«a)
parametrické rovnice evoluty.

Parametrické rovnice krivky v roviné. Mnozinu bodu, jejichz kartézské
soufadnice x,y jsou funkce dané vztahy

r=gt) , y=uvt) , tel

nazyvame krivkou v kartézské roviné definovanou parametricky v intervalu I (nej-
castéji I = (a,b) nebo I = (—o0,00)). Pritom predpokldddme, ze funkce (t), 1 (t)
argumentu ¢ maji tyto vlastnosti:

1. Jsou v intervalu I spojité.

2. Maji spojité derivace ((t),1)(t) vzhledem k proménné ¢ v celém intervalu I
s vyjimkou nanejvys konecneho poctu bodu, pricemz nanejvys s vyjimkou konec-
ného pocétu bodu plati ¢? + Y2 >0 (tj. alespon jedna z derivaci ¢, ’gb je ruzna od
nuly).

Argument ¢ nazyvame parametrem krivky a samotnym rovnicim rikdme paramet-
rické rovnice krivky (v kartézské rovine).

Podobné definujeme parametrickymi rovnicemi i kiivku v polarnich souradnicich.

Tecna a normala k rovinné kiivce dané parametricky. Tecna a normala
v bodé A= (¢ (ta),¥ (ta)) jsou dany rovnicemi

tecna : Y (ta)(x—@ta) —¢(ta)(y—o(ta)) =
normala : O(ta)(x—p(ta)) + ) (ta) (y =9 (ta)) =



Piiklady technickych ki ivek.

1. Cykloida. Je to trajektorie bodu P majiciho fixovanou polohu vzhledem ke
kruznici otacejici se po pevné (nepohybujici se) piimce. Jeji parametrické rovnice
v pripadé, kdy kruznice se sttedem S a s polomérem r se otaci po ose O, a bod P
lezi na polopiimce SA, kde A je pevny bod na obvodu kruznice jsou (vzdélenost
bodi S a P oznacme c)

r=rt—csint , y=r—ccost.
Odtud, pro tzv. obycejnou cykloidu (c = r), plati
x=r(—sint) , y=r(l—-cost).

2. Evolventa kruznice. Je to trajektorie bodu P fixovaného na ptimce p otacejici
se po obvodu pevné (nepohybujici se) kruénice k o poloméru r. Jeji parametric-
ké rovnice v pripadé, kdy stfed kruznice k splyva s pocatkem kartézské soustavy
soutadnic a kdy pifimka p se dotyka v urcitém case obvodu kruznice v bodé M jsou

x =r(cost +tsint) , y=r(sint—tcost).

3. Spirdly. V technickych problémech se vyskytuji tii kiivky dané nésledujicimi
poldrnimi grafy ( ¢ a A jsou kladné konstanty)

r=ch Archimedova spirala
c

r= 7 hyperbolicka spirala

r = ce logaritmicks spirala

Derivace vektorové funkce. Necht v okoli bodu « je definovana m-rozmérna

vektorovd funkce f = [f1, fo, ..., fi]. Jestlize vSechny funkce f; jsou derivovatelné
v bodé «a, potom o vektorové funkci f fikdme, Ze je derivovatelnd v bodé a a vektor
f'(a) = [fi(a), fo(a), -, fI («)] nazyvame jeji derivaci v a.

Ptimo z definice lze snadno dokazat nésledujici vétu

Necht £ = [f1, fo,. ., fm], € = [91,92,- -+, gm] jsou dvé m-rozmérné vektorové
funkce jedné redlné proménné definované v okoli U, bodu o a necht q je redind
funkce jedné redlné proménné, rovné? definovand v okoli U,. Necht funkce f,g,q
jsou derivovatelné v bodé ow. Potom

a) soucet a rozdil funkci f,g je derivovatelny v o a plati

(f + g)"(a) = (@) £ g'(e) ,

b) soucin redlné funkce q a vektorové funkce f je derivovatelny v a a plati

(¢f) () = ¢ ()f (@) + g(a)f'(a)

c) skaldrni soucin vektorovych funkci £, g je derivovatelny v o a plati
(f-8)'(a) =f'(a) -gla) + f(a) - g'(a)
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d) jestlize navic f(a)) # o, potom i velikost |f| vektorové funkce £ je derivovatelnd
v a a platt

f'(c) - £()
£/(0) = =
|f(a)]
e) v pripadé, Ze vektorové funkce f,g jsou trojrozmérné, je i jejich vektorovy
souc¢in deriwovatelny v o a plati

(f x g)(e) = f'() x g(@) + f(a) x g'(a) .

13. TAYLOROVA VETA A APLIKACE.

Taylorova véta s Lagrange’ovym zbytkem. Plati véta:

Necht funkce f md v uzavieném intervalu {a,b) derivace aZ do n-tého vddu véetné
(n je pevné zvolené celé nezdporné éislo) a vsechny tyto derivace jsou v {a,b) spojité.
Necht vsude uvniti tohoto intervalu existuje n+1-ni derivace f™ Y funkce f. Necht
body a,ac + h (h # 0, ¢islo h muze byt i zaporné) patii do {(a,b). Potom existuje
kladné ¢islo 6 mensi nez jedna (0 < 0 < 1) takové, Ze plati

fla+h) =T, o(h)+en(h), (13.1)

kde T, o(h) je polynom n-tého stupné v proménné h (tzv. Tayloriv polynom) defi-
novany vztahem

/ " (n)
Toalh) = fla) + 20 002y IO (13.2)
1! 2! n!
a vyraz e, (h) (tzv.Lagrange‘“iv zbytek) je ddn vztahem
h W ) (o 4 g
(h) = —_f(n . 13.
o) = a7 a0 (1)

Podotknéme, Ze pro chybu e, (h) byly odvozeny i jiné vztahy (napt. Pedanuv zbytek,
Cauchyuv zbytek).
Vzorec (1) se nazyva Taylorovym rozvojem n—tého stupné v bodé a.

Maclaurintuv rozvoj. Oznacime-li ve vzorcich (1) —(3) a+h =z, tj. h = x —«,
potom dostaneme casto pouzivany tvar Taylorova rozvoje

fa) = flo) + T e o)+ T a2
F) () L (et 0(z — ) "
TR ED I

V pripadé a = 0 odtud dostavame

f7(0) » FA0) o fUHD0)
1] x + o1 ¥ + -+ L + CESL x .
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a to je tzv. Maclaurin‘iv rozvoj n-tého stupné funkce f s Lagrange‘ovym zbyt-
kem.

Diferencialy funkce. Vyrazy f'(a)-h, f”(a)-h?,... f(a)-h™ v Taylorové
polynomu (2) se nazyvaji pronim, druhym, ... , n-tym diferencidlem funkce f v bodé
a a oznacuji se d' f(a), d*f(a), ... d"f(a).

Plati tedy d' f(a) = f'(a)-h, d®f(a) = f"(a)-h?aobecné d"f(a) = f™(a)-
h™.

Prvni diferencidl vétsinou oznacujeme df (o) misto d' f(«) a nazyvame jej diferen-
cidlem (bez piivlastku prvni). Zduraznéme, ze diferencidly v bodé « jsou funkcemi
nové proménné h. Samoziejmé zavisi i na bodu «.

Obecné tedy plati df (z) = f’(x)-h, coz se ¢asto kratce zapisuje df = f'(x)-h.
Pro funkci f(z) = x tedy dostavame df = dx = h.

Zde je duvod, pro¢ misto pismene h se velmi ¢asto pouziva dvojpismeno dx, tj. proc
vzorec df = f'(x) - h se piSe ve tvaru

_ 4

df = f'(z)-dr nebo také f'(z) = -

a proc se v technickych oborech derivace casto zapisuje jako podil diferencialu a
misto derivovatelnosti se hovoii o diferencovatelnosti.

Pri préci s diferencialy je tedy tieba rozliSovat, zda proménnd z je nebo neni za-
visla na jiné proménné, napft. t. V prvnim ptipadé symbol dz predstavuje diferencial
funkce, tj. dz = 2/(t)dt. Ve druhém piipadé pak je novou nezavisle proménnou.

Algebra diferencialt funkci. Ze vzorctu udavajicich vztah pro derivovani sou-
¢tu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkei ihned plyne véta

Jestlize funkce f a g jsou diferencovatelné (tj. derivovatelné) v intervalu I, potom
i jejich soucet (f + g), rozdil (f —g) a soucin (fg) jsou funkce diferencovatelné v I
a plati

d(f+g)=df +dg, d(f —g)=df —dg , d(f-g)=g-df + f-dg .

Podil (5) je také diferencovatelny vsude tam, kde g(x) = 0 a plati
d(f) _g-df—f-dg
—)=2=_ =
g g
Vzorce plati i pro diferencidly v jednotlivijch bodech.

Lokilni extrémy funkci. Rikdme, ze funkce f definovand v okoli U, bodu
a ma v bodé « lokalni mazimum {resp.lokdlni minimum}, jestlize existuje takové
okoli (v — 0, e+ 9) C U, bodu «, ze plati

fla) > f(z) pro |x—a|]<d
{resp.  f(a) < f(z) pro |z —al<d}.

Jestlize v nerovnostech znaménko rovnosti plati pouze pro x = «, potom tikame,
ze lokdlni maximum {resp. lokdlni minimum} je ostré.
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Jestlize funkce f nabyva v bodé a lokdlni maximum nebo lokdlni minimum,
potom fikdme kratce, ze v ném nabyva lokdlni extrém. O samotném bodu « pak
fikime, ze je bodem lokdlniho extrému (lokdlniho maxima nebo lokdlniho minima)
funkce f.

Plati dulezita véta.

Jestlize funkce f je v bodé o derivovatelnd a nabyvd v ném lokdlni extrém, potom
nutné f'(a) =0 .

Body « ve kterych je funkce f derivovatelna a jeji derivace je nulova nazyvame
stactondrnimi body funkce.

7 vyse uvedené véty tedy plyne zavér

Funkce f definovand v intervalu I muze nabyvat lokdlni extrém pouze v téch
vnitrnich bodech intervalu I, které jsou budto staciondrni anebo funkce f v nich
nent derivovatelnd.

Postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému. V pripadé, ze
funkce f je derivovatelna v bodé a podminka stacionarnosti je podminkou nutnou
pro existenci lokalniho extrému. Neni vsak podminkou postacujici. Plati vsak véta

Podminka staciondrnosti se stane i postacujici podminkou pro existenci lokalniho
extrému v bodé «, jestlize funkce f je derivovatelnd v néjakém okoli (av — §, v + )
bodu o a derivace [’ je v tomto okoli kladnd z jedné a zdpornd ze druhé strany bodu
a (Tikame, Ze derivace méni v bodé v znamdnko).

Test s druhou derivaci. Vime, ze podminka stacionarnosti je pouze podminkou
nutnou pro existenci lokdlniho extrému v bodé «, nikoli postacujici. Postacujici se
stane, kdyz derivace f’ méni v bodé « znaménko. Ovéreni této skuteénosti vsak nenf
v nékterych pripadech snadné. Proto se nékdy pouziva jind postacujici podminka,
nazyvana test s druhou derivaci:

Jestlize funkce f md spojitou derivaci f v néjakém okoli bodu o a v samotném
bodé « existuje i druhd derivace ' (a) pricemsz plati f'(a) =0 a f"(«) # 0, potom
funkce f nabyvd v bodé o ostry lokdlni extrém a to maximum v pripadé f"(a) <0
a minimum v pripadé f"(a) > 0.

Globalni extrémy. Necht funkce f je definovédna v intervalu I. Rikdme, ze
funkce f nabyvd v bodé « € I globdlni mazimum {resp. globdlni minimum}, jestlize
plati

fla) = f(x) Aresp. fla) < f(z)} proVawel.

Jestlize funkce f nabyva v bodé a globalni maximum nebo globdlni minimum,
potom fikame, ze v ném nabyva globdlni extrém. O samotném bodu « pak fikdme, ze
je bodem globdlniho extrému (globdlniho mazima nebo globdlniho minima) funkce f.

Z definice je zfejmé, ze lezi-li bod globdlniho extrému uvniti intervalu /, potom
je i bodem lokalniho extrému. Odtud plyne zavér:

Funkce f definovand v intervalu I muze nabyt svou maximdlni i minimdlni hod-
notu pouze v ndsledugicich bodech:

a) v kragnich bodech intervalu I a to pouze v téch, ve kterych je definovina,

b) ve vnitrnich bodech intervalu I v nichZ neni funkce derivovatelnd,

¢) ve staciondrnich bodech.
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Vsechny vysSe uvedené body nazveme testovacimi body. Vétsinou jich nebyva
mnoho.

Konkivnost a konvexnost. Inflexni bod. Rikdme, Ze funkce f definovana
v okoli U, bodu « je v bodé « konvexni {resp. konkduni}, jestlize existuje takové
okoli (o — 0, + &) C U, bodu «, ze cast grafu funkce f odpovidajici bodum x
z tohoto okoli lezi nad {resp. pod} teénou v bodé a. Ptechdzi-li graf v bodé «
z jedné strany tecny na druhou, potom tikame, ze funkce f md v bodé o inflexnt
bod.

7 rovnice tecny v bodé a ihned dostavame

Funkce f je v bodé « konvexni {resp. konkdvni} jestlize plati

f(@) =z fla) + f(e)(—a) prolz—al <6
{resp. f(z) < f(e) + f'(e)(x —a) pro|z—al <6}

Jestlize v nerovnostech znaménko rovnosti plati pouze pro x = «, potom tikame,
ze funkce f je v bodé a ryze konvexni {resp. ryze konkdvni }.

Je-li funkce f konvexni v kazdém bodé intervalu I, potom fikame, ze je konverni
v intervalu I. Obdobné definujeme ryze konvexni, konkavni a ryze konkévni funkci
v intervalu I.

Z Taylorovy véty (viz (1)) ihned dostdvame nésledujici postacujici podminku pro
konvexnost a konkavnost:

Jestlize funkce f md spojitou derivaci f' v néjakém okoli bodu o a v samotném
bodé « ezistuje i druhd derivace f"(a), pricemz f"(«a) # 0, potom funkce f je
v bodé a ryze konvexni (v pripadé, kdy f’(a) > 0) nebo ryze konkdvni (v pripade,
kdy f"(a) < 0).

7 véty ihned plynou dva dusledky:

1. Jestlize f"(a) # 0, potom funkce f nemiuze mit v o inflexnd bod. Existuje-li
tedy druhd derivace f"(a) a funkce f md v bodé o inflexni bod, potom plati

(@) =0. (13.4)

2. Je-li f"(x) > 0 {resp. f"(x) < 0} wSude v intervalu I, potom je funkce f
v intervalu I ryze konvexni {resp. ryze konkdvnd}.

Postacujici podminka pro existenci inflexniho bodu. Podminka (4) je pod-
minkou nutnou k tomu, aby funkce f méla v bodé « inflexni bod. Neni podminkou
postacujici. Plati vsak véta.

Podminka (4) se stane i postacujici podminkou k tomu, aby funkce f méla v bodé
a inflexnd bod, jestlize funkce [’ je derivovatelnd v néjakém okoli (o —§, a+0) bodu
a a derivace " je v tomto okoli kladnd z jedné a zdpornd ze druhé strany bodu o
( Tikame, Ze druhd derivace funkce f méni v bodé o znaménko).

Prabeéh funkce. Véty o derivovani a véty této kapitoly ndm umoznuji urcovat
charakteristické vlastnosti (ifkdme také pribeh) funkce. Shritme, co zjistujeme pfi
urcovani prubéhu dané funkce.

1. Piirozeny obor definice funkce.
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2. Zda funkce je sudd, licha nebo periodicka. Sudost nebo lichost ndm umoznuje
omezit se na studium vlastnosti funkce pouze pro kladné hodnoty nezavisle promén-
né, periodicita pak dokonce pro hodnoty nezavisle proménné tvotici pouze libovolny
interval jehoz délka se rovna periodé.

3. Vsechny body nespojitosti funkce, limity a jednostranné limity v téchto
bodech a intervaly v nichz je funkce spojita.

4. Vsechny intervaly v nichz je funkce kladnd nebo zapornd a vSechny nulo-
vé body funkce. Nulové body se ndm podaii analyticky nalézt mélokdy. Musime
vétsinou pouzit pfiblizné (numerické) metody. Zminime se o nich v nésledujicim
odstaveci.

5. Vsechny intervaly, kde je funkce rostouci, klesajici, nerostouci anebo nekle-
sajici.

6. Vsechny lokalni i globdlni extrémy funkce.

7. Vsechny intervaly, kde je funkce konvexni nebo konkavni.

8. Vsechny inflexni body funkce.

9. Vsechny asymptoty grafu funkce.

10. Dalsi vlastnosti, jako napt. body ve kterych funkce neni derivovatelnd a
jednostranné derivace v téchto bodech, body nespojitosti derivace atd.
Na zakladé vsech téchto zjisténi pak nacrtneme graf dané funkce.

E. INTEGRALNI POCET EUNKCI
JEDNE PROMENNE.

14. PRIMITIVNI FUNKCE.

Definice primitivni funkce. Necht v intervalu I je definovdna funkce f. Kaz-
dou funkci g definovanou a derivovatelnou v témze intervalu I takovou, ze plati

g(x)=f(z) Vael

nazyvame primitioni funkci k funkci f v intervalu I a oznacujeme ji f* nebo také
|f(z)]*. Leibniz zavedl pro oznacen{ primitivn{ funkce k funkei f symbol [ f(z)dz a
primitivni funkci nazval neurcitym integrdalem funkce f. Hledani primitivni funkce
[ f(z)dz k funkei f nazyvéme integrovdnim funkce f a samotnou funkei f integ-
randem.

Vime, ze nutnou podminkou diferencovatelnosti funkce je jeji spojitost. Odtud
ihned dospivame k dulezitému zavéru: Jestlize g je primitioni funkce k funkci f
v intervalu I, potom je spojitd v intervalu I (nezdvisle na tom, zda je nebo neni
spojitd funkce f).

Existence primitivni funkce. Funkce, ke kterym existuji primitivni funkce,
nazyvame integrovatelnymi funkcemi. Ne kazdd funkce f je integrovatelnd. Plati
vsak véta:

Kazdd funkce f spojitda v intervalu I je v tomto intervalu integrovatelnd.

Mnohoznaénost primitivni funkce. Plati nasledujici véta

a) Jestlize g je primitioni funkce k funkci f v intervalu I, potom i kazdd funkce h
definovand v intervalu I vztahem h(z) = g(xz)+C YV z € I, kde C je libovolné
redlné cislo, je primitivni funkce k funkci f.
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b) Jestlize g, h jsou primitivni funkce k jedné a téze funkci f v intervalu I, potom
se v celém tomto intervalu lisi o konstantu.

Vidime, ze tloha “nalézt funkci g primitivni k dané funkci f v intervalu I” neni
jednoznaénd. Zname-li vSak jednu konkretni (partikuldrni) primitivni funkci g, do-
staneme vSechny ostatni primitivni funkce pripoc¢tenim libovolné realné konstanty
C' (nazyvame ji integracni konstantou).

Stanoveni integraéni konstanty. Odpovéd na otézku, jak v konkretni tloze
vybrat z nekonetné mnoha primitivnich funkeci tu jedinou, ktera fesi danou tlohu,
tj., jak stanovit hodnotu integracni konstanty, dava nasledujici véta

Necht o, 3 jsou libovolné zadand redind éisla, pricemZ o € I. Potom ke kazdé
funkci f integrovatelné v intervalu I existuje pravé jedna primitioni funkce g takovd,
ze g(o) = (. Tato funkce je definovdna vztahem

9(x) = h(x)+ 8- ha),

kde h(x) je libovolné zvolend partikuldrni primitivng funkce k funkci f.

Integrovani souc¢tu, rozdilu a soucinu s konstantou. Piimo z definice pri-
mitivni funkce a ze vzorcu pro derivovani plyne nasledujici véta:

Necht f, g jsou integrovatelné funkce v intervalu I a necht k je libovolnd konstan-
ta. Potom 1 funkce f + g, f — g, kf jsou integrovatelné v I a plati

Jur@) + g@)an 2 [ f@ydo+ [ gla)da
Jir@) —g@)an 2 [ f@ydo [ gla)da
/kf(:c)dac e k'/f(a:)dac

Ve vzorcich symbol ”"ad” nad rovnitkem znamend, Ze levd a prava strana se
)
mohou liSit o konstantu.

Zakladni vzorce pro integrovani. Pfimo z definice primitivni funkce bez-
prostfedné plynou dva nasledujici vzorce

(/ﬂwdﬁlzf@>, [ r@is = @) +c

Ze vzorcu pro derivovani ihned dostavame zékladni vzorce pro integrovani (sym-
bol 7ad” vynechavame, integrovani se vztahuje na ty intervaly, ve kterych jsou
definovény integrandy).

/O-d:czo a/xa_lda:::co‘
x 1

/amda:: a4 /—dx:1n|m|
Ina T
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/cos:cd:c = sinzx /sinxdaz = —COSZ

1 1
/ 5 dr = tanx / ——dr = —cotx
cos? x sin” x
/ Ly i / L4 (
———dx = arcsinzx ——dx = arctanx
V1—x? 1+ 22

Daéle se snadno presvédcime, ze plati

T = 1n<x+ x2+1),—oo<ac<oo

1
| i
1 x:—ln(x—i—\/i) r>1

| 7=

Substituéni metoda integrovani. Necht

a) f je funkce definovana a spojitd v intervalu L,

b) ¢ je funkce definovand v intervalu K a ma v ném spojitou derivaci ¢’,

c) plati H(ep) = L.

Substituéni metoda integrovani vychézejici ze znamé véty o derivovani slozené
funkce se opird o nasledujici vzorce

/f(sO(uw dx—/f o wex
/f( dx—/f u)du , xelL

dz lu=p=1(x)

Metoda per partes. Predpokladejme, ze funkce f a ¢ jsou definovany a spojité
v intervalu I a ze funkce f ma spojitou derivaci v tomto intervalu. Metoda per partes
pro integrovani vychézejici ze znamé véty o derivovani soucinu dvou funkei se opira
o nasledujici vzorec

[ t@g@)dz® f@)g* @)~ [ 1@y () da

Rekurentni vzorce pro integrovani. Snadno, s pouzitim metody per partes,
1ze odvodit, ze pro libovolna realna ¢isla a # 0, ¢ # 0, a # —1, § # 0 a pro libovolné
prirozené cislo n plati

a+1

2 a . _-T (CLLL’Q + C) 3+ 2a / 2 a+1
/(a:c +c) dr = 2l +1) + 2e(a+ 1) (aw +c) dzx

ﬁ/sm%dm = _Sinﬁ_GCOS«ﬂH(5—1)/Sinﬁ_2xdx
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ﬁ/cosﬁwd:c = cos’ T asing + (8 - 1)/cosﬁ‘2:cd;c

/ 1 d T n 3—2n / 1 d > 9
——dr = — — —dx, n>
(1+x?) 21 —n)(1+22)"""  20-n)/) 1+422)""

Integrovani parcialnich zlomki. Vime, ze parcidlni zlomky jsou funkce tvaru

ﬁ nebo %, kde n je libovolné prirozené ¢islo a «, B, a, p, q jsou

libovolnd reslns éfsla, pricemz A = g — (2)° > 0,
Zlomky prvniho tvaru integrujeme substituci * — a = w. Dostaneme

/ a dy { ﬁ(w—a)l_” pro n#1
7( —

r—a)" aln|z — al pro n=1

Integrovani zlomku druhého druhu provadime ve dvou krocich.

1. krok.
Vyraz ax + ( upravime do tvaru ax + 3 = b(2zx+p)+c, kdeb = §,¢c = - .
Dostaneme

/ ar + 3 dm—g/ 2 +p dx+( _%)/ dx
(22 + px+q)" 2 ) (22 +px+q)" 2 (22 +pr+q)"

(. J - s (.

Alx) Ay () Ay (x)

Vypocet primitivn{ funkce A;(z) provedeme substituci 22 +pz+q = u. Dostaneme

_1 2 1-n
Ay () :/ L sdr =< 1 (% + pz + ) pro n#1
(22 +px + q)

2. krok.
Potftdme primitivn{ funkei As(z) substituef z = vAu — £. Dostaneme tak

VA 1
tala) = 57 [ e

Pro vypocet integrilu [ m du pak pouzijeme znamy rekurentni vzorec

ln(x2+pm+q) pro n=1

/ du U . 3—2n / du > 9
n - n— n—1 > =
(u? +1) 21—n) (2 +1)""  20-n)) (W2+1)""

Integrovani racionalnich funkci. Vime, ze racionalni funkce R(z) je definova-
na jako podil dvou redlnych polynomu P(z), Q(x). Jestlize polynom ve jmenovateli
Q(x) je vyssiho stupné nez polynom v citateli P(x), potom funkci R(z) nazyva-
me ryze raciondlni. V opaéném piipadé muzeme polynom P(z) délit polynomem
Q(x). Dostaneme tak polynom a zbytek, ktery je jiz ryze racionélni funkeci, tj. do-

staneme R(z) = V(z)+ g%g, kde obé funkce V(z) a Z(z) jsou polynomy a funkce
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Z(z)
Q(x)
dostaneme

je ryze raciondlni. Rozlozime-li tuto ryze raciondlni funkci na parcialni zlomky;,

R(z) = V(x) + soucet parcidlnich zlomku

a jak polynom, tak i parcidlni zlomky jiz umime integrovat.
Pfi integrovani fady ruznych funkci se pouzivaji substituce, které vedou na in-
tegrovani racionalnich funkci.

Neelementarni primitivni funkce. Vypocet primitivnich funkci neni obecné
snadnou zalezitosti.

Opravnéné tusime, ze existuji jednoduché funkce, jejichz primitivni funkce sice
existuji, nelze je vSak vyjadrit pomoci ndm znamych elementarnich funkci. Mnohé
z nich jsou vyjadfeny pravé ve tvaru primitivnich funkeci. Jsou to napiiklad funkce:

a) Gaussova funkce [e™*" dz,

b) integralni logaritmus lit = [ < dz,

c) integralni sinus  Siz = [ S22 dg,

d) integralni kosinus Clix = [ <2 dg,

e) Fresnelovy funkce [sinz?dx, [ cosz? dz.

Mezi neelementarni funkce patii také velmi dulezité tzv. Legendre’ovy eliptické
integraly a hyperelipticky integrédl. Jsou definovany nasledovné:

a) elipticky integral prvniho druhu f T ;)%_)\2 5

b) elipticky integrél druhého druhu [ /1522 dx,
dx
(#2—p)/(1—=22) (1= A222)

c) elipticky integral tfettho druhu [

d) hyperelipticky integral [ \/16?37'

Ve vsSech téchto piipadech jsou A, p libovolnd realnd ¢isla, pricemz 0 < A < 1.
Rusky matematik P.L.CebySev dokazal, ze i tzv. binomické integraly
[ ™ (a+ bx™)? dx s vyjimkou nékolika pripadu pati{ mezi neelementérni funkce.

15. RIEMANNUV INTEGRAL.

Normalni posloupnost déleni intervalu. Necht (a,b) je libovolny uzavieny
interval (a tedy ohrani¢eny). Pro n = 1,2,--- rozdélme interval (a,b) na n Casti
pomoci délicich bodu xg, z}, x5, - -, 2] _,, x takovych, ze

a=z) <z} <zy < <z <z =D
Dostaneme tak posloupnost {A™} déleni intervalu (a, b):
A' = {zj, 21} pricemz a = 2§ <z} = b
A? = {:c(z),:c%,:cg} piicemz a = 25 < 23 <z3 = b
A = {w%,w‘i’,w%,wg} piicemz a = xy < x5 < x5 <3 = b

Délku nejvétsiho z intervala <:c?_1, :U:L> nazyvame normou déleni A™ a oznacujeme

Ony tj. Op = max (z* —27). O posloupnosti {A"} ifkdme, ze je normdini
1= 1,2,ym

posloupnosti délent intervalu, jestlize 9,, — 0 kdyz n — oo.
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Definice Riemannova integralu. Necht f je libovolna funkce (nemusi byt
nezdpornd) definovand v uzavieném intervalu (a, b) a necht {A"} je libovolna nor-
mélni posloupnost déleni intervalu (a, b). Pro kazdé déleni A™ vytvoime soucet

pu = D () (e — i)
k=1

kde &;! je libovolné vybrany bod v intervalu <mg_1,x2>. Jestlize posloupnost ¢isel
{pn} konverguje a to vzdy k jednomu a témuz ¢islu g , bez ohledu na konkrétni vybér
normélni posloupnosti {A™} déleni intervalu (a, b) a bez ohledu na konkretni vybér

bodi £}, potom toto ¢islo g nazyvame Riemannovym integrdlem funkce f v intervalu
b
(a,b) a oznatujeme je symbolem [ f(z)dz. Funkci f nazyvdme integrandem, cisla

a, b dolni a horni mezi. Soucet p, %azyvéme n-tym Riemannovym souctem. Jestlize
Riemannuv integral funkce f v intervalu (a,b) existuje, potom o funkci f fikdme,
ze je v (a, b) integrovatelnd ve smyslu Riemanna, nebo také, ze je R-integrovatelnd
v {a,b). V Ceské literatufe se nékdy misto terminu Riemannuv integral pouziva
termin wurcity integrdl.

Nutna podminka R-integrovatelnosti. Plati véta

Jestlize funkce f je R-integrovatelnd v intervalu (a,b), potom je v tomto intervalu
ohranicend.

Véty o R-integrovatelnosti. Plati véty:

a) Jestlize funkce f je R-integrovatelnd v uzavieném intervalu (a,b), potom je
R-integrovatelnd v kazdém jeho uzavieném podintervalu (o, B), kde a < a < < b.

b) Kazdd monotonni funkce v uzavieném intervalu a,b je v ném R-integrovatelnd.

c) Jestlize funkce f a g spliuji v kaZdych dvou bodech o, B uzavieného intervalu
(a,b) nerovnost | f(a) — f(B)] < |g(a) —g(B)| a funkce g je R-integrovatelnd v (a,b),
potom je v {a,b) R-integrovatelnd i funkce f.

d) Jestlize funkce h je R-integrovatelnd v uzavieném intervalu {(a,b), potom i jeji
absolutni hodnota |h| je R-integrovatelnd v {(a,b).

R-integrovatelnost spojité funkce. Lze snadno dokazat platnost nasledujici
velmi dulezité véty

Kazdd funkce f spojitd v uzavieném intervalu {(a,b) je v tomto intervalu R-
integrovatelnd.

Poznamenejme, ze vétu lze zobecnit takto

Ohranicend funkce v intervalu {a,b), jejiz mnozina bodu nespojitosti je konecénd
(anebo nekonecnd, aviak da se pokrijt konecnym poctem intervalii o celkové libovolné
malé délce) je R-integrovatelnd.

Riemantiv integral ze souc¢tu a soucinu funkci. Plati véta

Jestlize funkce f a g jsou v intervalu {a,b) R-integrovatelné a K je libovolnd redl-
nd konstanta, potom i funkce a) f+g , b) Kf , ¢) fg jsou v {(a,b) R-integrovatelné
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a plati

/b £@) +g(a))de = [ f(a)da+ / g(w) do

/be@c) dx = K/f(:c)da:

7 véty plyne dusledek

Nechi funkce f(x) je R-integrovatelnd v (a,b) a necht funkce g(x) definovand
v (a,b) se lisi od funkce f(x) nanejuys v konecném poctu bodu x1,xa, . ..,xr. Potom
b
i funkce g(z) je R-integrovatelnd v (a,b) a plati [ g(x)dz = [ f(x)dx

Aditivnost a ohrani¢enost Riemannova integralu. Snadno lze dokizat vé-
tu, ktera je velmi dulezitd, zejména v aplikacich:

Necht f je funkce R-integrovatelnd v uzavieném intervalu {a,b) a necht c je
libovolné cislo takové, Ze a < ¢ < b. Potom plati

/bf(:c)da: = /Cf(:c)dw+/bf(x)dw, (15.1)

(b—a) 1nf f(x /f Ydx < (b—a) sup f(x) . (15.2)

z€(a,b) z€(a,b)

Vlastnost (1) nazyvame aditivnosti Riemannova integrdlu, vlastnost (2) pak ohra-
nicenosti Riemannova integrdlu.

7 véty ihned plyne nésledujici dusledek:

Jestlize funkce f je R-integrovatelnd v (a,b), potom plati

/bf(SIC)ahj < /blf(w)l dx

Stredni hodnota funkce Necht f je R-integrovatelnd funkce v uzavieném
intervalu (a, b). Clslo f f(x) dz nazyvame stredni hodnotou funkce f v intervalu

(a,b). Pro spojité funkce f plati nasledujici véta:

Jestlize f je spojitd funkce v uzavieném intervalu (a,b), potom v tomto intervalu
existuje takovy bod &, Ze stredni hodnota funkce f v (a,b) je rovna hodnoté funkce
f v bodé &, ty.




b
Integra¢ni meze. V definici Riemannova integrdlu [ f(z)dz jsme predpokld-
a
dali, ze a < b. Definici rozsitime i na ptipady, kdy b < a nebo b = a a to tak, ze

definujeme
a

/bf(m)dx - —/f(m)dx : /af(@dx ~0.
b

b

V Riemannové integralu [ f(z)dz &islo a nazyvame dolni mezi, ¢islo b horni mezi

a to nezavisle na tom, zd; a < bnebo a >b.

Snadno se muzeme presvédcit, ze vzorec (1) (aditivnost) zustdva v platnosti pii
libovolné poloze ¢isel a, b, ¢, pokud ovSem vSechna lezi v uzavieném intervalu v némz
je funkce f R-integrovatelna.

Vztah mezi Riemannovym integralem a derivaci funkce. Uvedeme nyni

vvvvvv

ukazuje na velmi tizkou souvislost mezi Riemannovym integrélem a derivaci funkce:

Necht f je R-integrovatelnd funkce v uzavieném intervalu {a,b). Potom funkce
G definovand vztahem

G(:U):/f(t)dt pro a <z <b

a) je spojitd v (a, b),
b) je derivovatelnd v kaZdém bodé o € (a,b) v némz je spojitd funkce f a plati

G'(a) = f(a).
7 véty ihned plyne nasledujici dusledek

Ke kazdé funkci f spojité v uzavieném intervalu {a,b) existuje primitioni funkce.
Fundamentalni véta integralniho poc¢tu. Z véty uvedené v predchazejicim

odstavci plyne tzv. fundamentdlni véta integralniho poctu nazyvana téz Newton -
Leibnizova véta:

Jestlize funkce f je spojitd v uzavreném intervalu {a,b), potom

b
/f(:c) dx = ®(b) — P(a) , (15.3)

kde ® je libovolnd primitivni funkce k funkci f.

vypocitat Riemannuv integral, kdyz zndme primitivni funkci.

Vypocet Riemannova integralu metodou per partes. Z véty o integrovani
souc¢inu dvou funkci a z Newton - Leibnizovy véty dostavame vzorec pro vypocet
Riemannova integralu metodou per partes



Substituéni metoda vypoctu Riemannova integralu. Z véty o integrovani
slozené funkce plyne nasledujici véta

Jestlize funkce f je spojitd v oboru hodnot H(p) funkce ¢ spojité a majici spojitou
derivaci v intervalu {c, 3), potom plati

»(8) Jé;
[ sras = [ st -wa.

(o)

Vzorec nazyvame vzorcem pro vypocet Riemannova integralu substitucni metodou.
Lze jej samoziejmé pouzit jak pro vypocet Riemannova integralu na levé strané,
tak i Riemannova integralu na pravé strané.

Singularni body funkce. V definici Riemannova integralu funkce f je podstat-
né, ze interval (a,b) je uzavieny a tedy i omezeny. Z definice také plyne, ze m4 - li
byt funkce f R-integrovatelna, musi byt nutné ohranicena. Ukazuje se, ze nékdy lze
pojem Riemannova integralu rozsitit i na piipady, kdy jedna nebo obé podminky
nejsou splnény. Za tim ucelem definujeme:

a) Necht s je vlastnim hromadnym bodem definiéniho oboru D(f) funkce f.
Jestlize existuje posloupnost {z,} bodu z, € D(f) konvergujici k s takova, ze
posloupnost f (z,) diverguje (k plus nebo k minus nekonecnu), potom o funkci f
tikdme, ze je neohranicend v bodé s.

b) O funkci f(z) fikdme, ze md singularitu (je singuldrni) v bodeé s, jestlize s je
budto nevlastnim hromadnym bodem (plus nebo minus nekoneéno) jeho definiéntho
oboru D(f) anebo funkce f je neohrani¢end v bodeé s.

Rozsitenim pojmu Riemannova integralu se zabyvame v ptripadech, kdy funkce f
definovand v intervalu I ma na jednom nebo na obou koncich intervalu singularitu.
Déle se zabyvame ptipadem, kdy funkce f je definovana v intervalu I nanejvys
s vyjimkou vnitiniho bodu ¢ € I v némz ma singularitu. Ve vSech téchto pripadech
nas snaha rozsitit pojem Riemannova integralu vede k pojmu nevlastni integrdl.

Definice nevlastniho integralu v intervalu s jednim singularnim bo-
dem. Definujeme

a) Necht funkce f je definovana v intervalu I = (a,b) (b muZe byt i plus neko-
necno) z pravé strany otevieném a necht je R-integrovatelnd v kazdém uzavieném
intervalu (a,z), kde = < b. Jestlize funkce f(x) je singuldarni v bodé b a jestlize
existuje vlastni (kone¢nd) limita

lim / ftyde |

potom tuto limitu nazyvame nevlastnim integrdlem v intervalu (a,b) . O integralu
pak tikdme, ze existuje anebo také, ze konverguje. V opacném ptipadé fikame, ze
neexistuje anebo také, ze nekonverguje.

b) Analogicky definujeme nevlastni integral v intervalu (a,b) v piipadé, kdy

b
funkce f(x) je singularni v bodé a. Je to tedy limJr [ f@)de .
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c¢) Necht funkce f(x) je definovdna v uzavieném intervalu (a, b) s vyjimkou bodu
¢ € (a,b), v némz muze, ale také nemusi byt definovdna. Jestlize funkce f je
singuldrni v bodeé ¢ a existuji nevlastni integraly v intervalech (a,c) , (¢, )b, potom
jejich soucet nazyvame nevlastnim integrdlem v intervalu (a,b) se singularitou v c.

Definice nevlastniho integrilu v otevieném intervalu. Necht funkce f(x)
je definovina v otevieném intervalu I = (a,b) (¢ muze byt minus nekone¢no, b
muze byt plus nekonecno). Jestlize funkce f(x) je singuldrni v bodech a i b a jestlize
existuji nevlastni Riemannovy integraly v intervalech (a,c) , (c,b) pro kazdé &islo ¢
z intervalu (a, b), potom jejich soucet nazyvame nevlastnim integrdilem v otevieném
intervalu (a,b).

Korektnost definice samoziejmé vyzaduje, aby soucet nezavisel na vybéru cisla
c. Ten vSak skutecné nezavisi.

Vypocet nevlastnich integrali. Dovedeme-li nalézt k integrované funkci pri-
mitivni funkci, pak jiz zpravidla muzeme rozhodnout o konvergenci nevlastniho
integralu a vypocitat jeho hodnotu. Urceni primitivni funkce vSak casto ¢ini poti-
ze. Nevlastni integral se pak snazime vypocitat numericky (pfiblizné). K tomu je
vsak nutné predem védét, zda dany integral existuje nebo nikoliv. O tom muzeme
rozhodnout na zakladé kriterii, ktera dale uvedeme. Uvedeme je pouze v pripadé,
kdy funkce f je definovana v intervalu (a, b), je singuldrni v bodé b a je integrova-
telna v kazdém intervalu (a,x) , a < = < b. Ostatni pfipady jsou zcela analogické.
Abychom zduraznili, ze funkce f je singuldrni v bodé b, budeme ¢asto misto (a, b)
psat (a, B).

Absolutni konvergence nevlastniho integralu. Plati véta:

B B B
a) Je-li [ |f(z)| dx konvergentnd, je i [ f(x) dx konvergentni. O integrdlu [ f(x)dx

a
v tomto pripadé rikame, Ze je absolutné konvergentni.

B B
b) Jestlize [ f(x)dx nekonverguje, potom ani nekonverguje [ |f(x)|dzx.

a

Porovnavaci kriterium konvergence nevlastniho integralu. Plati véta

B
Necht 0 < ¢(x) < ¢(x) proVa € (a, B). Konverguje-li integrdl (n) [(t) dt,
B a
potom také konverguje integrdal (n) [ ¢(t) dt.

Limitni kriterium konvergence nevlastniho integralu v intervalu (a, 0)..
Plati véta

Nechi funkce f(x) je R-integrovatelnd v kazdém intervalu (a,c), kde ¢ > a je
libovolné redlné cislo. Potom

oo
a) integrdl K = [ f(t)dt konverguje, a to absolutné, jestlize pro néjaké cislo
a

p > 1 existuje (koneénd) limita

L = lim [z f(z)] ,

Tr— 00
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b) integrdl K nekonverquje, jestlize pro néjaké éislo p < 1 plati

bud lim [zPf(z)] = L # 0, nebo L = +oo .

r—r 00

Limitni kriterium konvergence nevlastniho integralu z neohranic¢ené
funkce. Plat{ véta

b
Necht funkce f(x) je neohranicend v bodé b . Potom integrdl (n) [ f(t)dt

a) konverguge, a to absolutné, jestlize pro néjaké éislo p < 1 ewistuje konecénd
limita
L = lim [(b—=)"f(z)] ,

r—b—

b) nekonverguge, jestlize pro néjaké ¢islo p > 1

bud lim [(b—2)Pf(z)] = L # 0 ,nebo L = 4oo .

r—b—

16. APLIKACE RIEMANNOVA INTEGRALU.

v
Zobecnéna ohranicenost. Riemannuv integrél [ f(x) dz funkce f spojité v uzavie-
u
ném intervalu (a, b), kde a < u < v < b, lze ziejmé povazovat za veli¢inu (funkci)
V(u,v) zavisejici na u,v (a samoziejmé také na f). Vime, ze veli¢ina V(u,v) ma
pro a < u < v < b dvé nasledujici vlastnosti

V(a,u) + V(u,v) = V(a,v) (16.1)
(v=w) min f(@) < V() < (0—u) max f() (16.2)

Vlastnost (1) nazyvame aditivitou a vlastnost (2) ohranicenosti vzhledem k f.

Ve vztahu (2) jsme nahradili infimum minimem a supremum maximem, nebot
funkce f je podle predpokladu spojita.

Jestlize mé tedy Riemanntv integral matematicky modelovat néjakou geometric-
kou nebo fysikilni veli¢inu (obsah, objem, préaci, moment setrva¢nosti atd.), potom
tato veli¢ina musi mit pochopitelné zminéné vlastnosti (1) a (2).

Vznika prirozené otazka, zda plati i opak, tj. zda kazda geometricka nebo fysikalni
veli¢ina obdafend vlastnostmi (1), (2) musi byt jiz nutné vyjadiena Riemannovym
integralem. Jak uvidime pozdéji, odpovéd je kladna.

Ovétovani vlastnosti (2) byva nékdy komplikované. Uvedeme zde jinou vlastnost,
kterd se ovéruje vétsinou snadnéji a pritom staci k tomu, aby veli¢ina V' (u, v) musela
byt vyjadiena Riemannovym integrdalem. Definujeme:

Necht V (u,v) je velicina (funkce) zdvisejici na dvou proménnych u,v takovych,
7e a < u < v < banecht f je spojitd funkce v intervalu (a,b). Jestlize existujf
funkce n(u,v) a ((u,v), a <u < v < b takové, ze

lim n(u,v) = lim ((u,v) = f(u)
o v (16.3)
Jimp(u,v) = lim ((u,0) = f(v)
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a jestlize
(v —u)n(u,v) < V(u,v) < (v—u)((u,v) , (16.4)

potom fikdme, ze veli¢ina V(u,v) md vlastnost zobecnéné ohranicenosti vzhledem
k funkci f.

Polozime-li n(u,v) = mg&n@) f(x) a {(u,v) = xr&g@s} f(x), potom ze spojitosti

funkce f ziejmé plyne (3). Odtud ihned dostavame vétu:
Jestlize velicina V (u,v) md vlastnost ohranicenosti (2), potom md i vlastnost
zobecnéné ohranicenosti (4).

Zakladni véta o aplikaci Riemannova integralu. Plati nasledujici dulezita
veta:

Necht f je spojitd funkce v uzavieném intervalu (a,b) a necht velic¢ina V (u,v),
a < u < v <bmdvlastnosti aditivity (1) a zobecnéné ohranicenosti (4) vzhledem
k funkci f. Potom

V(a,b) = /bf(a:) dz .

Dale plati véta:

Necht f a g jsou spojité funkce v intervalu (a,b) takové, Ze f(x) > g(x),
a < x <b. Necht funkce V(u,v), a < u < v < b md vlastnost aditivity (1) a necht
proa < u < v <b plati

(o) (_min @)~ mox o(a)) < V(w0 < (o) (max @)~ min o(o)) -

x€(u,v) x€(u,v) x€(u,v) x€(u,v)

Potom
b

V(a,b) = / (@) — gla)) du .

a

Plosny obsah mnoZiny mezi dvéma kartézskymi grafy. Necht f a g jsou
dvé funkce spojité v intervalu (a,b) takové, ze f(z) > g(z), a < x < b. Chceme
definovat plosny obsah |.A| mnoziny 4 mezi kartézskymi grafy funkci f a g a mezi
pfimkami x = a a x = ab , tj. mnoziny definované vztahem

A={(z,y) € Re,a<z<b,gx)<y< f(z)} (16.5)

Plati:
Nechi f a g jsou spojité funkce v intervalu (a,b) takové, Ze f(x) > g(x)Vx €
(a,b). Necht A je mnoZina bodi (x,y) v roviné Ry definovand vztahem (5). Potom

obsahem mnoziny A nazgvdme cislo |A| definované vztahem

b

|A| = /[f(ac) — g(x)] dz .

a
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Plosny obsah vyseée pod polarnim grafem. Necht f je spojité funkce v in-
tervalu («, 3). Chceme definovat a vypocitat plosny obsah mnoziny A vymezené
poldrnim grafem r = f(6) a polopfimkami § = « a § = (. Shodné se zakladni
vétou o aplikaci Riemannova integralu definujeme

Necht f je spojitd funkce v uzavieném intervalu (o, 3). Necht A je mnoZina bodi
(r,0) v poldrni roviné definovand vztahem
A={a<0<p,0<r<f(6)}.

Potom plosnym obsahem mnozZiny A nazgvdime cislo |A| definované vztahem

B
A =5 [ Pwas.

Prace. Zakladni véta o aplikaci Riemannova integralu nés vede k nasledujici
definici:

Priace W vykonand spojité se ménici silou f(x) v intervalu {a,b) je dina vztahem
b
W = / f(x)dx .
a

Délka kartézského grafu funkce. Zakladni véta o aplikaci Riemannova integ-
ralu nas vede k nasledujici definici:

Délkou | hladkého oblouku generovaného funkci f v uzavieném intervalu {a,b)
nazyvdame cislo dané vztahem

b
| = /\/1+[f’(a:)]2da:.

Délka krivky zadané parametricky. Zakladni véta o aplikaci Riemannova
integralu nas vede k nasledujici definici:

Délka | hladkého oblouku zadaného parametrickymi rovnicemsi

r=¢l),y=9t),z2=xt), a<t<p

je dana vztahem

B
L= [Vewrinm e

Délka rovinného oblouku zadaného poldrné. Necht f je spojita funkce
zéroven se svou prvni derivaci f’ v intervalu (a, ). Ve vzorci pro vypocet délky
kiivky zadané parametricky polozime
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x = @(t) = f(t)cost,y = ¥(t) = f(t)sint, a <t < [, coz je parametrické
vyjadreni kiivky r = f(6). Dostaneme

B
L= [Vre)+ireras.

Objem rotaéniho télesa. Zakladni véta o aplikaci Riemannova integralu nas
vede k nasledujicim definicim:

a) Necht f je nezdpornd spojitd funkce v intervalu (a,b). Objemem |V| télesa
V' wzniklého rotaci rovinné oblasti A = {(x,y) € Re; a<z<b, 0<y< f(z)}
kolem osy O, nazyvime ¢islo definované vztahem

b
V| = 7T/f2(513') dx .

b) Necht g(y), f(y) jsou spojité funkce definované v intervalu (o, 3) , a > 0
takové, ze g(y) < f(y)Vy € {(a, ). Objemem |V| télesa V vzniklého rotaci kolem
0sy Oy rovinné oblasti B = {(z,y) € Ra, 9(y) <z < f(y), a <y < B} nazgvame
cislo definované vztahem

B8
V| = 2n / YU () — g()] dy -

Obsah rotac¢ni plochy. Zakladni véta o aplikaci Riemannova integralu nas vede
k nasledujicim definicim:

a) Necht nezdpornd funkce f(x) je spojitd zdroveri se svou derivaci f'(x) v uzavre-
ném intervalu {(a,b). Obsah |S| plochy S wvzniklé rotaci kolem osy O, grafu y =
f(x),a <z <b funkce f je definovin vztahem

b
S| = 2n [ fapy/L+ @) do

b Necht funkce g(y) je spojitd zdroveri se svou derivaci g'(y) v uzavieném inter-
valu (o, B), kde o > 0. Obsah |S| plochy S vzniklé rotaci kolem osy O, grafu
x = g(y), a <y <G je definovin vztahem

3
S| = 27T/y\/1+ lg'(y)) dy .
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