Matematika 2

Vypocet obsahti rovinnych obrazcu

Priklad 1. Urcete obsah obrazce, ktery je ohranic¢en
a) piimkamiy=2z-1, y=1a2y=1a—3,
b) kiivkou y = 6z — 2* a piimkou y = 0,

(

(

(¢) kiivkou y = 2x — 2% a pifmkou z + y = 0,

(d) kiivkou y = 2° — 4z + 3 a piimkami z = 0, y = 0,
(

2
e) kiivkami y = xz’ y = 2/,

1

f)  kiivkamiy = 2?2, y = Zajz a pfimkou y = 4,

g) kiivkou y? = 2 — 2%,

h) kiivkamiy =1Inz, y = In’z,

kiivkou y = e “sinz, z € (0,7), a p¥imkou y =0,
kiivkami az = y?, ay = 22,

k) kiivkou y = 2 + sin®z a pifmkou y =z, 0 < z < T,
72

) kiivkami 2?2 +y?> =8, y = )
m) kiivkou y* = 2% a pfimkami y = 8, z =0,

(dva obory),

Obycejné diferencidlni rovnice

P¥iklad 2 (pifm4 integrace). ReSte pocateéni tlohy

(a) 2'(t) =1t z(0)=0,

(b) 2'(t) =cos’z, =« (g) u
z(0)

87
© #(t)=——, (0

= — = 2.
1+t

~—

Ptiklad 3 (separace proménnych). Reste poc¢atecni tilohy

(a) z=21a"cos’tlnz, xz(7)=1,
(b) x+2' cotgt=0 x(z) =-1
7 3 b
(¢) 22+t%2" =0, z(-1)=1,
d) ' +a=1, y(1)=1,
(€) (+ay) +(—=zy)y' =0, y()=1,
(f)  2(1+eM)yy' =e", y(0)=0,
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n) kiivkami y = sin® 2, y = cos® z a pifmkou z = 0 (dva obory).

BVE-%aivacy

[o(t) = 4]

[z(t) = %(t + % sin 2t) — 1]

[z(t) = 2 + arctg z]

[In? |z(t)| — 2tgt = 0]
[z(t) = —2cost]

[z(t) = —]

[(z = 1) +y*(z) =1]

[z —y(z) +In|zy(z)| = O]
2" (®) £ o7 41 = 0]
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Matematika 2

(&) ¥ =2yylnz, yle)=1 y(z) = (z(lnz — 1) +1)?]
Priklad 4 (separace proménnych). Stanovte obecné FeSeni diferencidlni rovnice
t—
(a) 2'= o =) [In (* + 2°(t)) + 2arctg 2 = C implicitng]
x
2
(b) o = yiy [ez = Cy implicitng]
Yy —x
(€)  ay —y= /22—y [y(z) = zsinln|Cz|, C #0, y(z) =z, y = 1]
(d)  (z+2y) —zy =0. ly(z) = C2® — 1]

Priklad 5. Reste poc¢ateéni tlohy

(a) t'=vVP—2+z, xz(1)=1, [#(t) = tsin (Int + 5)]

T+y
(b) y’=y_ , y(1) =0, [y(z) = 2 — V222 — 1]
P#iklad 6 (linearni homogenn{ diferencidlni rovnice 1. ¥4du). Reste pocatecni tilohu

2

y+-y=0 y(1)=2 y(z) = 2]

P¥iklad 7 (variace konstanty). Reste po¢atecni tilohy
(a) 2’ —zcotgt=sint, =z (g) [z(t) = (t — %) sint]
(b) 2’ —zcotgt=sint, z(r)=1, [nem4 feSeni; pro¢?]

3 1+Int 1
@ o == a1y = -, [2(t) = £5% = S Ine]
(d) zy'—By+1+Inz)=0, y(1)=1, [—5(132% — 3Inz — 4)]

3

(@) ¢+ Vay=32° y(1)=—3, [y(z) = 3Va’ — §]
(f) ¢ +ycosz=sinzcosz, y(0)=1. [y(z) =2e "% +siny — 1]
Piiklad 8. Najdéte obecné feSeni diferencidlni rovnice
(a) o +2zy = 4z, [y(z) = Ce " +2]
(b) 2’ ==z cost+ sin2t. [z(t) = Ces™t —2(1 + sint)]

Priklad 9 (metoda odhadu). Metodou odhadu nebo metodou variaci konstanty stanovte
obecné feSeni diferencidlni rovnice

(a) 2’ =3z —e*, [z(t) = C e+ e*]
(b) '+ 2z =3¢, [o(t) = Ce # 43 e™]
(¢) 2/ +2x=5e"%, [z(t) = C e +5te™?]
d) 2'4+z=1-1¢, [()—Ce—t—t2+2t—1]
(e) ' — 2z =2cost, [z(t) = C e —% cost + Zsint]
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Matematika 2

(f) ' =Tz + cos2t — 3sin 2t. [2(t) = Ce™ —2 cos 2t + 23 sin 2t]
P¥iklad 10 (diferencidlni rovnice vyssiho iddu). Reste po¢ateéni tlohy
1 1

(a) y" =sinz+e?*, y(0)=1, y'(0)= 7 y"(0) = 3 [y(z) = cosz — e > +a? + §]

|
b) v ==3 y)=0y()=1,¢"1)=2  e)=-Fh’c+i® 20 +]
() " +2zy' —6y=0, y(1)=0, y'(1) =1 [y(z) = ( — 5]
Priklad 11. Stanovte obecné feSeni diferencialni rovnice
(a) o" — 1+ (y")2=0, [y(xz) = sinhz + C; 4+ Coz + C]
®)  zy™ +y" =0. [y(z) = C12? (5Inz — 2) + C&% + Csz + Cy]
P#iklad 12 (charakteristicka rovnice). Reste nasledujici tilohy
(a) 2" —52"—62=0, [z(t) = C1e% +Che "]
(b) 2" —62" + 132" =0, [z(t) = Cy + €3(Cy cos 2t + Cy sin 2t)]
(¢) ¥'+4y +4y =0, [y(t) = e7(C1 + Cat)]
(d) y"—4y'+13y =0, [y(z) = e**(C} cos 3x + Cysin 37)]
() ¢"+6y' +9y=0, [y( ) = (C1 + Caz) ]
(f) y@®—y=o0, [y(t) = Cret+Cyet +Cscost + Cysint]
() y"+4y' +5y=0, y(0)=-3, y'(0)=0, [y(t) = —2e7*(cost + 2sint)]
(h) " +3y"+3y'+y=0, ly(t) = t((}lt2 + Cot + Cs)]
(i) 4y" —8y' + 5y =0, [y(z) = (C’l cos Z + Cysin £)]
() ¥ -8y=0, y(0)=0, y'(0)=6, y"(0) = 0.

[y(z) = e** +e~*(v/35sin v/3z — cos V/3z)]

Piiklad 13 (linedrni nehomogenni rovnice vysstho Fadu s konstantnimi koeficienty). Me-
todou odhadu nebo metodou variaci konstant feste tlohy

(a) 2"+ 62" + 5z = 25t° — 2, [z(t) = Cre ™™ +Cye™" +5t* — 12t + 12]
(b) 2" — 22" + 10z = 36 cos 3t, [2(t) = ' (Cy cos 3t + Cy sin 3t) + cos 3t — 6 sin 3t]
() y"—6y +9y=23t—8¢, [y(t) = e¥(Cy + Cat) + 5t + 2 — 2¢]
(d)  y" + 4y =8e* +5elsint, [y(t) = C1 + Cycos 2t + Cssin 2t +
+ 3 e* +1e’(sint — 3cost)]
(6) y"—3y"+3y —y=¢", [y(z) = (C1 + Coz + C3a?) € +2 &7
1 ™ T ™
O =g v(G) =1V (§) =5
[y(z) = =% cos 3z + (1 + § Insin 3z) sin 3z]
(g) " — 4y =32"¢", [y(z) = Cre* +Cre — (L + Uz + 222 4 2%) €7]
(h) y" — 8y + 20y = 5z e**(sin 2z + cos 2z). [y( ) = e*®(C} cos 2z + Cy sin 27) +

+ 5“ (1 —2z) cos2z + (1 + 2z) sin 2z]]
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Matematika 2

Soustavy diferencialnich rovnic

Piiklad 14 (linedrni homogenni soustavy 1. fadu).

@ {
» {
© |

=

y = -2,
2 =z,
' =y,
Yy =2y,

!
T, = 231 + 9,

r_
Ty = g,

!
T, = 271 + T,

Th = 21,

y =2
.z
Z=y+z,

Y1 = 2y1 — v,
yé Y1,

y =4y — 2z,
2 =y+z,

!
Ty =21 + 229,

!
Ty = 2T + To,

x) = =211 — 219,

xy = 4x1 + 41y,

'
Ty = =211 + 219,

= T2,

Ty = 5xy + 21y,

xh = —4x) — T,
!

Ty = T2,
!

Ty = —T1 + 279,

Jiri Benedikt, 2002

Reste tlohy

[y=C1 — 2z, z=Cye”|

[z =S e 40y, y = Cye?

_ 1.5t
5 ¢
—e t
C, e —i—% e
02 e5t

21(0) = 1 [[

et +tet
o2t

Rt

Cl th +Cgt th
02 e2t

—o| Merie, | 3
Hlo 211

] , obecné feseni:

E

} , obecné Teseni:

Jo-a 1]

ly=Ciz, z=Cye” —Ci(x + 1)]

[ 01 et +02t et
(01 — 02) et +Cgt et
[ y _ 01 e3t +02 th -C 1
z N %Cl e3t +CQ e% ! %
0)=0
7(0)=0, [{ 0 ] , obecné feSeni: [ Cre”
.TQ(O) = 0, 0

e+C’2[t_1] e']

e 1]

—CQG :| _

C et +Cy et

-a[}]esa[ 7]

4 —3e2t ]

, obecné feseni:
-1 th]
2

, obecné feseni:

[ —5el +7e3 }]

10ef —7 3

01 — CQ 62t _ 1 T
[ 202 e% —Cl o C —]_ + 02
z1(0) =0, [ e'sint
z(0) = —1, —e’(cost +sint) |
(Cy cost + Cysint) et ]
(Ci(cost —sint) + Cy(cost + sint)) e

£1(0) = 2, )] _
22(0) = 3, (1)
0(0) =0, [ 0 obecné FeSeni:
x2(0) =0, 01|’ " | Cycost — Cysint

Cicost+ Cysint } _
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Matematika 2

cost sint
=0 [ —sint } +0r [ cost ]]

' = —9y, ) .
(m) . [ = 3C} cos 3t — 3Cysin 3t, y = Cq cos 3t + C sin 3]
Yy =,
' = =3z — 4y, z(0) =1,
(n) . [t=—-2e"4+3e7 ™ y=e"4+3e"
y = —2x — by, y(0) = 4,
x' =z + 5y, z(0) = =2,
(o) { . y3 EO; . [z = (sint —2cost)e™, y=e""cost]
Yy =—T—9Y, Yy =1,
( xl =T - 2y: T 03 et —202 e2t 1
(p) { ¥ =2y, v |= Cye” ]
\ 2 =—z, z Cre™ i
(7' =2z +y, x [ e (O3 + Cot + L42) ]
(@ § ¥=2y+z, (v |= e*(Cy + Cit) ]
\ 2 =2z, z i C e* |
(yi =~ + v, [1] 'o] '1] [1'
(I‘) < yé = —Y2 + 4y3, [Cl -2 e_?’t +CQ 1 +1 -2 e_3t +C3 1 ]
[ Y3 =y — 4y [1 _—1J |1 [i_
Piiklad 15 (linedrni homogenni soustavy 2. fadu).
(a) £L‘” + y' +xr = 0, [ €T _ [ Cl + CQt + 03t2 5 ]
$’—|—y”:0, Y | —(01+203)t—%t2—03%+04 ]
b) 2’ =y, [ z] [ Cret+Cye t +Cssint + Cycost | ]
y' =z, y | | Cie'+Coet —Cssint — Cycost |
© x| = 1 — 4z, [ x(t) _ Cycost+ Cysint + CzeY3+Cye V3 ] ]
Ty = —I1 + To. y(t) %cost—i—%sint—%e‘/g—%e_‘/?j

Pf¥iklad 16 (linedrni nehomogenni soustavy). ReSte tlohy

0 e o (2]

-1 —3t
[ 9 ]e +

14
zy=—3x; —4zy +t,  29(0) =2, Ty o
1 _ 47
i)
3 |
Tt =221 + T, 71(0) =1, ) e3t —te?t ]
(b) ! t [ = 2t 3t ]
Ty =271 + €, z2(0) = 0, T2 —e? +e |
(©) o =y+t, [ x| _ Cret —Coe P+t —1 ]
y =z —t, y y=Cret+Coe™ =t +1 |
4 4z’ — o' + 3x = sint, ] Cre~t +Cye3t
( ) x’ + Y = COS t’ [ Y - Cl e*t +302 e*?’t +cost ] ]
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Matematika 2

(e) y' =4y —z—dxr + 1, [ Y| _ 63;8(01 +02$) +x ]
2 =y+x+22—1. 2 z = e (C) + Cyz) — Cye3® —zx

Zakladni vlastnosti funkce vice proménnnych

Priklad 17. Urcete, které z danych bodovych posloupnosti {x,}2, jsou konvergentni, a
najdéte jejich limitu.

2 3 n
(a) =z, = [n _T:],s,sin 2n2n_ 1,e_2} , [konvergentni, nll_)H(;lo x, =[2,0,0]]
(b) @, =[4cosn,4sinn,vn+ 1]. [divergentni]

Priklad 18. Uréete (a geometricky znazornéte) maximalni defini¢ni obory funkei, uréenych
nasledujicimi predpisy

(&)  f=+a>— 22— [D(f) C R? : uzavieny kruh z2 + 2 < a?]
(b) f=In(y*— 4z +8), D(f) = {(z,y) e R : 4> > 4(z — 2)}]

(c) f:arcsiny; ; [D(f) ={(z,y) e R :1—|z| <y <1+ |z|, x #0}]

~—

x?_yQ
d) f= \/arctgm,, [D(f) = {(z,y) €R* : 2> +y* > 2, Jy| < |z[} N

N{(z,y) eR : 2% +y* <2, |y| > |z[}]

[D(f) = {(z,y,2) e R :

22 +y* + 22 € (2,9)}]

f=In(z,y,2), [D(f) je sjednoceni vSech otevienych oktantid 1, 3, 6 a 8]
z

f = arcsin w [D(f) ={(z,9,2) € R : 2> +¢* > 2°}; 2 + 9> = 2 =0

1
In(z24+y2+22-1)’

(e) f=+9—22—y2—a2+

—~
r =

je rovnice kuZelové plochy s vrcholem v pocatku]

Priklad 19. Uréete defini¢ni obor zobrazeni

(a) f=I[z(1—cosy),1+zy], [D(f) =R?
(b)  f = [z* —sinx,arcsin /], [D(f) = {0,1)]
() f= [arcsin (1 +e™Y), 1—27—;1;] , [D(f) = 0]
d) f= {1—}-yiz,ln(x+y—z)2,arctg%]. [D(f) ={(z,y,2) € R®:

r4+y#0, x+y—2#0, 2#0, z#0}]

Priiklad 20. Vysetiete rovnice hladin nésledujicich funkci a znazornéte je graficky
(a) f==xz+4+y+3z, [systém rovnobéznych rovin z + y + 3z = C]
(b) f=2z*4y*+ 2%, [systém kulovych ploch se stfedem v pocatku]
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Matematika 2

(c) f=2"—y*+27° [22 —y? 4 22 = C: C = 0 kuzelové plocha, C > 0 systém
jednodilnych hyperboloidi, C' < 0 systém dvoudilnych hyperboloidi]

2 4 .2
d f= T ;y , [systém rota¢nich paraboloidi 2 + y? = 2cz, z # 0]
(6) f=2"-v% [systém hyperbol y = +z]
) f=lz-1+[y—2 [systém kosoctverci]

Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Piiklad 21. Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu dané funkce u = wu(z,y), resp.

u = u(z,y, z) podle vSech nezéavisle proménnych
(a)  u =3z —sin(zy), [uy =3 —ycos (zy), uy = —zcos (zy)]
(b) u=2x7Y, [uy = —yz ¥ 1, uy = —2 YInz]
: z T Il
(¢c) u=arcsin W, [ug = x2|j1ﬁy2’ uy = — 554
(d) u = [cos (zy)]™*, [uy = uyz[lncos (zy) — zy tg (zy)],
u, = uzz[Incos (zy) — zy tg (xy)], v, = uxyln|cos (zy)]]
(e) u= 2?lny, z = i, y = 3f — g, vysledek ovéite vypoc¢tem parcialnich derivaci
g
funkee u(f, g) = u(z(f, 9),y(f,9))- [ur =22y + 3, uy = —222Iny — 2]

Priklad 22. Vypoctéte v bodé M hodnoty parcialnich derivaci prvniho fadu funkce u
podle vSech nezavislych proménnych

(a) u=(1+4+2zy)*, M =(0,1), [uz(0,1) =0, u,(0,1) = 0]
(b) wu=vye™, M =/(0,2,4). [u5(0,2,4) =8, u,(0,2,4) =1, u,(0,2,4) = 0]

Piiklad 23. Vypoctéte uvedené parcialni derivace funkce u
(&)  u=sin(z +y?), Up =7, Uy =7, [uge = —sin (z + y?), uye = —2ysin (z + y?)]
(b) u= ylnz’ Uy :?: Ugyy :?:

[Ugze = uln®y, Uy, = [Inz — 1][Inzlny + 1]y"*=2 + In py=e—1]
() u==z(1+2zY"), Ugag =7, Uy, =". [Uger = 0, uy, = 2?y* (1 + z1ny)]
Pfiklad 24. Derivovanim vypoététe parcialni derivace danych funkcei v = u(z,y), resp.

u = u(t, x). Zjistéte, zda funkce u je FeSenim dané parcidlni diferencidlni rovnice.
10u 10u wu

=yln (2% — ? S I =
(@) w=ylh(e®~y), -+ sy 0 [ano]
(b) wu= Yy sin %, x2g—z + xyg—z —yu =0, [ano]
?u  0%u
(€)  u=+/22+12 @‘i‘a—yQ:O; [ne]
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2 2
(d)  w=In+22+ 92, 8%-1—6—1;:0, [ano]

0x? Oy
() u==xze’+ye" Ou + Ou _ x Ou _,0u _ 0 [ano]
B Ve aas oy? 0x0%y yaxzay -
2 2
(f) u=In ! 3u+8u:0’ [ano]

Vai+y? 022 0y?

(8) u=sin(z+at), w—f—a @:O, [ano]
2 2
(h)  w = cos (z + at), ?971; + aQ% =0, [ano]
T
2 2
0 w=vata, Ztadi=o [ano)
: 0? 0?
() w=(zx—at)? 8—151; + a2a—;; =0, [ano]
2 2
(k) w=(z+1) % + aZa—;; = 0. [ano]

Ptiklad 25. Je ddna funkce u = z*y — xy* + 62 a body M = (1,1,-1), P = (3,-1,—2)
v R3. Urcete

(a) diferencidl du v bodé M, [du = 3hy — 3hy + 6hy = 3dz — 3dy + 6dz]

(b)  derivaci u v bodé M ve sméru od M do P, [s= % = [2,-2,-1]", ) _ o)
T

(c)  smér a rychlost nejvétsi zmény v v bodé M, [Hgﬁz(M = [@, —%, \gg] :

| grad u(M)|| = 3v/6]
(d)  rovnici teéné roviny k hladiné prochézejici bodem M, [(z — )T grad u(z©®) =0,
0 =1,1,-1]F; 3(x —1) = 3(y — 1) + 6(2 + 1) = 0]

(e)  rovnici te¢né nadroviny v R* ke grafu funkce u nad bodem M. [u—uy =
= (z — )T grad u(z®), o = u(x®) = —62©@ =[1,1, -1]T;
u+6:3(x—1)—3(y—1)+6(:1:+1)]

P¥iklad 26. Je dana kulové plocha (sféra v R*) o rovnici 2% +y*+ 2% = 4. Stanovte te¢nou
rovinu k této kulové plose, ktera je rovnobéznd s rovinou o rovnici x + 2y — 3z +1 = 0.
[ 42y —32—2y14=0; —x — 2y + 3z — 2y/14 = 0]

Ptiklad 27. Je déna funkce u = zy + yz + 1, vektor v = [12,-3,—4]" a body A4 =
(%0, Y0, 20), B = (3,3,5), C = (0,—2,—1). Urcete derivaci dané funkce v danych bodech
podle vektoru v.

[grad u(A) = [yo, To + 20, 0], 8u A) = 8yo — 3z — 32, % =0, a%(f) = —13]
Priklad 28. Urcete derivaci funkce u v bodé M podle vektoru v.
2
@ u=arctg (zy), M = (1.1), v = 22(1,1), o1, 1) = 2]
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1
b)) wu=ay®+22 —azyz, M =(1,1,2), v= 5(1,\/5, 1). [uy(1,1,2) = 5]

Piiklad 29. Je ddna funkce u = W a body M; = (—1,2,-2), My = (2,0,1).

Urcete smér a velikost nejvétsiho ristu funkece u = u(zx,y, z) v bodé M; a nejvétsiho spadu

v bodé M. [gradu(M:) = £[1,2, —2]7, || gradu(My)|| = 2,
T

—gradu(Ms) = [2,0,2] ", || grad u(Mo)| = 2V/5]

Priklad 30. Urcete vektor v, v jehoz sméru je derivace u, v bodé M = (3,0) maximalni;
u=In I+y [’U = (Oa 1)]

Ty’

Ptiklad 31. Je dan gradient funkce u = u(x,y). Stanovte tuto funkci u.

1 11"
(a) grad u = [m, W] y [U(.T, y) = arctg:v =+ arctgy + C]
(b)  gradu = [y,z - y°". [u(z,y) = 2y — & +C]

Ptiklad 32. V bodech A = (0,0), B = (2,0) urdete hodnoty vSech derivaci prvniho a
druhého tadu funkce v = g(z): u — ze* +x = 0.

Piiklad 33. Najdéte totalni diferencial funkce u :
1
(a) u:—ln(x2+y2), [du:m(xdxﬁﬂ/dy)]

(b) u= ?;\\? [du:;—y<dx—\/§dy>]

(¢) u=u(x,y), cos’z + cos’y + cos® z = 1. [du = sin 2z dz + sin 2y dy)]

" sin 2u (
Piiklad 34. Pomoci totalniho diferencialu priblizné urcéete hodnotu A = /1,023 + 1,973,
[A = 2,95]

Piiklad 35. Najdéte tecnou rovinu 7, norméalovy vektor m a norméalu n grafu funkce

= /14— 22 =42 v bods M = (3,1,7).
[T=3r+4y+22—-14=0; n=(3,4,2); nE%g:y‘l;l:%i]

Piiklad 36. Urcete totalni diferencidl druhého fadu v = u(z,y), dané implicitné rovnici
[d2u — u(ydz+udy)]

r=uln. )

Y

Optimalizace v kone¢né dimenzi

Piiklad 37. Je dana funkce f(z,y) = 2% — zy + y? +3z — 2y + 1, (z,y) € R?. Stanovte
min f(z,y), max f(z,y). [Stacinarni bod A = (4%, g) Hessova matice H(A) je pozitivné

definitni, f(A) = min f(x,y) = g; maximum neexistuje, nebot f je konvexni]
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Piiklad 38. Najdéte lokalni extrémy funkce f :

(a) f=2°-3oy+y*+y—T, [lokdlni minimum v (1,1)]
(b) f=2*212—2z—1y), [lokdlni maximum v (6,4)]
() f=22*+vy*+22— 2y — z2, [neexistuji lokalni extrémy]
d f=01+ x%)(l + y%) [lokalni minimum v (—1,y), (z,1), =,y € R]

P¥iklad 39. Je déna funkce f(z,y) = z* + y* — (z + y)?, (z,y) € R?. VySetTete extrémy
této funkce. [Stacionarni body S; = (1,1), Ss = (—1,—1), S35 = (0,0);
f(S1) = f(S2) = min f(z,y) = 2; S3 je sedlovy bod]

Piiklad 40. Je déna funkce f(z,y) = 2? + zy + v*> — 3z — 6y, (x,y) € R2. Vysetiete
extrémy této funkce. [S=(0,3), f(S)=min f(z,y) = —9]

Piiklad 41. Stanovte extrémy funkce f(z,y) = szy + (47— z — y) (% + 1Y), (z,y) € R.

[S = (21,20), f(S)=max f(z,y) = 282]

Piiklad 42. Najdéte lokalni a globalni extrémy funkce f = 2% + 4% — 6.
[globalni minimum v (0, 0); neexistuje lokdlni ani globélni maximum]|

Piiklad 43. Stanovte globalni extrémy funkce f(z,y) = cos x cos y cos (z + y) v uzavieném
étverci Q = {(z,y) eR2:0< <7, 0<y <7}

[51: (3)5) 52 (2:5) S3 (2%’2%)7 f(Sl :f(S?)):mlnf(x?y) 8’ (SQ)
indefinitni, f(S2) = 0; v bodech hranice: f(0,y) cos? y A = (%,0) bod lokélniho
minima f(A4;) = 0; A2 = (0,0), A3 = (7,0), f(As 4, f(As) = 1; analogicky déle:
B, = (O, %), By, = (7r, g), B; = (0,7), By = ( , ) (m,m). Ve vrcholech ¢tverce je
globalni maximum, v bodech S; a Sy je globdlni minimum.]

Priiklad 44. Funkce f je ddna tabulkou f{ H 1 } i } g } ; . Stanovte pfimku y = ax + b

takovou, aby vyraz g(a,b) = Y (f; — ax; — b)?® byl minimalni. Stanovte Hessovu matici

60 20
_ 2 1, _ e o
funkce g. y=:x+35 H= [ 90 8 ] pozitivné definitni]
Priklad 45. V roviné z + 3y — z — 6 = 0 najdéte bod, ktery je nejblize k pocatku.
[P = (8,18 8) y=_12 g 6
I CTEETERRET 1 ¢=

Ptiklad 46. Na parabole 4z — y? = 0 stanovte bod P = (z,y), ktery je nejblize bodu
M =(1,1). [P = (0,466;1,365), v = 0,262]

Priklad 47. Stanovte minimum funkce f(z,y) = 2z — y na mnoziné

V={(z,y) eR¥*:2+y—-1<0, -z <0, —y <0}
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Uzijte metodu geometrického znadzornéni mnoziny V a hladin funkce f; metodu Lagrange-
ovy funkce. (L= L(z,y,u,ug,u3) :x =0, y=1, uy =1, uy =3, ug = 0]

Ptiklad 48. Je dana funkce f(z,y) = —zy a mnozina V = {(r,y) e R® : x + y — 2 = 0}.
Stanovte extrémy f na V. [f(1,1) = min f(z,y) = —1]

Ptiklad 49. Urdete extrémy funkce f(z,y) = x — 2y — 3 na mno7iné
V={(z,y) eER*:2>0,y>0, z+y <1}
[max f(z,y) = 2, min f(z,y) = —2]
Pfiklad 50. Uréete minimum a maximum funkce f(z,y,2) = £ + y + z na mnoZiné
M={(2,y,2) R’ :x* +* < 2z < 1}.
[max f =14 +/2, min f = —%]
Pfiklad 51. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = ; + 5, vizané na mnozinu

1 1

[lokdlni minimum v (——2 —

e[S

2

) , lokdlni maximum v (?, %)]
Ptiklad 52. Stanovte minimum funkce f(z,y) = (z — 2)% + 4? na mno%iné

V={(z,y) eR*: —2 <0, —y<0, 2°+y—1<0}
£(1,0) = min f(2,9) = 1

Priklad 53. Mezi vsemi trojuhelniky, jejichZ obvod je [, najdéte ten, jehoZ obsah je nejvétsi.

Navod. Pouzijte Heronova vzorce pro obsah S trojihelniku:

S = +/s(s —a)(s —b)(s — c), kde I=2s=a+b+c

[jedinym FeSenim je rovnostranny trojihelnik]

Priklad 54. Mezi vSemi kvadry vepsanymi do kulové plochy s polomérem r najdéte ten,
jehoz objem je maximélni. [krychle]

Priklad 55. Mezi vSemi kvadry vepsanymi do elipsoidu s poloosami délek a, b, ¢ najdéte
ten, ktery ma maximalni objem. Urcete tento objem. [Vinax = %abc]
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Integralni pocet funkce vice proménnych

Piiklad 56. Zménte poradi integrovani ve dvojnasobnych integralech a znazornéte oblast
integrovani:

W [ ([ reva) e f (Jrenar)av+ | (gff r.y) de) dy
w [ ( / (o) dy> a1 (ﬁ rena)as [ (T s )
@ [ (/ lly;f@,y)dz) . (T e )
@ /(/\/—f(:ry)dfr> dy+/01(/ llzf(xy)d>dy,

5 (1 s
@ [ ([ ) (i@ ar)as
) /( [ e y)dy> dx (0 L Flz,v) dz) dy
@ [ ([ tena) s [ ( 1) dx) d, [ (F 1) dv) oo
m [ ( [ e dx) wo (rena)ee (T s w)a

Piiklad 57. Vypoctéte integraly

(a) / ' ( / ” Ty dy) dz, [90]

// z¥ dz dy, kde Q@ = (0,1) x (1, 3), [ =1n2]

(c) I—// z"y8dz dy, kde D je oblast ohrani¢ens pfimkamiy =z, y=m, z =0,

D

[ = 0]
// dxdy,Q:sz,le,yzl,yzZ, Snr]
dz dy 1
Q:z=0.2=2 y=0 y=1 Ln 2
//Qx_2y+3 r=0,z=2 y=0,y=1, [5In¢]
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// sin(x +y)dedy, Q:y=z, =0, y=m, [0]
Q
// (3 —y)dzdy, Q:2*+9y* =4, [127]
Q
//dedy,Q:y2=4+3:,x+3y=0, [£22]
// zy dz dy, kde Q je zaddna nerovnostmi 0 < z < 1, z < y < /z nebo
Q
0<y<1,y’<a<y (3]
() / sin /22 + y2dady, Q= {(z,y) € R? : 72 < 2% +¢* < 47?}, [—67?]
Q
k) I= / V4 — 22 — y2dx dy, kde D je étvrtina kruhu 2 + y* < 1 (v prvnim
kvadrantu [I =2(8 —3v3)]
2 1
1) // f +Z2/ + 5 dzdy, kde D je ¢tvrtina kruhu v +y* <1 (v prvnim
—x
kvadrantu) [[=%(m+2)]
// —dxdy,D r=2,y=x, vy =1. []:%]
Priklad 58. Vypoctéte miru (obsah) oblasti uréenych ¢astmi danych kiivek
2
x x
(a‘) Yy = y:§1 y:xZay257 [%]
(b) y=2% y=2"2 y=4, [12 - 2
(¢) y*=4dar+4a* x+y=2a (a > 0), [5ta?]
(d)  (2*+y*)* =ay. (3]

Piiklad 59. Vypoctéte trojndsobné integraly a znazornéte oblast integrovani

(2 /(/(/d) dy) dz, 2]
0 L))
o Lo (o)) -
(@) /(/ ([ #tsincyas) dy) d, 2]
@ [ (/ (/J—d> dy) d. 2n(3 — 77
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(f) /O (/0 (/Omy:c?’y?’z dz) dy) dz. (2]

Priiklad 60. Zaménte poradi integrace

(a) /0 ’ ( /0 o ( /0 T e 2) dz) dy) dz, [Of (Ofy(bfy f(2,y,2)dz) dr) dy =
T fay,2) dx) dy) dz =..]
(b) /12 (/__ (/0I2+y2f(x,y,2) dZ) dy) dz, [

$2+y2

j( J f(fE,y,Z)dz)dx)dy+

O
H%@N w|>—t%}_‘

(©) /01 (/yl (/Oz+yf(x,y,z) dz) dy> d. |

Piiklad 61. Vypoctéte trojné integraly

dzrdyd
(a) /// reyaz , kde oblast V je ohrani¢end rovinami z =0, y =0, z =0,
v (ac +y+z2+ 1)3

r+y+z=1, [%(1112_%)]

/N

@%»—A

(b) / / / zdx dydz, kde oblast V je ohrani¢end soufadnicovymi rovinami a rovinami
v
T+y+z=b r=a,y=a(a:b=6:7), [57(2a" — 46 + 4ab® — b"), a = 2]

(c) ///Vnyz?’d:rdydz, Viz=ay, y=x,y=1, 2=0, [ﬁ]

(d) ///Q ryzde dy dz,

Q:a’+y*+22=1,2=0,y=0,2=0,2>0, y>0, 2>0, Fa

(e) / / / zdz dydz, kde Q je oblast v 1. oktantu omezens paraboloidem z = z? + 2
Q
a rovinou z = 2. [81_\?]

Priklad 62. Pievodem do cylindrickych souradnic vypoctéte integraly
(a) /// rydedydz, Q:z+y+2=3, 2°+y*=1, 2=0, [0]
Q

(b) ///dexdyd%ﬁx2+y2:z2,x=y;Z:l,xgy’zzo’ [1”—2]
(c) ///szdxdydz,Q:OSxSZ,Ogygmjogzga, [802]

(d) ///Q (2% + y®) dz dy dz, kde Q je ,horni“ polovina koule z* + y* + 2* < 7“2.[%%7“5]
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Piiklad 63. Prevodem do sférickych soutadnic vypoctéte integraly

(a) ///Q ryzdxdydz,

Q:a?+9*+22=1,2=0,y=0,2=0,2>0, y>0, 2>0, [45]
(b) /// Va2 +y?+ 22dxdydz,
Q
Q;$2+y2+22:z’x:O’y:(),Z:O,.xZO,yZO,ZZO. [171'_0]

Piiklad 64. Pomoci substituce Teste trojnasobné integraly

(a) /22 (/OF (/OQZdz> dy> ds, (4]
(b) /01 (/0 o (z% + %) (/0 o zdz) dy) dz. (]

Navod. Substituce x = r cos ¢ cos 9.

Piiklad 65. Pomoci dvojnisobného integralu vypoctéte objemy téles ohrani¢enymi plo-
chami (nacrtnéte si pfislusny obrazek)

(a) z=0,y=0,2=0,z2+y=1, z=1+z+y, [2]
M) y=1,2=0,y=2a% z=2"+1y?% (28]
() 2°4+y*=2 z=a+v, 2]
(d) 2522 4 9y% = 450z, 2522 + 9y? = 22522, [207]
() z=uay, 2=y, 2> =2y, v’ =1, y* =22, [g]
(f) 22 4+9°4+22=22 22 +9y* =22 22+ 9> <2~ [7]

Navod. Pouzijte cylindrickych i sférickych soutadnic.

Piiklad 66. Pomoci trojnidsobného integralu vypoctéte objemy téles ohrani¢enymi plo-
chami

(a) z=4-9° z=y"+2, 5]
b)) z=2*+y} 2=2"+20* y=2y=2z, v =1, (L]
(¢) (2 +y*+ 2% =d’r, [“—gs]
Navod. Pouzijte sférickych souradnic.

W (e deD) :
() (z+y+2)t=ayz, 2>0,y>0, z>0. |=7450)
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