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Zadani:
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Vypracovani:

Definice 1: Nekonecna rada cisel
Necht’ je dana libovolnd posloupnost realnych &isel {a} . Vyraz

00

a +a, +a, +...+a_ +... se nazyva nekonecna fada redlnych ¢isel a znaime

n=l

(¢teme: fada a, pro n od jedné do nekonecna). Cisla a,,a,,...,a.,... nazyvame

¢leny nekonecné fady, ¢islo a; j-ty ¢len nekone¢né fady Z a, .
n=

Za

n

Definice 2: Konvergence a divergence

Necht' {s} 7., je posloupnost ¢aste¢nych souétl fady > a,. Rikame, Ze:
n=1

a) fada Z a, konverguje a mé soucet s, jestlize lims, =sOR;
n=1

b) tfada ia

n=|

diverguje k + o, jestlize lims, = +w;

n-o

c) tfada Z a, diverguje k — =, jestlize lims, =-o;

n-oo

n=1
d) fada Zan osciluje, jestlize lims, neexistuje.
[N
n=1
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roto podle definice 2 fada § ——— konverguje a ma soucet —.
PIOtoP ; n(n+2) st 4

Véta 1: Nutna podminka pro konvergenci rady

n-oo

Necht’ > a, konverguje. Potom lima, =0.
n=1
Poznamka:
Je-li lima, =0 nemizeme o chovani pfislusné fady nic usoudit.

n- oo

Je-li lima, # 0, potom Z a,, nekonverguje.
n=e n=1

1imi = lim =+
neodfn+l e\ (n+1)
Co : , & An ,
Neni spInéna nutna podminka konvergence, proto fada nekonverguje.
n=l 3‘\,/ n + 1

Poznamka: Stupen Citatele je vEtSi nez stupen jmenovatele.




Véta 2: Abelovo kritérium pro konvergenci nekonecné ¢iselné rady

Necht tada ian konverguje. Necht pro posloupnost {¢,} . plati:

g >¢,>¢g, >...>0. Potom fada Z a,g, konverguje.
n=l

Definice 3: Absolutni a relativni konvergence

a) Necht fada Z|an| konverguje. Potom fada Z a, také konverguje a fikame,

n=| n=l

ze fada > a, konverguje absolutné.
n=l

n

b) Necht fada } |a,| diverguje a fada  a, konverguje. Rikame, Ze fada Y a
n=1 n=1 n=1

konverguje neabsolutn€ neboli relativné.

Véta 3: Srovnavaci (zobecnéné srovnavaci) Kkritérium
Necht’ z a, a z b, jsou fady s nezdpornymi ¢leny, necht’ existuje kO N
n=l1 n=1

takové, ze

On>k:a, <b, (Dnzk:hsh).
a b

n n

Potom

a) 5 a, konverguje, jestlize > b, konverguje,
n=I n=1

b) Zb diverguje, jestlize Za diverguje.

Priklad 3
Y 3n _2n

z6n

n=1

1. jde o fadu s nezapornymi ¢leny a plati a, =|a,|
(Pojmy konvergence a absolutni konvergence splyvaji.)
3"=-2" 1 1 1
= - <
6" 2" 3" 2°
Rada > 3 -

n=1

2.

konverguje absolutné.

n
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Priklad 4
=5 3
Z@ﬁ 5"
1. jde o fadu s nezapornymi ¢leny a plati a, =|a,|

n+l _ An+l n+l
2 onon.S o3 5= st ool
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Rada z 3% je konvergentni geometricka fada, a proto podle vety 3 a uvedené

n=1

nerovnosti konverguje také fada y @'% _Si“ H Z rovnosti a, =[a,| plyne, ze
= l

v = M5 3 . 9
fada B— ——Hkonver uje absolutné.
Z Evays guj

Véta 4: Cauchyovo nelimitni odmocninové Kritérium

Necht’ Z a, je fada s kladnymi ¢leny. Potom
a) existuje-li qOR 0<qg<1,a kON tak, ze pro On0ON,n>k, je Q/a_nsq,potom

fada Zan konverguje,

b) jestlize pro nekone¢né¢ mnoho nON je Q/a_ >1, potom fada Z a,
n=l

diverguje k +oo.

Véta 5: Cauchyovo nelimitni odmocninové Kritérium
a) Necht existuje qOR,0<q<1, anecht existuje kN takové, Ze pro vSechna

nzk plati ya,| < q. Potom fada Y a, konverguje absolutné.
n=1

b) Necht’ pro nekone¢né mnoho nON je y/a,| =1. Potom fada > a,
n=l1

nekonverguje.




Priklad 5

— cosn
Z en

n=I

NN - cosn| _ t/|cos Sl
| e | e e

" konverguje absolutné (véta 5).

x = COS
Rada z -
= €

Véta 6: D’Alembertovo nelimitni podilové kritérium

Necht’ ian je fada s kladnymi ¢leny. Potom
n=1

an+1
a

a) existuje-li qOR,0<q<1,a kON tak, Ze pro OnON,n=Kk, je <q, potom

n
fada Zan konverguje,
n=l

rew e . . a y e
b) jestlize existuje kON takové, ze nON, n=k je - >1, potom fada Zan
a

n n=

diverguje k +oo.

Véta 7: D’ Alembertovo nelimitni podilové kritérium
a) Necht existuje qOR, 0<q<1, a necht existuje kON takové, Ze pro vSechna

an+1

n=k plati
a

<q. Potom tfada Z a, konverguje absolutné.
n n=1

00

>1 . Potom fada > a,

n=l

an+1

b) Necht existuje kO N takové, Ze nON, n=k plati
a

n

nekonverguje.




Véta 8: Cauchyovo limitni odmocninové kritérium

a) Necht ian je fada s nezdpornymi ¢leny. Potom
1) je-li Ling/;n <1, tada ian konverguje,
n=l
2) je-li limyfa, >1, fada ¥ a, diverguje.
n=l
b) Necht’ }}f{:”\/m <1. Potom fada ian konverguje absolutné.
n=l
¢) Necht limr{/m >1. Potom fada ian nekonverguje.

Poznamka: Uginné uZiti této véty je zaloZeno na existenci limg/a, , ktera neni rovna jedné.

n- o

Priklad 6
s 1
& n" (n + 1)
1. a, =|a,| (Pojmy konvergence a absolutni konvergence splyvaji.)
1 1 n=2
= <1
Yin"(n+1) In(n+1)

konverguje absolutné. Na§ zavér vyplynul z véty 5. Abychom

2. 0<

Rada § —
& In"(n+1)
nemuseli udavat podminku n>2 je v tomto ptipadé vhodnéjsi pouzit vétu 8,

tedy
limy/a, =limn ! =lim ! =0<l1
now YT nee 1n”(n+1) n~°<’1n(n+1)

Pi"iklad 7

Ms

n=l 2n 1
1. a, =la,| (Pojmy konvergence a absolutni konvergence splyvaji.)
2. Protoze plati

% ¥ o0 LN

0<q : -1
(2n-1) “on-1-2n-1 2n-1 n%on-1 2
je
Un!
timafa =tim Y < Loy,
e ne2n-1 2
W had '
Rada Z L je absolutné konvergentni.
(2n-1)




Priklad 8
2 nl

& 2"

| Un
lim g/ - im0 = L =

noo \[ 2 now 7 2 nooeo

Rada izl’: nekonverguje (véta 8).

n=

Poznamka: Neni spIlnéna nutna podminka konvergence (véta 1).

Priklad 9

S2n+10
1. a,=la,
2 timd B H s ™ m i L= L o
e {2n+10 nee2n+l nee, 102

n

Rada i BLH konverguje absolutné.
Sn+10
Piiklad 10
<+l
&03n 0
1. a,=la,

+1 n+1 I+
2 onoN: timg L = i s i n 21
n-e\QJ3n g "~ 3n n-= 3 3

Rada i Erilg konverguje absolutné.
S 03n O

Priklad 11

> 3"n!

S n"
. [3"n! . ¥n 3
lim? . =31lim =—>1
n- o n n-oo n e

© n

Rada z ML diverguje (véta 8).
n

n
n=1



Véta 9: D’ Alembertovo limitni podilové kritérium

a) Necht ian je fada s kladnymi ¢leny. Potom
n=1

. . a . v hd 4
1) je-li lim—=<1, je fada ) a, konvergentni,
n.o g 4

n

2) je-li lim ] >1, je fada Zan divergentni.
n-o a

n n=

b) Necht lim—" <1. Potom fada zan konverguje absolutné.
n-ol g 4

00

¢) Necht’ lim w1l > 1. Potom fada Z a, nekonverguje.

n-
@ an n=1

a,,
Poznamka: U¢inné uziti této véty je zalozeno na existenci lim—, kter4 neni rovna jedné.
n-o a

Priklad 12
n

\/3—n

1. a, =la,| (Pojmy konvergence a absolutni konvergence splyvaji.)

M
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—
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2. limY3 N+l v3° —— =1lim n—i—£<l,
noeo N naw\/—\/g n n~°° n\/g oo 3 3 3

\/3_n

Rada § - konverguje absolutné.

Priklad 13

2 n!
20

Rada ii; nekonverguje.
n

n=1



Priklad 14

a, =[a,|
1 1
n+l n_ AN
2 1im 20 Lo 2 T o 20 =1
n-oo 1 na002n _1 n-oo _
2" -1 2"
Rada Zﬁ konverguje absolutné.
n=1 -
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e - en en->0n O e
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Rada zn—n konverguje absolutné.
e

n=1

Priklad 16

- e
2

1. a, =[a,
en+1
2. 1 (n+1)!: m—S_ =0
n-e @ n-en+]
n

n

Rada i% konverguje absolutné.

n=1

Definice 4: Alternujici Fada

Necht’ a_ >0 pro v§echna nON . Radu

neboli fadou se stfidavymi znaménky.

00

-1)"a. nazyvame alternujici fadou
S (-1)'a, nazy j

n=l




Véta 10: Leibnizovo kritérium pro alternujici rady

Necht pro vSechna nON plati a, =a,,, >0. Potom fada > (-1)"a, konverguje
n=1

tehdy a jen tehdy, je-li lima, =0.

n- o

Priklad 17
= (-1)
2 nfn+1)

Ovéirme podminku Leibnizova kritéria pro alternujici fady:
UnUN:a,=2a,, >0

n+1
1 1 s
>
ln(n + 1) ln(n + 2)
podminka je tedy splnéna. Abychom mohli rozhodnout o konvergenci, zbyva
jeste urcit, zda je lima, =0:

n-oo

OnON:In(n+1)<In(n+2) <

NN
G S )

fada

Z (_1+ ) tedy konverguje. Ma-1i tato fada konvergovat absolutn¢, musi
o= Inn

konvergovat i fada > ﬁ . Ta ov§em diverguje nebot’ podle srovnavaciho
o= In\n

kritéria plati:
1 S 1
In(n+1) " n+1’

S L

v oowe 1. . v = 1
a protoze Y —— je ,,posunutou‘ harmonickou radou =y —;
P ; n+1 Je-p ( ; n+1 nZZ n

harmonicka fada diverguje), diverguje i fada im .
n=T In

oq o (1) . .
Rada ; n(n+1) konverguje neabsolutné (relativng).




Priklad 18

- n N+l
;(_1) n(n+2)

Ovéirme podminku Leibnizova kritéria pro alternujici fady
Un0UON:a,=a,, >0

) n’+3n+3 S
R (¥ CF) () M
(n+1)’(n+3)-n(n+2) 0
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

n+1

. n+2 >0 ’
n(n + 2) (n + 1)(n + 3)
n+1 S n+2
n(n + 2) (n + 1)(n + 3)
a,>a.,,
podminka je tedy splnéna. Abychom mohli rozhodnout o konvergenci, zbyva
jesté urcit, zda je lima, =0
n+l < N +1 _1
n(n+2) nh+1) n
lima, = hmn—-l-1 =0
n—e n—e n(n + 2)
fada i (1) _n*l

n(n+2) tedy konverguje. VySetieme jeste, jak se chova fada

Z||in+l'n+l> n

> = — zfejmé diverguje.
(h+2) n(h+2) n(n+2) n+2 ) s

Proto fada § (-1) L. k je neabsolutng (relativng
roto fada n:l( ) F ) onverguje neabsolutné (relativn¢)
Priklad 19
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Priklad 20
5 1)
& n+ ()

Ovéirme podminku Leibnizova kritéria pro alternujici fady:
UnUN:a,=za,, >0

OnON
1 ) 1

by T R )

9 1
gvn® +12n(=1)" +6vn(-1)" + (1" 8y(n+1) +12(n+1)(=1)" +6/n+1(=1)" + (-1
gV’ +12n(=1)" +6vn(=1)" +(=1)" <8/(n+1) +12(n+1)(-1)" +6vn+1(=1)" +(- )

podminka je tedy splnéna. Abychom mohli rozhodnout o konvergenci, zbyva
urcit, zda je lima, =0:

n-oo

lima, = lim ! =

protoZe stuperi Citatele je mensi neZ stupen jmenovatele. Rada S o)

= inﬁ +(=1)" )
tedy konverguje. Otazku absolutni konvergence vySetfime zkoumanim tady
> a,| =y 1 . Podle srovnavaciho kritéria:
n=1 n=1 ‘2\/5 + (— l)n ’
1

1 1 1
(2n1/2 +(—1)”)3 = (2n‘/2 —1)3 8 —12n+6n” -1 0’

T 1 , e ()
e fada konvergentni a proto fada
: Z (2n1/2 + (—1)“)3 y b = (2n1/2 +(-1)

)3 konverguje
absolutné.
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