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PREDMLUVA

Ucebni text ” Cviceni z matematiky II ” je urcen jako ucebni pomticka pro
posluchace a konzultanty kombinovaného studia na FSI VUT Brno. Tematicky
navazuji cviceni na text ” Matematika II 7, ve kterém jsou shrnuty vSechny
latky je urcen soucasnymi osnovami pfedmétu. ” Cviceni z matematiky II ” je
koncipovano jako mala sbirka feSenych tloh. Ulohy jsou rozdéleny do t¥inacti
samostatnych kapitol. Ke vSem tiloham jsou uvedeny vysledky a metodicky postup
feSeni. Text rovnéz obsahuje pro vétsi nazornost nékolik desitek obrazki. Sna-
hou autora bylo do textu zaradit zejména takové priklady, které by svou slozitosti
odpovidaly naro¢nosti a pozadavkiim zkousky. Sbirka tloh je pouzitelna rovnéz
pro studenty magisterské formy studia.

Budu vdécen c¢tenditim za vSechny piipominky, které by prispély k vylepsSeni
textu, a preji hodné trpélivosti pii feSeni tloh.

Brno, zari 2002 Autor
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LEKCE 1. FUNKCE VICE PROMENNYCH I.

( DEFINIONI OBORY FUNKCI DVOU PROMENNYCH )

Vysetiete a v kartézském soutadnicovém systému (O, z, y) zakreslete defini¢ni obory
nasledujicich funkci dvou proménnych.

1. f(z,y) = V4 —a22+ /42— 9.

2. f(z,y) = In(zln(y — )).

3. f(z,y) = Vasiny.

4. f(z,y) = /(1 —1ny)In(—2x).

5. f(z,y) =In(2? —y) + Vo — 2y + 4

6. f(r,y) =In (x + %) :

7. fwy) = V1- (2% +y)?

8. f(x,y) = v/sin(n(z? +y?)).

9. f(z,y) = arcsin(2y(1 + z22) — 1).

10. f(z,y) = In(1 4+ /22 — y2 — 9) + arctg\/15 — 22 — 2 — 2.

RESENI.
1. [5,4] € Df & (4-2220) A (2—9>0) & (<) A (42 2 9) & (Ja] <2) A (1] >3) &
Tx€(—2,2) Ay € (—o0,—-3)U(3,00) & [z,y] € (—2,2) X ((—00, —3) X (3,00)). Tedy
Df =(-2,2) x ((—o0, =3) U (3,0)). Viz obr. 1.

NN
NN

Obr. 1



2. [z,yleDfern(y—z) >0 (z>0AIn(y —2) >0)V(x <0AIn(y —x) <0)
S (x>0 Ay >1)V(z<0N0 < yz<1)S (2 >0Ay > a41)V(z < 0AYy < a+lAy > ).
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3. [x y]EDf@xsmy>O(:>(x>0/\smy>0) (r <0Asiny <0)e
(x>0Ay e Uy(2km, 2k+ 1)) V (z <0Ay € U, 2((2k — 1)7, 2kT)).
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Obr. 3
4. [z,yeDf<(1-Iny)ln(—2)>0< (1-lny >0 Aln(—z)>0) V (1-lny <0
ANn(—2)<0)eo(hy<lAz<-1)V(Iny>1A0>z>-1)(0<y<e

Ne<-1)V(y>en—-1<z<0).
I
I

T

Obr. 4




5. [z,y]eDf 2> —y >0Ar—-2y+4 >0y <Ay < %x—i—Q. Odtud
Df ={[z,yhy <2’ Ny < gz +2}
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Obr. 5
6. [1,y]€Dfa+ L >0 500 (202 4+y>0A22>0)V (202 4y <0
Nx <0)e (x>0Ay>—222)V(r<0Ay < —22%).

Obr. 6
7. v,y € Df & 1—-(224Hy)? >0 (2% 4y)? <1 & |2Hy| <1& (2%Hy < 0A—22—y<1)
V(z? 4y > 0Ny <) e 0<2?+y <1v-1<224+y<0& —1-22 <y <1-22
Tedy Df = {[a,y]; -1 —2® <y <1—2a?}.
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8. [z,y] € Dfesinm(z? +9?) > 0=2kr < (22 +9?) < 2k + )1, k€ Z&2k <
z?+y? <2k+1,kde k € Z. Odtud plyne Df = U2 {[z,y]; 2k < 22 +y* < 2k+1}.
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Obr. 8
9. [z,9)eDf o -1<2y(1+2%) -1<100<2y(1 +2°) <260 <y < L.
Tedy Df = {[z,y];0 <y < 1-&-%} Po vysetfeni priibéhu funkce 1-&-% jiz snadno

nakreslime defini¢ni obor.
4
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Obr. 9

10. [z,y]eDfel+ /22— 42 —-9>0A15—22 —y? — 20 > 022 —¢y2 - 9> 0
A2 +y? 4+ 22 <1522 —y2 > 9N (x+1)2 +¢% < 16.
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Obr. 10



LEKCE 2. FUNKCE VICE PROMENNYCH II.
( METODA REZU A DEFINICNI OBORY FUNKCI TRI PROMENNYCH )

Vysetiete a nakreslete fezy nasledujicich funkci.
1. f(z,y) = z -In(3z — 2y) rovinou z = 0.
Y

2. f(z,y) = 2% + 22 — y? rovinou z = 0.

Pomoci metody fezt nakreslete grafy nasledujicich funkci dvou proménnych.

3. f(x,y) = Va2 + 92

4. f(z,y) = |z +[y|.

6. f(z,y)=e"" —VY
1

Vysetiete a v kartézském soufadnicovém systému (O, x,y, z) zakreslete defini¢ni
obory nésledujicich funkci t¥i proménnych.

8. f(x,y,z)z\/1—\/x2+y2—z—|—\/1— 2492 + 2
9. f(x,y,z)z\/z—\/x2+y2+\/6—(x2+y2+z).

10. f(z,y,2) = /1 — (22 + 32 +22) +/7/5 — (z + 2).

RESENT.

1. Ptedné vySetfime definiéni obor. Plati [z,y] € Df &y # 0A3x —2y > 0
©y#0Ay < 3z. Odtud plyne, ze Df ={[z,y];y< 3z Ay#0}. Viz obr. 11. Najit
Fez rovinou z=0 znamen4 fesit rovnici ¥ - In(3z—2y)=0. Plati 7 -In(3z-2y)=0 <
r=0V3r—2y=1<x=0Vy= %x—% Odtud a z predchoziho plyne, Ze fezem je

Obr. 11
2. Defini¢ni obor funkce f(x,y) = x> +22 —y? je celd rovina R?. Najit fez rovinou
2z = 0 znamena vyfesit rovnici 2 + 22 — y?> = 0. Plati 32 = 2% + 22 a odtud
y = +vx3 + 22. Odtud plyne, Ze hledany fez je symetricky podle osy z. VySetiime
pribéh funkce g(x) = +va3 + 22. Piedné z € Dg & 2%(z+1) >0 &z > —1.
Tedy Dg = (—1,00). Uréime prvni derivaci ¢'(z) = 1 80° 422 _ 12B242) pefinjeng

2 Va3 +a2 2 Va3422"
obor derivace ¢’ je Dg’ = (—1,00) —{0}. Jediny nulovy bod je z = —%. Dosazenim
vhodnych bodt zjistime signum ¢’ na pfislusnych intervalech. Na (—1, —%) jedq
9



kladn4, na (—%, 0) zapornd a na (0,00) kladnd. Odtud plyne, ze funkce g je na

(=1, —2) rostouci, na (—2,0) klesajici a na (0,00) rostouci. V bodé z = —2 je
maximum g(—2) = ¥ ~ 0.38 a v bodé z = 0 je minimum ¢(0) = 0. Druhd

derivace po upravé vychdzi ¢”(x) = %M. Odtud plyne, Ze na intervalu
(@ +1)y/22(+1)

(—1,0) je funkce g konkdvni a na (0, 00) konvexni. Bod & = 0 neni inflexni bod.
Asymptoty funkce g nema. Z téchto informaci lze jiz nakreslit graf funkce g a tim
i obrazek celého fezu. Viz obr. 12.
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Obr. 12
3. Defini¢ni obor funkce f(z,y)=/22+y2 je cela rovina R? a Hf=(0,00). Rezy
rovinami z=c jsou pro z>0 kruznice z24y? =c?, pro z=0 bod [0, 0] a pro ¢< 0 jsou
fezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami y=c jsou tvaru z=+v/z2+c2. Po umocnéni
dostavame z2—x2 =c?, z > 0. Tedy fezy jsou pro ¢ # 0 ramena rovnoosych hyperbol
a pro ¢=0 je fez z=|x|. Grafem funkce f je horni ¢ast kuZelové plochy. Viz obr.

13. V grafu jsou znazornény fezy rovinami z=2 a y=1.

Obr. 13
4. Pro f(z,y) = |z| + |y| plati, Ze Df = R? a Hf = (0,00). Rezy rovinami z = ¢
jsou pro z > 0 tvofeny ¢tyfmi tseckami y = +x + ¢, které tvori hranici ¢tverce. Pro
z = 0 je fez bod [0,0] a pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami y=c
jsou tvaru z=|z| + ¢. Viz obr. 14.

%

Obr. 14
10



5. Pro f(z,y) = /1 — (x +y) plati, ze [z,y| e Df ©1—(z4+y) >0 y<1—ux.
Tedy Df = {[z,y],y <1 —x}. Zfejmé H f = (0, 0). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro
z > 0 ptimky y = 1 — 2 — ¢%. Pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami
y=c jsou tvaru x=1— 22 —¢, z > 0. Tyto fezy jsou poloviny parabol. Graf funkce
f je na obr. 15.

Obr. 15
6. Pro f(z,y) = eV jeDf =R2a Hf = (0,1). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro
z > 0 tvofeny kruznicemi 2% 4+ y*> = In1. Pro z = 1 je fez bod [0,0] a pro ¢ < 0
jsou fezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami y=c jsou tvaru z=e"%"=<", Jedna se o
kiivky, jejichz pribéh je tieba vySetfit zvlast. Graf funkce f vznikne rotaci grafu
funkce y = e~ okolo osy z. Viz obr. 16.

Obr. 16
7. Pro f(z,y)= ﬁ je Df=R?—{[0,0]} a Hf=(0,00). Rezy rovinami z=c jsou
pro z>0 tvofeny kruznicemi z2+y% = % Pro ¢ <0 jsou fezy prézdné mnoziny. Rezy
Prubéh téchto krivek je zapotiebi vysSetfit

rovinami y = ¢ jsou tvaru z = ﬁ

zvlast. Graf funkce f vznikne rotaci grafu funkce y= %2 okolo osy z. Viz obr. 17.

Obr. 17

8. Pro f(z,y,2) = \/1— V2 +y? —z—|—\/1— Va?+y? + zplati [x,y,2] € Df <
11



1—v/22 4+ 122> 0AN1—/22 + 12 +2 >0 2 < 1—/22 + 92Nz > /22 + 92— 1.
Df={[z,y, 2], -1<x <1,—/1-22<y<v1-22 /22 +y2 - 1<z < 1— /22 +¢2}.
Definic¢ni obor je téleso ohranicené dvéma kuzelovymi plochami. Viz obr. 18.

Obr. 18
9. Pro f(v,y,2) = \/z — V22 + 42 + /6 — (22 + 42 + 2) plati [z,y,2] € Df <
Z2—\T2+ Y2 >0AN6— (22 + 12 +2) >0 2 < a2+ 2 Az <6 — (22 +92).
Df ={[z,y,2], 2<x <2, —V4-12 <y <Vad—22 /22 +y2 <z < 6— (22 +¢%)}.
Definic¢ni obor je téleso ohrani¢ené zhora paraboloidem a zdola kuZelovou plochou.
Primik paraboloidu a kuZelové plochy je kruznice 22412 =4. Viz obr. 19.

Obr. 19

10. Pro f(x,y,2) = /1 — (@2 + 32 + 22) + \/7/5 — (z + 2) plati [v,y,2] € Df &

1— (22 +y2 +22)>0A % —(z+2) >0 22 +92+22<1Az< % — 2. Definiéni

obor je koule o poloméru 1 se stfedem v pocatku, ze které je rovinou odfiznuta jeji

¢ast. Viz obr. 20.

p Ak
5

Obr. 20
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LEKCE 3. LIMITA A SPOJITOST.

-2
1. VysSetfete limitu  lim x Y.
[z,y]—-[0,0] 3z +y

2. VysSetfete limitu  lim x_—l—y
z,y]—[0,0] T — Y

3y

3. Vysetfete limitu  lim ———.
[z,y]—[0,0] 2+ + y*
%y

4. Vysetfete limitu  lim ———.
[z,y]—[0,0] T ;‘ Y2

5. VySetfete limitu lim 27y
yl—[0,0) 22 + 32

.1?2y
T v [x.0]£[0.0

0 pro [z, y] =10, 0]

4,2
0,0
7. VySetfete, zda je funkce f(z,y)= 284yt pro [z, y] 7 [0, 0]
0 pro [z, y] =[0, 0]

V211

8. Spoctéte limitu  lim Y .

z,]—[0,0] x2 + y?

23—y
9. Spoctéte limitu  lim ———.
[z.y]—[2,2] o4 — y*

3 2
10. Spoctéte limitu  lim (= +9°)

f.9]—0.0] /22 + 42 + 4 —

6. VySetfete, zda je funkce f(z,y)= spojita v bodé [0, 0].

spojitd v bodé [0, 0].

Vysledky uloh:

1. Neexistuje. 2. Neexistuje. 3. Neexistuje. 4. Neexistuje. 5. Neexistuje.
6. Spojité. 7. Nespojita. 8. 3. 9. 2. 10. 12.

RESENT.

1. K vysetfeni limity pouzijeme metodu postupnych limit. Plati

Ly = 111%(hm 3xfz) = hm 135 = hr%g =1
Ly = hm(hm 396_32’) 1}1_{% % = i%(—Q) = 2.

Obé postupné limity L1, Lg existuji, ale jsou rtzné. Z véty o jednoznacnosti limity
plyne, Ze dana limita neexistuje.

2. K vySetfeni limity pouzijeme opét metodu postupnych limit. Plati

L, = hm(hm x+y) =lim2Z=1ml=1.
—0 ' y—0T7Y z—0 % z—0
Ly = lim (lim %) = lim £ = lim(-1) = —1.
y—0'z—0 T7Y y—0 ~Y x—0

Obé postupné limity L, Lo existuji, ale jsou rtzné. Z véty o jednoznacnosti limity
plyne, Ze dana limita neexistuje.

13



3. Metoda postupnych limit selhava. K vysetfeni limity pouzijeme metodu svazku
primek. Plati

L*=1lim 2’y Che hm ket hm k
2—0.y=kz iyt x4+k4x4 o z2(k*+1) k4+1 S

Protoze limita L* zavisi na parametru k, z vety o) Jednoznacnostl limity plyne, Ze
funkce f v bodé [0, 0] nem4 limitu.

=lim
xr—

4. Metoda postupnych limit i metoda svazku primek selhava. K vysetfeni limity
pouzijeme metodu svazku parabol Plati

L** = lim
z—0,y=k
Protoze limita L** zavisi na parametru k, z véty o jednoznacnosti limity plyne, Ze

funkce f v bodé [0, 0] nem4 limitu.

2 k _ _k
k2t T T k241 T k2L

22 x4+y

5. K vysSetfeni limity pouZijeme metodu polarnich soufadnic. Plati

L = lim T — Jim L8PS e  — Jim cos ¢ sin o = cos psin .
p—0,x=p cos p,y=psin ¢ z24y® p—0 P 2 cos? p+p? sin? ¢ p—0 g g ¥ ¥

Protoze limita L*** zavisi na ¢, funkce f nemd v bodé [0, 0] limitu.

6. Aby byla funkce f spojitd v bodé [0,0], musi mit v tomto bodé limitu rovnu
nule. Dokazme, Ze tomu tak je. PouzZijeme vétu, kterd tvrdi, ze limita soucinu
funkce jejiz limita je nula a ohranicené funkce je rovna rovnéz nula. Ziejmé plati

lim T-;L = lim = lim Tﬁ_y—Q Pritom lim x=0. Ukazme nyni Ze
[,y]—10, 0] Y eyl —0,0] " [z.y)—[0.0] [,y]—[0,0]
funkce 5% je ohranicend. Plati (|z|— ly)? > 0= 2% — 2|zy| +y* > 0= 2|zy| <
2?4+ = ngfJQ <i= |z | < 1. Tedy funkce 57157 je ohranicena.

7. Aby byla funkce f spojit v bodé [0, 0], musi mit v tomto bodé limitu rovnu nule.
Metoda postupnych limit, metoda svazku pfimek i metoda polarnich soufadnic
davaji vysledek nula. Metodou svazku parabol ukaZzme, ze limita nula neni a tedy
zkoumanad funkce je v daném bodé nespojité

42 k228 2
ok __ : Ty T (kgc ) ok
L= x—»(}lynik-x? x84yt ill»r(l) 8+ (kx2)t T ill,% (1+k4)x8 = Ttk%:

Limita L** zavisi na parametru k. Odtud podle véty o jednoznacnosti limity plyne,
7e funkce f je v [0, 0] nespojita.

8. Do funkce nelze bezprostfedné dosadit. Provedeme proto vhodnou algebraickou
GUpravu. Vyraz rozsifime.
lim 7\/@_1 = lim (Va?ty? H1-1) (Va2 4y +141) =
[z.y]—[0,0] Y [2.y]—[0,0]  (@*4y?)(V/2+y2+1+1)
(2 +y2+1-1) . 1 1

lim lim = 3.
[z,y]—10,0] (x2+y2)(\/x2+y +1+1) [x,y]—[0,0] V/x2+y2+1+1

9. Provedeme algebraickou apravu funkce. Rozlozime ¢itatele i jmenovatele vyrazu
a provedeme pokraceni.

22—y (z—y) (@ +zy+y®) 22 4ry+y?  _ 4t4+4
[x,yl]lirfz,z] oty _[x,yl]mfz o) G @)@ H?) [, yl] —2,2) (o) (= Hy?) ()

10. Provedeme algebraickou tpravu funkce. Vyraz rozsifime vhodnym zlomkem.
lim A gy 3@+ (Vo +yP+a42)
[20]—10,0) V22 +y2+4-2  [1,4]—[0,0] (V22 +2+4-2) (/22 +42 +4+2)
lim 2@y 2)+(sz+44 )l 3(a2 2 +4+2)=3(242) =

[z,y]—[0,0] )= [0.0

14



LEKCE 4. PARCIALNI A SMEROVE DERIVACE, GRADIENT.

1. Spoctéte parcialni derivace prvniho fadu funkce f.
(a) f(z,y) = @y +y)".
(b) f(z,y) =e¥ +a?.
(c) f(z,y,2) = (£)".
2. Spoctéte parcialni derivace prvniho fadu funkce f v bodé A.
(a) f(z,y) = In(z++/224+y?), A=[1,2].
(b) f(z,y) = (1 +log, 2)3, A =[e el
(c) f(z,y,2) = arctgy/a¥ + 2%, A = [1,1,2].
3. Spoctéte vsechny parcidlni derivace druhého Fadu funkce f v bodé A.
(a) f(z,y) = e*sinz, A =0,0].
(b) f(z,y) = arctg 574, A= [3,1].
() f(z.y) = e, A= [0,0].
. f(z,y) = x1n(zy). Spoctéte f,7, . o136
. f(z,y) =In(1 + = + y). Spoctéte 25y

. Urcete bod, ve kterém je gradient funkce f(z, y) :ln(w—l—i) roven vektoru (1,=22)

9
. Urcete body, ve kterych se velikost gradientu funkce f(x,y)= (xQ—l—yQ)% rovné 2.

. Spoctéte derivaci f(x,y)= z+y2 v bodé A=]1, 1] ve sméru vektoru u=(2, 1).
. Zjistéte, zda je funkce f(z,y) = /23 +y v bodé A = [1, 2] ve sméru vektoru
u = (=3, 1) rostouci.
10. Spoctéte derivaci funkee f(x,y)=In(z+y) v bodé A=[1, 2] lezicim na parabole
y? = 4x ve sméru jednotkového vektoru tecny k parabole v tomto bodé.
Vysledky uloh:
1. (a) f, =8y (2 + 1)°, f; = 4y (2? + 1) b) fi = Lev +yxy L
fy=—&ev +avine. (c) f = ()" In(¥), f; = (£)(L)",
2. (2) FL(A) = L F1(4) = =2 (b) f1(A) = 12,f;,<A>=—%.
(c) fo(A) = 1, fi(A) =0, fL(A )—4+1H16 3- (a) frs ( ) =0,

© 00w N o O

vy (A) =2, f,(A) = 0. (b) f77,(A) = — 35, [, (A) = 10‘0, 7 (A) = 105
(c) fi.(A) =1, fI (A) =1, [/ (A)=0.4.0. 5, T 6. [-1,3],[1,-3].
7. Body lezi na kruzmici 2® + y? = 2. 8. 1. 9. Klesajici. f(A )——%. 10 %
RESENL
1. (a) f(z,y)=(2? y+y) fL=4(x?y 4 y)? - 22y =8xy*(z? + 1)3,
fy=4@*y+y)* 2?=4° (2 + L.
(b) f(z,y) =ev +a¥, f;_e%l+yxy—1 f{lze%(—y%)—l-lnx-xy.
(©) J(0.2) = (9 13 = (27 Tn(2), £, = L=t 2 (2)(2),
fo=yr(=a)eo7h = —(5)(H)".

15



’_ 1 2z 1 VaityPitr 1
2. (a) aty/a24y? L+ Va2 ty? )= x+\/x2+y N \/x2+y2’fm(A) RGN

[ A TR f1(d) = 2
Yo aya2 g2 2\ a2 4y2 a2y +x\/x2+y2’ Y 5+v5’

(b) Ze zakladnich vztaht pro logaritmické funkce plyne, ze log, © = }g—z Zadanou
funkci f piepiSeme na tvar f(z,y) = (1+log, z)* = (1 + E—g)3 Odtud
fr=301 +log, x)Qxlily, fz(4) = 3(1 +log, e)? elne = 162,
fi,=3(1+log, x)Qy_lrllr;z, fy(A) =31 +log, e)? 55 = —12,
(C) f(l',y, ) - aI‘Cth + z afx - 1+xy ' %\/l_y : yxy_laf;t(A) = ia
fy= 1+xy -§ﬁ-x9 Inz, f;(A)=0, fl=2z"""4Inz - 2* =2*(In 2+1),

F1(A)= 4+1n16.

3. (a) f(x,y) = e*¥sinx, f, =e* cosx, [, =2e*sinz, f,=—e*¥sinz,

1 (A)=0, f1, =4e*¥sinz, f (A)=0, fIl, =2¢* cos , fI/, (A)=2.
— + — —
(0) J(29) = arctgZ, f = proboms G
f . —laty)—(z=y) _ _—a o =2y f ( ) —6
Yy 1+(—L)2 (z+y)? T a2y Jar T (x2+y2)2’ 100°
_9 22
v = <x2+§g>2’ uy(A) = T05° oy = (f2+yy2)2’ wy(A) = 106-

Y

Y Y Y
(©) fla,y)=e"®, fr=e"" eV, fi=e"" - weV, fil, =" - (e¥) fi,(A)=1,

1= e (per)? 4 e (nev) = P peb(zed + 1), f1,(4) =0,

y y y
oy =€t ey eV 4 e eV = e e (xeY + 1), f1 (A) = 1.

4. f(z,y) = zIn(zy), [, = (xy)+x - y-ln(my)+1 fro= @ Y= glc, ey = 0.

5. Funkce f(z,y) = In(1l + = + y) je symetrlcka vzhledem k proménnym z a y.
Odtud plyne, Ze u smiSenych parcidlnich derivaci nazalezi na tom, podle kterych
proménnych derivujeme, ale pouze na fadu derivace. Plati tedy, ze

01 f(x,y) _ 9V (x,y)

d79xd5Ty - 91364
Pro derivace malych fada snadno spocteme, ze

1= 1 = -1 111 fl -6 f(5) _ 24
o= Tty Joe = Tt foee = Wi Joves = @ity fovees = Traiyys:
7Z tvaru uvedenych derivaci se nabizi hypotéza, Ze
O fzy) _ (DM (k—1)!
ork (14 az+yr
Tuto hypotézu lze dokdzat pomoci principu matematické indukce. Specidlné tedy
plati

8136f(x,y) B 8136f(x,y) _ —135!
879.138573] - o136 - (1—|—x—|—y)136'
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6. Spodcitdme gradient funkce f(x,y) = In(z + i) Pro parcialni derivace prvniho
radu plati

flzlzy f’:l.__l_ —1
= ot ay+10 Ty T a2 zy?+y°

Odtud gradf = (xy g xy_iy) Gradient funkce f porovname se zadanym vektorem
(1,—32). Plati (xy T e +y) = (1,—%2). Z rovnosti slozek vektoril ziskdme systém
rovnic = +1 =155 }ky = —36 Dosazenim prvni rovnice do druhé dostiavame
yi = 19—6. Odtud y = i%. Dopocitame z. Pro y = Z jer = —é, pro y = —% je
x = %. Gradient zadané funkce je roven vektoru (1, —1%) v bodech [—1, 3], [2, —3].

7. Spocitdme gradient funkce f(x,y)= (x2+y2)%. Pro parcialni derivace prvniho
radu plati

fi= (x +12) % 2z = 3z+/22% + 92, fy—%x +12) %- 2y = 3y+/22% + y2.
Odtud gradf = (3x+/22 + y2, 3y\/x2 + y2). Pro velikost gradientu funkce f plati

lgrad f|=/(f1)?+(f})? = /922 (@2 +y2) +9y(a? +12) = /9 (a2 +y?)? =3(2° +4?).

Dostévame rovnici 3(x% 4 y?) = 2. Velikost gradientu funkce f(z,y)= (m2—|—y2)% se
rovna 2 v bodech lezicich na kruznici 22 + y? = 2

g.
8. Nejprve ur¢ime parcialni derivace funkce f(z,y) = 5% v bodé A =
x +’!!
202V (222
fo =BG = <x2+y2>2’ f=(4) =
_ 2 2y _ 2_,2 —
P E B o

Odtud plyne, ze gradf(A) = (1,—1). Nyni muzeme urcit derivaci ve sméru. Plati
J1(4) = gradf(A) 0w = (1,1)0 (2, 1) =2 1 = 1.

9. Spocditame derivaci funkce f(z,y) = /23 + y v bodé A = [1, 2] ve sméru vektoru
= (=3, 1). Nejprve ur¢ime parcidlni derivace prvniho faddu funkce f v bodé A.

f;ZQM7fx()_%7f{/ 2\/x3—+y’fy():21w

Odtud plyne, ze gradf(A) = (i\/— L\/—) Nyni uréime derivaci ve sméru. Plati

f?i(A) = gradf(A) ou = (m, m) e} (—3, 1) = % + ﬁ = —%.

Protoze je derivace f],(A) zipornd, je funkce f v bodé A ve sméru u klesajici.

10. Nejprve uréime parcialni derivace funkce f(z,y) = In(x*+y?) v bodé A = [1,2].
1 / _ 1 ! / —
fx_@7f()_37f x+y7f()_3'

Odtud plyne, 7e gradf(A4) = (3, 3) Spoéteme rovnici te¢ny k parabole z = 1y2.
Plati © — zo = 2'(yo)(y — vo), kde 29 = 1,y0 = 2,2'(2) = 1. Rovnice tecny je
tvaru  — y + 1 = 0 a te¢na ma smérovy vektor v = (1,1). Jeho velikost je v/2.

Jednotkovy vektor tecny je tedy u = (%, 7—) Spocitame derivaci ve sméru.

Fu(4) = gradf(A) ou= (3, 1) o (L, L) = 71+ - = 2.
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LEKCE 5. DIFERENCIAL A TAYLORUV POLYNOM.

1. Spoctéte diferencialy funkci f v daném bodé A.

(a) flz,y) = =25 A=[3,2].

(b) f(z,y) = arctg £, A = [2,1].

() flw,y,2) = 2, A=[1,2,4].

2. Spoctéte druhé diferencialy nasledujicich funkci

(a’) f(.%‘, y) = ex—y2

(b) fla,y) = 2.

(¢) f(z,y) =xIn

3. Spoctéte rovnici tecné roviny a normaly ke grafu funkce f v daném v bodé A.

(a) f(z,y) = 2* +22%y —ay + 2, A = [1,0].
(b) f(z,y) =In(a? + %), A = [2,1].

4. Spoététe Taylorav polynom T4 (z, y) funkee f(z, y) =In(72—3y) v bodé A=|1, 2].
5. Spoététe Taylortv polynom Ty (z, y) funkce f(x,y) =+/e*+sin 2z v bodé A= 0, 0]

a s jeho pomoci urcete /+/e+sin 1.

6. Spoctéte Tayloriv polynom Ti(z,y) funkce f(z,y)=aY v bodé A=]1,1].

7. Spoctéte Taylortv polynom Ts(z, y) funkee f(z,y) = /22 + y? vbodé A = [3, 4]
a s jeho pomoci urcete /(2.98)2 + (4.05)2.

8. Spoctéte Tayloriiv polynom T3(z,y) funkce f(z,y)=e""¥. v bodé¢ A=[1, —1].
9. Spoctéte Taylortiv polynom T3(x,y) funkce f(z,y)=sinx cosy v bodé A=]0,0].
10. Spoctéte Taylorav polynom T3(z,y) funkce f(z,y)=e"siny. v bodé A=]0,0].

Vysledky tloh:

1. (a) dpf(A)=Todz—13dy. (b) dpf(A)=2dz—2dy. (c) dnf(A)= %dm—ldy—l—llﬁ dz.

2. (a) A3 f = e* "V da? — dye™ ¥ dudy + (47 — 2)e” Y dy?. (b) A f = Fkda? +
é%dmdy—k(xi—zpdy? (c)dif = %de—l-%dxdy—y%dyQ. 3. (a) br+y—z—-3=0,
o=l — ¥ = 222 (b) 4z + 2y = bz — 5(2 — In5) = 0, 22 — A7 _ 2-in5
4. Ty(z,y) =Tz -3y —1.5. I Ti(z,y) =1+ L +y. 6. To(z,y) =ay—y+1.
7. 5.0282116, T, = 5+ 32 (z—3)+ 3 (y— 4)—|—250(x 3) — 25 (x—3)(z—4)+ 525 (y—4)*.
8. Ti(ry) =1+@-D+@+1)+3l@-1"+2@-DF+1)+{y+1)
H(z—1)3+3(z—1)2(y+1)+3(x—1)(y+1)? —|—(y—|—1) ). 9. Ts(x,y) =z — §2° — Lay?.
10. Ty(z,y) = y + zy + 32°y — §y°.
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RESENT.

z,y) = 2y bods A = 3, 2].

Yy

(
Plati f; = 2t = 0 ()= 3, () = =B = ey
d

1. (a) Spocteme parcidlni derivace funkce f

z2y? 2y? zy?
f}(A) = —13. Diferencial je tvaru dpf(A +(A)dx + f,(A)dy. Dosadime. Plati

)
dnf(A) = By — By,

(b) Spoéteme parcidlni derivace funkce f(z,y) = arctgy v bodé A = [2,1]. Plati

fo = mmp -y = whE o) = 5. LA = oep - 3F = me i) = -5

Diferencial j je tvaru dp, f(A) = fi.(A)dx + f, (A)dy. Provedeme dosazeni. Plati
dnf(A) = tdx — Zdy.

(c) Spoc¢teme parcialni derivace funkce f(z,y,z) = % v bodé A = [1,2,4]. Plati
fi= \/i;, fa(A)=13, fl(A)= = fi(A)=—3, f;:—%, fL(A)= 1. Diferenciél je
tvaru dy f(A) = f;(A)dz + f,(A)dy + f.(A)dz. Provedeme dosazeni. Plati

dnf(A) = tdz — Ldy + L dz.

2. (a) Spoéteme druhé parcidlni derivace funkce flx, y) —=e" | Platf fg’c:e’”_yQ,
fy=—2yex v’ ”gc—egc_y2 y = —2ye” v, vy =€ v (—2y)(—2y) +em Y (—2):
(49> — 2)e” Druhy dlferen(:lal je tvaru dif = fIf dx* + 2fV ydrdy + fi.d
Provedeme dosazem. Plati

d2 f = em Y’ dz? — dye® Y dady + (4y? — 2)e* V" dy?.

(b) Spocteme druhé parcidlni derivace funkce f(z,y) = L. Plati f} = (3?-2"-—’!2!/)2’
= (x_-s-ny)% _— (x+y)3,f = (x+y)3,f = (xf;)a,. Druhy diferencial je tvaru
d2 f = f dz? —I— 2fy, dzdy + f, dy Provedeme dosazeni. Plati
2 —4 (z—y) 4 2
dif = Grimde® + fidedy + Gi5dy’.
(c) Spocteme druhé parcialni derivace f(z,y)=xIn . Plati f,=Inyz+z 3 -4 =
In¥ -1, f/=x- T 1= ol g'c'x—% =+ ==, g'c'y—%-% = ;, é'y—_x Druhy

diferencial je tvaru dif = fil.dz®+2f" ydxdy + fy dy Provedeme dosazeni. Plati
d2f= %dm + %dxdy — y%dy .
3. (a) Spocteme parcialni derivace funkce f(x,y) = z* + 22%y — 2y + x v bodé

A =[1,0]. Plati f, = 4a® +4ay —y+ 1, fL(A) = 5, f;(A) = 22 — z, f;(A) = 1.
Dopocitdme z-ovou soufadnici zg = f(A) = 2. Rovnice tené roviny mé tvar

z— 20 = [1(20,%0)(x — x0) + f;,(z0,Y0) (¥ — ¥0), kde A = [z, yo].

Provedeme dosazeni. Plati z—2 = 5(x—1)+1(y—0). Odtud plyne 52+y—2—3 = 0.
Nyni nalezneme rovnici normély. Jeji obecna rovnice je tvaru

LT—Xg Y=Y _ Z—Z0
To(@o,y0) fy(x0,y0) -1
Po dosazeni dostdvame =L = % = 2=2 TUlohu o nalezeni normaly lze Tesit také
5 1 1

tak, Ze z rovnice tecné roviny 5 + y — z — 3 = 0 napiSeme normaélovy vektor
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= (5,1,—1). Pak vektorovéa rovnice normdly v bodé [1,0, 2] je tvaru [z,y, 2] =
[1,0,2]+t(5,1,—1),¢ € R. Tedy parametrické rovnice jsou x = 14+-5¢t,y = t, z = 2—t.

Vyloucenim parametru ¢ a porovnanim dostavame opét vztah x—gl =4= 2:12.

(b) Spoc¢teme parcialni derivace funkce f(z,y) = In(z? 4+ y?) v bodé A = [2,1].
Plati f, = 2+y2’fl( ) = %,f;(A) = xnyyQ,f;(A) = % Dopocditame z-ovou
soufadnici zo = f(A) = In5. Provedeme dosazeni do rovnice teéné roviny. Plati
z—In5=2(z —2) + 2(y — 1). Odtud plyne 4z + 2y = 5z — 5(2 — In5) = 0. Nyni

5(x=2) _ 5(y=1) _ z—In5
4 - 2 - -1 -

nalezneme rovnici normaly. Plati

4. Uréime potiebné parcidlni derivace funkce f(z,y)=In(7x —3y) v bodé A=[1, 2].
Plati f, = %_sy,f;(A) =7, f, == 3y,fy( )=-3.Dilede=2—1a dy=y—2.
Diferencial funkce f v bodé A je tvaru dy f(A) = f,(A)dz + f,(A)dy = Tdx —3dy =
T(x —1) — 3(y — 2) = Tz — 3y — 1. Provedeme dosazeni do vzorce pro Taylortv
polynom T (z,y) = f(A)+ +dy f(A). Plati f(A) =In1 = 0. Odtud

Ty(x,y)=Tx—3y— 1.

5. Spocteme parcialnl derivace funkce f(z,y) = +/e* +sin2y v bodé A = |0,0].
Plati f, =3 \/W’fﬂc( )=3.11= %%,fé(/ﬁzl. Déale dr=x a dy=y.
Diferencial funkce f v bodé A md tvar dp, f(A) = f,(A)dx + f,(A)dy = tdz+dy=
Z 4+ y. Dosadime do vzorce pro Tayloriv polynom T4 (z,y) = f(A)+ Ldy f(A). Plati

f(A) = /€0 +sin0 = 1. Odtud

Ti(z,y)=1+35+y.
Nymzrejmem—f%% i3, =141+2=1
6. Ur¢ime potfebné parcidlni derivace funkce f(z,y)=2Y v bodé¢ A=[1,1]. Plati

fo=ya? =t fL(A) =1, f =Inz -2V, fi(A) =0, £\, =y(y — D)a¥ 2, fI[.(A) =0, f}/, =

eV ylnx-xvt 1 (A) =1, f]},=(Inz)?zY fy( )=0. Dale dv=xz—1a dy=y—1.

Odtud plyne, Ze diferencialy potfebné k sestaveni Taylorova polynomu maji tvar
dnf(A) = [r(A)dx + fy(A)dy = = — 1, di f(A) = [(A)dz? + 2} (A)dzdy +
/ (A)dy = 2(x—1)(y—1). Diferencidly dosadime do vztahu pro Tayloriiv polynom

Tg(x y)=f(A)+ 5dn f(A)+ 5d2 f(A) a upravime. Plati
Ty(x,y) =zy—y+1.

7. Uréime potiebné parcidlni derivace funkce f(z,y)=+/22+y? v bode A=[3,4].

3 2
fi= = () = 4. f) = ﬁfﬂwfé(fl) =50 = T M) = 15
"o —my f”y(A):—ﬁ /" :73,f (A)= m.Daleplatidmzw—i’»

xy /(x2+y2)3’ x 1257 Jyy /(x2+y )

a dy = y—4. Odtud plyne, ze diferencialy potrebne k sestaveni Taylorova polynomu
maji tvar dp, f(A) = f,(A)dz+f}(A)dy = (x 3)+2(y—4), di f(A) = fIl (A)dx?+
o (A)dxdy+ f)) (A)dy® = T (z—3)?— 2 (z—3)(x—4)+ 3= (y—4)2. Diferenciély
dosadime do vztahu pro Taylortiv polynom T»(z,y) = f(A) + Ldn f(A) + 3d3 f(A).
Dostavame
To(r,y) = 5+ 2(0—3) + Sy~ )+ 22z 3)° — Z(r—3)(w—4)+ 5 (y—4)°. Dale
V/2.982 4 4.052 ~ T»(2.98,4.05) = 5 + 0.028 4+ 0.0002116 = 5.0282116. Hodnota z
kalkulacky je priblizné 5.028210417.

8. Parcialni derivace funkce Z, = 'Y potf"ebné k uréeni diferencidli nalezneme
Y
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suadno. Plati f = i = | = il = [, = il = {1t = fir — o — g e,
f(A) = f(A) = [ (A) = 15 (A) = [, (A) = [}, (A) = f22 (A) = f22, (A) = £y, (A) =
vy (A) = 1. Dale plati dz =x—1 a dy =y+1. Diferencidly maji tvar dp,f(A) =
fr(A)da+fy (A)dy = (2—1)+(y+1), di f(A) = f, (A)da?+2 7!, (A)dwdy+ [y, (A)dy® =
(1220 ) (L, € F(A) = £, (A3 12, (A)da?dys3 2, (A dadyp +
oy (A)dy? = (2—1)34+3(x—1)*(y+1)+3(z—1) (y+1)>+(y+1)*. Spoctené diferencialy
dosadime do vztahu pro Taylorav polynom

Ts(x,y) = f(A)+ fdn f(A)+ g5 f(A) + 5.d3 f(A).
Odtud
Ts(w,y)=1+(x—1)+(@+1)+ 3[(—1)°+2(x—1)(y+1)+(y+1)*
+5l(z =1 +3(x—1)*(y+1)+3(z—1)(y+1)* +(y+1)].
9. Uréime potfebné parcidlni derivace funkce f(x,y)=sinz cosy v bodé A=[0,0].
fr=coszcosy, f,(A)=1, f, =—sinzsiny, f; (A) =0, f;,=—sinz cosy, [, (A)=0,

[, = —coszsiny, i’ (A) =0, f; = —sinzcosy, f,; (A) =0, f;, = — cosw cosy,
wee(A) = =1, fill, = sinzsiny, 77 (A) =0, fi7,, = —coszcosy, f,,(A) = —1,

vy =sinzsiny, f'' (A)=0. Déle plati dr = = a dy = y. Diferencialy potfebné k

sestaveni Taylorova polynomu maji tvar dp, f(A) = f;(A)dz+f,(A)dy = 1-2+0-y =
x, dj, f(A) = [l (A)da? + 2f (A)dzdy + fj,(A)dy? =0- 2% +0-2y+0-y* =0,
BF(A) = 121, (A)da® + 320 (A)dady + 32 (A)dwdy? + i, (A)dy® = —1-2° +
3-0 2%y +3(—1)xy? +0-y3 = —23 — 3zy?. Dosadime do vztahu pro Tayloriiv
polynom Th(z,y) = f(A) + 4 f(A) + 22 f(A) + 2 f(A). Plati

Ty(z,y) = v — ga® — 3y’

10. Ur¢ime potiebné parcialni derivace funkce f(z,y)=e"siny v bodé A=]0,0].
fr = e¥siny, fr(A) = 0, f, = e“cosy, fy(A) = 1,f, = e"siny, f;/,(A) = 0,

g'c'y = e%cosy, fg'c'y(A) = 1, f{/'y = —e%siny, lezly (A) = 9; fir . = exliin Y,
111 11! 11 :

alclalcac(A) =0, TTy e’ cosy, xacy(A) =1, Tyy —e’siny, acyy(A) =0, yyy

—e” cosy, f,,(A)=—1. Déle plati dr = r a dy = y. Odtud plyne, Ze diferencialy

potiebné k sestaveni Taylorova polynomu maji tvar dp, f(A) = f,(A)dz+ f,(A)dy =
0-z+1-y =y, d; f(A) = fil.(A)da*+2f), (A)dxdy+ f), (A)dy® = 0-2°42-1-2y-+0-
y* = 2ay, &}, f(A) = fih.(A)d2® +3f, (A)dzdy + 31, (A)dwdy® + fi, (A)dy* =
0-234+3-1-2%y+3-0-2y*+(—1)-y> = 322y —y3. Spoctené diferencialy dosadime do
vztahu pro Tayloriv polynom T5(z,y) = f(A) + %dhf(A) + %d%f(A) + %dif(A)
Plati

Ty(z,y) =y + 5(22y) + §(32%y — v®) =y + ay + 322y — &1°.
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LEKCE 6. LOKALNI EXTREMY.

Vysetiete lokalni extrémy nasledujicich funkci vice proménnych.

1. f(z,y) = 2% + 22y + 3y + b + 2y.

2. f(z,y) = 22y — 322 — 292 +x+y

3. f(z,y) = 22 + xy® + 522 + o>

4. f(z,y) = 23 + 2y® — 22y — 5z

5. f(z,y) =22° —3ay+2y° + 1

6. f(z,y,2) =%+ y* + $2% — 3zz — 2y + 22.
7. f(x,y,2) = 2%+ y? + 22 + 122y + 22.

8. f(z,y) =e%(z+y?).

9. f(z,y) = (a? +y?)e = V",

10. f(z,y) = e**(x + y* + 2y).
Vysledky uloh:

1. Min. [—%,%]. 2. Max. [% %] 3. Min. [0,0], max. [—%,O]. 4. Min. [v/2,1],
max. [—v/2,1]. 5. Min. [2, 2] Min. [2,1,4]. 7. Min. [24,—144, —1]. 8. Min.
[—2,0]. 9. Neostré max. na z2 4+ y* = 1, min. [0,0]. 10. Min. [1, —1].

RESENT.

1. Vysetiime lokaln{ extrémy funkce f(z,y) = 22 + 2zy + 3y* + 5z + 2y. Spocteme
parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava f, = 2z +2y+5 = 0,
[, = 2z 4 6y + 2 = 0. Parcidlni derivace existuji pro kazdé [z,y] € R* a proto
jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou staciondrni body, které nalezneme
vyfeSenim vzniklé soustavy rovnic. Soustava je linearni, muzeme tedy pouzit metod
linearni algebry.

[2 2 |—5]_}[2 2 | —5]_}[2 2 | —5]_}[1 0 | —14—3]

2 6 |—2 0 4 | 3 o1 ] 3 o1 | 2 I
Nalezli jsme stacionarni bod a = [—E, %] Spocéteme druhé parcialni derivace a
sestavime matici f”(a). Plati f;}, =2, fi}, =2, f;), =6. Odtud plyne, ze f" = f"(a)=

[ z 62 | . Uréime hlavni mlnory matlce f”(a) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.

Platf Di(a) =2 > 0 a Da(a) = 8 > 0. Podle kritéria nastava v bodé a =[—12, 3]
lokalni minimum funkce f.

2. Vysetiime lokéalni extrémy funkce f(z,y) = 2zy — 322 — 2y* +  + y. Spocteme
parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava f, =2y—6z+1 =0,
fy = 2z — 4y + 1 = 0. Parcidlni derivace existuji pro kazdé [z,y] € R? a proto
jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou staciondrni body, které nalezneme

vyfeSenim vzniklé soustavy rovnic. Soustava mé jediné feéeni a=| 130 , 10] Spocteme
druhé parcidlni derivace a sestavime matici f”(a). Plati f;/, =—6, f;, =2, f,\,=
Odtud plyne, ze f” = f"(a) = [ _26 _24 | . Uréime hlavni minory matice f”(a) a
pouzijeme Sylvestrovo kritérium. Plati D;(a) = —6 < 0 a Da(a) = 20 > 0. Podle
kritéria nastavéa v bodé a=[3;, 5] lokalni maximum funkce f.

3. Vysetiime lokalni extrémy funkce f(x,y) = 223 + xy? + 522 + y?. Spocteme

parcialni derivace a poloZime je rovny nule. Vznikne soustava f/ =6x2+y*+10z=0,

fy = 22y + 2y = 0. Jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou stacionarni body,

které nalezneme vyfesenim vzniklé soustavy rovnic. Soustava je nelinearni. Ze
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druhé rovnice plyne 2y(z + 1) = 0. Odtud x = -1V y = 0. Dosazenim z = —1 do
prvni rovnice dostavame 6 + y? — 10 = 0, odkud y = 42. Déle dosazenim y = 0
dostavame 622 + 102 = 0, odkud x = 0V = —%. Soustava ma Ctyfi feseni. Nalezli
jsme ¢tyfi staciondrni body a; = [0,0], a2 = [—g,O],ag =[-1,2],a4 = [-1,-2].
Spoéteme druhé parcialni derivace a sestavime matice f'(a;),7 = 1,2,3,4. Plati
e =12z + 10, fI, =2y, f}, =2z + 2. Odtud plyne, ze " =| 122_10 2;_3_’2 |- Po
dosazeni soufadnic staaonarmch bodt dostavame
a)=[02], fMa)=[ 3" % | Me=[7a ] MMa=[25"T.
Uréime hlavni minory matic f"(a;) a pouZijeme Sylvestrovo kritérium. Plati
Di(a1) = 10 > 0, Da(a;) = 20 > 0. Podle kritéria nastava v bodé a; lokalni
minimum funkce f. Déle Dj(az) = —10 < 0, Da(az2) = % > 0. V bodé& as nastava
lokalni maximum funkce f. Dale plati Di(ag) = —2 < 0, Da(a3) = =16 < 0 a
Di(a4) = =2 < 0, D3(asg) = —12 < 0. Podle kritéria nenastédva v bodé az ani v
bodé a4 lokalni extrém funkce f.

4. Vysetiime lokalni extrémy funkce f(z,y) =23+ay?>—22y—5x. Spocéteme parcidlni
derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava f, = 32?2 +y?—2y—5 =0,
[y = 22y — 22 = 0. Nalezneme stacionarni body. Soustava je nelinedrni. Ze druhé
rovnice plyne z(y — 1) = 0. Odtud © = 0V y = 1. Dosazenim z = 0 do prvni
rovnice dostavame y?> — 2y — 5 = 0, odkud y = 1 + /6. Dale dosazenim y = 1
dostavame 322 — 6 = 0, odkud = = +v/2. Soustava ma &tyii feSeni. Nalezli jsme
&tyfi stacionarni body ay = [v/2,1], a2 = [-Vv/2,1], a3 = [0, 14 V6], a4 = [0,1— /6.
Spoéteme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f'/ (ﬁai),i =1,2,3,4. Plati

e =6x, fIl, =2y — 2, fir =2x. Odtud plyne, ze "= | nyQ 2;’;2 | . Po dosazeni
souradmc stac1onérnich bodt dostavame

fa) =] F, % | e =] 0% 00 ],
)= 0% 20 | e =] 05725,

Uréime hlavni minory matic f"(a;) a pouZijeme Sylvestrovo kritérium. Plati
Di(a1) = 62 > 0, Da(ay) = 24 > 0. Podle kritéria nastava v bodé a; lokalni
minimum funkce f. Déle Dj(az2) = —6v2 < 0, Dy(a2) = 24 > 0. V bodé as
nastava lokalni maximum funkce f. Déle plati Dq(az) = 0, Da(as) = —24 < 0 a
D;(aq) =0, Da(aq) = —24 < 0. Podle kritéria nelze rozhodnout, zda v bodech ag,
a4 dochézi k lokalnim extrémum funkce f. VySetfime nejprve podrobné okoli bodu
as. Zvolme podokoli, které je primikem libovolného okoli s pfimkou y = 1 + V/6.
Ziejmé plati f(z,1+V6) = 2 + (1 + v6)%z — 22(1 + v6) — 5z = 3. Je-li z > 0,
pak f(z,1++v6) > 0, Jeli z < 0, pak f(z,1+ v6) < 0. Odtud plyne, 7e v
bodé az neni lokalni extrém. Podobné postupujeme v pripadé bodu as. Volme
podokoli, které je prinikem libovolného okoli s p¥imkou y = 1 — /6. Ziejmé
plati f(z,1 —v6) = 2° + (1 — v6)%z — 22(1 — v/6) — 5z = 23, Je-li > 0, pak
f(z,1=+/6) >0, Je-li < 0, pak f(z,1 —/6) < 0. Odtud plyne, Ze ani v bodé a4

neni lokalni extrém.

5. Vysetifme lokéalni extrémy funkce f(z,y) =223 —3zy+2y3+1. Spocteme par-

cidlni derivace a poloZime je rovny nule. Vznikne soustava f. = 622 —3y = 0,

fy =3z + 632 = 0. Nalezneme stacionarni body. Soustava je nelinearni. Z prvni

rovnice plyne y = 222, Dosazenim do druhé rovnice dostavame 6(222)% — 3z = 0,
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odkud z =0V z = %
a1 = [0,0], a2 = [, 1]. Spocteme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f”(a;)
a f"(az). Plati f), =12z, fil, ==3, fir. =12y. Odtud plyne, ze "= 1_2§ 1;5 |.Po
dosazeni souradmc stacionarnich bodu dostavame

0 -3 6 —3

flla)=[24" 1, fla)=[27% ],

Uréime hlavni{ minory matic a pouzijeme Sylvestrovo kritérium. Plati D;(aq) = 0,
Dsy(a1) = —9. Podle kritéria nelze rozhodnout, zda v bodé a; nastava extrém
funkce f. Dale Di(az) = 6 > 0, Da(az) = 27 > 0. V bodé ay nastava lokalni
minimum funkce f. Nyni vySetfime podrobné okoli bodu a;. Zvolme podokoli,
které je prunikem libovolného okoli s osou x, tj. primkou y = 0. Zfejmé plati
f(x,0) =223 + 1. Je-li x > 0, pak f(x,0) > 1 = f(a1), Je-li < 0, pak f(z,0) <
1= f(ay). Odtud plyne, Zze v bodé ay neni lokalni extrém.

Soustava ma dveé feseni. Nalezli jsme dva stacionarni body

6. Vysetiime lokalni extrémy funkce f(z,y,2) = a3 4+ y? + 122 — 32z — 2y + 22.
Sestavime soustavu rovnic f,=3x2-32=0, fo=2y—2=0,fl=2-32+2=0. Ze
druhé rovnice plyne y = 1. Ze tfeti plyne z = 3x — 2. Dosazenim do prvni rovnice
dostavame 322 — 3(3x — 2) = 0, odkud * = 1V 2 = 2. Soustava ma dvé TFeseni

a1 = [1,1,1],a2 = [2,1,4]. Spo¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice
["(a1) a f"(az). Plati f), =6z, f;, =2, fI, =1, fi},=0, fi’, =3, f;. =0. Odtud
6 0 —3
plyne, ze f"= [ 020 ] . Po dosazeni soufadnic stacionarnich bodt dostavame
-30 1
6 0—3 12 0 -3
f”(al):[ 020 ], f”(a2):[ 020 ]
-301 -30 1

Uréime hlavni minory matic a pouzijeme Sylvestrovo kritérium. Plati Dj(a1) =
6 > 0, Da(a1) =12 > 0, Ds(a1) = —6 < 0. Podle kritéria nenastavd v bodé ay
lokalni extrém funkce f. Dale Dj(az) =12 > 0, Da(az) =24 > 0, D3(az) =6 > 0.
V bodé as nastava lokalni minimum funkce f.

7. Vysetiime lokélni extrémy funkce f(z,y, z) = 23 +y? + 2% + 122y +2z. Spocteme
parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava f. =3z%+12y =0,
fy =2y + 120 =0, fl =22+ 2 = 0. Z tieti rovnice plyne z = —1. Ze druhé
plyne y = —6z. Dosazenim do prvni rovnice dostavdme x% — 24x = 0, odkud

= 0V z = 24. Soustava mé dvé fefeni a; = [0,0,—1],a2 = [24, 144, —1].
Spocteme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f”(a1) a f”(a2). Plati

6z 12 0
=06z, f7 =2, fI' =2, fI =12, fI!. =0, f;.=0. Odtud plyne, ze f"= [ 12 2 0 ]
0 0 2
Po dosazeni soufadnic staciondrnich boda dostavame
012 0 14412 0
f”(al):[m 2 0 ] , f”(ag):[ 12 2 0 ]
0 02 0 02

Uré¢ime hlavni minory matic a pouzijeme Sylvestrovo kritérium. Plati D;(a1) = 0,
Dsy(a1) = —144 < 0, D3(a1) = —288 < 0. Podle kritéria nelze rozhodnout, zda
v bodé a; nastava lokalni extrém funkce f. Déle Dj(az) = 144 > 0, Dy(az) =
288 > 0, D3(az) = 288 > 0. V bodé as nastava lokdlni minimum funkce f. Nyni
vysetifime podrobné okoli bodu a;. Zvolme podokoli, které je prinikem libovolného
okoli s ptimkou z = z,y = 0,2 = —1. Ziejmé plati f(x,0, —1) = 23— 1. Je-li z > 0,
pak f(x,0,—1) > —1 = f(a1), Je-li © < 0, pak f(z,0,—1) < —1 = f(ay). Odtud
plyne, Ze v bodé a; neni lokalni extrém.
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8. Vysetiime lokalni extrémy funkce f(z,y) = e?(x + y?). Spocteme parcidlni
x x x 2 x

derivace. Vznikne soustava f, =e? 3 (z+y®)+e? =e? (5+541)=0, f] = 2ye? =0.

Nalezneme stacionarni body. Ze druhé rovnice plyne y = 0. Dosazenim do prvni

rovnice dostdvame § + 1 = 0. Odtud 2z = —2. Soustava m4 jediné feSeni a =
[-2,0]. Spocteme druhé parciélni derivace a sestavime matice f” a f”(a). Plati
" —%edx—l—y +4), f" =yes, i ' =2e%. Odtud plyne, 7e
1 _62(x+y +4) ye2, 11 _ QLe 0
f ye z 26% ) f (a) - 0 % .

Uréime hlavni minory matice. Plati Di(a) = 2= > 0, Da(a) = & > 0. Podle

2e e?
kritéria nastava v bodé a lokalni minimum funkce f.

9. Vysetfime lokalni extrémy funkce f (x y) —e Y’ (2% +y ) Spodteme parcialni

2x(1— x—y)_o f/_2y(1 x—y)_
Yy

e ew2+y2 0. Nalezneme

derivace. Vznikne soustava f, =
stacionarni body. Z prvni rovnice plyne z = 0V 22 + y?> = 1 a ze druhé rovnice
plyne y = 0V 2% + y? = 1. Nalezli jsme stacionarni bod a = [0,0] a body b na
kruznici 22 + y?> = 1. Spocteme druhé parcidlni derivace a matice " a f"(a )

Plati _2(1—2?—y?) (122 —4a® py _ —dzy(—z®—y?) e _ 2(1—2—y?)(1-2y3)—4y?
T er2+y2 yJxy T er2+y2 Yy T er2+y2
Odtud plyne, ze
2(1—z%—y*)(1—22%)—4z? —day(2—22—y?)
f//: ew2+y2 ew2+y2
—4xy(2—x2—y2) 2(1—91:2—y2)(1—2y2)—4y2 ’
ex?+y? ex?+y?
2 0 _4a? _4xy
1! _ 1! — e €
ra=lg 5| re-TL e |
e e

Uréime hlavni minory matic. Plati Di(a) = 2 > 0, D3y(a) = 4 > 0. Podle kritéria
nastava v bodé a lokalni minimum funkce f. D; (b) = 49”2 > 0, Dy(b) = 0. Podle
kritéria nelze rozhodnout. Plati vSak f(b) = £ > < pro hbovolne ¢ > 0. Odtud
plyne, Ze na z2 + 32 = 1 nastava neostré rnax1rnurn f

10. Vysetfime lokalni extrémy funkee f(z,y)=e**(z+y?+2y). Spoéteme parcidlni
derivace. Vznikne soustava f), =e**(2y° + 2z + 4y +1) =0, f, = 2¢**(y + 1) =0.
Nalezneme staciondrni body. Ze druhé rovnice plyne y = —1. Dosazenim do prvni
rovnice dostdvame z = 1. Soustava ma jediné feseni a = [3, —1]. Spocteme druhé
parcialni derivace a matice f” a f”(a). Plati ), =4e*" (a4 2y+1), fr, =4€>" (1),
., =2¢**. Odtud plyne, ze
7 4e”*(x +y* + 2y +1) 4e**(y +1) 1 2¢ 0
f 4623:( 2x :| ’ f (a):|: :| .
y+1) 2e 0 2e

Uréime hlavni minory matice. Plati Di(a) = 2e > 0, Da(a) = 4e? > 0. Podle
kritéria nastava v bodé€ a lokdlni minimum funkce f.
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LEKCE 7. VAZANE A GLOBALNI EXTREMY.

V nasledujicich dlohach vySetiete vazané a globalni extrémy.

1. f(z,y) =2y—x+y—1svazboux +y=1.

2. f(z,y) = x +y s vazbou 22 + y? = 288.

3. f(z,y) = In(zy) s vazbou 22 + y? = 2.

4. f(z,y) = 62 + 6y s vazbou x3 + > = 16.

5. Uréete rozméry pravotihlé nadrze tvaru kvadru o objemu V = 32 m3 tak, aby
dno a stény mély co nejmensi povrch.

6. Urcete rozméry kvadru tak, aby soucet délek jeho hran byl 96 cm a jeho objem

byl co nejvétsi.

7. Urcete rozméry oteviené nadrze tvaru kvadru tak, aby pfi daném povrchu
P=108m? méla co nejvétsi objem.

8. Urcete rozméry véalce o nejvétsim objemu, jestlize jeho povrch je 67rdm

9. f(z,y) = 223 + 422 +y? — 22y na mnoziné Q ohranicené kiivkami y=122 a y=4.

10. f(z,y) = 22 +9? — 22 — 4y + 1 na mnoziné Q : A = [0,0], B=[3,0],C = [0, 5].
Vysledky uloh:
1. Max. v %] 2. Min. v [-12,12], max. v [12,12]. 3. Max. v bodech

UWUJ—L—ﬁ_Z

Max. [2,2].5. 4x4x2.6. 8x8x8.7. 6x6x3.8. r=1,0=2.
9. mgxf:SQv[ 2,

}mlnf 0 v [0,0]. 10. mgxf:6v[0,5],m§%nf=—4v[1,2}.
RESENL

1. Z vazby x +y = 1 lze jednoznacéné vyjadrit y. Plati y = 1 — z. Dosadime tento
vztah do zadané funkce f(x,y) = vy — x +y — 1. Tim vznikne funkce F(x) =
f(z,1—2) = —2% — 2. Zadanou tlohu jsme tak pievedli na ekvivalentni tlohu o
nalezen{ lokalniho extrému funkce F(z) = —2% —z. Plati F'(z) = —2x—1. Derivaci

polozime rovnu nule a nalezneme stacionarni bod z = —3. Protoze F"(z) =

ma F v bodé z = —3 lokdlni maximum. Dopoéitdme y = 1 — (—1) = 3. Odtud
plyne, Ze f ma v bodé [—1, 3] vazané lokdlni maximum. Hodnota maxima je 1.

Ulohu fesme nyni pomoci Lagrangeovy funkce. Plati L(z,y) =2y —z+y— 1+
Az +y — 1). Spocteme parcidlni derivace, poloZime je rovny nule a ziskdme spolu
s vazbou soustavu ti{ rovnic o tfech nezndmych z,y, \. Plati L), =y — 14+ X = 0,
L; =x4+14AX=0,z+y—1=0. Z prvnich dvou rovnic vyjadiime A. Plati
A=1—y A= —-1—2x Odtud z —y+ 2 = 0. Ze treti rovnice dosadime za
y = 1 — z a snadno dostavame jediny stacionarni bod a = [—1,2] pro A = —1.
Spocteme druhé derivace Lagrangeovy funkce. Plati L, = 0,L;, = 1,Ly, = 0.
Odtud plyne L"=L"(a)= (1) 01 | . Uréime hlavni minory matice. Plati D;(a) =0,
Ds(a) = —1. Podle kritéria nelze rozhodnout. VySetfime podrobné okoli bodu a.
Zfejmé pro A = —3 je L( 1.3) = 1 Necht (u,v) je libovolny (tzv. piirtstkovy
vektor). Spocteme L([ 2.3]+ (u,v)) = wv + 1. Je ziejmé, ze vyraz uv + § mize
nabyvat hodnot vétsich nez % i mensich nez %. Odtud plyne, ze Lagrangeova funkce
L nemé ve zkomaném bodé lokalni extrém. O existenci vazaného extrému nelze z

této informace nic usuzovat.
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2. Sestavime Lagrangeovu funkci. Plati L(z,y) = x+y+A(2%+y*—288). Spocteme
parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskdme spolu s vazbou soustavu tii
rovnic o tfech nezndmych z,y,A. Plati L), = 1+ 2\x =0, L, = 1+ 2\y = 0,

22 + y? = 288. Z prvnich dvou rovnic plyne z = y a A\ = —i. Dosazenim do
vazby dostavame x = £12. Nalezli jsme dva stacionarni body Lagrangeovy funkce
a; = [12,12] pro A = —21—4 a ay = [—12,—-12] pro A\ = 21—4. Spocteme matice

L", L"(ax), L"(az). Plati L}, = 2X, L}, =0, Ly, = 2)\. Odtud plyne
=331 ve=[F L] re=[d ]

Uréime hlavni minory matic. Plati D;(a1) = —11—2 < 0, Da(ay) = ﬁ > 0. Podle

kritéria nastava v bodé a; lokdlni maximum funkce L a tedy vazané maximum

funkce f. Déle D;(az2) = 11—2 > 0, Da(ag) = Elél > 0. Podle kritéria nastava v bodé

ag lokalni minimum funkce L a tedy vazané minimum funkce f.

3. Sestavime Lagrangeovu funkci. Plati L(z,y) = In(zy)+ (22 +y*—2). Spocteme
parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskdme spolu s vazbou soustavu tii
rovnic o tfech nezndmych z,y, A. Plati L/, = % +2\r =0, Lj, = i +2\y = 0,

2% +y? = 2. Z prvnich dvou rovnic plyne A = —51; = —#. Odtud z2 = ¢?
Dosazenim do vazby dostavame x = +1. Nalezli jsme ¢tyfi feSeni soustavy rovnic
ap = [-1,-1],a2 = [1,1],a3 = [-1,1],a4 = [1,—1] pro A = —%. Pozor! Body

as,as ¢ DL = Df. V dalsim vySetfovani se tedy staci omezit pouze na body a1, as.
Spoc¢teme matice L”, L" (a1), L" (az). Plati L] = —x% +2A, Ly, = —y% +2A, LY, =0.
Odtud plyne
r—[ - = +2A 0
- 0 - y%+2>\ )

Uréime hlavni minory. Plati D;(a1) = D1(az) = —2 < 0, Da(a1) = Da(az) =4 > 0.
Podle kritéria nastavd v bodech ai, as lokadlni maximum funkce L a tedy vazané
maximum funkce f.

L'(a)=L"(a2) =[5 ]

4. Sestavime Lagrangeovu funkci. Plati L(z,y) =6x+6y+A(z3+y>—16). Spo¢teme
parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskdme spolu s vazbou soustavu tii
rovnic o tfech nezndmych z,y, A\. Plati L/ = 6 + 3\z? = 0, L, =6+ 3\y% =0,

23 +y3 = 16. Z prvnich dvou rovnic plyne A = —x% = —y%. Odtud 22 = 3% a
y = +x. Dosazenim y = z do vazby dostdvame 223 = 16 a tedy x = 2. Nalezli
jsme stacionarni bod a = [2,2] pro A = —1. Dosazeni y = —x vede k rovnosti

—16 = 0. Bod a je jediné feSeni soustavy. Spocteme matice L, L"(a1), L" (az).
Plati Ly, =6Az, Ly, =6\y, Ly, =0. Odtud plyne

P[] Po=[F 5]

Uréime hlavni minory. Plati D;(a) = —6 < 0, D3(a) = 36 > 0. Podle kritéria
nastava v bodé a lokalni maximum funkce L a tedy vazané maximum funkce f.

5. Ozna¢me z,y rozméry dna a z hloubku nadrze. Podle zaddni mame mini-
malizovat povrch nadrze P(x,y,2), je-li pfedepsan jeji objem V(z,y, z) = 32m?>.
Maéme tedy nalézt vdzané minimum funkce P(x,y,2) = zy + 22z + 2yz s vazbou

V(z,y,z) = zyz = 32. Vazba je jednoznacné fesitelnd vzhledem k z. Plati z = %

Ulohu na vazany extrém funkce P pievedeme na tilohu o lokalnich extrémech funkce
flz,y) = P(z, v, %) = xy—!—ﬁy—‘l—l—%. Spoéteme parcialni derivace, poloZime je rovny
nule a ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych z, y. Plati f, = y+ ;—24 =0,
64
z2

fy =7+ _y—b;‘l = 0. Z prvni rovnice plyne y = 25. Dosazenim do druhé rovnice
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dostévéme z — 2> = 0. Odtud z = 0V = = 4. Ztejmé x = 0 nevyhovuje zadani

64
tilohy. Nalezli jsme jediny stacionarni bod a = [4,4]. Dopocitdme z = 22 = 2.

Spocteme matice f”, f"(a). Plit;i = %, = %, +y=1. Odtud plyne
1

(34 roi
Uré¢ime hlavni minory. Plati Dq(a) =2 > 0, D2(a) = 3 > 0. Podle kritéria nastava
v bodé a = [4, 4] lokdlni minimum funkce f a tedy v bodé [4, 4, 2] vdzané minimum
funkce P. Rozméry nadrze jsou 4 x 4 x 2.

6. Oznacme z,vy, z rozméry kvadru. Podle zaddni mame maximalizovat objem
V(z,y, z), je-li pFedepsano, ze 4z + 4y + 4z = 96, tj. Ze soucet délek hran kvidru
je 96cm. Méame tedy nalézt vazané maximum funkce V(z,y,z) = xyz s vazbou
dx+4y+4z = 96. Vazba je jednoznacné fesitelna vzhledem k z. Plati z = 24—z —y.
Ulohu na vazany extrém funkce V pievedeme na tilohu o lokalnich extrémech funkce
flz,y) =V(x,y,24—x—y) = zy(24—x—y). Spocteme parcidlni derivace, polozime
je rovny nule a ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych z,y. Plati f, =
y(24—r—y)—xy =0, f, = (24—r—y)—2ry = 0. Trividlnifeseni, kdy z = 0Vy = 0
nebudeme uvazovat. Soustavu lze tak prevést na tvar 2z +y = 24,z + 2y = 24.
Snadno nalezneme jediné feseni a = [8, 8]. Dopo¢itdme z = 24—8—8 = 8. Spocteme

matice f”, f(a). Plati f/, =—2y, 21’1’1!:—236, vy =24 — 22 — 2y. Odtud plyne
—2y 24—-2x—2y —16 —8
f”:[24—2x—2y —2g ]’ f"(a) [ -8 —16 ]
Uréime hlavni minory. Plati Di(a) = —16 < 0, D2(a) = 192 > 0. Podle kritéria
nastava v bodé a = [8, 8] lokalni maximum funkce f a tedy v bodé [8, 8, 8] vdzané

maximum funkce V. Rozméry kvadru jsou 8 x 8 x 8.

7. Oznacme z, y rozméry dna a z hloubku nadrze. Podle zaddni méame maximalizo-
vat objem nadrze V (z,y, z), je-li pfedepsano, ze xy + 2yz + 2xz = 108. Mame tedy
nalézt vizané maximum funkce V (z,y, z) = zyz s vazbou zy + 2yz + 2zz = 108.
Vazba je jednoznac¢né fesitelnd vzhledem k z. Plati z = 12(25153)’ Ulohu na vazany
extrém funkce V pfevedeme na tlohu o lokdlnich extrémech funkce f(z,y) =

V(z,y, 12(25_7_5%’) = my&gi;?y) Spoc¢teme parcidlni derivace, poloZime je rovny nule a

L. . P ; —y?(x?+22y—108)
ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych z,y. Plati f, = =~ é(: _ég)@ =

0. Trivialni feSeni, kdy £ = 0V y = 0 nebudeme uvazo-

0 f/ _ —z?(y%422y—108) _
vy T 2(z+y)? -
vat. Soustavu lze tak pfevést na tvar z2 + 2xy = 108,y + 2zy = 108. Odtud
plyne, 7¢ * = y a 3xz2 = 108. Tedy x = 6. Nalezli jsme jediny stacionarni

bod a = [6,6]. Dopocitame z = 18=3¢ = 3. Spoéteme matice f”, f’(a). Plati
4 2 4 2 3 2 2 3
o —y*—108y° e _ —x*—108z% pr _ 108zy—z’y—3z°y°—ay
zz T (z+y)® Jyy T (aty)d O Jay T [CEENE . Odtud plyne

—y4—108y2 108zy—a3 y—3z2y2 —zy3

3
£l = (@ +9)3 (@ +9)3 F(a)= -3 -3
108xy —a3 y—322y2 —ay3 —az% 10822 ) -2 -3 :

(z+y)3 (z+y)3

Uréime hlavni minory. Plati Di(a) = —3 < 0, Dy(a) = 2f > 0. Podle kritéria
nastava v bodé a = [6, 6] lokdlni maximum funkce f a tedy v bodé [6, 6, 3] vazané
maximum funkce V. Rozméry nadrze jsou 6 x 6 x 3.

8. Oznacme r,v polomér a vysku valce. Podle zadani mame maximalizovat jeho

objem V (r,v), je-li predepséno, ze povrch valce je P(r,v) = 6rdm?. Mame tedy

nalézt vdzané maximum funkce V (r,v) =mr?v s vazbou P(r,v)=2rrv+277r% =67.

Po tpravé ma vazba tvar rv + 72 = 3. Vazba je jednoznaéné fesitelna vzhledem
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k v. Plati v = 3;T2. Ulohu na vazany extrém funkce V prevedeme na tlohu o
lokalnich extrémech funkce f(r) = V(r, 3_T2) = 7r(3 — r?). Spocteme f'(r) =

T
(3 — r?) — 2mr? = 37 — 3mr?. Derivaci polozime rovnu nule a ziskdme rovnici
3 —3r2 = 0. Odtud plyne r = +1. Ziejmé feseni r = —1 nevyhovuje. Jediny
stacionarni bod je r = 1. Z vazby dopo¢itdme v = 2. Spocéteme f"(r) = —67r a
(1) = =67 < 0. Odtud plyne, Ze v bodé r = 1 nastavé lokalni maximum funkce
f atedy v bodé [1, 2] vizané maximum funkce V. Rozméry vélce jsour = 1,v = 2.

9. Nejprve nalezneme lokalni extrémy funkce f(x,y) = 223 + 422 + y? — 2zy.
Spo¢teme parcidlni derivace f, =6x2+8z—2y=0 a f, =2y—2x =0 a nalezneme
stacionarni body. Ze druhé rovnice plyne y = x. Po dosazeni do prvni rovnice
dostédvame x(z + 1) = 0. Odtud plyne a; = [0,0], a2 = [-1, —1]. Pfitom a; € h(f2)
a az ¢ Q. Funkce f tedy nemd uvnitt¥ Q lokdlni extrém. Hranice mnoZiny ) je
tvofena dvéma kiivkami. VySetfeni hranice h(f2) se tedy rozpadé na vyfeseni dvou
aloh na véazané extrémy s funkci f a vazbami V;:y=4, Vo:y=22 Je zapotiebi
zv1ast vySettit body A = [-2,4], B = [2,4], které jsou priniky vazeb Vi a Va.
Ulohy f,Vi a f, Vs prevedeme na ekvivalentni tlohy nalezeni lokalnich extrémii
funkci jedné proménné. Uloha f, V] je ekvivalentni tiloze nalézt lokalni extrémy
funkce Fi(z) = f(z,4) =2x3+42>—8z+16. Plati F{(z) =622+8z—8=6(z+2)(z—2).
Staciondrni body jsou z=-2 a x=2. Déle F{'(z)=12z+8. Odtud F{'(—2)=—16.
Tedy v 2 =—2 je maximum funkce F; av A= [ 2 4] vézané maximum f. Podobné
spo¢teme, zZe v bodé a = [3, 4] dochézi k vazanému minimu f. Uloha f, Vs je
ekvivalentni tiloze nalézt lokdln{ extrémy funkce F»(z)= f(x,2?) =2*+422. Snadno
se zjisti, Ze uloha f, Vo mé vézané minimum v bodé b =1[0,0]. Spoéteme funkéni
hodnoty v nalezenych bodech. Plati f(a) = 232, f(b) = 0, f(A) = 32, f(B) = 16.

27

Odtud M = {0, 322,16, 32}. Tedy max f(2) = max M = 32 a nastdva v bodé A a

min f(Q) =min M =0 a nastava v bodé b.

10. Nalezneme lokélni extrémy funkce f(z,y) = 2% +y? —2x—4y+1. Spocteme
parcidlni derivace f, =2x—2 a f, =2y—4 a nalezneme staciondrni bod a =1, 2].
Matice druhé derivace je rovna f” = f"(a) = [ i 20 | . Hlavni minory této matice
jsou kladné a proto v bodé a nastéva lokdlni minimum funkce f. Plati f(a)=—4.
Tedy A={—4}. Hranice mnoZiny Q je tvofena tfemi tise¢kami. VySetfeni hranice
h(€2) se tedy rozpada na vyteSeni t¥i loh na vazané extrémy s funkci f a vazbami
Vi:iy=0, Vo:52x+3y =15 V3:x =0. Zvlast vySetfime body A, B,C, které
jsou prumiky rtiznych vazeb. Ulohy f,V;, kde i = 1,2, 3 pfevedeme na ekvivalentni
tilohy nalezeni lokalnich extrémt funkci F;, kde Fy(x) = f(z,0) =2%-2x+1, Fa(z) =
flx, 5558) = 322 — 122+ 6, F3(y) = f(0,y) = y> —4y+1. Snadno se zjisti, Ze
uloha f, V7 mé Vazane minimum v bodé a; = [1,0]; f, Vo2 ma vdzané minimum v
az = [0,2]; f,V3 m4 vdzané minimum v az = [—; 9. Spocteme funkéni hodnoty
v nalezenych bodech. Plati f(a1) =0, f(az) = =3, f(a3) = 17, (A)=1,f(B) =

4, f(C)=6. Odtud B={0, 3,82 1,4,6}. M ={—4,0,—3,-82 1,4,6}. Odtud
max f(2) =max M =6 v bodé C. Déle mlnf( )=min M =—4 v bodé a.
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LEKCE 8. IMPLICITNI FUNKCE.

. Spoctéte ¢ a ', je-li £2 — 2xy + 3> = 0.
. Spoctéte i ay”, jeliz+y— e Y =0.
. Spoctéte ¢ a ', je-li zy + 3% — xe® = 0.
. Spoctéte a upravte y'”, je-li 2 — 9% —1 =0.
. Urcete, zda je funkce dané implicitné rovnici 22%4y*-5 =0 rostouci v bodé [0,—2].
. Spoctéte rovnici tecny ke grafu funkce dané implicitné rovnici
2%+ y° — 22y = 0 v bodé [1, 1].
7. Spoctéte rovnici tecny ke grafu funkce dané implicitné rovnici
e™ +siny +y? = 1 v bodé [2,0].
8. Spoctéte rovnici normaly ke grafu funkce dané implicitné rovnici
2y+lny—1=0 v bodé& [1,1].
9. Rozhodnéte, zda je funkce dana implicitné rovnici 23 + ¢ — 22y = 0 konvexni
nebo konkavni v bodé [1,1].
10. Naleznéte lokdlni extrémy funkce dané implicitné rovnici Iny/ 22 +y2-arctg £ =0.

SR W

Vysledky uloh:

1. o = 2y=2x 1 _ 4y’ —2—6y(y')? 9. o = V=1 o "V (1-y)?

Y= 3y2—2z" - 3y3—2x 4 Y ==Y T e
3.4 = e“tze®—y Y = 2etwe”—2y'2(y")? 4 Y = _6y'y” _ 6a(a®—y?)
2y+x 2y+a ’ Yy y° ’

5. Klesajici. y/(0) = —1In2.6. z+y—-2=0.7. y=0.8. 2z —y — 1 =0.

e

9. Konkévni. 3”/(1)=-16. 10. Maximum v bodé —% a minimum v bodé 7

INE

RESENI.

1. Prvni derivaci 3’ uréime obéma moznymi metodami. Nejprve podle vzorce
!

y = —%L. Pro parcialni derivace funkce f(z,y) = 22 — 2xy + ¢ plati f, = 22 — 2y
y

2y—2x
3y2—2x"
vipoctu spoéivéa ve zderivovani dané rovnice z% — 2zy + 3y* = 0 podle x, pficemz y
povazujeme za funkci proménné x. Plati 2z — 2y — 2y’ + 3y%y = 0. Vypoditime
Yy a opét dostdvame y = 32;/2__229; . Nyni pfistupme k vypocétu druhé derivace y”.
Tu podle vzorce urcovat nebudeme. Pro vypocet druhé derivace budeme vzdy
pouzivat metodu derivovani rovnice podle z. Vztah 2x — 2y — 2y’ + 39y = 0
znovu zderivujeme podle z. Plati 2 — 2y’ — 2y —2zy” +6yy'y’ + 3y*y” = 0. Rovnici
4y’ —2 - 6y(y')?

3y3 — 2z '

a f,=—2r+ 3y%. Po dosazeni do vzorce dostavime 1y’ = Druha moznost

upravime a vypocteme y”. Dostdvame 3"’ =
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2. Vzorec pro vypocet y' je vhodné pouzit, pokud nemusime urcovat derivace
vyssich fada. PouzZijeme tedy k vypoc¢tu druhé metody. Rovnici x +y —e* ¥ =0
zderivujeme podle z. Plati 1+ ¢y — e*7¥(1 —¢y/') = 0. Odtud po tpravé plyne

e"7Y -1
Yy = ey Druhou derivaci y” funkce dané implicitné ziskdme dalsim
e
derivovanim vztahu 14y’ —e*~¥(1—1/) =0. Plati ¢’ —e* ¥ (1—y/)? —e*~Y(—y") =0.
L s s e V(1 —y')?
7Z posledni rovnice jiz vypocitame y’’. Dostadvame y'' = vl
e

3. Postupujme jako v predchozi tloze. Prvni derivaci rovnice zy + 3y — xe® = 0
dostavame y + xy’ + 2yy’ — € — ze® = 0. Odtud plyne 3/ = % Druhym
zderivovanim dostaneme ' + 3 + xy” + 2¢'y’ + 2yy" — e® — e® — xe® = 0. Vztah
2e” + ze® — 2y —2(y')?

2042

upravime a vypocitdme y”. Plati ¢y’ =

4. Rovnici 22 — 3% — 1 = 0 tfikrat zderivujeme podle x. Pro prvni derivaci plati

2x—2yy =0. Odtud ¢ = . Druhou derivaci rovnice dostavame 2—2y'y’ —2yy’’ =0.

v
N2
Odtud ¢y’ = %L Ze treti derivaci rovnice dostdvame —4y'y"' —2y'y" —2yy’"” =0.
6 !0 6 9 - 9
Odtud ¢y = — YY_ Po dosazeni za y a vy’ a kratké uprave vy = M

y5

5. Rovnici 2*Y 4+y? —5 = 0 zderivujeme podle . Plat{ In2-2%¥(y+zy') +2yy’ = 0.

Odtud ¢ = —2;1;% Nyni dosadime soutadnice zadaného bodu [0, —2] do ¥’.

0
y'(0) = —% = —% In2. ProtoZe je derivace ve vySetfovaném bodé
zapornd, je funkce dana implicitné v tomto bodé klesajici.

6. Pfedné rovnice tefny ke grafu funkce y = y(z) v bodé [zg, yo] je ddna vztahem

y—yo =19 (z0)(x — zp). Ze zadani tlohy plyne g =1 a yo = 1. K vyTeSeni tlohy

tedy staci ur¢it hodnotu derivace y'(1). Rovnici 2% + y° — 22y = 0 zderivujeme
. 2y—5xt _

podle z. Plati 52* 4+ 5y*y’ — 2y — 229/ = 0. Odtud ¢/ = 554_& ay' (1) = 52)_—3 = -1

Dosadime do rovnice teény. Plati y—1=—1(x—1). Po tpravé dostdvame z+y—2=0.

7. Postupujeme analogicky jako v predchozim prikladu. Ze zadéni dlohy plyne
2o = 2 a yo = 0. Uréime hodnotu derivace y'(2). Rovnici e®¥ + siny + ¢ = 1
zderivujeme podle z. Plati e™¥(y + zy/) + cosy - ¢y + 2yy’ = 0. Odtud ¢y =
m a y'(2) = 0. Po dosazeni dostavame, Ze rovnice teény je y = 0.

8. Pfedné rovnice normaly ke grafu funkce y = y(x) v bodé [zg, yo] je ddna vztahem
Y—1yo = —m(x —x9). Ze zadan{ Glohy plyne xg =1 a yo = 1. K vyfeSeni tlohy
tedy opét staci uréit hodnotu derivace y’(1). Rovnici zy +1Iny — 1 = 0 zderivujeme

podle z. Plati y + xy’ + iy' =0. Odtud 3 = 11%; ay'(l)= % = —1. Dosadime

do rovnice normély. Plati y—1==%(x—1). Po tpravé dostavame 2x—y—1=0.
2
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9. Abychom rozhodli, zda je funkce dana implicitné rovnici 23 + y3 — 22y = 0
konvexni nebo konkdvni v bodé [1, 1], musime spoéitat hodnotu derivace y”(1).
Zadanou rovnici zderivujeme podle x. Plati

322 + 3y%y — 2y — 22y’ = 0.

2y — 322
Odtud ¢ = 3327_29; a tedy ¢/(1) = :f):—g = —1. Z tohoto vysledku lze usoudit,

ze funkce je v bodé xy = 1 klesajici. Nyni zderivujeme zadanou rovnici podruhé.
Plati

Odtud 6x + 6yy'y’ + 3y2y"’ — 2y — 2y — 2xy" = 0.

4(-1)—6-1—6-1-(-1)?
3-12-2-1

"_ 4y — 61 — 6y(yl)2

= —16.
3y2 — 2z

y'(1) =

Protoze je druhd derivace zdpornd, lezi graf funkce v okoli bodu [1, 1] pod te¢nou
a tedy funkce je v bodé x¢ = 1 konkévni.

10. Nejprve vypocteme y'. Rovnici Iny/z2+y? —arctgZ =0 zderivujeme podle x.

Plati L__. L 2z 4+ 2yy) — —A - (y—’ — %) = 0. Vztah upravime.
\/x2+y2 2\/9c2+y2 1_,’_(%) x x
shyyl 2y oy () g pedy Ltutuy ey’

Py w21y s = 0. Odtud plyne z + y + yy/ —zy’ =0 a

_ z+ « . , B ﬂ-_
Yy = % Podobné dojdeme k vysledku podle vzorce ¢y = — F
L . i — 1 Y T n y
p 2Ry Va2 14+ ()7 2 22 T 242 Ly
\/x2+y2 \/x2+y2 1+(%)2 T x2+y2 x2+y2

Ve druhém kroku nalezneme stacionarni body, tj. body, pro které plati 3y’ = 0.
7 predchoziho vypoctu ale plyne, 7e 3’ = 0 pravé kdyz z +y = 0, tj. y = —x.
Dosazenim do zadané rovnice dostaneme In+v/2z2 — arctg(—1) = 0. Odtud plyne
Inv2|z| + T = 0. Odlogaritmovanim ziskdme v/2|z| = e~ a |z = % Nalezli
jsme dva stacionarni body

us

s1 = —% a sy = 67
Ve tfetim kroku uréime druhou derivaci y”. Rovnici z + y + v’y — ¢’z = 0 znovu
zderivujeme podle . Plati 1+ + y"y + (v')*> — ¢’z —y = 0. Odtud plyne,
oo WP+l 202”447

INE

ze y’ = = 5~ Posledni rovnost vznikla dosazenim y’ = %
STt N Gt ) RN
V zavéretném kroku pomoci druhé derivace rozhodneme, zda v bodech S; a S,

253 1
dochéz k lokalnim extrémium. Pro bod s; plati g (s1) = ~————— = — <0
(51 — (—51)) 251
1
Podobné pro bod sy plati 3/’ (s2) = Sy 0. Tedy v bodé s; dochazi k lokalnimu
52
maximu a v bodé ss k lokdlnimu minimu implicitni funkce.
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LEKCE 9. DVOJROZMERNE INTEGRALY 1.

( FUBINIHO VETA )

1. Spoctéte [[ a¥ dady, kde Q = (0,1) x (1,2).

2. Spoctéte jlf 2?ye® dxdy, kde Q = (0, 1) x (0, 2).

3. Spoctéte jlf xy? dzdy, kde € je uréena vztahy 2 +92 -1 <0,z 4+y—1>0.
4. Spoctéte jlf y dzdy, kde € je uréena vztahy 22 —y+2=0,2+y — 4 = 0.

5. Spoctéte }Zf zy dxdy, kde Q je urCena vztahy xy = 1,2z + 2y — 5 = 0.

6. Spoctéte ff ey dxdy, kde Q je uréena vztahy x =0,y =1,y = 2,92 = 2.

7. Spoctéte ff = dzdy, kde Q je uréena vztahy 1 <z <y < 3.
y

8. Spoctéte ff — dzdy, kde ) je urcena vztahy v =2,y = r,zy = 1.

QY
9. Spoctéte [[ dzdy, kde € je urcena vztahy z +y =4,z +y = 12,y* = 2z.

Q
10. Spoctéte [[siny? dzdy, kde Q je uréena body A = [0,0], B=[9,3],C = [1, 3].

Q

Vysledky uloh:

1.In3.2.2 3.55.4.8.5. 15 —In2.6. ¢ — 3. 7.2.8. 9. 9. 62.10. sin9

RESENT.

1. Integracéni obor {2 je ¢tverec, tj. dvojrozmérny interval (0, 1)x(1,2). Viz obr. 21.
Aplikujeme Fubiniho vétu. Oblast 2 budeme uvazovat jako oblast typu (y, x).

t

2
4 Q
4
1
0,
T X
Obr. 21

2, 1 2[ vt 2 2
[favdady=[(J} avda)dy= [ [Z+1 ]Odyzfl Lody= [m |y+1|]1:1n3_1n2:1ng.
Q
V pripadé, ze oblast Q2 budeme chépat jako oblast typu (x, y), narazime p¥i vypoctu

—T

na integral fo —dz, ktery nelze vyfesit v mnoziné elementarnich funkei.

2. Integracni obor Q je obdélnik (0,1) x (0,2). Postupujeme analogicky jako v
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predchozim prikladu. Aplikujeme Fubiniho vétu. Oblast 2 budeme uvazovat jako
oblast typu (z,y).
1

h
7/ .(l
oV /14
Obr. 22 )
[[x?ye™vdzdy = fol(fOQ 22ye™dy)dr = “=ey,
Q

T

X’

2 2

[T’ -

0

<@~

—— ] — l,zy
vy, =€, v=_e

2
x fOQ e”ydy)dxzfol [(xy—l)e”y} dezfol (2z—1)e** +1 dxzfol 2zre%® dx—l—fol e2r dy+
1

fol de= [er” —e2r — x} =2.
0

3. Integracni obor €2 je ohranic¢en pfimkou a kruznici. Viz obr. 23. Oblast €2 je typu
(x,y) 1 (y,z). Zvolme typ (z,y). Plati Q={[z,y;0<z<1,1—z<y<v1-z2}. K

vypoctu pouzijeme Fubiniho vétu.
0 Q4
\J\ i

Obr. 23

iz Via? |
[y dady=Jg (15w dy)da= Iy [Foy°] da= [} § (VO=a2 - (1-0)?)do = 3.

Zvolime-li typ (y, x), pak Q={[z,y];0<y<1,1—y<z<+/1-32}. V tomto piipadé
vede vypocet na jednodussi integral.

Ve V1?2
ffnydxdy:fol(fl_;—ynydx)dy:fol [%nyQ} l_gx:fol(y3 —yH)dy= %.
)

4. Integracni obor () je ohranien primkou a parabolou. Viz obr. 24. Popisme
obor 2 jako oblast typu (z,y). Krajni meze xz-ové soufadnice oblasti ziskdme jako
x-ové soufadnice prise¢ikt pfimky a paraboly. Resime 22 +2 = 4 — 2. Odtud
> +rx—-2=0amz =2, 22 =1. Plati Q={[z,y]; 2<2<1,22 +2<y<4 —z}.

Obr‘i 24
[fy dedy= [, ()55 dy)de=[*, [%yﬂ 2+2dx=f_12 5((4—2) = (22 +2)*)de=%.
QO x
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5. Integra¢ni obor 2 je ohranicen pfimkou a hyperbolou. Viz obr. 25. Popisme
obor 2 jako oblast typu (z,y). Krajni meze xz-ové soufadnice oblasti ziskdme jako
r-0ové soutadnice priisecikit piimky a hyperboly. Re$ime (32
202 —br+2=0ax =

2 —z) = 1. Odtud
T9 = 2. Plati Q:{[x,y];%SxSQ,%Sygg -z}

\\A
% -.\nz

1
2

=
0 X
Obr. 25
{lfxy dxdyzfg(ff_xxy dy)dx=f§ [%xyﬂ i dx—%f;(x(g—x)—%)dxzi—gg—lnz

6. Integracni obor () je ohrani¢en pfimkou a parabolou. Viz obr. 26. Popisme
obor  jako oblast typu (y, ). Plati Q={[z,y]; 1<y<2,0<y<y?}.

yx

Obr. 26
x 2 z x 3/2
{lfey dedy=[7 () eV du)dy= [} [ye 1/]Ody=f12(yeyﬂ)dy= [yey—ey—

1,217 2 3
§y}1:e—§.

7. Integracni obor 2 je ohranicen tfemi pfimkami. Viz obr. 27. PopiSme obor
jako oblast obou typt. Pro typ (z,y) plati Q={[z,y]; 1 <x<3,2<y<3} a pro typ
(y, z) plati Q={[z,y];1<y<3,1<z<y}. Vypolet provedeme pro oba typy.

At
3

{lfy—dedy—fl (J; sdy)dz= [_5} dx=

T _ (3 vz 3[ 42 1Y
[f gy = [ (Y )iy 2] d



8. Integracni obor () je ohrani¢en dvéma piimkami a hyperbolou. Viz obr. 28.
Popisme obor € jako oblast typu (z,y). Plati Q={[z,y}; 1<2<2,1 <y<z}.

Obr.
2
ff‘ drdy= fl f 22 dy)da = fl [——} dr= fl x —x)dx—[l 4 éxQLZ%

9. Integrac¢ni obor ) je ohranic¢en dvéma primkami a parabolou. Viz obr. 29. Je
ziejmé, Ze obor () je nutné rozdélit na dvé ¢asti 21 a Qs tak, ze Q = Q,;UQs. Oblasti
Q4, Q5 popiseme jako oblasti typu (z,y). Plati Q ={[z,y]; 0 <z <8,4—2 <y <2z}
a Qo={[r,y];8<x <18, —2r<y<12—2}.

T4 0y
Y

} e ==
0N 8 o

.
|
Obr
12—
ffdxdy ffdxdy+ffdxdy fo dyd —|—f f\/ﬁdy Vdx =

—fo 2x+x— dx—l—fs 2x—x+12)dx—64+g 62.

10. Integracni obor (2 je ohranicen pfimkami. Viz obr. 30. Obor {2 popiseme jako
oblast typu (y,z). Plati Q={[z,y];0<y <3, %y <z <3y}. Volba typu (x,y) vede
k rozdéleni oblasti na dvé ¢asti a navic k integdlu [ siny?® dy. Tento integral nelze
vyfesit nad mnozinou elementarnich funkci.

%1 a

3_.C 4 B

: ¥ -
Al 1 9 X
Obr. 30

ffcosdexdy fo ¥ cosdex)dy:fOS [xcosy } dy=3 fo 2ycosy2dy—‘ 00, A ‘

Y
3

9
=1 fo costdt=14 [smt} =3sin9.
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LEKCE 10. TROJROZMERNE INTEGRALY 1.

( FUBINIHO VETA )

. Spoctéte [[[ x+ y dadydz, kde Q = (0,1) x (0,2) x (0, 3).
Q

. Spoctéte [[[ z?dzdydz, kde Q je Etyfstén A=]0,0,0], B=[1,3,0],C=]0,3,0], D=]1,3,2].
Q

. Spoctéte fffxy—l—zdxdydz, kde Q:0<x<1,0<y<1l—z,c4+2y+2z=2.

W N =

4
Spoctéte [[[ z drdydz, kde Q: 2 =1,z = \/x2 + 2.
Q
Spoctéte [[[ drxdydz, kde Q:z=0,2=1— 2% — 32
Q

Q
. Spoététe fffx__::ydxdydz,kdeQ:x:O,y:0,0§z§4,x+y:3.
Q Z

Spoctéte [[[ 2% dzdydz, kde Q:2=0,z=2,2% +y*> = 1.
Q

Spoctéte [[[ z dzdydz, kde Q:y=4,2=0,z= 3,22 —y = 0.
O

Spoctéte [[[ zy dxdydz, kde Q:z,y,2 > 0,22 +y? =4, 2 = /22 + .
Q
10. Spoctéte [[[ daxdydz, kde Q:z,y,2 >0,z =2,y=2,zy=1,2=3.
Q

© ® 3 & @

Vysledky uloh:

3 13
1.9.2. 5.3, 13, 4.9In2.5. 7. 6. Z.7.

vl
vl

. 8.24.9. £.10. 3+61n2.

N

RESENT.

1. Integraéni obor Q = (0, 1) x (0,2) x (0, 3) je trojrozmérny interval (kvadr). Viz
obr. 31. K vypoctu pouzijeme Dirichletovu vétu. Specidlni verzi véty ale nelze
pouzit, protoZe integrand neni ve tvaru soucinu.

Obr. 31
fﬂffx +y dedydz = fol (f02(f03 T+y clz)dy)da;:fol(fo2 [xz + yz} Zdy)dx:

1,2 1 1 2]? 1 1.2 !
3o (Jy x4y dy)dz=3 [, [xy—l— 5Y }de:?’fo 2x+2dm=6[§x —I—xL:Q.
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2. Integracni obor €2 je ¢tyfstén ABCD. Viz obr. 32. Nejprve musime ¢Ctyfstén
zapsat pomoci nerovnosti jako oblast néjakého typu. Oblast 2 je libovolného typu.
Lze zvolit tedy typ (z,vy,2). Plati Q= {[z,9,2];0<2<1,32<y<3,0<z < 2z}.
K vypoctu pouzijeme Fubiniho vétu.

Obr. 32
2 1,03 120 o 1,03 9. 1%
[[f x?dzdydz = [; (5, ([ «*dz)dy)dz= [) (][5, [x Z}o dy)dx =
Q
1
2f01(f x3dy)dz = 2]0 [x y} dx= 6]0 - )dx=6[ix4 - %xﬂozf—o.
3. Integrac¢ni obor Q je jehlan. Viz obr. 33. Oblast 2 je libovolného typu. Lze

zvolit tedy typ (z,y, z). Plati Q={[x,y,2];0<2<1,0<y<1—2,0<z< 2—z—2y}.
K vypoctu pouzijeme Fubiniho vétu.

Obr.
fff ey + 2 dedydz= [ ([ (7 Py +2 dz)dy Ydz= [ (7" [xyz+ é}o dy)dx

—fo eryQ —2y)+ 1 (2—2—2y)?dy)dx = fo st — et — 24 2)da=33

2——2y

4. Integracni obor 2 je hranol. Viz obr. 34. Obor 2 zapiSeme pomoci nerovnosti
jako oblast typu (z,y, z). Plati Q={[z,y,2];0<2<3,0<y<3—2,0<z < 4}.

L

w3 )\.3
~

Obr. 34
fff ﬁigdxdydz = fo fs * 04 ﬁii’dz cly)dsc:fos(fo3 [(37 +y)In |z + 4] Ody)dxz

P

2 [J( [ (x+y)dy)dz=1n2 [} [xy+§y2] dr=1n2 [* 2(3—)}+3 (3-2)2dzr =91n2.
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5. Integracni obor Q je kuzel. Viz obr. 35. Obor 2 zapiSeme jako oblast typu

(x,y,2). Plati Q={[z,y,2]; - 1<a<1,—vV1—-22<y <v1-22 /22 +y?2 <z < 1}.
L
QL

X A b
Obr.
Viszz Vi-z2 [,
fffz dmdydz = f —Vi=z? f\/TyZZ dz)dy)dx f (f 1—x2 |: 2 i| 22 4y? )dl‘
Vi—z?
1
2 f_ f_\/1 = ( —a? —y?)dy)dz= % f—l [y(l —a?) - %ys} - 1—x2d$:

4

xr=sint
= %f—l V(1 —2?)3dr = ‘ —1—»—%:,1—»%77

6. Integracni obor 2 je ohranicen paraboloidem a rovinou. Viz obr. 36. Obor
Q) zapiSeme jako oblast typu (z,y,2) : Q= {[z,y,2];-1<2x<1,—vV1-22<y <

V1-22,0<z<1—22 —¢*}.

= [z, cos‘%dtz% . %7‘(‘2 Lo
-3

Obr.
[[[ dzdydz = f (J: \}IJET fl o=y dz)dy)dx = f [y(l —a?) — 3 dx=
Q

1
=2/ ,V/A—-2?)Pde =3 3r=1ir

7. Integracni obor Q je valec. Viz obr. 37. Obor ) zapiSeme jako oblast typu

(x,y,2). Plati Q={[z,y,2]; —1<a<1,—vV1-22<y <+/1-220<z < 2}.

Obr.
Viza? N 2
fﬂffodxdde— f (J \}W f2 de)dy)dx— f L ( _\}m[ﬁz}ody)dx:

V1—z?

1 . )
_md$:4f_1 x2md$:4 §7T:§7T
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8. Integracni obor 2 je ohranicen parabolickou valcovou plochou a tfemi rovinami.
Viz obr. 38. Obor Q zapiSeme pomoci nerovnosti jako oblast typu (z,y, z). Plati
Q:{[l‘,y7 Z}; —2§$§2a0§y§$2, 0<z< 3}

Obr.
fﬂffzdxdydz_f U2 2 dz)dy)de= f fo [52] A= y,05" dy)a=

=g 2 ae= 5] =

9. Integracni obor (2 je ohranic¢en valcovou plochou, kuzelovou plochou a rovinou.
Viz obr. 39. Obor Q zapiSeme pomoci nerovnosti jako oblast typu (z,y, z). Plati

O={[x,y,2];0<x<2,0<y<v4 —22,0<z < /22 + 3%}

Obr.
fff Ty dxdydz-fo o - £2 (Y 2 ty? Ty dz)dy)dx:fOQ(fO' A-a? xy\/22 + y2dy)de =

i
f02 [%x(\/xQ + y2)3}0 dxz%fOQ(Sx—x‘l)dx: 0

10. Integracni obor € je ohranic¢en valcovou plochou zy = 1 a Sesti rovinami. Viz
obr. 40. Obor €2 rozdélime na dveé c¢asti 21 a Qs tak, Ze Q=0Q;UQs. Pritom Q; =

{[z,y,2; 0<2<3,0<y<2,0<2<3}, Qo={[z,y, 2]; s <z <2,0<y<1,0<2<3}.

LY X4
ﬂ
2 L
¢
Obr. 40

fﬂff dxdydz:{lff dxdydz—k{lff dxdydz:foé (fOQ(fOS dz)dy)dx—I—f;(fO% (f03 dz)dy)dx =
3.Jif (s dy)da+3 [ dy)dr=6 [ du+3 [7 L du=3+6In2.

40



LEKCE 11. DVOJROZMERNE INTEGRALY II.

( TRANSFORMACE INTEGRALU )

a

. Spoctéte {zf dzdy, kde Q je uréena vztahem (£)2 + (f)Q <1.

. Spoctéte [[ dzdy, kde Q je urdena vztahem z? + y? < 2az,a > 0.

. Spoctéte jlf dxdy, kde () je ohrani¢enay =x+1l,y=x+2,y=1—z,y=4—=z.

. Spoctéte jlf dxdy, kde ) je ohraniCena y = 2x,y = 2z —7,x = 4y—7,z = 4y—14.
Q

. Spoctéte ff dxdy, kde € je ohranicena y = 22,y = 222,z = 3%,z = 21°.

(= I B A I

.Spocteteffarctg dxdy, kde Q: = > 0, ‘/_x<y<\/_x 1<2?24942<09.

7. Spoctéte ff Ly)

8. Spoctéte ffx + y? dwdy, kde Q je uréena vztahy 1 < 22 +y2? < 4, |z < y.
o)

dxdy, kde € je uréena vztahem 1 < 22 492 < e.

9. Spoctéte [[ x?dxdy, kde Q je uréena vztahy 0 < 2y < z, 22 + 4y? < 4.
Q
10. Spoctéte [[ \/4x? + y2dxdy, kde Q je urdena vztahy y = 2z,y = 0,2z = 1.
Q

Vysledky uloh:
1. mab. 2. 7a? 3.3.4.7.5. 1. 6. T.7.7.8. B 9. =2 10. L (2 +IntgdT).

RESENT.

1. Integracni obor 2 urceny vztahem (f)Q + (f)Q < 1 je vnitiek elipsy. Viz
obr. 41. Nejprve provedeme transformaci, ktera oblast Q ztransformuje v kruh
O = {[u,v];u? + v? < 1}, ktery m4 stfed v pocatku a polomér 1. Stadi polozit
T = au,y = bv. Jakobidn této transformace je J = | gg | = ab. Pak provedeme
transformaci do polarnich soufadnic, kterd oblast 2* ztransformuje v obdélnik, tj.
dvojrozmérny interval Q** = {[p, ¢]; p € (0,1), v € (0,27)}. Pomoci Dirichletovy

véty integral jiz snadno dopocitame.

y o

Obr. 41
[[ dzdy= [[ ab dudv= [[ abp dpdp=ab fol P dpfOQdeo:ab [%2} [ } =7ab.
2. Rovnici 22 + y? = 2az upravime na tvar (r — a)? + y?> = a?. Odtud plyne,

7e integraéni obor je kruh se stfedem v bodé [a,0] a poloméru a . Viz obr. 42.

Nejprve provedeme transformaci, kterd posune stfed kruhu do pocatku sourad-

nicového systemu Stacéi polozit * = v + a,y = v Jakobidn této transformace

jeJ=1|; 01 | = ab. Vznikne oblast Q* = {[u v];u? + v? < a?}. Pak provedeme

transformaci do polarnich soufadnic, kterd oblast Q* ztransformuje v obdélnik,

O ={[p, ¢]; p€(0,a), p€(0,2m)}. Integrél dopocitdme pomoci Dirichletovy véty.
41



Obr. 42 )
a s

[[ dedy= [[ dudv= [[ p dpdp=ab [} p dpfOQWdcpz [é} [go} =ma?.
Q Q* Q** 0 0
Integral lze Tesit 1 bez transformace, kterda posune stied kruznice. V tomto piipadé,
jak dale uvidime, nelze pouzit Dirichletovu vétu. Rovnice 22 + y? = 2az m4 po
transformaci do polarnich souradnic tvar p = 2a cos . Kruh Q se ztransformuje v
Q= {[p¢gl; =5 <9 < 5,0< p < 2acosp).

[ dedy=[[ p dpdp= [, (J2*°*¢ p dp)dip=[?
Q Q 2

= 2a? f_%% (1 + cos 2¢) dgpzZaQ[%go + %sichp} _=ma’.

2
3. Integracni obor 2 je ohranicen pfimkami. Viz obr. 43. Ziejmé () je obdélnik,

ktery neni dvojrozmérnym intervalem. Transformaci provedeme tak, aby pfimky
tvorici hranici obrazce byly rovnobézné s osami. Nové souradnice u,v zavedeme
vztahy u = y—z,v = y+=z. Odtud po krétké tpravé plyne z = —1(u—v), y= 1 (utv).

27 2acos ps
[%} dp=2a” [2, cos® p dyp
0 2

NERE]

Jakobian této transformace je J = = —%. Oblast € se ztransformuje v

1

3
dvojrozmérny interval Q* = {[u, v];ue (1

N

Obr. 43
{lfdxdyzg{f%dudvz%ffdu-ffdvz%-l-?)z%.

4. Integracni obor je rovnobéznik. Viz obr. 44. Transformaci provedeme tak,
aby usecky tvorici hranici obrazce byly rovnobézné se souradnicovymi osami. Nové
soufadnice u, v zavedeme vztahy u=y—2x, v=4y—x. Odtud po kratké upravé plyne

_1
z=1(—4u+v),y=%(—u+2v). Jakobidn této transformace je J=| 1’ ‘ =—1.
Oblast Q se ztransformuje v Q* ={[u, v];u € (7,0),ve€(7,14)}.

o~

7

Obr. 44
xdy= sdudv == |_, du - v=z-7-7T=T.
dzd Ydudv =1 [ du- [Jdv=1.7-7=7

Q*

Q
42



5. Integracni obor je ohranicen parabolami. Viz obr. 45. Transformaci provedeme

tak, aby parabolické oblouky tvofici hranici obrazce byly obrazy usecek. Nové

soufadnice u, v zavedeme vztahy y? = uzx, 22 = vy. Odtud po kratké ﬁpravé plyne
2

1 3 2,4,
z = Vuv?,y = Vu2v. Jakobian této transformace je J:‘ gu” it . ’f 5 =—z.
3
Oblast Q2 se ztransformuje v Q* ={[u,v];u€ (3,1),v€(3,1)}. Zfejmé \Q*| =1

) ) Obr. 45
{lfdxdyzg{*f sdudv = %fé du-f% dv=1||=3 -1 =15

6. Integracni obor () je ¢ast mezikruzi se stfedem v pocatku a poloméry kruznic 1
a 3 . Viz obr. 46. Provedeme transformaci do polarnich soufadnic, ktera oblast €2
ztransformuje v obdélnik Q* = {[p, ¢]; p€(1,3),p€ (T, T)}

4 =\3x

Obr. 46
ff arctgdrdy= ff arctg 2222 - p dpdp= [[ arctg(tg ¢) - p dpde= [[ ¢ p dpdp=
0* 0*

—flpdp f3<Pd<P [ }j-[@Q}%Z%

us
6

7. Integracni obor € je mezikruzi se stfedem v pocatku s poloméry kruznic 1 a
Ve . Viz obr. 47. Provedeme transformaci do polarnich soufadnic, kterd oblast
ztransformuje v obdélnik, Q* = {[p, ]; p€ (1, Ve), p € (0, 2m) }. Integral dopocitdme
pomoci Dirichletovy véty.

Obr. 47
[ B dudy = | RS E R pdpdp = [] B dpdp= [Tdg [ 245 dp

2ty p2 cos? p+p2? sin? ¢
t=In p?
=| a=2 |=ox [tldt=T.
1—0 \/_—>1
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8. Integracni obor () je ¢ast mezikruzi se stfedem v pocatku a poloméry kruznic 1
a 2 . Viz obr. 48. Provedeme transformaci do polarnich soufadnic, ktera oblast €2

ztransformuje v obdélnik Q* = {[p, ¢|; p€ (1,2), (%, 3X)}.

Obr. 48
EES 172
{zf x2+y2dxdy=§{*f(p2 cos? ¢ + p?sin® p)p dpdcpsz psdpf%4 de=75 [”T} = 1or

9. Integraéni obor () je ohranicen elipsou % +y? = 1 a dvéma pfimkami. Viz
obr. 49. Nejprve provedeme transformaci, kterd elipsu ztransformuje v kruh.
Staci polozit x = 2u,y = v. Jakobidn této transformace je J = | 3(1) | = 2. Pak
provedeme transformaci do polarnich soufadnic, kterd oblast 2* ztransformuje v
obdélnik Q** = {[p, ¢]; p€(0,1),0€(0,5)}.

X
— A"i\\ ////3':7-

7 ~ (L
/ 0 X

t v —
N 7
/ / \\\- p— "’/
Obr. 49 i}
[[ 2?dzdy= [[ 4u? -2 dudv=8 [[ p*cos®> ¢ - p dpdcpszol P dp [ cos® pdp=
AME 1 T 2
T

10. Integracni obor (2 je trojuhelnik. Viz obr. 50. Ke zjednoduseni intlegrandu
pouZzijeme transformaci z = %,y = v. Jakobian této transformace je J= | z (1) | = %
Pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic.

th
0O

0 4 x

—
Obr. 50 )
{zf Vaz? + dexdyzg{*f IV + 02 dudvz%ﬂfl prdpdo="1% [T ([5*F pPdp)dp=

T in T % T
=3I o=} [rms + tntg(5 + §)| ) = H(V2+ ntg¥).
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LEKCE 12. TROJROZMERNE INTEGRALY II.

( TRANSFORMACE INTEGRALU )

1. Spoctéte [[[2? + y?dadydz, kde Q@ :1 < z < 2,22 +y? < 1.

2. Spodtéte f}f drdydz, kde Q: -1 <z <1,2>0,92+ 22 < 1.

3. Spoctéte fg}f Va2 y2dedydz, kde Q:a? +y? < 2 < 1.

4. Spoététe fg}fz drdydz, kde Q: 0 < 2 <4 — 2+/x2 + 2.

5. Spoctéte fg}f z\/m; dredydz, kde Q:2=0,2=3,y> 0,22 +9%> — 22 =0.

6. Spodtéte f}f 2%z dedydz, kde Q : 2 > 0,22 4+ y? + 22 < a?.

7. Spoctéte fgflf \/m drdydz, kde Q:x >0,y > 0,2 > 0,22 +1%+2%2 < 1.
8. Spodtéte Zz” %, kde Q:1 < 22492+ 22 <4
9. Spoctéte [[[ dxdydz, kde Q : 22 + 4y? + 22 < 4.

10. Spoctéte Qfg{f Va2 + 2 dedydz, kde Q: 2?2 + 22 < 2.

Vysledky uloh:

1 4 16 1.6 T
1. om 2. 7. 3.E7T. 4.?71 5. 8 6. =ma®. 7.2

e 16 1 -2
51 - 8. 757 9. 3 7T 10. 6a -

RESENT.

1. Integra¢ni obor Q uréeny vztahy 1 < z < 2,22 + y? < 1 je valec. Viz obr. 51.
Provedeme transformaci do valcovych soufadnic, kde p€(0, 1), p €(0,27), z€ (1, 2).
Pak pomoci Dirichletovy véty integral dopocitame.

Obr. 51
[[[ 2% 4 y?* dedydz= [[[(p? cos?® ¢ + p*sin® p)-p dpdpdz= [[[ p* dpdpdz=
Q Q- Q-

=0y o 37 e g ae= ] [o] T[] = 2=

(IE
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2. Vztahy -1 <z <1,2 >0, y2 +22<1 definuji horni polovinu valce, jehoz osa
splyva s osou x. Viz obr. 52.

Obr. 52

Provedeme transformaci do ”valcovych soufadnic”. Transformacni rovnice jsou
10 0

0 cosp —psinp
0 siny pcosep
2 s

fﬂff dxdydz:{lf*fp dxdpdcp:f_ll dx-fol p dp-fo7T do= [x}l_l-[%}:-[go}o = 2-%-7r=7r.

tvaru z=1x,y=pcos y, z=psin p. Jakobidn transformace je J = =p.

3. Oblast Q je téleso, které je zdola ohranideno paraboloidem z = x2 4 y? a zhora
rovinou z = 1. Viz obr. 53.

2

X ¢

Obr. 53
Provedeme transformaci do valcovych soufadnic, kde p€ (0, 1), o €(0, 27), 2 €(p?, 1).

[ V22 +y? dedydz= [[[ Vp2 cos? o + p2sin® - p dpdpdz = [[] p? dpdpdz =
Q Q- Q-

1
fol( 02 (fl’IZ p* dz)dp)dp = fol( 02 P’ [Z} 02 dp)dp = fol( 02 P*(1 = p?) de)dp =
27 1
fol pP*(1—p?) [@}0 dp:Qﬂ[%ps — %pﬂo = 27T.12_5 — 14_571

4. Oblast € je téleso, které je zdola ohraniceno rovinou z = 0 a zhora kuzelovou
plochou z = 4 — 2+/22 + y2. Viz obr. 54.

i
gy
2 2
T
* ¢

Obr. 54
Provedeme transformaci do valcovych soufadnic: p€ (0, 2), ¢ €(0, 27), (0,4 —2p).

T — | 52 4-2p
[[[z dedydz= [[[zp dpdcpdz:fOQ( 02 ( 04 20 dz)dap)dp:fol(fOQ [%}0 p dp)dp
Q Q*

:%fol( 0271'(4_2p)2p d‘p)dp:ﬂ-fOQ(Ll_QZZ;p dp:%ﬂ'



5. Vztah 2% + y? = 2z upravime na tvar (z — 1)2 + y?> = 1. Odtud a ze vztahi
z =0,z = 3,y < 0 plyne, ze Q je polovina valce. Viz obr. 55. Provedeme
transformaci do vélcovych soufadnic, kde p€ (0,2 cosp), p€(0, %), 2€(0, 3).

Obr.

fff Va?+y? dxdydz—fffzp dpdcpdz—fo fQCOW fozp dz)dp)dp=

2cos g

_fo IQCOMPBZQ} p* dp)dp= gfo [ }0 d‘lezfo%COSS@d@:&

6. Integracni obor € je horni polovina koule. Viz obr. 56. Provedeme transformaci
do sférickych soufadnic, kde pe (0, a), ¢ €(0,2m),0€(0, 7).

%
2 e
Q

-—7

¢
Obr. 56

J[[ 2%z dxdydz= [[[(pcos ¢sin0)?(pcos 0)(p* sin 0)dpdpdd =
Q Qx
{lff p° cos? psin® 0 cos 0 dpdpdd = foa p°dp fOQW cos? ¢ do f()% sin® 6 cos 0df =

t =sin@
dt = cos 0db
0-0,5—1

= ga®- [%g@—l— %sichp} fo 3dt = 3ab -7 3 = Frmab.

7. Integracni obor 2 je osmina koule lezici v prvnim oktantu. Viz obr. 57.
Provedeme transformaci do sférickych soutadnic, kde p€(0,1), 0 €(0,%),0€(0,%).

Obr. 57

fff\/xQ—i-yQ +22 dxdydz:fff\/p2 cos? @ sin? O+ p2 sin® g sin® 0+ p2 cos? - p? sin O dpdpdf

_fo fo fo 3 sin 6 db) dC,OdP fo 3dpf0 dcpfo sinfdf=3-%-1=1%.
47



8. Oblast 2 je ohranicena poloprostorem z < 0 a dvéma sférami. Viz obr. 58.
Provedeme transformaci do sférickych soutadnic, kde p€ (1,2), 0 €(0,27),0 €(Z, 7).

Obr. 58
dzdydz 2 sin 0-dpdpdf . 2 dp 27 ™
fﬂff (xz_fy2iz2)3:{i[ £ (p2)§ £ Z{Zf*fp%sme dpdedf= [; % Jo d(pf% dh=

- B oty e

us
2

9. Vztah 22 + 4y? + 2% < 4 upravime na tvar % +12 4+ 24—2 < 1. Odtud plyne, zZe
Q je elipsoid. Elipsoid ztransformuje v kouli. Staéi polozit x = 2u,y = v, z = 2w.
200
010
002
soufadnic, ktera kouli ztransformuje v kvadr, tj. trojrozmérny interval. Viz obr.59.

Jakobian této transformace je J = =4. Provedeme transformaci do sférickych

Obr. 59
fﬂff dxdydz = {lff 4 dudvdw = 4 [[[ p*sin6 dpdpdf = 4 fol p2dp-f02ﬁ dc,o-fo7T sin 6 df

Q**

p3 1 27 T 1 16
:4[—} [ } -[—COSQ} =4-3-27 -2 = 2.

3]0 %] 0 3 3
10. Vztah 22 +? 4 2% < z upravime na tvar 22 +y2 + (2 — %)2 < %. Odtud plyne,
7e Q je koule se stfedem v bodé [0, 0, %] a polomérem % Provedeme transformaci,
ktera posune stfed koule do poc¢atku. Staci polozit x=wu,y=wv, z=w—|—%. Jakobian
100
010

001
soufadnic, kterd ztransformujeme kouli v kvadr. Viz obr. 60.

této transformace je J = = 1. Déle provedeme transformaci do sférickych

Obr. 60
[[] V2?4 y?dzdydz = [[[ Vu?+ v dudvdw = [[[ psinb - p?sin6 dpdpdd =
Q 0

Q**
1
1 27 T .2 4712 2m . ™
JE pPdp- [y de- [ sin® 6 db = [%}0-[40 -[%9—%sm29}0 =42 12 = 2Ln2
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LEKCE 13. APLIKACE VICEROZMERNYCH INTEGRALU.

1. Spoététe obsah rovinného obrazce € ohrani¢eného p¥imkami y = x, y = v/3x

a kiivkami 22 + y? = 4z, 2% + y? = 8x.
. Spoététe objem télesa Q uréeného vztahy z2+y? < 22,1 < 22492 +22 < 4,2 > 0.
. Spoététe objem télesa  uréeného vztahem /22 + 42 < 2 < 6 — (22 + 4?).

. Spoététe velikost povrchu éasti paraboloidu f(z, y) =1—22—%?2, kde f(z,y) > 0.
. Spoctéte velikost povrchu tak zvaného Vivianova oka, které vznikne jako pranik
polokoule 22412422 =4a?, z > 0 s valcovou plochou z2 472 =2ax, kde a > 0.

. Urcete hmotnost krychle o strané 2a. Hustota krychle je pfimo timérna ¢tverci

vzdalenosti od pruseciku télesovych uhlopticek a ve vrcholech je rovna 1.
7. Urcete hmotnost koule o poloméru a. Hustota koule je pfimo tmérna vzdalenosti
od stfedu koule a na povrchu je rovna 1

Uk W N

=2}

Hustota obrazce je konstantni a Je rovna 1.
9. UrCete t67isté télesa = QU s konstantni hustotou, kde 1 = (0, 1)x(0, 1)x(0, 2)
a Q2=1(0,1)x(1,2)x(0,1).
2 2
10. Urcete moment setrvacnosti elipsoidu €2 : 2—2 + %—2 + 2—2 < 1 vzhledem k ose y.

Vysledky uloh:

1. m+3v3-6.2. Ir(2—v2). 3.87. 4.2(5V5—1). 5. 4a®(7—2). 6. $a3. T.1a’.
8. T=[-%28.9.T=[}22] 10. ﬁwabc(a + c2).
RESENI.

1. Nejprve provedeme tipravu rovnice z2 + y? = 4z na tvar (z — 2)? +¢? = 4.
Podobné 22 +y? = 8z upravime na tvar (x —4)?+1? = 16. Odtud plyne, Ze zadané

krivky jsou kruznice. Viz obr. 61.
{
, “J’z‘l&x
~

77 N
7 AV L N
/// \\ \
) /4 \
f y S
M=x%7 s 18 X
s INS /
\ //
e P

NN — -

Obr. 61
Obsah obrazce 0 uréime ze vztahu |Q] = [[ dady. Protoze Q je ¢asti kruhu,
Q

provedeme transformaci do polarnich soufadnic. Transformovanim jednotlivych
rovnic ziskame, ze 7 < ¢ < T a 4cosp < p < 8cos p. Plati

3 8 cos ¢ 8 cos ¢ z 2
ffdxdy ffpdpdcp f (Jicosy P dp)dp= Qf [ } d(p:24f%cos pdp=

4 cos

24f 1+cos?ap)dgp—12[<p+251n2<p} =71+3V/3-6.
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2. Oblast Q je ohrani¢ena kuZelovou plochou z = y/x2 + 42 a dvéma kulovymi

plochami. Viz obr. 62. Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kde

pe(1,2),p€(0,2m),0€(0,%). Objem télesa Q uréime ze vztahu |Q| = [[[ dxdydz.
Q

Obr. 62
[[] dzdydz= [[[ p*sin6 dpdcpd@sz p?dp- fOQW dop - fo% sin 6 df =
Q Q*

= [%ﬁ-[(p}zw- [—cosﬁr :%-2#-% = %W(Q_\/i)-

us

3. Oblast Q je ohrani¢ena zhora paraboloidem z=6 — (22 + y?) a zdola kuzelovou
plochou z = /22 + y2. Viz obr. 63. Musime zjistit, v jaké vysce se paraboloid s
kuZelem protnou. Vyiesime rovnici \/z2 + y2 =6 — (22 + y?). Mame 22 + 3> +
Va2 +y2 — 6 = 0. Zavedeme substituci z = 22 +3%. Odtud 22 + 2 —6 = 0
a (z—2)(z+3) = 0. ReSeni 2 = —3 nevyhovuje. Plati tedy z = 2. Ve vysce
z = 2 protne paraboloid kuzel v kruznicim x2 + 3> = 4. Provedeme transformaci
do vélcovych soufadnic. Z predchoziho plyne, ze p€ (0,2), 9 €(0,27), 2€(p, 6 — p?).
Objem télesa 2 uréime opét ze vztahu |Q| = [[[ dzdyds.
Q

4

Obr. 63
[[[ dxdydz= [[[ p dpdapdz:fOQ( 0277(]/)6_’) p dz)clcp)dp:fOQ(fO27T [zp}p dp)dp=
Q Qx* 2
=2 f02(6p —p? —p®)dp=2m [Sp2 — 30 - %p‘l}o =327

4. Velikost povrchu S paraboloidu uréime ze vatahu S = [[q, 1/1+(f2)%+(f;)? dxdy,

kde Q je kruh 22 4+y? < 1. Spocteme parcialni derivace. Plati f = —2x, fy=—2y.
Dosadime do vyse uvedeného vztahu a pak provedeme transformaci do polarnich
soufadnic, kde p€ (0,1), 9 €(0, 27). Plati

J[ /1 + 422 + 4y? dedy= [[ p\/1 —|—4p2dpd<p=f02ﬂ dp - fol p/1+4p2 dp=
) 0*

t=1+4p? 5
:27rf01 p/1+4p2 dp=| pdp=3idt |= %ff Vitdt = %[%\/13_3}1:%(5\/5—1).
0—1,1—5
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5. Velikost povrchu S uréime opét ze vztahu S = [[, \/1+(f2)2+(f;)? dzdy, kde
Q je kruh z2 —|—y < 2azx, tj. ( a)?+y* = a®. Spocteme parcialni derivace. Plati

, f’ Dosadime do vyse uvedeného vztahu a pak
\/4@2 J:'Z y?2 \/4@2 J:'Z y2

provedeme transformac1 do polarnlch soufadnic. Pro usnadnéni vypoctu budeme
integrovat pouze pres polovinu oblasti 2, kterou oznac¢ime y. Korektnost tohoto
zjednoduseni plyne ze symetrie Vivianova oka. Viz obr. 64. Po transformaci 29 do

polarnich soufadnic plati, ze ¢ €(0, %), p€ (0, 2a cos ¢).
@b}x

G

ff\/1+4a2_£2_y2+4a2_£2_y dedy= ff L dedy= 2”%@2

4a?—z2—y

4

2a cosp
dpd, 2acos ¢ 7
—4aff \;’%—4(1]0 f \/ﬁ—_ﬂ dp)dp = 4a f02 [— 4a2 —pQ} dp

=38a? ff(l — sin ) dp=_8a? [go + cos cp} K =4a?(m — 2).
0

6. Stted krychle  umistime do pocatku systému souiadnic. Tedy Q = (—a,a)®.
Déle nalezneme funkci hustoty p(z,y, z). Vzdalenost bodu a = [z, y, z] od poéatku

je dan vztahem d(a,0) = /22 + 42 + 22. Odtud plyne p(z,y, z) = k(22 +y°? +22).

Konstantu pfimé timérnosti uréime dosazenim soufadnic nékterého vrcholu. Plati

pla,a,a) = k(a® + a® + a?). Tedy k = 55. Celkem p(z,y, 2) = 50 (2 + y* + 22).

Vzhledem k symetrii télesa i funkce lze integrovat pouze pires prvni oktant ;.

Kone¢né hmotnost télesa  uréime ze vztahu |m(Q)| = [[[ p(x,y, z) dadydz. Plati
Q

Q) = ][ g @+ o) dedyde = i [[[ 0% 4y 42 dedyds =

=507 Jo (o (Jo 2>+ +2%)d2)dy)de = 53 fo (fo [33 z+y’z+ % 3} dy)dx =
= g0 Jo (Jo (@@ +¢* + 5a°)dy)dz =5 [ (2® + §a®) dv=5a®.
7. Stied koule  umistime do poc¢atku systému soufadnic. Nalezneme funkci hus-

toty p(z,vy, z). Plati p(z,y, 2) =k+/x2+y?+22. Konstantu pfimé amérnosti uréime
dosazenim souradnic nékterého bodu na povrchu koule Napfiklad bodu [a, 0, 0].

Plati p(a,0,0) = ka. Odtud k = Celkem plx,y, 2 \/xQ + y2 + 22. Hmot-
nost télesa {2 uréime opét ze vztahu m(Q) = [[ fQ p x,y, z) dedydz. Je vyhodné

provést transformaci do sférickych soufadnic. Plati

= [[[ L1\/a2+y? +22dadydz=1L [[[ p®sin6 dpdpdd =
o) Q.
=19 584p. 2% 1o (Tsinf do=1[1,]". S ol = 1144 0n 90— 143
=1 [5pPdp- [iT dp- [ sin =al1r),7 1%, cosf| =g-ga’-2m-2=ma’.
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8. Tézisté T rovinného obrazce 2 urcime ze vztahu T = [%’(ﬁ%, m((g))]. Obrazec

zapiSeme jako oblast typu (z, y). Resenim rovnice x =2— dostavame (z—1)(242) =0
aodtud z = -2,z =1. Plati tedy -2 <z < 1, 22 < y < 2 — z. Viz obr. 65.
\

Obr. 65 )
m(Q) = [[dady = f_IQ(fj;x dy)dr = f_12(2 —x—a?) dr= [23: —1z?— éxﬂ =2
)

S () szydxdyzf_g(ff;xy dy)dz =13 f_12(2—x)2—x4dx= [237—%‘24—(1;.133—%335}

1
ff x dedy= f (fj;x x dy)dx = f o T(2—z—x?)de = [xQ—%ﬁ—%x‘l} L -9
Odtud plyne7 te T=[-1,38.

N

9. Teéziste T télesa Q urcéime ze vztahu T = | n”;(g;), Sﬁ(g;), Snf(g)] Viz obr. 66

Je-li hustota p(x,y, z) = ¢, pak zfejmé m(Q) = 3ec.

X

Say fffczdxdydz—l—fffczdxdydzo—bcrfo dx fo dy fo zdz+cf0 dx fl dy fo zdz=3c.
Sez fffcydxdydz—l—fffcydmdydz-cfo dx fo ydy fo dz—!—cfo dx fl ydy fo dz=3c.
Syz fffcxdmdydz—l—fffcxdmdydz—cfo xdx fo dy fo dz—!—cfo zdzx fl dy fo dz=3c.
Odtud plyne7 ze T =[1, 2, 2.

10.  Moment setrvacnosti télesa Q vzhledem k ose y wréime ze vztahu

I,(Q) = [[[oa® + 2°dzdydz. Provedeme transformaci do zobecnénych sférickych
soufadnic, kde x =apcos psinf, y=0bpsinpsinf, z=cpcosf. Jakobian transfor-
mace je J = —abcp? sinf. Pfitom pe (0, 1), p (0, 7),0€(0, 7).

[[[ a?+22dxdydz= [[[ 2?dxdydz+ [[[ 22dxdydz=a’be [[[ p* cos?psin®0 dpdpdd+
Q Q Q Q-
+abc? [[[ p* cos?@sin b dpdpdd=abe fol ptdp fOQW cos? pdyp [ sin® 0df+

Q*

+abc? fol ptdp fOQW de [ cos? Osin0df = femwaPbe + {smabe® = frwabe(a® + ¢2).
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