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Ziklady matematické logiky

Definice: Vyrok je sdéleni o jehoZ pravdivosti mtizeme rozhodnout. Pravdivostni hodnotou vyroku V je ¢islo

p(V) =1, pokud je vyrok V pravdivy a p(V) = 0, pokud je vyrok V nepravdivy.

Logické spojky umoznuji z jednotlivych vyrokt tvofit slozitéjsi.

negace -A neni pravda, Ze A
konjunkce AANB AazarovenB
disjunkce AVB AneboB
implikace A = B jestlize A, pak B
ekvivalence A& B A pravékdyz B

Tabulka pravdivostnich hodnot zédkladnich vyroki:

p(A) | p(B) | p(~A) | p(AAB) | p(AVB)

1 1 0 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 0
p(A) | p(B) | p(A=B) | p(A < B)

1 1 1 1

1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

Definice: Tautologie je sloZeny vyrok, ktery ma vzdy pravdivostni hodnotu 1 bez ohledu na to, jaké jsou pravdi-
vostni hodnoty vyrokti, z nichz je utvofen.

Véta: Nasledujici vyroky jsou tautologie:

AV —A, A s A, ——A S A, (A= -A)= -A

-(AVB) < (mAA-B), -(AAB) < (mAV —B)
-(A= B) < (AA-B), (A< B) & (WA & —B)

Sdéleni “celé ¢islo x je vétsi nez 1” neni vyrok, protoZe nelze rozhodnout o jeho pravdivosti ¢i nepravdivosti. Teprve
kdyz za x dosadime néjakou pfipustnou konstantu, dostaneme vyrok. Takovéto sdéleni se nazyva vyrokova forma.

Je-li V(x) vyrokova forma, pak jeji definiéni obor je mnozina téch a takovych, ze V(a) je vyrok. Obor pravdivosti
vyrokové formy V(x) je mnoZina téch a z defini¢niho oboru, Ze V(«) je pravdivy vyrok.

Z vyrokové formy mtizeme vytvofit vyrok dosazenim konstanty z defini¢niho oboru nebo tzv. kvantifikaci
proménnych. Kvantifikovany vyrok vytvoiime z vyrokové formy tak, Ze uddme pocet objektt, pro néz z vyrokové

217

formy utvofime vyrok pomoci kvantifikdtoru “kazdy” (V), “alespoiijeden” (3), "nejvyse dva”, “praveé t¥i” atd.

= Priklady z logiky <
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Zikladni mnoZzinové pojmy

Mnozina je soubor néjakych véci nebo objektti, které nazyvme prvky mnoziny. Pfitom o kazdém objektu lze
jednoznac¢né rozhodnout, zda do dané mnoziny patfi. Mnoziny zna¢ime zpravidla velkymi pismeny A, B, C, .. ., jejich
prvky malymi pismeny a, b, ¢, x, . . .. PfisluSnost resp. nepfislusnost prvku x do mnoZziny A znac¢ime

x€A, resp. x¢A

Mnoziny miiZzeme popsat napf. vyctem prvki
A={1,47}

nebo zadanim pravidla, které ur¢i, zda dany prvek do mnoziny pat#i nebo ne

A={x:xjesudé A0 <x<7}={0,246}

Definice: Sjednocenim mnozZin A a B nazyvame mnoZinu
AUB={x:x€ AVxe B},

prinikem mnoZin A a B nazyvdme mnoZinu
ANB={x:x€ AAx € B},

rozdilem mnoZin A a B nazyvadme mnoZinu

A—B={x:xe€ ANx ¢ B}.

Prazdnd mnoZzina je mnoZina, kterd neobsahuje zadny prvek. Zna¢ime ji @. Mnozina, ktera obsahuje kone¢ny pocet
prvki se nazyva koneénd. Mnozina, ktera obsahuje nekone¢ny pocet prvki se nazyva nekoneéna.

Zakladni ¢iselné mnoziny maji pevné dohodnuta oznacen:

-

Definice:
N ={1,2,3,...}... mnoZina ptirozenych &isel

Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ... mnozina celych &isel
Q= {% tmeZ,ne ]N} ... mnozina racionalnich ¢isel

R = (—o0,00) ... mnozina redlnych &isel

I =R — Q... mnozina iraciondlnich &isel

C={a+ib:abecR}... mnozina komplexnich ¢&isel

] ©Lenka Pribylova, 2007Ed]



MnoZina redlnych ¢isel a jeji podmnoziny

Definice: Podmnozinou B mnoziny A rozumime libovolnou mnoZzinu, jejiZ vSechny prvky jsou obsazeny v mnoziné

A. Tuto vlastnost mnoziny B zapisujeme takto: B C A

Mnozinu R zobrazujeme jako pfimku. Typickymi podmnozinami mnoZziny R jsou intervaly.

Otevieny interval (a,b) oznacujeme kulatymi zadvorkami a na p¥imce tisec¢kou s prazdnymi krajnimi body.

—
a<x<b : :
. o ooa b . A
uzav¥eny interval (4, b) oznacujeme hranatymi zavorkami a na pf¥imce tise¢kou s pInymi krajnimi body.
—
a<x<b
a b
Dalsi mozné typy intervali jsou napfiklad tyto:
———° *
\ \ \
a b a
(a,b) (—o0,a)
a<x<b —o<x<a

Funkce

Definice: Necht’jsou dany neprazdné mnoziny D a H. Pravidlo f, které kazdému prvku x € D pfifazuje pravé

jeden prvek y € H, se nazyva funkce. Zapisujeme y = f(x) nebo f : x — y.

Mnozina D = D(f) se nazyvé defini¢ni obor funkce f.

Mnozina v8ech y € H, pro kterd existuje x € D s vlastnosti f(x) = y se nazyva obor hodnot funkce f a oznatujeme jej

H(f)-

Pokud jsou D(f) a H(f) podmnoZiny R, mluvime o redlné funkci jedné reédlné proménné.
Operace s funkcemi:
Funkce 1ze séitat, odéitat, ndsobit a délit. Plati komutativni, asociativni a distributivni zakon.

(f£8)(x) = f(x) £g(x)

(f-8)(x) = f(x) g(x)
Defini¢ni obor nové funkce je prinikem defini¢nich oborti ptivodnich funkeci D(f) N D(g).
) = £
<g> ST

Defini¢ni obor nové funkce je priinikem defini¢nich obort ptivodnich funkci mimo bodi, kde je jmenovatel nulovy:
D(f)nD(g) = {x:g(x) =0}

Dalsi operaci je skladani funci.

©Lenka Pribylova, 2007Ed]
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SloZenda funkce

Definice: Necht'u = g(x) je funkce s defini¢nim oborem D(g) a oborem hodnot H(g). Necht'y = f(u) je funkce
s defini¢nim oborem D(f) 2 H(g). Slozenou funkci (f o g)(x) = f(g(x)) rozumime pfifazeni, které Vx € D(g)
pfitazuje y = f(u) = f(g(x)). Funkci ¢ nazyvame vnitini slozkou a funkci f vnéjsi slozkou slozené funkce.

Definice: Grafem funkce rozumime mnozinu vsech uspofadanych dvojic [x, f(x)], x oznalujeme jako nezavislou
proménnou a y jako zavislou proménnou.

Vlastnosti funkci

Definice: Necht' f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.
1. Rekneme, e funkce f je na mnoZiné M zdola ohraniten4, jestlize 3 d € R takové, Ze pro Vx € M plati
d < f(x).

2. Rekneme, Ze funkce f je na mnoing¢ M shora ohraniéend, jestlize 3 h € R takové, ze pro Vx € M plati

f(x) <h.

3. Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M ohraniéend, je-li na M ohranicena zdola i shora.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, Ze uvedend vlastnost plati na celém defini¢nim oboru funkce f.

Graf zdola ohrani¢ené funkce lez{ nad néjakou vodorovnou p¥imkou:

y

\ |/

NV
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Graf shora ohrani¢ené funkce lezi pod néjakou vodorovnou p¥imkou:

y

/ | \ x
Graf ohrani¢ené funkce lezi mezi néjakymi dvéma vodorovnymi pfimkami:

Y y = f(x)

N
~

Definice:
1. Rekneme, e funkce f je suda, pokud pro Vx € D(f) plati, Ze

—xeD(f) A fl-x) = f(x).

2. Rekneme, Ze funkce f je licha, pokud pro Vx € D(f) plati, ze

Graf sudé funkce je symetricky podle osy y:

y=f(x)
Graf liché funkce je symetricky podle poc¢atku:
Yy
y=f)
0
x

EE B E

—xeD(f) N fl=x)=—f(x)
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Definice: Necht'p € R, p > 0. Rekneme, Ze funkce f je periodické s periodou p, pokud pro Vx € D(f) plati

x+peD(f) A flx)=flx+p)

\\/AUA - AUA \/I .

y=f(x)

P
Definice: Necht' f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.

1. Rekneme, Ze funkce f je na mnoZing M rostouci, pokud pro Vx1, x; € M splitujici x; < x; plati f(x1) < f(x2).

2. Rekneme, e funkce f je na mnoziné M klesajici, pokud pro Vx1, x, € M splitujici x; < xp plati f(x1) > f(x2).

3. Funkdi f nazyvame ryze monoténni na mnoziné M, je-li bud’ rostouci nebo klesajici.

Graf rostouci funkce:

N r=sw
0
x
Graf klesajici funkce:
Yy
y=fx)
0 x

Ve

Definice: Necht' f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.
1. Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M neklesajici, pokud pro Vx1, x, € M splitujici x; < x, plati f(x;) <
flx2).

2. Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M nerostouci, pokud pro Vx;,x, € M splitujici x; < x, plati f(x1) >
flx2).

3. Funkci f nazyvame monoténni na mnoziné M , je-li bud’ nerostouci nebo neklesajici.

(©Lenka Ptibylova, 200



Graf neklesajici funkce:

Graf nerostouci funkce:

Nésledujici on-line kviz obsahuje také otdzky na vlastnosti funkci, které budou teprve probrany, 1ze se k nému tedy

pozdéji vratit.

= Interaktivni on-line kvizy na vlastnosti funkci. <=

Definice: Necht’ f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f. Rekneme, e funkce f je na
mnoziné M prostd, pokud pro Vxi, xy € M splitujici x1 # xp plati f(x1) # f(x2).

Graf prosté funkce protinaji vSechny vodorovné pfimky nejvyse jednou:

fxy Y

// I

EE B E

f(x)
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http://old.mendelu.cz/~marik/kvizy/vlastnosti-funkci-CZ.pdf#page.1

Inverzni funkce

Definice: Necht’ f je prosta funkce. Funkci f~1, ktera kazdému y € H(f) ptitazuje pravé to x € D(f), pro které
plati y = f(x), nazyvame inverzni funkci k funkci f.

ffl
1. Vx € D(f),Vy € H(f) plati f ' (f(x))=xa f(f ' (y))= .

2. Grafy funkdi f a f~! jsou symetrické podle osy prvniho kvadrantu:

|= Elementarni funkce <

= Interaktivni on-line kviz na grafy funkci v posunutém tvaru. <

Poznamka 1 (vypocet inverzni funkce). Inverzni funkci k funkci y = f(x) uréime takto: zaménime formalné v zadéni funkce
proménné x a i, mame tedy x = f(y). Z této rovnice vyjadfime proménnou y (pokud to lze). ProtoZe je funkce f prostd, je
toto vyjadreni jednoznacné.

|= P¥iklad na nalezeni inverzni funkce <

U zékladnich elementérnich funkci je inverzni funkce jina zédkladni elementarni funkce:

Vzijemé inverzni elementarni funkce:

y=+x y=x7,x>0
y=Vx y=x
y=¢e" y=Inx
y=a%a#1 y =log, x
y=sinx,x € (—m/2,7/2) | y = arcsinx
y=cosx, x € (0, ) J = arccos x
y=tgx,x € (—m/2,m/2) |y=arctgx
y = cotgx, x € (0,7) y = arccotg x

] ©Lenka Pribylova, 2007Ed]
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Poznamka 2. Plati tedy napfiklad:

Va2 = x
In(e¥) = x
et = x

arcsin(sinx) = x
P¥iklad . Vypoctéte, pro které x plati Inx = 3.
Pouzijeme inverzni funkci k logaritmické, kterou je funkce exponencidlni a dostaneme:

Inx =3
eln(x) — ¢

x = € = 20.0855

Komplexni ¢isla

Definice: Komplexnim ¢islem rozumime uspofddanou dvojici redlnych Cisel a,b zapsanou ve tvaru z =

a + bi(algebraicky tvar komplexniho ¢isla). Cislo 2 = Re z nazyvame redlnou, ¢islo b = Im z imagindrni ¢asti
komplexniho ¢isla z. Cislo Z = a — bi nazyvame ¢islem komplexné sdruZenym s Cislem z.

Definujeme operace soucet a soucin takto:

z1+2z0 = (a1 +a) + (b + bp)i
212 = (182 — b1bo) + (a1by + azby )i
Tyto operace vychézeji ze zakladni definice i = v/ —1. Plati tedy pfedevsim

i?=-1

7 Mz

Véta: Pro komplexni ¢isla z1, zp, z3 plati

® Z1+20 =20+ 21
® Z1Zp = ZpZq
® z1+(22+23) = (z1+22) +23

o 21(2223) = (2122)23

® 71 (Zz + Zg) = Z1Zp + 2123

) aq Z P . P v _ .
Poznamka 3. Podil Z—l dvou komplexnich &isel z1, 2o, zo # 0, je komplexni &islo, které vyjddfime v algebraickém tvaru a + bi
2

v 21 v v -
tak, ze zlomek — rozsifime Cislem z,
Z2

P¥iklad.
245 (2+5i)(3+4i) —14+23i 14 23

3-4 (3-4)314) 9416 _ 25 25

vy

Zlomek rozsifime ¢islem 3 + 4i, protoZe je komplexné sdruzené s jmenovatelem 3 — 4i. Rozndsobime, pfitom
5i - 4i = —20 a ve jmenovateli pouZijeme vzorec (a + b)(a — b) = a> — b?, kde (4i)> = —16. Jmenovatel je tedy nutné
realné Cislo. Dostavame tak vzdy vysledek v algebraickém tvaru.

] ©Lenka Pribylova, 2007Ed]



Geometrické znazornéni komplexnich éisel.

Komplexni ¢islo z = a + bi zndzorfiujeme v Gaussoveé roviné:

Im
b____z_:_a+b1
I
I
I
0 14 Re
I
—b| T T Z=a—bi

Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla z = a + bi rozumime realné ¢islo

lz| = Va% + b2,

z| =VzZ, |z122] = |z1]|22].

V Gaussové roviné pfedstavuje |z| vzdalenost z od pocatku. Plati

Im z1+ 22
~
-7 \
- \
Zy I \
\
Z2 7 21
\Z]
0 Re

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla.

7 ¥z

Kazdé nenulové komplexni ¢islo z = a + bi 1ze jednoznacné zapsat v goniometrickém tvaru
z =r(cos ¢ +ising),
kde r = |z| a ¢ je thel, ktery svira pravodi¢ komplexniho &isla z s redlnou osou, plati tedy

. Imz
COs @ = W, smq):W

Cislo ¢ se nazyva argument (nebo téz amplituda) komplexniho &isla z a znaii se ¢ = argz.

I kdyz se nebudeme zabyvat funkcemi komplexni proménné, poznamenejme alesponi, Ze
e = cos ¢ + isin ¢.
Dostavame takto Eulertv tvar komplexniho ¢isla

z =r(cos ¢ +isin ) = re'?.

Véta: Je-liz; = ri(cosa +isina) azy = ry(cos B +isinB), pak

21 - 25 = 116 - rpeP = rirpe TP = 1y (cos(a + B) + isin(a + B)).

] ©Lenka Pribylova, 2007Ed]



Poznamka 4. Pomoci ndsobeni komplexnich &isel Ize elegantné odvodit zakladni goniometrické vzorce pro ndsobné argumenty,
napr.
cos(2a) 4 isin(2n) = 2% = pilata) — pia . pin —
= (cos(a) +isin(a)) - (cos(a) +isin(a)) =

= cos?>a — sin®a + i2 sina cos a

Véta (Moivreova véta): Je-li z = r(cos ¢ + isin ¢) = re'?, pak pro m € Z plati

pra— L

= r"(cosme +isinme).

Véta (Odmocnina z komplexniho ¢isla): n-td odmocnina z komplexniho &isla z = |z|(cos ¢ + i sin ¢) ma n raznych

hodnot tvaru o o
vz — oo (cos(@H 2N | (@t 2KT
Vz = |z<cos( ” ) +isin( . )>,

kdek=0,1,2,...,n—1.

Poznamka 5. Je zfejmé, ze umocnénim na n-tou dostaneme vzdy Cislo z, protoZe funkce sin a cos maji periodu 27t.

Geometricky vyznam nasobeni a odmoctiovani

7 ¥z

Jestlize zy = r1(cosa +isina) a z; = rl(cos B +isin ) jsou dvé komplexni &isla, které v Gaussoveé roviné lezi ve
vzdalenosti 1, resp. 1 a jejich privodice s redlnou osou sviraji tihel «, resp. B, pak jejich soucin
z = z12p = rra(cos(a + B) +isin(a + B)) lezi ve vzdalenosti r1 - o a privodic svira s redlnou osou thel a + .

Im 212
Y
~
N
N
AN
. \06+,3
~ 2 \
& \
\ \
\B \
Z1 \
N \
a0 ]
0 Re

Vsech n hodnot n-té¢ odmocniny z komplexntho &sla z = r(cos ¢ + i sin ¢) lez{ na kruhu s polomérem {/z a jejich

pravodice rozdéluji kruh na n stejnych ¢asti. Priivodi¢ prvni z hodnot svird s redlnou osou thel .
n

Im
22 _ |
g >
7 N
/ \

/ \Z1
] \
' }
! 0 IRe

3\ /
\ ,/
N
~ o Phd
-+-7,
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Polynomy

Definice: Funkci P(x) = apx" 4 a, 1x" '+ -~ +a1x +ag, kde a, # 0, ay, ..., a, € R nazyvame polynom stupné
n. Cisla a, . . ., a, nazyvame koeficienty polynomu P(x). Koeficient ag se nazyva absolutni ¢len.

Definice: Kofenem polynomu P(x) je &islo xg € C, pro které plati P(xp) = 0.

Definice: Je-li xg kofenem polynomu, pak linedrni polynom (x — xg) s proménnou x nazyvame kofenovy ¢initel
piislusny kofenu xo. Cislo xg je k-nasobnym kotenem polynomu P, jestlize P(x) = (x — x9)*G(x), kde G je polynom
a xq jiz neni jeho kofenem.

Véta (Zakladni véta algebry): Polynom stupné n ma pravé n komplexnich kofen.

Véta: Kvadratickd rovnice
ax> +bx+c=0

ma pravé dva kofeny, a to

—b+ Vb2 —4dac

2a

X12 =

Celoc¢iselné kotfeny

Véta (Hornerovo schéma): Necht’
f(x) = apx + ay_1x" 1+ Fayx 4 ag,

g(x) = by X" £ by x4 bix + by
jsou polynomy. Je-li f(x) = (x —a)g(x) + b_1, pak plati

ay=b,_1 a by_1=ab+a, prok=0,1,...,n—1.

Hornerovo schéma se pouziva k vypocteni funkéni hodnoty polynomu v daném bodé. V piipadg¢, Ze je funkéni hodnota

2 vz

nulov4, je dané ¢islo kofenem polynomu.
P¥iklad. Naleznéte hodnotu polynomu P, (x) = x* — 4x® — 4x% + 7 v bodé x = —3.

|1 4 4 0 7
3 | 1 7 17 —51 160

Do zéhlavitabulky sepiseme sestupné viechny koeficienty. Cislo -3 zapiseme vlevo do zéhlavi ¥adku. Sepiseme hlavni
koeficient. Ndsobime zdhlavi fadku a posledni ¢islo v fadku a pfi¢teme nésledujici koeficent: =3 -1 -4 = -7,
—-3.(=7)—4=17,-3-17—-0= —51, =3 (—51) + 7 = 160. Na poslednim misté v f¥ddku dostaneme hodnotu

polynomu P(—3) = 160.
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Celo¢iselné kofeny polynomu Py (x) s celo¢iselnymi koeficienty 1ze pomoci Hornerova schématu hledat mezi déliteli
absolutniho ¢lenu 4y, jak je vidét z nasledujiciho rozndsobeni:

2(x —2)(x +3)(x®+5) =2(x®> + x — 6)(x*> +5) = 2x* + ... —60.

Hornerovo schéma je také vyhodné pro nalezeni rozkladu na kofenové ¢initele, protoze v pripadé dosazeni kofene &
(tedy b_1 = 0) po Fadcich déli polynom pfislusnym kofenovym Cinitelem (x — «).

Piiklad.
Reste v oboru celych &isel x° + x* —5x% — 9x? — 24x — 36 = 0.
Déliteli &isla 36 jsou &1, +2, +3, +4, +6, +9, +12, 18 a +36.

1 1 -5 -9 -24 -36
1] 1 2 3 —12 3 72

-1 ]1 0 -5 -4 -20 -16
2 |1 3 1 -7 -38 #£0

2] |1 -1 -3 -3 -18 0]

-2/ [ 1 -3 3 -9 Jo]

—2 [ 1 -5 13 35

1 0 3 [o]

VypiSeme délitele ¢isla 36 (i zaporné). Budeme pocitat hodnoty pomoci Hornerova schematu. Pfipravime si proto
koeficienty polynomu z levé strany rovnice do tabulky.

Dosadime x = 1.]Je-li P(x) polynom z pravé strany rovnice, vidime, ze P(1) = —72 a toto ¢islo x = 1 neni kofenem.
Podobné ani x = —1 neni kofenem. Ani x = 2 neni kofenem.
V dal$im kroku jsme zjistili, Ze x = —2 je kofenem. Levou stranu rovnice je tedy mozno pfepsat do tvaru

(x+2)(x* —x% —3x> —3x —18) = 0.
Dal zkoumame jenom polynom, ktery stoji v tomto soucinu jako druhy.
Dosadime opét x = —2. Opét je toto Cislo kofenem a levou stranu rovnice je mozno pfepsat do tvaru

(x +2)%(x® —=3x* +3x —9) = 0.

Dosadime opét x = —2. Nyni jiZ se o kofen nejedna. To je vidét i z toho, Ze na konci polynomu, do kterého nyni
dosazujeme, stoji ¢islo 9, zajimame se jen o délitele tohoto &isla.

Vyskrtneme Cisla kterd nedéli ¢islo 9 a dosazujeme dal$i na fadé, x = 3. Vidime, Ze x = 3 je kofenem.

Polynom mé dvojnasobny kofen x = —2 a jednoduchy kofen x = 3. Koeficienty 1,0, 3 znamenaji, Ze v soucinu stoji
polynom x? + 0x + 3, ktery nema realné kofeny. Rozklad na soucin je (x +2)%(x — 3)(x> +3) = 0.
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Racionalni lomena funkce

Py(x)

Definice: Funkce R(x) = Onlx)’ kde P, Q jsou polynomy stupné n, m, je racionalni funkce. Je-li n > m, nazyva se
m

funkce R(x) neryze lomena, je-li n < m, nazyva se funkce R(x) ryze lomena.

Véta: Kazdou neryze lomenou funkci 1ze zapsat jako soucet polynomu a ryze lomené funkce. I

Py(x)
Qm(x)

zlomky p¥islusi kazdému r-nasobému realnému kofeni polynomu Qy,(x) praveé r parcialnich zlomku

KaZdou ryze lomenou funkci R(x) = 1ze rozepsat na soucet parcidlnich zlomkd. V rozkladu na parcidlni

A 4 As 4 _i_L
ax+b  (ax+b)? (ax +b)"

Dvojici s-nasobnych komplexné sdruzenych kofenti polynomu Q,,(x) p¥islusi prave s parcidlnich zlomkt

Bix + Cq Byx + Cp I Bsx + C;
ax? +bx+c  (ax?+ bx +c)? (ax% 4+ bx +c)s’

Koeficienty A1, Ay, ..., Ar, B1,Cq1, By, Cy, ..., Bs, Cs jsou uréeny jednoznacné.

‘= Priklady na déleni polynomu polynomem <«|

= Priklady na rozklad na parciilni zlomky <

= On-line kvizy na raciondlni funkce a déleni polynomi. <

Ciselné vektory

Ve fyzice a technickych disciplinach se zkoumaji veli¢iny
e skaldrni: predstavuji velikost — hmotnost, ¢as, teplota, . ..

e vektorové: maji vice slozek, mohou popisovat kromé velikosti také smér a orientaci — sila, okamzita rychlost,
posunuti . .., nebo mohou pfedstavovat data — ¢asova fada, barva (RGB), soufadnice pozice . ..

Definice: MnoZinu R" uspofadanych n-tic redlnych ¢isel 4 = (a1, 4y, ..., a,) s operacemi s¢itdni a nasobeni redlnym
¢islem definovanymi

(ﬂl,ﬂz,...,an) + (blleI"'lbn) = (ﬂl +b1,ﬂ2+b2,...,ﬂn +b'rl)
k(ay,az,...,an) = (kay, kay, ..., kay)

provsechnak € Ra(ay, ay,...,a,), (b1, by, ..., by) € R" nazyvdme linedrnim vektorovym prostorem. Prvky tohoto
prostoru, tj. uspotadané n-tice redlnych ¢isel nazyvame vektory. Cisla ay, . . ., a, nazyvame slozky vektoru 4. Cislo
n nazyvame dimenze (rozmér) vektoru 4. Vektor (0,0, ...,0) dimenze n nazyvame nulovym vektorem.
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Poznamka 6. Geometricky 2 a 3-rozmérné vektory zobrazujeme jako orientované privodice bodu:

A=[1,2]
B =[2,15]
(1,2)
(2,1.5)
0 (1,-05) X

Vektor 7 = AB je orientovand Gsecka spojujici bod A s bodem B. Slozky vektoru ¥ jsou dany rozdilem soufadnic B — A.

Operace s vektory

i=(1,2,1),b=(3,0,—1),¢=(2,1,0)

i+2-b—¢=(1,2,1)+2-(3,0,—1) - (2,1,0)
=(1,2,1) + (6,0,—2) — (2,1,0)
(

=5

1+6 2,2+0-1,1-2-0)
—1)

+0=1(1,2,1)+(0,0,0) = (1,2,1) =&

-

0-a+0-b+0-¢=(0,0,0)=0

i+b—2-7=(1,2,1)+ (3,0,—1) — (4,2,0)

Definice: Vektor —4 = —1 - @ nazyvame vektorem opaénym k vektoru 4.

Definice: Velikosti vektoru @ nazveme nezaporné &islo

n
|| :\/a%+a%+~~+a%:1lza%.
i=1

Vektor 4@ nazveme jednotkovym vektorem, jestlize || = 1.

Velikost vektoru @ = (—2,1,4,0, —3)je |@ = V4 +1+16 + 9 = V/30.

Definice: Skaldrnim souéinem vektora @ = (ay,4ay,...,a,),b = (b, by, ..., by) nazyvame Cislo

n
a’~b:a1~b1+a2-bz+~-~+an-bn:Za,-b,-.
i=1

Skaldrni soucin je mozné vyjadfit také jako Cislo @ - b = || - |b| - cos ¢, kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory @ a b. Naopak
tedy pro nenulové vektory plati, Ze sviraji tihel ¢, pro ktery plati

AT
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a-b

¢ = arccos ——-.
|l - |b]
Uhel, ktery sviraji vektory 7 = (2, —1,3,2), b= (1,-2,-2,1) spliwuje
242—-6+2 0

cosp =

7

Vit1+914V/it4+r411 VI8 10
T[ (e}

Vektory jsou kolmé (ortogonélni) < je jejich skaldrni souc¢in roven nule.

Linearni kombinace vektora

Definice: Necht'u}, 11, . . ., I jsou vektory stejné dimenze a ki, ky, ..., k, € R. Vektor

n
U=k +kotiy + - - + kpily, = Zkiﬁi
i=1

nazyvame linedrni kombinaci vektora 173, 15, . . ., ify.

= Priklady na linearni kombinaci vektord. <

Linedrni zavislost a nezavislost vektor.

Definice: Vektory 1, 113, . . ., i;; nazyvame linedrné zavislé, je-li aspon jeden z vektorti linedrni kombinaci ostatnich.
V opaéném piipadeé je nazyvame linedrné nezavislé.

Véta: Vektory i3, 113, . . ., il jsou linedrné nezavislé < nulovy vektor je pravé jen jejich nulovou linedrni kombinaci,

g. B

0 = kyity +kotty + - - - + kil

pravé proky, ko, ..., ky = 0.

Véta: Plati-li 0 = kyif} 4 kottr + - - - + ki, a alesportijedno k; je nenulové, jsou vektory i3, i3, . . ., il linedrné zavislé.

Poznamka 7. Vektory jsou jisté zavislé, pokud
e je mezi nimi alespon jeden nulovy.
e jsou mezi nimi dva vektory stejné.

o je-li néktery vektor nasobkem jiného.

Definice: Baze vektorového prostoru dimenze # je libovolna lineadrné nezavisla soustava n vektort.

Véta: Libovolny vektor vektorového prostoru je linedrni kombinaci vektorti baze. Baze tedy generuje cely vektorovy
prostor.
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Matice

Ve

Definice: Matici typu m X n rozumime uspofddané schema

a1 a1 a3 v A

a1 dpp azz - dp
A p—

Am1 Gm2 - - Gmn

kdea; € Rproi=1,...,maj=1,...,n. Mnozinu vech matic typu m x n oznac¢ujeme symbolem R™*". Zkracené
zapisujeme Apxn = (a;j) -

Je-li m = n nazyva se matice A ¢tvercova matice a ¢asto fikdme, Ze je ¥Adu n misto typu n x n. Je-li A ¢tvercova matice,

nazyvame prvky tvaru a;;, tj. prvky, jejichZ fadkovy a sloupcovy index jsou stejné, prvky hlavni diagonaly.

Definice: Matice A;xn = (a,-]-), kde ajj = 0 pro vSechnai=1,...,maj=1,...,nsenazyva nulova matice.

Definice: Jednotkova matice je ¢tvercovd matice, kterd mé na hlavni diagonéle jednic¢ky a na ostatnich mistech
nuly. Jednotkovou matici zna¢ime I.

Nz

Definice: Schodovita (stupniova) se nazyva matice, jejiz kazdy fadek za¢ind vétsim pocte nul nez predchézejici.

Matice A je schodovitd, matice B neni schodovita — druhy a tfeti fadek za¢ina stejnym poctem nul.

Definice: Bud' A = (a;;) € R™*". Matice
AT = (aji) € R™™,

tj. matice, kterd vznikne zdménou fadku a sloupcti matice A, se nazyva matice transponovand k matici A.

2
2 3 2 4
A= |3 b 2 AT=1-1 1 0 =2
2 0 1 2 -2 1 1

4 -2 1

Operace s maticemi

-
Definice:

e Necht' A = (a;;), B = (b;) € R™*". Sou¢tem matic A a B rozumime matici C = (c;;) € R™*", kde
cij = ajj + b;j. Zapisujeme C = A + B.

e A= (a;) € R"*"ak € R. Soutinem ¢isla t a matice A rozumime matici D = (d;;) € R"*", kde d;; = k - a;;.
Zapisujeme D = kA.

S maticemi tedy pracujeme stejné jako s ¢isly, s¢itdime a ¢islem ndsobime jednotlivé prvky. Plati proto komutativni,
asociativni i distributivni zdkon.
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Priklad. Sectéte matice a vyslednou matici vynésobte ¢islem 3.

2 -1 2 1 -2 1 3 -3 3

31 -2]+(0 1 3|=(3 2 1

2 0 1 2 4 1 4 4 2
3 -3 3 9 -9 9
3({3 2 1|=(9 6 3
4 4 2 12 12 6

Definice: A = (a;;) € R"*7 a B = (b;;) € RP*". Soutinem matic A a B (v tomto potadi) rozumime matici
C= (Cij) € R™" kde

p
cij = anbij+ apbyj + - - +apby; = ) agby; = a; - b;
k=1

provsechnai =1,...,m,j=1,...,n, . prvek na i-tém fadku a j-tém sloupci vznikne jako skalarni soucin i-tého
fadku matice A a j-tého sloupce matice B. Zapisujeme C = AB (v tomto poradyi).

Piiklad. Vynasobte matice

2 -1 2 2 4
31 =2 [-1 2
2 0 1 31
2.24(=1)-(=1)42-3 2-4-1-2+42-1 1 8
= 3.241-(-1)=-2:3 3-441.2-2-1]=[-1 12
2:240-(-1)+1-3 2-440-2+1-1 7 9

Na misté ij ve vysledné matici C je skalarni soucin i-tého fadku matice A a j-tého sloupce matice B. Uvedeny maticovy
soucin je tedy mozno chédpat jako Sest skaldrnich soucinti.

2 4 2 -1 2
-1 2]1-13 1 —2] = nenidefinovano
3 1 2 0 1

Pro matice NEPLATI komutativni zakon. Nasobime-li matice v opa¢ném pofadi, neodpovidaji dokonce ani pocty ¢lenti
skalarniho sou¢inu. Komutativni zdkon ale neplatf ani pro ¢tvercové matice.

-

Véta: Soucin matic je asociativni a distributivni zprava i zleva vzhledem ke s¢itani, tj. plati

A(BC) = (AB)C (asociativita)
A(B+C)=AB+ AC (levy distributivni zdkon)
(B+C)A=BA+CA (pravy distributivni zakon)

vzdy, kdyZ tyto operace maji smysl. Sou¢in matic neni komutativni.

Véta: Bud’ A matice. Pak plati IA = A a Al = A vzdy, kdyZ je tento soucin definovany.
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Hodnost matice

Definice: Bud' A matice. Hodnosti matice rozumime maximalni pocet linedrné nezévislych fddka matice. Hodnost
matice A oznacujeme h(A).

Véta: Hodnost matice, ktera je ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych fadki.

222 3 =15
001 0 0 3
A= 000 -1 2 1
000 0 o0 O

je ve schodovitém tvarua h(A) = 3.

222 3 =15
B=10 01 0 0
003 -1 2 1

neni ve schodovitém tvaru a jeji hodnost na prvni pohled nepozname.

W

-
Definice: Néasledujici tpravy nazyvame ekvivalentni:

s vz

e zameéna poradi Fadka
e vynasobeni libovolného fddku nenulovym ¢islem

e pficteni jiného fadku (nebo jeho nasobku) k druhému

o vynechani fadku slozeného ze samych nul

Definice: Dvé matice A, B nazyvame ekvivalentni, jestlize 1ze matici A prevést na matici B kone¢nym poctem
ekvivalentnich tprav. Zna¢ime A ~ B.

Véta: Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost. I

Pozndmka 8. Ekvivalentni matice maji stejnou nejen hodnost, ale také fadky matice jako vektory generuji stejny vektorovy
prostor. Matice vznikly pavodné pro zjednodudeny zapis soustav rovnic. Radek matice odpovida jedné rovnici soustavy. Ekviva-
lentni Gpravy matice jsou totéZ jako Gpravy, které provadime s Fadky soustavy p¥i hleddni feSeni (zdména poradi Fadku — rovnic,
vyndsobeni fddku — rovnice nenulovym &islem, atd.). Matice jsou tedy ekvivalentni ve smyslu zachovéavani feSeni odpovidajici
soustavy rovnic.

X1 +3x—x3=0 -(=2)
2x1+x2+x3=0 pti¢teme k druhé rovnici

X1 +3x)—x3=0
—5x +3x3 =0

13 -1y (1 3 -1
21 1 0 -5 3
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Véta: Libovolnou matici 1ze kone¢nym poctem ekvivalentnich tprav prevést do schodovitého tvaru.

Véta: Transponovani neméni hodnost matice. I

= Priklady na vypocet hodnosti matice. <

Inverzni matice

Definice: Bud' A € R™*" ¢tvercova matice fadu . Jestlize existuje étvercova matice A~! ¥adu n, splitujici vztahy
ATTA=T=AAT",

nazyvame matici A~! inverzni matici k matici A.

Véta: Necht’ matice A je ¢tvercova. Potom inverzni matice A~! existuje pravé tehdy, kdyz je matice A regularn, 4.
det(A) # 0.

Nasobeni inverzni matici je inverzni operaci k maticovému ndsobeni:

A-X=B

Al (A-X)=A"1.B
(A71.A).x=A"1.B
I-X=A"1.B
X=A"1B

o Jednotkova matice je neutrdlnim prvkem vzhledem k ndsobeni.
e Pokud bychom nésobili inverzni matici zprava, obdrzeli bychom vztah
A-X-A'=B-ATY,
ze kterého hledané X nelze vyjadfit.

Poznamka 9. Inverzni matici k ¢tvercové matici A hleddme pomoci fadkovach ekvivalentnich Gprav totoznych s Gpravami
zachovavajicimi hodnost matice na matici jednotkovou. Tytéz ipravy soucasné provadime na jednotkové matici a z jednotkové
matice takto vznikne matice inverzni A7,

= Priklady na vypocet inverzni matice. <
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Determinant matice

Definice: Permutaci o n-prvcich rozumime uspofddanou n-tici kq, ko, ..., ky, kterd vznikla pfeskladanim cisel
1,2,...,n. Inverzi rozumime zaménu i-tého a j-tého prvku v permutaci.

Definice: Bud' A € R™*" ¢tvercova matice fadu n. Determinant matice A je realné &islo
detA = E(—l)palkl@kz e Apk,

pies viechny permutace sloupcovych indexti. Cislo p je pocet inverzi dané permutace. Zapisujeme také det A =
|A] = |ay].

Poznamka 10. Podle definice je determinant Cislo, které vznikne jako soulet viech moznych soudinl prvki ze vsech fadkda,
ale riznych sloupct. Tato definice neni pfrilis vhodna pro vypoclet determinantu matice vysokého radu, protoze pocet séitanctl
rychle roste. Pro matici fadu n je polet permutaci n!. Pro matici fadu 1 a 2 je podle definice vypocet determinantu jednoduchy:

n=1: detA= a
=2: detA =ajaxy — appan

Pro matici fadu 2 rikdme predpisu pro determinant kfizové pravidlo, protoze prvky matice nasobime do kfize:

a1 a4

= a11dz2 — a124a21
a1 ax

Sarussovo pravidlo:
Pro matici fadu 3 plati

a1 412 413
azy dxp 4az3 =
as1 4asy 4ass
a1 412 413
azy dpx 4z3

a11a22a33 + 421432413 + 431412423
—a31422013 — 411432423 — 21412433

Determinant je ¢islo, které vznikne jako soucet vSech soucinti prvki v rliznych fadcich a soupcich a 1. Jednoduchy
zpusob, jak vSechny tyto ¢leny najit je tzv. Sarussovo pravidlo, kdy nejprve opiSeme prvni dva fadky matice pod
determinant, se¢teme souciny na vsech diagondalach a ode¢teme souciny na protismérnych diagonalach.

N %

Definice: Bud' A ¢tvercova matice. Je-li det A = 0, fikame, Ze matice A je singularni, v opatném piipadé fikdme,
Ze je regularni.

Véta: Ke ¢tvercové matici A existuje matice inverzni < A je reguldrni, tj. < det A # 0.

Véta: Determinant matice, kterd je ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki v hlavni diagonale.
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Véta: Nésledujici operace neméni hodnotu determinantu matice:

e pricteni linedrni kombinace ostatnich fadkt (sloupcti) k jinému radku (sloupci)

e ponechani jednoho fadku (sloupce) beze zmény a opakované pfi¢teni libovolnych nasobkt tohoto fadku
(sloupce) k ostatnim fadktim (sloupctim) matice

e transponovani matice

Véta: Nésledujici operace méni hodnotu determinantu popsanym zptisobem:

e piehozenim dvou fadk (sloupctl) determinant mén{ znaménko

o vydélime-li jeden fadek (sloupec) nenulovym &islem a, zmensi se hodnota determinantu a-krat (tj. z fadku
nebo sloupce 1ze vytykat)

Poznamka 11. Podle predchozi véty, plati

2 4 8 1 2 4 1 21
-1 2 4|=2|-1 2 4|=2-4-1-1 2 1
0 1 12 0 1 12 0 1 3

Definice: Necht’ A je ¢tvercova matice ¥adu n. Vynechdme-li v matici A i-ty fadek a j-ty sloupec, oznacujeme
determinant vzniklé submatice M;; a nazyvame jej minor p¥islusny prvku a;;. Cislo

Ay = (=)™ M

nazyvéame algebraicky doplnék prvku a;;.

Véta (Laplacetiv rozvoj determinantu): Pro libovolny sloupec resp. fddek determinantu A plati
n
detA = alel]‘ + aszz]‘ + 4 anjAn]‘ = 2 aiinj,
i=1

n
detA = anAn +apAp+ -+ ap A = ) a;Aj,
=1

tj. determinant se rovna souc¢tu vSech soucinti prvku a jeho algebraického doplitku libovolného sloupce nebo radku.

Poznamka 12. Radek nebo sloupec, podle kterého provadime rozvoj, je vhodné volit tak, aby obsahoval co nejvice nulovych
prvka.

‘= Priklady na vypocet determinantu matice. <
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Soustavy linedrnich rovnic

UvaZzujme nasledujici t¥i problémy: Najdéte vsechna realna ¢isla xq, xp, splitujici:
4x1+5x =7
X1 — 2X2 =4

Uloha 2 : (‘f) X1+ (52) 2 (Z)
ooss (4 3)(2)=())

Vsechny problémy jsou ekvivalentni a jedna se o jiny zapis téhoZ.

Uloha1 :

Definice: Soustavou m linedrnich rovnic o # nezndmych nazyvame soustavu rovnic

a11x1 + apxo + azxz + - -+ a1pxy = by
ax1X1 + axpXxy + a3xz + - -+ ax,xy = by
a31x1 + aspxy + azxz + - -+ +azu Xy = b

A1 X1 + Ay X2 + Ap3X3 + - -+ AynXn = by

Proménné xq, x, ..., X, nazyvame nezndmé. Realnd ¢isla ajj nazyvame koeficienty levych stran, redlné cisla bj
koeficienty pravych stran soustavy rovnic. ReSenim soustavy rovnic rozumime uspofddanou n-tici redlnych &isel
[t1,t2, ..., tn] pojejichz dosazeni za neznamé (v tomto potadi) do soustavy dostaneme ve vSech rovnicich identity.

Definice: Matici

a1y a4 a3 .

a1 Az Az -+ dyp
A =

Aml  Am2 Am3 - Amn

nazyvame matici soustavy. Matici

nazyvame rozsifenou matici soustavy.

Pozndmka 13 (maticovy zdpis soustavy linedrnich rovnic).

ann a4 e Ay X1 by

ay1 axp - Ay X2 by

Am1 Am2 - OAmn Xn by,
Ax=1»b

Definice: Plati-li v soustavé Ax = b
by=by=---

tedy Ax = 0, nazyva se soustava homogenni.
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Poznamka 14. Homogenni soustava linedrnich rovnic Ax = 0 je vzdy feSitelnd. Po dosazeni okamzité vidime, Ze n-tice x; = 0,
X =0, ..., x; = 0 je FeSenim. Toto feSeni nazyvadme trividlni. U homogennich soustav linedrnich rovnic tedy bud existuje
pouze trividlni FeSeni, nebo existuje nekonec¢né mnoho feseni.

Véta (Frobeniova véta): Soustava linedrnich rovnic Ax = b je feSitelnd pravé tehdy, kdyz matice soustavy A a

rozsifena matice soustavy A, = (A|b) maji stejnou hodnost, tj. h(A) = h(Ay).

e Soustava nemd feseni, pokud h(A) # h(A,).

e Soustava ma pravé jedno feSeni, pokud h(A) = h(A,)

n
e Soustava mé nekone¢né mnoho feseni, pokud h(A) = h(A,) < n. Tato feSeni lze vyjadfit pomoci (n — h(A))
nezavislych parametrt.

Gaussova eliminaéni metoda

Moy

Pfevedenim rozsifené matice soustavy na schodovity tvar zjistime, zda je soustava rovnic feSitelna (Frobeniova véta). V
piipadé, ze h(A) = h(A,), fe$ime soustavu tzv. Gaussovou elimina¢ni metodou, kdy neznamé vyjadfujeme z rovnic
odpovidajicich fddktim matice ve schodovitém tvaru, které jsou ekvivalentni ptivodnim rovnicim. Vyjadfovani
provadime odspodu soustavy.

= Ptiklady na Gaussovou eliminaéni metodou. <

Cramerovo pravidlo

Véta (Cramerovo pravidlo): Je-li matice A ¢tvercova a regularni, ma soustava Ax = b jediné feSeni a pro i-tou
slozku x; tohoto feSeni plati:

kde D = det A a D; je determinant matice, kterd vznikne z matice A vyménou i-tého sloupce za sloupec b.

'= Ptiklady na Cramerovo pravidlo. <

Analyticka geometrie v roviné

Véta: Libovolnou pfimku p v roviné 1ze vyjadfit rovnici
ax +by+c =0,

kde a,b, c jsou konstanty, ptitemz a, b nejsou soucasné rovny nule. Vektor n = (a,b) je kolmy k pfimce p. Naopak
kazda rovnice tvaru ax + by + ¢ = 0, kde a® 4 b? > 0, pfedstavuje p¥imku p v roviné kolmou k vektoru n = (a,b).

Definice: Rovnice
ax+by+c=0

se nazyva obecnd rovnice p¥imky, vektor n = (a, b) se nazyva normélovy vektor pfimky. Kazdy nenulovy vektor,
ktery je k normélovému vektoru kolmy se nazyva smérovy vektor pfimky.

Jednim ze smérovych vektort je napf. vektor s = (—b, a), protoZe skaldrni sou¢in vektort s a 1 je roven nule.
<1 ©Lenka Pribylova, 2007Ed]



Definice: Smérnici pfimky p o rovnici ax + by + ¢ = 0, kterd neni rovnobéznd s osou y, tj. b # 0, rozumime podil
a

Smérnice k = tga, kde « je tihel, ktery pfimka svird s osou x. V pfipadé, Ze b # 0, tj. pfimka je rovnob&Znd s osou y,
fekneme, Ze piimka p nema smérnici. Pfimku p se smérnici k je mozné vyjadfit ve smérnicovém tvaru y = kx + g.
Pfimku, ktera protind soufadné osy v bodech rtiznych od pocatku souradnic, 1ze vyjadfit také rovnici v tzv. isekovém

tvaru Xy
“4+ L=,
p 4
kde p # 0 je tsek vytaty pfimkou na ose x, g # 0 je dsek vytaty pfimkou na ose y.
y
9
| 0 p x

Piimku p, kterd prochdzi bodem A = [x, yo] se smérovym vektorem s = (s1,s;) ma parametrické rovnice
X =xo+s1t, Y =yo+sat,

kde t € (—00, ) je parametr.

Véta: Pfimka urcend body A = [x1,y1] a B = [x, 2] mé obecnou rovnici

X — X1 y—un —0.

X —X1 Y2— W1

Je-li x1 # x,, ma pfimka smérnici a Ize ji zapsat ve tvaru

y— 11 = u(x_xl),

X2 — X1

Pfimka ur¢end bodem A = [x1,y1] a smérovym vektorem s = (sp,s;) ma obecnou rovnici

X — X1 y—yl
51 52

=0.

p
Definice: Vzdéalenostbodtt A = [x1,y1] a B = [x2, 2] v rovinném kartézském soufadném systému je délka usecky

AB aje déna vztahem

AB| = \/(x2— x1)2 + (y2 — 112
Pro vzdélenost d bodu A = [xp, yo] od pfimky p o rovnici ax + by + ¢ = 0 plati

_ laxo 4 byo +c|
VaZ 102

d

Dvé piimky o rovnicich ajx + bjy +¢; = 0 a axx + boy 4 ¢ = 0 sviraji thly ¢ a m — ¢, pfi¢emz plati
a ap + blbz
NEFTEN

Dvé piimky o rovnicich y = kyx + g1 a y = kox + g sviraji dhly ¢ a 7w — ¢, p¥iCemz plati

cos ¢ =

k=K
th)— Tklkz, pr0k1k2+1 #O,
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q;:;, pro kik, +1 = 0.

Casto je tfeba rozhodnout o vzdjemné poloze dvou pfimek p, g o rovnicich a;x + b1y +c1 = 0aayx + byy +cx = 0.

P s |41 b1 _
pllg préave tehdy kdyz 0 by = 0,
ap b

p =4q praveétehdy kdyz ( ) ma hodnost 1.

a by
Je-li p ptimka ax + by + ¢ = 0 a g pfimka dand bodem A a smérovym vektorem (sq,sp), pak
pllg pravé tehdy kdyz as; + bsy = 0.

Je-li p pfimka dana bodem A a smérovym vektorem (sq,s;) a q pfimka dana bodem B a smérovym vektorem (uq, u5),

pak

51 82
Uz

pllg praveé tehdy kdyz =0.

Pozndmka 15. Rovnobézné pfimky (resp. jejich smérové vektory) nazyvame kolinearni. Smérové vektory kolinedrnich pfimek
jsou linearné zavislé.

KuZelosecky

Definice: KruZnice je mnozina bodt v roving, které maji od pevného bodu S (stfedu kruznice) konstantni vzdalenost
¥, nazyvanou polomér kruZnice.

Véta: Kruznice o stfedu v bodé [xg, o] a poloméru r mé obecnou rovnici

(x—x0)> + (y —yo)* =1~

Definice: Elipsa je mnozina bodt v roviné, které maji od dvou pevnych bodt F;, F, (ohnisek) konstantni soucet
vzdalenosti (24).

Véta: Elipsa ve stiedové poloze, pfi niz ohniska leZi v bodech F; = [—¢,0] a F, = [e,0] o polooséch délky a, b, mé
rovnici

2y 2_ 2 2

a_2+ﬁ:1' kde b° =a°—e¢".

Elipsa se stfedem v bodé [x, o], jejiZ osy jsou rovnobézné s osami soufadného systému ma obecnou rovnici
2 2
(x_xo) +(y_y0) =1
a? b2
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Poznamka 16. Cislo a se nazjva hlavni poloosa elipsy, b vedlej$i poloosa elipsy a e excentricita elipsy (vystiednost elipsy).

Definice: Hyperbola je mnoZina bodti v roving, které maji od dvou pevnych bodt F;, F, (ohnisek) konstantni rozdil
vzdalenosti (24).

Véta: Hyperbola ve stfedové poloze, pfi niz ohniska leZi v bodech F; = [—e,0] a F, = [e, 0] ma rovnici
2 2
¥y 2_ 2 2
a—z_ﬁ—l, kde b° =e"—a".

Hyperbola se sttedem v bodeé [x, o], jejiZ osy jsou rovnobézné s osami soutadného systému ma obecnou rovnici

(x—x0)*  (y—yo)* _ 1
a2 2

Definice: Parabola je mnozina bodti v roviné, které majf stejnou vzdalenost od pevného bodu F (ohniska) a pevné
ptimky d (¥idici pfimky), neprochazejici bodem F.

Véta: Parabola s ohniskem F = E’ 0] a s fidici pfimkou x = —g ma rovnici

y? = 2px,

kde 2p se nazyva parametr paraboly.

|
NI
o
e §
Il
| — |
NI
o
—_
=

Parabola s vrcholem v bodé [x, yo] a osou y = yy mé& obecnou rovnici

(¥ = y0)* = 2p(x — xo).

Parabola s vrcholem v bodé [xp, yo] a osou x = xp mé obecnou rovnici

(x —x0)* = 2p(y — vo)-
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Analyticka geometrie v prostoru

Véta: Libovolnou rovinu p v prostoru lze vyjadfit rovnici

ax +by+cz+d=0,

kde a, b, c,d jsou konstanty, ptitemz a,b, c nejsou sou¢asné rovny nule. Vektor n = (a,b,c) je kolmy k roviné p.
Naopak kazdé rovnice tvaru ax + by + cz +d = 0, kde a> + b* + ¢* > 0, piedstavuje rovinu p kolmou k vektoru
n=(ab,c).

Definice: Rovnice
ax+by+cz+d=0

se nazyva obecnd rovnice roviny, vektor n = (a,b, c) se nazyva normalovy vektor roviny.

Rovinu, kterd protina soufadné osy v bodech riiznych od pocatku soufadnic, l1ze vyjad¥it také rovnici v tzv. isekovém

tvaru
X Yy z

kde p # 0 je tsek vytaty pfimkou na ose x, q # 0 je tsek vytaty pfimkou na ose y a r # 0 je tisek vytaty pfimkou na ose
z.

| = Animace roviny. <

Rovina p uréena bodem A = [xo, 1o, z0] @ dvéma nekolinedrnimi vektory u = (uy, up, u3) a v = (v1,v2,v3) ma
parametrické rovice
X =xo+us+uvit, y=1yo+uss+uaf, z=2z9+ uss+ vzt

kde s, t € (—o0, 00) jsou parametry.

Véta: Rovina ur¢end body A = [x1,¥1,21], B = [x2,Y2,22] a C = [x3,3,23] ma obecnou rovnici

X —X1 y—yl Z—2Z1
Xo—Xx1 Y2—Yy1 z2—z1|=0.
X3 —X1 Ys—Y1 23— 721

Rovina uréend bodem A = [x1, 1, z1] a nekolinedrnimi vektory u = (11, up, u3) a v = (v1, v, v3) ma obecnou rovnici

X—X1 Y—Y1 z2—21
ur Us Uus =0.
U1 02 U3

Definice: Vzdélenost bodu A = [x1,y1,21] @ B = [x2,Y2,22] v 3-rozmérném kartézském soufadném systému je
délka tsecky AB a je ddna vztahem

|AB| = \/(xz —x1)?2+ (y2 —y1)* + (22 — 1)
Pro vzdélenost d bodu A = [x, yo, zo| od roviny p o rovnici ax + by + cz +d = 0 plati

d— |ax0+by0+czo+d|

Va? +b? 42
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Dvé roviny o rovnicich a1 x + by + c1z +dy = 0 a axx + by + 2z + dp = 0 sviraji thly ¢ a 7w — ¢, pficemZ plati

ayay + ble + c1C2
VB B+ + 5+ 3

cos @ =

Véta: Pfimka p, kterd prochazi bodem A = [xg,yo,zo] rovnobézné s nenulovym vektorem s = (s1,5p,53) ma
parametrické rovnice
x=xp+ts1, y=yottitss, z=2zp+1s3

kde t € (—o0,00) je parametr. Vektor s je smérovy vektor pfimky p.

Véta: Prisecnici dvou rliznobéZznych rovin danych rovnicemi
ax+biy+c1+d1 =0, ax+by+cy+dy=0

je pfimka, jejiz smérovy vektor je dan tzv. vektorovym souéinem normalovych vektort téchto rovin, tedy

s = (a1,by,c1) X (az,by,c2) = (bicy — c1bp, c1ap — a1cz, a1by — bray).

Vektorovy souéin vektorti u = (uq, up, u3) av = (v1, vz, v3) mizeme symbolicky psat takto:

i j ok
UXv= Uy Uy us|.
01 U2 U3
Poznamka 17. Plati
lu x v| = |ul-|v| sing,

kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory u a v, tj. vektorovy soucin ma velikost rovnu obsahu rovnobé&zniku uréeného témito vektory
a smérovy vektor je k nim kolmy.

Véta: Bud déna rovina p : ax + by + cz +d = 0 a pfimka p se smérovym vektorem s = (s1,5y,53).

pllp pravé tehdy, kdyZz normalovy vektor roviny
je kolmy ke smérovému vektoru pfimky, tj.

n-s=uasy +bsy+cs3 =0,
p L p prévétehdy, kdyzjsou vektory s a n kolinearni, tj.

<a1 by Cl) ma hodnost 1.
51 S2 S3

. T
Definice: Uhlem, ktery svird pfimka p s rovinou p, rozumime thel ¢ € (0, 5), ktery svira pfimka p se svym

pravodhlym primétem do roviny p.
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Vyznamné plochy v prostoru

Koule se sttedem v bodé S = [xg, Yo, 20| a poloméru » ma rovnici
(x = x0)* + (¥ — y0)* + (2 — 20)* = 1*.

Elipsoid se stfedem v pocatku soufadnic a s poloosami a4, b, c ma rovnici

2 2 2
Xt oyt ozt
2tpta=t

Elipticky hyperboloid se stfedem v po¢atku soufadnic ma rovnici
22
[

Elipticky paraboloid s vrcholem v pocatku soufadnic méa rovnici

x 2

kdep-gq>0.

Hyperbolicky paraboloid s vrcholem v po¢atku soufadnic ma rovnici

N

2
Ty 2z,
P9
kdep-gq>0.

Kuzel's vrcholem v pocatku soufadnic md rovnici
¥y oz

a2 p2 2

Diferencidlni pocet funkci jedné proménné

Definice: Okolim bodu xy € R rozumime libovolny otevieny interval I, ktery tento bod obsahuje.

Nejcastéji se pouziva interval, jehoz je bod x( stfedem.

Xg—0 X0 X+ 6

I O-
T O

O
O

Takovyto interval nazyvame é-okolim bodu xy a oznacujeme Oy (xg). Jestlize z -okoli bodu xy vyjmeme bod x,
mluvime o ryzim J-okoli bodu xy a budeme jej znacit Os(xg).

Xg— 06 X0 xo+6

O O

Pravym ryzim $-okolim bodu x( rozumime otevteny interval O}f (xq) = (xo, xo + 9)

X0 xg+6

1% O

a levym ryzim d-okolim bodu x( rozumime otevieny interval O} (xq) = (xo — J, Xo).

XO—(S X0
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Limita funkce

Definice: Necht'xp,L € Ra f : R — R je funkce f definovana v néjakém ryzim okoli bodu xy.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x( limitu rovnu &islu L, jestlize Ve > 0 existuje 36 > 0 takové, Ze pro x € Os(x)
plati f(x) € O¢(L). Piseme

lim f(x) = L.

X—X0

Jednostranna limita

Definice: Necht'xp, L € Ra f : R — R. Déle necht’je funkce f definovana v néjakém pravém ryzim okoli bodu x.

Rekneme, Ze funkce f mé v bodé x limitu zprava rovnu &islu L, jestlize ke kazdému € > 0 existuje 6 > 0 takové,
ze pro Vx € OF (xo) plati f(x) € O¢(L).

Piseme lim f(x)= L.
xﬁxa’

Analogicky definujeme limitu zleva.
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Véta: Funkce ma v kazdém bodé nejvyse jednu limitu (limitu zprava, limitu zleva).

Véta: Funkce ma v bodé x¢ € R limitu pravé tehdy kdyz

lim+f(x) = lim f(x).

X=X X—Xg

Nevlastni body

Definice: Roz§ifenou mnozinou redlnych &isel R* rozumime mnozinu reélnych ¢&isel R rozsifenou o body +oo.
Oznacujeme
R* =R U {0, —c0}

Prvky +co nazyvame nevlastni body, body mnoziny R nazyvame vlastni body.

Pro a € R definujeme:

a-+ 00 =00, a—o00=—00, 00 + 00 = 00, —00 — 00 = —00
a a
0000 = —00.(—00) = 00, 00.(—00) = —o0o0, ;_E_O
—00 < < 0, | + 00| = o0,
Je-lia > 0 definujeme
4-00 =00 a-(—o0) = —o0,
aje-lia < 0 definujeme
4-00 = —00 a-(—o0) =00

Poznamka 18. Nejsou tedy definovany operace:

“+o00

00 — 00, +00.0 a Too

Takovymto vyrazim fikdme neurcité vyrazy. Poznamenejme, Ze samozfejmé neni definovano déleni nulou.
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Nevlastni limita

Definice: Rikdme, Ze funkce f(x) ma v bodé xo nevlastni limitu +co (—c0), jestlize pro VM > 0 existuje 6 > 0
takové, ze pro Vx € Og(xg) plati f(x) > M (resp. f(x) < —M).

Piseme lim f(x) = +oco(—00.)
X—X0

y=f(x)
Pozndmka 19. Aby existovala limita v bodé xy € IR, nemusi byt funkce f v bodé xg definovdana. Napfiklad limita funkce

. sinx
lim

existuje, i kdyz tato funkce neni definovdna v bodé 0. Funkce naopak musi byt definovana v néjakém ryzim okoli

x—0

(nebo jednostranném ryzim okoli, v pfipadé jednostranné limity) bodu a. Neni tedy definovana napfiklad lim1 V1 —3x2, nebo
X—

lim In(x).

x—0~

'= Ptiklad na numericky vypocet limity <

Limita v nevlastnim bodé

Definice: Rikdme, Ze funkce f(x) méa limitu L v nevlastnim bodé +oco (—c0), jestlize pro Ve > 0 existuje K > 0
takové, Ze pro Vx > K (resp. Vx < —K) plati f(x) € O¢(L) .
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Spojitost funkce

Definice: Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd v bodé xo, jestlize xo € D(f) a JChrrxl f(x) = f(xo) .
—X0

Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojita zprava (spojita zleva) v bodé xo, jestlize xo € D(f) a lim f(x) = f(xo)

(lim f(x) = f(x0)). °

x—»xo_

Definice: Rekneme, Ze funkce je spojita na intervalu (a,b), (a,b) (a,b) (a,b), je-li spojitd v kazdém jeho vnitinim
bodé a v krajnich bodech (pokud tam patfi) je spojitd zprava resp. zleva.

Véta: Spojitd funkce nabyva v uzavieném intervalu (a, b) své nejvyssi a nejnizsi hodnoty a také vSech hodnot mezi
nimi.

R al

|
: ‘
| |
Ia b x

Véta: Necht' f(x) je spojita funkce v uzavieném intervalu (a,b) a plati f(a) - f(b) < 0. Pak existuje alespori jedno

gislo ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = 0.

Pravidla pro pocitani s limitami

-
Véta: Bud'a € R*, k € R, f,g: R — R. Jestlize maji f a g v bodé& a limitu, pak plati
limk =k
X—a

;g(fm + g(x)) = lim f(x) & lim g(x)
lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x)
lim k- f<x> k- lim £(x)
) _
)

Ly lmfe)

xX—a
x—a g(x

pro lim g(x) # 0.

lim g(x) X—a

X—a

Zobecnénim zakladnich pravidel dostavame linearitu limity:

Bim (kg fy () + -+ ke fu(x)) = ky lim £ (x) 4 < -+ K lim £ ()
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S vyuzitim pfedchozi véty lze pocitat ndsledujici limity

1. lim (arctgx + arccotgx) = Tir0==
x—00 2 2
1
2. lim —cosx=—-00-1= —00
x—0— X
3. %im — =1 -1 _g
x—o0 xe¥ 00 - 00 (o)

Vétu nelze pouzit pro vypocet limity

lim (1 +1nx>,
x—0+ \ X

protoZe bychom obdrzeli neur¢ity vyraz |jco — oof|.

Véta: Je-li funkce g je spojita, plati

lim ¢(f(x)) = g(lim f(x)).

X—X0 X—Xq

TotéZ plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Dale tedy plati napft.

lim | £(x)] = | lim f(x)|

X—a

lim (f(x))" = (lim f(x))"

tm 3/ 6) = /By )

lim b/ (%) = plime—a f(x)

lim (log,, f(x)) = log, (lim f(x))

X—a

Piiklad . Uvedenou vétu lze pouzit pro vypocet nasledujicich limit:

1. lim In
+

x—0

(3) = lmesl =0
X

2. lim arctg(e™) = || arctgoo|| = g
xX——00

3. lim In(sinx) = || In(0+)|| = —oo
x—07F

Vypocet limity funkce

e Vbodé¢, ve kterém je funkce definovana a spojitd vypocteme limitu pfimym dosazenim|

e V bodé, ve kterém funkce neni definovana nebo neni spojitd mohou dosazenim vznikat vyrazy typu

EE B E

k

0
0

[e )
all—
o

(=}

Gprav.

které vedou k nevlastni limitg,

coZ jsou neurcité vyrazy, které lze fesit vétsinou pomoci L "Hospitalova pravidla nebo pomoci
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= Interaktivni on-line kvizy na limity elementarnich funkci <

= Interaktivni on-line kvizy na zdkladnich operace s limitami <

= Ptiklady na vypocet limit <

= Interaktivni on-line kvizy na vypocet limit <

Derivace funkce

Definice: Necht'xy € D(f). Rekneme, e funkce f ma v bodé xy derivaci rovnu f'(xp), jestlize existuje kone¢na
limita

) = i L0 1) Fl30)

Neexistuje-li tato limita, fikdme, Ze funkce f(x) nema v bodé x derivaci.

f(xo +h)A
f(xo)t

O/ JCIO xo+h X

Poznamka 20. Geometricky vyznam derivace:

Se&na ke grafu funkce f prochézejici body [xo, f(x0)] a [xo + h, f(xo + h)]
f(xo+1) = fx0)
h
se¢na v te¢nu v bod& [xo, f(x0)]. Limitni hodnota, tj. smé&rnice teény, je potom rovna derivaci f’(xg).

ma smérnici . Jestlize se s bodem (x( + h) blizime k bodu x( (tj. provadime-li limitni pfechod }lirrb), prejde

Pozndmka 21. Ma-li funkce f v bodé& x( derivaci, je rovnice teény ke grafu funkce v bodé [xo, f(x)]
y = f'(x0)(x = x0) + f (x0)-
y iy =f(x0)(x —x0) + f(x0)
y=fx)
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http://old.mendelu.cz/~marik/kvizy/lim1-CZ.pdf#page.1
http://old.mendelu.cz/~marik/kvizy/lim2-CZ.pdf#page.1
http://old.mendelu.cz/~marik/kvizy/limity.pdf#page.1

Definice: Necht'md funkce f derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu I. Pfedpisem, ktery kazdému bodu x
z intervalu I pfifadi derivaci funkce f v bodé x je na I definovana funkce, kterou nazyvame derivaci funkce f na

intervalu I a oznacujeme f'.

< . o . d
Casto oznacujeme derivaci mimo f’ také jako y’ nebo &

dx

Funkci, ktera ma v bodé x( resp. na intervalu I derivaci, nazyvame diferencovatelnou v bodé x( resp. na intervalu I.
Ptiklad . Vypoctéte f'(x) funkce f(x) = x.

f e XHR—x L h
fO == = ime =t

flx)=(x)'=1

Vzorce a pravidla pro derivovani

Véta: Necht' f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

Derivace elementarnich funkci jsou ddny nasledujicimi vztahy a jsou definovany pro vsechna x z defini¢niho oboru
elementarni funkce:

K=0 (cosx)' = —sinx

(x") = na""! (tgx)" = co:Zx

() = e (cotgx) = _Sinl2x
_ 1

(@) =a*Ina (arcsinx)’ = N
1 1

(Inx)" = < (arccosx)’ = Vi

(log, %) = —— (arctg )’ = 7 +1x2

(sinx) = cosx (arccotgx)’ = 1 _&xz

= Priklady na zékladni vzorce pro derivovani. <

Véta: Pro sloZenou funkci plati

()] = f'(g(x)g'(x),

kde existence derivace vlevo plyne z existence derivaci vpravo.

Poznamka 22. Vyraz f'(g(x)) v pfedchozi vé&t& znamena derivaci funkce f vypo&tenou v bodé& g(x).
E| B (©Lenka Pribylova, 2007@



= Priklady na derivovani sloZené funkce. <|

= Interaktivni on-line kvizy na metodu derivovani. <
= On-line p¥iklady na vypocet derivace funkce. <

= Dalsi interaktivni on-line pfiklady na vypocet derivace funkce. <=

Diferencial funkce

Definice: Necht’ funkce f(x) je spojitd v n&jakém okoli O(xp) bodu xy a necht’ existuje derivace f'(xg). Necht’
xo + h € O(xp). Diferencidlem funkce f(x) v bodé xo rozumime vyraz

df(xo) = f'(x0) - h.

R
| |
0 / JCIO xoli—h X

Poznamka 23. Pro riizné hodnoty & dostavame riizné hodnoty diferencialu df (xg). Diferencial df(xg) je tedy funkci proménné
h (evidentné funkci linedrni). Pokud budeme uvaZovat obecny bod x, v némz existuje derivace f'(x), bude diferencial df(x)
funkci dvou proménnych x a h. ProtoZe pro funkci f(x) = x plati df(x) = dx = 1-h, miZeme pouZit vztahu h = dx pro
obvykly historicky zépis diferencidlu a derivace funkce y = f(x):

df (x) =dy = f'(x)dx, tj.

fie) =2

Derivace vyssich fada

Derivaci 2.¥4du (druhou derivaci) funkce f(x) nazyvame funkci (f')’, tj. derivaci prvni derivace funkce y = f(x).
Podobné derivaci 3.fddu definujeme jako derivaci 2. derivace.

Definice: Derivaci n-tého ¥adu funkce f(x) definujeme jako derivaci derivace ¥adu n — 1, §. f") = [f (n=1) (x)] g

Vyssi derivace oznacujeme takto:
f//’ f”// f(4)/ f(5)’ ’f(n)

nebo
4) .05 y(n)

y”,y”’,y Ly,

nebo
a?y dy d"y

dx2’ dx3’ " dxn’

= Priklady na derivace vyssich fadi. <
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http://old.mendelu.cz/~marik/kvizy/metody-derivace.pdf#page.1
http://old.mendelu.cz/~marik/prez/derivace-cz.pdf#page.1
http://old.mendelu.cz/~marik/kvizy/derivace.pdf#page.1

Uziti derivaci k vypoctu limit

Véta: 'Hospitalovo pravidlo:
Necht'a € R* a necht’funkce fa g jsou definovany v n&akém ryzim okoli bodu a a maji zde derivaci. Necht' déle
plati bud’

lim f(x) = lim g(x) =0 nebo

X—a X—a
lim [g(x)]| = o
Pak plati
!/
F5) _ i £15)
xagx)  xmagl(x)
pokud limita na pravé strané rovnosti existuje. TotéZ plati i pro obé jednostranné limity.

nebo takto:

Poznamka 24. Predchozi vétu lze pouzit na vSechny neurcité vyrazy. Lze je prevést na vyrazy typu

0 0 o) )
01 =7 = o] e 101 =] = 5]
0
||oo —oo|| Ize prevést na spol. jmenovatel do tvaru 0 nebo zH

110 = e = [l | = el

a stejny trik Ize pouit na vyrazy typu [|0°] a ||cd?|.

= Priklady na uZiti 'Hospitalova pravidla. <

Monoténnost funkce. Lokalni extrémy.

P
Véta: Necht' f(x) je na (a, b) spojitd a ma derivaci v kazdém jeho vnitinim bodé&. Pak plati:

e Funkce f(x) je na (a,b) konstantni < Vx € (a,b) plati f'(x) = 0.

e Funkce f(x) je na (a,b) rostouci < Vx € (a,b) plati f'(x) > 0.

e Funkce f(x) je na (a,b) klesajici < Vx € (a,b) plati f'(x) < 0.

Definice: Rekneme, Ze f(x) ma v bodé x( lokdlni maximum (minimum), resp. lokalni extrém, jestlize Vx z n&jakého
okoli xg plati f(x) < f(xg) (f(x) > f(x0)). Pokud pro x # x plati ostré nerovnosti, nazyvame lok. extrém ostrym.
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Véta: Ma-li funkce f v x( lokalni extrém, pak f'(xp) = 0 nebo derivace f’(x() neexistuje.

Véta: Necht' f'(xg) = 0a f(xp) # 0. Pak m4 f(x) v xo lokdIni extrém, a to

e lokalni maximum, je-li " (xg) <

e lokalni minimum, je-li f"(xp) >

Definice: Je-li f'(xg) = 0, pak bod [xg, f(x()] nazyvame staciondrnim bodem.

= On-line p¥iklady na vypocet lokalnich extrémti. <

Konvexnost a konkavnost. Inflexni body.

Definice: Funkci nazveme konvexni (konkavni) v bodé x, jestliZe jeji graf lezi v okoli xp nad (pod) te¢nou v tomto
bodé.

Funkci nazveme konvexni (konkavni) na intervalu I, je-li konvexni (konkavni) v kazdém jeho bodé.

Véta: Necht' f’(x) je diferencovatelna na (a, b). Pak

e jestlize Vx € (a,b) plati f(x) >0 = f je konvexnina (a,b),

e jestlize Vx € (a,b) plati f(x) <0 = f je konkdvnina (a,b).

Definice: Funkce f méa v bodé xy inflexni bod, jestlize ma v xo te¢nu a f”/(x) zde méni znaménko (graf funkce
prechazi z konvexity do konkavity nebo naopak).

Disledek:
Funkce f(x) mtiZe mit inflexni bod v takovém bodé xy kde f”(xp) = 0 nebo kde f”(x() neexistuje.
y=f(x) (\
0 ) X
inf.

= Priklad na vypocet inflexnich bodt, konvexnosti a konkdvnosti. <
E| B @©Lenka Piibylové, 2007
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Asymptoty funkce

Definice: Asymptota je pfimka, ktera je tecnou ke grafu funkce v nékterém nevlastnim bodé.

Véta: Funkce ma

e asymptotu bez smérnice x = xy < md f v bodé xg nevlastni limitu zleva nebo zprava.

e asymptotu se smérnici y = kx + g prox — f£oo &

k= lim ﬁeRa g= lim (f(x)—kx) e R

x—+oo X x—+oo

= Priklad na vypocet asymptot. <|

Priabéh funkce

Postup pfi vySetfovani pribéhu funkce:

1. Ur¢ime D(f), sudost, resp. lichost, periodi¢nost funkce a priseciky grafu funkce se soufadnymi osami. Najdeme
intervaly, kde je funkce kladna a kde zaporna.

2. VySetfime chovani funkce v nevlastnich bodech a najdeme asymptoty.
3. Vypocteme f’, najdeme stacionarni body, intervaly monoténnosti a nalezneme lokalni extrémy.
4. Vypocteme f”, najdeme kritické body, intervaly konvexnosti a konkévnosti a nalezneme inflexni body.

5. Nadrtneme graf.

= Priklady na pribéh funkce. <
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Taylorav polynom

Funkéni hodnotu dovedeme piesné vypocitat pouze u polynomt a raciondlnich lomenych funkci s raciondlnimi
koeficienty. U ostatnich funkci je tfeba pouzit pro vypocet numerické hodnoty nékterou z aproximaénich metod.
Zakladni aproximac¢ni metodou je pouZiti Taylorova polynomu piislusného dané funkci.

-
Definice: Necht’ funkce f mé v okoli bodu x( spojité derivace az do fddu n + 1. Taylorovym polynomem r-tého

stupné pfislusnym funkci f(x) v bodé xy rozumime polynom

f'(x0) f"(x0)

() =f(x0) + 102 (v — o) + L7 (x— w2

2!

Poznamka 25. Tayloriv polynom stupné n ma v bodé xg stejnou funkéni hodnotu a také vSechny derivace az do fadu n jako
funkce f, tj.

Tu(x0) = f(x0),
Ti'(x0) = f'(x0),

T, (x0) = £ (xo).

= On-line animace Taylorova polynomu. <

Véta (Taylorova véta): Necht' funkce f ma v okoli O(x() bodu x( spojité derivace az do fadu n + 1. Pak existuje
vhodné &islo ¢, které lezi mezi xg a x takové, ze Vx € O(xp) plati

f(x) = Tﬂ(x) + Rn+1(x)’

kde Ty(x) je Taylortiv polynom a R, 1(x) je polynom stupné alespoii n + 1 v proménné (x — xp), ktery nazyvame
zbytkem. Zbytek miize byt napf. tvaru

(n) ¢ n+1

Ryar(x) = 22D (v~ )

(n+1)!

'= Priklady na vypocet Taylorova polynomu. <

= Jak byt lepsi neZ kalkuladka... <
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Integrdlni pocet funkci jedné proménné

-
Definice: Bud' I otevfeny interval, f a F funkce definované na I. Jestlize plati

F(x)=f(x) proVxel,

nazyvé se funkce F primitivni funkci k funkci f, nebo téZ neurcity integral funkce f na intervalu I. Zapisujeme

/ £(x) dx = F(x).

Poznamka 26. Z existence derivace primitivni funkce F(x) vyplyva, Ze je vzdy spojitd na I.

Véta (postacujici podminka existence neurcitého integralu): Ke kazdé spojité funkci existuje neurcity integral.

Véta (jednoznacnost primitivni funkce): Primitivni funkce je na daném intervalu k dané funkci uréena jednoznacné,
az na libovolnou aditivni konstantu. Pfesnéji, plati nasledujici:

1. Je-li F primitivni funkei k funkci f na intervalu I, plati totéz i pro funkci G(x) = F(x) 4+ ¢, kde ¢ € R je
libovolna konstanta nezavisla na x.

2. Jsou-li F a G primitivni funkce k téZe funkci f na intervalu I, li$i se obé funkce na intervalu I nejvyse o aditivni
konstantu, tj. existuje ¢ € R takové, Ze

F(x) =G(x)+c¢  provsechnax € I.

Zikladni vzorce a pravidla

Véta: Necht' f, g jsou funkce integrovatelné na I, ¢ necht’je redlné ¢islo. Pak na intervalu I plati

@ +gx)dr= [ flx)axt [gx)ax,
/cf(x)dx:c/f(x)dx.

Zakladni vzorce pro nalezeni primitivni funkce vyplyvaji ze vztahti pro derivace elementarnich funkci a jsou dany
nésledujicimi vztahy. Primitivni funkce jsou definovany pro vSechna x z defini¢niho oboru integrované funkce:
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/de:c /e"dx:ex+c

X
/1dx:x+c /a"dx:a—+c,1;£a>0
. Ina
/x”dxxn+1 +c /#*larct £+c
Tt 2t A2 ANCE Y

X
= arcsin — + ¢

1
/\/Az—xz A
1
| g =l VARl e

1
/—dlen\x\—l—c
x

/sinxdx: —cosx+c

. 1 1 A+x
/cosxdx—51nx+c /mdx_ﬂln‘/l—x +c
1 f(x)
dx = —cotgx +¢ / dx =1 xX)|+c
[ o dx = cotg ) X =l

/ ! dxy =tgex+c¢c
J cos?x -

Véta (specidlni ptipad slozené funkce): Necht’ f je funkce integrovatelna na I. Pak

[ flax+b)dx = T Fax+),

kde F je funkce primitivni k funkci f na intervalu I. Plati pro ta x, pro kterd je ax + b € 1.

= Ptiklady na pfimou metodu integrace. <

Metoda per partes

umoznuje derivovat nékteré souciny. Vychazi z pravidla pro derivaci souc¢inu:

(u-v) =u'v+ud

/(u~v)’dx: /u’vdx+/uv’dx

uy = /u’vdx+/uv’dx

/uv’dx:uv—/u’vdx

Poznamka 27 (integraly typické pro vypocet metodou per-partés). Bud P(x) polynom. Metodou per-partés integrujeme
napriklad integraly nasledujicich typd

/P(x)e""‘dx,/P(x) sin(ax) dx, /P(x) cos(ax) dx,

/P(x) arctgxdx,/P(x) In" x dx.

U prvni skupiny integral postupujeme tak, Ze polynom derivujeme, ¢imz snizime jeho stupen, a v pripadé potreby tento postup
opakujeme. U druhé skupiny integralii naopak derivujeme funkce arctgx a Inx.

= Ptiklady na metodu per partes. <
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Substituéni metoda

Véta: Necht' f(f) je funkce spojitd na intervalu I, necht’ funkce ¢(x) ma derivaci na intervalu | a plati ¢(J) = I.
Potom na intervalu | plati

[ fotne dx= [ f0yat

dosadime-li napravo t = ¢(x)

Pozndmka 28. Formalné substituci provadime tak, Ze pi¥eme v integralu vpravo t misto @(x) a dt misto ¢'(x) dx.

Véta: Necht’ f(x) je funkce spojita na intervalu I, necht’ funkce ¢(t) ma nenulovou derivaci na intervalu | a plati
¢(J) = I. Potom na intervalu I plati

[ frdx= [ flom)g'tat,

dosadime-li napravo t = ¢ 1(x), kde ¢! (x) je funkce inverzni k funkci ¢(x).

Poznamka 29. Formdlné substituci provadime tak, ze piseme v integrdlu vpravo ¢(t) misto x a ¢'(t) dt misto dx.

Existence inverzni funkce ¢! plyne z nenulovosti derivace funkce ¢. Vyraz napravo sice vypada komplikovanéji,
v praxi v8ak substituci volime vzdy tak, aby po tipravé vpravo vysel integral jednodussi, ktery umime vypocitat.
Vidime, Ze u druhé substitu¢ni metody se vlastné jedna o pouZiti vzorce z prvni metody zprava doleva.

= Priklady na substituéni metodu. <
Integrace raciondlnich lomenych funkci

Pfi integraci neryze lomené funkce vzdy rozklddame funkci na soucet polynomu a ryze lomené funkce, a to pomoci
déleni polynomti se zbytkem nebo trikovym doplnénim citatele. Polynom pak integrujeme a ryze lomenou funkci
rozkladame na jednodussi ryze lomené funkce, tzv. parcidlni zlomky. Dostaneme jednoduché integraly, z nichZ nékteré
typy uvadime:

1 b) 1 o) 1 Mx+ N
ax+b (ax + b)k ax? +bx+c ax? +bx+c

)

1 1
a) Substituce t = ax + b nebo vzorec /f(ax +b)dx = EF(ax + D) pro funkci f(x) = o davé

1 1
/ax+bdx—aln|ax+b|+c

b) Substituce t = ax + b nebo vzorec /f(ax +b)dx = %F(ax + b) pro funkci f(x) = x ¥ dava

1 1 (ax + b)~k+1
—  dyx=-=T"7
/(ax+b)k Y=L k1 T
¢) Jmenovatel doplnime na ¢tverec a integrujeme podle vzorce / ! _ 1 arct ad +c
p g ] p X2+A2 - A gA
1 1 A+x
nebO/mdx: ﬂln A _x +c.

= Priklad na integraci rac. lomené funkce typu c). <|
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d) Citatel zlomku rozloZime na 2 s&itance tak, Ze prvni je derivaci jmenovatele a druhy konstanta, pak integrujeme
zvIast’

= Priklady na integraci rac. lomené funkce typu d). <|

Integrace goniometrickych funkci.

/ R(cos x) sin x dx zavaddime substituci f = cos x

/ R(sinx) cos x dx zavadime substituci ¢ = sin x

R(sin x) resp. R(cos x) jsou rac. lomené funkce jen v sinu resp. kosinu. Vétsinou je tfeba integrand na tento typ pfevést
uzitim goniometrickych vzorcti nebo rozsifenim zlomku.

= Priklady na integraci goniometrickych funkci. <

X
Poznamka 30. Univerzélni metodou k vypoctu /R(sinx, cos x) dx je substituce t = tg 5 V pripadé pouze sudych mocnin

funkci sinus a kosinus je jednodussi substituce t = tg x.
Integrace iracionalnich funkci.

Neékteré jednoduché iraciondlni funkce (tj. funkce, které obsahuji odmocniny) jiz umime integrovat:

/de:/x%:...

zékladnim vzorcem pro integraci mocniny,

/\/% :/(4x+9)7% dx=...

s pouzitim véty o integraci specidlni sloZené funkce
nebo substituci t = 4x + 9,

/2x\/ x2+1dx = ... substituci t = x% + 1.

Necht'R je raciondIni lomena funkce.

/R(x, ”W, ”W,...)dx

b
kde f(x) = x, f(x) = ax +bnebo f(x) = % fesime substituci £* = f(x), kde s je tzv. spoletny odmocnitel, tj.
nejmensi spole¢ny ndsobek ¢isel n1, ny, .. ..
/ R(x Va2 — x2)dx fe&ime substituci x = asint

/ R(x, /a2 + x2)dx YeSime substituci x = atgt

a
/ R(x — az)dx fesime substituci x = —
sint

= Priklady na integraci iraciondni funkce. <
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Integrace sloZené exponencidlni funkce

Necht'R je raciondlni lomena funkce.

/ R(e*)dx teSime substituci t = e*

= On-line p¥iklady na vypocet integralii. <
= On-line kvizy na ureni metody integrace. <=

= On-line interaktivni pfiklady na vypocet integrala. <=

Urdity integral

Spocitat obsah plochy je jedna ze zédkladnich matematickych tloh. Lidé pottebovali znat velikost pozemku, odhadnout
urodu nebo umét rozdélit majetek. Az do konce 17. stoleti vSak pouzivali pFibliZnou metodu, zndmou jiz ze starovéku.

Primyslovou revoluci svym zptisobem odstartoval objev Isaaca Newtona a Gottfrieda Wilhelma Leibnize -
diferencidlni a integralni pocet. Formule, kterd dnes nese jejich jména, totiZz slouzi k pfesnému stanoveni obsahu
utvaru omezeného kfivkou y = f(x) a osou x na intervalu (a,b).

Dnes ji najdete v pozadi veskerych technickych vymoZzenosti, protoze je zdkladem vétsSiny fyzikalnich a technickych
vzorct. Lze s jeji pomoci spocitat nap¥. mnozstvi energie vytvofené vodni elektrdrnou, tinosnost pilifti mostu, statické i
dynamické vlastnosti modernich staveb nebo také dobu, za kterou sinice zamoti pfehradu.

NeZ se seznamime s objevem piesného vypoctu obsahu, vratime se ke starym Rektm. Ti po¢itali p¥iblizné obsah
plochy pod kiivkou y = f(x) tak, Ze atvar rozsekali na kousky, které byly podobné obdélniktim, spoéitali jejich obsahy
a secetli je. Rozdélime tedy interval (a,b) nadilkya = xp < x; < --- < x, = b.

& 162

T kN T 3 T4 5 6

Na obrézku je n = 6. Obsah i-tého obdélniku je ptiblizné f(;)(x; — x;_1), kde & € (x;_1, x;) je tzv. reprezentant.
Soucet v8ech obdélniki a priblizny obsah ttvaru je

n

Su =Y f(&)(xi — xi_1).

i=1
Tomuto ¢islu dnes fikdme integralni soucet.
Je zfejmé, Ze na naSem obrazku dostaneme pro n > 6 piesnéjsi odhad obsahu ttvaru pod kiivkou.

Prvni dilezity krok, ktery Newton a Leibnitz provedli, byl limitni pfechod #n — oco. Dilky déleni Ax; = x; — x;_1 pak
maji délku konvergujici k 0 a oznacujeme je dx (uz jsme se s timto symbolem setkali, jde o diferencial x). Formalné tak
dostavame zapis

n b
Zf(éi)Axi_)/ f(x)dx,
i=1 Ja

kde znak integralu ptivodné opravdu znamenal protdhlé pismeno S - suma.
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Definice: Bud’ (a,b) uzavfeny interval a f funkce definovand a ohranitena na (a,b). Rekneme, ze funkce f je
integrovatelnd na intervalu (a, b), jestlize existuje ¢islo I, které je limitou

n
I = lim S, = lim Y f(&)Ax;
i=1

n—oo

pro libovolnou posloupnost déleni s délkou dilkii konvergujici k 0, pii libovolné volbé reprezentanti. Cislo I
nazyvame urdity integral funkce f na intervalu (4, b) a oznalujeme

/ahf(x) dx.

= On-line animace na definici ur¢itého integralu. <

Newton-Leibnitzova formule

Pro vypocet obsahu titvaru pod kfivkou bylo tedy nutné vytvofit nejprve pojem limity a poté diferencidlni a integralni
pocet, ktery nezédvisle na sobé pro vypocet obsahu vytvofili Newton s Leibnitzem. Teprve integralni pocet je totiz tim
néstrojem, ktery Ize pro vypocet obsahu ttvaru pod kfivkou skute¢né pouzit.

Véta (Newton-Leibnitzova formule): Necht'funkce f(x) je integrovatelnd na (a, b). Necht'F(x) je funkce spojita na
(a,b), kterd je na intervalu (a,b) primitivni k funkei f(x). Pak plati

Vlastnosti urcitého integralu

Z Newton-Leibnitzovy véty vyplyvaji nasledujici vlastnosti urcitého integralu:
b b b
J @ +gdr = [ fxd+ [ g dx
b b
/ c~f(x)dx:c-/ f(x)dx
a a
a
/ f(x)dx=0
b a
| fdx =~ [ flx) ax
a b
b c b
/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx, proc € (a,b)
a a c

Vypocet urcitého integralu

Najit primitivni funkci umime. V Newton-Leibnitzové vété je ale také podminka spojitosti funkce na intervalu (a, b),
coZ je nutné zkontrolovat.

= Priklady na vypoc&et ur¢itého integralu. <|

EE B E
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Geometrické aplikace urcitého integralu

e Obsah rovinné plochy omezené spojitou nezapornou funkci

y = f(x), osou x a pfimkami x =agax = b:
b
S = / f(x)dx
Ja

e Obsah rovinné plochy omezené spojitymi funkcemi
y =d(x) ay = h(x), které na intervalu (a, b) splituji d(x) < h(x),
apfimkamix =aax = b:

5= /ab(h(x) —d(x)) dx

e Objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci plochy omezené spojitou nezapornou funkci y = f(x), osou x a pfimkami
x=aax=b

V= n'/ffz(x)dx

e Objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci plochy omezené spojitymi funkcemi y = d(x) a y = h(x), které na
intervalu (a, b) spliuji d(x) < h(x), a pfimkami x =aax = b

V= n'/.b (H2(x) — d?(x)) dx

a

e Délka rovinné kiivky y = f(x) x € (a,b), ktera je na intervalu (g, b) diferencovatelna.

L:/ub\/l—i-[f’(x)]zdx

e Obsah plasté rotatniho télesa vzniklého rotaci plochy omezené spojitou nezdpornou funkci y = f(x), osou x a

pfimkamix =aax =1b:
p=on [ f0)\/1+ [F(0R s

Nevlastni integral

vy

Nevlastni integral je rozsifenim pojmu urcitého integralu. Ur¢ity integral je definovany pouze pro ohranic¢ené funkce a
koneéné obory integrace.

Body, ve kterych funkce neni ohrani¢end a nevlastni body +co, budeme souhrnné nazyvat singularitami.

b
Integral / f(x) dx nazyvame nevlastni, pokud alespoii jedno z &isel 4, b je rovno oo, nebo funkee f(x) neni
Ja

ohranitend na uzavieném intervalu (a, b) (4. alespori v jednom bodé intervalu funkce ma singularitu - nemusi jit vzdy
o body a nebo b, ale singularni bod mize byt i uvnitf intervaluy).

Nésledujici definice je soucasné i ndvodem, jak nevlastni integral vypocitat.
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Definice: Necht’ f(x) ma singularitu v horni mezi b (resp. dolni mezi a). Existuje-li kone¢na limita

lim / f(x)dx (resp. lim / f(x)dx)

t—b~ t—at

fikame, Ze nevlastni integral konverguje (existuje) a definujeme

/abf dx = 11m/f

(resp. /abf dx = hm/ f(x)dx)

t—at

2 Nz

Pokud limita neexistuje nebo je nevlastni fikdme, Ze integral / f(x) dx neexistuje.

= Priklady na vypocet integrilu nevlastniho vlivem meze. <|

'= P¥iklady na vypocet integralu nevlastniho vlivem funkce. <

= Slozitéj fiklad na vypocet nevlastniho integrdlu. <
&jSi pii yp g

= On-line pfiklady na vypocet nevlastnich integralt. <
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Diferencidlni pocet funkci dvou proménnych

Definice: Necht’jsou dany nepréazdné mnoziny D C R* a H C R. Pravidlo f, které kazdému prvku [x,y] € D
pfitazuje praveé jeden prvek z € H, se nazyva funkce. Zapisujeme z = £(x,y).

Mnozina D = D(f) se nazyvé defini¢ni obor funkce f.

Mnozina v8ech z € H, pro kterd existuje [x,y] € D s vlastnosti f(x,y) = z se nazyva obor hodnot funkce f a
oznacujeme jej H(f).

Jde o stejnou definici funkce, kterou jsme jiz probirali. Vzhledem k tomu, Ze D(f) € R? a H(f) C R, mluvime o realné
funkci dvou redlnych proménnych.

Definice: Grafem funkce z = f(x,y) rozumime mnozinu v8ech uspofadanych trojic [x,y, f(x, y)], x a y oznalujeme

jako nezavislé proménné a z jako zdvislou proménnou.

Definice: Bud' [x, o] € R? bod, 6; > 0a d > 0 &sla. Mnozinu O = {[x,y] € R? : |x —xq| < d1, |y — vo| < &2}
nazyvédme okolim bodu [xo, yo]. Ryzim okolim bodu [xo, yo] rozumime mnoZinu
O = 0 — {[x0, yol }-

Y
Yo + 02 ————————
Yol . iokoh’ [0, Yol
Yo — 02 ””””
Z0 _ 5 20 o + 01 z

Definice: Necht'[x, o] € R?,L € Ra f : R? — R je funkce definovana v n&akém ryzim okoli bodu [xg, yo).

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé& [xg, o] limitu rovnu ¢islu L, jestlize Ve > 0 existuje ryzi okoli O bodu [xg, yo|
(361, 62 > 0 z pfedchozi definice) takové, Ze pro [x,y] € O plati f(x) € O¢(L). PiSeme

lim  f(x) = L.
[xy]— [x0y0]
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Poznamka 31. Definice limity funkce dvou proménnych ma formalné stejné znéni jako definice limity funkce jedné proménné.
Proto také pro limitu funkce dvou proménnych plati analogické véty jako pro limitu funkce jedné proménné.

Definice: Rekneme, Ze funkce f : R?> — R je spojita v bodé [xg, yo], jestlize [xo,y0] € D(f)a  lim  f(x,y) =

[xy]— [x0.y0]

f(xo0,v0) -

Véta: Soucet, rozdil a sou¢in dvou funkci spojitych v bodé [x, yo] je funkce spojitd v bodé [xg, yo]. Podil dvou funkei
spojitych v bodé [x, yo] je funkce spojita v bodé [xg, o], pokud funkce ve jmenovateli je v tomto bodé rtizna od
nuly.

Definice: Necht'u = g(x,y) av = h(x,y) jsou funkce definované v mnoziné M, necht’ f(u, v) je funkce definovand
v mnoziné D a necht’ pro kazdy bod [x,y] € M plati [¢(x,y),h(x,y)] € D. Pak funkce pfifazujici kazdému bodu
[x,y] € M ¢&islo f[g(x,y),h(x,y)] se nazyva sloZena funkce. Tato funkce je definovana na mnoZziné M, funkce f se
nazyva jeji vnéjsi slozka, g(x,y), h(x,y) jeji vniténi slozky.

Parcialni derivace

Definice: Bud' f(x, y) funkce a [xg, o] bod. Funkce g(x) = f(x,yo) je funkci jedné proménné x. Mé-li funkce g(x) v
bodé xq derivaci g’(xg), nazyvame ji parcialni derivaci funkce f(x,y) podle x v bodé [x¢, yo] a znacimeji fy(xo, o)
af(xO/ 1/0)

nebo a5y Analogicky definujeme parcidlni defivaci podle y.

Podle definice derivace tedy plati
f(xo+hyo) — f(x0,y0)
h
: _ i [0 Yo+ 1) —
fy(xo0,y0) = lim ?

fglc(xOr yO) = ;llli%

f(x0,%0)

= Geometricky vyznam parcialni derivace. <=
= Priklady na parcilni derivace <
= Interaktivni on-line p¥iklady na parcidlni derivace <

~X 2

Parcialni derivace vys$ich ¥fadd mtizeme definovat analogicky. Ma-li napt. funkce fy.(x,y) v bodé [xo, o] parcidlni

f*(x0,Y0)

ox?

. Podobné definujeme a znac¢ime i derivace vyssich fada.

derivaci podle x, zna¢ime ji fyy(xo,0) nebo . M&-li funkce f1.(x,y) v bodé [xg, o] parcidlni derivaci podle v,

f*(x0, 0)

o df2(xo,
znadimeji fy, (xo,yo) nebo a<x80y

Véta: Necht'md funkce f(x,y) parcialni derivace fy, (xo, ¥0) a fyx(¥o, Yo) spojité v bod& [xo, yo]. Pak plati

f)lcly(x()/ yO) = f;lx(x()/ yO)
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Diferencidl a te¢nd rovina plochy

Definice: Necht' je funkce f(x,y) spojitd v okoli O bodu [xp,o] a necht’ existuji parcialni derivace f.(xq, o) a
f];(xo, Yo)- Necht'bod [x,y] = [xo + h,yo + k] € O. Totalnim diferencidlem funkce f(x, y) v bodé [x, o] rozumime
vyraz

af(x0,90) = fi(x0,¥0) b+ fy(x0,90) - .

Poznamka 32. Analogicky jako u diferencidlu funkce jedné proménné Ize psat h = dx a k = dy a totdlIni diferencial v obecném

bodé ma tvar
df(x,y) = fe(x,y)dx + fy(x,y)dy.

Véta: Ma-li funkce f(x,y) v bodé [xg, yo] totalni diferencél, pak ma graf funkce z = f(x,y) v bodeé [xo, yo, f (x0, Yo)]
te¢nou rovinu o rovnici

z = f(x0,Y0) + fi(x0,y0) - (x — x0) + £, (x0,%0) - (¥ — Yo)

= Tecnd rovina. <

Totalni diferencial je vlastné pfirtistek na te¢né roviné p¥i pfechodu z bodu [xo, yo] do bodu x0 + , yy + k. V dostatecné
malém okoli bodu [xg, yo] 1ze pFirtistek funkce nahradit totanim diferencialem, tj.

Af(xo,¥0) = f(x0+h,yo +k) — f(xo0,¥0) = df (x0,Y0)-

Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Definice: Bud’ f(x,y) funkce definovana v né&jakém okoli O bodu [xo, yo] a necht’pro kazdé [x,y] € O plati

f(x,y) < f(xo,y0)resp-f(x,y) > f(x0,Y0)-

Pak fikame, Ze funkce f(x,y) ma v bodé [xo, yo] lokdlni maximum resp. lokdlni minimum, mluvime o lokdlnim
extrému funkce. Plati-li v uvedenych vztazich ostré nerovnosti, nazyvame lokalni extrém ostrym.

Véta: Necht'funkee f(x,y) mé vbodé [xo, yo] lokalni extrém a necht’zde mé parcidlni derivace fx(xo,¥o) a f,(xo, ¥o)-
Pak plati

fr(x0,y0) = fy(x0,%0) = 0.

Poznamka 33. Bod [x(, yo], ktery splfiuje vlastnost

fJ/c(xOIyO) - fyf(xo,yo) =0

nazyvame stejné jako u funkci jedné proménné stacionarnim bodem. Podobné jako u funkci jedné proménné neplati obraceni
predchozi véty. Stacionarni bod nemusi byt lokalnim extrémem.

-

Definice: Mé-li funkce f(x,y) parcidlni derivace 2. ¥fddu, nazyvdme matici druhych derivaci

(Y fry(xy)
H‘(f;;<x,y> f;y<x,y>>

Hessova matice funkce f(x, y). Jeji determinant se nazyva hessian.
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Véta: Necht'ma funkce f(x, y) ve stacionarnim bodé [xo, o] a jeho okoli spojité parcidlni derivace 1. a 2. Fadu. Jestlize
je hessian v bodé [xo, yo] kladny, ma funkce f(x,y) v tomto bodé ostry lokalni extrém. Je-li naopak hessian v bodé

[x0, o] zdporny, nema funkce f(x,y) v tomto bodé ostry lokalni extrém, bod [xo, yo] v tomto pFipadé nazyvame
sedlem.

Pozndmka 34. Najdeme-li pomoci hessidnu v bod& [xg, o] lokéIni extrém, miZeme o maximu resp. minimu rozhodnout pomoci
druhych parcidlnich derivaci. Je-li v fezu ve sméru napt. osy x funkce konvexni, tj. pokud f,/c/x(xo,yo) > 0, nastdvd v tomto
bodé lok. minimum. V opacném pfipadé maximum.

= Lokdalni extrém. <
= Sedlo. <

= Priklady na lokélni extrémy funkci dvou proménnych <|
= Interaktivni on-line pfiklady na lokdlni extrémy <

Absolutni extrémy

Definice: Bud' M € IR? mnoZina v roving, [xo,yo] bod, f(x,y) funkce definovana na mnoziné M. Rekneme, Ze
funkce f(x,y) ma v bodé& [xo,yo] absolutni maximum resp. absolutni minimum, jestlize pro V[x,y] € M plati

f(x,y) < f(xo,y0) resp. f(x,y) > f(x0,Y0)-

Véta: Necht’ M # @ je mnoZina v roving, [xg,yo] € M bod, f(x,y) funkce definovani na mnoZiné M. Pokud ma
funkce f(x,y) v bodé [xg, yo] absolutni extrém, pak bod [xo, yo| lezi bud’ na hranici mnoZiny M nebo v ném ma
funkee f(x,y) lokalni extrém.

Budeme-li tedy hledat absolutni extrémy funkce, porovndvame funkéni hodnoty ve vsech

e stacionarnich bodech (v nich mtiZe nastat lokalni extrém),
e déle ve staciondrnich bodech vazanych hranicemi mnoziny M
e a ve vrcholech (pokud existuijf).

= Absolutni extrém. <
= Priklady na absolutni extrémy <|

Integralni pocet funkci dvou proménnych

Tak jako u integrace funkce jedné proménné pfedstavoval urcity integral na néjakém intervalu obsah plochy pod
kfivkou danou touto funkci na tomto intervalu, tak i pro funkce dvou proménnych urcity integrél (fikime mu dvojny
integral) pfedstavuje objem pod plochou danou funkci dvou proménnych na néjaké rovinné podmnoziné.

= Dvojny integral. <

Ne vzdy takovy dvojny integral existuje, ale my se timto tématem nebudeme zabyvat. Uvedeme si pouze jednu
konkrétni metodu vypoctu dvojného integralu pro spojité funkce dvou proménnych a takzvané elementarni mnoZziny -

N

nejjednodussi typ tzv. méfitelnych mnozin. Dvojny integral z funkce ®(x, y) na rovinné podmnoziné () znacime

//Cb(x,y) dxdy.
Q
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Véta (Fubiniova véta): Necht'a < b, funkce f, g funkce jedné proménné spojité na (a, b) a ®(x, y) funkce spojita na

elementdrni mnoziné Q, = {[x, yeR?*:a<x<b, f(x)<y< g(x)}. Pak pro dvojny integral plati

®O(x,y) dxdy = ' g(X)CID(x,y) dy ) dx.
o a \/f(x)

Analogicky na elementarni mnoziné

Qy = {[x,y] ER*:a<y<b, f(y)<x Sg(y)} plati

//CD(x,y) dxdy = /ab (/fijj)cb(x,y) dx) dy.
Qy

Z této véty vyplyvéd, Ze dvojny integral na obdélnikové oblasti Q) = [a,b] x [c, d]

J[ £y dxay
Q

/ah (/cdf (xy) dy) dx
./cd ( /abf (x,y) dx) dy.

Je-li navic funkee f(x,y) soucinem funkce proménné x a funkce proménné y, pak plati

je podle Fubiniovy véty roven integralu

respektive integralu

.//g(x)h(?/) drdy = ./abg(x) dx /th(y) dy.
Q

= Interaktivni p¥iklady na vypocet dvojnych integrili. <
V nékterych pfipadech je pro vypocet dvojného integralu vhodné provést transformaci proménnych. Jde ve své
podstaté o substitu¢ni metodu integrace.

Zavedeme-li nové proménné regularni transformaci

p:x=g(u,0), y=h(uno),
pak plati
J[ £y dxdy = [ flg(u0),h(m,0) 1 ,0)ldude,
a 9(Q)

e ' (w,0) gh(u,0)
_ | 8u\U,0) gp(U,0
J(w0) = ‘ W (u,0) W (u,0)

je jakobian zobrazeni ¢ (zobrazeni je regularni pokud je tento determinant nenulovy - podobné jsme definovali
reguldrni matice). Mnozina () je zobrazena na mnozinu ¢(Q}).

Nejcastéji uzivanou transformaci je transformace do polarnich soufadnic. Jde o pfipady, kdy je mnozina () kruh,
mezikruzi nebo kruhova vysec apod.

Polérni soufadnice zavedeme pomoci zobrazeni
Q:x=rcos¢p, y=rsing,
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kde r je vzdalenost bodu [x, y] od pocatku a ¢ je thel, ktery svira jeho priivodi¢ s osou x. Tento pfepis jsme jiz pouZivali
pro komplexni &isla p¥i pfechodu z algebraického do goniometrického tvaru.
Zobrazeni ¢ je reguldrni, protoZe jeho jakobidn je

1(r,¢) = cos¢ —rsing _

sing rcos¢

= Interaktivni p¥iklady na transformace dvojnych integrald. <

KONEC
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