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Úvod

Předložená habilitační práce si klade čtyři cíle:

1. Ukázat, že problémy biologie (konkrétně populační ekologie) mohou stimulovat formulaci a
řešení problémů kvalitativní teorie diferenciálních rovnic.

2. Ukázat, jak modelování konkrétních biologických procesů pomocí diferenciálních rovnic po-
skytuje náměty pro medicínský výzkum.

3. Ukázat, že přístup k tradiční medicínské problematice — analýze přežití — z nového hlediska
(konkrétně modelování vývoje populací pomocí diferenciálních rovnic) ji může nezanedba-
telným způsobem obohatit.

4. Uceleným způsobem popsat matematické metody použité autorem při spolupráci s lékaři a
rostlinolékaři, které při publikaci výsledků ve specializovaných časopisech nemohly být po-
drobně uvedeny, případně tyto metody modifikovat pro použití současné výpočetní techniky.

1. Skutečnost, že nejen fyzika nebo technické vědy, ale také biologie svými otázkami přispívá
k rozvoji matematiky je podrobně doložena v publikaci [7]1. Jednou z oblastí matematiky, která
vznikla právě ekologickou inspirací, je část kvalitativní teorie diferenciálních rovnic — teorie per-
manence dynamických systémů. Konkrétní autorovou motivací aplikací v populační dynamice byl
vývoj integrované ochrany vinné révy před fytofágními roztoči na jižní Moravě. Velké ztráty na
výnosu způsobují roztoči čeledí Eriophyidae a Tetranychidae. Mají však přirozeného nepřítele,
dravého roztoče Typhlodromus pyri, jehož formu částečně rezistentní k některým pesticidům se
podařilo objevit na vinicích u Mikulova. Ta mohla sloužit jako bioagens k redukci populací zmí-
něných škůdců. Ve skutečných vinicích byly pozorovány situace, kdy při vysokých populačních
hustotách predátora rostly populace fytofágů exponenciálně, i takové, kdy při menším výskytu
dravého roztoče zůstávaly velikosti populací škodlivých roztočů v rozumných mezích. Bylo tedy
potřebné, mimo jiné, vyjasnit několik otázek:

• Je populace predátora skutečně schopna redukovat populaci kořisti, zabránit jejímu expo-
nenciálnímu růstu?

• Pokud ano, při jakých populačních hustotách dravý roztoč omezuje fytofágy?

• A pokud dravec zabrání neomezenému růstu škůdce, udrží ho pod prahem škodlivosti?

Při studiu těchto otázek za použití matematických modelů tvořených systémem obyčejných di-
ferenciálních rovnic se ukázalo, že některé problémy nejsou dosud v teorii vyřešeny. Zejména se
jednalo o obecný odhad hranic řešení uvažovaného systému a o kvalitativní analýzu systémů ne-
autonomních. Prvnímu problému je věnována kapitola 1, která prezentuje výsledek publikovaný
v práci [I.(4)]2, druhému kapitola 2 představující variantu výsledku [IV.(3)].
2. Při spolupráci s hematoonkologickou klinikou Fakultní nemocnice v Brně-Bohunicích byly

pro potřebu kvantifikace procesů probíhajících při sedimentaci erythrocytů (výzkum na přelomu

1Čísla v hranatých závorkách odkazují na seznam literatury na str. 83.
2Hranatá závorka obsahující římskou číslici následovanou číslem v kulaté závorce odkazuje na seznam publikací

Z. Pospíšila na str. 86.
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osmdesátých a devadesátých let minulého století) a při sběru kmenových buněk z periferní krve
(výzkum na přelomu dvacátého a jedenadvacátého století) vytvořit matematické modely těchto
dějů. Jako vhodný nástroj modelování se opět ukázaly obyčejné diferenciální rovnice. V obou pří-
padech odvozené rovnice3 obsahovaly dvojici parametrů, které bylo možno klinicky interpretovat
a na základě laboratorních údajů je vypočítat (odhadnout). Tyto výsledky podnítily následný
výzkum na zmíněné klinice — vyhodnocování rozmanitých ukazatelů ovlivňujících navržené para-
metry. V případě sedimentace erythrocytů výsledky přispěly k zpřesnění interpretace klinických
vyšetření, v případě sběru kmenových buněk k zefektivnění léčebné metody autotransfúze kmeno-
vých buněk leukémickým pacientům. Výsledky týkající se sedimentace byly publikovány v pracích
[I.(5)], [III.(4)], [III.(5)] a předneseny na konferencích [VII.(6)], [VII.(6)], výsledky týkající se kme-
nových buněk v pracích [I.(2)], [III.(2)], [III.(3)], a předneseny na konferencích [V.(8)], [V.(9)],
[V.(10)]. Model sedimentace erythrocytů je popsán v kapitole 4, model sběru (separace) kmeno-
vých buněk z periferní krve v kapitole 5.
3. Analýza přežití je tradiční součást matematické statistiky. Jejími hlavními objekty jsou

náhodné veličiny (čas přežití, čas pozorování a podobně) a riziková funkce, vyjadřující intenzitu
pravděpodobnosti. Naproti tomu deterministické modely vývoje (a tedy také vymírání) populace
pracují s klasickými funkcemi (velikost populace, růstový koeficient a podobně). Spojení těchto
dvou přístupů umožnilo ukázat ekvivalenci rizikové funkce a koeficientu úmrtnosti a následně
odvodit parametrické vyjádření rizikové funkce pro speciální populaci — kohortu onkologických
pacientů. K tomu byly také využity modely dynamiky populace rakovinných buněk. Pro odvozený
tvar rizikové funkce byla navržena metoda odhadu jejich parametrů a testována na simulovaných
datech. Odhadnutá riziková funkce zpětně pomáhá při řešení problému matematické statistiky
— odhadu optimálního vyhlazovacího parametru pro jádrové vyhlazení empirické rizikové funkce.
Analýza přežití onkologických pacientů vycházející z populační dynamiky je obsahem části III.
K uvedeným výsledkům směřovaly práce [V.(2)], [VI.(1)], [VI.(2)], [VI.(3)] a jsou připraveny k pu-
blikaci v článku napsaném spolu s I. Horovou a J. Zelinkou.
4. V medicínských časopisech nebyl prostor pro podrobnější presentaci matematických mo-

delů, které tvořily „teoretické pozadíÿ výzkumu sedimentace erythrocytů a separace kmenových
buněk. Tyto modely spolu s předpoklady, na jejichž základu byly vytvořeny, jsou popsány ve druhé
části práce. Některé výsledky dosažené standardními metodami matematické statistiky při vývoji
metody integrované ochrany vinic na jižní Moravě byly publikovány ve specializovaných časopi-
sech [I.(6)], [I.(7)], [III.(6)] a předneseny na konferenci [VII.(7)], [VII.(8)]. Výsledek nejdůležitější
pro softwarové zabezpečení metody — odhad parametrů rovnic popisujících vývoj společenstva
roztočů na vinné révě byl publikován ve sborníku [IV.(4)], metoda použitá pro jeho dosažení
v článku [VI.(13)]. Tato metoda byla ovšem poznamenána dostupností výpočetní techniky (počí-
tač TNS XT) a programového vybavení (STATGRAPHICS) v době vyhodnocování provedených
polních pokusů. Současná technika však umožňuje použít metody mnohem sofistikovanější, bez
linearizací a podobných drastických zjednodušení. Dvě takové metody jsou navrženy v kapitole 3,
otestovány na simulovaných datech a použity pro data získaná pozorováním.
Ještě poznamenejme, že většina výpočtů uvedených v práci byla provedena s využitím progra-

mového systému R-language [38] a v něm byly také vytvořeny obrázky 3.1–3.4, 7.1–7.3, 8.1–8.3
a histogramy v tabulkách 3.2, 3.3; v jednom případě byl využit systém pro symbolické výpočty
Maple (obr. 4.2). Ostatní obrázky byly vytvořeny pomocí programuMG (Mathematical Graphics).

3Nebo sestavené nebo objevené rovnice. Každé z těchto slov nabízí jinou odpověď na „základní otázku filosofie
matematikyÿ: Jak je možné, že něco tak abstraktního jako matematika tak dobře slouží při popisu reality?
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Část I

Modely populační dynamiky
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Kapitola 1

Ohraničenost řešení modelu
společenstva predátora a n druhů
kořisti

Pojem permanence (nebo jeho synonymum stejnoměrná persistence, sr. [11]) je v současnosti
přijímán jako nevhodnější formalizace vágního, ale důležitého, pojmu „ekologická stabilitaÿ; viz
přehledný článek [22] a v něm uvedené odkazy. Nutnou podmínkou permanence systému obyčej-
ných autonomních diferenciálních rovnic je jeho dissipativita (asymptotická ohraničenost). Účinná
metoda vyšetřování permanence spočívá v jisté modifikaci metody Ljapunovských funkcí ([17],
[20]). Tato metoda však vyžaduje znalost ω-limitní množiny daného systému, stacionárního řešení
(např. [21]) nebo limitního cyklu (např. [12]). To může být v případě existence limitního cyklu
(což je právě častý jev v systémech popisujících interakci dravce a kořisti) obtížný úkol; Poincaré-
Bendixsonova věta poskytuje kritérium existence limitního cyklu, nikoliv však jeho (analytické)
vyjádření. Proto Gard v článku [14] vyvinul metodu, která je použitelná i v takových případech,
ovšem za cenu menší citlivosti (nalézané dostatečné podmínky permanence jsou silnější). Gardova
metoda nevyžaduje přesnou znalost ω-limitní množiny, stačí znát asymptotické hranice řešení
systému (globálně absorbující množinu).
Tato kapitola se proto zabývá nalezením asymptotických hranic řešení systému obyčejných

diferenciálních rovnic popisujícího vývoj společenstva sestávajícího z jednoho druhu predátora a
n druhů jeho kořisti. Tento problém nebyl v první devadesátých let dvacátého století uspokojivě
vyřešen. V článku [21] byla dissipativita prostě předpokládána. Metodu odhadu asymptotických
hranic založenou na vyšetřování nulklin dvojrozměrného systému (jeden dravec a jedna kořist)
z článku [45] nelze použít pro systémy vícerozměrné. Výsledek pro trojrozměrný systém uvedený
v [13] a zlepšený v [43] vyžadoval příliš silné předpoklady (sr. příklad 3 na konci kapitoly). Důkaz
dissipativity systému dvou druhů dravce živících se dvěma vzájemně si konkurujícími druhy kořisti
v [29] obsahoval chybu.
V následujícím oddílu je uveden systém, jímž se budeme zabývat, jsou v něm zformulovány

předpoklady kladené na funkce v něm se vyskytující a je diskutována biologická relevance uvede-
ných předpokladů. Oddíl 1.2 přináší hlavní výsledek— důkaz dissipativity a odhad asymptotických
mezí. Všechny výsledky jsou ilustrovány na příkladech dvourozměrných systémů. Příklad uvedený
v závěrečném oddílu kapitoly srovnává odhady asymptotických hranic řešení získané na základě
věty 1.1 a odhadů získaných pomocí některých publikovaných výsledků; ukazuje, že navržená me-
toda může být v některých případech efektivnější.
Ještě poznamenejme, že symbolem ∂Y , clY a intY označujeme hranici, uzávěr a vnitřek mno-

žiny Y (v tomto pořadí).
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1.1 Model

Uvažujme obecný systém Kolmogorova typu

ẋi = xiFi(x, y), ẏ = yG(x, y), i = 1, 2, . . . , n, (1.1)

s počátečními podmínkami

xi(0) = x0i > 0, y(0) = y0 > 0, i = 1, 2, . . . , n, (1.2)

kde x = (x1, x2, . . . , xn), xi, resp. y označuje velikost populace (biomasu, populační hustotu, počet
jedinců) i-tého druhu kořisti, resp. predátora. Budeme předpokládat, že funkce F1, F2, . . . , Fn, G
(specifické míry růstu) jsou spojitě diferencovatelné na množině

R
n+1
+ =

{

(x1, . . . , xn, y) ∈ R
n+1 : x1 > 0, . . . , xn > 0, y > 0

}

a že počáteční úloha (1.1), (1.2) má jediné řešení pro každé x0 = (x01, . . . , x
0
n), y

0, (x0, y0) ∈
intRn+1

+ . Položme
fi(xi) = Fi(0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0). (1.3)

Funkce fi označuje specifickou míru růstu i-tého druhu kořisti v případě, že není přítomna populace
predátora.
Přijmeme tři standardní předpoklady o funkcích F1, F2, . . . , Fn, G:

(A1) Existují konstanty Ki > 0 takové, že

(xi −Ki)fi(xi) < 0, pro všechna xi > 0, xi 6= Ki; i = 1, 2, . . . , n,

kde funkce fi(xi) jsou definovány rovností (1.3).

(A2)
∂Fi

∂xj
(x, 0) 6 0 pro každý vektor x ∈ intRn

+, i, j = 1, 2, . . . , n.

(A3)
∂Fi

∂y
(x, y) 6 0 pro každý vektor x ∈ intRn

+, y > 0; i = 1, 2, . . . , n.

Tyto předpoklady mají následující ekologický význam: Předpoklad (A1) upřesňuje vývoj izolo-
vané populace kořisti. Malá populace v čase roste; existuje ovšem jistá kapacita prostředí při jejímž
překročení se velikost populace zmenšuje. Jinak řečeno, všechny populace kořisti jsou soběstačné,
ale prostředí jim poskytuje omezené zdroje.
Podle podmínky (A2) se u populací kořisti za nepřítomnosti predátora může projevovat vnitro-

druhová nebo mezidruhová konkurence a neprojevuje se žádný komensalismus nebo mutualismus.
Podle předpokladu (A3) predátor nestimuluje růst žádné z populace kořisti. Poněvadž nerov-

nosti nejsou ostré, model (1.1) připouští možnost, že predátor neloví vždy všechny druhy kořisti;
některá z populací kořisti může mít úkryt nebo predátor může některý druh preferovat.
Poznamenejme, že o derivaci ∂G/∂xi nic nepředpokládáme; to umožňuje do modelu zahrnout

vliv úkrytu kořisti nebo dokonce aktivní obranu kořisti před predátorem. Také na derivaci ∂G/∂y
neklademe žádné podmínky; připouštíme tedy možnost vnitrodruhové konkurence predátora i
možnost jeho kooperativní lovecké strategie.
Před formulací posledního předpokladu (který bude podstatnou podmínkou pro důkaz dissi-

pativity systému (1.1)) proveďme následující heuristickou úvahu. Položme

ϕi(x, y) =
xi

y
[fi(xi)− Fi(x, y)] , (1.4)

g(y) = −G(0, . . . , 0, y) (1.5)
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pro xi > 0, y > 0, i = 1, 2, . . . , n. Zřejmě platí ϕi(0, . . . , 0, y) = 0 pro y > 0; i = 1, 2, . . . , n. Podle
předpokladů (A3) a (A2) je

ϕi(x, y) =
xi

y
[fi(xi)− Fi(x1, . . . xn, y)] >

xi

y
[fi(xi)− Fi(x1, . . . , xn, 0)] >

>
xi

y
[fi(xi)− Fi(0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0, 0)] = 0

pro (x, y) ∈ intRn+1
+ . Položme dále

κ(x, y) =
G(x, y) + g(y)

n
∑

i=1

ϕi(x, y)
(1.6)

pro n+ 1-tici (x, y) takovou, že
∑n

i=1 ϕi(x, y) > 0.
Systém (1.1) můžeme přepsat na tvar

ẋi = xifi(xi)− yϕi(x, y), i = 1, 2, . . . , n,

ẏ = y

(

−g(y) + κ(x, y)
n
∑

i=1

ϕi(x, y)

)

.

Zde funkce ϕi(x, y) představuje velikost populace i-tého druhu kořisti, kterou zničí populace pre-
dátora jednotkové velikosti za jednotku času; tato veličina může záviset na velikostech ostatních
populací kořisti i na velikosti populace predátora. Funkce g(y) představuje specifickou úmrtnost
predátora v prostředí, v němž není přítomna žádná z kořistí zahrnutých do modelu. Předpoklá-
dejme, že žádný alternativní zdroj potravy mimo kořist uvažovanou v modelu (1.1) nemůže zajistit
růst velké populace predátora, tj. že specifická úmrtnost g(y) je pro velké y kladná. Přesněji řečeno,

lim inf
y→∞

g(y) > 0 .

Pokud xi, resp. y označuje biomasu i-tého druhu kořisti, resp. predátora, pak veličina κ(x, y)
může být interpretována jako efektivita přeměny biomasy kořisti na biomasu dravce. V takovém
případě ze zákona zachování hmoty plyne, že κ(x, y) 6 1. Odtud, z rovností (1.6), (1.5) a nerovnosti
∑n

i=1 ϕi(x, y) > 0 plyne nerovnost

n
∑

i=1

ϕi(x, y)−G(x, y) > g(y) ,

pro všechna x, y pro něž κ(x, y) je definována.
Provedené úvahy naznačují, jak zformulovat čtvrtý předpoklad:

(A4) Pro y > 0 definujme

Γ(y) = inf

{

n
∑

i=1

ϕi(x, η) −G(x, η) : x ∈ R
n
+, η > y

}

,

kde funkce ϕi(x, η) jsou definovány rovností (1.4). Předpokládejme, že γ = limy→∞ Γ(y) > 0.

Poznamenejme, že funkce Γ(·) je neklesající. Limita limy→∞ Γ(y) tedy existuje a proto není nutné
uvažovat lim inf. Navíc

lim
y→∞

Γ(y) = sup{Γ(y) : y > 0}.

V dalším bude užitečné i jisté zesílení předpokladu (A4):

(A4∗) γ0 = inf
{

n
∑

i=1

ϕi(x, y)−G(x, y) : x ∈ R
n
+, y > 0

}

> 0,

přitom funkce ϕi(x, y) jsou definovány rovností (1.4).
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Z předpokladu (A4∗) zřejmě plyne předpoklad (A4). Předpoklad (A4∗) je splněn zejména
v systémech dravec–kořist takových, že predátor nemá kromě kořisti zahrnuté do modelu jiné
zdroje obživy. Vskutku, poněvadž ϕi(0, . . . , 0, y) = 0, i = 1, . . . , n, existuje konstanta δ > 0
taková, že specifická úmrtnost splňuje podle předpokladu (A4∗) pro všechna y > 0 nerovnost
g(y) = −G(0, . . . , 0, y) > δ.

Příklad 1. Uvažujme obvyklý model dravec–kořist Gauseho typu ve tvaru

ẋ = xf(x)− yp(x), ẏ = y [−δ + cp(x)] ,

kde δ, c jsou kladné konstanty, c 6 1 a f(·), p(·) jsou spojitě diferencovatelné funkce splňující
podmínky

(H1) f(0) > 0, f ′(c) < 0 pro všechna x > 0 a existuje konstanta K > 0 taková, že (x−K)f(x) < 0
pro všechna x 6= K, x > 0.

(H2) p(0) = 0, p′(x) > 0 pro všechna x > 0.

Máme

F (x, y) = f(x)− y
p(x)
x

, G(x, y) = −δ + cp(x),

ϕ(x, y) = p(x),

∂F (x, 0)
∂x

= f ′(x),
∂F (x, y)
∂y

= −
p(x)
x

Předpoklady (A1)–(A3) jsou zřejmě splněny. Dále

γ0 = inf{ϕ(x, y)−G(x, y) : x > 0, y > 0} = inf{δ + (1− c)p(x) : x > 0} = δ,

poněvadž funkce p(·) je rostoucí. Předpoklad (A4∗) je tedy také splněn.�
Může se stát, že zkoumaný systém tvaru (1.1) nesplňuje předpoklad (A4). Jeho splnění lze ale

někdy dosáhnout změnou měřítka fázové proměnné y. Transformace y = kη je difeomorfismem a
tedy neovlivňuje kvalitativní vlastnosti řešení systému (1.1).

Příklad 2. Uvažujme systém Lotkova-Volterrova typu ve tvaru

ẋ = x(A−Bx− Cy), ẏ = y(D + Ex− Fy), (1.7)

kde všechny konstanty jsou kladné a platí C < E. Rovnice (1.7) popisují vývoj systému dravec–
kořist takového, že uvažovaná populace kořisti není jediným zdrojem potravy predátora. Předpo-
klady (A1)–(A3) jsou zřejmě splněny. Dále ϕ(x, y) = Cx, ϕ(x, y) −G(x, y) = −D + (C − E)x +
Fy, Γ(y) = −∞ pro všechna y > 0, poněvadž C − E < 0.
Nechť y = kη. Touto transformací přejde systém (1.7) na tvar

ẋ = x(A−Bx− Ckη), η̇ = η(D + Ex− Fkη),

a ϕ(x, η)−G(x, η) = −D+(Ck−E)x+Fkη. Je-li k dostatečně velké, aby Ck−E > 0 (tj. k > E/C),
pak Γ(η) = −D + Fkη a γ = limη→∞ Γ(η) = limη→∞(−D + Fkη) = ∞ > 0; předpoklad (A4)
je tedy také splněn. Poznamenejme, že zesílený předpoklad (A4∗) není splněn v systému (1.7)
s D > 0 dokonce i když C > E. �

1.2 Hlavní výsledek

Nejdříve si všimněme tří jednoduchých důsledků předpokladů (A1)–(A4).

(i) fi(0) > 0, fi(Ki) = 0, i = 1, 2, . . . , n. To plyne z předpokladu (A1) a spojitosti funkcí
Fi, i = 1, 2, . . . , n.
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(ii) Pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n}, má diferenciální rovnice

ẋ = xfi(x) (1.8)

konstantní řešení x(t) ≡ Ki. Každé řešení x(·) rovnice (1.8) s počáteční podmínkou x(0) > Ki

je klesající s limitou limt→∞ x(t) = Ki, poněvadž podle předpokladu (A1) je fi(x) < 0 pro
x > Ki.

(iii) Podle předpokladu (A4) existuje konstanta L > 0 taková, že Γ(y) > γ/2 pro všechna y > L.

Věta 1.1. Nechť funkce Fi, i = 1, 2, . . . , n, a G v systému (1.1) splňují předpoklady (A1)–(A4).
Pak je systém (1.1) dissipativní.

Důkaz. Nechť x1(·), . . . , xn(·), y(·) je úplné řešení systému (1.1), (1.2) definované na intervalu [0, b).
Nejdříve ukážeme, že b =∞. Podle předpokladů (A3) a (A2) platí nerovnost

ẋi = xiFi(x, y) 6 xiFi(x, 0) 6 xiFi(0, . . . , 0, xi, 0 . . . , 0, 0) = xifi(xi), i = 1, 2, . . . , n. (1.9)

Označme K̃i = max
[

Ki, x
0
i

]

. Z poznámky (ii) a srovnávací věty pro řešení diferenciálních rovnic
(např. [16, III.4.2]) plyne xi(t) 6 K̃i, i = 1, 2, . . . , n pro všechna t > 0.
Dále položme

γ̃ = min
[γ

2
, f1(0), . . . , fn(0)

]

,

µi = max [xfi(x) : x > 0] , i = 1, 2, . . . , n,

C =
n
∑

i=1

[

K̃ifi(0) + µi

]

, S(·) = x1(·) + · · ·+ xn(·) + y(·).

Nechť y(t) > L pro t ∈ [t0, τ) ⊂ [0, b). (Konstanta L byla zavedena v poznámce (iii).) Pro t ∈ [t0, τ)
platí následující nerovnosti:

Ṡ =
n
∑

i=1

xifi(xi)− y

n
∑

i=1

ϕi(x, y) + yG(x, y) =

= −
n
∑

i=1

xifi(0)− y

(

n
∑

i=1

ϕi(x, y)−G(x, y)

)

+
n
∑

i=1

[xifi(0) + xifi(xi)] 6

6 −
n
∑

i=1

xifi(0)− yΓ(L) +
n
∑

i=1

[

K̃ifi(0) + µi

]

6

6 −
n
∑

i=1

xifi(0)− y
γ

2
+ C 6

6 −γ̃S + C .

Nechť t ∈ [t0, τ). Podle zmíněné srovnávací věty platí nerovnost

S(t) 6
C

γ̃
+
(

S(t0)−
C

γ̃

)

exp [γ̃(t0 − t)] .

Tedy

y(t) 6
C

γ̃
−

n
∑

i=1

xi(t) +

(

n
∑

i=1

xi(t0) + y(t0)−
C

γ̃

)

exp [γ̃(t0 − t)] 6

6
C

γ̃
+

(

n
∑

i=1

xi(t0) + y(t0)−
C

γ̃

)

exp [γ̃(t0 − t)] . (1.10)
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Poněvadž podle poznámky (i) je γ̃ > 0, funkce S je nerostoucí na intervalu [t0, τ) a

y(t) 6
C

γ̃
+

(

n
∑

i=1

xi(t0) + y(t0)−
C

γ̃

)

exp [γ̃t0] .

To znamená, že řešení x1(·), x2(·), . . . , xn(·), y(·) systému (1.1), (1.2) je ohraničené. Nyní z věty
o prodlužování řešení (např. [16, II.3.2]) plyne, že toto řešení je definováno pro všechna t > 0, tj.
b =∞.
Nechť ε > 0 je libovolné číslo. Označme

K∗
i = Ki + ε, i = 1, 2, . . . , n,

C∗ =
n
∑

i=1

[K∗
i fi(0) + µi] ,

L̃ = max [C∗/γ̃, L] , L∗ = L̃+ ε.

Podle nerovnosti (1.9) a poznámky (ii) existuje číslo T , které může záviset na x0i , y
0, i = 1, 2, . . . , n,

takové, že xi(t) < K∗
i pro všechna t > T . Nyní můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že

x0i < K∗
i , neboť rovnice (1.1) je autonomní.

Připusťme, že existuje nějaké číslo τ0 > 0 takové, že y(t) > L∗ pro všechna t > τ0. Podobně
jako v případě nerovnosti (1.10) ukážeme, že

y(t) 6 L̃+

(

n
∑

i=1

xi(τ0) + y(τ0)−
C∗

γ̃

)

exp [γ̃(τ0 − t)] pro t > τ0.

Ale limita pro t → ∞ pravé strany této nerovnosti je L̃ < L∗, poněvadž γ̃ > 0. Existuje tedy
číslo t1 > τ0 takové, že y(t1) 6 L∗. Pokud existuje nějaké číslo τ1 > t1 takové, že y(τ1) > L∗, pak
existují čísla t2 ∈ [t1, τ1) a t3 > t2 taková, že y(t2) = y(t3) = L∗ a y(t) > L∗ > L pro t ∈ (t2, t3)
poněvadž funkce y(·) je spojitá. Podobně jako v případě nerovnosti (1.10) platí

y(t) 6 L∗ +

(

n
∑

i=1

K∗
i + y(t2)−

C∗

γ̃

)

exp [γ̃(t2 − t)] 6 L∗ +

(

n
∑

i=1

K∗
i + L

∗ −
C∗

γ̃

)

exp [γ̃t2]

pro t ∈ [t2, t3]. Poněvadž systém (1.1)je autonomní, platí

y(t) 6 L∗ +

(

n
∑

i=1

K∗
i + L

∗ −
C∗

γ̃

)

exp [γ̃0] = 2L∗ −
C∗

γ̃
+

n
∑

i=1

K∗
i

pro všechna t > t1 taková, že y(t) > L∗. Řešení x1(·), x2(·), . . . , xn(·), y(·) tedy pro dostatečně
velké t zůstane v ohraničené množině

{

(x1, x2, . . . , xn, y) : 0 6 xi 6 K∗
i , i = 1, 2, . . . , n; 0 6 y 6 2L∗ −

C∗

γ̃
+

n
∑

i=1

K∗
i

}

. (1.11)

V důkazu věty jsme odvodili, že každé řešení počáteční úlohy (1.1), (1.2) skončí v množině dané
výrazem (1.11). Jemnější odhad konečných hranic řešení úlohy můžeme získat pomocí zesíleného
předpokladu (A4∗).
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Věta 1.2. Nechť funkce Fi, i = 1, 2, . . . , n, a G v systému (1.1) splňují předpoklady (A1)–(A3),
(A4∗). Buď ε > 0 libovolně malé číslo a nechť kladná reálná čísla a1, a2, . . . , an jsou taková, že

γ̂ = inf

{

n
∑

i=1

aiϕi(x1, . . . , xn, y)−G(x1, . . . , xn, y) : 0 6 xi 6 Ki + ε, > 0

}

> 0. (1.12)

Položme
K∗

i = Ki + ε, µi = max [xfi(x) : x > 0] , i = 1, 2, . . . , n, (1.13)

γ∗ = min [f1(0), f2(0), . . . , fn(0), γ̂] , M∗ =
1
γ∗

n
∑

i=1

ai [K
∗
i fi(0) + µi] + ε. (1.14)

Je-li x1(·), x2(·), . . . , xn(·), y(·) řešení systému (1.1), pak existuje číslo T > 0, které může záviset
na počátečních podmínkách, takové že

xi(t) < Ki, i = 1, 2, . . . , n, y(t) +
n
∑

i=1

aixi(t) < M∗

pro všechna t > T .

Důkaz. Systém (1.1) je dissipativní podle Věty 1.1. To zejména znamená, že každé jeho řešení
x1(t), x2(t), . . . , xn(t), y(t) je definováno pro všechna t ∈ [0,∞).
Podobně jako v důkazu Věty 1.1 lze ukázat, že existuje číslo T ∗ > 0 (závisející na počátečních

hodnotách) takové, že xi(t) 6 K∗
i , i = 1, 2, . . . , n, pro všechna t > T ∗.

Definujme funkci
S(·) = a1x1(·) + a2x2(·) + · · ·+ anxn(·) + y(·).

Pak pro t > T ∗ platí

Ṡ =
n
∑

i=1

aixifi(xi)− y
n
∑

i=1

aiϕi(x, y) + yG(x, y) =

= −
n
∑

i=1

aixifi(0)− y

(

n
∑

i=1

aiϕi(x, y)−G(x, y)

)

+
n
∑

i=1

aixi [fi(0) + fi(xi)] 6

6 −γ∗S +
n
∑

i=1

ai [K
∗
i fi(0) + µi] .

Podle srovnávací věty pro řešení diferenciálních rovnic dále platí

S(t) 6
1
γ∗

n
∑

i=1

ai [K
∗
i fi(0) + µi] +

(

S(T ∗)−
1
γ∗

n
∑

i=1

ai [K
∗
i fi(0) + µi]

)

exp [γ∗(T ∗ − t)] ,

a poněvadž γ∗ > 0, je důkaz dokončen.

Poznamenejme, že konstanty a1, a2, . . . , an existují podle předpokladu (A4∗); zejména kon-
stanty a1 = a2 = · · · = an = 1 splňují podmínku (1.12). Jiná volba těchto konstant by mohla
odhad hranic řešení zlepšit.

1.3 Ilustrační příklad

Následující příklad ukazuje použitelnost Věty 1.2 pro odhad hranic řešení v případě konkrétního
systému typu (1.1).
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Příklad 3. Uvažujme systém

ẋ = x(1 − x)−
2x
1 + 2x

y, ẏ = y
(

−
1
4
+
2x
1 + 2x

)

. (1.15)

Jedná se o obvyklý systém dravec–kořist Gauseho typu s funkcionální odezvou typu II (viz např.
[30]). Funkce

F (x, y) = 1− x−
2

1 + 2x
y and G(x, y) = −

1
4
+
2x
1 + 2x

splňují podmínky (A1)–(A3), (A4∗) s hodnotami K = 1, γ0 = 1/4. Podle vztahů (1.13), (1.14) a
(1.12) dostaneme

K∗ = 1 + ε, µ =
1
4
, γ̂ = inf

[

(a− 1)
2x
1 + 2x

+
1
4
: 0 6 x 6 1 + ε

]

,

kde a je kladné reálné číslo a ε označuje libovolně malé kladné číslo. Nyní máme

γ̂ =

{

1/4, 1 6 a

(2/3)(a− 1) + 1/4, 5/8 < a < 1,

a
γ̂ 6 0, 0 < a 6 5/8

γ∗(a) =

{

1/4, 1 6 a

(8a− 5)/12, 5/8 < a < 1,

M∗(a) =

{

5a+ ε, 1 6 a

15a/(8a− 5) + ε, 5/8 < a < 1.

Tedy min [M∗(a) : 5/8 < a] =M∗(1) = 5+ε a každá trajektorie systému (1.15) skončí v množině

U =
{

(x, y) ∈ R
2 : 0 6 x 6 1 + ε, 0 6 y 6 5− x+ ǫ

}

.

Z vyšetřování průběhu nulklin systému (1.15) (metoda použitá v [45] při důkazech Theorem 1
a Theorem 2) vyplyne, že každá jeho trajektorie skončí v množině

V =
{

(x, y) ∈ R
2 : 0 6 x 6 1 + ε, 0 6 y 6 6.77

}

.

Poněvadž U ⊂ V , věta 1.2 dává v tomto případě lepší odhad hranic řešení než jemná metoda
vyvinutá speciálně pro dvojdimenzionální systém.
Dissipativitu systému (1.15) nelze dokázat pomocí metod z článků [13] nebo [43], poněvadž

výraz
∂F

∂x
(x, y) =

4y
(1 + 2x)2

− 1

je kladný pro velká y. Předpoklad, že se v populaci kořisti objevuje vnitro a mezidruhová konku-
rence při libovolně velké velikosti populace dravce, není splněn ani v tomto jednoduchém a často
používaném modelu. �
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Kapitola 2

Permanence neautonomního
modelu typu dravec-kořist

Nejprve připomeneme, proč je potřebné se neautonomními modely zabývat. Modely reálných pro-
cesů by totiž měly být autonomní — aby byly výsledky pozorování reprodukovatelné, musí být
nezávislé na čase, kdy pokus provádíme. To platí i v případě procesů v živé přírodě, které jsou
silně ovlivněny např. průběhem počasí. I počasí (teplota, srážky, oblačnost, . . . ) je výsledkem
nějakého přirozeného procesu, časově závislé parametry modelu jsou tedy opět řešením nějakého
autonomního systému. Ovšem při takovém— teoreticky nejlepším — přístupu k modelování by ne-
úměrně narůstala dimenze zkoumaných systémů, což by mohlo prakticky znesnadnit až znemožnit
jejich analýzu.
Budeme se tedy zabývat neautonomními systémy obyčejných diferenciálních rovnic modelují-

cími nějaké biologické společenstvo. Důležitou otázkou je opět jeho ekologická stabilita. Jak již
bylo zmíněno v předchozí kapitole, vhodnou formalizací tohoto pojmu je pojem permanence. I pro
neautonomní systémy byla modifikována metoda zobecňující metodu ljapunovských funkcí [10] a
využita pro nalezení dostatečných podmínek permanence neautonomního systému typu dravec-
kořist [4]. Podmínky byly vyjádřeny pomocí význačného řešení podsystému popisujícího vývoj
populace kořisti bez přítomnosti predátora, řešení odpovídajícího stacionárnímu řešení analogické
autonomní rovnice. Takové význačné řešení neautonomní rovnice však obecně nelze najít analy-
ticky, kriterium permanence tedy není efektivní. Druhý důvod omezené praktické použitelnosti
kriteria je fakt, že ani systém popisující zkoumané společenstvo nemusí být přesně znám — ne-
známe přesné hodnoty parametrů modelu, pouze nějaké jejich odhady, neznáme přesný tvar funkcí
vystupujících v modelu, ale např. pouze znaménko jejich parciálních derivací a podobně. Proto
může být užitečné nalezení nějakých obecnějších podmínek zaručujících permanenci, které jsou
sice silnější (neumožní prokázat permanenci všech systémů, které permanentní jsou), ale zato jsou
ověřitelné.
Tato kapitola je je jednou z možností, jak takové podmínky zformulovat. Je k tomu využita

analogie postupu, který pro autonomní systémy použil Gard [14]. Časová závislost pravých stran
uvažovaných rovnic je speciálního typu — jedná se o spojité funkce kolísající kolem nějaké hodnoty,
jejichž odchylky od této hodnoty nepřekročí jisté „rozumné mezeÿ ani co do velikosti, ani co do
trvání. Přinejmenším většina časově proměnných parametrů ekologických modelů (např. kolísání
charakteristik počasí v rámci klimatu) je tohoto typu.
V následujícím oddílu jsou shrnuty některé pojmy a výsledky týkající se permanence neauto-

nomních systémů. V části 2.2 jsou zavedeny funkce, které budou vystupovat v roli pravých stran
studovaných systémů a jsou odvozeny jejich vlastnosti potřebné pro následující úvahy. V dalším
oddílu je studován neautonomní model vývoje jedné populace. Jedná se o zobecnění Verhulstovy
logistické rovnice, základní rovnice populační dynamiky. Jsou nalezeny asymptotické hranice jejich
řešení, v jistém smyslu optimální. Dosažené výsledky zobecňují výsledky článku [46].
Hlavní výsledek je uveden v 2.4. Je zde zformulován obecný model interakce dravce a ko-
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řisti, který pokrývá většinu používaných modelů, podmínky na něj kladené mají jasný ekologický
význam. Dále jsou nalezeny dostatečné podmínky pro ohraničenost jeho řešení včetně jejich eko-
logické interpretace a dostatečná podmínka jeho permanence.

2.1 Předběžné úvahy

Uvažujme neautonomní systém obyčejných diferenciálních rovnic

ẋ = f(t,x) , (2.1)

kde f = (f1, f2, . . . , fn) : [t0,∞) × Ω → R
n, Ω ⊆ R

n je takové zobrazení, že systém (2.1) s počá-
tečními podmínkami

x(t0) = x0 (2.2)

má jediné řešení x(·) definované na intervalu [t0,∞), které spojitě závisí na počátečních hodnotách.

Definice 1 ([10]). Nechť R ⊆ Ω a S ⊆ Ω r R. Množinu S nazveme stejnoměrně repelentní
vzhledem k množině R, pokud existuje otevřené okolí N množiny S v Ω takové, že pro každé
řešení x(·) systému (2.1) splňující podmínku {x(t) : t > t0} ⊆ R, existuje t1 ∈ [t0,∞) takové, že
{x(t) : t > t1} ∩ N = ∅.
Je-li S = {u}, u 6∈ R stejnoměrně repelentní vzhledem k R, bod u nazveme stejnoměrně

repulsivní vzhledem k množině R.

Věta 2.1 (Fernandes a Zanolin [10]). Nechť u ∈ ∂Ω. Pokud existují

− okolí O bodu u v množině Ω,

− spojitě diferencovatelná funkce V : O → R,

− spojitá funkce ψ : R+ → R

takové, že

(i) V (u) = 0, V (x) < 0 pro všechny x ∈ O ∩ intΩ;

(ii) V̇ (t,x) =
n
∑

i=1

∂V (x)
∂xi

fi(t,x) 6 V (x)ψ(t) pro všechny (t,x) ∈ R+ ×O;

(iii)
∞
∫

0

ψ(σ)dσ =∞, inf
{

t
∫

τ

ψ(σ)dσ : 0 6 τ 6 t <∞

}

> −∞;

pak bod u je stejnoměrně repulsivní vzhledem k množině intΩ.

V práci [10] byla dokázána poněkud obecnější věta. Uvedená speciální formulace však stačí pro
odvození výsledků této kapitoly.

Definice 2 ([22]). Systém (2.1) s Ω = clRn
+ se nazývá permanentní, pokud existuje kompaktní

množina X ⊆ R
n
+ taková, že:

(i) Ke každému řešení x(·) problému (2.1), (2.2) s počáteční hodnotou x0 ∈ R
n
+ existuje taková

hodnota T > t0, že x(t) ∈ X pro všechna t > T .

(ii) Množina ∂R
n
+ ∩X je stejnoměrně repelentní vzhledem k množině intRn

+.

Je-li X množina zavedená v předchozí definici, pak množina ∂R
n
+ ∩X je kompaktní. To zna-

mená, že podmínka (ii) je splněna právě tehdy, když každý bod hranice ∂R
n
+ ∩X je stejnoměrně

repulsivní vzhledem k vnitřku intRn
+.

Tato poznámka spolu s Větou 2.1 umožňuje rozhodnout o permanenci systému (2.1).
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2.2 Funkce třídy A

Následující definice formalizuje pojem veličiny, která v čase kolísá kolem nějaké střední hodnoty,
jejíž odchylky svým trváním ani velikostí nepřekročí „rozumnéÿ meze.

Definice 3. Řekneme, že funkce f : R+ → R je třídy A, je-li spojitá, ohraničená a splňuje
následující podmínky:

(A1) existuje f̄ = lim
t→∞

1
t

t
∫

0

f(σ)dσ ∈ R ,

(A2) −∞ < lim inf
t→∞

t
∫

0

(f(σ)− f̄ )dσ 6 lim sup
t→∞

t
∫

0

(f(σ)− f̄ )dσ <∞ .

Podmínka (A1) zavádí střední hodnotu funkce f , podmínka (A2) vyjadřuje ohraničenost ko-
lísání hodnot funkce f kolem této střední hodnoty. Následující tvrzení zavádí důležitou podmnožinu
třídy A.

Tvrzení 1. Nechť spojitá a ohraničená funkce f : R+ → R splňuje podmínku (A1). Existuje-li
kladné číslo ω takové, že ke každému t ∈ R+ existuje číslo T = T (t) ∈ [t, t+ω] splňující podmínku

T (t)
∫

0

(

f(σ)− f̄
)

dσ = 0 ,

pak je splněna i podmínka (A2), tj. f ∈ A.

Důkaz. Při označení f̂ = sup{|f(σ)| : σ ∈ R+} zřejmě platí nerovnost f̂ + f̄ > 0 a dále podle
předpokladu dostaneme

lim sup
t→∞

t
∫

0

(

f(σ)− f̄
)

dσ = lim sup
t→∞







T (t)
∫

0

(

f(σ)− f̄
)

dσ −

T (t)
∫

t

(

f(σ)− f̄
)

dσ






=

= lim sup
t→∞







(

T (t)− t
)

f̄ −

T (t)
∫

t

f(σ)dσ






6

6 lim sup
t→∞

[

(

T (t)− t
)(

f̄ + f̂
)

]

6 ω
(

f̄ + f̂
)

< ∞ .

Platnost nerovnosti −∞ < lim inf
t→∞

t
∫

0

(f(σ)− f̄ )dσ lze ukázat podobně. Zbývající nerovnost v pod-

mínce (A2) je triviální.

Funkce mající vlastnost zavedenou v Tvrzení 1 mohou být charakterizovány jako proměnné
veličiny které kolísají kolem nějakého dlouhodobého průměru a jejíž odchylka od něho v okamžiku
t je vyrovnána v konečném čase T (t). Nejjednoduššími příklady takových funkcí jsou funkce peri-
odické a samozřejmě, jako jejich zvláštní případ, funkce konstantní:

Tvrzení 2. Buď f : R+ → R spojitá a ω-periodická funkce. Pak f ∈ A a

f̄ =
1
ω

ω
∫

0

f(σ)dσ .
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Důkaz. Funkce f je zřejmě ohraničená. Ověříme platnost podmínky (A1): Nechť [x] označuje celou
část reálného čísla x a f̂ = max {|F (σ)| : σ ∈ [0, ω]}. Pak pro libovolné t > 0 platí

1
ω

6

[

t

ω

]

t
6
1
ω
+
1
t
, −ωf̂ 6

t
∫

[t/ω]ω

f(σ)dσ 6 ωf̂.

Odtud plyne, že

lim
t→∞

1
t

t
∫

0

f(σ)dσ = lim
t→∞

1
t







[t/ω]ω
∫

0

f(σ)dσ +

t
∫

[t/ω]ω

f(σ)dσ






=

= lim
t→∞

1
t







[

t

ω

]

ω
∫

0

f(σ)dσ +

t
∫

[t/ω]ω

f(σ)dσ






=
1
ω

ω
∫

0

f(σ)dσ.

Buď nyní t kladné číslo a položme T (t) =
[

t

ω
+ 1
]

ω. Pak T (t) ∈ [t, t+ ω] a

T (t)
∫

0

(f(σ)− f̄ )dσ =
[

t

ω
+ 1
]

ω
∫

0

(f(σ)− f̄ )dσ =

=
[

t

ω
+ 1
]





ω
∫

0

f(σ)dσ − ωf̄



 =

=
[

t

ω
+ 1
]





ω
∫

0

f(σ)dσ − ω
1
ω

ω
∫

0

f(σ)dσ



 = 0 ,

takže podle Tvrzení 1 funkce f splňuje i podmínku (A2).

Následující tvrzení shrnují některé jednoduché vlastnosti funkcí třídy A.

Tvrzení 3. Nechť f : R+ → R, f ∈ A. Pak

1. f̄ = 0 právě tehdy, když

−∞ < lim inf
t→∞

t
∫

0

f(σ)dσ 6 lim sup
t→∞

t
∫

0

f(σ)dσ <∞.

2. f̄ > 0 právě tehdy, když
∞
∫

0

f(σ)dσ =∞,

f̄ < 0 právě tehdy, když
∞
∫

0

f(σ)dσ = −∞.

3. Je-li f̄ > 0, pak −∞ < inf
{

t
∫

τ

f(σ)dσ : 0 6 τ 6 t <∞

}

6 0,

je-li f̄ 6 0, pak 0 6 sup
{

t
∫

τ

f(σ)dσ : 0 6 τ 6 t <∞

}

<∞.

4. Je-li g : R+ → R, g ∈ A, pak f + g ∈ A a f + g = f̄ + ḡ.
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Důkaz. První dvě části tvrzení jsou zřejmá.
Nechť f̄ > 0. Pak

inf







t
∫

τ

f(σ)dσ : 0 6 τ 6 t <∞







6

0
∫

0

f(σ)dσ = 0 .

Dále

inf







t
∫

τ

f(σ)dσ : 0 6 τ 6 t <∞







=

= inf
{

t
∫

τ

(

f(σ)− f̄
)

dσ +
t
∫

τ

f̄dσ : 0 6 τ 6 t <∞

}

=

= inf
{

t
∫

τ

(

f(σ)− f̄
)

dσ + (t− τ)f̄ : 0 6 τ 6 t <∞

}

>

> inf
{

t
∫

τ

(

f(σ)− f̄
)

dσ : 0 6 τ 6 t <∞

}

+ inf
{

(t− τ)f̄ : 0 6 τ 6 t <∞
}

.

Platí inf
{

(t− τ)f̄ : 0 6 τ 6 t <∞
}

= 0, poněvadž f̄ > 0. Označme

f∗ = inf







t
∫

0

(

f(σ)− f̄
)

dσ : t > 0







,

f∗ = sup







t
∫

0

(

f(σ)− f̄
)

dσ : t > 0







,

a buďte τ, t libovolná reálná čísla taková, že 0 6 τ 6 t. Pak hodnoty f∗ a f∗ jsou konečné podle
(A2) a

t
∫

τ

(

f(σ)− f̄
)

dσ =

t
∫

0

(

f(σ)− f̄
)

dσ −

τ
∫

0

(

f(σ)− f̄
)

dσ > f∗ − f∗ .

Tedy

inf







t
∫

τ

(

f(σ)− f̄
)

dσ : 0 6 τ 6 t <∞







> f∗ − f∗ > −∞ .

Druhou implikaci třetí části tvrzení dokážeme podobně.
Nyní ukážeme platnost poslední části tvrzení. Z linearity integrálu a limity plyne, že funkce

f + g splňuje podmínku (A1) a platí f + g = f̄ + ḡ. Dále

lim inf
t→∞

t
∫

0

(

f(σ) + g(σ)− f̄ − ḡ
)

dσ =

= lim inf
t→∞





t
∫

0

(

f(σ)− f̄
)

dσ +

t
∫

0

(

g(σ)− ḡ
)

dσ



 >

> lim inf
t→∞

t
∫

0

(

f(σ)− f̄
)

dσ + lim inf
t→∞

t
∫

0

(

g(σ)− ḡ
)

dσ > −∞ .

Druhá nerovnost v podmínce (A2) je splněna triviálně a platnost třetí lze dokázat podobně jako
platnost první nerovnosti.
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Pro další úvahy budou užitečná dvě následující technická tvrzení.

Tvrzení 4. Nechť funkce F : R+ × R → R je taková, že funkce F (·, x) ∈ A pro každé x ∈ R a
funkce F (t, ·) je nerostoucí (resp. neklesající) pro každé t ∈ R+. Označme

F̄ (x) = lim
t→∞

1
t

t
∫

0

F (σ, x)dσ

pro libovolné x ∈ R. Pak je funkce F̄ : R → R nerostoucí (resp. neklesající).

Důkaz. Nechť funkce F (t, ·) je nerostoucí a čísla x1, x2 jsou taková, že x1 < x2. Pak F (t, x1) >

F (t, x2) pro každé t > 0. Odtud dále plyne

1
t

t
∫

0

F (σ, x1)dσ >
1
t

t
∫

0

F (σ, x2)dσ .

Limitním přechodem t → ∞ obdržíme dokazované tvrzení.

Tvrzení 5. Buď n ∈ N a nechť F : R+×R
n → R je taková funkce, že funkce F (·,x) ∈ A pro každé

x ∈ R
n a funkce F (·, ·) je lokálně lipschitzovská ve druhé proměnné stejnoměrně vzhledem k první,

tj. ke každé kompaktní podmnožině C ⊆ R
n existuje konstanta LC taková, že |F (t,x1)−F (t,x2)| 6

LC ‖x1 − x2‖ pro všechny x1,x2 ∈ C, t ∈ R+. (Symbol ‖·‖ označuje libovolnou normu na R
n

ekvivalentní s euklidovskou.)
Pro libovolný bod x ∈ R

n označme

F̄ (x) = lim
t→∞

1
t

t
∫

0

F (σ,x)dσ.

Pak je funkce F̄ : Rn → R spojitá.

Důkaz. Buď x0 ∈ R
n, ε > 0 libovolné číslo a C ⊆ R

n buď kompaktní množina taková, že x0 ∈
intC. Položme δ = ε/LC. Pak pro každý bod x ∈ intC splňující podmínku ‖x− x0‖ < δ platí

∣

∣F̄ (x) − F̄ (x0)
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

lim
t→∞

1
t

t
∫

0

F (σ,x)dσ − lim
t→∞

1
t

t
∫

0

F (σ,x0)dσ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

lim
t→∞

1
t

t
∫

0

(

F (σ,x) − F (σ,x0)
)

dσ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= lim
t→∞

1
t

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

(

F (σ,x) − F (σ,x0)
)

dσ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6 lim
t→∞

1
t

t
∫

0

|F (σ,x) − F (σ,x0)|dσ 6

6 lim
t→∞

1
t

t
∫

0

LC ‖x− x0‖dσ = LC ‖x− x0‖ <

< LCδ = ε ,

což znamená, že funkce F̄ (·) je spojitá v bodě x0.
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2.3 Neautonomní model růstu jedné populace

Uvažujme následující počáteční problém

ẋ = xF (t, x) , (2.3)

x(0) = x0 > 0 , (2.4)

kde F : R2+ → R je taková funkce, že pro každé x ∈ R+ je funkce F (·, x) ∈ A. Označme

F̄ (x) = lim
t→∞

1
t

t
∫

0

F (σ, x)dσ ,

F∗(x) = inf







t
∫

τ

F (σ, x)dσ : 0 6 τ 6 t <∞







,

F ∗(x) = sup







t
∫

τ

F (σ, x)dσ : 0 6 τ 6 t <∞







.

Předpokládejme, že počáteční problém (2.3), (2.4) má pro každou počáteční hodnotu x0 jediné
úplné řešení x(·) definované na intervalu [0, b), kde b = b(x0) > 0. Takový předpoklad je splněn
např. v případě, že funkce F je lokálně lipschitzovská vzhledem k proměnné x.
Zřejmě platí

x(t) = x0 exp







t
∫

0

F
(

σ, x(σ)
)

dσ







pro všechna t ∈ [0, b), nebo poněkud obecněji

x(t) = x(τ) exp







t
∫

τ

F
(

σ, x(σ)
)

dσ







pro všechna 0 6 τ 6 t < b. Z toho plyne, že x(t) > 0 pro každé t ∈ [0, b).
Na funkci F můžeme klást další podmínky:

(S1) Funkce F (t, ·) je nerostoucí pro každé t ∈ R+.

(S2a) Existuje konstanta k > 0 taková, že F̄ (x) > 0 pro každé x ∈ (0, k].

(S2b) Existuje konstanta K > 0 taková, že F̄ (x) 6 0 pro každé x ∈ [K,∞).

Rovnici (2.3) můžeme považovat za model vývoje velikosti x nějaké populace, jejíž růstový ko-
eficient F (rozdíl porodnosti a úmrtnosti) se mění s časem a závisí na velikosti populace. Podle
podmínky (S1) se v populaci může (ale nemusí — požadovaná monotonnost není ryzí) projevovat
vnitrodruhová konkurence. Podmínka (S2a) říká, že v malé populaci je tato konkurence slabá —
průměrná porodnost je větší než průměrná úmrtnost; ve velké populaci je tomu podle podmínky
(S2b) naopak.
Z třetí části Tvrzení 3 plyne: Pokud funkce F splňuje podmínku (S2a), pak −∞ < F∗(k) 6 0;

pokud funkce F splňuje podmínku (S2b), pak 0 6 F ∗(K) <∞. Pokud funkce F splňuje podmínku
(S1), pak z Tvrzení 4 plyne, že funkce F̄ je nerostoucí; pokud splňuje všechny tři podmínky (S1),
(S2a) a (S2b), pak z monotonnosti funkce F̄ plyne, že K > k.

Tvrzení 6. Pokud funkce F splňuje podmínky (S1) a (S2a), pak existuje číslo T1 ∈ [0, b) takové,
že x(t) > x0 exp {F∗(k)} pro všechna t ∈ [T1, b).
Pokud funkce F splňuje podmínky (S1) a (S2b), pak b =∞ a existuje číslo T2 ∈ [0,∞) takové,

že x(t) 6 x0 exp {F ∗(K)} pro všechna t ∈ [T2,∞).
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Důkaz. Dokážeme druhou část tvrzení. První může být dokázána pomocí podobných argumentů
s obrácenými nerovnostmi. Nechť tedy funkce F splňuje podmínky (S1) a (S2b).
Nechť nejprve x0 > K. Pak buď x(t) > K pro všechna t ∈ [0, b), anebo existuje číslo T2 ∈ (0, b)

takové, že x(T2) 6 K.
V prvním případě využijeme podmínku (S1) a dostaneme

x(t) = x0 exp







t
∫

0

F
(

σ, x(σ)
)

dσ







6 x0 exp







t
∫

0

F (σ,K)dσ







6 x0 exp {F ∗(K)}

pro všechna t ∈ [0, b). Můžeme tedy položit T2 = 0.
Ve druhém případě připustíme, že existuje číslo τ2 ∈ [T2, b) takové, že

x(τ2) > K exp {F ∗(K)} > K .

Poněvadž funkce x(·) je spojitá, existuje číslo t2 ∈ (T2, τ2) takové, že

x(t2) = K a x(t) > K pro všechna t ∈ (t2, τ2).

Nyní platí

K exp {F ∗(K)} < x(τ2) = x(t2) exp







τ2
∫

t2

F
(

σ, x(σ)
)

dσ







6

6 K exp







τ2
∫

t2

F (σ,K)dσ







6 K exp {F ∗(K)} .

Tento spor dokazuje, že x(t) 6 K {expF ∗(K)} pro všechna t ∈ [T2, b).
Nechť nyní x0 6 K. Můžeme položit T2 = 0 a zopakovat předchozí úvahy.
Zbytek druhé části tvrzení, tj. b = ∞, plyne z věty o prodlužování řešení (viz např. [16,

II.3.2]).

Tvrzení 7. Nechť ε je libovolné kladné číslo.
Pokud funkce F splňuje podmínky (S1) a (S2a), pak existuje číslo T1 ∈ [0, b) takové, že x(t) >

k exp {F∗(k)} − ε pro všechna t ∈ [T1, b).
Pokud funkce F splňuje podmínky (S1) a (S2b), pak existuje číslo T2 ∈ [0,∞) takové, že

x(t) 6 K exp {F ∗(K)}+ ε pro všechna t ∈ [T2,∞).

Důkaz. Nechť funkce F splňuje podmínky (S1) a (S2a). Pokud x0 > k, pak první část tvrzení
plyne bezprostředně z Tvrzení 6. Pokud ε > k exp {F∗(k)}, pak první část tvrzení je triviální. Buď
tedy x0 < k a ε 6 k exp {F∗(k)}. Poněvadž F∗(k) 6 0, plyne z poslední nerovnosti

ε(exp {F∗(k)} − 1) > k exp {F∗(k)} (exp {F∗(k)} − 1)

ε(1− exp {−F∗(k)}) > k(exp {F∗(k)} − 1)

k − ε exp {−F∗(k)} > k exp {F∗(k)} − ε . (2.5)

Připusťme, že x(t) 6 k − ε exp {−F∗(k)} pro všechna t > 0. Pak z podmínky (S1) dostaneme

k − ε exp {−F∗(k)} > x(t) = x0 exp







t
∫

0

F
(

σ, x(σ)
)

dσ







>

> x0 exp







t
∫

0

F
(

σ, k − ε exp {−F∗(k)}
)

dσ







(2.6)
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pro všechna t > 0. Ale podle podmínky (S2a) platí F̄
(

k − ε exp {−F∗(k)}
)

> 0, neboť

k − ε exp {−F∗(k)} < k.

Z druhé části Tvrzení 3 nyní plyne, že pravá strana nerovnosti (2.6) diverguje do +∞. Tento spor
zaručuje existenci čísla T1 > 0 takového, že

x(T1) > k − ε exp {−F∗(k)} . (2.7)

Připusťme nyní, že existuje číslo τ1 > T1 takové, že

x(τ1) < k exp {F∗(k)} − ε . (2.8)

Z nerovnosti (2.5) plyne, že x(τ1) < k − ε exp {−F∗(k)}. Spojitost funkce x(·) spolu s nerovností
(2.7) implikuje existenci takového čísla t1 ∈ (T1, τ1), že x(t1) = k − ε exp {−F∗(k)} a x(t) <
k − ε exp {−F∗(k)} < k pro všechna t ∈ (t1, τ1). Z podmínky (S1) dostaneme

x(τ1) = x(t1) exp







τ1
∫

t1

F
(

σ, x(σ)
)

dσ







>

>
(

k − ε exp {−F∗(k)}
)

exp







τ1
∫

t1

F (σ, k)dσ







>

>
(

k − ε exp {−F∗(k)}
)

exp {F∗(k)} = k exp {F∗(k)} − ε .

Tato nerovnost je ve sporu s nerovností (2.8), takže první část tvrzení je dokázána.
Druhou část lze dokázat obdobně.

Z posledního tvrzení bezprostředně plyne následující věta.

Věta 2.2. Nechť funkce F splňuje podmínku (S1) a podmínku

(S2) Existuje konstanta K > 0 taková, že F̄ (K) = 0 a (x−K)F̄ (x) < 0 pro všechna x ∈ R+, x 6=
K.

Je-li ε libovolné kladné číslo, pak existuje číslo T > 0 (které může záviset na počáteční hodnotě x0
a na ε) takové, že každé řešení x(·) počátečního problému (2.3), (2.4) splňuje nerovnosti

K {expF∗(K)} − ε 6 x(t) 6 K exp {F ∗(K)}+ ε pro všechna t > T.

Rovnici (2.3) s funkcí F splňující podmínky (S1) a (S2) můžeme také považovat za zobecnění
věhlasné a široce studované Verhulstovy rovnice

ẋ = rx
(

1−
x

K

)

. (2.9)

V takovém případě je

F (t, x) = F (x) = F̄ (x) = r
(

1−
x

K

)

,

F∗(K) = F ∗(K) = 0 .

Z věty 2.2 nyní plyne známý výsledek: ke každému číslu ε > 0 a každému řešení x(·) rovnice (2.9)
s počáteční hodnotou x(0) > 0 existuje číslo T > 0 takové, že K − ε 6 x(t) 6 K + ε pro všechna
t > T , tj. limt→∞ x(t) = K. Tento výsledek také ukazuje, že odhad hranic řešení uvedený ve větě
2.2 je v jistém smyslu optimální.
Konstantu K z podmínky (S2) lze považovat za dlouhodobou střední kapacitu prostředí.
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2.4 Neautonomní systém dravec-kořist

Uvažujme následující neautonomní systém obyčejných diferenciálních rovnic Kolmogorova typu

ẋ = xF (t, x, y) , ẏ = yG(t, x, y) , (2.10)

s počátečními podmínkami

x(0) = x0 > 0 , y(0) = y0 > 0 . (2.11)

O funkcích F,G : R
3
+ → R předpokládáme, že pro všechna (x, y) ∈ R

2
+ splňují podmínku

F (·, x, y) ∈ A, G(·, x, y) ∈ A.
Zavedeme následující označení pro funkci F

F̄ (x, y) = lim
t→∞

1
t

t
∫

0

F (σ, x, y)dσ ,

F∗(x, y) = inf







t
∫

τ

F (σ, x, y)dσ : 0 6 τ 6 t <∞







,

F ∗(x, y) = sup







t
∫

τ

F (σ, x, y)dσ : 0 6 τ 6 t <∞







,

a analogická pro funkci G.
O funkcích F, G budeme předpokládat, že splňují následující podmínky:

(P1) Existuje konstanta Y ∗ taková, že funkce F (t, ·, y) je nerostoucí pro všechna t > 0 a y ∈ [0, Y ∗].

(P2) Existuje konstanta K > 0 taková, že (x−K)F̄ (x, 0) < 0 pro všechna x ∈ R+, x 6= K.

(P3) Funkce F (t, x, ·) je nerostoucí pro všechna t, x ∈ R+.

(P4) Funkce G(t, x, ·) je nerostoucí pro všechna t, x ∈ R+.

(P5) Funkce G(t, ·, y) je neklesající pro všechna t, y ∈ R+.

(P6) Existuje konstanta L > 0 taková, že (x− L)Ḡ(x, 0) > 0 pro všechna x ∈ R+, x 6= L.

Opět můžeme zdůraznit, že požadovaná monotonnost uvažovaných funkcí nemusí být ryzí.
Systém (2.10) s funkcemi F, G splňujícími podmínky (P1)–(P6) popisuje interakci predátora

a jeho kořisti. Proměnná x, resp. y, označuje velikost populace kořist, resp. predátora, funkce
F a G, označují příslušné růstové koeficienty, které se v čase mění a závisí na velikostech obou
interagujících populací.
Podmínky (P1) a (P4) říkají, že u obou populací se může projevit vnitrodruhová konkurence,

v populaci predátora se neprojevuje vnitrodruhový mutualismus a v populaci kořisti se může
projevit jen při velkém predačním tlaku. Podmínka (P2) zavádí „dlouhodobou střední kapacitu
prostředíÿ pro izolovanou populaci kořisti. Izolovaná populace kořisti (tj. populace v prostředí
bez predátorů) se vyvíjí podle rovnice (2.3) s pravou stranou splňující podmínky (S1) a (S2).
Podle podmínek (P3) a (P5) predátor může redukovat růst populace kořisti, populace kořisti
může stimulovat růst populace predátora. Podmínka (P6) zavádí „dlouhodobou střední velikost
populace kořistiÿ, která zaručí nevymírání populace predátora.
Dále budeme předpokládat, že funkce F, G vystupující v pravých stranách systému (2.10) jsou

lokálně lipschitzovské vzhledem k proměnným x, y stejnoměrně v t. V důsledku toho jsou podle
tvrzení 5 funkce F̄ a Ḡ spojité. Tento předpoklad zaručí, že počáteční problém (2.10), (2.11)
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má jediné úplné řešení
(

x(·), y(·)
)

definované na intervalu [0, b), b > 0, které spojitě závisí na
počátečních podmínkách. Složky tohoto řešení zřejmě splňují relace

x(t) = x(τ) exp







t
∫

τ

F
(

σ, x(σ), y(σ)
)

dσ







,

y(t) = y(τ) exp







t
∫

τ

G
(

σ, x(σ), y(σ)
)

dσ







pro všechna 0 6 τ < t. Tedy x(t) > 0, y(t) > 0 pro všechna t ∈ [0, b). Dále ze spojitosti funkcí F̄ ,
Ḡ a podmínek (P2), (P6) plyne F̄ (K, 0) = 0, Ḡ(L, 0) = 0, takže vzhledem k třetí části tvrzení 3
platí nerovnosti

−∞ < F∗(K, 0) 6 F ∗(K, 0) <∞, −∞ < G∗(L, 0) 6 G∗(L, 0) <∞.

Tvrzení 8. Buďte
(

x(·), y(·)
)

řešení počáteční úlohy (2.10), (2.11) a u(·) řešení počáteční úlohy

u̇ = uF (t, u, 0), u(0) = x0 .

Pak x(t) 6 u(t) pro všechna t ∈ [0, b).

Důkaz. Tvrzení plyne ze známé srovnávací věty (viz např. [16, III.4.2]) a z podmínky (P3), která
implikuje nerovnost

F (t, x, y) 6 F (t, x, 0) pro všechna t, x, y ∈ R+.

Pro x ∈ R+ označme
µ(x) = inf{y : y > 0, Ḡ(x, y) 6 0}.

Připouštíme také µ(x) = ∞. Hodnota µ(x) představuje maximální velikost populace predátora,
která se může uživit kořisti o velikosti populace x. Z Tvrzení 4 a podmínky (P5) plyne, že funkce
µ je neklesající na intervalu [0,∞); z podmínky (P6) plyne µ(x) = 0 pro 0 6 x 6 L.

Tvrzení 9. Existuje-li číslo ε > 0 takové, že µ (K exp {F ∗(K, 0)}+ ε) < ∞, pak je každé řešení
systému (2.10) ohraničené.
Hranice řešení jsou dány následovně: Buď

(

x(·), y(·)
)

řešení problému (2.10), (2.11) a označme

K∗ = K exp {F ∗(K, 0)}+ ε, M∗ = µ(K∗) exp
{

G∗
(

K∗, µ(K∗)
)}

.

Je-li δ libovolné kladné číslo, pak existuje číslo T1 > 0 (které může záviset na x0, y0, ε, δ) takové,
že

x(t) 6 K∗ , y(t) 6 M∗ + δ

pro všechna t > T1.

Důkaz. Vzhledem k tvrzením 7 a 8 existuje číslo τ1 > 0 takové, že x(t) 6 K∗ pro všechna t > τ1.
Tedy G

(

t, x(t), y(t)
)

6 G
(

t,K∗, y(t)
)

pro všechna t ∈ [τ1, b).
Buď v(·) řešení počátečního problému

v̇ = vG(t,K∗, v), v(τ1) = y(τ1) .

Podle srovnávací věty platí nerovnost y(t) 6 v(t) pro všechna t ∈ [τ1, b).
Buď δ > 0 libovolné číslo. Pak podle Tvrzení 7 a podmínky (P4) existuje číslo T1 > τ1 takové,

že
v(t) 6 µ(K∗) exp

{

G∗
(

K∗, µ(K∗)
)}

+ δ

pro všechna t > T1. Tím je důkaz úplný.
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Je-li každé řešení systému (2.10) ohraničené, pak podle věty o prodlužování řešení platí b =∞.
Předpoklad předchozího tvrzení má jednoduchou ekologickou interpretaci: omezená populace

kořisti nemůže uživit neomezenou populaci predátora. Takový předpoklad je samozřejmě v pří-
rodních společenstvech splněn.

Věta 2.3. Nechť je splněn předpoklad Tvrzení 9 a platí alespoň jedna z následujících podmínek:

(i) Existuje číslo δ > 0 takové, že F̄ (0,M∗ + δ) > 0.

(ii) sup{G(t, 0, 0) : t > 0} < 0.

Pak existují čísla K∗ > 0 a T2 > 0 taková, že x(t) > K∗ pro všechna t > T2.
Je-li splněna podmínka (i), pak číslo K∗ bude dáno rovností (2.12); je-li splněna podmínka

(ii), pak číslo K∗ bude dáno rovností (2.13).

Důkaz. Nechť platí podmínka (i). Ze spojitosti funkce F̄ plyne existence konstanty c > 0 takové,
že F̄ (x,M∗ + δ) > 0 pro všechna x ∈ [0, c]. Předpokládejme, že x(t) 6 c pro všechna t > T1, kde
T1 je číslo zavedené v Tvrzení 9. Pak

c > x(t) = x(T1) exp







t
∫

T1

F
(

σ, x(σ), y(σ)
)

dσ







> x(T1) exp







t
∫

T1

F (σ, c,M∗ + δ)dσ







.

Ale podle druhé části Tvrzení 3 diverguje poslední výraz do +∞ pro t→ +∞, neboť F̄ (c,M∗+δ) >
0. Z tohoto sporu plyne existence čísla T2 > T1 takového, že x(T2) > c.
Buď v(·) řešení počátečního problému

v̇ = vF (t, v,M∗ + δ), v(T2) = x(T2) .

Podle Tvrzení 6 je v(t) > x(T2) exp {F∗(c,M∗ + δ)} pro všechna t > T2. Poněvadž F (t, x, y) >

F (t, x,M∗ + δ) pro y 6 M∗ + δ, ze srovnávací věty plyne

x(t) > x(T2) expF∗(c,M∗ + δ) > c expF∗(c,M∗ + δ).

Stačí tedy položit
K∗ = c exp {F∗(c,M

∗ + δ)} . (2.12)

Předpokládejme nyní, že platí podmínka (ii). Ze spojitosti funkce G plyne existence čísla d > 0
takového, že

s = sup{G(t, d, 0) : t > 0} < 0 .

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že d < K. Tvrzení 4 a 5 spolu s podmínkami (P1)
a (P2) implikují existenci čísla e < Y ∗ takového, že

F̄ (x, e) > 0 pro všechna x ∈ [0, d].

Podle třetí části Tvrzení 3 platí nerovnost d exp {F∗(d, e)} > 0. Buď γ > 0 takové číslo, že

d1 = min{d, d exp {F∗(d, e)} − γ} > 0 .

Označme dále

r = inf{F (t, d,M∗ + δ) : t > 0} ,

q =
1
s
ln

e

M∗ + δ
,

p = min{qr, qr + F∗(d, e)} ,

a položme
K∗ = min{d1, d1 exp p} . (2.13)
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Připusťme, že x(t) < d1 6 d pro všechna t ∈ [T1,∞). Pak je funkce y(·) klesající na intervalu
[T1,∞), neboť

ẏ(t) = y(t)G
(

t, x(t), y(t)
)

6 y(t)G(t, d, 0) 6 y(t)s < 0

a tedy

y(t) = y(T1) exp







t
∫

T1

G
(

σ, x(σ), y(σ)
)

dσ







6 (M∗ + δ) exp







t
∫

T1

G(σ, d, 0)dσ







6

6 (M∗ + δ) exp {(t− T1)s} → −∞

pro t → +∞. Existuje tedy číslo τ1 ∈ [T1,∞) takové, že y(t) 6 e pro t > τ1. Odtud plyne, že pro
t > τ1 je F

(

t, x(t), y(t)
)

> F
(

t, x(t), e
)

a x(t) > w(t), kde w(·) je řešení počátečního problému

ẇ = wF (t, w, e) , (2.14)

w(τ1) = x(τ1) .

Podle Tvrzení 7 existuje číslo τ2 > τ1 takové, že w(t) > d exp {F∗(d, e)} − γ > d1. Tedy d1 >
x(t) > w(t) > d1. Tento spor dokazuje existenci čísla T2 > T1 takového, že x(T2) > d1.
Podobně lze ukázat, že ke každému τ3 > T2 takovému, že x(τ3) < d1, existuje číslo τ4 > τ3

takové, že x(τ4) > d1.
Buďte T2 6 t1 < t2 libovolná čísla taková, že x(t1) = x(t2) = d1 a x(t) < d1 pro t ∈ (t1, t2).
Je-li y(t1) > e a t1 + q 6 t2, pak platí

y(t1 + q) = y(t1) exp







t1+q
∫

t1

G
(

σ, x(σ), y(σ)
)

dσ







6

6 (M∗ + δ) exp







t1+q
∫

t1

G(σ, d, 0)dσ







6 (M∗ + δ) exp {qs} =

= (M∗ + δ) exp
{

ln
e

M∗ + δ

}

= e

a

x(t1 + q) = x(t1) exp







t1+q
∫

t1

F
(

σ, x(σ), y(σ)
)

dσ







> d1 exp







t1+q
∫

t1

F (σ, d,M∗ + δ)dσ







>

> d1 exp {qr} .

Pro t ∈ [t1 + q, t2] platí nerovnost x(t) > w(t), kde w(·) je řešení rovnice (2.14) s počáteční
podmínkou w(t1 + q) = x(t1 + q), neboť y(·) je klesající funkcí na intervalu [t1, t2] a y(t1+ q) 6 e.
Podle Tvrzení 6,

w(t) > x(t1 + q) exp {F∗(d, e)} > d1 exp {gr} exp {F∗(d, e)} > K∗ .

Je-li y(t1) 6 e, můžeme zopakovat předchozí výpočty, v nichž nahradíme výraz t1+q konstantou
t1.
Je-li y(t1) > e a t1 + q > t2, pak

x(t) = x(t1) exp







t
∫

t1

F
(

σ, x(σ), y(σ)
)

dσ







>

> d1 exp







t
∫

t1

F (σ, d,M∗ + δ)dσ







> d1 exp {(t− t1)r}
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pro t ∈ [t1, t2]. Poněvadž x(t) < d1, musí platit r < 0 a tedy

x(t) > d1 exp {qr} > K∗ .

Odtud dostáváme x(t) > K∗ pro všechna t ∈ [T2,∞).

Podmínka (i) spolu s tvrzením 5 implikuje existenci konstanty α > 0 takové, že F̄ (x, y) > 0 pro
všechna 0 6 x 6 α, 0 6 y 6 M∗ + δ. Tato podmínka tedy může být interpretována následujícím
způsobem: dlouhodobý průměrný růstový koeficient malé populace kořisti je kladný i při velké (ale
konečné) velikosti populace predátora. Taková podmínka může být splněna například tehdy, když
kořist má nějaký úkryt; malá populace (ne větší než α) je před predátory skrytá. (Diskusi modelů
typu dravec-kořist s úkrytem kořisti lze najít např. v [15]).
Podmínka (ii) spolu s podmínkou (P4) dává nerovnost G(t, 0, y) < 0 pro všechna t > 0 a y > 0.

To znamená, že populace predátora vymírá v každém období, v němž není k dispozici žádná kořist.
Podmínka (ii) je tedy splněna pro populaci predátora, který mimo uvažovanou populaci kořisti
nemá dostatečné alternativní zdroje obživy.
KonstantaK∗ vystupující ve větě 2.3 může být interpretována jako minimální velikost populace

kořisti, která v popsaných společenstvech přežívá.

Věta 2.4. Nechť jsou splněny předpoklady věty 2.3 a navíc platí

F̄ (L, 0) + Ḡ(K∗, 0) > 0 . (2.15)

Pak je systém (2.10) permanentní.

Důkaz. Ze spojitosti funkcí F̄ (·, ·)+Ḡ(·, ·) a nerovnosti (2.15) plyne existence konstant ξ ∈ (0,K∗)
a η > 0 takových, že

F̄ (L + ξ, η) + Ḡ(K∗ − ξ, η) > 0 .

Označme
ψ(t) = F (t, L+ ξ, η) +G(t,K∗ − ξ, η) .

Pak ψ ∈ A a
ψ̄ > 0 , (2.16)

podle čtvrté části Tvrzení 3.
Buď X = [K∗,K

∗] × [0,M∗ + δ]. Podle výsledků druhého oddílu stačí ukázat, že každý bod
u = (u, 0) sK∗ 6 u 6 K∗ je stejnoměrně repulsivní vzhledem k množině intR2+. K tomu využijeme
větu 2.1.
Buď nejprve u = (u, 0) s K∗ 6 u < L+ ξ. Položme

V (x, y) = −xy, O = (K∗ − ξ, L+ ξ)× [0, η) .

Pak

V (u, 0) = 0 ,

V (x, y) = −xy < 0 pro všechny (x, y) ∈ (K∗ − ξ, L+ ξ)× (0, η) = O ∩ intR2+

a

V̇ (t, x, y) = −yxF (t, x, y)− xyG(t, x, y) 6

6 V (x, y)
(

F (t, L+ ξ, η) +G(t,K∗ − ξ, η)
)

=

= V (x, y)ψ(t) pro všechny (t, x, y) ∈ R+ ×O .

(Poslední nerovnost plyne z (P1), (P3)–(P5).) Platnost podmínky (iii) z věty 2.1 plyne z Tvrzení 3
a nerovnosti (2.16). Předpoklady věty 2.1 jsou tedy splněny, což znamená, že bod u je stejnoměrně
repulsivní.
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Buď nyní v = (v, 0) s L+ ξ 6 v 6 K∗. Poněvadž funkce Ḡ(·, ·) je spojitá (podle Tvrzení 5) a
platí Ḡ(L+ ξ, 0) > 0 (podle podmínky (P6)), existují čísla λ ∈ (L,L+ ξ) a κ > 0 taková, že

Ḡ(λ, κ) > 0 .

Buď γ > 0 libovolné číslo a položme

V1(x, y) = −y, O1 = (λ,K
∗ + γ)× [0, κ) .

Pak

V1(v, 0) = 0 ,

V1(x, y) = −y < 0

pro všechny (x, y) ∈ (λ,K∗ + γ)× (0, κ) = O1 ∩ intR2+

a

V̇1(t, x, y) = −yG(t, x, y) = V1(x, y)G(t, x, y) 6

6 V1(x, y)G(t, λ, κ) pro všechny (t, x, y) ∈ R+ ×O1 .

(Poslední nerovnost plyne z (P4) a (P5).) Označme ψ1(t) = G(t, λ, κ). Funkce ψ1 podle tvrzení
3 opět splňuje podmínku (iii) z věty 2.1. Bod v je tedy také stejnoměrně repulsivní a důkaz je
úplný.

Poznamenejme, že podmínka (2.15) je splněna zejména tehdy, když

F̄ (L, 0) > −Ḡ(0, 0).

Vzhledem k poznámce před větou můžeme dostatečnou podmínku permanence číst: má-li populace
kořisti nějaký úkryt nebo populace predátora nemá dostatečné alternativní zdroje potravy, pak
populace kořisti o jisté minimální velikosti přežívá. Pokud navíc je dlouhodobá průměrná úmrtnost
populace predátora živené tímto minimálním množstvím kořisti menší než dlouhodobý průměrný
růstový koeficient izolované populace kořisti o takové velikosti, že umožňuje růst populace predá-
tora, pak je uvažované společenstvo dravec-kořist permanentní.
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Kapitola 3

Odhad parametrů konkrétního
modelu

Cílem této kapitoly je popsat metodu, která vede k odhadu parametrů konkrétního systému dife-
renciálních rovnic popisujících interakci dravce a jeho kořisti na základě měřených dat. Konkrétní
systém popsaný v následující části by měl modelovat dynamiku společenstva fytofágního roztoče
Calepitrimerus vitis a dravého roztoče Typhlodromus pyri ve vinici.
Odhadnout parametry modelu dravec-kořist přímo z pozorovaných časových řad velikostí popu-

lací je problém dosud nevyřešený; několik dosud popsaných pokusů o řešení nestojí na rigorózních
statistických základech [27, str, 278]. Jedinou mě známou výjimkou je článek [5]. Metoda v něm
popsaná ovšem vyžaduje pozorování v ekvidistantních časových krocích a takové pozorování není
v případě společenstva roztočů na vinné révě k dispozici. Ve druhé části kapitoly jsou proto navr-
ženy metody odhadu parametrů z dat získaných při polních pokusech. Tyto metody se řadí k ad
hoc přibližným metodám, které sice nejsou ideální, ale jsou často jedinou cestou, jak vůbec nějaké
výsledky získat [27, str. 283]. Ve třetí části je na simulovaných datech ukázána použitelnost metod;
při simulacích byly generovány chyby pozorování, proces byl považován za přesný. V poslední části
jsou odhadnuty parametry pro pozorované populace roztočů na dvou rozdílných jihomoravských
vinicích.

3.1 Model

Při sestavení modelu vyjdeme z předpokladů, které byly zformulovány na základě pozorování:

1. Rychlost přírůstku velikosti samotné populace fytofága je úměrný její okamžité velikosti.

2. Úživnost vinice pro fytofága je prakticky neomezená, velikost jeho populace může překročit
jakékoliv meze.

3. Není-li k dispozici kořist (fytofág), populace predátora vymírá a rychlost jejího zmenšování
je úměrná její okamžité velikosti.

4. Část predátorem ulovené biomasy se přemění v biomasu predátora.

5. S rostoucí velikostí populace fytofága roste účinnost lovu predátora, tj. je-li k dispozici více
kořisti, jeden predátor uloví za jednotku času více fytofágů.

6. Jeden predátor při nadbytku kořisti jí neuloví za jednotku času více, než je jistá hodnota,
tzv. hladina nasycení.

7. Při malé velikosti populace fytofága dá predátor přednost alternativním zdrojům potravy
(například částicím pylu) před energeticky náročným vyhledáváním kořisti.
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Předpoklady 1. a 2. říkají, že populace fytofága za nepřítomnosti predátorů roste exponenci-
álně, tj. podle Malthusova zákona. Předpoklad 2. není biologicky realistický, jistá mez růstu musí
existovat. Tato mez ovšem představuje takovou velikost populace fytofága, která ničí vinici, nejen
snižuje výnos; má tedy „prakticky nekonečnouÿ hodnotu vzhledem k jakékoliv „rozumnéÿ velikosti
populace fytofága.
Podle předpokladu 3. nemůže populace predátora přežít bez lovu a konzumace fytofágů. Alter-

nativní zdroje potravy z předpokladu 7. nejsou samy schopny zajistit reprodukci predátorů. Je-li
k dispozici kořist (fytofág), vymírání se podle předpokladu 4. zpomaluje nebo populace predátora
může dokonce růst.
Předpoklady 5.–7. popisují potravní strategii predátora.
Systém diferenciálních rovnic popisující dynamiku uvažovaného společenstva tedy bude mít

tvar
ẋ = r x− Aϕ(x) y,
ẏ = −d y + κAϕ(x) y,

kde x = x(t) označuje velikost populace fytofága v čase t, y = y(t) velikost populace predátora
v čase t, r růstový koeficient populace fytofága za nepřítomnosti predátora, d koeficient mortality
predátora za nepřítomnosti kořisti, κ efektivitu přeměny zničené kořisti na přírůstek populace
dravce, Aϕ(x) počet fytofágů, které zničí jeden predátor za jednotku času při velikosti populace
kořisti x, tzv. trofickou funkce nebo funkcionální odezvu predátora na kořist; přitom A vyjadřuje
hladinu nasycení predátora.
Konstanty r, d, κ, A jsou kladné; pokud by velikosti obou populací byly vyjádřeny např. jako

celková biomasa, platilo by podle předpokladu 4. navíc 0 < κ < 1. Funkce ϕ vyjadřuje množství
kořisti zničené jedním predátorem při dané velikosti populace kořisti za jednotku času relativně
vzhledem k hladině nasycení. O funkci ϕ budeme předpokládat, že je diferencovatelná (a tedy
spojitá) na intervalu [0,∞) a podle předpokladů 5. a 6. má vlastnosti

ϕ(0) = 0, ϕ′(x) > 0 pro x > 0, lim
x→∞

ϕ(x) = 1.

První podmínka vyjadřuje samozřejmou skutečnost, že pokud není přítomna žádná kořist, predátor
nic neuloví. Druhá podmínka — funkce ϕ je rostoucí — formalizuje předpoklad 5 a třetí podmínka
vyjadřuje, že lovecká aktivita predátora roste jen k hladině nasycení. Podmínka 7. říká, že graf
funkce ϕ je esovitá křivka; tj. jedná se o Hollingovu funkcionální odezvu typu III, sr. [2, 9.5].
Jednoduchou funkcí, která uvedené vlastnosti má, je funkce

ϕ(x) = ϕc(x) = 1− e−cx2 ,

kde c je kladná konstanta. Tuto funkci budeme v dalším používat. Celkem tedy dostáváme systém
obyčejných diferenciálních rovnic

ẋ = r x− Aϕc(x) y,
ẏ = −d y + κAϕc(x) y

(3.1)

s počáteční podmínkou
x(t0) = x0 > 0, y(t0) = y0 > 0. (3.2)

Z tvaru systému je zřejmé, že první kvadrant je jeho invariantní množinou. Z počáteční podmínky
(3.2) tedy plyne, že řešení systému (3.1) jsou nezáporná.

Z analýzy systému (3.1) (viz např. [49, kap. III]) plyne:

1. Při libovolných hodnotách parametrů r, d, κ, A, c existují počáteční hodnoty x0, y0 takové,
že úloha (3.1), (3.2) má řešení x(·), y(·), pro něž platí

lim sup
t→∞

x(t) =∞.
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2. Je-li K∞
O = r − κA+ d < 0, pak pro každé řešení úlohy(3.1), (3.2) platí

0 6 lim inf
t→∞

x(t) <∞.

V opačném případě existuje řešení takové, že

lim
t→∞

x(t) =∞.

3. Je-li d < κA, pak existují hodnoty x∗ > 0, y∗ > 0 takové, že x ≡ x∗, y ≡ y∗ je stacionárním
řešením systému (3.1). Přitom

x∗ = ϕ−1
c

(

d

κA

)

, y∗ =
κr

d
x∗.

V opačném případě neexistuje stacionární řešení systému (3.1) s oběma složkami kladnými.

4. Nechť d < κA. Je-li K∗
S = ϕc (x∗)− x∗ϕ′

c (x
∗) < 0, pak je stacionární řešení x ≡ x∗, y ≡ y∗

systému (3.1) lokálně asymptoticky stabilní. Je-li K∗
S > 0, je toto řešení nestabilní.

5. Nechť d < κA a K∗
S 6= 0. Je-li

K∗
O = K

∗
S
2 −
4d
r
x∗ϕc (x

∗)ϕ′
c (x

∗) > 0

je stacionární řešení x ≡ x∗, y ≡ y∗ systému (3.1) uzlem, je-li K∗
O < 0 pak je ohniskem.

Vlastnost 1. lze interpretovat tak, že vývoj společenstva fytofágního a dravého roztoče závisí na
počátečních velikostech populací. Samotná přítomnost predátorů nemusí zaručit udržení populace
fytofágů na nějaké „přijatelnéÿ úrovni. V praxi to znamená, že vinnou révu nelze proti roztočům
chránit pouze biologicky — introdukcí přirozeného nepřítele škůdce.
Veličina r je maximální relativní přírůstek velikosti (tzv. biotický potenciál) populace fytofága,

veličina κA − d vyjadřuje biotický potenciál predátora, přírůstek velikosti jeho populace za nad-
bytku kořisti, tj. při jeho úplném nasycení. Vlastnost 2. říká, že pokud biotický potenciál predátora
převýší biotický potenciál kořisti, přítomnost predátora „čas od časuÿ velikost populace predátora
redukuje.
Vlastnost 3. specifikuje podmínky, za jakých mohou obě populace koexistovat a mít omezenou

velikost. Zhruba řečeno, populace kořisti musí být natolik „výživnáÿ, aby zajistila růst populace
predátora. Poznamenejme, že z podmínky K∞

O < 0 použité v 2. vlastnosti plyne d < κA, tedy
koexistence populací.
Je-li veličina K∗

S zavedená ve vlastnosti 4. záporná a tedy kladné stacionární řešení je lokálně
asymptoticky stabilní, lze (např. počítačovou simulací) najít oblast přitažení stacionárního řešení.
Tato informace umožní provádět integrovanou ochranu vinné révy proti roztočům — introduko-
vat přirozeného nepřítele fytofágů a racionálními chemickými zásahy zredukovat velikost populace
škůdce a nezlikvidovat predátora tak, aby velikosti populací byly v oblasti přitažení stacionárního
řešení. Pak již draví roztoči udrží množství škodlivých na hodnotách blízkých x∗. Tento způ-
sob ochrany má samozřejmě smysl provádět pouze tehdy, když hodnota x∗ je menší než hladina
škodlivosti fytofága1.
Vlastnost 5. pouze upřesňuje, zda v případě možné stabilní koexistence populací bude stabili-

zovaného stavu dosaženo s výkyvy v početnostech nebo bez nich.

3.2 Způsoby odhadu parametrů

Předpokládejme, že máme dány hodnoty funkcí x, y v přesných časových okamžicích (uzlových
bodech) t0, t1, . . . , tn. Označíme je xi = x(ti), yi = y(ti), i = 0, 1, . . . , n. Dále označíme t =
(t0, t1, . . . , tn), x = (x0, x1, . . . , xn) a y = (y0, y1, . . . , yn).

1Problematice škodlivosti fytofágních roztočů byly věnovány práce [I.(6)] a [III.(6)].

35



Při pevné volbě parametrů r, d, A, κ, c a počátečních hodnot x0, y0 lze najít (přinejmenším
numericky) hodnoty řešení počáteční úlohy (3.1), (3.2) v uzlových bodech. Označme je

X(ti; r, d, A, κ, c, x0, y0),

Y (ti; r, d, A, κ, c, x0, y0), i = 0, 1, . . . , n.

Položme

D(x,y; r, d, A, κ, c, x0, y0) =

=
n
∑

i=0

[

(

ln
X(ti; r, d, A, κ, c, x0, y0)

xi

)2

+
(

ln
Y (ti; r, d, A, κ, c, x0, y0)

yi

)2
]

. (3.3)

Tato veličina vyjadřuje euklidovskou vzdálenost logaritmů měřených a vypočítaných souřadnic
trajektorie systému (3.1) v uzlových bodech. Logaritmy používáme proto, že řešení systému (3.1)
pro malé hodnoty proměnných x a y se příliš neliší od exponenciální funkce, a také proto, že
logaritmická transformace je homeomorfismem vnitřku prvního kvadrantu na celou rovinu R

2.
(Logaritmy velikostí populací byly také použity pro analýzu populárních časových řad kožešin
sněžných zajíců a rysů vykupovaných Společností Hudsonova zálivu v článku [41].)
Pro zjednodušení zápisu ještě označme

f(x, y; r, d, A, κ, c) = rx −Aϕc(x)y, g(x, y; r, d, A, κ, c) = −d+ κAϕc(x)y,

3.2.1 Využití numerického derivování

Z hodnot x, y lze vypočítat numericky přibližné hodnoty derivací funkcí x(·), y(·) v některých uz-
lových bodech. Například s využitím kvadratického interpolačního polynomu (sr. [37]) dostaneme

ξ̇(ti) ≈ Dξi =
ξi+1(ti − ti−1)2 + ξi(ti+1 − ti−1)(ti+1 + ti−1 − 2ti)− ξi−1(ti+1 − ti)2

(ti − ti−1)(ti+1 − ti−1)(ti+1 − ti)
,

i = 1, 2, . . . , n− 1;

přitom symbol ξ nahrazuje libovolný ze symbolů x, y. Platí tedy přibližné rovnosti

Dxi ≈ r xi − Aϕc(xi) yi,
Dyi ≈ −d yi +κAϕc(xi) yi, i = 1, 2, . . . , n− 1.

(3.4)

Zvolme pevně kladnou konstantu c. Pak se na relace (3.4) můžeme dívat jako na lineární regresní
modely s vysvětlovanými proměnnými Dxi, Dyi a s vysvětlujícími proměnnými xi, yi, ϕc(xi)yi.
Z tohoto modelu lze vypočítat odhady parametrů r, d, A, κ, které označíme r̃c, d̃c, Ãc a κ̃c; odhady
r̃c, −d̃c, −Ãc dostaneme přímo jako regresní koeficienty, κ̃c jako zbývající regresní koeficient dělený
odhadem −Ãc.
Definujme funkci Φ vztahem

Φ(c) =
n−1
∑

i=1

[

(

Dxi − f(xi, yi; r̃c, d̃c, Ãc, κ̃c, c)
)2

+
(

Dyi − g(xi, yi; r̃c, d̃c, Ãc, κ̃c, c)
)2
]

;

jedná se o součet čtverců vzdáleností numericky vypočítaných a odhadnutých derivací funkcí x, y
v uzlových bodech. Za odhad ĉ parametru c vezmeme takovou hodnotu, že

Φ(ĉ) = min {Φ(c) : c ≥ 0} , (3.5)

pokud toto minimum existuje. Za odhady parametrů r, d, A, κ pak vezmeme r̂ = r̃ĉ, d̂ = d̃ĉ,
Â = Ãĉ, κ̂ = κ̃ĉ. Za odhad x̂0, ŷ0 počátečních hodnot x0, y0 vezmeme takové hodnoty, které
minimalizují vzdálenost (3.3), tj.

D
(

x,y; r̂, d̂, Â, κ̂, ĉ, x̂0, ŷ0
)

= min
{

D(x,y; r̂, d̂, Â, κ̂, ĉ, x0, y0) : x0 > 0, y0 > 0
}

, (3.6)

pokud toto minimum existuje.
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3.2.2 Využití numerické integrace

Integrací rovnic (3.1) v mezích od t0 do ti s využitím podmínek (3.2) dostaneme

x(ti) = x0 + r
ti
∫

t0

x(τ)dτ −A
ti
∫

t0

ϕc

(

x(τ)
)

y(τ)dτ,

y(ti) = y0 − d
ti
∫

t0

y(τ)dτ +Aκ
ti
∫

t0

ϕc

(

x(τ)
)

y(τ)dτ.
(3.7)

Zvolme opět pevně kladnou konstantu c a označme z(·) = ϕc

(

x(·)
)

y(·). Přibližné hodnoty inte-
grálů vystupujících v rovnostech (3.7) lze vypočítat numericky ze známých hodnot x, y, z0 =

z(t0), . . . , zn = z(tn). Označme Iξi přibližnou hodnotu integrálu
ti
∫

t0

ξ(τ)dτ . Například s využitím

lichoběžníkového pravidla dostaneme

t0
∫

t0

ξ(τ)dτ = Iξ0 = 0,

ti
∫

t0

ξ(τ)dτ ≈ Iξi =
1
2

i
∑

j=1

(tj − tj−1)(ξj + ξj−1), i = 1, 2, . . . , n;

přitom symbol ξ zastupuje libovolný ze symbolů x, y, z. Rovnosti (3.7) lze nyní přepsat na přibližné
rovnosti

xi ≈ x0 + r Ixi −AIzi,
yi ≈ y0 − d Iyi + κAIzi, i = 0, 1, . . . , n,

na něž se lze dívat jako na lineární regresní modely s vysvětlovanými proměnnými xi, yi a s vysvět-
lujícími Ixi, Iyi, Izi. Z tohoto modelu lze vypočítat odhady parametrů r, d, A, κ a počátečních
hodnot x0, y0, které označíme r̃c, d̃c, Ãc, κ̃c, x̃0

c, ỹ0
c.

Za odhad ĉ parametru c vezmeme takovou hodnotu, že

D
(

x,y; r̃ĉ, d̃ĉ, Ãĉ, κ̃ĉ, ĉ, x̃0
ĉ, ỹ0

ĉ
)

= min
{

D
(

x,y; r̃c, d̃c, Ãc, κ̃c, c, x̃0
c, ỹ0

c
)

: c > 0
}

, (3.8)

pokud toto minimum existuje. Za odhady zbývajících parametrů pak vezmeme r̂ = r̃ĉ, d̂ = d̃ĉ,
Â = Ãĉ, κ̂ = κ̃ĉ, x̂0 = x̃0

ĉ, ŷ0 = ỹ0
ĉ.

3.3 Simulace

Zvolíme parametry r, d, A, κ, c, počáteční hodnoty x0, y0 a uzlové body t = (t0, t1, . . . , tn).
Rungovou-Kuttovou metodou šestého řádu v Butcherově tvaru [1, str. 22] vypočítáme hodnoty

x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn.

Z nich odhadneme parametry a počáteční hodnoty metodami popsanými v 3.2.1 a 3.2.2.
Pro konkrétní výpočet jsem zvolil n = 7, t = (0, 21, 41, 63, 84, 105, 126, 148) a parametry uve-

dené ve druhém sloupci první části tabulky 3.12. K numerickému výpočtu derivací jsem použil kva-
dratickou interpolaci, k výpočtu integrálů lichoběžníkové pravidlo a k výpočtu hodnot X(ti; . . . )
a Y (ti; . . . ) zmíněnou Rungovu-Kuttovu metodu. Minima (3.5), (3.6) a (3.8) jsem hledal pomocí
Newtonova iteračního procesu (funkce nlm v programovém balíku R-language). Získané výsledky
jsou shrnuty v tabulce 3.1. Průběh funkcí x(·), y(·) s přesnými a odhadnutými parametry je na ob-
rázku 3.1, přesná a odhadnuté trajektorie jsou na obrázku 3.2. Pro metodu využívající numerickou

2Hodnoty časů měření a parametrů jsou přibližně stejné jako hodnoty, vypočítané z dat získaných v roce 1987
na jihomoravské lokalitě Dobré Pole metodou popsanou v VI.(13)

37



Odhadnuté hodnoty
Parametr Přesná hodnota

pomocí derivace pomocí integrálu

r 0.04 0.0312 0.0427
d 0.007 0.00551 0.00760
A 0.7 0.451 0.747
κ 0.08 0.0891 0.0781
c 0.001 0.00139 0.000995
x0 7 10.1 6.54
y0 1 0.973 0.956

x∗ 11.56 10.30 11.84
y∗ 5.28 5.20 5.20
K∗

S -0.109 -0.117 -0.113
K∗

O -0.009 -0.011 -0.010
K∞

O -0.009 -0.004 -0.008

Tabulka 3.1: Parametry modelu (3.1), (3.2) odhadnuté metodami popsanými v 3.2.1 a 3.2.2

derivaci je vzdálenost bodů přesné trajektorie a trajektorie s odhadnutými parametry počítaná
podle vzorce (3.3) rovna 0.295, maximální relativní chyba odhadnutého parametru je rovna 0.44
(odhad x0); pro metodu využívající numerickou integraci jsou tyto hodnoty 0.0465 a 0.09 (odhad
d). V tomto případě tedy druhá metoda dává lepší výsledek.
Pro přesné parametry modelu i pro oba odhady byly také vypočítány hodnoty stacionárního

řešení x∗, y∗ a kvalitativní kriteria K∗
S , K

∗
O a K

∞
O . Výsledky jsou uvedeny v druhé části tabulky

3.1. Vidíme, že obě metody poskytují poměrně dobré odhady stacionárního řešení; euklidovská
vzdálenost stacionárního bodu a jeho odhadu je 1.26 v případě první metody a 0.29 v druhém.
Metoda využívající numerickou integraci tedy opět dává lepší výsledky. Znaménka kriterií chování
řešení jsou u obou metod správně.
V případě dat získaných nějakým měřením nebo pozorováním máme k dispozici vektor t =

(t0, t1, . . . , tn) (časy sběru dat známe přesně), ale získané velikosti populací jsou zatíženy nějakou
chybou způsobenou nepřesnostmi při pozorování a/nebo faktem, že velikosti reálných populací
náhodně kolísají kolem teoretických hodnot, které deterministický model vyjadřuje. Poněvadž ve-
likosti populací nemohou být záporné a lze očekávat, že náhodné odchylky od teoretických hodnot
jsou tím větší, čím je větší velikost populace (ve větší populaci se nakumuluje více náhodných
vlivů), je rozumné předpokládat, že náhodná chyba pozorování je multiplikativní, kladná a má
střední hodnotu 1.
Pro ověření popsaných metod odhadu parametrů modelu (3.1), (3.2) z dat zatížených chybou,

budeme tedy generovat hodnoty

X1 = x1ε1, . . . , Xn = xnεn, Y1 = y1η1, . . . , Yn = ynηn,

kde x1, . . . , xn, y1, . . . , yn jsou teoretické velikosti populací získané způsobem popsaným výše a
ε1, . . . , εn, η1, . . . , ηn jsou realizace náhodné veličiny z logaritmicko normálního rozdělení se střední
hodnotou 1 a rozptylem 0.04, tj. s variačním koeficientem 0.2 (u pozorování biologických veličin
bývá uváděna typická variabilita 20%). Tímto způsobem jsme nasimulovali třicet souborů dat a pro
každý z nich jsme oběma uvedenými způsoby zkusili odhadnout parametry. Souhrnné výsledky
simulací jsou uvedeny v tabulkách 3.2 a 3.3. Parametry není možno odhadnout v případě, že
se nepodaří nalézt některé z minim (3.5), (3.6), (3.8) nebo odhad některého z parametrů vyjde
jako nekladné číslo. Metoda 3.2.2 využívající numerické integrace vedla k cíli častěji (25krát),
než metoda 3.2.1 využívající numerického derivování (16 krát, tj. jen o málo více než v polovině
případů). Tento výsledek není překvapivý, neboť v případě 3.2.2 hledáme jedno minimum funkce
jedné proměnné, v případě 3.2.2 hledáme minima dvě, z nichž jedno je minimem funkce dvou
proměnných; navíc „numerický výpočet derivací je . . . hazardní operace, zvláště máme-li co činit
s empirickými hodnotami malé přesnostiÿ [37, str. 106].
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Parametr průměr medián minimum maximum histogram

r 0.0325 0.0324 0.0222 0.0598

d 0.0109 0.00917 0.000251 0.0307

A 0.898 0.415 0.3 3.23

κ 0.121 0.116 0.0472 0.201

c 0.00147 0.00128 0.000109 0.00369

x0 10.2 10.4 4.34 14.4

y0 1.04 0.976 0.816 2.07

x∗ 12.6 13.5 2.5 17.5

y∗ 5.68 4.64 3.49 21

K∗
S -0.128 -0.149 -0.205 -0.00677

K∗
O -0.145 -0.0468 -1.08 4.32·10−5

K∞
O -0.0553 -0.0118 -0.489 0.0154

Tabulka 3.2: Statistické charakteristiky parametrů, počátečních hodnot, stacionárního bodu a
kvalitativních charakteristik modelu (3.1), (3.2) odhadnutých metodou popsanou v 3.2.1 z třiceti
simulovaných souborů dat. Všechny parametry byly kladné a obě minima (3.5), (3.6) byla nalezena
pro 16 souborů dat

V případě, že obě metody k cíli vedou, není již tak jednoznačně možno říci, která dává lepší
výsledek. Metoda využívající numerické integrace má menší relativní odchylku průměrné hodnoty
všech odhadnutých parametrů s výjimkou parametru d. Odhad stacionární hodnoty x∗ je lepší
v případě metody s numerickým integrováním, odhad stacionární hodnoty y∗ naopak. Z hlediska
praktického využití (v integrované ochraně vinné révy) je důležitější znalost hodnoty x∗ (množství
škodlivých roztočů ve stabilizované populaci) než hodnoty y∗; to opět mluví spíše pro metodu s nu-
merickou integrací. Kritérium K∗

S lokální asymptotické stability stacionárního řešení má správné
znaménko u obou metod i v případě hodnot extrémních, kritéria oscilace kolem stacionárního
řešení K∗

O a kolem nekonečna K
∞
O mají v extrémních případech nesprávná znaménka u obou me-

tod odhadu. Predikce stabilizace populací roztočů je spolehlivější, než predikce oscilací. Pro praxi
je samozřejmě predikce stabilizace podstatně důležitější; navíc z pozorovaných dat většinou není
možné rozlišit (a ani to není nutné vědět), zda kolísání velikosti populace je náhodné, nebo je
způsobeno vnitřní dynamikou populací.

3.4 Aplikace na reálná data a diskuse

Parametry modelu (3.1) publikované v článku [IV.(4)] byly odhadnuty na základě dat získaných
z vinic na dvou jihomoravských lokalitách — Dobrém Poli a Pouzdřanech — v letech 1987–1989
způsobem popsaným v [VI.(13)]. Vinice v Dobrém Poli byla zdravá, s malým výskytem kade-
řavosti, tj. choroby způsobené fytofágními roztoči Calepitrimerus vitis, na vinici v Pouzdřanech
naopak tato choroba představovala velký problém. Údaje o velikosti populací roztočů C. vitis a
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Parametr průměr medián minimum maximum histogram

r 0.0413 0.0433 0.0273 0.0567

d 0.0119 0.0111 0.000795 0.0325

A 0.73 0.658 0.269 1.9

κ 0.106 0.0875 0.0439 0.298

c 0.00114 0.00104 0.000396 0.0027

x0 7.35 7 4.21 11.6

y0 0.967 0.932 0.5 1.59

x∗ 12.1 12.5 3.9 19.9

y∗ 5.82 4.91 3.39 11.3

K∗
S -0.123 -0.14 -0.213 -0.0134

K∗
O -0.13 -0.0556 -1.15 0.00226

K∞
O -0.0132 -0.0203 -0.0478 0.0172

Tabulka 3.3: Statistické charakteristiky parametrů, počátečních hodnot, stacionárního bodu a
kvalitativních charakteristik modelu (3.1), (3.2) odhadnutých metodou popsanou v 3.2.2 z třiceti
simulovaných souborů dat. Všechny parametry byly kladné a minimum (3.8) bylo nalezeno pro 25
souborů dat

Typhlodromus pyri byly získávány v době vegetační sezóny (od druhé poloviny května do druhé
poloviny října) ve zhruba třítýdenních intervalech metodou popsanou v práci [47].
Metodou 3.2.2 byly pro data z roku 1989 odhadnuty parametry modelu (3.1), (3.2). Pozoro-

vané populační hustoty a jejich modelovaný vývoj s odhadnutými parametry pro obě lokality jsou
zobrazeny na obr. 3.3 a 3.4. Shoda modelu a pozorování je lepší u zdravé vinice; lze však říci,
že v obou případech model zachycuje přibližně správně alespoň základní kvalitativní charakteris-
tiky vývoje populací — čas jejich extrémních hodnot. Odhadnuté parametry modelu a vypočítané
kvalitativní charakteristiky metodou 3.2.2 jsou shrnuty v tabulce 3.4 a jsou zde porovnány s hod-
notami publikovanými. Vzhledem k velkým rozptylům u publikovaných odhadů lze říci, že nově
odhadnuté základní parametry populací r, d (růstový koeficient fytofágů a koeficient úmrtnosti
predátorů) se signifikantně neliší od publikovaných. Parametry A a c popisující odezvu predátora
na přítomnost kořisti jsou v Pouzdřanech řádově odlišné od starších odhadů, parametr κ vyja-
dřující „výživnostÿ kořisti pro dravce jsou řádově odlišné na obou lokalitách i od sebe navzájem.
Hodnoty ukazatelů nejdůležitějších pro integrovanou ochranu vinné révy jsou ve všech případech
stejné: hodnota stacionární velikosti populace fytofága x∗ se řádově shoduje a znaménka kritéria
lokální asymptotické stability stacionárního řešení K∗

S jsou shodná.
Tyto výsledky nepopírají dřívější závěry — Typhlodromus pyri je vhodným bioagens v inte-

grované ochraně vinné révy proti kadeřavosti; jeho introdukce spolu s aplikací šetrných akaricidů,
která ustaví vhodné počáteční velikosti populací roztočů, udrží množství fytofágů na ekonomicky
přijatelné úrovni. Současně ale ukazují, že detailnější poznání predační aktivity a vlivu zkonzumo-
vané kořisti na dynamiku populace predátora pouze z pozorovaných časových řad velikostí populací
je nespolehlivé. Důvodem může být skutečnost, že nízká hladina nasycení A a vysoký koeficient
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Odhady uvedené v [IV.(4)] Hodnoty odhadnuté na lokalitě
Parametr

odhad rozptyl Dobré Pole Pouzdřany

r 0.07 0.0004 0.051 0.0097
d 0.007 0.00006 0.017 0.0059
A 60 100 17 0.077
κ 0.0008 10−8 0.062 0.36
c 0.00007 4 · 10−9 3.8 · 10−5 0.0011
x0 1.8 3300
y0 2.0 220

x∗ 47 21 15
y∗ 0.4 3.9 8.6
K∗

S − − −
K∗

O − − −
K∞

O + − −

Tabulka 3.4: Parametry modelu (3.1), (3.2) uvedené v práci [IV.(4)] a odhadnuté metodou 3.2.2
pro data získaná na dvou různých vinicích v roce 1989.

přeměny zkonzumované kořisti na populaci predátora κ má na vývoj populace predátora zhruba
stejný vliv, jako vysoká hodnota A a malá hodnota κ.
Bylo by možné očekávat, že v případě nadbytku kořisti je vyšší hladina nasycení predátora

— dravec zabíjí více kořisti, ale konzumuje z ní jen „chutnějšíÿ části. Tomu by dále odpovídala
menší efektivita transformace zničené kořisti na populaci predátora. Odhadnuté parametry A a κ
na lokalitě s nadbytkem kořisti (Pouzdřany) a na lokalitě s jejím nedostatkem (Dobré Pole) dávají
výsledek opačný. Tento paradox je dalším důvodem pro opatrnost při interpretaci výsledků.
Jedním z důvodů nespolehlivosti dosažených výsledků může být také to, že na vinicích se

vyskytovala v nezanedbatelné míře jiná skupina roztočů — svilušky — která je také kořistí roztočů
Typhlodromus pyri. Adekvátní model by tedy měl zahrnovat tři rovnice, dvě popisující populace
kořisti, jednu predátora. To by ovšem znamenalo do modelu zahrnout nejméně další tři parametry
(růstový koeficient svilušek, hladinu nasycení predátora sviluškami a parametr nebo parametry
popisující jeho loveckou strategii) a funkci, vyjadřující potravní preference predátora. Vytvoření
takového modelu, navržení metody nebo metod odhadu jeho parametrů a jejich použití na měřená
data ukazují možné cesty, jak pokračovat ve výzkumu problematiky této kapitoly. Sledovat první
z nich je snadné, druhou možné a u třetí si bez podrobnější analýzy netroufám odhadnout její
schůdnost.
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Obrázek 3.1: Průběh řešení počáteční úlohy (3.1), (3.2) s přesnými a odhadnutými parametry
podle tab. 3.1

• přesné hodnoty,
p p p p p p p p p p△ hodnoty odhadnuté užitím numerické derivace
p p p p p p p p p p� hodnoty odhadnuté užitím numerické integrace.
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Obrázek 3.2: Trajektorie řešení počáteční úlohy (3.1), (3.2) s přesnými a odhadnutými parametry
podle tab. 3.1

• přesné hodnoty,
p p p p p p p p p p△ hodnoty odhadnuté užitím numerické derivace
p p p p p p p p p p� hodnoty odhadnuté užitím numerické integrace.
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Obrázek 3.3: Pozorované populační hustoty (v kusech na list) fytofágních a dravých roztočů na
vinici u obce Dobré Pole v roce 1989 a průběh řešení počáteční úlohy (3.1), (3.2) s parametry
odhadnutými metodou 3.2.2

teoretický průběh,
• pozorované hodnoty.
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Obrázek 3.4: Pozorované populační hustoty (v kusech na list) fytofágních a dravých roztočů na
vinici v Pouzdřanech v roce 1989 a průběh řešení počáteční úlohy (3.1), (3.2) s parametry odhad-
nutými metodou 3.2.2

teoretický průběh,
• pozorované hodnoty.
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Část II

Hematologie
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Kapitola 4

Sedimentace erythrocytů

V roce 1921 uveřejnil Robin Fahraeus rozsáhlou práci [9], v níž se podrobně zabýval schopností
krve s přísadou antikoagulačního roztoku rozdělit se vlivem gravitace na tekutou část a krevní
tělíska. Tím položil základ vyšetřování sedimentace erythrocytů. Toto vyšetření je jednoduchý a
levný laboratorní test — do trubice se do určité výšky nalije krev a po jedné a po dvou hodinách
se odečte výška kapaliny (krevní plazmy) nad suspenzí plazmy a červených krvinek. Je pozoru-
hodné, že po sedmdesáti letech rutinního vyšetřování nebyl znám přesný popis děje probíhajícího
v sedimentační trubičce. Již Fahraeus zjistil, že rychlost sedimentace v čase zprvu narůstá k určité
maximální hodnotě (1. fáze, fáze akcelerace), na ní nějakou dobu setrvá (2. fáze, lineární) a potom
klesá k nule (3. fáze, zpomalování). Grafem časové závislosti výšky sloupce plazmy nad krevními
tělísky je tedy esovitá křivka. Rychlost sedimentace je ovlivněna hustotou erythrocytů, hustotou
a viskozitou plazmy, velikostí erythrocytů, ale především schopností erythrocytů reverzibilně se
shlukovat a tvořit různě velké agregáty, které sedimentují rychleji než jednotlivé krvinky. Agregace
je způsobena bílkovinami plazmy — fibrinogenem, gamaglobuliny a imunoglobuliny. Vliv těchto
bílkovin na sedimentaci však není jednoznačný; např. vyšší koncentrace fibrinogenu způsobí zvět-
šení agregátů, což sedimentaci urychluje, a současně zvětšení viskozity plazmy, což sedimentaci
zpomaluje.
Aby bylo možné vlivy složek krve na sedimentaci kvantifikovat, bylo potřebné vytvořit mate-

matický model procesu a na jeho základě určit ukazatele, které proces charakterizují podrobněji,
než pouhé hodnoty poklesu erythrocytů ve dvou časových okamžicích.
Pohyb jedné částice způsobený gravitační a vztlakovou silou v klidné (neproudící) kapalině je

popsán Stokesovým vzorcem [32, str. 153]

vs =
2(̺E − ̺P )
9ηP

gR20 ef , (4.1)

kde vs . . . rychlost vertikálního pohybu částice,
̺E . . . hustota částice (v našem případě erythrocytu),
̺P . . . hustota kapaliny (v našem případě krevní plazmy),
ηP . . . viskozita kapaliny,
g . . . gravitační zrychlení,
R0 ef . . . efektivní poloměr částice;

efektivní poloměr je poloměr tuhé hladké koule o hustotě ̺E , která by se v kapalině pohybovala
stejnou rychlostí vs.
V suspenzi — kapalině, v níž je rozptýleno větší množství částic — se jedna částice pohybuje

rychlostí jinou, neboť na ni navíc působí síly způsobené prouděním kapaliny kolem ostatních částic.
Její rychlost je tedy

v = Qvs,

kde Q je koeficient změny rychlosti (v našem případě zpomalení sedimentační rychlosti), který je
závislý na koncentraci částic (v našem případě hematokritu) H , Q = Q(H).
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Při sedimentaci erythrocytů dochází k agregaci (shlukování) jednotlivých krvinek; v kapalině
se tedy nepohybují částice o efektivním poloměru R0 ef , ale menší počet větších částic o efektivním
poloměru Ref , který závisí na čase.
Rychlost v pohybu erythrocytů v krevní plazmě, tj. časově proměnná rychlost sedimentace, je

tedy dána vztahem

v(t) =
2(̺E − ̺P )
9ηP

g Q(H)Ref(t)
2. (4.2)

Téměř stejnou formuli odvodil Oka [35]; jeho se lišila v tom, že místo viskozity plazmy ηP použil
viskozitu plné krve a v důsledku toho používal jiný tvar funkce Q. Z tohoto důvodu nebylo možné
Okův model laboratorně ověřit, poněvadž viskozitu neproudící krve nelze změřit.
Označíme-li J = J(t) vzdálenost hladiny od rozhraní samotné kapaliny a suspenze (v našem

případě výšku sloupce krevní plazmy nad sedimentujícími erythrocyty v sedimentační trubici), je

J(t) =

t
∫

0

v(τ)dτ. (4.3)

Ve formuli (4.2) je třeba specifikovat funkce Q a Ref . Funkce Q je definovaná na intervalu
(0, 1), je nezáporná (koncentrace částic v suspenzi nezmění jejich pokles na stoupání ani naopak),
klesající (větší koncentrace částic způsobí zmenšení jejich rychlosti), při nulové koncentraci má
jednotkovou hodnotu (nejsou-li přítomny jiné částice, rychlost poklesu jediné není ovlivněna), při
plné koncentraci částic je nulová (není-li mezi částicemi kapalina, nemají se kam pohybovat), tj.

lim
H→0+

Q(H) = 1, lim
H→1−

Q(H) = 0,
∂Q

∂H
< 0; (4.4)

nezápornost funkce Q je důsledkem těchto vlastností.
Efektivní velikost agregátu erythrocytů s časem roste (nové erythrocyty se připojují k agre-

gátu), ale tento růst není neomezený (existuje nějaká mezní velikost agregátu RK ef , při níž již
není schopen vázat další erythrocyty), tj.

Ref(0) = R0 ef > 0, lim
t→∞

Ref(t) = RK ef ,
dRef(t)
dt

> 0, lim
t→∞

dRef(t)
dt

= 0.

Předpokládáme-li nakonec, že ̺E > ̺P (hustota klesající částice je větší než hustota kapaliny),
dostaneme z rovností (4.2) a (4.3)

d2

dt2
J(t) =

d
dt
v(t) =

4(̺E − ̺P )
9ηP

g Q(H)Ref(t)
dRef(t)
dt

> 0.

To znamená, že funkce J je konvexní. Můžeme ji tedy považovat za adekvátní popis akcelerační
fáze sedimentace.
Na základě pozorování sedimentace 18 různých suspenzí o rozdílných viskozitách a hustotách

kapaliny a tvarech rozptýlených částic určili Maude a Whitmore [26] tvar funkce Q:

Q(H) = (1−H)β, (4.5)

kde β závisí na tvaru částic a pohybuje se v rozmezí od 4.15 (hladké disky v glycerolu) do 9.35
(hrubý akrylátový prach ve vodě). Tato empiricky získaná funkce má vlastnosti (4.4).
V naší studii jsme pozorovali sedimentaci erythrocytů promytých v Hanksově roztoku (aby

se zabránilo tvorbě agregátů) pro koncentrace H ∈ [0.02, 0.55]. Pro naměřené hodnoty rychlosti
sedimentace jsme lineární regresí našli jejich závislost na koncentraci ve tvaru

ln v = 6.73− 7.4H − 0.35 ln(1−H), tj. v = 6.73(1−H)−0.35e−7.4H .

Z tohoto výsledku dostáváme rychlost sedimentace jednoho erythrocytu vs = 6.73 a funkci Q ve
tvaru

Q(H) = (1−H)−0.35e−7.4H , (4.6)
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Lineární regresí s nulovým absolutním členem, vysvětlující proměnnou ln(1−H) a vysvětlovanou
ln (v/6.73) jsme určili hodnotu β = 4.85, tedy hodnotu uvnitř intervalu uvedeného v [26]. Funkce
Q daná rovností (4.6) lépe odpovídá pozorování (v rozsahu zkoumaných koncentrací), má však
pouze první z vlastností (4.4), klesající je pro H 6 0.9527 a platí lim

H→1−
Q(H) = ∞, viz obr. 4.1.

Rozdíl oproti [26] — rychlejší pokles sedimentační rychlosti s nárůstem koncentrace — lze vysvětlit
tím, že erythrocyty nejsou tuhé částice.Q

H10 1 (1�H)�0:35e�7:4H(1�H)4:85
Obrázek 4.1: Průběhy funkcí (4.5) s β = 4.85 a funkce (4.6).

Základním problémem modelu akcelerační fáze sedimentace je určení efektivního poloměru
erythrocytárních agregátů Ref . Vyjdeme z předpokladu, že přírůstek velikosti agregátu za krátký
časový interval délky ∆t je úměrný této době růstu, tj.

Ref(t+∆t) = Ref(t) + κ∆t. (4.7)

Koeficient úměrnosti κ sám závisí na velikosti agregátu, κ = κ(Ref) — nejrychleji se shlukují
jednotlivé erythrocyty, k malému agregátu se nové erythrocyty připojují „ochotnějiÿ než k velkému,
veliké agregáty se mohou rozpadat. Jeden erythrocyt má efektivní poloměr R0 ef , funkce κ je tedy
definovaná pro Ref z intervalu [R0 ef ,∞) a má zde vlastnosti

κ(Ref) 6 κ0 = κ(R0 ef),

existuje RK ef > R0 ef , že
(

Ref −RK ef

)

κ(Ref) 6 0;

RK ef představuje jakýsi kritický efektivní poloměr agregátu, jeho největší možnou velikost ta-
kovou, že menší agregáty jsou ještě stabilní. Nejjednodušší funkce s uvedenými vlastnostmi je
lineární,

κ(Ref) =
κ0

R0 ef −RK ef

(

Ref −RK ef

)

.

Dosazením tohoto výrazu do (4.7), úpravou a následným limitním přechodem ∆t→ 0 dostaneme
diferenciální rovnici

d
dt
Ref =

κ0
R0 ef −RK ef

(

Ref −RK ef

)

, (4.8)

k níž přísluší počáteční podmínka
Ref(0) = R0 ef , (4.9)

neboť na začátku procesu nejsou žádné shluky, pouze jednotlivé erythrocyty. Řešením počátečního
problému (4.8), (4.9) je funkce

Ref(t) = RK ef −
(

RK ef −R0 ef
)

exp
{

−
κ0

RK ef −R0 ef
t

}

.

Při označení

α =
RK ef −R0 ef

R0 ef
, λ =

RK ef −R0 ef
κ0

dostaneme řešení ve tvaru
Ref(t) = R0 ef

[

1 + α
(

1− e−t/λ
)]

. (4.10)
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Dosazení (4.10) do (4.2) dává

v(t) =
2(̺E − ̺P )
9ηP

g Q(H)R20 ef
[

1 + α
(

1− e−t/λ
)]2

(4.11)

takže z (4.3) dostaneme

J(t) =
2(̺E − ̺P )
9ηP

g Q(H)R20 ef

[

(1 + α)2t+
αλ

2

(

4(1 + α)e−t/λ − αe−2t/λ − 3α− 4
)

]

. (4.12)

Parametry α a λ charakterizují limitní velikost erythrocytárních agregátů a rychlost jejich tvorby,
tedy procesy reálně v krvi probíhající. Představují tedy ony hledané ukazatele charakterizující
sedimentaci erytrocytů. Jejich určení pro konkrétní vzorek krve proto může mít význam např. pro
stanovení diagnózy.
Hodnoty funkce J jsou přímo měřitelné, hodnoty parametrů ̺E , ̺P , g jsou známé, viskozita

plazmy ηP závisí známým způsobem na obsahu plazmatických bílkovin1. Ze Stokesova vzorce 4.1 a
empirické hodnoty vs = 6.73 určíme R0 ef , funkci Q uvažujeme ve tvaru (4.6). Ve vyjádření (4.12)
funkce J tak zůstávají neurčité pouze parametry α, λ. Lze je tedy vypočítat metodami nelineární
regrese.
Model (4.12) popisuje pouze první, akcelerační, fázi sedimentace, při níž se tvoří agregáty

erythrocytů. Není v něm totiž zahrnuto zvětšování koncentrace sedimentujících částic v suspenzi
pod zvětšujícím se objemem kapaliny.
Označíme-li h výšku hladiny kapaliny a H0 počáteční koncentraci, je časově závislá koncentrace

částic v suspenzi dána vztahem

H(t) = H0
h

h− J(t)
.

Podle (4.3) je v(t) = J̇(t); dosazením do (4.11) dostaneme neautonomní diferenciální rovnici pro
funkci J ,

dJ
dt
=
2(̺E − ̺P )
9ηP

g Q

(

H0
h

h− J

)

R20 ef

[

1 + α
(

1− e−t/λ
)]2

,

příslušná počáteční podmínka je J(0) = 0.
Reálné procesy by však měly být popisovány rovnicemi autonomními. K tomuto účelu zavedeme

nové proměnné

τ =
t

λ
, x = α

(

1− e−τ
)

, y =
J

h
;

τ představuje, zhruba řečeno, čas měřený v časových jednotkách tvorby erythrocytárních agregátů,
x je relativní přírůstek velikosti agregátu za čas τ a y je relativní výška sloupce plazmy nad
rozhraním kapaliny a suspenze vzhledem k délce sedimentační trubice. Dále označme

γ =
λ

h

2(̺E − ̺P )
9ηP

g R20 ef .

Pak je
dt
dτ
= λ,

dx
dτ
= αe−τ = α

(

1−
x

α

)

= α− x,

dy
dτ
=
1
h

dJ
dt
dt
dτ
=
λ

h

2(̺E − ̺P )
9ηP

g R20 ef(1 + x)
2Q

(

H0
h

h− hy

)

= γ (1 + x)2Q
(

H0
1− y

)

.

Dostáváme tak autonomní systém dvou obyčejných diferenciálních rovnic

dx
dτ
= α− x,

dy
dτ
= γ (1 + x)2Q

(

H0
1− y

)

(4.13)

1Této problematice byla věnována práce [III.(5)]
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s počátečními podmínkami
x(0) = 0, y(0) = 0. (4.14)

Stavové proměnné jsou bezrozměrné, fázový prostor je [0, 1]× [0, 1], model obsahuje tři parametry
α, γ, H0 a obecnou funkci Q, která musí splňovat podmínky (4.4).
Počítačové simulace ukazují, že model (4.13), (4.14) adekvátně popisuje kvalitativní chování

sedimentace erythrocytů — grafem druhé složka řešení systému (4.13) je esovitá křivka. Výsledek
jedné ze simulací s využitím programového systému Maple je uvedena na obr. 4.2.

> restart:with(DEtools):with(plots):
> Eq1:=diff(x(tau),tau)=alpha-x(tau);
> Eq2:=diff(y(tau),tau)=g*(1+x(tau))^2*Q(H0/(1-y(tau)));

Eq1 :=
d

dτ
x(τ) = α− x(τ)

Eq2 :=
d

dτ
y(τ) = g (1 + x(τ))2 Q(

H0

1 − y(τ)
)

> Q:=H->(1-H)^beta;alpha:=10;g:=1;H0:=0.5;beta:=4;

Q := H → (1 −H)β

α := 10

g := 1

H0 := 0.5

β := 4

> p:=dsolve({Eq1,Eq2,x(0)=0,y(0)=0},{x(tau),y(tau)},type=numeric):
> odeplot(p,[tau,y(tau)],0..2,thickness=3);

0

0.1

0.2

0.3

0.4

y

0.5 1 1.5 2

tau

Obrázek 4.2: Numerické řešení počátečního problému 4.13, 4.14 pomocí programu Maple.
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Kapitola 5

Separace kmenových buněk
z periferní krve

Kmenové buňky periferní krve (PBSC, peripheral blood stem cells) se využívají při léčbě leukémií
zhruba od počátku devadesátých let dvacátého století a postupně nahrazují kostní dřeň jako zdroj
kmenových buněk. Je známo, že v krvi koluje malé množství kmenových buněk z kostní dřeně a
že tento počet lze dramaticky zvýšit rozličnými mobilizačními stimuly [39]. Přesný mechanismus
této mobilizace není dosud objasněn, přestože sběr a transplantace PBSC se již staly rutinní pro-
cedurou. Dosavadní výsledky (např. [19], [36], [40] a [48]) se zaměřovaly na statický popis procesu
sběru PBSC v separátoru krevních buněk a jsou užitečné pro porovnávání různých procedur sběru;
nepopisují však dynamiku tohoto komplexního procesu.
Jako první krok k jejímu porozumění byl vytvořen dynamický model popisující pohyb buněk

mezi kostní dření, krví, separátorem a sběrným vakem, viz schéma na obr. 5.1. PBSC se tvoří
v kostní dřeni a jsou odtud vyplavovány do krevního oběhu, současně také PBSC z krevního oběhu
v kostní dřeni zanikají. Pacientova krev se nechá proudit přes separátor krevních buněk (zařízení,
jehož hlavní součástí je centrifuga), v němž se provádí sběr PBSC pro následnou transplantaci.
Krev s částečně odebranými PBSC je vrácena do vaskulárního systému pacienta.
Pro sestavení matematického modelu tohoto procesu označme:

V . . . objem krve ve vaskulárním systému,
N . . . celkový počet PBSC,
K . . . koncentraci PBSC v krvi.
Tyto stavové veličiny jsou vázány jednoduchým vztahem N = V K. Hodnoty veličin N a K se

kostńı dřeň

krevńı oběh

separátor
sběrný vak

Obrázek 5.1: Schéma pohybu PBSC a jejich separace

53



mění s časem t, tj. N = N(t), K = K(t). Předpokládáme, že koncentrace K(0) na začátku děje je
rovna K0. Veličiny V a K považujeme za měřitelné.
PBSC jsou vyplavovány do krevního oběhu z kostní dřeně nebo v ní zanikají. Označme rychlost

tohoto procesu tvorby/mizení symbolem u. Hodnoty proměnné u vyjadřujeme počtem PBSC za
jednotku času. Jedná-li se o vyplavování PBSC, je u kladné; v opačném případě je u záporné.
Rychlost u se může v čase měnit, tj. u = u(t). Změna ∆u počtu PBSC ve vaskulárním systému za
krátký časový interval délky ∆t je rovna u(t)∆t. Odtud plyne (s využitím standardních postupů
integrálního počtu), že celková změna počtu PBSC (tj. počet vytvořených zmenšený o počet
zaniklých) od začátku do okamžiku t je dána integrálem

t
∫

0

u(τ)dτ .

Označme nyní v rychlost průtoku krve separátorem (vyjádřenou v objemových jednotkách za
jednotku času). Předpokládáme, že v je konstantní, tj. že závisí pouze na separátoru. Označme
dále wI rychlost vstupu PBSC do separátoru a wO rychlost jejich výstupu ze separátoru. Tyto
rychlosti vyjadřujeme počtem PBSC za jednotku času. Rychlost wI je dána vztahem

wI = wI(t) = vK(t) . (5.1)

Předpokládejme, že PBSC jsou odseparovávány s účinností α, tj.

wO = αwI . (5.2)

Účinnost separace α může záviset na koncentraci K PBSC, tedy α = α(K) = α
(

K(t)
)

. Zřejmě je
0 6 α 6 1 pro každé t > 0.
Nakonec označme M =M(t) celkový počet PBSC odseparovaných od začátku do okamžiku t,

tj.

M(t) =

t
∫

0

wO(τ)dτ .

Veličinu M lze změřit. Dosazením (5.1) a (5.2) do poslední rovnice dostaneme

M(t) =

t
∫

0

α
(

K(τ)
)

wI(τ)dτ =

t
∫

0

v K(τ)α
(

K(τ)
)

dτ . (5.3)

Celkový počet M odseparovaných PBSC zřejmě také splňuje vztah:

M(t) = počet PBSC ve vaskulárním systému na začátku procesu +

+ celkový počet vzniklých/zaniklých PBSC během procesu −

− počet PBSC ve vaskulárním systému na konci procesu .

Tedy

M(t) = N(0) +

t
∫

0

u(τ)dτ −N(t) = V
(

K0 −K(t)
)

+

t
∫

0

u(τ)dτ . (5.4)

Z rovností (5.4) a (5.3) plyne následující integrální rovnice:

K(t) = K0 +
1
V

t
∫

0

[

u(τ) − vK(τ)α
(

K(τ)
)]

dτ . (5.5)
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Abychom z této integrální rovnice mohli získat rovnici diferenciální (s níž se lépe pracuje), budeme
předpokládat, že K je diferencovatelná funkce. Pak derivováním rovnice (5.5) podle času obdržíme
následující počáteční problém pro obyčejnou diferenciální rovnici:

dK(t)
dt

= −
v

V
K(t)α

(

K(t)
)

+
1
V
u(t) , (5.6)

K(0) = K0 . (5.7)

Nelineární rovnici (5.6) s obecnými funkcemi α a u nelze explicitně vyřešit [16]. Proto celý problém
nahradíme jeho „aproximací nultého řáduÿ, tj. budeme předpokládat, že jak účinnost separace α,
tak rychlost tvorby/zániku PBSC u jsou konstantní. Jinak řečeno, nahradíme proměnné veličiny
α, u nějakou jejich střední hodnotou. Počáteční úloha (5.6), (5.7) přejde na lineární úlohu:

dK
dt
= −

αv

V
K +

u

V
, K(0) = K0,

která má řešení:
K(t) =

u

αv
+
(

K0 −
u

αv

)

e−(αv/V )t . (5.8)

Navíc, rovnice (5.4) se zjednoduší na:

M(t) = V
(

K0 −K(t)
)

+ ut . (5.9)

Matematický model procesu separace — popis vývoje koncentrace PBSC ve vaskulárním sys-
tému a počtu odseparovaných PBSC — sestává ze dvou rovnic (5.8) a (5.9). Obsahuje měřitelné
veličiny v, V , K0 a neznámé parametry u, α. Tyto parametry mohou být nalezeny jako řešení
soustavy rovnic (5.8) a (5.9), které navíc splňuje podmínku 0 6 α 6 1.
Parametr u lze vyjádřit z rovnice (5.9):

u =
M(t)− V

(

K0 −K(t)
)

t
.

Dosadíme-li ho do rovnice (5.8), dostaneme následující transcendentní rovnici pro neznámý para-
metr α:

K(t)−K0e−(αv/V )t =
M(t)− V

(

K0 −K(t)
)

αvt

(

1− e−(αv/V )t
)

,

kterou lze řešit numericky. Pro praktický výpočet parametru α jsme použili metodu „regula falsiÿ
[37].
Parametry u a α jsou veličiny, které charakterizují dynamiku procesu separace; α závisí nejen

na separátoru (technickém zařízení), ale i na vlastnostech pacientovy krve, u vyjadřuje reakci
pacientova organismu na stimulaci tvorby PBSC. V následném výzkumu byla sledována závislost
těchto parametrů na rozmanitých složkách krve a na intenzitě mobilizačních stimulů. Jednalo se
již o standardní statistické hodnocení.
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Část III

Analýza přežití
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Kapitola 6

Přežívání homogenní populace

6.1 Deterministický popis procesu přežívání

Uvažujme kohortu, tj. populaci homogenní podle nějakého kritéria, v níž nedochází k rození nových
jedinců a jejíž příslušníci hynou. Označme N = N(t) časově proměnnou velikost populace a µ =
µ(t) koeficient úmrtnosti, tj. relativní počet jedinců zemřelých za jednotku času. Pak velikost
populace v čase t+∆t bude

N(t+∆t) = N(t)− µ(t)N(t)∆t.

Za předpokladu diferencovatelnosti funkce N , N ∈ C1[0,∞), dostaneme limitním přechodem
∆t→ 0 obyčejnou diferenciální rovnici

Ṅ = −µ(t)N, (6.1)

k níž přísluší počáteční podmínka
N(0) = N0. (6.2)

Je-li funkce µ : [0,∞)→ R+ lokálně integrovatelná, má počáteční problém (6.1), (6.2) řešení

N(t) = N0 exp







−

t
∫

0

µ(τ)dτ







. (6.3)

Proces přežívání charakterizovaný velikostí přežívající populace je tedy jednoznačně určen její
počáteční velikostí N0 a koeficientem úmrtnosti µ.
Model (6.1), (6.2) je neautonomní. Přirozené procesy by však měly být popsány autonomními

rovnicemi, v nichž vystupují stavové proměnné modelovaného děje.
Stav vymírající (přežívající) kohorty vyjádříme její velikostí N a aktuálním koeficientem úmrt-

nosti µ. Vývoj koeficientu úmrtnosti může záviset na velikosti populace (např. jedinci z větší po-
pulace mají menší přístup k omezeným zdrojům, což mohou být třeba léky, a tedy větší koeficient
úmrtnosti, nebo naopak mohou více využívat vzájemnou pomoc a tak zmenšovat svou úmrtnost)
a na něm samém (změna rizika úmrtí na nějakou chorobu může záviset na stadiu této choroby, tj.
na současném riziku úmrtí). Změna koeficientu úmrtnosti nemusí záviset pouze na jeho aktuální
velikosti a na aktuální velikosti populace, ale na jejich celém vývoji od počátku (některé vlivy na
přežití se totiž mohou v průběhu času kumulovat nebo působit s jistým zpožděním). Budeme-li
tedy předpokládat diferencovatelnost funkce µ, µ ∈ C1[0,∞), můžeme vývoj koeficientu úmrtnosti
popsat funkcionální diferenciální rovnicí

µ̇ = Φ(N,µ), (6.4)

kde Φ :
(

C1[0,∞)
)2

→ R je zobrazení takové, aby rovnice (6.4) s počáteční podmínkou

µ(0) = µ0 (6.5)
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byla jednoznačně řešitelná.
Deterministický popis procesu přežívání je tedy dán soustavou obyčejné a funkcionální dife-

renciální rovnice
Ṅ =−µN,
µ̇=Φ(N,µ)

(6.6)

s počátečními podmínkami (6.2), (6.5).

6.2 Stochastický popis procesu přežívání

Proces přežití je charakterizován časem přežití T , což je kladná náhodná veličina interpretovaná
jako čas od počátku (narození individua, začátek sledování, diagnóza nemoci ap.) do smrti jedince.
Budeme předpokládat, že náhodná veličina T je spojitá, má distribuční funkci F a hustotu f , tj.

P(T < t) = F (t) =

t
∫

0

f(τ)dτ.

Přežívání lze také popsat funkcí přežití S = S(t), definovanou vztahem

S(t) = 1− F (t) = P(T > t), (6.7)

kterou lze interpretovat jako pravděpodobnost, že se jedinec dožije alespoň času t od počátku,
nebo rizikovou funkcí λ = λ(t). Riziková funkce je definována jako intenzita pravděpodobnosti
úmrtí, tj. pravděpodobnost, že jedinec přežije (krátký) časový interval délky ∆t za předpokladu,
že se dožil času t, je dána vztahem

P(t 6 T < t+∆t|T > t) = λ(t)∆t. (6.8)

Odtud dostaneme

λ(t) =
1
∆t
P(t 6 T < t+∆t|T > t) =

1
∆t
P(T < t+∆t|T > t) =

=
1
∆t
P(T < t+∆t)
P(T > t)

=
1
S(t)

t+∆t
∫

0

f(τ)dτ

∆t
.

Limitním přechodem ∆t → 0 s využitím de l’Hospitalova pravidla dostaneme

λ(t) =
f(t)
S(t)

=
Ḟ (t)
S(t)

= −
Ṡ(t)
S(t)

. (6.9)

Jinak řečeno, funkce přežití je řešením obyčejné neautonomní diferenciální rovnice

Ṡ = −λ(t)S. (6.10)

Příslušná počáteční podmínka je
S(0) = P(T > 0) = 1, (6.11)

podle předpokladu, že T je kladná náhodná veličina. Je-li riziková funkce λ lokálně integrovatelná,
je řešením počátečního problému (6.10), (6.11) funkce

S(t) = exp







−

t
∫

0

λ(τ)dτ







. (6.12)
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Pro zjednodušení zápisu je užitečné zavést kumulativní rizikovou funkci H rovností

H(t) =

t
∫

0

λ(τ)dτ. (6.13)

Uvažujme opět přežívání jedinců z kohorty o počáteční velikostiN0. Klasická nebo geometrická
pravděpodobnost dožití času t, tedy S(t), je poměrem velikosti kohorty přežívající v čase t a její
počáteční velikosti,

S(t) =
N(t)
N0

. (6.14)

Porovnáním (6.3) a (6.12) nyní vidíme, že

S(t) = exp







−

t
∫

0

µ(τ)dτ







= exp







−

t
∫

0

λ(τ)dτ







.

Z této rovnost plyne, že µ = λ skoro všude na [0,∞) a poněvadž jsme předpokládali, že koeficient
úmrtnosti µ je diferencovatelná (a tedy spojitá) funkce, můžeme na základě poslední rovnosti
ztotožnit koeficient úmrtnosti a rizikovou funkci, µ = λ a model (6.6) přepsat na tvar

Ṅ =−λN,

λ̇=Φ(N,λ),
N(0) = N0, λ(0) = λ0.

(6.15)

Tento model je však příliš obecný; „použitelnou teoriiÿ z něj dostaneme specifikací operátoru Φ.

6.3 Přežívání onkologických pacientů

Uvažujme onkologické pacienty, kteří jsou na počátku podrobeni nějakému léčebnému zákroku
(operaci), který však nemusel odstranit všechny rakovinné buňky. Tvar jejich rizikové funkce
odvodíme z předpokladu, že riziko úmrtí je úměrné rychlosti proliferace zbylých rakovinných buněk
(recidiva nebo metastázy), tj.

λ(t) = βẏ(t), (6.16)

kde β je kladná konstanta a y = y(t) je velikost populace rakovinných buněk v čase t. Dostatečně
jednoduchý a přitom adekvátní model růstu rakovinných buněk je Gompertzova křivka [24], tedy
řešení počátečního problému pro obyčejnou diferenciální rovnici

ẏ = −ay ln
y

b
, y(0) = y0, (6.17)

takže
y(t) = b exp

{

e−at ln
y0
b

}

;

přitom a > 0 vyjadřuje teoretickou rychlost neomezeného růstu populace rakovinných buněk, b > 0
její maximální možnou a y0 > 0 počáteční velikost. Dosazením do (6.16) dostaneme

λ(t) = −βab ln
y0
b
exp

{

e−at ln
y0
b

− at
}

. (6.18)

Budeme předpokládat, že y0 ≪ b (což vyjadřuje známou skutečnost, že nádor roste z jedné nebo
několika málo „zvrhlýchÿ buněk), nebo specifičtěji

ln
b

y0
> 1.
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Pak můžeme zavést označení

λ∗ =
βab

e
, t∗ =

1
a
ln
(

ln
b

y0

)

(6.19)

a po jednoduché úpravě vyjádřit rizikovou funkci (6.18) ve tvaru

λ(t) = λ(t; a, t∗, λ∗) = λ∗ exp
{

1− a(t− t∗)− e−a(t−t∗)
}

(6.20)

a kumulativní rizikovou funkci (6.13) ve tvaru

H(t) = H(t; a, t∗, λ∗) =
eλ∗

a

(

exp
{

−e−a(t−t∗)
}

− exp
{

−eat∗
})

. (6.21)

Parametry a, t∗, λ∗ jsou kladné a snadno ověříme, že

λ∗ = max
t>0

λ(t), t∗ = argmax
t>0

λ(t);

průběh rizikové funkce a k ní příslušné funkce přežití je zobrazen na obr. 6.1. Funkce λ je na�
t�0�� t�S
t

1S1 t�
Obrázek 6.1: Průběh rizikové funkce (6.20) a příslušné funkce přežití (6.12). Použité parametry
byly a = 0.1, t∗ = 12, λ∗ = 0.07.

intervalu [0,∞) kladná a má vlastnosti

lim
t→0+

λ(t) = λ∗ exp
{

1 + at∗ − eat∗
}

< λ∗, lim
t→∞

λ(t) = 0, (6.22)

takže
0 = lim

t→∞
λ(t) < lim

t→0+
λ(t) < λ∗ = max

t>0
λ(t).

Tyto nerovnosti lze interpretovat následujícím způsobem: největší riziko úmrtí na rakovinu nastává
nějakou dobu po léčebném zákroku, poté toto riziko klesá a přiblíží se k nule, tj. ne všichni
onkologičtí pacienti musí na rakovinu zemřít. Tento závěr je v souladu s klinickým pozorováním
(sr. např. [8]). Navíc

∞
∫

0

λ(t)dt = lim
t→∞

H(t) =
eλ∗

a

(

1− exp
{

−eat∗
})

<∞,
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což znamená, že relativní počet pacientů, kteří na rakovinu nezemřou, je vzhledem k (6.12) dán
výrazem

S∞ = lim
t→∞

S(t) = exp







−

∞
∫

0

λ(t)dt







= exp
{

eλ∗

a

(

exp
{

−eat∗
}

− 1
)

}

.

Nyní můžeme pro úplnost specifikovat zobrazení Φ z modelu (6.15). Z (6.16) a (6.17) dostaneme

λ̇ = βÿ = β
d
dt

(

−ay ln
y

b

)

= −βaẏ
(

ln
y

b
+ 1
)

= βa2y ln
y

b

(

ln
y

b
+ 1
)

=

= a(βab)
y

b
ln
y

b

(

ln
y

b
+ 1
)

. (6.23)

Funkci y vyjádříme z rovnosti (6.16):

y(t) = y0 +
1
β

t
∫

0

λ(τ)dτ,

takže

y

b
=
y0
b
+
1
βb

t
∫

0

λ(τ)dτ. (6.24)

Podle (6.19) je

βab = eλ∗,
1
βb
=
eλ∗

a
,

y0
b
= exp

{

−eat∗
}

. (6.25)

Označíme

Φ1(λ)(t) = exp
{

−eat∗
}

+
eλ∗

a

t
∫

0

λ(τ)dτ

a dosadíme (6.25) a (6.24) do (6.23). Tím dostaneme konkrétnější vyjádření modelu (6.15):

Ṅ =−λN,

λ̇= aeλ∗Φ1(λ) ln Φ1(λ)
(

1 + lnΦ1(λ)
)

.

Příslušné počáteční podmínky vzhledem k (6.22) jsou

N(0) = N0, λ(0) = λ∗ exp
{

1 + at∗ − eat∗
}

.

Takto zapsaný model se dvěma stavovými proměnnými N , λ a čtyřmi parametry a, t∗, λ∗, N0
však neposkytuje nějaký rozumný vhled do procesu přežívání. To by mohlo ukazovat, že volba
stavových proměnných nebyla nejvhodnější.
Za jednu ze stavových proměnných můžeme vzít funkci přežití S (což je na rozdíl od velikosti

kohorty N bezrozměrná veličina), druhou by mohla být velikost populace rakovinných buněk y
(což je veličina vyjadřující stav organismu a jejíž změny bezprostředně ovlivňují rizikovou funkci
λ). Do rovnice (6.10) postupně dosadíme (6.16), (6.17) a (6.25). Dostaneme

Ṡ = −λS = −βẏS = βabS
y

b
ln
y

b
= eλ∗S

y

b
ln
y

b
.

Lineární transformace
η =

y

b
, τ = at

62



zavádí bezrozměrnou veličinu η a novou časovou jednotku závislou na rychlosti proliferace rakovin-
ných buněk, tj. odvozenou z modelovaného procesu. Tato transformace převede předchozí rovnici
na tvar

dS
dτ
=
eλ∗

a
Sη ln η

a Gompertzovu rovnici (6.17) na
dη
dτ
= −η ln η.

Při označení

α =
eλ∗

a
, η0 =

y0
b
= exp

{

−eat∗
}

tak dostaneme model přežívání onkologických pacientů ve tvaru

dS
dτ
= αSη ln η,

dη
dτ
=−η ln η,

S(0) = 1, η(0) = η0,

(6.26)

tedy model s dvěma bezrozměrnými stavovými proměnnými a dvěma parametry; S je funkce
přežití, η charakterizuje proliferaci rakovinných buněk (metastázy), časová jednotka je určena
rychlostí této proliferace. Ještě můžeme poznamenat, že příslušný fázový prostor je [0, 1]× (0, 1] a
trajektorie jsou popsány rovnicí

S(η) = e−α(η−η0);

„fázový portrétÿ systému (6.26) je na obr. 6.2. Počáteční hodnota proměnné η je poměrem množ-�

S

1

0 1
Obrázek 6.2: „Fázový portrétÿ systému (6.26). Použité parametry byly stejné jako u obr. 6.1.

ství rakovinných buněk neodstraněných při léčebném zákroku y0 (což je nějaké malé číslo) a ma-
ximální možné velikosti populace takových buněk b, tedy jakéhosi „zhoubného potenciáluÿ nebo
„agresivityÿ rakovinného bujení; analogie s populační dynamikou umožňuje tuto veličinu inter-
pretovat jako efektivitu využívání zdrojů organismu, v němž se choroba šíří. První kvalitativní
důsledek našeho modelu tedy je, že s rostoucím vyčerpáváním organismu chorobou klesá schop-
nost přežití. To je samozřejmě triviální závěr. Ovšem kdyby ani ten z modelu neplynul, byl by to
důvod k jeho zamítnutí. Nyní se můžeme odvozenou (sestrojenou) rizikovou funkcí dále zabývat.
Prvním krokem ke kvantitativním závěrům je identifikace parametrů modelu na základě klinických
dat.
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Kapitola 7

Odhad funkce přežití a rizikové
funkce

7.1 Neparametrické metody

Představme si, že studujeme přežívání pacientů trpících určitou chorobou. Při pozorování jednoho
jedince od nějakého počátku (např. léčebného zákroku) může dojít k tomu, že tento jedinec na
uvažovanou chorobu zemře, nebo jeho sledování skončí z jiného důvodu (ukončení výzkumu, paci-
ent se odstěhuje, přestane spolupracovat, zemře na něco jiného ap.). Ve druhém případě mluvíme
o tom, že pozorování bylo cenzorováno (zprava).
Nechť čas přežití s uvažovanou chorobou je spojitá náhodná veličina T s distribuční funkcí

F (stejně jako v 6.2) a čas cenzorování je náhodná veličina C s distribuční funkcí G. Budeme
předpokládat, že veličiny T a C jsou nezávislé. Náhodná veličina čas pozorování X a indikace úmrtí
z dané příčiny δ (jejichž realizace jsou výsledkem pozorování) jsou náhodné veličiny definované
vztahy

X = min {T,C} , δ = 1{X=T};

přitom symbol 1{P} je definován jako

1{P} =

{

1, P,

0, ¬P.

Distribuční funkci času pozorování označíme L. Platí

L(t) = P(X < t) = P
(

(T < t ∧C < t) ∨ (T 6 t ∧ C > t) ∨ (T > t ∧ C < t)
)

=

= F (t)G(t) + F (t)
(

1−G(t)
)

+
(

1− F (t)
)

G(t) = 1−
(

1− F (t)
)(

1−G(t)
)

=

= 1− S(t)
(

1−G(t)
)

,

kde S je funkce přežití zavedená vztahem (6.7). Funkce

L̄ = 1− L = S(1−G)

se nazývá modifikovaná funkce přežití.
Pro jednoduchost budeme předpokládat, že náhodná veličina C je spojitá a má hustotu g.

Je-li λ riziková funkce (6.9), pak její věrohodnostní funkce při pevné hodnotě X a δ = 1 je dána
výrazem

(

1−G(X)
)

f(X) =
(

1−G(X)
)

λ(X)S(X)

a při δ = 0 výrazem
g(X)

(

1− F (X)
)

= g(X)S(X).
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Souhrnně můžeme zapsat, že věrohodnostní funkce L rizikové funkce λ při pevných hodnotách X
a δ je

L(λ) =
(

λ(X)
)δ
S(X)

(

1−G(X)
)δ(

g(X)
)1−δ

.

Předpoklad o spojitosti náhodné veličiny C nebyl nijak podstatný; úvahu lze snadno modifikovat
i pro veličinu diskrétní.
Nechť X1, . . . , Xn, resp. δ1, . . . , δn, jsou náhodné výběry času pozorování, resp. indikace úmrtí

z dané příčiny, tj. změřené délky pozorování a údaje o úmrtí. Věrohodnostní funkce rizikové funkce
λ při pevných hodnotách X1, . . . , Xn, δ1, . . . , δn je

L(λ) =
n
∏

i=1

(

λ(Xi)
)δi exp







−

Xi
∫

0

λ(τ)dτ







(

1−G(Xi)
)δi
(

g(Xi)
)1−δi

(využili jsme rovnost (6.12)) a logaritmická věrohodnostní funkce je

ℓ(λ) = lnL(λ) = γ +
n
∑

i=1



δi lnλ(Xi)−

Xi
∫

0

λ(τ)dτ



 , (7.1)

kde hodnota γ závisí pouze na hustotě G a nezávisí na rizikové funkci λ.
Spolu s výběrem X1, . . . , Xn uvažujme uspořádaný náhodný výběr X(1), . . . , X(n) a příslušné

indikace úmrtí δ(1), . . . , δ(n). Kaplan a Meier [23] navrhli odhad funkce přežití ve tvaru

Ŝ(t) =
∏

X(i)6t

(

1−
1

n− i+ 1

)δ(i)

; (7.2)

jedná se o schodovitou zprava spojitou funkci. Nechť t1, t2, . . . , tm jsou všechny body nespojitosti
Kaplanova-Meierova odhadu funkce přežití (tj. časy, v nichž došlo k úmrtí z uvažované příčiny,
m −

∑n
i=1 δi) takové, že 0 = t0 < t1 < tj < · · · < tm < X(n). V monografii [6] je v oddílu 2.2

uveden odhad rizikové funkce zprava spojitou schodovitou funkcí ve tvaru

λ̂(t) =

∑

X(i)=tj

δ(i)

(tj+1 − tj)
n
∑

i=1

1{X(i)>tj}

pro t ∈ [tj , tj+1) , j = 0, 1, 2, . . . ,m− 1 (7.3)

a v 2.1.4 hranice 100(1− α)% intervalu spolehlivosti funkce přežití ve tvaru

Ŝ(t)
exp

(

±u(α
2 )
(

ln
(

−ln Ŝ(t)
)

)
)

, (7.4)

kde u je kritická hodnota normovaného normálního rozdělení. Nelson [33] navrhl odhady kumula-
tivní rizikové funkce a distribuční funkce času pozorování ve tvaru

Ĥn(t) =
∑

X(i)6t

δ(i)

n− i+ 1
, (7.5)

L̂n(t) =
1

n+ 1

n
∑

i=1

1{X(i)6t}. (7.6)

Velmi účinnou neparametrickou metodu odhadu rizikové funkce představují jádrové odhady.
Jádro K je spojitá a symetrická (K(t) = K(−t)) reálná funkce splňující podmínky

(i) SuppK = cl {t ∈ R : K(t) 6= 0} = [−1, 1],
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(ii)
1
∫

−1

tkK(t)dt =











1, k = 0

0, k = 1

β2 6= 0, k = 2.

Jádrovým odhadem rizikové funkce λ s jádrem K a vyhlazovacím parametrem h je konvoluce jádra
a Nelsonova odhadu kumulativní rizikové funkce (7.5)

λ̂h,K(t) =
1
h

∞
∫

−∞

K

(

t− τ

h

)

dĤ(τ) =
1
h

n
∑

i=1

K

(

t−X(i)

h

)

δ(i)

n− i+ 1
. (7.7)

Vlastnosti tohoto odhadu byly podrobně studovány v článku [31], kde byla také dokázána jeho
asymptotická normalita a byly odvozeny hranice asymptotického 100(1− α)% intervalu spolehli-
vosti ve tvaru

λ̂h,K(t)±

{

λ̂h,K(t)VK

nhL̂n(t)

}1/2

u
(α

2

)

, (7.8)

kde u je kritická hodnota normovaného normálního rozdělení, L̂n je Nelsonův odhad distribuční
funkce času přežití (7.6) a

VK =

1
∫

−1

(

K(t)
)2
dt.

Dále budeme předpokládat, že λ ∈ C2[0, T ], kde T > 0 je takové číslo, že L(t) < 1 pro t ∈ [0, T ]
a označíme

D2 =

T
∫

0

(λ′′(t))2 dt, Λ =

T
∫

0

λ(t)
L̄(t)
dt, β2 =

1
∫

−1

t2K(t)dt.

Základním problémem jádrových odhadů je určení v nějakém smyslu optimálního vyhlazovacího
parametru hopt. V článku [31] je dokázáno, že hopt minimalizující první člen rozvoje výrazu

MISE
(

λ̂h,K

)

=

T
∫

0

E

(

λ̂h,K(t)− λ(t)
)2

dt

(Mean Integrated Square Error) splňuje rovnici

hopt =
(

ΛVK

nβ22D2

)1/5

. (7.9)

Optimální vyhlazovací parametr podle této rovnice závisí na rizikové funkci, kterou odhadujeme.
Příkladem jádra je Epanečnikovo

K(t) =
3
4
(1− t2)1{−16t61}, (7.10)

pro něž je VK = 3
5 a β2 =

1
5 .

7.2 Odhad parametrů rizikové funkce onkologických paci-
entů

Logaritmická věrohodnostní funkci (7.1) je pro rizikovou funkci (6.20) tvaru

ℓ(a, t∗, λ∗) =

=
n
∑

i=1

[

δi

(

lnλ∗ + 1− a(Xi − t∗)− e−a(Xi−t∗)
)

−
eλ∗

a

(

exp
{

−e−a(Xi−t∗)
}

− exp
{

−eat∗
})

]

;
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aditivní konstantu γ můžeme zanedbat. Za maximálně věrohodné odhady parametrů a, t∗, λ∗ tedy
vezmeme

(

â, t̂∗, λ̂∗
)

= argmax ℓ (a, t∗, λ∗) .

Hodnoty â, t̂∗ a λ̂∗ musí splňovat rovnost

∂ℓ

∂λ∗

(

â, t̂∗, λ̂∗
)

=
1

λ̂∗

n
∑

i=1

δi +
ne
â
exp

{

−eât∗
}

−
e
a

n
∑

i=1

δi exp
{

−e−a(Xi−t̂∗)
}

= 0,

tedy při označení

ψ(a, t∗) =

n
∑

i=1

δi

e
a

(

n
∑

i=1

δi exp
{

−e−a(Xi−t∗)
}

− n exp {−eat∗}

)

je
λ̂∗ = ψ

(

â, t̂∗
)

(7.11)

a odhady â, t̂∗ jsou
(

â, t̂∗
)

= argmax ℓ
(

a, t∗, ψ(a, t∗)
)

. (7.12)

Maximum (7.12) budeme hledat nějakou iterační metodou. K tomu je potřebné mít co nejlepší
(nebo alespoň realistické) první aproximace. K jejich nalezení využijeme odhad λ̂ rizikové funkce
daný výrazem (7.3). Interval [0, X(n)) rozdělíme na několik disjunktních subintervalů I1, I2, . . . , Ip
(pro určitost zprava uzavřených) a mezi nimi najdeme ten, v němž leží nejvíce bodů nespojitosti
Kaplanova-Meierova odhadu (7.2) funkce přežití; označíme ho J . Je tedy

∑

Xi∈J

δi = max







∑

Xi∈Ij

δi : j = 1, 2, . . . , p







.

V intervalu J se nachází nejvíce časů úmrtí, leží v něm tedy maximum rizikové funkce λ(·, a, t∗, λ∗),
tj. t∗ ∈ J . Na intervalu J aproximujeme funkci λ̂ kvadratickým regresním polynomem

λ̂(t) ≈ At2 +Bt+ C, t ∈ J ; (7.13)

za tabulkové body bereme
{

(

tj , λ̂(tj)
)

: ti ∈ J
}

. V okolí bodu t∗, tj. v okolí maxima, nahradíme

rizikovou funkci (6.20) Taylorovým polynomem druhého stupně:

λ(t) ≈ λ∗
(

1−
a2

2
(t− t∗)2

)

. (7.14)

Za první aproximaci ã, t̃∗ parametrů a, t∗ vezmeme takové hodnoty, pro něž se pravé strany
přibližných rovností (7.13) a (7.14) rovnají:

At2 +Bt+ C = ψ
(

ã, t̃∗
)

(

1−
ã2

2

(

t− t̃∗
)2
)

.

Dostáváme tedy

t̃∗ = −
B

2A
, ã = 2|A|

√

2
B2 − 4AC

.

Ještě poznamenejme, že poněvadž funkce λ̂ by na intervalu J měla nabývat svého maxima, měla
by i její aproximace (7.13) zde mít maximum. Pokud by tedy koeficient A v kvadratické regresi
(7.13) vyšel nezáporný, nelze popsanou metodu použít. V takovém případě by model popsaný v 6.3
patrně nebyl adekvátní.
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Pro implementaci popsané metody odhadu parametrů je třeba ještě specifikovat počet subin-
tervalů p a metodu minimalizace věrohodnostní funkce. Pro všechny dále uváděné výpočty bylo
použito p = [1+ 3.3 log10 n], kde [·] označuje celou část reálného čísla; jedná se o obdobu Sturger-
sova pravidla pro konstrukci histogramů [3, str. 19]. Maximum logaritmické věrohodnostní funkce
bylo hledáno modifikovanou Newtonovou metodou — pomocí funkce nlm z programového systému
R.

7.3 Simulační studie

Metodu odhadu parametrů rizikové funkce (6.20) popsanou v předchozím oddíle ověříme na si-
mulovaných datech. K tomu nejprve potřebujeme simulovat přežívání kohorty složené z n je-
dinců, je-li známa riziková funkce. Z takové kohorty zemře m = [(1 − S∞)n] jedinců; přitom
S∞ = lim

t→∞
S(t) a [·] označuje celou část reálného čísla. Nechť tito jedinci umírají v časech

T1, T2, . . . , Tm; T1 < T2 < · · · < Tm. Pak v intervalu (Ti, Ti+1) žilo n − i jedinců, v čase Ti+1

jeden z nich zemřel. Klasická pravděpodobnost úmrtí jedince v čase Ti+1 tedy je 1/(n− i); tímto
výrazem je současně dána pravděpodobnost úmrtí jedince v intervalu (Ti, Ti+1]. Pokud okamžiky
Ti a Ti+1 nejsou „příliš vzdálenéÿ, lze za pravděpodobnost úmrtí v intervalu (Ti, Ti+1] považovat
výraz

Ti+1
∫

Ti

λ(τ)dτ = H(Ti+1)−H(Ti),

sr. (6.8) a (6.13). Celkem tedy máme

H(Ti+1)−H(Ti) =
1

n− i
, i = 0, 1, . . . ,m− 1; (7.15)

přitom klademe T0 = 0. Rovnost (7.15) lze považovat za rekurentní formuli pro postupný výpočet
simulovaných časů úmrtí.

Poznámka: Uvažujme exponenciální funkci přežití S(t) = e−λt Kumulativní riziková funkce pak je
H(t) = λt, celkové přežití S∞ = 0, celkový počet zemřelých m = n a rovnost (7.15) po jednoduché
úpravě přejde na

Ti+1 = Ti +
1
λ

1
n− i

, i = 0, 1, . . . , n− 1.

Simulované časy přežití tedy budou

Ti =
1
λ

i−1
∑

k=0

1
n− k

, i = 1, 2, . . . , n.

Maximálně věrohodný odhad parametru λ exponenciální funkce přežití je

λ̂ =

n
∑

i=1

δi

n
∑

i=1

Xi

,

kde δi jsou indikátory úmrtí a Xi délky sledování; sr. např. [18, 2.2.1]. V případě simulovaných
dat Xi = Ti, δi = 1, i = 1, 2, . . . , n, tedy

n
∑

i=1

δi = n

a
n
∑

i=1

Xi =
n
∑

i=1

Ti =
n
∑

i=1

(

1
λ

i−1
∑

k=0

1
n− k

)

=
1
λ

n−1
∑

k=0

n
∑

i=k+1

1
n− k

=
1
λ

n−1
∑

k=0

1
n− k

(n− k) =
n

λ
,
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což znamená, že
λ̂ =

n

n/λ
= λ.

Pro exponenciální funkci přežití tedy data přežití simulovaná pomocí rovnosti (7.15) jsou ta, která
dávají při odhadu parametru λ metodou maximální věrohodnosti přesnou hodnotu.

Ke kumulativní rizikové funkci (6.21) existuje funkce inversní

H−1(ξ) = H−1(ξ; a, t∗, λ∗) = t∗ −
1
a
ln
[

− ln
(

exp
{

−eat∗
}

+
a

eλ∗
ξ
)]

,

která je definována na intervalu [0,− lnS∞). Rovnost (7.15) můžeme nyní přepsat na tvar

Ti+1 = H−1

(

H(Ti) +
1

n− i

)

, i = 0, 1, . . . ,m− 1. (7.16)

Tato formule dává m simulovaných údajů o přežití X1 = T1, . . . , Xm = Tm; δ1 = · · · = δm = 1.
Dále položíme δm+1 = · · · = δn = 0 a Xm+1, . . . , Xn libovolně, ale tak, že Xj > Tm, j =
m+ 1, . . . , n.
Tradičnější přístup k simulaci časů přežití je následující. V intervalu [S∞, 1] zvolíme m ekvi-

distantních bodů

si = 1− i
1− S∞

m+ 1
, i = 1, 2, . . . ,m

a pak položíme Ti = S−1(si), nebo po úpravě

Ti = H−1

(

− ln
(

1− i
1− S∞

m+ 1

))

. (7.17)

Tímto způsobem získáme opětm simulovaných časů úmrtí X1 = T1, . . . , Xm = Tm, které doplníme
n−m libovolnými cenzorovanými časy pozorování většími než Tm.
Generování časů přežití podle formulí (7.16) a (7.17) je deterministické, tj. pro pevně zvolené

parametry a velikost kohorty dá nenáhodné časy úmrtí. Náhodné (přesněji řečeno pseudonáhodné)
časy můžeme získat vygenerováním n náhodných čísel u1, . . . , un z rovnoměrného rozdělení na
intervalu (0, 1). Pak položíme

Xi =

{

H−1(− lnui), ui > S∞

libovolné dostatečně velké, ui 6 S∞,
δi =

{

1, ui > S∞

0, ui 6 S∞.
(7.18)

Všemi třemi uvedenými metodami byla vygenerována data přežití. Pro simulace byly zvoleny
hodnoty a = 0.1, t∗ = 12, λ∗ = 0.07 (stejné hodnoty jako při sestrojení obr. 6.1) a n = 25.
Ze simulovaných dat byly vypočítány Kaplanovy-Meierovy odhady funkce přežití (7.2), rizikové
funkce (7.3) a jádrové odhady rizikové funkce (7.7) s Epanečnikovým jádrem (7.10). Za vyhlazo-
vací parametr byla zvolena optimální hodnota hopt podle (7.9); přitom jsme za T vzali největší
simulovaný čas úmrtí,

T = max {δiXi : i = 1, 2, . . . , n} .

Pak totiž pro t ∈ [0, T ] je G(t) = 0, takže L̄(t) = S(t) a

Λ =

T
∫

0

λ(t)
L̄(t)
dt =

T
∫

0

λ(t)

exp
{

−
∫ t

0 λ(t)dτ
}dt =

R

T

0
λ(τ)dτ
∫

0

eudu = exp







−

T
∫

0

λ(τ)dτ







− 1 =
1− S(T )
S(T )

,

dále

D2 =

T
∫

0

(

λ′′(t)
)2
dt = a4

T
∫

0

(

λ(t)
)2
(

e−2a(t−t∗) − 3e−a(t−t∗) + 1
)2

dt.
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Výsledky jsou shrnuty na obr. 7.1. Hodnoty skutečné funkce přežití i skutečné rizikové funkce ve
všech případech leží uvnitř 95% intervalů spolehlivosti pro jejich neparametrické odhady vypočí-
tané ze simulovaných dat. Pro každý soubor simulovaných dat byly odhadnuty parametry rizikové
funkce â, t̂∗, λ̂∗ a vypočítána jejich „relativní euklidovská vzdálenostÿ od přesných hodnot

d =

√

√

√

√

(

1−
â

a

)2

+
(

1−
t̂∗

t∗

)2

+

(

1−
λ̂∗

λ∗

)2

.

Odhadnuté parametry a příslušné hodnoty d pro data simulovaná podle (7.16) jsou

â = 0.105, t̂∗ = 12.6, λ̂∗ = 0.0724, d = 0.08,

podle (7.17) jsou
â = 0.114, t̂∗ = 12.2, λ̂∗ = 0.0789, d = 0.19,

a podle (7.18) jsou

â = 0.142, t̂∗ = 12.2, λ̂∗ = 0.0770, d = 0.43.

Tyto výsledky naznačují, že „deterministickáÿ simulace podle (7.16) by mohla být vhodnější než
ta podle (7.17)1.
Odhady parametrů rizikové funkce (6.20) uvedené v 7.2 jsou bodové. Jistou představu o jejich

intervalových odhadech může poskytnout metoda Monte Carlo — generováním několika souborů
dat přežití pro různé počáteční velikosti kohort, odhadem parametrů pro každý z nich a následným
statistickým hodnocením souborů odhadnutých parametrů.
Uvedeme zde výsledky dvou skupin simulací. V první z nich byly zvoleny parametry a =

0.08, t∗ = 30, λ∗ = 0.1 a ve druhé a = 0.08, t∗ = 30, λ∗ = 0.01. V prvním případě se jedná
o kohortu s malým celkovým přežitím (S∞

.
= 0.033), ve druhém s velkým (S∞

.
= 0.712). Pro

každou skupinu bylo vygenerováno 50 souborů dat pro každou ze čtyř počátečních velikostí kohorty
N0 ∈ {30, 100, 170, 240} čtyřmi různými způsoby:

(i) deterministické doby přežití podle (7.16) s Xm+1 = · · · = XN0 = 1.5Xm, bez cenzorování,

(ii) stejná deterministická data přežití a časy cenzorování z rovnoměrného rozložení na intervalu
(0.25XN0, XN0),

(iii) náhodná data přežití podle (7.18) bez cenzorování, doby pozorování pro ui 6 S∞ byly voleny
jako náhodná čísla z rovnoměrného rozdělení na intervalu (Y, 1.5Y ), kde

Y = H−1
(

− lnmin {ui : ui > S∞}
)

,

(iv) náhodná data přežití jako v (iii), časy cenzorování jako v (ii).

Pro každá simulovaná data byly odhadnuty parametry a, t∗, λ∗ a z nich pak vypočítány statistické
charakteristiky. Výsledky jsou shrnuty v tab. 7.1 a 7.2 a v podobě krabicových grafů jsou zobrazeny
na obr. 7.2 a 7.3.

1Simulací jsem samozřejmě provedl mnohem více. Uvedené představují typický výsledek.
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Obrázek 7.1: Simulovaná data přežití podle (7.16), (7.17) a (7.18) (shora dolů). Červená silná
čára — skutečné funkce přežití a rizikové funkce, černá lomená čára — Kaplanův-Meierův odhad
funkce přežití a odhad rizikové funkce podle (7.3), ◦ — úplné pozorování, + — cenzorované po-
zorování, černá tečkovaná čára — 95% interval spolehlivosti pro Kaplanův-Meierův odhad funkce
přežití, modrá čára — jádrový odhad rizikové funkce, modrá tečkovaná čára — jeho 95% interval
spolehlivosti.
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Charakteristiky odhadnutých parametrů
Způsob Velikost

parametr aritmetický
simulace kohorty

průměr
minimum medián maximum

a 0.0988
30 t

∗ 27.3862
λ
∗ 0.1004

a 0.0854
100 t

∗ 29.2051
λ
∗ 0.1010

(i)
a 0.0826

170 t
∗ 29.6533

λ
∗ 0.1010

a 0.0832
240 t

∗ 29.4783
λ
∗ 0.1004

a 0.0782 0.0373 0.0726 0.1221
30 t

∗ 32.2856 25.0138 31.6823 60.0895
λ
∗ 0.1004 0.0646 0.1023 0.2657

a 0.0810 0.0638 0.0806 0.1011
100 t

∗ 29.9336 26.5037 30.2453 33.5440
λ
∗ 0.1010 0.0751 0.0975 0.1195

(ii)
a 0.0793 0.0706 0.0782 0.0910

170 t
∗ 30.3776 27.1238 30.6132 33.4593

λ
∗ 0.1010 0.0782 0.1020 0.1336

a 0.0773 0.0698 0.0770 0.0900
240 t

∗ 30.5717 27.9420 30.5781 33.1531
λ
∗ 0.1004 0.0847 0.0988 0.1138

a 0.0762 0.0377 0.0725 0.1306
30 t

∗ 33.2792 24.7802 31.9695 58.2972
λ
∗ 0.1004 0.0645 0.1025 0.2430

a 0.0824 0.0647 0.0818 0.1024
100 t

∗ 29.5999 26.1423 29.9072 32.9099
λ
∗ 0.1010 0.0748 0.0963 0.1323

(iii)
a 0.0798 0.0690 0.0796 0.0919

170 t
∗ 30.2293 26.8317 30.4127 34.2777

λ
∗ 0.1010 0.0779 0.1015 0.1436

a 0.0779 0.0697 0.0770 0.0900
240 t

∗ 30.4521 27.9278 30.4596 33.1747
λ
∗ 0.1004 0.0846 0.0998 0.1298

a 0.0741 0.0377 0.0704 0.1221
30 t

∗ 33.8344 25.0138 32.4967 58.2972
λ
∗ 0.1004 0.0646 0.1084 0.2430

a 0.0809 0.0638 0.0806 0.1011
100 t

∗ 29.9419 26.5037 30.2453 33.5440
λ
∗ 0.1010 0.0751 0.0975 0.1195

(iv)
a 0.0791 0.0694 0.0782 0.0909

170 t
∗ 30.4415 27.1238 30.6132 34.2777

λ
∗ 0.1010 0.0782 0.1023 0.1436

a 0.0774 0.0697 0.0771 0.0900
240 t

∗ 30.5822 27.9420 30.6086 33.1747
λ
∗ 0.1004 0.0847 0.0994 0.1298

Tabulka 7.1: Charakteristiky odhadů parametrů rizikové funkce (6.20) pro simulované přežívání
kohort různé velikosti. Parametry použité pro simulaci: a = 0.08, t∗ = 30, λ∗ = 0.1, způsoby
simulace popsány na str. 70
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Charakteristiky odhadnutých parametrů
Způsob Velikost

parametr aritmetický
simulace kohorty

průměr
minimum medián maximum

a 0.1006
30 t

∗ 30.7819
λ
∗ 0.0115

a 0.0887
100 t

∗ 30.1077
λ
∗ 0.0107

(i)
a 0.0864

170 t
∗ 29.9683

λ
∗ 0.0105

a 0.0816
240 t

∗ 30.3578
λ
∗ 0.0102

a 0.0922 0.0383 0.0925 0.1947
30 t

∗ 30.3148 22.0827 29.7484 44.7638
λ
∗ 0.0115 0.0029 0.0120 0.0238

a 0.0816 0.0586 0.0792 0.1091
100 t

∗ 30.1286 24.7050 30.2709 35.5205
λ
∗ 0.0107 0.0059 0.0106 0.0205

(ii)
a 0.0797 0.0599 0.0782 0.1025

170 t
∗ 30.3438 26.2413 30.0961 33.4325

λ
∗ 0.0105 0.0045 0.0101 0.0145

a 0.0786 0.0661 0.0773 0.1013
240 t

∗ 30.5309 27.7770 30.6724 32.9968
λ
∗ 0.0102 0.0071 0.0099 0.0133

a 0.0918 0.0382 0.0926 0.1928
30 t

∗ 30.0394 22.0586 29.4897 44.3495
λ
∗ 0.0115 0.0028 0.0119 0.0238

a 0.0820 0.0588 0.0804 0.1092
100 t

∗ 29.9996 24.7069 30.1961 35.4461
λ
∗ 0.0107 0.0059 0.0107 0.0204

(iii)
a 0.0794 0.0599 0.0780 0.1026

170 t
∗ 30.3351 26.2024 30.0847 33.3872

λ
∗ 0.0105 0.0045 0.0101 0.0145

a 0.0783 0.0629 0.0771 0.1014
240 t

∗ 30.5596 27.7769 30.6713 33.7760
λ
∗ 0.0102 0.0071 0.0099 0.0133

a 0.0921 0.0383 0.0928 0.1928
30 t

∗ 30.2660 22.0827 29.7304 44.7638
λ
∗ 0.0115 0.0029 0.0120 0.0238

a 0.0816 0.0586 0.0792 0.1091
100 t

∗ 30.1288 24.7069 30.2709 35.5205
λ
∗ 0.0107 0.0059 0.0106 0.0205

(iv)
a 0.0797 0.0599 0.0782 0.1025

170 t
∗ 30.3445 26.2413 30.0977 33.4325

λ
∗ 0.0105 0.0045 0.0101 0.0145

a 0.0786 0.0661 0.0773 0.1013
240 t

∗ 30.5311 27.7770 30.6724 32.9968
λ
∗ 0.0102 0.0071 0.0099 0.0133

Tabulka 7.2: Charakteristiky odhadů parametrů rizikové funkce (6.20) pro simulované přežívání
kohort různé velikosti. Parametry použité pro simulaci: a = 0.08, t∗ = 30, λ∗ = 0.01, způsoby
simulace popsány na str. 70
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Obrázek 7.2: Krabicové grafy rozložení odhadnutých parametrů pro data simulovaná s uvedenými
parametry pro různé počáteční velikosti kohort. Data v jednotlivých sloupcích byla simulována
způsoby (i)–(iv) popsanými na str. 70
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Obrázek 7.3: Krabicové grafy rozložení odhadnutých parametrů pro data simulovaná s uvedenými
parametry pro různé počáteční velikosti kohort. Data v jednotlivých sloupcích byla simulována
způsoby (i)–(iv) popsanými na str. 70
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Kapitola 8

Přežívání nehomogenní populace

Za nehomogenní budeme považovat takovou populaci, v níž je více — řekněme k — příčin úmrtí.
K takové situaci může docházet i v případě u pacientů se stejnou diagnózou. Například u onkolo-
gických pacientů uvažovaných v 6.3 může být pro různě zdatné jedince různá maximální velikost
souboru rakovinných buněk b nebo rychlost jejich proliferace a a v důsledku toho různé maxi-
mální riziko λ∗, stejně zdatní pacienti mohou být operováni při rozdílných stadiích nemoci, tj. při
rozdílných hodnotách y0, což způsobí rozdílné časy maximálního rizika t∗ a podobně.
K popisu takové situace rozdělíme celou populaci (jejíž velikost na počátku sledování je N0)

na k skupin o počátečních velikostech Ni = αiN0, i = 1, 2, . . . , k, přičemž αi jsou taková kladná
čísla, že

∑k
i=1 αi = 1, a budeme předpokládat, že velikost každé z těchto skupin se vyvíjí s vlastní

dynamikou, tj. s vlastní rizikovou funkcí λi podle rovnice (6.3),

Ni(t) = αiN0 exp







−

t
∫

0

λi(τ)dτ







.

Pak velikost celé populace v čase t je dána rovností

N(t) = N0
n
∑

i=1

αi exp







−

t
∫

0

λi(τ)dτ







a funkce přežití Sc a riziková funkce λc pro celou populaci jsou podle (6.14) a (6.9) dány výrazy

Sc(t) =
N(t)
N0

=
n
∑

i=1

αi exp







−

t
∫

0

λi(τ)dτ







,

λc(t) = −
Ṡc(t)
Sc(t)

=

n
∑

i=1

αiλi(t) exp
{

−
t
∫

0

λi(τ)dτ
}

n
∑

i=1

αi exp
{

−
t
∫

0

λi(τ)dτ
} .

8.1 Aplikace na reálná data

Soustředíme se na přežívání onkologických pacientů, tj. takové populace, v níž všechny „parciálníÿ
rizikové funkce λi jsou tvaru (6.20). Poněvadž αk = 1 − (α1 + · · ·+ αk−1), závisí riziková funkce
λc na celkem 4k − 1 parametrech,

λc(t) = λc (t;α1, . . . , αk−1, a1, . . . , ak, t
∗
1, . . . , t

∗
k, λ

∗
1, . . . , λ

∗
k) . (8.1)
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Pro daná data o přežívání pacientů můžeme parametry odhadnout následujícím způsobem.
Všechny pacienty rozdělíme do k skupin. To můžeme udělat podle dat „od okaÿ nebo podle
nějaké klinické indikace, např. různých typů nádoru, druhu chemoterapie a podobně. Pro každou
takovou skupinu odhadneme parametry ai, t∗i a λ

∗
i metodou popsanou v 7.2. Takto získané hodnoty

použijeme jako první aproximace pro numerickou maximalizaci logaritmické věrohodnostní funkce

ℓc (α1, . . . , αk−1, a1, . . . , ak, t
∗
1, . . . , t

∗
k, λ

∗
1, . . . , λ

∗
k) =

n
∑

i=1



δi lnλc(Xi)−

Xi
∫

0

λc(τ)dτ



 , (8.2)

sr. (7.1).
Rizikovou funkci získanou popsanou parametrickou metodou z konkrétních údajů o přežití

můžeme porovnat s rizikovou funkcí získanou jádrovým vyhlazením z těchže dat. K tomu je po-
třeba vybrat nějaký vhodný vyhlazovací parametr. Konkrétně, vezmeme odhad optimálního podle
rovnosti (7.9), v níž hodnoty Λ a D2 nahradíme jejich odhady, tj.

ĥopt =

(

Λ̂VK

nβ22D̂2

)1/5

,

kde

D̂2 =

X(n)
∫

0

(

λ̂c
′′
(t)
)2

dt, Λ̂ =

X(n)
∫

0

λ̂c(t)
(

1− L̂n(t)
)dt, (8.3)

λ̂c je funkce (8.1) s parametry odhadnutými maximalizací logaritmu věrohodnostní funkce (8.2) a
L̂n je Nelsonův odhad distribuční funkce času pozorování (7.6), takže

Λ̂ =

X(n)
∫

0

λ̂c(t)dt
1− 1

n+1

∑n
i=1 1{X(i)6t}

=
n
∑

i=1

X(i)
∫

X(i−1)

λ̂c(t)dt

1− i
n+1

= (n+ 1)
n
∑

i=1

1
n+ 1− i

X(i)
∫

X(i−1)

λ̂c(t)dt;

klademe X(0) = 0.
Navržený způsob odhadu rizikové funkce onkologických pacientů je ilustrován na třech soubo-

rech dat, laskavě poskytnutých Masarykovým onkologickým ústavem v Brně a Oddělením radio-
terapie nemocnice v Českých Budějovicích.
První soubor (BRCB) obsahuje údaje o 152 pacientkách s karcinomem prsu, které byly léčeny

konzervativním chirurgickým zákrokem a následnou radioterapií v Českých Budějovicích v období
1990–1996, studie byla ukončena v roce 2004. Z celkového počtu zemřelo v důsledku choroby 32
(21.1%) pacientek.
Druhý soubor (BRB) obsahuje údaje o 236 pacientkách se stejnou diagnózou i léčbou v období

1983–1994 v Brně. V důsledku choroby zemřelo 47 (19.9%) pacientek.
Třetí soubor (USB) obsahuje údaje o 49 pacientkách se sarkomem dělohy, které byly operovány

v Brně v období 1990–1999. V důsledku choroby zemřelo 21 (42.9%) pacientek.
Všechny údaje o délce přežívání nebo sledování jsou v měsících.
Výpočty byly provedeny s využitím programového systému R-language, integrál D̂2 (8.3) byl

vypočítán pomocí MAPLE. Prvotní rozdělení pacientek ze souborů BRCB a USB do skupin bylo
provedeno „od okaÿ podle dat, pacientky ze souboru BRB byly rozděleny podle toho, zda se
u nich objevila lokální recidiva a/nebo vzdálená diseminace choroby nebo ne. Výsledky jsou shr-
nuty v tabulce 8.1 a porovnány s neparametrickými odhady (Kaplanovým-Meierovým odhadem
funkce přežití (7.2) a jádrovým odhadem rizikové funkce (7.7)) na obrázcích 8.1–8.3. Pro jádrové
vyhlazení rizikové funkce bylo opět použito Epanečnikovo jádro (7.10). Vidíme, že rizikové funkce
získané parametricky leží uvnitř intervalů spolehlivosti pro rizikové funkce získané neparametricky;
výsledky navržené metody tedy nejsou v rozporu s výsledky požívaných neparametrických metod.
Ještě poznamenejme, že odhadnuté hodnoty α1, α2 u souboru BRB neodpovídají velikostem sku-
pin použitých pro počáteční odhad parametrů.

77



Odhadnuté parametry
Soubor n k X(n) rizikové funkce λ̂c

D̂2 Λ̂ ĥopt

i 1 2
αi 0.9832 0.01678

BRCB 152 2 172 ai 0.02477 0.05778 5.811 · 10−10 0.7944 42.27
t∗i 44.14 106.5
λ∗i 0.002589 0.06499
i 1 2
αi 0.1304 0.8696

BRB 236 2 220 ai 0.02383 0.06274 9.484 · 10−9 0.5217 20.36
t∗i 80.07 99.57
λ∗i 0.1168 0.003313
i 1 2 3
αi 0.4949 0.1598 0.3453

USB 49 3 149 ai 0.1387 0.2958 0.2752 3.090 · 10−5 1.199 6.53
t∗i 9.673 44.94 73.63
λ∗i 0.05111 0.0952 0.02493

Tabulka 8.1: Charakteristiky jednotlivých souborů, odhadnuté parametry rizikové funkce (8.1) a
hodnoty pro výpočet jádrového odhadu rizikové funkce

8.2 Diskuse a výhledy pro další výzkum

Navržený tvar rizikové funkce onkologických pacientů poměrně dobře vystihuje pozorování Inter-
pretace parametrů je předmětem diskuse s onkology. Nejnovější studie (např. [28]) ukazují, že
Gompertzova křivka je adekvátním popisem růstu nejen primárního nádoru, ale také šíření me-
tastáz. Toto zjištění podporuje předpoklad přijatý v 6.3. Skutečnost, že parametry ai se příliš neliší
u souborů BRCB a BRB, tj. pro pacientky s touž diagnózou, by mohla ukazovat, že tyto parametry
skutečně vyjadřuje proces — rychlost proliferace rakovinných buněk — probíhající v organismu.
Z případné relevance parametrů modelu plyne námět pro další práci — intervalové odhady

parametrů. Ty by následně umožnily testování nějakých hypotéz, porovnávání léčebných metod a
podobně. Za první krok k intervalovým odhadům lze považovat simulace provedené v 7.2.
Důležitou otázkou, která zůstává otevřená, je identifikace skupin pacientů, jejichž velikosti

jsou dány odhadnutými parametry αi. Ta by mohla sloužit jako prediktor největšího ohrožení
konkrétních pacientů a tím k cílené péči o ně.
Zajímavým výsledkem je i metoda odhadu optimálního vyhlazovacího parametru pro jádrový

odhad rizikové funkce onkologických pacientů pomocí parametrického odhadu této funkce. Exis-
tující neparametrické metody (např. [25], [42], [44], [34]) jsou asymptotické, tedy spolehlivé pro
větší soubory, pro menší (jako byl např. USB) může navržená metoda představovat rozumnou
alternativu.
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Obrázek 8.1: Funkce přežití (nahoře) a riziková funkce (dole) pacientek ze souboru BRCB. Červená
silná čára — funkce přežití a rizikové funkce odhadnutá parametricky, černá čára — neparame-
trický odhad funkce přežití (Kaplanův-Meierův) a rizikové funkce (jádrový), tečkovaná čára —
95% intervaly spolehlivosti pro neparametrické odhady, ◦ — úplné pozorování, + — cenzorované
pozorování.
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Obrázek 8.2: Funkce přežití (nahoře) a riziková funkce (dole) pacientek ze souboru BRB. Červená
silná čára — funkce přežití a rizikové funkce odhadnutá parametricky, černá čára — neparame-
trický odhad funkce přežití (Kaplanův-Meierův) a rizikové funkce (jádrový), tečkovaná čára —
95% intervaly spolehlivosti pro neparametrické odhady, ◦ — úplné pozorování, + — cenzorované
pozorování.

80



0 50 100 150

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

1.
0

time

su
rv

iv
or + +++

++++
+++ +

++ ++
+ ++ + ++ ++++ + +

0 50 100 150

0.
00

0
0.

01
0

0.
02

0
0.

03
0

time

ha
za

rd

Obrázek 8.3: Funkce přežití (nahoře) a riziková funkce (dole) pacientek ze souboru USB. Červená
silná čára — funkce přežití a rizikové funkce odhadnutá parametricky, černá čára — neparame-
trický odhad funkce přežití (Kaplanův-Meierův) a rizikové funkce (jádrový), tečkovaná čára —
95% intervaly spolehlivosti pro neparametrické odhady, ◦ — úplné pozorování, + — cenzorované
pozorování.
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Souhrn: Práce se zabývá souvislostmi diferenciálních rovnici a biomedicínských věd. Na kon-
krétních autorových výsledcích je ukázáno, že podněty z ekologie přináší motivaci k abstraktnímu
matematickému výzkumu v oblasti kvalitativní teorie diferenciálních rovnic, modely reálných pro-
cesů pomocí diferenciálních rovnic přináší podněty k výzkumu v medicíně a spojení diferenciálních
rovnic a matematické statistiky obohacuje metody analýzy přežití. Dále jsou v práci navrženy a
testovány algoritmy pro odhady parametrů konkrétních deterministických modelů.

Abstract: The aim of the work is to present some connections among differential equations
and bio-medical sciences. Concrete examples of author’s results show that some impulses arising
in ecology brings a motivation to an abstract mathematical research in the field of qualitative
theory of differential equations, that differential equations models of real phenomena stimulate
a subsequent medical research and that a connection of differential equations and mathemati-
cal statistics enriches methods of survival analysis. The work also suggests some algorithms for
estimations of parameters to certain deterministic models.
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