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Predstaveni autora habilitacni prace

Zdene€k Pospisil se narodil roku 1960 v Brné. Vysokoskolské vzdélani ziskal v oboru Matema-
tickd analyza na Pfirodovédecké fakulté Univerzity Jana Evangelisty Purkyné v Brné. Studium
zakon¢il v roce 1984 obhajobou diplomové prace na téma Diagonalni a pokryvaci uniformni struk-
tury, kterou vypracoval pod vedenim RNDr. Jifiho Svobody. Vzhledem k vybornym studijnim
vysledktim obdrzel titul RNDr. i bez vykonani rigorézni zkousky. V letech 1991-1994 absolvoval
interni postgradualni studium v oboru Matematickd analyza na Prirodovédecké fakulté Masary-
kovy univerzity v Brné. Jeho skolitelem byl Doc. RNDr. Josef Kalas, CSc. V roce 1993 stravil
zimni semestr na université v italské Bologni u prof. E. Lanconelliho jako stipendista TEMPUS.
Studium ukoncil obhajobou dizerta¢ni prace na téma Asymptotical Properties of Dynamical Sys-
tems with Application to Life Science a ziskal titul Dr. V roce 1999 absolvoval tfitydenni studijni
pobyt v Recku na université v Ioanniné u prof. I. Stavroulakise.

V letech 1984-1989 byl zaméstnan v Utvaru (pozdéji Ustavu) vipocetni techniky Vysoké skoly
zemédélské v Brné. Pracoval v oddéleni analyzy a programovani, které se zaméfovalo na oblast
védecko-technick§ch vypoétl a vyhodnocovani vysledkt vizkumné prace celé VSZ. V roce 1989
nastoupil jako samostatny odborny referent Ustfedniho kontrolniho a zkusebniho dstavu zemé-
délského v Brné do oddéleni prognézy a signalizace. Obsahem jeho préace bylo vyhodnocovani a
predikce sifeni chorob rostlin a ochrany proti nim — od vytvareni matematickych modeli pies
jejich statistické ovérovani po realizaci pocitacovych programi signalizace oSetieni vyuzivanych
v zemédélské praxi. V této praci pokracoval externé i v dobé postgradualniho studia. Od roku
1994 pisobi jako odborny asistent na P¥irodovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné, nej-
prve na katedie matematické analyzy, od roku 2002 na katedfe aplikované matematiky.

Ve své védecké praci se zameétfuje na kvalitativni teorii diferencidlnich a diferencnich rovnic a ob-
last matematického modelovani v biomedicinskych védach. Byl spolufesitelem grantt 201,/98/0677
Diferen¢ni rovnice a jejich aplikace, 201/99/0295 Funkciondlni diferencidlni rovnice, 201/01,/0079
Kvalitativni teorie feeni diferenénich rovnic a v§zkumného zaméru MSMT 143100001 Funkci-
onalni diferencidlni rovnice a matematicko-statistické modely. Vysledky své prace publikoval ve
vyznamnych matematickych ¢asopisech (Mathematical Biosciences, Nonlinear Analysis TMA, Fas-
ciculi Mathematici) a sbornicich a presentoval je na pfednich svétovych konferencich formou pfed-
nasek (napf. World Congress of Nonlinear Analysts, 2000, Catania — zvana prednaska; Mathema-
tical Population Dynamics, 1998, Zakopane; EQUADIFF 2001, Praha; International Conference on
Difference Equations and Applications, 2001, Augsburg; ICDEA 2003 Brno; Functional Differen-
tial Equations and Applications, 2002, Beer-Sheva) nebo postert (MPD 2004, Trento; European
Conference on Mathematical and Theoretical Biology, 2005, Dresden) nebo formou pfedndsek na
konferencich narodnich a mezinarodnich. Ve vyznamnych specializovanych casopisech publikoval
vysledky své spolupréce s odborniky v oboru ekologie nebo mediciny (napf. Experimental and
Applied Acarology, Biorheology, Bone Marrow Transplantation).

Zdensk Pospisil od roku 1994 vyudoval matematiku (pfedevs§im matematickou analyzu) formou
prednasek i cviceni pro studenty PfF MU, FI MU a pro studenty oboru Matematické inzenyrstvi
na FSI VUT v Brné. Vytvoril sylaby pfedmétti Matematika pro biology, Matematika pro karto-
grafy (pro bakaldiské studium), Diferencidlni rovnice a jejich uziti, Maticové populaéni modely
(pro magisterské studium) a tyto pfedméty vyucéuje. Je spoluautorem skript a autorem tii elektro-
nickych ucebnich texti. Podilel se také na prednaskach v ramci vzdélavacich kurst pro studenty
a ucitele stfednich skol a na vyuce pro univerzitu tietiho véku.






Uvod

Predlozena habilitacni prace si klade ctyfii cile:

1. Ukézat, ze problémy biologie (konkrétné populacéni ekologie) mohou stimulovat formulaci a
feseni problémi kvalitativni teorie diferencialnich rovnic.

2. Ukazat, jak modelovani konkrétnich biologickych procest pomoci diferencialnich rovnic po-
skytuje ndméty pro medicinsky vyzkum.

3. Ukézat, ze pristup k tradi¢ni medicinské problematice — analyze pteziti — z nového hlediska
(konkrétné modelovani vyvoje populaci pomoci diferencidlnich rovnic) ji miZe nezanedba-
telnym zpusobem obohatit.

4. Ucelenym zptisobem popsat matematické metody pouzité autorem pri spolupraci s 1ékaii a
rostlinolékafi, které pri publikaci vysledki ve specializovanych ¢asopisech nemohly byt po-
drobné uvedeny, pfipadné tyto metody modifikovat pro pouziti soucasné vypocetni techniky.

1. Skutec¢nost, Ze nejen fyzika nebo technické védy, ale také biologie svymi otdzkami pfispiva
k rozvoji matematiky je podrobné dolozena v publikaci [7]!. Jednou z oblasti matematiky, ktera
vznikla pravé ekologickou inspiraci, je ¢ast kvalitativni teorie diferencialnich rovnic — teorie per-
manence dynamickych systémut. Konkrétni autorovou motivaci aplikaci v popula¢ni dynamice byl
vyvoj integrované ochrany vinné révy pred fytofagnimi roztoc¢i na jizni Moravé. Velké ztraty na
vynosu zpusobuji roztoci ¢eledi Eriophyidae a Tetranychidae. Maji vSak pfirozeného neptitele,
dravého roztoce Typhlodromus pyri, jehoz formu Castecné rezistentni k nékterym pesticidim se
podafilo objevit na vinicich u Mikulova. Ta mohla slouzit jako bioagens k redukci populaci zmi-
nénych sktdci. Ve skutec¢nych vinicich byly pozorovany situace, kdy pfi vysokych populacnich
hustotach predatora rostly populace fytofagti exponencialné, i takové, kdy pfi mensim vyskytu
dravého roztoce zlstavaly velikosti populaci skodlivych roztoc¢ti v rozumnych mezich. Bylo tedy
potfebné, mimo jiné, vyjasnit nékolik otazek:

e Je populace predatora skutecné schopna redukovat populaci kofisti, zabranit jejimu expo-
nencidlnimu ristu?

e Pokud ano, pfi jakych populacnich hustotach dravy rozto¢ omezuje fytofagy?
e A pokud dravec zabrani neomezenému rustu skidce, udrzi ho pod prahem skodlivosti?

P1i studiu téchto otdzek za pouziti matematickych modeld tvorenych systémem obycejnych di-
ferencialnich rovnic se ukazalo, ze né€které problémy nejsou dosud v teorii vyfeSeny. Zejména se
jednalo o obecny odhad hranic feseni uvazovaného systému a o kvalitativni analyzu systémi ne-
autonomnich. Prvnimu problému je vénovéana kapitola 1, ktera prezentuje vysledek publikovany
v praci [I.(4))?, druhému kapitola 2 piedstavujici variantu vysledku [IV.(3)].

2. P1i spolupraci s hematoonkologickou klinikou Fakultni nemocnice v Brné-Bohunicich byly
pro potfebu kvantifikace procesit probihajicich p¥i sedimentaci erythrocytit (vyzkum na pfelomu

L(isla v hranatych zavorkach odkazuji na seznam literatury na str. 83.
2Hranaté zavorka obsahujici #imskou &slici nasledovanou &slem v kulaté zavorce odkazuje na seznam publikaci
Z. Pospisila na str. 86.



osmdesatych a devadesatych let minulého stoleti) a pfi sbéru kmenovych bunék z periferni krve
(vyzkum na pfelomu dvacatého a jedenadvacatého stoleti) vytvofit matematické modely téchto
déja. Jako vhodny néastroj modelovani se opét ukazaly obyc¢ejné diferencialni rovnice. V obou pfi-
padech odvozené rovnice® obsahovaly dvojici parametri, které bylo mozno klinicky interpretovat
a na zdkladé laboratornich tidaju je vypoéitat (odhadnout). Tyto vysledky podnitily nésledny
vyzkum na zminéné klinice — vyhodnocovani rozmanitych ukazateld ovliviiujicich navrzené para-
metry. V pfipadé sedimentace erythrocytd vysledky pifispély k zpfesnéni interpretace klinickych
vySetfeni, v pripadé sbéru kmenovych bunék k zefektivnéni lé¢ebné metody autotransfize kmeno-
vych bunék leukémickym pacienttim. Vysledky tykajici se sedimentace byly publikovany v pracich
[I.(5)], [IIL.(4)], [IIL.(5)] a pfedneseny na konferencich [VIL.(6)], [VIL.(6)], vysledky tykajici se kme-
novych bunék v pracich [I.(2)], [III.(2)], [III.(3)], a pfedneseny na konferencich [V.(8)], [V.(9)],
[V.(10)]. Model sedimentace erythrocyti je popsan v kapitole 4, model sbéru (separace) kmeno-
vych bunék z periferni krve v kapitole 5.

3. Analyza preziti je tradi¢ni soucast matematické statistiky. Jejimi hlavnimi objekty jsou
ndhodné velic¢iny (Cas preziti, ¢as pozorovani a podobné) a rizikové funkce, vyjadiujici intenzitu
pravdépodobnosti. Naproti tomu deterministické modely vyvoje (a tedy také vymirani) populace
pracuji s klasickymi funkcemi (velikost populace, rtistovy koeficient a podobné). Spojeni téchto
dvou pristupi umoznilo ukézat ekvivalenci rizikové funkce a koeficientu tmrtnosti a nasledné
odvodit parametrické vyjadreni rizikové funkce pro specidlni populaci — kohortu onkologickych
pacientii. K tomu byly také vyuzity modely dynamiky populace rakovinnych bunék. Pro odvozeny
tvar rizikové funkce byla navrZzena metoda odhadu jejich parametri a testovana na simulovanych
datech. Odhadnuta rizikova funkce zpétné pomaha pii feSeni problému matematické statistiky
— odhadu optiméalniho vyhlazovaciho parametru pro jadrové vyhlazeni empirické rizikové funkce.
Analyza preziti onkologickych pacientti vychézejici z populaéni dynamiky je obsahem c¢asti III.
K uvedenym vysledktim sméfovaly prace [V.(2)], [VL.(1)], [VL.(2)], [VI.(3)] a jsou p¥ipraveny k pu-
blikaci v ¢lanku napsaném spolu s I. Horovou a J. Zelinkou.

4. V medicinskych c¢asopisech nebyl prostor pro podrobnéjsi presentaci matematickych mo-
delti, které tvorily ,teoretické pozadi“ vyzkumu sedimentace erythrocytd a separace kmenovych
bunék. Tyto modely spolu s pfedpoklady, na jejichz zakladu byly vytvofeny, jsou popsany ve druhé
Casti prace. Nékteré vysledky dosazené standardnimi metodami matematické statistiky pfi vyvoji
metody integrované ochrany vinic na jizni Moravé byly publikovany ve specializovanych casopi-
sech [1.(6)], [I.(7)], [IIL.(6)] a pfedneseny na konferenci [VIL.(7)], [VIL.(8)]. Vysledek nejdiilezitéjsi
pro softwarové zabezpeceni metody — odhad parametrti rovnic popisujicich vyvoj spolecenstva
rozto¢i na vinné révé byl publikovan ve sborniku [IV.(4)], metoda pouzitd pro jeho dosaZeni
v ¢lanku [VI.(13)]. Tato metoda byla ovSem poznamenana dostupnosti vypocetni techniky (poci-
ta¢ TNS XT) a programového vybaveni (STATGRAPHICS) v dobé vyhodnocovani provedenych
polnich pokust. Soucasna technika vsak umoziiuje pouzit metody mnohem sofistikovanéjsi, bez
linearizaci a podobnych drastickych zjednoduseni. Dvé takové metody jsou navrzeny v kapitole 3,
otestovany na simulovanych datech a pouzity pro data ziskand pozorovanim.

Jesté poznamenejme, ze vétsina vypocti uvedenych v praci byla provedena s vyuzitim progra-
mového systému R-language [38] a v ném byly také vytvoreny obrazky 3.1-3.4, 7.1-7.3, 8.1-8.3
a histogramy v tabulkach 3.2, 3.3; v jednom ptipadé byl vyuzit systém pro symbolické vypocty
Maple (obr. 4.2). Ostatni obrézky byly vytvofeny pomoci programu MG (Mathematical Graphics).

3Nebo sestavené nebo objevené rovnice. Kazdé z téchto slov nabizi jinou odpovéd na ,zékladni otazku filosofie
matematiky“: Jak je mozné, ze néco tak abstraktniho jako matematika tak dobfe slouzi pfi popisu reality?
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Modely populacni dynamiky



Kapitola 1

Ohranicenost reseni modelu
spolecdenstva predatora a n druhu
koristi

Pojem permanence (nebo jeho synonymum stejnomérné persistence, sr. [11]) je v soucasnosti
prijimén jako nevhodnéjsi formalizace vagniho, ale dulezitého, pojmu ,ekologicka stabilita®; viz
prehledny ¢ldnek [22] a v ném uvedené odkazy. Nutnou podminkou permanence systému obycej-
nych autonomnich diferencialnich rovnic je jeho dissipativita (asymptoticka ohranicenost). Ué¢inna
metoda vySetfovani permanence spociva v jisté modifikaci metody Ljapunovskych funkei ([17],
[20]). Tato metoda vsak vyZzaduje znalost w-limitni mnoziny daného systému, staciondrniho feseni
(napf. [21]) nebo limitniho cyklu (napf. [12]). To mize byt v pfipadé existence limitniho cyklu
(coz je pravé casty jev v systémech popisujicich interakei dravce a kofisti) obtizny tikol; Poincaré-
Bendixsonova véta poskytuje kritérium existence limitniho cyklu, nikoliv vSak jeho (analytické)
vyjadieni. Proto Gard v ¢lanku [14] vyvinul metodu, ktera je pouzitelna i v takovych pfipadech,
ovSem za cenu mensi citlivosti (nalézané dostateéné podminky permanence jsou silnéjsi). Gardova
metoda nevyzaduje pfesnou znalost w-limitni mnoziny, sta¢i znat asymptotické hranice reseni
systému (globalné absorbujici mnozinu).

Tato kapitola se proto zabyva nalezenim asymptotickych hranic feSeni systému obycejnych
diferencidlnich rovnic popisujiciho vyvoj spolecenstva sestavajiciho z jednoho druhu predatora a
n druhu jeho kofisti. Tento problém nebyl v prvni devadesatych let dvacatého stoleti uspokojivé
vyfeSen. V ¢lanku [21] byla dissipativita prosté pfedpoklddana. Metodu odhadu asymptotickych
hranic zaloZenou na vySetfovani nulklin dvojrozmérného systému (jeden dravec a jedna kofist)
z ¢lanku [45] nelze pouzit pro systémy vicerozmérné. Vysledek pro trojrozmérny systém uvedeny
v [13] a zlepSeny v [43] vyzadoval pFili§ silné predpoklady (sr. piiklad 3 na konci kapitoly). Dikaz
dissipativity systému dvou druha dravce zZivicich se dvéma vzajemné si konkurujicimi druhy kofisti
v [29] obsahoval chybu.

V nésledujicim oddilu je uveden systém, jimz se budeme zabyvat, jsou v ném zformulovany
predpoklady kladené na funkce v ném se vyskytujici a je diskutovana biologickd relevance uvede-
nych predpokladta. Oddil 1.2 pfinasi hlavni vysledek — dtkaz dissipativity a odhad asymptotickych
mezi. VSechny vysledky jsou ilustrovany na ptikladech dvourozmeérnych systému. P¥iklad uvedeny
v zavérecném oddilu kapitoly srovnava odhady asymptotickych hranic feseni ziskané na zakladé
véty 1.1 a odhadu ziskanych pomoci nékterych publikovanych vysledkt; ukazuje, Ze navrzena me-
toda muze byt v nékterych pripadech efektivnéjsi.

Jesté poznamenejme, Ze symbolem 9Y, clY a int Y oznacujeme hranici, uzavér a vnitfek mno-
Ziny Y (v tomto potadi).
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1.1 Model

Uvazujme obecny systém Kolmogorova typu

;=2 F(x,y), v=yG(x,v), 1=1,2,...,n, (1.1)
s poc¢atecnimi podminkami

z;(0) =29 >0, y(0)=y">0, i=1,2,...,n, (1.2)

kde x = (21,2, ...,2,), 2;, resp. y oznacuje velikost populace (biomasu, popula¢ni hustotu, podet
jedincit) i-tého druhu kofisti, resp. predatora. Budeme pfedpoklddat, ze funkce Fi, Fy, ..., F,, G
(specifické miry riistu) jsou spojité diferencovatelné na mnoziné

R} = {(21,...,2n,y) eR" 121 >0,...,2, >0,y >0}

a Ze pocatecni tloha (1.1), (1.2) mé jediné Feseni pro kazdé x° = (29,...,22), 4%, (x%4°) €
int R "', Polozme

Funkce f; oznacuje specifickou miru riustu i-tého druhu kofisti v pripadé, Zze neni pfitomna populace
predatora.
Pfijmeme tfi standardni pfedpoklady o funkcich Fi, Fs, ..., F,,G:

(A1) Existuji konstanty K; > 0 takové, ze
(v; — K;) fi(x;) <0, provsechnax; >0, z; #K;; i=1,2,...,n

3

kde funkce f;(x;) jsou definovany rovnosti (1.3).

oF;
(A2) 8—(x, 0) <0 pro kazdy vektor x € intR%, i,5=1,2,...,n.
Lj
oF; o . .
(A3) 8—(x, y) <0 pro kazdy vektor x € intR%}, y>0; i=1,2,...,n.
Y

Tyto predpoklady maji nésledujici ekologicky vyznam: Pfedpoklad (A1) upfesiiuje vyvoj izolo-
vané populace kotisti. Mala populace v Case roste; existuje ovSem jista kapacita prostiedi pti jejimz
prekroceni se velikost populace zmensuje. Jinak feceno, vSechny populace kofisti jsou sobéstacné,
ale prostiedi jim poskytuje omezené zdroje.

Podle podminky (A2) se u populaci kofisti za nepfitomnosti predatora miZze projevovat vnitro-
druhové nebo mezidruhova konkurence a neprojevuje se zadny komensalismus nebo mutualismus.

Podle predpokladu (A3) predator nestimuluje rist zddné z populace kofisti. Ponévadz nerov-
nosti nejsou ostré, model (1.1) pFipousti moznost, ze predator nelovi vzdy vSechny druhy kofisti;
néktera z populaci kofisti mize mit tkryt nebo predator mtze néktery druh preferovat.

Poznamenejme, Ze o derivaci G /0x; nic nepfedpokladdme; to umoziuje do modelu zahrnout
vliv tkrytu kofisti nebo dokonce aktivni obranu kofisti pfed predatorem. Také na derivaci 0G/0y
neklademe zadné podminky; pripoustime tedy moznost vnitrodruhové konkurence predatora i
moznost jeho kooperativni lovecké strategie.

Pfed formulaci posledniho pfedpokladu (ktery bude podstatnou podminkou pro dikaz dissi-
pativity systému (1.1)) provedme nasledujici heuristickou tvahu. Polozme

pi(x,y) = ‘% [fi(x:) — Fi(x,9)], (1.4)

11



proxz; 20, y>0,i=1,2,...,n Zfejmé plati v;(0,...,0,y) =0proy >0;i=1,2,...,n. Podle
pfedpokladti (A3) a (A2) je

pi(x,y) = %[ﬁ(xz-)—Fi(xl,...xn,y)]>%[ﬁ(a)—m(m,...,xn,on >

= %[fl(xl)_Fz(Oa7071717057050)]:0

pro (x,y) € int R, Polozme dale

(%, ) = G(Zc,y) +9) (1.6)
; (pi(xv y)

pro n + 1-tici (x,y) takovou, ze > ; ¢;(x,y) > 0.
Systém (1.1) miizeme piepsat na tvar

& = zi fi(zi) — ypi(x, ), i=1,2,....m,

n
y=y (—g(y) +r(xy) Y eilx, y)) :

i=1
Zde funkce @;(x,y) predstavuje velikost populace i-tého druhu kotisti, kterou zniéi populace pre-
datora jednotkové velikosti za jednotku c¢asu; tato velicina mtize zaviset na velikostech ostatnich
populaci kofisti i na velikosti populace predatora. Funkce g(y) pfedstavuje specifickou tmrtnost
predatora v prostfedi, v némz neni pfitomna zadna z kofisti zahrnutych do modelu. Predpokla-
dejme, ze zadny alternativni zdroj potravy mimo kofist uvazovanou v modelu (1.1) nemuze zajistit
rist velké populace predétora, tj. Ze specifickd tmrtnost g(y) je pro velké y kladna. Pfesnéji feGeno,

liminf g(y) >0 .

Yy—00

Pokud x;, resp. y ozna¢uje biomasu i-tého druhu kofisti, resp. predatora, pak veli¢ina k(x, y)
muze byt interpretovana jako efektivita pfemény biomasy kofisti na biomasu dravce. V takovém
pfipadé ze zdkona zachovani hmoty plyne, ze k(x, y) < 1. Odtud, z rovnosti (1.6), (1.5) a nerovnosti
> i(x,y) = 0 plyne nerovnost

n

D wilxy) — G(xy) = g(y)

=1

pro vSechna X, y pro néz x(x, y) je definovéna.
Provedené avahy naznacuji, jak zformulovat ¢tvrty predpoklad:

(A4) Proy > 0 definujme

I'(y) = inf {Zwi(x,n) - G(x,n): xeRY,n> y} ;
=1

kde funkce @;(x,n) jsou definovany rovnosti (1.4). Pfedpoklddejme, ze v = lim, .o I'(y) > 0.

Poznamenejme, ze funkce I'(-) je neklesajici. Limita lim,_,o I'(y) tedy existuje a proto neni nutné
uvazovat liminf. Navic

lim T'(y) = sup{T'(y) : y > 0}.

Yy—oo

V dalsim bude uziteéné i jisté zesileni pfedpokladu (A4):

(A4*) v = inf{z pi(x,y) —G(x,y) : x e R}y > 0} >0,
i=1

pritom funkce ©i(x,y) jsou definovany rovnosti (1.4).
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Z predpokladu (A4*) ziejmé plyne predpoklad (A4). Pfedpoklad (A4*) je splnén zejména
v systémech dravec—kotist takovych, Ze predator nema kromeé kofisti zahrnuté do modelu jiné
zdroje obzivy. Vskutku, ponévadz ¢;(0,...,0,y) = 0, i = 1,...,n, existuje konstanta 6 > 0
takovd, ze specifickd tmrtnost spliiuje podle pfedpokladu (A4*) pro vSechna y > 0 nerovnost
g(y) = _G(07 s 707y) = 9.

Priklad 1. Uvazujme obvykly model dravec—kofist Gauseho typu ve tvaru

i =zf(x) —yp(x), §=yl[-6+cp(z)],

kde 4, ¢ jsou kladné konstanty, ¢ < 1 a f(-), p(-) jsou spojité diferencovatelné funkce spliujici
podminky

(H1) f(0) >0, f'(¢) < 0 pro v8echna z > 0 a existuje konstanta K > 0 takovd, ze (z—K) f(z) <0
pro vSechna z # K, x > 0.

(H2) p(0) =0, p/'(z) > 0 pro vSechna z > 0.

Mame
Fy) = f@) — 22 Gley) = -0+ enla),
p(z,y) = p(z),
OF (z,0) OF (z,y)  p(x)
—or 1@ oy =z

Piedpoklady (A1)—(A3) jsou zfejmé splnény. Déle
v = inf{p(z,y) — G(z,y): © >0,y >0} =inf{0 + (1 —¢)p(x) : x =0} =,

ponévadz funkce p(-) je rostouci. Pfedpoklad (A4*) je tedy také splnén.[]

Miize se stat, ze zkoumany systém tvaru (1.1) nespliiuje predpoklad (A4). Jeho splnéni lze ale
nékdy dosdhnout zménou méritka fazové proménné y. Transformace y = kn je difeomorfismem a
tedy neovlivituje kvalitativni vlastnosti feSeni systému (1.1).

Priklad 2. Uvazujme systém Lotkova-Volterrova typu ve tvaru
& =x(A— Bz — Cy), y=y(D+ Ex — Fy), (1.7)

kde vSechny konstanty jsou kladné a plati C < E. Rovnice (1.7) popisuji vyvoj systému dravec—
kotist takového, ze uvazovana populace kofisti neni jedinym zdrojem potravy predatora. Predpo-
klady (A1)—(A3) jsou zfejmé splnény. Dale o(x,y) = Cx, ¢o(x,y) — G(z,y) = —D+ (C — E)x +
Fy, T'(y) = —oo pro v8echna y > 0, ponévadz C — F < 0.

Necht y = kn. Touto transformaci pfejde systém (1.7) na tvar

& = x(A — Bx — Ckn), 7 =n(D+ Ex — Fkn),

ap(z,n)—G(z,n) = —D+(Ck—E)x+Fkn. Je-li k dostatecné velké, aby Ck—F > 0 (tj. k > E/C),
pak I'(n) = =D + Fkn a v = lim, . I'(n) = lim, (=D + Fkn) = oo > 0; predpoklad (A4)
je tedy také splnén. Poznamenejme, Ze zesileny predpoklad (A4*) neni splnén v systému (1.7)
s D > 0 dokonce i kdyz C' > E. [J

1.2 Hlavni vysledek
Nejdfive si vSimnéme tf{ jednoduchych disledkt pfedpokladi (Al)—(A4).

(i) fi(0) > 0, fi(K;) =0, ¢ = 1,2,...,n. To plyne z pfedpokladu (A1) a spojitosti funkci
F.i=1,2 .. .n.
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(ii) Pro kazdé i € {1,2,...,n}, ma diferencialni rovnice

& = xf;(x) (1.8)

konstantni feSeni 2:(t) = K;. Kazdé feSeni 2(-) rovnice (1.8) s po¢éteéni podminkou z(0) > K;
je klesajici s limitou lim;_, x(t) = K;, ponévadz podle pfedpokladu (A1) je fi(x) < 0 pro

(iii) Podle pfedpokladu (A4) existuje konstanta L > 0 takové, ze I'(y) > ~/2 pro vSechnay > L.

Véta 1.1. Necht funkce F;, i = 1,2,...,n, a G v systému (1.1) spliugji predpoklady (A1)—(A4).
Pak je systém (1.1) dissipativnd.

Diikaz. Necht z1(-),...,zn(+),y(-) je Gplné Feeni systému (1.1), (1.2) definované na intervalu [0, b).
Nejdiive ukdzeme, ze b = oco. Podle pfedpokladii (A3) a (A2) plati nerovnost
& = o Fy(x,y) < 2 Fi(x,0) < ;F;(0,...,0,24,0...,0,0) = z; fi(z;), i=1,2,...,n. (1.9)

Ozna¢me K, = max [KZ, xl} Z poznamky (ii) a srovnévaci véty pro feSeni diferencidlnich rovnic
(napf. [16, 111.4.2]) plyne z;(t) < K;, i = 1,2,...,n pro viechna t > 0.
Dale polozme

% = min [% £100), ..., f2(0)]

i = max [z f;(x) : x > 0], i=1,2,...,n,

C= Y [Kfi@+n], SO =210)+ () +y0).

i=1

Necht y(t) > L prot € [to,T) C [0,b). (Konstanta L byla zavedena v pozndmce (iii).) Prot € [to,7)
plati nésledujici nerovnosti:

S = lefz(xz) — yz QDi(X, y) + yG(X7 y) =
=1

i=1

= =Y fi0) -y (Z ei(x,y) ) + 3 [@ifil0) + zifilw)] <
=1 i=1

< =) wfi0)—y +Z{Kfz +M] <
=1 =1

< —chifi(o)—y%‘f'c <
=1

< —354C.

Necht ¢ € [to, 7). Podle zminéné srovnavaci véty plati nerovnost

C C .
5() < <+ (5000 - £ ) expFitto - 0]

Tedy
y(t) < % > (Z zi(to) + y(to) — %) exp [(to —1)] <
=1 =1
< % + <Z (to) +y(to) — %) exp [Y(to —t)] . (1.10)
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Ponévadz podle poznamky (i) je 4 > 0, funkce S je nerostouci na intervalu [tg, 7) a

C - C -
y(t) < =+ [ D wilto) +ylto) — = | exp [ito]
v =1 Y
To znamend, ze feseni 1 (+), x2(+), ..., 2, (-), y(-) systému (1.1), (1.2) je ohranic¢ené. Nyni z véty

o prodluzovéni feSeni (napf. [16, I1.3.2]) plyne, Ze toto FeSeni je definovéno pro vSechna t > 0, tj.
b= oco.
Necht ¢ > 0 je libovolné ¢islo. Ozna¢me

K=K, +e¢, 1=1,2,...,n,

n

C* =Y K} £:(0) + il

i=1
L=max[C*/7,L], L*=L+e.

Podle nerovnosti (1.9) a poznamky (ii) existuje ¢islo T', které mtize zdviset na 2?9, y°, i = 1,2,...,n,
takové, ze x;(t) < K pro vSechna ¢ > T'. Nyni muZeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze
29 < K7, nebot rovnice (1.1) je autonomni.

Pfipustme, Ze existuje néjaké ¢islo 79 > 0 takové, Ze y(t) > L* pro vSechna t > 79. Podobné
jako v pfipadé nerovnosti (1.10) ukézeme, ze

*

y(t) <L+ (Z zi(10) + y(10) — %) exp [Y(1o — t)] pro t > 7g.
i—1

Ale limita pro ¢ — oo pravé strany této nerovnosti je L < L, ponévadz v > 0. Existuje tedy
¢islo t1 > 79 takové, Ze y(t1) < L*. Pokud existuje néjaké ¢islo 7 > t; takové, ze y(m1) > L*, pak
existuji ¢isla to € [t1,71) a t3 > to takova, Ze y(t2) = y(t3) = L* a y(t) > L* > L pro t € (tq,t3)
ponévadz funkce y(-) je spojitd. Podobné jako v pfipadé nerovnosti (1.10) plati

* *

y(t) < L™+ <Z K +y(tz) - %) exp [Y(t2 —1)] < L™ + <Z Ki+L"— %) exp [Yt2]

i=1 i=1
pro t € [ta, t3]. Ponévadz systém (1.1)je autonomni, plati
*

" c &
y(t) < L* + <ZK +LF - 7) exp [§0] = 2L* — = +Y K7
=1

=1

pro vSechna t > t; takova, Ze y(t) > L*. ReSeni z1(),22("),...,2n(:),y(:) tedy pro dostatecné
velké t zlistane v ohrani¢ené mnoziné

C* =
{(xl,xg,...,xn,y): 0<a; <K i=12,...n; 0<y<2L*—7+ZK;}. (1.11)
=1

O

V dtikazu véty jsme odvodili, ze kazdé Feseni pocéatedni tlohy (1.1), (1.2) skoné¢i v mnoziné dané
vyrazem (1.11). Jemné&jsi odhad koneénych hranic feSeni tilohy mtizeme ziskat pomoci zesileného
pfedpokladu (A4*).
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Véta 1.2. Nechl funkce F;, i =1,2,...,n, a G v systému (1.1) spliiuji predpoklady (A1l)—(A3),
(A4*). Bud e > 0 libovolné malé ¢islo a necht kladnd redlnd ¢isla ay,as,...,a, jsou takovd, Ze

&:inf{Zaigoi(:vl,...,xn,y) —G(x1,.. .y Tnyy) : 0< 2, < K+ ¢, > 0} > 0. (1.12)
i=1

PoloZme
K'=K,;+e¢, i =max [zf;(z) : x > 0], i=1,2,...,n, (1.13)

7 = min[f1(0), f20), .. ful0),4],  M* = %Z [ £,(0) + pi] + <. (1.14)

Je-li x1(-),22("), .., xn(+),y(-) Teseni systému (1.1), pak existuje cislo T > 0, které miZe zdviset
na pocdtecnich podminkdch, takové Ze

xz(t)<K1, 1=1,2,...,n, y(t)—FZCLlIl(t) < M*
=1

pro vsechna t > T.

Diikaz. Systém (1.1) je dissipativni podle Véty 1.1. To zejména znamend, ze kazdé jeho Feseni
x1(t), 2(t), ..., xn(t),y(t) je definovano pro viechna ¢ € [0, c0).
Podobné jako v diikazu Véty 1.1 lze ukazat, Ze existuje ¢islo T > 0 (zavisejici na po¢atecnich
hodnotach) takové, ze z;(t) < K, i =1,2,...,n, pro vSechna ¢t > T™*.
Definujme funkci
S() = a1z1() + azwa() + - + anan () +y(-).

Pak pro t > T* plati

S = Z al,Tzfl(iUl) -y Z ai‘pi(xu y) + yG(x, y) =
=1

=1

= - Z a;z;i fi(0) —y <Z aipi(x,y) — G(x, y)) + Z aizi [fi(0) + fi(z:)] <

< =S+ ai[KS£i(0) + il
i=1

Podle srovnavaci véty pro feseni diferencialnich rovnic dale plati
1 2 * * 1 = * * *
S(t) < o Z(Ii (K7 £i(0) + pa] + <S(T ) — - Z(Ii (K] fi(0) + Nz‘]) exp [y (T" —1)],
i=1 j

a ponévadz v* > 0, je diikaz dokoncen. O

Poznamenejme, Ze konstanty ai,as,...,a, existuji podle pfedpokladu (A4*); zejména kon-
stanty a; = ag = -+- = a, = 1 spliiuji podminku (1.12). Jina volba téchto konstant by mohla
odhad hranic feSeni zlepsit.

1.3 Ilustrac¢ni priklad

Nasledujici priklad ukazuje pouzitelnost Véty 1.2 pro odhad hranic feSeni v pfipadé konkrétniho
systému typu (1.1).
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Priklad 3. Uvazujme systém

2z 1 2
= (1l —2) — — T . 1.15
b=a(l-a) - ey, y< 4+1+2w> (1.15)

Jednd se o obvykly systém dravec—kofist Gauseho typu s funkciondlni odezvou typu II (viz napt.
[30]). Funkce

1 2z
and G(x,y) = _Z —+ 1—|——2{L‘

F =1—-x-

(z,y) T oY
splituji podminky (A1)—(A3), (A4*) s hodnotami K = 1, vy = 1/4. Podle vztaht (1.13), (1.14) a
(1.12) dostaneme

: ST E,

1
K*=1+¢, k=7 ﬁ:inf[(a—l)

kde a je kladné redlné ¢islo a € oznacuje libovolné malé kladné ¢islo. Nyni mame

. ) 1/4, 1<a
7"(yam—1y+u¢ 5/8 <a<l,

9<0, 0<a<5/8

W 1/4, 1<a
700_{@a—®ﬂ2 5/8 <a<1,

“(a) 5a + €, 1<a
[\/1 a) =
15a/(8a —5) +¢&, 5/8<a< 1.

Tedy min [M*(a): 5/8 < a] = M*(1) = 5+¢ a kazd4 trajektorie systému (1.15) skonéi v mnoziné
Uz{(:v,y)ERQ: 0<x<1+6,0<y<5—x+6}.

Z vySetfovani pribéhu nulklin systému (1.15) (metoda pouzitd v [45] pfi diitkazech Theorem 1
a Theorem 2) vyplyne, Zze kazda jeho trajektorie skon¢i v mnoziné

V={(z,y) eR*: 0<2<14¢0<y<6.77}.

Ponévadz U C V, véta 1.2 dava v tomto pripadé lepsi odhad hranic feSeni nez jemna metoda
vyvinuta specidlné pro dvojdimenzionalni systém.

Dissipativitu systému (1.15) nelze dokdzat pomoci metod z ¢lankt [13] nebo [43], ponévadz
vyraz

8_F( )_L_l
oz Y T 1+ 20)2

je kladny pro velké y. Pfedpoklad, Ze se v populaci kofisti objevuje vnitro a mezidruhové konku-
rence pii libovolné velké velikosti populace dravce, neni splnén ani v tomto jednoduchém a casto
pouzivaném modelu. [J
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Kapitola 2

Permanence neautonomniho
modelu typu dravec-korist

Nejprve pfipomeneme, proc¢ je potfebné se neautonomnimi modely zabyvat. Modely redlnych pro-
cestl by totiz mély byt autonomni — aby byly vysledky pozorovani reprodukovatelné, musi byt
nezavislé na case, kdy pokus provadime. To plati i v pripadé procesu v zivé prirodé, které jsou
silné ovlivnény napf. pribéhem pocasi. I pocasi (teplota, srazky, oblacnost, ...) je vysledkem
néjakého pfirozeného procesu, ¢asové zavislé parametry modelu jsou tedy opét feSenim néjakého
autonomniho systému. OvSem pii takovém — teoreticky nejlepsim — pfistupu k modelovani by ne-
tmérné nartstala dimenze zkoumanych systémi, coz by mohlo prakticky znesnadnit az znemoznit
jejich analyzu.

Budeme se tedy zabyvat neautonomnimi systémy obycejnych diferenciadlnich rovnic modeluji-
cimi néjaké biologické spolecenstvo. Diilezitou otazkou je opét jeho ekologické stabilita. Jak jiz
bylo zminéno v pfedchozi kapitole, vhodnou formalizaci tohoto pojmu je pojem permanence. I pro
neautonomni systémy byla modifikovana metoda zobectiujici metodu ljapunovskych funkei [10] a
vyuzita pro nalezeni dostatecnych podminek permanence neautonomniho systému typu dravec-
kotist [4]. Podminky byly vyjadfeny pomoci vyznacéného FeSeni podsystému popisujiciho vyvoj
populace kofisti bez pfitomnosti predatora, feseni odpovidajiciho stacionarnimu feseni analogické
autonomni rovnice. Takové vyznacné feSeni neautonomni rovnice vSak obecné nelze najit analy-
ticky, kriterium permanence tedy neni efektivni. Druhy divod omezené praktické pouzitelnosti
kriteria je fakt, ze ani systém popisujici zkoumané spolecenstvo nemusi byt presné zndm — ne-
zname presné hodnoty parametri modelu, pouze néjaké jejich odhady, nezname presny tvar funkci
vystupujicich v modelu, ale napf. pouze znaménko jejich parcidlnich derivaci a podobné. Proto
mize byt uzitecné nalezeni néjakych obecnéjsich podminek zarucujicich permanenci, které jsou
sice silngjsi (neumozni prokazat permanenci vech systémi, které permanentni jsou), ale zato jsou
ovétitelné.

Tato kapitola je je jednou z moznosti, jak takové podminky zformulovat. Je k tomu vyuzita
analogie postupu, ktery pro autonomni systémy pouzil Gard [14]. Casova zavislost pravych stran
uvazovanych rovnic je specialniho typu — jedné se o spojité funkce kolisajici kolem néjaké hodnoty,
jejichz odchylky od této hodnoty nepiekrodi jisté ,rozumné meze*“ ani co do velikosti, ani co do
trvani. Pfinejmensim vétSina ¢asové proménnych parametri ekologickych modeld (napf. kolisdni
charakteristik pocasi v rdmci klimatu) je tohoto typu.

V nasledujicim oddilu jsou shrnuty nékteré pojmy a vysledky tykajici se permanence neauto-
nomnich systémi. V ¢asti 2.2 jsou zavedeny funkce, které budou vystupovat v roli pravych stran
studovanych systémii a jsou odvozeny jejich vlastnosti potfebné pro nasledujici tvahy. V dalsim
oddilu je studovan neautonomni model vyvoje jedné populace. Jedna se o zobecnéni Verhulstovy
logistické rovnice, zakladni rovnice populacni dynamiky. Jsou nalezeny asymptotické hranice jejich
FeSeni, v jistém smyslu optimélni. Dosazené vysledky zobecnuji vysledky ¢lanku [46].

Hlavni vysledek je uveden v 2.4. Je zde zformulovan obecny model interakce dravce a ko-
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Tisti, ktery pokryva vétsinu pouzivanych modeld, podminky na néj kladené maji jasny ekologicky
vyznam. Dale jsou nalezeny dostatecné podminky pro ohranicenost jeho feSeni véetné jejich eko-
logické interpretace a dostate¢néd podminka jeho permanence.

2.1 Predbézné uvahy
Uvazujme neautonomni systém obycejnych diferencialnich rovnic
x = f(t,x), (2.1)

kde f = (f1, f2,. -, fn) : [to,00) X @ — R™ Q C R" je takové zobrazeni, 7ze systém (2.1) s po¢a-
teénimi podminkami
X(to) = Xy (22)

m4 jediné feseni x() definované na intervalu [tg, 00), které spojité zavisi na poéatecnich hodnotach.

Definice 1 ([10]). Necht R C © a S C Q ~ R. Mnozinu S nazveme stejnomérné repelentni
vzhledem k mmnoZiné R, pokud existuje oteviené okoli N/ mnoziny S v  takové, Ze pro kazdé
feseni x(-) systému (2.1) spliiujici podminku {x(t) : ¢ > to} C R, existuje t1 € [to,0) takové, Ze
{xt):t=t1} NN =0.

Je-li S = {u}, u € R stejnomérné repelentni vzhledem k R, bod u nazveme stejnomérné
repulsivni vzhledem k mnoZiné R.

Véta 2.1 (Fernandes a Zanolin [10]). Necht u € 9Q. Pokud ezistuji
— okoli O bodu u v mnoziné Q,
— spojité diferencovatelnd funkce V : O — R,
— spojitd funkce ¢ : Ry — R
takove, Ze
(i) V(u) =0, V(x) <0 pro vSechny x € O Nint Q;

(ii) V(t,x) = 2::1 a‘a/ix) fi(t,x) < V(x)¥(t) pro vSechny (t,x) € Ry x O;

(4ii) ?w(a)da = oo, inf {ftd)(a)da :0<T<t< oo} > —00;
0 T

pak bod u je stejnomérné repulsivni vzhledem k mnoZiné int §2.

V préci [10] byla dokdzéna ponékud obecnéjsi véta. Uvedend specidlni formulace vSak stali pro
odvozeni vysledkt této kapitoly.

Definice 2 ([22]). Systém (2.1) s Q = clR"} se nazyva permanentni, pokud existuje kompaktni
mnozina X C R takova, Ze:

(i) Ke kazdému feseni x(-) problému (2.1), (2.2) s pocatecni hodnotou xo € R} existuje takova
hodnota T' > to, ze x(t) € X pro vSechna t > T.

(ii) Mnozina OR} N X je stejnomérné repelentni vzhledem k mnoziné int R7 .

Je-li X mnozina zavedend v piedchozi definici, pak mnozina OR’ N X je kompaktni. To zna-
mena, ze podminka (ii) je splnéna pravé tehdy, kdyz kazdy bod hranice IR”, N X je stejnomérné
repulsivni vzhledem k vnitiku int R .

Tato poznadmka spolu s Vétou 2.1 umoziiuje rozhodnout o permanenci systému (2.1).
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2.2 Funkce tr¥idy A

Nasledujici definice formalizuje pojem velic¢iny, ktera v Case kolisa kolem néjaké stfedni hodnoty,
jejiz odchylky svym trvanim ani velikosti nepfekroc¢i ,rozumné“ meze.

Definice 3. Rekneme, 7e funkce f : R — R je tridy A, je-li spojitd, ohrani¢end a spliiuje

nasledujici podminky:

¢
(A1) existuje f = Jim %ff(a)do €R,

(A2) —o0 < ligninfj(f(a) — f)do < limsupf(f(a) — f)do < 0.
e

t—oo 0

Podminka (A1) zavadi stfedni hodnotu funkce f, podminka (A2) vyjadfuje ohrani¢enost ko-
lisdni hodnot funkce f kolem této stfedni hodnoty. Nasledujici tvrzeni zavadi dileZitou podmnozinu
tridy A.

Tvrzeni 1. Nechf spojitd a ohranifend funkce f : Ry — R splituje podminku (Al). Existuje-li
kladné éislo w takové, ze ke kazdému t € R existuje ¢islo T' = T'(¢) € [t, ¢ + w] spliiujici podminku

T(t)

/ (f(o)— F)do =0,

0
pak je splnéna i podminka (A2), tj. f € A.

Diikaz. P¥i oznadeni f = sup{|f(c)| : o € Ry} zfejmé plati nerovnost f + f > 0 a dale podle
predpokladu dostaneme

t [ T(t) T(t)
limsup [ (f(0) = f)do = limsup (f(o) = f)do — (f(o) = f)do| =
t—oo O/ t—oo _O/ /
[ T(t)
— timsup | (2() - )7~ [ fo)do| <
t

< limsup {(T(t)—t)(f—i—f)} < w(f—i—f) < 00.

t—o0

t —_
Platnost nerovnosti —oo < litm inf [(f(o) — f)do 1ze ukdzat podobné. Zbyvajici nerovnost v pod-
— 00 0

mince (A2) je trividlni. O

Funkce majici vlastnost zavedenou v Tvrzeni 1 mohou byt charakterizovany jako proménné
veli¢iny které kolisaji kolem néjakého dlouhodobého priiméru a jejiz odchylka od ného v okamziku
t je vyrovnana v koneéném case T'(t). Nejjednodussimi pfiklady takovych funkei jsou funkce peri-
odické a samoziejmé, jako jejich zvlastni pfipad, funkce konstantni:

Tvrzeni 2. Bud f: Ry — R spojitd a w-periodickd funkce. Pak f € A a

e
0
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Dikaz. Funkce f je zfejmé ohrani¢end. Ovéiime platnost podminky (A1): Necht [z] oznaduje celou
¢4st redlného éisla x a f = max {|F(0)| : o € [0,w]}. Pak pro libovolné ¢ > 0 plati

1 1 .
- < — < —+, —wf flo)do < wf
w t w
[t/w]
Odtud plyne, ze
) [t/w]w t
thm t/f thm 7 / f(o)do + / flo)de | =
0 [t/w]w
w t w
in 7 | [2] [ oo+ [ sona| = 2 [ 1o
= lim - — o)do odo | = — o)do
t—oo t w w
0 [t/w]w 0

T(t) _ S w
[ -Puo = |41 [(0)- Frao =
0 ) "0
= |—+1 /f Ydo —wf | =
w
) - \o
- 1 w
S LA /f do—w—/f 0,
w
) 0
takze podle Tvrzeni 1 funkce f splituje i podminku (A2). O

Nasledujici tvrzeni shrnuji nékteré jednoduché vlastnosti funkei tfidy .A.

Tvrzeni 3. Necht f: Ry — R, f € A. Pak

1. f =0 praveé tehdy, kdyz
t

—oo < liminf [ f(o) hmsup/f )do < 0.

t—o0 t—o00

2. f >0 pravé tehdy, kdyz [ f(o)do = oo,
0
f < 0 pravé tehdy, kdyz [ f(o)do = —oc.
0

B t
3. Je-li f >0, pak —oo < inf ff(a)da:0<7§t<oo}<0,
¢

je—lif<0,pak0<sup{ff(0)da:0<T<t<oo}<oo.

T

4. Jellig: Ry =R, ge A, pak f+gecAaf+g=f+7



Diikaz. Prvni dvé ¢asti tvrzeni jsou zfejma.

Necht f > 0. Pak
¢ 0
inf /f(a)da:0§7§t<oo g/f(a)dazo.
T 0
Dale
¢
inf /f(a)da:0§7§t<oo =

{[t(f(ff)—f)d0+ffda: 0<T<t<oo} _
- inf{j(f(o)_f)daJr(t—T)f: 0< <t<oo} >
{

(f(a)—f)dcr:OéTét<oo}—|—inf{(t—7')f:0<7'<t<oo}.

WV
5
=N

Plati inf {(t —7)f:0<T<t< oo} =0, ponévadz f > 0. Oznaéme

t

fv = inf /(f(o)—f)do:t}O ,
0

t

f* = sup /(f(o)—f)do: t>0,
0
a budte 7, t libovolna redlné ¢isla takova, ze 0 < 7 < t. Pak hodnoty f. a f* jsou koneéné podle
(A2) a
t t T

[G@)=0ae = [ (10)- Do - [ ()~ a0 > 1.~ 1.

T 0 0
Tedy

t

inf /(f(o)—ﬂda:0<7<t<oo > fi—f" > —oc0.

o
Druhou implikaci tfeti ¢asti tvrzeni dokazeme podobné.

Nyni ukézeme platnost posledni ¢asti tvrzeni. Z linearity integralu a limity plyne, Ze funkce
f + g spliiuje podminku (A1) a plati f + g = f + g. Dale

t

1iminf/(f(a)+g(a)—f’—g)da =

t—o0o
0
t t

= liminf /(f(a) —f)dcr+/(g(a) —g)do | >
0

t—o0
0

¢ ¢
> liggf/(f(a)—f)dcr—klitrgiorgf/(g(cr)—g)dcr > —00.

0 0

Druh4 nerovnost v podmince (A2) je splnéna trividlné a platnost t¥eti lze dokdzat podobné jako
platnost prvni nerovnosti. O
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Pro dalsi ivahy budou uzitecna dvé nasledujici technicka tvrzeni.

Tvrzeni 4. Necht funkce F : Ry X R — R je takova, ze funkce F(-,z) € A pro kazdé z € R a
funkce F'(t,-) je nerostouci (resp. neklesajici) pro kazdé ¢ € Ri. Oznacme

¢
_ 1
F(z) = tliglo - [ F(o,z)do

0
pro libovolné € R. Pak je funkce F': R — R nerostouci (resp. neklesajici).

Diikaz. Necht funkce F'(t,-) je nerostouci a ¢&isla 21, o jsou takova, ze x1 < xo. Pak F(t,z1) >
F(t,x2) pro kazdé ¢ > 0. Odtud déle plyne

| =

¢ ¢
1
/F(O',Il)dO' > g/F(U,CCQ)dO'.
0 0

Limitnim pfechodem ¢ — oo obdrzime dokazované tvrzeni. O

Tvrzeni 5. Budn € Nanecht F : Ry xR" — R je takova funkce, Ze funkce F'(-,x) € A pro kazdé
x € R™ a funkce F(-,-) je lokalné lipschitzovské ve druhé proménné stejnomérné vzhledem k prvni,
tj. ke kazdé kompaktni podmnoziné C' C R™ existuje konstanta Lo takova, ze | F(t,x1)—F(t,x2)| <
L¢ ||x1 — x2|| pro vSechny x1,x2 € C, t € Ry. (Symbol ||-|| oznacuje libovolnou normu na R™
ekvivalentni s euklidovskou.)

Pro libovolny bod x € R™ oznac¢me

Pak je funkce F : R — R spojita.

Diikaz. Bud x¢ € R", ¢ > 0 libovolné ¢islo a C C R"™ bud kompaktni mnoZina takovéa, ze xq €
int C. Polozme ¢ = ¢/L¢. Pak pro kazdy bod x € int C' splitujici podminku ||x — xg|| < § plati

¢ ¢
_ _ 1 1
|F(x) — F(xo)| = tlim —/F(U,x)da—tlim —/F(a,xo)da =
0 0
. ¢
= tlirrolog (F(o,x) — F(0,%0))do| =
0
. ¢
= tlgrolog /(F(a,x)—F(a,xo))da <
0
¢
< tlim —/|F(J,x)—F(J,xo)|da <
0
. ¢
< tlim 7 Le||lx —xg||doe = Leljlx —xqf| <
0
< Lgb = €,
coz znamena, 7e funkce F(-) je spojita v bodé x. O
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2.3 Neautonomni model ristu jedné populace
Uvazujme nasledujici poc¢atecni problém

z = xzF(t,x), (2.3)
z(0) = 20 >0, (2.4)

kde F': R2 — R je takova funkce, Ze pro kazdé = € Ry je funkce F(-,z) € A. Oznaéme

t
_ 1
F(z) = lim - [ F(o

t—oo t

0
t
F.( /Fazzrda 0<7T<t< 0y,

F*(x) = sup /F(U:v)do 0<T<t<0

T

Piedpokladejme, Ze poc¢ateéni problém (2.3), (2.4) mé pro kazdou poéateéni hodnotu xg jediné
uplné Feeni z(-) definované na intervalu [0,b), kde b = b(zg) > 0. Takovy pfedpoklad je splnén
napi. v pfipadé, Ze funkce F' je lokalné lipschitzovska vzhledem k proménné x.

Ztejmé plati

x(t) = xpexp /F(o,x(o))da

pro v8echna t € [0,b), nebo ponékud obecnéji

t

x(t) = x(7)exp /F(cr,:z:(a))da

T

pro viechna 0 < 7 < t < b. Z toho plyne, Ze z(t) > 0 pro kazdé ¢ € [0, ).
Na funkci F' mtzeme klast dalsi podminky:

(S1) Funkce F(t,-) je nerostouci pro kazdé t € Ry.
(S2a) Existuje konstanta k > 0 takovd, ze F'(x) > 0 pro kazdé x € (0, k].
(S2b) Existuje konstanta K > 0 takova, ze F(z) < 0 pro kazdé x € [K, o).

Rovnici (2.3) miizeme povaZovat za model vyvoje velikosti x néjaké populace, jejiz rtistovy ko-
eficient F' (rozdil porodnosti a imrtnosti) se méni s éasem a zavisi na velikosti populace. Podle
podminky (S1) se v populaci miize (ale nemusi — pozadovand monotonnost neni ryzi) projevovat
vnitrodruhova konkurence. Podminka (S2a) ¥iké, Ze v malé populaci je tato konkurence slabd —
prameérna porodnost je vétsi nez pramérna tmrtnost; ve velké populaci je tomu podle podminky
(S2b) naopak.

Z tieti ¢4sti Tvrzeni 3 plyne: Pokud funkce F' splituje podminku (S2a), pak —oo < Fi(k) < 0;
pokud funkce F splituje podminku (S2b), pak 0 < F*(K) < co. Pokud funkce F splituje podminku
(S1), pak z Tvrzeni 4 plyne, Ze funkce F' je nerostouci; pokud splituje viechny tii podminky (S1),
(S2a) a (52b), pak z monotonnosti funkce F' plyne, ze K > k.

Tvrzeni 6. Pokud funkce F spliiuje podminky (S1) a (S2a), pak existuje ¢islo Ty € [0, b) takové,
ze x(t) = xo exp {Fi(k)} pro vSechna t € [T, D).

Pokud funkce F spliiuje podminky (S1) a (S2b), pak b = oo a existuje ¢islo Ty € [0, 00) takové,
ze z(t) < wo exp {F*(K)} pro vsechna t € [T5, 00).
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Diikaz. Dokazeme druhou ¢ast tvrzeni. Prvni mize byt dokazana pomoci podobnych argumentt
s obracenymi nerovnostmi. Necht tedy funkce F' spliiuje podminky (S1) a (S2b).

Necht nejprve zg > K. Pak bud x(t) > K pro vSechna t € [0,b), anebo existuje &islo T» € (0, b)
takové, ze x(Tz) < K.

V prvnim piipadé vyuZzijeme podminku (S1) a dostaneme

t t

x(t) = xpexp F(o,2(0))do p < xgexp F(o,K)do p < axoexp{F*(K)}
/ /

pro vSechna ¢ € [0,b). MtZeme tedy polozit T = 0.
Ve druhém piipadé pfipustime, Ze existuje ¢islo 7o € [Ts,b) takové, Ze

xz(r2) > Kexp{F*(K)} > K.
Ponévadz funkce x(-) je spojitd, existuje ¢islo to € (Ta, 72) takové, Ze
z(te) =K a z(t) > K pro viechna t € (t2,72).
Nyni plati

T2

Kexp{F*(K)} < x(r2) = z(t2)exp /F(o,x(o))da <

T2
< Kexp /F(J,K)da < Kexp{F*(K)} .
ta
Tento spor dokazuje, Ze x(t) < K {exp F*(K)} pro v8echna t € [T, D).
Necht nyni 29 < K. Mtzeme polozit T = 0 a zopakovat pfedchozi iivahy.

Zbytek druhé ¢asti tvrzeni, tj. b = oo, plyne z véty o prodluzovani feseni (viz napf. [16,
11.3.2)). O

Tvrzeni 7. Necht ¢ je libovolné kladné ¢islo.

Pokud funkce F splituje podminky (S1) a (S2a), pak existuje ¢islo Ty € [0,b) takové, Ze z(t) >
kexp {Fx(k)} — € pro vSechna ¢ € [T1, ).

Pokud funkce F' spliiuje podminky (S1) a (S2b), pak existuje ¢islo 7o € [0,00) takové, Ze
x(t) < Kexp{F*(K)} + ¢ pro vSechna t € [T, 00).

Dikaz. Necht funkce F' spliiuje podminky (S1) a (S2a). Pokud 2y > k, pak prvni ¢ast tvrzeni
plyne bezprostiedné z Tvrzeni 6. Pokud € > k exp {F,(k)}, pak prvni ¢ast tvrzeni je trividlni. Bud
tedy zo < k a e < kexp {Fy(k)}. Ponévadz F,(k) < 0, plyne z posledni nerovnosti

e(exp{Fi(k)} —=1) > kexp{F.(k)} (exp{F.(k)} —1)
(- exp(-F(R)) > k(exp(Fu(k)} - 1)
k—cexp{-F.(k)} > kexp{F.(k)}—¢. (2.5)

Piipustme, 7e 2(t) < k — cexp{—F.(k)} pro vSechna ¢ > 0. Pak z podminky (S1) dostaneme

k—cexp{—Fi(k)} > z(t) = zoexp /F(o,x(o))da >

t

> xgexp /F(a, k—cexp{—F.(k)})do » (2.6)
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pro viechna ¢ > 0. Ale podle podminky (S2a) plati F'(k — e exp {—F.(k)}) > 0, nebot
k—cexp{—Fi(k)} < k.

Z druhé ¢sti Tvrzeni 3 nyni plyne, Ze prava strana nerovnosti (2.6) diverguje do +oc. Tento spor
zarucuje existenci ¢isla 77 > 0 takového, ze

x(Th) > k—cexp{—Fu(k)} . (2.7)

Pfipustme nyni, Ze existuje éislo 7 > T} takové, Ze
x(m) < kexp{F.(k)} —e. (2.8)
Z nerovnosti (2.5) plyne, ze x(11) < k — eexp {—F.(k)}. Spojitost funkce z(-) spolu s nerovnosti

(2.7) implikuje existenci takového &isla t1 € (Th,71), Ze z(t1) = k — cexp{—Fi(k)} a z(t) <
k —eexp{—F.(k)} < k pro vSechna ¢ € (t1,71). Z podminky (S1) dostaneme

x(r) = x(t1)exp /F(o,x(o))do >
> (k—coxp{—F.(k)})exp /F(U, do b >
> (k—cexp{—F.(k)})exp{Fi(k)} = kexp{F.(k)} —¢.

Tato nerovnost je ve sporu s nerovnosti (2.8), takze prvni ¢ast tvrzeni je dokézana.
Druhou ¢ast lze dokazat obdobné. O

7 posledniho tvrzeni bezprostfedné plyne nasledujici véta.
Véta 2.2. Necht funkce F spliiuje podminku (S1) a podminku

(S2) Eristuje konstanta K > 0 takovd, Ze F(K) =0 a (v — K)F(x) < 0 pro viechna x € Ry, x #
K.

Je-li e libovolné kladné éislo, pak existuje ¢islo T > 0 (které miZe zdviset na poédtecni hodnoté xg
a na €) takové, Ze kazZdé tesent x(-) poddtecniho problému (2.3), (2.4) spliiuje nerovnosti

K{expF.(K)} —¢ < z(t) < Kexp{F*(K)}+¢ pro viechnat >T.

Rovnici (2.3) s funkei F' spliiujici podminky (S1) a (S2) miizeme také povazovat za zobecnéni
véhlasné a Siroce studované Verhulstovy rovnice

- _r
T = rx (1 K) . (2.9)
V takovém ptipadé je
F(t,z) = F(z) = F(z) = 7(1_%)7

(
F.(K) = F*(K) = 0.

Z véty 2.2 nyni plyne zndmy vysledek: ke kazdému éislu € > 0 a kazdému FeSeni x(-) rovnice (2.9)
s pocateéni hodnotou x(0) > 0 existuje ¢islo T' > 0 takové, ze K — e < z(t) < K + € pro vSechna
t > T, tj. lims,o 2(t) = K. Tento vysledek také ukazuje, ze odhad hranic feSeni uvedeny ve vété
2.2 je v jistém smyslu optiméalni.

Konstantu K z podminky (S2) lze povaZovat za dlouhodobou stfedni kapacitu prostfedi.

26



2.4 Neautonomni systém dravec-korist
Uvazujme nasledujici neautonomni systém obycejnych diferencidlnich rovnic Kolmogorova typu
&t = zF(t,z,y), ¥ = yG(t,z,y), (2.10)
s poc¢atecnimi podminkami
z(0) = 0 > 0, y(0) = yo > 0. (2.11)

O funkcich F,G : Ri — R predpoklddame, ze pro vSechna (z,y) € Ri spliuji podminku
F(,z,y) € A, G(z,y) € A
Zavedeme nasledujici oznaceni pro funkci F'

t

1
F(z,y) = tlff)lo? F(o,z,y)do,
0

t
Fi(z,y) = inf /F(a,x,y)do:0<7<t<oo )

t
F*(x,y) = sup /F(a,x,y)do:0<7<t<oo ,

a analogicka pro funkci G.
O funkcich F, G budeme pfedpokladat, ze spliiuji nasledujici podminky:

P1) Existuje konstanta Y* takova, ze funkce F'(t, -, y) je nerostouci pro vechna ¢ > 0ay € [0, Y*].

P2) Existuje konstanta K > 0 takovd, ze (x — K)F(x,0) < 0 pro véechna z € Ry, v # K.

)

)

P3) Funkce F(t,x,-) je nerostouci pro vSechna ¢,z € Ry.

P4) Funkce G(t,x,-) je nerostouci pro vSechna ¢,z € Ry.
)

P5) Funkce G(t,-,y) je neklesajici pro vSechna ¢,y € R.

(
(
(
(
(
(P6) Existuje konstanta L > 0 takova, ze (z — L)G(x,0) > 0 pro vSechna z € Ry, x # L.
Opét mizeme zdiraznit, ze pozadovand monotonnost uvazovanych funkci nemusi byt ryzi.

Systém (2.10) s funkcemi F, G spliiujicimi podminky (P1)—(P6) popisuje interakci predatora
a jeho kofisti. Proménnda x, resp. ¥y, oznacuje velikost populace kofist, resp. predatora, funkce
F a G, oznacuji prislusné ristové koeficienty, které se v ¢ase méni a zavisi na velikostech obou
interagujicich populaci.

Podminky (P1) a (P4) fikaji, Ze u obou populaci se mtize projevit vnitrodruhové konkurence,
v populaci predatora se neprojevuje vnitrodruhovy mutualismus a v populaci kofisti se muize
projevit jen pfi velkém predaénim tlaku. Podminka (P2) zavadi ,,dlouhodobou stfedni kapacitu
prost¥edi* pro izolovanou populaci kofisti. Izolovana populace kofisti (tj. populace v prostfedi
bez predatort) se vyviji podle rovnice (2.3) s pravou stranou splitujici podminky (S1) a (S2).
Podle podminek (P3) a (P5) preditor muZe redukovat riist populace kofisti, populace kofisti
miZe stimulovat rist populace preditora. Podminka (P6) zavadi ,dlouhodobou stiedni velikost
populace kofisti“, kterd zaruc¢i nevymirani populace predatora.

Déle budeme predpokladat, ze funkce F, G vystupujici v pravych stranach systému (2.10) jsou
lokalné lipschitzovské vzhledem k proménnym x, y stejnomérné v ¢. V disledku toho jsou podle
tvrzeni 5 funkce F' a G spojité. Tento pfedpoklad zaruéi, Ze pocatecéni problém (2.10), (2.11)
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mé jediné tplné Fefeni (z(-), y(-)) definované na intervalu [0,b), b > 0, které spojité zavisi na
pocatecnich podminkach. Slozky tohoto feseni ziejmeé splituji relace

x(t) = z(7) exp y(0))do ¢,

¢

y(t) { / y(o))do
> 0 pro viechna t € [0,b). Déle ze spojitosti funkci F,
0, G

pro vSechna 0 < 7 < ¢t. Tedy z(t) > 0, y(t) pr
= (L,0) = 0, takZe vzhledem k tteti ¢asti tvrzeni 3

G a podminek (P2), (P6) plyne F( , )
plati nerovnosti

—o0 < Fi(K,0) < F*(K,0) <00, —o0<Gy(L,0)<G"(L,0) <0
Tvrzeni 8. Budte (z(-),y(-)) feSeni podatecni tlohy (2.10), (2.11) a u(-) FeSeni pocatecni tlohy
u = uF(t,u,0), u(0) = xq.
Pak z(t) < u(t) pro vSechna ¢ € [0,b).

Diikaz. Tvrzeni plyne ze znamé srovnavaci véty (viz napf. [16, I11.4.2]) a z podminky (P3), ktera
implikuje nerovnost
F(t,z,y) < F(t,z,0) pro viechna t,x,y € R,.

Pro z € R} oznacme
p(z) = inf{y: y >0, G(z,y) <0}.

Pfipoustime také u(x) = co. Hodnota p(x) pfedstavuje maximalni velikost populace predatora,
ktera se mize uzivit koFisti o velikosti populace x. Z Tvrzeni 4 a podminky (P5) plyne, ze funkce
1 je neklesajici na intervalu [0, 00); z podminky (P6) plyne p(z) =0 pro 0 < z < L.

Tvrzeni 9. Existuje-li ¢islo ¢ > 0 takové, ze u (K exp {F*(K,0)} + ¢) < oo, pak je kazdé FeSeni
systému (2.10) ohranicené.
Hranice feseni jsou dény néasledovné: Bud (z(-), y(-)) feSeni problému (2.10), (2.11) a ozna¢me

K*=Kexp{F*(K,0)} +¢, M*=u(K")exp {G*(K*,M(K*))} .
Je-li § libovolné kladné ¢islo, pak existuje ¢islo T > 0 (které mutize zaviset na xg, yo, €, 0) takové,
ze
x(t) < K*, y(t) < M*"+$§
pro vsechna t > T7.

Dikaz. Vzhledem k tvrzenim 7 a 8 existuje ¢islo 71 > 0 takové, Ze z(t) < K* pro vSechna t > 7
Tedy G(t,z(t),y(t)) < G(t,K*,y(t)) pro viechna t € [r1,b).
Bud v(-) feSeni pocateéniho problému

v = vG(t, K*,v), v(n) = y(n).

Podle srovnévaci véty plati nerovnost y(¢) < v(t) pro vSechna ¢ € [11,).
Bud § > 0 libovolné ¢islo. Pak podle Tvrzeni 7 a podminky (P4) existuje éislo Ty > 71 takové,
ze
o(t) < p(K*)exp {G*(K*,u(K*))} +4
pro vsechna t > T3. Tim je dikaz uplny. O
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Je-li kazdé Feseni systému (2.10) ohranic¢ené, pak podle véty o prodluZovani feSeni plati b = co.

Predpoklad predchoziho tvrzeni ma jednoduchou ekologickou interpretaci: omezenéd populace
kofisti nemiize uzivit neomezenou populaci predatora. Takovy predpoklad je samoziejmé v pii-
rodnich spolecenstvech splnén.

Véta 2.3. Necht je splnén predpoklad Tvrzeni 9 a plati alespori jedna z ndsledugicich podminek:
(i) Ezistuje ¢islo § > 0 takové, Ze F(0, M* +6) > 0.
(i1) sup{G(¢,0,0): ¢t >0} < 0.

Pak existuji ¢isla K. >0 a Ty > 0 takovd, Ze x(t) > K. pro vdechnat > Ts.
Je-li splnéna podminka (i), pak éislo K. bude ddno rovnosti (2.12); je-li splnéna podminka
(i), pak ¢islo K, bude dano rovnosti (2.13).

Diikaz. Necht plati podminka (i). Ze spojitosti funkce F plyne existence konstanty ¢ > 0 takové,
7e F(x, M* + ) > 0 pro vSechna x € [0, ¢|. Pfedpokladejme, ze x(t) < ¢ pro vSechna ¢ > T7, kde
T je cislo zavedené v Tvrzeni 9. Pak

t t
¢ 2 z(t) = z(T1)exp /F(J, z(0),y(o))do p > z(Ty)exp /F(U, e, M* 4 &)do
T1 Tl
Ale podle druhé ¢asti Tvrzeni 3 diverguje posledni vyraz do +oc pro t — 00, nebot F(c, M*+§) >

0. Z tohoto sporu plyne existence ¢isla Ty > T takového, ze x(T3) > c.
Bud v(-) feSeni pocateéniho problému

0 = vF(t,o,M*+46), v(Tz)=xz(T3).

Podle Tvrzeni 6 je v(t) > x(T2)exp {Fi(c, M* 4+ 6)} pro v8echna t > T. Ponévadz F(t,z,y) >
F(t,z, M* 4+ 6) pro y < M* + 4, ze srovndvaci véty plyne

x(t) = x(Te)exp Fy(c, M* +6) = cexp Fi(c, M™ + ).
Staci tedy polozit
K, =cexp{F.(c, M*4+6)} . (2.12)

Piedpokladejme nyni, ze plati podminka (ii). Ze spojitosti funkce G plyne existence ¢isla d > 0
takového, zZe
s = sup{G(t,d,0): t >0} < 0.

Bez Gjmy na obecnosti mtzeme predpokléddat, ze d < K. Tvrzeni 4 a 5 spolu s podminkami (P1)
a (P2) implikuji existenci ¢isla e < Y* takového, zZe

F(z,e) > 0 pro viechna z € [0, d].
Podle tfeti ¢4sti Tvrzeni 3 plati nerovnost dexp {Fi(d,e)} > 0. Bud 7 > 0 takové éislo, Ze
d; = min{d, dexp {F.(d,e)} —~} > 0.

Oznac¢me déale

r = inf{F(t,d, M*+§): t >0},
11 e

s M 44’

p = min{qr,qr + Fi(d,e)},

a polozme
K, = min{dy,d; expp}. (2.13)
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Piipustme, Ze z(t) < di < d pro v8echna t € [T}, 00). Pak je funkce y(-) klesajici na intervalu
[T}, 00), nebot
y(t) = y(t)G(tv‘r(t)uy(t)) < y(t)G(t,CL 0) < y(t)s <0
a tedy

t t
y(t) = y(T1)exp /G(U,x(a),y(a))da < (M*+9)exp /G(U, d,0)do p <
T1 Tl
< (M*+6)exp{(t—T1)s} — —o0
pro t — +o0o. Existuje tedy ¢islo 7 € [T1, 00) takové, ze y(t) < e pro t > 71. Odtud plyne, Ze pro
t> 7 je F(t,z(t),y(t)) = F(t,x(t),e) a x(t) > w(t), kde w(-) je fedeni pocateéniho problému
w = wh(t,w,e), (2.14)
w(r) = z(m).
Podle Tvrzeni 7 existuje ¢islo 72 > 7 takové, ze w(t) > dexp{Fi(d,e)} —~v = di. Tedy d; >
x(t) > w(t) > di. Tento spor dokazuje existenci ¢isla Ty > T3 takového, ze z(T) > d;.
Podobné 1ze ukdzat, ze ke kazdému 75 > Ty takovému, Ze z(73) < dj, existuje Cislo 74 > 73
takové, ze x(14) = dj.
Budte T < t1 < to libovolna éisla takova, Ze x(t1) = x(t2) = di a x(t) < dy pro t € (t1,t2).
Je-li y(t1) > e a t1 + ¢ < to, pak plati
t1+q
y(ti+q) = y(tr)exp / G(0,2(0),y(0))do p <

t1
t1+q

< (M*+6)exp /G(a,d,O)do < (M*+6)exp{gs} =

t1

(M*+5)exp{1n c }:e

M*+6
a
ti+q ti+q
x(t1 +q) = z(t1)exp / F(o,2(0),y(0))do p > dyexp / F(o,d,M* +6)do p >
t1 t1

> diexp{qr}.

Pro t € [t1 + ¢,t2] plati nerovnost z(t) > w(t), kde w(-) je feSeni rovnice (2.14) s pocateéni
podminkou w(t1 +q) = z(t1 + q), nebot y(-) je klesajici funkei na intervalu [t1,t2] a y(t1 +q) < e.
Podle Tvrzeni 6,

w(t) > z(t1 +q)exp{Fi(d,e)} > diexp{gr}exp{Fi(d,e)} > K..

Je-li y(t1) < e, miizeme zopakovat pFedchozi vypocty, v nichz nahradime vyraz t;+¢ konstantou
t1.
Je-li y(t1) > e a t1 + ¢ > to, pak

t

x(t) = z(t1)exp /F(U,x(a),y(a))da >

ty

¢
> djexp /F(U,d,M* +9)do p >diexp{(t—t1)r}
ty
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pro t € [t1,t2]. Ponévadz z(t) < dy, musi platit r < 0 a tedy
x(t) = diexp{qr} > K

Odtud dostdvame xz(t) > K, pro vSechna t € [T, 00). O

Podminka (i) spolu s tvrzenim 5 implikuje existenci konstanty a > 0 takové, Ze F(x,y) > 0 pro
vSsechna 0 < z < a, 0 <y < M*+ 4. Tato podminka tedy mizZe byt interpretoviana nésledujicim
zptsobem: dlouhodoby primérny ristovy koeficient malé populace kofisti je kladny i pfi velké (ale
koneéné) velikosti populace predatora. Takovd podminka mize byt splnéna napiiklad tehdy, kdyz
kotist m4a néjaky ukryt; mald populace (ne vétsi nez «) je pred predatory skryta. (Diskusi modeld
typu dravec-kofist s tikrytem kofisti lze najit nap¥. v [15]).

Podminka (ii) spolu s podminkou (P4) dav4 nerovnost G(t,0,y) < 0 pro vSechnat > 0 ay > 0.
To znamena, ze populace predatora vymira v kazdém obdobi, v némz neni k dispozici zadna kofist.
Podminka (ii) je tedy splnéna pro populaci predéatora, ktery mimo uvazovanou populaci kotisti
nema dostatecné alternativni zdroje obzivy.

Konstanta K, vystupujici ve vété 2.3 mtize byt interpretovana jako minimélni velikost populace
koftisti, kterd v popsanych spolecenstvech preziva.

Véta 2.4. Necht jsou splnény predpoklady véty 2.3 a navic plati
F(L,0) + G(K.,0) > 0. (2.15)
Pak je systém (2.10) permanentni.

Diikaz. Ze spojitosti funkci F(+,-)+G(+, ) a nerovnosti (2.15) plyne existence konstant ¢ € (0, K..)
a n > 0 takovych, ze - ~
Oznacme

() = F(t,L+&n) + G K= &m).

Pak ¢ € A a
Y > 0, (2.16)

podle ¢tvrté casti Tvrzeni 3.

Bud X = [K,, K*] x [0, M* + §]. Podle vysledkt druhého oddilu staéi ukazat, ze kazdy bod
u= (u,0)s K, < u < K* je stejnomérné repulsivni vzhledem k mnoziné int Ri. K tomu vyuzijeme
veétu 2.1.

Bud nejprve u = (u,0) s K, < u < L+ &. Polozme

V(xvy):_xyv O:(K*—faL+§)><[0a77)-

Pak
V(u,0) = 0,
Viz,y) = —xy < 0 pro viechny (z,y) € (K. — & L+&) x (0,7) = O NintR3
a
Vit,z,y) = —y:vF tx,y) —ayG(t,z,y) <
< V(o) (FtL+&m) + Gt K. —&n)) =

(
y)(F

= ( z,y)Y(t) pro véechny (¢,z,y) € Ry xO.

(Posledni nerovnost plyne z (P1), (P3)—(P5).) Platnost podminky (iii) z véty 2.1 plyne z Tvrzeni 3

a nerovnosti (2.16). Pfedpoklady véty 2.1 jsou tedy splnény, coz znamend, %e bod u je stejnomérné
repulsivni.
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Bud nyni v = (v,0) s L + & < v < K*. Ponévadz funkce G(, ) je spojita (podle Tvrzeni 5) a
plati G(L + £,0) > 0 (podle podminky (P6)), existuji ¢isla A € (L, L + &) a k > 0 takova, ze

G\ k) >0.
Bud v > 0 libovolné ¢islo a polozme

Vi(z,y) = -y, O1=\K"+7)x[0,x).

Pak
Vl (’U, 0 07
Viz,y) = —y <0
pro viechny (z,y) € (A, K* +7) x (0,£) = O1 Nint R%
a
Vilt.z,y) = —yG(t.z,y) = Vi(z.y)G(tz,y) <

< Vi(z,y)G(t, A\, k) pro v8echny (t,z,y) € Ry x Oy

(Posledni nerovnost plyne z (P4) a (P5).) Ozna¢me 1 (t) = G(¢, A\, k). Funkce 11 podle tvrzeni
3 opét splituje podminku (iii) z véty 2.1. Bod v je tedy také stejnomérné repulsivni a dikaz je
aplny. O

Poznamenejme, Ze podminka (2.15) je splnéna zejména tehdy, kdyz
F(L,0) > —G(0,0).

Vzhledem k poznamce pred vétou miizeme dostateénou podminku permanence ¢ist: mé-li populace
koristi néjaky ukryt nebo populace predatora nema dostatecné alternativni zdroje potravy, pak
populace koristi o jisté minimalni velikosti pfeziva. Pokud navic je dlouhodobé primérna timrtnost
populace predatora zivené timto minimalnim mnozstvim kofisti mensi nez dlouhodoby pramérny
rustovy koeficient izolované populace kofisti o takové velikosti, Ze umoziuje rust populace preda-
tora, pak je uvazované spolecenstvo dravec-kotist permanentni.
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Kapitola 3

Odhad parametra konkrétniho
modelu

Cilem této kapitoly je popsat metodu, kterd vede k odhadu parametria konkrétniho systému dife-
rencidlnich rovnic popisujicich interakci dravce a jeho kofisti na zékladé méfenych dat. Konkrétni
systém popsany v nasledujici ¢asti by mél modelovat dynamiku spolecenstva fytofagniho roztoce
Calepitrimerus vitis a dravého roztoce Typhlodromus pyri ve vinici.

Odhadnout parametry modelu dravec-kofist pfimo z pozorovanych ¢asovych fad velikosti popu-
laci je problém dosud nevyfeseny; nékolik dosud popsanych pokusti o feSeni nestoji na rigoréznich
statistickych zdkladech [27, str, 278]. Jedinou mé znadmou vyjimkou je ¢ldnek [5]. Metoda v ném
popsana ovsem vyzaduje pozorovani v ekvidistantnich casovych krocich a takové pozorovani neni
v pripadé spolecenstva roztoc¢t na vinné révé k dispozici. Ve druhé ¢asti kapitoly jsou proto navr-
zeny metody odhadu parametri z dat ziskanych pfi polnich pokusech. Tyto metody se fadi k ad
hoc ptibliznym metodam, které sice nejsou idedlni, ale jsou ¢asto jedinou cestou, jak viibec né&jaké
vysledky ziskat [27, str. 283]. Ve tieti ¢asti je na simulovanych datech ukdzéna pouzitelnost metod;
pfi simulacich byly generovany chyby pozorovani, proces byl povazovan za piesny. V posledni casti
jsou odhadnuty parametry pro pozorované populace rozto¢i na dvou rozdilnych jihomoravskych
vinicich.

3.1 Model

P1i sestaveni modelu vyjdeme z pfedpokladi, které byly zformulovany na zakladé pozorovani:
1. Rychlost pririistku velikosti samotné populace fytofaga je Gmeérny jeji okamzité velikosti.

2. Uzivnost vinice pro fytofaga je prakticky neomezena, velikost jeho populace mtize prekrocit
jakékoliv meze.

3. Neni-li k dispozici kofist (fytofag), populace predatora vymiréd a rychlost jejiho zmenSovani
je umérna jeji okamzité velikosti.

4. Cést predatorem ulovené biomasy se pfeméni v biomasu predatora.

5. S rostouci velikosti populace fytofaga roste u¢innost lovu predatora, tj. je-li k dispozici vice
koristi, jeden predator ulovi za jednotku Casu vice fytofagi.

6. Jeden predator pii nadbytku kofisti ji neulovi za jednotku c¢asu vice, nez je jistd hodnota,
tzv. hladina nasyceni.

7. PFi malé velikosti populace fytofaga da predator pfednost alternativnim zdrojim potravy
(napiiklad ¢asticim pylu) pred energeticky naroénym vyhleddvanim kofisti.
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Predpoklady 1. a 2. fikaji, ze populace fytofaga za nepritomnosti predatord roste exponenci-
alné, tj. podle Malthusova zakona. Piedpoklad 2. neni biologicky realisticky, jista mez rtstu musi
existovat. Tato mez ovSem predstavuje takovou velikost populace fytofaga, ktera ni¢i vinici, nejen
snizuje vynos; mé tedy ,prakticky nekone¢nou* hodnotu vzhledem k jakékoliv ,rozumné“ velikosti
populace fytofaga.

Podle predpokladu 3. nemiiZe populace predatora piezit bez lovu a konzumace fytofagu. Alter-
nativni zdroje potravy z pfedpokladu 7. nejsou samy schopny zajistit reprodukci predatort. Je-li
k dispozici kofist (fytofdg), vymirani se podle pfedpokladu 4. zpomaluje nebo populace predatora
miize dokonce rist.

Predpoklady 5.—7. popisuji potravni strategii predatora.

Systém diferencialnich rovnic popisujici dynamiku uvazovaného spolecenstva tedy bude mit
tvar

T = re— Ap(x)y,
¥y = —dy+rAp(z)y,

kde = = z(t) oznacuje velikost populace fytofdga v Case t, y = y(t) velikost populace predatora
v Case t, r rustovy koeficient populace fytofaga za nepfitomnosti predatora, d koeficient mortality
predatora za nepfitomnosti kofisti, x efektivitu pfemény zni¢ené kofisti na pfirtistek populace
dravce, Ap(x) pocet fytofagi, které zni¢i jeden predator za jednotku ¢asu pii velikosti populace
kofisti x, tzv. trofickou funkce nebo funkcionalni odezvu predatora na kofist; pritom A vyjadiuje
hladinu nasyceni predatora.

Konstanty r, d, k, A jsou kladné; pokud by velikosti obou populaci byly vyjadfeny napf. jako
celkovéa biomasa, platilo by podle predpokladu 4. navic 0 < xk < 1. Funkce ¢ vyjadiuje mnozstvi
kotisti zni¢ené jednim predatorem pii dané velikosti populace kofisti za jednotku casu relativné
vzhledem k hladiné nasyceni. O funkci ¢ budeme piedpoklddat, Ze je diferencovatelnd (a tedy
spojitd) na intervalu [0, c0) a podle pfedpokladt 5. a 6. mé vlastnosti

©(0) =0, ¢'(x) > 0 pro x > 0, Jim o(z) =1.
Prvni podminka vyjadiuje samoziejmou skutecnost, ze pokud neni pfitomna zadna kotist, predator
nic neulovi. Druhéd podminka — funkce ¢ je rostouci — formalizuje predpoklad 5 a treti podminka
vyjadiuje, Ze loveckd aktivita predatora roste jen k hladiné nasyceni. Podminka 7. fika, ze graf
funkce ¢ je esovitd kfivka; tj. jednd se o Hollingovu funkciondlni odezvu typu III, sr. [2, 9.5].
Jednoduchou funkci, ktera uvedené vlastnosti ma, je funkce

pr) = pel@) =1 —e™",

kde c¢ je kladné konstanta. Tuto funkci budeme v dalsim pouzivat. Celkem tedy dostavame systém
obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

& = rax— Ap(r)y,
. 3.1
y = —dy+rApc.(r)y (3.1)
s pocatecni podminkou
:Z?(to) =x9 >0, y(to) =17 > 0. (32)

7 tvaru systému je zfejmé, ze prvni kvadrant je jeho invariantni mnozinou. Z pocateéni podminky
(3.2) tedy plyne, Ze feSeni systému (3.1) jsou nezaporn4.

Z analyzy systému (3.1) (viz napt. [49, kap. III]) plyne:

1. Pfi libovolnych hodnotéch parametru r, d, k, A, ¢ existuji poc¢atecéni hodnoty g, yo takové,
Ze uloha (3.1), (3.2) ma FeSeni z(-), y(-), pro néz plati

lim sup z(¢t) = oo.

t—o0
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2. Je-i K¥ =r—rA+d <0, pak pro kazdé feseni ulohy(3.1), (3.2) plati
0 < liminf z(t) < oc.
t—o0o
V opacném piipadé existuje feseni takové, ze

lim z(t) = oo.
t—o0
3. Je-li d < kA, pak existuji hodnoty =* > 0, y* > 0 takové, Ze x = z*, y = y* je staciondrnim
feSenim systému (3.1). Pfitom

. 1 d . KT,
T =P, A y:E:v.

V opaéném piipadé neexistuje staciondrni feseni systému (3.1) s obéma slozkami kladnymi.

4. Necht d < kKA. Je-li K§ = @ (z*) — 2*¢l (x*) < 0, pak je stacionarni feSeni z = z*, y = y*
systému (3.1) lokalné asymptoticky stabilni. Je-li K'§ > 0, je toto FeSeni nestabilni.

5. Necht d < kA a K§ # 0. Je-li

4d
Kb = K& = "o (%) ¢l () > 0

je staciondrni feSeni x = z*, y = y* systému (3.1) uzlem, je-li K} < 0 pak je ohniskem.

Vlastnost 1. Ize interpretovat tak, Ze vyvoj spolecenstva fytofagniho a dravého roztoce zavisi na
pocatecnich velikostech populaci. Samotna pfitomnost predatortt nemusi zarucit udrzeni populace
fytofagi na néjaké ,prijatelné” trovni. V praxi to znamend, ze vinnou révu nelze proti rozto¢um
chranit pouze biologicky — introdukci pfirozeného neptitele skidce.

Veli¢ina r je maximélni relativni pfirtistek velikosti (tzv. bioticky potencial) populace fytofaga,
veli¢ina kA — d vyjadiuje bioticky potencidl predatora, prirtistek velikosti jeho populace za nad-
bytku kotisti, tj. pfi jeho iplném nasyceni. Vlastnost 2. ¥ika, ze pokud bioticky potencial predatora
prevysi bioticky potencial kotisti, pfitomnost predatora ,,¢as od ¢asu®“ velikost populace predatora
redukuje.

Vlastnost 3. specifikuje podminky, za jakych mohou obé populace koexistovat a mit omezenou
velikost. Zhruba feceno, populace kofisti musi byt natolik ,vyzivna“, aby zajistila rtst populace
predatora. Poznamenejme, ze z podminky K& < 0 pouzité v 2. vlastnosti plyne d < kA, tedy
koexistence populaci.

Je-li veli¢ina K§ zavedend ve vlastnosti 4. zdpornd a tedy kladné stacionarni feSeni je lokalné
asymptoticky stabilni, lze (napf. poéitacovou simulaci) najit oblast pfitaZeni stacionarniho FeSeni.
Tato informace umozni provadét integrovanou ochranu vinné révy proti roztocim — introduko-
vat prirozeného nepfitele fytofagi a racionalnimi chemickymi zasahy zredukovat velikost populace
sktidce a nezlikvidovat predatora tak, aby velikosti populaci byly v oblasti pfitazeni stacionarniho
feSeni. Pak jiz dravi rozto¢i udrzi mnozstvi skodlivych na hodnotach blizkych z*. Tento zpt-
sob ochrany ma samoziejmé smysl provadét pouze tehdy, kdyz hodnota z* je mensi nez hladina
gkodlivosti fytofagal.

Vlastnost 5. pouze upresiuje, zda v pripadé mozné stabilni koexistence populaci bude stabili-
zovaného stavu dosazeno s vykyvy v pocetnostech nebo bez nich.

3.2 Zpusoby odhadu parametra

Piedpokladejme, ze méame ddny hodnoty funkei x, y v pfesnych ¢asovych okamzicich (uzlovych
bodech) tg,t1,...,t,. Oznaéime je xz; = =(t;), yi = y(t;), ¢ = 0,1,...,n. Déle oznacime t =
(t()utlu' "7tn)7 X = (‘T()?xl?' "7$n) ay = (y07y17' 7yn)

I Problematice skodlivosti fytofignich rozto¢i byly vénovany préace [I.(6)] a [IIL(6)].
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Pfi pevné volbé parametrii r, d, A, k, ¢ a poGateénich hodnot xg, yo lze najit (pfinejmensim
numericky) hodnoty FeSeni pocateéni tlohy (3.1), (3.2) v uzlovych bodech. Oznaéme je

X(ti;rv dvAa R, C, IanO)v
Y (ti;r,d, A K, ¢c,x0,90), ©=0,1,...,n.

PoloZzme

D(anWadaAa"ﬁCananO) =

— [<ln ( 3Ty 4y Ay K, Gy x05y0)> + <1H ( 3Ty 4, Ay K, Gy x07y0)> ] ) (33)
=0

p T Yi

Tato veli¢ina vyjadiuje euklidovskou vzdalenost logaritmi méfenych a vypocitanych souradnic
trajektorie systému (3.1) v uzlovych bodech. Logaritmy pouzivame proto, Ze feSeni systému (3.1)
pro malé hodnoty proménnych = a y se prili§ nelisi od exponencialni funkce, a také proto, ze
logaritmicka transformace je homeomorfismem vnitiku prvniho kvadrantu na celou rovinu R2.
(Logaritmy velikosti populaci byly také pouzity pro analyzu populdrnich ¢asovych fad kozeSin
snéznych zajici a ryst vykupovangch Spoleénosti Hudsonova zalivu v ¢lanku [41].)

Pro zjednoduseni zapisu jesté oznacme

f(z,ysr,d, Ak, ) = ro — Ap.(z)y, g(x,y;r,d, A, K, c) = —d + KAp.(z)y,

3.2.1 Vyuziti numerického derivovani
Z hodnot x, y lze vypocéitat numericky p¥iblizné hodnoty derivaci funkei z(-), y(-) v nékterych uz-
lovych bodech. Naptiklad s vyuzitim kvadratického interpola¢niho polynomu (sr. [37]) dostaneme

(ti —tic1)? + &(tigr — tim1) (big1 + izt — 28) — &1 (tigr — )2
(t; — tic1)(tigr — tic1) (tig1 — i) ’

§(ti) =~ D& = Sit1

pfitom symbol ¢ nahrazuje libovolny ze symbolt «x, y. Plati tedy pfiblizné rovnosti

D,Ti

ra;— Apc(xi) i,
Dy, (3.4)

—dy; + kAp.(z;) yi, 1=1,2,...,n—1.

~
~
~
~

Zvolme pevné kladnou konstantu c. Pak se na relace (3.4) mZzeme divat jako na linearni regresni
modely s vysvétlovanymi proménnymi Dx;, Dy; a s vysvétlujicimi proménnymi x;, yi, ©c(2;)y;.
Z tohoto modelu Ize vypocitat odhady parametri r, d, A, k, které oznacime 7, ch, A, afe; odhady
e, —d,, — A, dostaneme primo jako regresni koeficienty, &. jako zbyvajici regresni koeficient déleny
odhadem —flc.

Definujme funkci @ vztahem

®(c) = S |:(D=Ti — f(@i,yis T, dey Ac, Foe, C)>2 + (Dyi — (i, i Fey dey Ac, e, C)>2] ;
i—1

jedna se o soucet Ctverct vzdalenosti numericky vypocitanych a odhadnutych derivaci funkci z, y
v uzlovych bodech. Za odhad ¢ parametru ¢ vezmeme takovou hodnotu, zZe

®(¢) = min{P(c): ¢ >0}, (3.5)

pokud toto minimum existuje. Za odhady parametra r, d, A, k pak vezmeme 7 = T, d = J@,
A = A, & = Re. Za odhad 2y, 9o pocateénich hodnot xg, yg vezmeme takové hodnoty, které
minimalizuji vzdalenost (3.3), tj.

D (xuy;,ﬁuduAa'%ué7 :I?OuyAO> = min {D(X,y;’f’A,(i,A,g},é, CUanO) Xy > 07y0 > 0} 3 (36)

pokud toto minimum existuje.
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3.2.2 Vyuziti numerické integrace

Integraci rovnic (3.1) v mezich od ¢y do t; s vyuZzitim podminek (3.2) dostaneme

z(t;)) = xo+T tf x(r)dr — A } e (x(T))y(T)dT,
o o, (3.7)
Yo — dtfy(T)dT + Alitf ¢c(z(1))y(r)dr.

<
—~
~
&R
~

Zvolme opét pevné kladnou konstantu ¢ a ozna¢me z(-) = ¢.(x(-))y(-). Pfiblizné hodnoty inte-
grala vystupujicich v rovnostech (3.7) lze vypocitat numericky ze znamgch hodnot x, y, 20 =

t;

2(to),...,zn = z(tn). Ozna¢me I¢; piibliznou hodnotu integralu [ ¢(7)dr. Napiiklad s vyuzitim
to

lichobéznikového pravidla dostaneme

to
[ear = 160,
to
t

Q

/E(T)dT I = % Dt =t )& +E), =12 m;

to J=1

pritom symbol £ zastupuje libovolny ze symbolti z, y, z. Rovnosti (3.7) 1ze nyni pfepsat na pfiblizné
rovnosti

ro+rilx; — Alz;,

yo—dly;, + KAz, i=0,1,...,n,

T, =~
Yi =
na néz se lze divat jako na linearni regresni modely s vysvétlovanymi proménnymi x;, y; a s vysvét-
lujicimi Ix;, Iy;, 1z;. Z tohoto modelu lze vypocitat odhady parametra r, d, A, k a poCatecnich
hodnot o, yo, které oznacime 7¢, d°, A¢, ¢, 70, Go°.

Za odhad ¢ parametru ¢ vezmeme takovou hodnotu, ze

D (xvyw:éad‘éa"iév’%éaév ~Oéay‘bé) = mln{D (x7y;7:¢27JC,ACM%C,C"I"OC,ZJOC) tCc> 0}7 (38)

pokud toto minimum existuje. Za odhady zbyvajicich parametri pak vezmeme 7 = e, d=d ,
A= Aé7 k= "’:‘./67 :EAO = 17007 yAO = y~()c-

3.3 Simulace

Zvolime parametry r, d, A, K, ¢, po¢atedni hodnoty zo, yo a uzlové body t = (to,t1,...,tn).
Rungovou-Kuttovou metodou Sestého fddu v Butcherové tvaru [1, str. 22] vypocitdme hodnoty

T1,X2y...,Tn, Y1,Y2, .-y Yn-

7 nich odhadneme parametry a pocatecni hodnoty metodami popsanymi v 3.2.1 a 3.2.2.

Pro konkrétni vypocet jsem zvolil n = 7, t = (0,21,41,63,84, 105, 126, 148) a parametry uve-
dené ve druhém sloupci prvni ¢asti tabulky 3.12. K numerickému vypoctu derivaci jsem pouzil kva-
dratickou interpolaci, k vypoctu integrala lichobéznikové pravidlo a k vypoétu hodnot X (¢;;...)
a Y (t;;...) zminénou Rungovu-Kuttovu metodu. Minima (3.5), (3.6) a (3.8) jsem hledal pomoci
Newtonova itera¢niho procesu (funkce nlm v programovém baliku R-language). Ziskané vysledky
jsou shrnuty v tabulce 3.1. Priibéh funkei z(+), y(-) s pfesnymi a odhadnutymi parametry je na ob-
razku 3.1, presné a odhadnuté trajektorie jsou na obrazku 3.2. Pro metodu vyuzivajici numerickou

2Hodnoty ¢asti méfeni a parametrii jsou piiblizné stejné jako hodnoty, vypocitané z dat ziskanych v roce 1987
na jihomoravské lokalité Dobré Pole metodou popsanou v VI.(13)
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Odhadnuté hodnoty
Parametr || Pfesnd hodnota , ; . ,
pomoci derivace | pomoci integralu

r 0.04 0.0312 0.0427

d 0.007 0.00551 0.00760

A 0.7 0.451 0.747

K 0.08 0.0891 0.0781

c 0.001 0.00139 0.000995
o 7 10.1 6.54

Yo 1 0.973 0.956

x* 11.56 10.30 11.84

y* 5.28 5.20 5.20
K3 -0.109 -0.117 -0.113
K -0.009 -0.011 -0.010
Ky -0.009 -0.004 -0.008

Tabulka 3.1: Parametry modelu (3.1), (3.2) odhadnuté metodami popsanymi v 3.2.1 a 3.2.2

derivaci je vzdélenost bodi presné trajektorie a trajektorie s odhadnutymi parametry pocitana
podle vzorce (3.3) rovna 0.295, maximalni relativni chyba odhadnutého parametru je rovna 0.44
(odhad xg); pro metodu vyuzivajici numerickou integraci jsou tyto hodnoty 0.0465 a 0.09 (odhad
d). V tomto piipadé tedy druhd metoda déva lepsi vysledek.

Pro presné parametry modelu i pro oba odhady byly také vypocitany hodnoty staciondrniho
feSeni 2%, y* a kvalitativni kriteria K, K a K3 . Vysledky jsou uvedeny v druhé ¢asti tabulky
3.1. Vidime, ze obé metody poskytuji pomérné dobré odhady stacionarniho feSeni; euklidovska
vzdalenost stacionarniho bodu a jeho odhadu je 1.26 v pfipadé prvni metody a 0.29 v druhém.
Metoda vyuzivajici numerickou integraci tedy opét dava lepsi vysledky. Znaménka kriterii chovani
feSeni jsou u obou metod spravné.

V pripadé dat ziskanych néjakym meéfenim nebo pozorovanim méme k dispozici vektor t =
(to,t1,...,tn) (Casy sbéru dat zndme piesné), ale ziskané velikosti populaci jsou zatiZzeny néjakou
chybou zptisobenou nepfesnostmi pii pozorovéani a/nebo faktem, Ze velikosti redlnych populaci
nahodné kolisaji kolem teoretickych hodnot, které deterministicky model vyjadiuje. Ponévadz ve-
likosti populaci nemohou byt zaporné a lze ocekavat, ze ndhodné odchylky od teoretickych hodnot
jsou tim vétsi, ¢im je vétsi velikost populace (ve vétsi populaci se nakumuluje vice ndhodnych
vlivll), je rozumné predpokladat, ze ndhodnéd chyba pozorovani je multiplikativni, kladnd a ma
stfedni hodnotu 1.

Pro ovéfeni popsanych metod odhadu parametr modelu (3.1), (3.2) z dat zatiZenych chybou,
budeme tedy generovat hodnoty

Xy =zer,.., Xn =Tnen, Y1 =y1m,.. ., Yo = Ynln,
kde x1,..., 25, Y1,...,Yn jsou teoretické velikosti populaci ziskané zptisobem popsanym vyse a
Ely+++sEny M1, - -, 7n jsou realizace ndhodné velic¢iny z logaritmicko normalniho rozdéleni se stfedni

hodnotou 1 a rozptylem 0.04, tj. s varia¢nim koeficientem 0.2 (u pozorovani biologickych veli¢in
byva uvadéna typicka variabilita 20%). Timto zptisobem jsme nasimulovali t¥icet soubort dat a pro
kazdy z nich jsme obéma uvedenymi zpusoby zkusili odhadnout parametry. Souhrnné vysledky
simulaci jsou uvedeny v tabulkidch 3.2 a 3.3. Parametry neni mozno odhadnout v ptipadé, ze
se nepodafi nalézt nékteré z minim (3.5), (3.6), (3.8) nebo odhad nékterého z parametri vyjde
jako nekladné ¢islo. Metoda 3.2.2 vyuZivajici numerické integrace vedla k cili cast&ji (25krat),
nez metoda 3.2.1 vyuZivajici numerického derivovéni (16 krat, tj. jen o mélo vice nez v poloviné
pripadit). Tento vysledek neni pfekvapivy, nebot v ptipadé 3.2.2 hleddme jedno minimum funkce
jedné promeénné, v pripadé 3.2.2 hleddme minima dvé, z nichZ jedno je minimem funkce dvou
proménnych; navic ,numericky vypocet derivaci je ...hazardni operace, zvlasté mame-li co ¢init
s empirickymi hodnotami malé pfesnosti“ [37, str. 106].
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Parametr H prameér ‘ median ‘ minimum | maximum ‘ histogram ‘

r 0.0325 | 0.0324 0.0222 0.0598 ._
d 0.0109 | 0.00917 | 0.000251 0.0307 L
A 0.898 0.415 0.3 3.23 L_
K 0.121 0.116 0.0472 0.201 j.
c 0.00147 | 0.00128 | 0.000109 0.00369 ._
Zo 10.2 10.4 4.34 14.4 _L
Yo 1.04 0.976 0.816 2.07 L
z* 12.6 13.5 2.5 17.5 L__
y* 5.68 4.64 3.49 21 L
K3 -0.128 -0.149 -0.205 -0.00677 h
K -0.145 | -0.0468 -1.08 4.32:107° __l
Ky -0.0553 | -0.0118 -0.489 0.0154 _L

Tabulka 3.2: Statistické charakteristiky parametri, poc¢atecnich hodnot, stacionarniho bodu a
kvalitativnich charakteristik modelu (3.1), (3.2) odhadnutych metodou popsanou v 3.2.1 z t¥iceti
simulovanych soubort dat. VSechny parametry byly kladné a obé minima (3.5), (3.6) byla nalezena
pro 16 souborti dat

V pripadé, Zze obé metody k cili vedou, neni jiz tak jednoznacné mozno fici, kterd dava lepsi
vysledek. Metoda vyuzivajici numerické integrace ma mensi relativni odchylku primérné hodnoty
vsech odhadnutych parametri s vyjimkou parametru d. Odhad stacionarni hodnoty z* je lepsi
v pfipadé metody s numerickym integrovanim, odhad stacionarni hodnoty y* naopak. Z hlediska
praktického vyuziti (v integrované ochrané vinné révy) je dulezit&jsi znalost hodnoty 2* (mnozstvi
gkodlivych roztodi ve stabilizované populaci) nez hodnoty y*; to opét mluvi spiSe pro metodu s nu-
merickou integraci. Kritérium K7 lokalni asymptotické stability staciondrniho feseni mé spravné
znaménko u obou metod i v pripadé hodnot extrémnich, kritéria oscilace kolem stacionarniho
feSeni K, a kolem nekone¢na K& maji v extrémnich pfipadech nesprédvné znaménka u obou me-
tod odhadu. Predikce stabilizace populaci roztoci je spolehlivéjsi, nez predikce oscilaci. Pro praxi
je samoziejmé predikce stabilizace podstatné dtlezitéjsi; navic z pozorovanych dat vétsinou neni
mozné rozlisit (a ani to neni nutné védét), zda kolisani velikosti populace je ndhodné, nebo je
zpusobeno vnitini dynamikou populaci.

3.4 Aplikace na realna data a diskuse

Parametry modelu (3.1) publikované v ¢lanku [IV.(4)] byly odhadnuty na zakladé dat ziskanych
z vinic na dvou jihomoravskych lokalitach — Dobrém Poli a Pouzdfanech — v letech 1987-1989
zptsobem popsanym v [VI.(13)]. Vinice v Dobrém Poli byla zdravé, s malym vyskytem kade-
favosti, tj. choroby zpusobené fytofagnimi roztoci Calepitrimerus vitis, na vinici v Pouzdfanech
naopak tato choroba ptedstavovala velky problém. Udaje o velikosti populaci roztoc¢i C. witis a
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Parametr H prameér ‘ median ‘ minimum | maximum ‘ histogram ‘

r 0.0413 | 0.0433 0.0273 0.0567 H_
d 0.0119 | 0.0111 | 0.000795 0.0325 h_
A 0.73 0.658 0.269 1.9 L
K 0.106 0.0875 0.0439 0.298 L
c 0.00114 | 0.00104 | 0.000396 0.0027 _l_
Zo 7.35 7 4.21 11.6 h.
Yo 0.967 0.932 0.5 1.59 _‘_
z* 12.1 12.5 3.9 19.9 L
y* 5.82 4.91 3.39 11.3 L
K3 -0.123 -0.14 -0.213 -0.0134 h
K -0.13 -0.0556 -1.15 0.00226 J
Ky -0.0132 | -0.0203 | -0.0478 0.0172 u

Tabulka 3.3: Statistické charakteristiky parametri, poc¢atecnich hodnot, stacionarniho bodu a
kvalitativnich charakteristik modelu (3.1), (3.2) odhadnutych metodou popsanou v 3.2.2 z t¥iceti
simulovanych souborii dat. VSechny parametry byly kladné a minimum (3.8) bylo nalezeno pro 25
soubord dat

Typhlodromus pyri byly ziskdvany v dobé vegetacéni sezény (od druhé poloviny kvétna do druhé
poloviny Fijna) ve zhruba tfitydennich intervalech metodou popsanou v praci [47].

Metodou 3.2.2 byly pro data z roku 1989 odhadnuty parametry modelu (3.1), (3.2). Pozoro-
vané populacni hustoty a jejich modelovany vyvoj s odhadnutymi parametry pro obé lokality jsou
zobrazeny na obr. 3.3 a 3.4. Shoda modelu a pozorovani je lepsi u zdravé vinice; lze vsak Fici,
7e v obou pripadech model zachycuje ptiblizné spravné alespon zakladni kvalitativni charakteris-
tiky vyvoje populaci — cas jejich extrémnich hodnot. Odhadnuté parametry modelu a vypocitané
kvalitativni charakteristiky metodou 3.2.2 jsou shrnuty v tabulce 3.4 a jsou zde porovnany s hod-
notami publikovanymi. Vzhledem k velkym rozptylim u publikovanych odhadt 1ze fici, ze nové
odhadnuté zakladni parametry populaci r, d (rustovy koeficient fytofagh a koeficient Gmrtnosti
predéatort) se signifikantné nelisi od publikovanych. Parametry A a ¢ popisujici odezvu predétora
na pritomnost kofisti jsou v Pouzdianech rfadové odlisné od starsich odhadd, parametr x vyja-
dfujici ,,vyzivnost“ kofisti pro dravce jsou fadové odlisné na obou lokalitach i od sebe navzajem.
stejné: hodnota stacionarni velikosti populace fytofaga x* se fddové shoduje a znaménka kritéria
lokélni asymptotické stability staciondrniho feSeni K3 jsou shodna.
grované ochrané vinné révy proti kadefavosti; jeho introdukce spolu s aplikaci Setrnych akaricidd,
ktera ustavi vhodné pocatecni velikosti populaci roztoct, udrzi mnozstvi fytofagl na ekonomicky
pfijatelné Grovni. Soucasné ale ukazuji, Ze detailnéjsi poznani predacni aktivity a vlivu zkonzumo-
vané kotisti na dynamiku populace predatora pouze z pozorovanych ¢asovych fad velikosti populaci
je nespolehlivé. Divodem muze byt skuteénost, ze nizka hladina nasyceni A a vysoky koeficient
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Odhady uvedené v [IV.(4)] | Hodnoty odhadnuté na lokalité
Parametr
odhad ‘ rozptyl Dobré Pole Pouzdtany

r 0.07 0.0004 0.051 0.0097

d 0.007 0.00006 0.017 0.0059
A 60 100 17 0.077

K 0.0008 1078 0.062 0.36

c 0.00007 4-107° 3.8-107° 0.0011
xo 1.8 3300

Yo 2.0 220

x* 47 21 15

y* 0.4 3.9 8.6
K% — — —
K — — —
Ky + - -

Tabulka 3.4: Parametry modelu (3.1), (3.2) uvedené v préci [IV.(4)] a odhadnuté metodou 3.2.2
pro data ziskana na dvou riznych vinicich v roce 1989.

premény zkonzumované kotisti na populaci predatora x mé na vyvoj populace predatora zhruba
stejny vliv, jako vysokéd hodnota A a mald hodnota k.

Bylo by mozné ocekéavat, ze v ptipadé nadbytku kofisti je vyssi hladina nasyceni predatora
— dravec zabiji vice kofisti, ale konzumuje z ni jen ,chutnéjsi“ c¢asti. Tomu by dale odpovidala
mensi efektivita transformace zni¢ené kofisti na populaci predatora. Odhadnuté parametry A a k
na lokalité s nadbytkem kotisti (Pouzdfany) a na lokalité s jejim nedostatkem (Dobré Pole) dévaji
vysledek opacény. Tento paradox je dalsim diivodem pro opatrnost pii interpretaci vysledk.

Jednim z diévodt nespolehlivosti dosazenych vysledkd mtze byt také to, ze na vinicich se
vyskytovala v nezanedbatelné mife jina skupina rozto¢id — svilusky — ktera je také kotisti roztoc¢u
Typhlodromus pyri. Adekvétni model by tedy mél zahrnovat t¥i rovnice, dvé popisujici populace
koftisti, jednu predatora. To by ovsem znamenalo do modelu zahrnout nejméné dalsi t¥i parametry
(ristovy koeficient sviluSek, hladinu nasyceni predatora sviluskami a parametr nebo parametry
popisujici jeho loveckou strategii) a funkei, vyjadfujici potravni preference predatora. Vytvoreni
takového modelu, navrzeni metody nebo metod odhadu jeho parametri a jejich pouziti na mérena
data ukazuji mozné cesty, jak pokracovat ve vyzkumu problematiky této kapitoly. Sledovat prvni
z nich je snadné, druhou mozné a u tieti si bez podrobnéjsi analyzy netroufam odhadnout jeji
schtidnost.
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Obrazek 3.1: Prubéh Feseni podatecni tlohy (3.1), (3.2) s pfesnymi a odhadnutymi parametry
podle tab. 3.1

——e——— presné hodnoty,

~~~~~ A hodnoty odhadnuté uzitim numerické derivace

~~~~~ o hodnoty odhadnuté uzitim numerické integrace.
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Obrézek 3.2: Trajektorie FeSeni pocétecni tlohy (3.1), (3.2) s pfesnymi a odhadnutymi parametry
podle tab. 3.1

——e——— presné hodnoty,
~~~~~ A hodnoty odhadnuté uzitim numerické derivace
~~~~~ o hodnoty odhadnuté uzitim numerické integrace.
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Obrazek 3.3: Pozorované popula¢ni hustoty (v kusech na list) fytofdgnich a dravych roztoéii na
vinici u obce Dobré Pole v roce 1989 a pribéh feSeni pocatecni tlohy (3.1), (3.2) s parametry
odhadnutymi metodou 3.2.2

teoreticky priubéh,
° pozorované hodnoty.
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Obrazek 3.4: Pozorované popula¢ni hustoty (v kusech na list) fytofdgnich a dravych roztoéii na
vinici v Pouzdfanech v roce 1989 a priibéh FeSeni pocétecni tlohy (3.1), (3.2) s parametry odhad-
nutymi metodou 3.2.2
teoreticky priubéh,
° pozorované hodnoty.
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Cast II

Hematologie
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Kapitola 4

Sedimentace erythrocytu

V roce 1921 uvefejnil Robin Fahraeus rozsdhlou préci [9], v niZ se podrobné zabyval schopnosti
krve s piisadou antikoagulacniho roztoku rozdélit se vlivem gravitace na tekutou cast a krevni
téliska. Tim polozil zaklad vySetfovani sedimentace erythrocytti. Toto vySetieni je jednoduchy a
levny laboratorni test — do trubice se do urcité vysky nalije krev a po jedné a po dvou hodinach
se odec¢te vyska kapaliny (krevni plazmy) nad suspenzi plazmy a Gervenych krvinek. Je pozoru-
hodné, Ze po sedmdesati letech rutinniho vysSetfovani nebyl zndm pfesny popis déje probihajiciho
v sedimentacni trubicce. Jiz Fahraeus zjistil, Ze rychlost sedimentace v ¢ase zprvu nartiista k urcité
maximalni hodnoté (1. faze, faze akcelerace), na ni néjakou dobu setrva (2. faze, linedrni) a potom
klesa k nule (3. faze, zpomalovéani). Grafem ¢asové zavislosti vysky sloupce plazmy nad krevnimi
télisky je tedy esovitd kfivka. Rychlost sedimentace je ovlivnéna hustotou erythrocyti, hustotou
a viskozitou plazmy, velikosti erythrocyti, ale pfedevsim schopnosti erythrocytd reverzibilné se
shlukovat a tvorit razné velké agregaty, které sedimentuji rychleji nez jednotlivé krvinky. Agregace
je zpusobena bilkovinami plazmy — fibrinogenem, gamaglobuliny a imunoglobuliny. Vliv téchto
bilkovin na sedimentaci vsak neni jednoznac¢ny; napf. vyssi koncentrace fibrinogenu zptisobi zvét-
Seni agregatli, coz sedimentaci urychluje, a soucasné zvétseni viskozity plazmy, coz sedimentaci
zpomaluje.

Aby bylo mozné vlivy slozek krve na sedimentaci kvantifikovat, bylo potfebné vytvofit mate-
maticky model procesu a na jeho zdkladé urcit ukazatele, které proces charakterizuji podrobnéji,
nez pouhé hodnoty poklesu erythrocyti ve dvou casovych okamzicich.

Pohyb jedné ¢astice zptisobeny gravitacni a vztlakovou silou v klidné (neproudici) kapaling je
popsén Stokesovym vzorcem [32, str. 153]

92 _
Vs = (QEQnPQP) gRgefv (41)
kde wvs ... rychlost vertikdlniho pohybu ¢astice,
og ... hustota Céstice (v naSem p¥ipadé erythrocytu),
op ... hustota kapaliny (v nasem piipadé krevni plazmy),
np ... viskozita kapaliny,
g ... gravitacni zrychleni,
Ryt ... efektivni polomér ¢astice;

efektivni polomér je polomér tuhé hladké koule o hustoté pg, kterd by se v kapaliné pohybovala
stejnou rychlosti v,.

V suspenzi — kapaliné, v niz je rozptyleno vétsi mnozstvi ¢astic — se jedna ¢astice pohybuje
rychlosti jinou, nebot na ni navic piisobi sily zptisobené proudénim kapaliny kolem ostatnich ¢astic.
Jeji rychlost je tedy

v = Qus,

kde @ je koeficient zmény rychlosti (v nasem p¥ipadé zpomaleni sedimentacni rychlosti), ktery je
zavisly na koncentraci ¢astic (v naSem p¥ipadé hematokritu) H, Q = Q(H).
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Pfi sedimentaci erythrocytt dochdzi k agregaci (shlukovani) jednotlivych krvinek; v kapaliné
se tedy nepohybuji ¢astice o efektivnim poloméru Ry ¢, ale mensi pocet vétsich ¢astic o efektivnim
poloméru Ret, ktery zavisi na case.

Rychlost v pohybu erythrocyt® v krevni plazmé, tj. ¢asové proménnd rychlost sedimentace, je
tedy dana vztahem

oty = 222220) 4 601 Rty (4.2
np
TéméF stejnou formuli odvodil Oka [35]; jeho se liSila v tom, Ze misto viskozity plazmy np pouzil
viskozitu plné krve a v disledku toho pouzival jiny tvar funkce Q. Z tohoto dtivodu nebylo mozné
Okiav model laboratorné ovérit, ponévadz viskozitu neproudici krve nelze zméfit.

Oznacime-li J = J(t) vzdalenost hladiny od rozhrani samotné kapaliny a suspenze (v nasem

pripadé vysku sloupce krevni plazmy nad sedimentujicimi erythrocyty v sedimentaé¢ni trubici), je

J(t) = / o(r)dr. (4.3)

Ve formuli (4.2) je tfeba specifikovat funkce @ a Re. Funkce @ je definovand na intervalu
(0,1), je nezdporné (koncentrace ¢éstic v suspenzi nezméni jejich pokles na stoupani ani naopak),
klesajici (vétsi koncentrace ¢astic zptisobi zmenSeni jejich rychlosti), pfi nulové koncentraci ma
jednotkovou hodnotu (nejsou-li pfitomny jiné ¢astice, rychlost poklesu jediné neni ovlivnéna), pfi
plné koncentraci ¢astic je nulova (neni-li mezi ¢asticemi kapalina, nemaji se kam pohybovat), tj.

li H)=1 li H)=0 ¢ 0; 4.4
HE%JFQ()_’ HE?—Q()_’ oH =" (44)
nezapornost funkce @ je dusledkem téchto vlastnosti.

Efektivni velikost agregatu erythrocytti s éasem roste (nové erythrocyty se pfipojuji k agre-
gatu), ale tento riist neni neomezeny (existuje néjakd mezni velikost agregdtu Rk of, pii niz jiz
neni schopen vézat dalsi erythrocyty), tj.

dRe(t) >0 lim dRet(r)

Ret(0) = Roes > 0, tli)rglo Ret(t) = Ri ef, T Am —

Piedpokladdme-li nakonec, ze g > op (hustota klesajici ¢dstice je vé&tsi neZ hustota kapaliny),
dostaneme z rovnosti (4.2) a (4.3)

d? d 4(or — opP)

- - dRef(t)
@J(t) = &v(t) = 9r

0.
a

g Q(H) Ref(t)

To znamena, ze funkce J je konvexni. Muzeme ji tedy povazovat za adekvatni popis akceleracni
faze sedimentace.

Na zakladé pozorovani sedimentace 18 riznych suspenzi o rozdilnych viskozitach a hustotach
kapaliny a tvarech rozptylenych ¢astic ur¢ili Maude a Whitmore [26] tvar funkce Q:

Q(H)=(1-H)", (4.5)

kde 8 zavisi na tvaru ¢astic a pohybuje se v rozmezi od 4.15 (hladké disky v glycerolu) do 9.35
(hruby akrylatovy prach ve vodé). Tato empiricky ziskana funkce mé vlastnosti (4.4).

V na$i studii jsme pozorovali sedimentaci erythrocytt promytych v Hanksové roztoku (aby
se zabrénilo tvorbé agregéti) pro koncentrace H € [0.02,0.55]. Pro namé¥ené hodnoty rychlosti
sedimentace jsme linearni regresi nasli jejich zavislost na koncentraci ve tvaru

Inv=6.73—-74H —0.35In(1 — H), tj. v=6.73(1— H) %3¢ 44,

7 tohoto vysledku dostavame rychlost sedimentace jednoho erythrocytu vs = 6.73 a funkci @) ve
tvaru

QH)=(1—H) 3% T4H (4.6)
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Linedrni regresi s nulovym absolutnim ¢lenem, vysvétlujici proménnou In(1 — H) a vysvétlovanou
In (v/6.73) jsme uréili hodnotu 8 = 4.85, tedy hodnotu uvnitf intervalu uvedeného v [26]. Funkce
Q) dana rovnosti (4.6) lépe odpovidé pozorovani (v rozsahu zkoumanych koncentraci), mé vsak
pouze prvni z vlastnosti (4.4), klesajici je pro H < 0.9527 a plati Hli—>H11 Q(H) = oo, viz obr. 4.1.

Rozdil oproti [26] — rychlejsi pokles sedimentaéni rychlosti s nartistem koncentrace — lze vysvétlit
tim, Ze erythrocyty nejsou tuhé castice.

Q A

1 H

Obréazek 4.1: Pribéhy funkei (4.5) s 3 = 4.85 a funkce (4.6).

Zakladnim problémem modelu akceleracni faze sedimentace je urceni efektivniho poloméru
erythrocytarnich agregatl Rer. Vyjdeme z pfedpokladu, ze prirtistek velikosti agregatu za kratky
¢asovy interval délky At je tmérny této dobé rustu, tj.

Ree(t + At) = Reg(t) + kAL (4.7)

Koeficient Gmérnosti « sdm zdvisi na velikosti agregatu, x = #(Re) — nejrychleji se shlukuji
jednotlivé erythrocyty, k malému agregatu se nové erythrocyty pripojuji ,,ochotnéji“ nez k velkému,
veliké agregaty se mohou rozpadat. Jeden erythrocyt ma efektivni polomeér Ry, funkce « je tedy
definovand pro Rer z intervalu [Rgef, 00) a méa zde vlastnosti

k(Ret) < ko = K(Roet),

existuje Ry of > Roef, Z€ (Ref — Rk ef)li(Ref) < 0;

Ry of predstavuje jakysi kriticky efektivni polomeér agregatu, jeho nejvétsi moznou velikost ta-
kovou, ze mensi agregaty jsou jesté stabilni. Nejjednodussi funkce s uvedenymi vlastnostmi je
linearni,

Ko

Roet — Ricef

Dosazenim tohoto vyrazu do (4.7), ipravou a naslednym limitnim pfechodem At — 0 dostaneme
diferencialni rovnici

K,(Ref) = (Ref - RK ef)-

d Ko
—Ref = =——————(Ret — Ricef), 4.8
a1 = R — R et~ fircer) (4.8)
k niz prislusi pocate¢ni podminka
Ret(0) = Roef, (4.9)

nebot na zac¢atku procesu nejsou zadné shluky, pouze jednotlivé erythrocyty. ReSenim poc¢ateéniho
problému (4.8), (4.9) je funkce

Ko
Res(t) = R ot — (R — Rpe —_—— .
of (1) Kot — (Ri et Of)eXp{ R — Rout }

Pri oznaceni

_ Rier — Roet _ Rger— Roer
o= """""" A= — ————
Roef Ko
dostaneme feseni ve tvaru
Re(t) = Roet {1 +a (1 - e*t/A)} . (4.10)
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Dosazeni (4.10) do (4.2) dava

o(t) = %m(ﬂ) R2,, [1+a (1-&”)]2 (4.11)

takze z (4.3) dostaneme

J(t) = w gQ(H)R2; {(1 +a)t + %A (4(1 +a)e /N —ae /A _ 30 — 4)] . (4.12)
P

Parametry a a A\ charakterizuji limitni velikost erythrocytarnich agregatt a rychlost jejich tvorby,

tedy procesy realné v krvi probihajici. Piedstavuji tedy ony hledané ukazatele charakterizujici

sedimentaci erytrocyti. Jejich urceni pro konkrétni vzorek krve proto mize mit vyznam napi. pro

stanoveni diagnézy.

Hodnoty funkce J jsou pfimo méfitelné, hodnoty parametri og, op, g jsou znamé, viskozita
plazmy np zavisi zndmym zptisobem na obsahu plazmatickych bilkovin'. Ze Stokesova vzorce 4.1 a
empirické hodnoty vs = 6.73 uréime Ry.f, funkci @ uvazujeme ve tvaru (4.6). Ve vyjadieni (4.12)
funkce J tak zlstavaji neurcité pouze parametry a, \. Lze je tedy vypocitat metodami nelinearni
regrese.

Model (4.12) popisuje pouze prvni, akcelera¢ni, fazi sedimentace, pfi niz se tvoii agregéty
erythrocytd. Neni v ném totiz zahrnuto zvétsovani koncentrace sedimentujicich ¢astic v suspenzi
pod zvétsujicim se objemem kapaliny.

Oznacime-li h vysku hladiny kapaliny a Hy pocatecni koncentraci, je Casové zavisla koncentrace
Castic v suspenzi dana vztahem

H(t) = Hoh_LJ(t).

Podle (4.3) je v(t) = J(t); dosazenim do (4.11) dostaneme neautonomni diferencialni rovnici pro

funkeci J,
dJ 2(QE — Qp) h 2 A 2
A7 _2er=er) g (1, 1Y R 1 (1o )]
di 9p 9Q 0% "7 0ef
prislusnd poéateéni podminka je J(0) = 0.
Redlné procesy by vsak mély byt popisovany rovnicemi autonomnimi. K tomuto ti¢elu zavedeme
nové proménné
J
T== r=a(l—eT), = —;
y ( )=y
T predstavuje, zhruba feceno, ¢as méfeny v ¢asovych jednotkach tvorby erythrocytarnich agregati,
x je relativni priristek velikosti agregatu za ¢as 7 a y je relativni vyska sloupce plazmy nad
rozhranim kapaliny a suspenze vzhledem k délce sedimentacni trubice. Déale ozna¢me

/\2(QE_QP) 2
=——— 2 gR; ;.
L 977P g 0ef
Pak je
dt
— =\
dr ’
dx _ T
—:aeT:a(l——):a—x,
dr o

dy 1dJ d¢ A Q(QE — Qp) 2 2 h 2 Hy
& _ 2 AZETCP) o p2 g H, =~ (1 .
& ndtdr h onp Y 0e(l+2)°Q O % " hy 7 +2)Q 1—y

Dostavame tak autonomni systém dvou obycejnych diferencidlnich rovnic

dz dy

— =a-—u, T =7y (1+2)%Q <1Ii0y> (4.13)

ITéto problematice byla vénovana prace [I11.(5)]
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s pocatecnimi podminkami
z(0) =0, y(0)=0. (4.14)
Stavové proménné jsou bezrozmérné, fazovy prostor je [0,1] x [0, 1], model obsahuje tfi parametry
a, v, Hy a obecnou funkei @, kterd musi spliiovat podminky (4.4).
Pocitacové simulace ukazuji, ze model (4.13), (4.14) adekvatné popisuje kvalitativni chovani

sedimentace erythrocyttt — grafem druhé slozka feSeni systému (4.13) je esovita ki¥ivka. Vysledek
jedné ze simulaci s vyuzitim programového systému Maple je uvedena na obr. 4.2.

> restart:with(DEtools) :with(plots):
> Eql:=diff(x(tau),tau)=alpha-x(tau);
> Eqg2:=diff (y(tau),tau)=g*(1+x(tau)) "2*xQ(HO/ (1-y(tau)));

d
Eql = EX(T) =a—x(7)
HO )
1—y(7)
> Q:=H->(1-H) "beta;alpha:=10;g:=1;H0:=0.5;beta:=4;
Q:=H—(1-H)°

Bg2 = 2 y(r) = g (14 x(1)* Q

a:=10

g:=1
HO:=0.5

B:=4

> p:=dsolve({Eql,Eq2,x(0)=0,y(0)=0},{x(tau),y(tau) } ,type=numeric) :
> odeplot(p, [tau,y(tau)],0..2,thickness=3);

0.44

0.3

0.29

0.1

05 1 15 2

tau

Obrazek 4.2: Numerické feSeni poc¢atecniho problému 4.13, 4.14 pomoci programu Maple.
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Kapitola 5

Separace kmenovych bunék
7z periferni krve

Kmenové buitky periferni krve (PBSC, peripheral blood stem cells) se vyuzivaji pfi 16¢bé leukémii
zhruba od poc¢atku devadesatych let dvacatého stoleti a postupné nahrazuji kostni dieni jako zdroj
kmenovych bunék. Je zndmo, ze v krvi koluje malé mnozstvi kmenovych bunék z kostni diené a
Ze tento podet lze dramaticky zvysit rozlicnymi mobilizaénimi stimuly [39]. Pfesny mechanismus
této mobilizace neni dosud objasnén, pfestoze sbér a transplantace PBSC se jiz staly rutinni pro-
cedurou. Dosavadni vysledky (napf. [19], [36], [40] a [48]) se zaméFovaly na staticky popis procesu
sbéru PBSC v separatoru krevnich bunék a jsou uziteéné pro porovnavani riznych procedur sbéru;
nepopisuji vSak dynamiku tohoto komplexniho procesu.

Jako prvni krok k jejimu porozuméni byl vytvofen dynamicky model popisujici pohyb bunék
mezi kostni dfeni, krvi, separdtorem a sbérnym vakem, viz schéma na obr. 5.1. PBSC se tvoii
v kostni dfeni a jsou odtud vyplavovany do krevniho obéhu, soucasné také PBSC z krevniho obéhu
v kostn{ dfeni zanikaji. Pacientova krev se neché proudit pfes separator krevnich bunék (zafizeni,
jehoz hlavni soucasti je centrifuga), v némz se provadi sbér PBSC pro néslednou transplantaci.
Krev s ¢asteéné odebranymi PBSC je vracena do vaskuldrniho systému pacienta.

Pro sestaveni matematického modelu tohoto procesu ozna¢me:

V ... objem krve ve vaskuldrnim systému,
N ... celkovy pocet PBSC,
K ... koncentraci PBSC v krvi.
Tyto stavové veliiny jsou vazany jednoduchym vztahem N = V K. Hodnoty veli¢in N a K se

—

/
)

D -

separator

sbérny vak

_—

kostni dfen |—

krevni obéh

Obrazek 5.1: Schéma pohybu PBSC a jejich separace
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méni s ¢asem t, tj. N = N(t), K = K(t). Pfedpokladame, Zze koncentrace K (0) na zac¢atku déje je
rovna Kjy. Veli¢iny V' a K povazujeme za métitelné.

PBSC jsou vyplavovany do krevniho obéhu z kostni diené nebo v ni zanikaji. Oznac¢me rychlost
tohoto procesu tvorby/mizeni symbolem u. Hodnoty proménné u vyjadiujeme poc¢tem PBSC za
jednotku cCasu. Jedné-li se o vyplavovani PBSC, je u kladné; v opa¢ném piipadé€ je u zaporné.
Rychlost u se miZe v ¢ase ménit, tj. u = u(t). Zména Au poé¢tu PBSC ve vaskuldrnim systému za
kratky casovy interval délky At je rovna u(t)At. Odtud plyne (s vyuzitim standardnich postupii
integralnfho poétu), Ze celkovd zména poctu PBSC (tj. pocet vytvofenych zmenseny o pocet
zaniklych) od za¢atku do okamziku ¢ je ddna integrélem

/t’u(T)dT.

Ozna¢me nyni v rychlost pratoku krve separdtorem (vyjadfenou v objemovych jednotkich za
jednotku ¢asu). Predpokladdme, Ze v je konstantni, tj. Ze zavisi pouze na separitoru. Ozna¢me
déle wy rychlost vstupu PBSC do separatoru a wo rychlost jejich vystupu ze separatoru. Tyto
rychlosti vyjadiujeme poc¢tem PBSC za jednotku ¢asu. Rychlost w; je dana vztahem

wr = wr(t) =vK(t). (5.1)
Predpokladejme, ze PBSC jsou odseparovavany s Gc¢innosti a, tj.
wo = awr . (5.2)

Uéinnost separace o miize zaviset na koncentraci K PBSC, tedy a = a(K) = a(K(t)). Ziejmé je
0<a<1prokazdét > 0.
Nakonec oznaéme M = M (t) celkovy pocet PBSC odseparovanych od zac¢étku do okamziku ¢,
tj.
t
M(t) = /wO(T)dT.
0

Veli¢inu M lze zméfit. Dosazenim (5.1) a (5.2) do posledni rovnice dostaneme

t t

M) = / o(K (1)) wi(r)dr = / v K(r)a(K(r))dr . (5.3)

0 0

Celkovy pocet M odseparovanych PBSC zifejmé také spliuje vztah:

M(t) = pocet PBSC ve vaskuldrnim systému na zac¢atku procesu +
+ celkovy pocet vzniklych/zaniklych PBSC béhem procesu —
— pocet PBSC ve vaskularnim systému na konci procesu .

Tedy
t

M) = N(0)+ /u(T)dT —N(t) = V(Ko - K(t)) + /u(T)dT. (5.4)

Z rovnosti (5.4) a (5.3) plyne nésledujici integralni rovnice:

t
1

K(t) = Ko+ v / [U(T) — vK(T)a(K(T))] dr. (5.5)
0
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Abychom z této integralni rovnice mohli ziskat rovnici diferencidlni (s niZ se 1épe pracuje), budeme
predpokladat, ze K je diferencovatelnd funkce. Pak derivovanim rovnice (5.5) podle ¢asu obdrzime
nasledujici pocatecni problém pro obyc¢ejnou diferencialni rovnici:

dl;(t) - —%K(t)a(K(t))—i—éu(t), (5.6)
K(0) = K. (5.7)

Nelinedrni rovnici (5.6) s obecnymi funkcemi « a u nelze explicitné vyfesit [16]. Proto cely problém
nahradime jeho ,aproximaci nultého fadu“, tj. budeme predpokladat, ze jak i¢innost separace «,
tak rychlost tvorby/zaniku PBSC u jsou konstantni. Jinak feceno, nahradime proménné veli¢iny
o, u néjakou jejich stfedni hodnotou. Pocate¢ni tloha (5.6), (5.7) pfejde na linedrni ulohu:

dK av u
- = —— K4+ — K(0)=K
T v —+ % s ( ) 0>
ktera ma reseni: w u
K@) = L ¢ (Ko _ _) e (av/V)t (5.8)
av av

Navic, rovnice (5.4) se zjednodusi na:
M(t) = V(Ko— K(t)) +ut. (5.9)

Matematicky model procesu separace — popis vyvoje koncentrace PBSC ve vaskularnim sys-
tému a poctu odseparovanych PBSC — sestdva ze dvou rovnic (5.8) a (5.9). Obsahuje métitelné
veli¢iny v, V, Ky a neznamé parametry u, o. Tyto parametry mohou byt nalezeny jako feSeni
soustavy rovnic (5.8) a (5.9), které navic spliiuje podminku 0 < a < 1.

Parametr u lze vyjadfit z rovnice (5.9):

M(t) — V(Ko — K (1))
; .

u =

Dosadime-li ho do rovnice (5.8), dostaneme nasledujici transcendentn{ rovnici pro nezndmy para-
metr a:
M(t) — V(Ko — K(t))

avt

K(t) — Koe~(@v/V)t = (1 _ e—(ow/V)t) 7

kterou lze fesit numericky. Pro prakticky vypocet parametru a jsme pouzili metodu ,regula falsi“
[37].

Parametry u a « jsou veli¢iny, které charakterizuji dynamiku procesu separace; « zavisi nejen
na separatoru (technickém zafizeni), ale i na vlastnostech pacientovy krve, u vyjadiuje reakci
pacientova organismu na stimulaci tvorby PBSC. V nésledném vyzkumu byla sledovana zavislost
téchto parametrii na rozmanitych slozkach krve a na intenzité mobilizac¢nich stimuld. Jednalo se
jiz o standardni statistické hodnoceni.
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Kapitola 6

Prezivani homogenni populace

6.1 Deterministicky popis procesu prezivani

Uvazujme kohortu, tj. populaci homogenni podle néjakého kritéria, v niz nedochézi k rozeni novych
jedinct a jejiz pfislusnici hynou. Ozna¢me N = N(t) ¢asové proménnou velikost populace a p =
wu(t) koeficient dmrtnosti, tj. relativni pocet jedinci zemfelych za jednotku ¢asu. Pak velikost
populace v ¢ase t + At bude

N(t+ At) = N(t) — u(t)N(t)At.

Za piedpokladu diferencovatelnosti funkce N, N € C'[0,00), dostaneme limitnim prechodem
At — 0 obycejnou diferencidlni rovnici

N = —u(t)N, (6.1)
k niz prislusi pocatecni podminka
N(0) = No. (6.2)
Je-li funkce p : [0,00) — R, lokalné integrovatelnd, mé pocatecni problém (6.1), (6.2) FeSeni
¢

N(t) = Nyexp —/u(T)dT . (6.3)
0

Proces prezivani charakterizovany velikosti pfezivajici populace je tedy jednoznacéné urcen jeji
pocatecni velikosti Ny a koeficientem Gmrtnosti .

Model (6.1), (6.2) je neautonomni. P¥irozené procesy by vSak mély byt popsany autonomnimi
rovnicemi, v nichz vystupuji stavové proménné modelovaného déje.

Stav vymirajici (pfezivajici) kohorty vyjadiime jeji velikosti N a aktudlnim koeficientem tmrt-
nosti p. Vyvoj koeficientu Gmrtnosti mize zdviset na velikosti populace (napf. jedinci z vétsi po-
pulace maji mensi pfistup k omezenym zdrojuim, coz mohou byt tfeba léky, a tedy vétsi koeficient
amrtnosti, nebo naopak mohou vice vyuzivat vzdjemnou pomoc a tak zmensovat svou timrtnost)
a na ném samém (zména rizika Gmrti na néjakou chorobu miize zéviset na stadiu této choroby, tj.
na soucasném riziku tmrti). Zména koeficientu tmrtnosti nemusi zaviset pouze na jeho aktualni
velikosti a na aktudlni velikosti populace, ale na jejich celém vyvoji od poc¢atku (nékteré vlivy na
preziti se totiz mohou v pribéhu ¢asu kumulovat nebo ptisobit s jistym zpozdénim). Budeme-li
tedy predpokladat diferencovatelnost funkce y, 1 € Ct[0, 00), mfizeme vyvoj koeficientu timrtnosti
popsat funkcionalni diferencialni rovnici

o= B(N, 1), (6.4)
kde @ : (C![0, oo))2 — R je zobrazeni takové, aby rovnice (6.4) s po¢ateéni podminkou
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byla jednoznacné fesitelna.

Deterministicky popis procesu pfezivani je tedy dan soustavou obycejné a funkciondlni dife-
rencialni rovnice )

N=—uN

. ’ 6.6

fr=2(N, p) (66)

s poéateénimi podminkami (6.2), (6.5).

6.2 Stochasticky popis procesu prezivani

Proces preziti je charakterizovan casem preziti T', coz je kladnd ndhodna veli¢ina interpretovand
jako ¢as od po¢dtku (narozeni individua, zac¢atek sledovani, diagnéza nemoci ap.) do smrti jedince.
Budeme predpokladat, ze nahodnéa veli¢ina T' je spojitd, ma distribu¢ni funkci F' a hustotu f, tj.

P(T < t) = F(t) = / f()dr.

Piezivani lze také popsat funkei preziti S = S(t), definovanou vztahem
St)=1—-F({t)=P(T > 1t), (6.7)

kterou lze interpretovat jako pravdépodobnost, zZe se jedinec dozije alespon ¢asu t od pocatku,
nebo rizikovou funkci A = A(t). Rizikova funkce je definovana jako intenzita pravdépodobnosti
umrti, tj. pravdépodobnost, Ze jedinec prezije (kratky) ¢asovy interval délky At za predpokladu,
ze se dozil casu t, je dana vztahem

Pt <T <t+At|T >t) = A(t)At. (6.8)

Odtud dostaneme

1 1
AMt) = FPEST <t+ AT > ) = =P(T <t+AtT > )
t+At
d
CLPT<ttAy 1 S fydr
At P(T=t)  S(t) At

Limitnim pfechodem At — 0 s vyuzitim de I’'Hospitalova pravidla dostaneme

) F@® 8@
=50~ 50~ 50 (6:9)

Jinak feceno, funkce pfeziti je FeSenim obycejné neautonomni diferencialni rovnice
S = —\(t)S. (6.10)
Prislusna pocatecni podminka je
50)=P(T>0)=1, (6.11)

podle predpokladu, ze T je kladnd ndhodné veli¢ina. Je-li rizikova funkce A lokalné integrovatelna,
je TeSenim pocateéniho problému (6.10), (6.11) funkce

t

S(t) = exp —//\(T)dT . (6.12)

0
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Pro zjednoduseni zapisu je uzitecné zavést kumulationi rizikovou funkci H rovnosti

H(t) = / A(r)dr. (6.13)

Uvazujme opét prezivani jedincd z kohorty o pocateéni velikosti Ny. Klasicka nebo geometricka
pravdépodobnost doziti ¢asu ¢, tedy S(t), je pomérem velikosti kohorty prezivajici v ¢ase t a jeji
pocatecni velikosti,

N(t
S(t) N—(o) (6.14)
Porovnénim (6.3) a (6.12) nyni vidime, ze
t t
S(t) = exp —/M(T)dT = exp —/)\(T)dT
0 0

Z této rovnost plyne, ze u = A skoro v8ude na [0, 00) a ponévadz jsme pfedpokladali, ze koeficient
umrtnosti p je diferencovatelna (a tedy spojitd) funkce, miizeme na zékladé posledni rovnosti
ztotoznit koeficient imrtnosti a rizikovou funkci, 4 = A a model (6.6) piepsat na tvar

N =—\N,
A=®(N,\), (6.15)
N(0) = No,  A0) = Xo.

Tento model je vSak pfilis obecny; ,,pouzitelnou teorii“ z néj dostaneme specifikaci operatoru ®.

6.3 Prezivani onkologickych pacientt

Uvazujme onkologické pacienty, ktefi jsou na pocatku podrobeni néjakému lééebnému zédkroku
(operaci), ktery v8ak nemusel odstranit vSechny rakovinné buiiky. Tvar jejich rizikové funkce
odvodime z predpokladu, ze riziko tmrti je imeérné rychlosti proliferace zbylych rakovinnych bunék
(recidiva nebo metastazy), tj.

A(t) = By(t), (6.16)

kde S je kladna konstanta a y = y(t) je velikost populace rakovinnych bunék v ¢ase t. Dostate¢né
jednoduchy a pfitom adekvéatni model ristu rakovinnych bunék je Gompertzova kiivka [24], tedy
feseni pocatecniho problému pro obycejnou diferencialni rovnici

y = —ayln % y(0) = yo, (6.17)

takze
y(t) = bexp {e_“t In y_bo} ;

pfitom a > 0 vyjadiuje teoretickou rychlost neomezeného ristu populace rakovinnych bunék, b > 0
jeji maximalni moznou a yo > 0 pocatedni velikost. Dosazenim do (6.16) dostaneme

b Y0 e faat gy Y0
A(t) = —Babln , oXP {e In . at}. (6.18)

Budeme predpokladat, ze yo < b (coz vyjadiuje zndmou skuteénost, ze nador roste z jedné nebo
nékolika méalo ,zvrhljych“ bunék), nebo specifi¢téji

lnﬁ > 1.
Yo
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Pak muzeme zavést oznaceni

A* = @, t* = lln <ln£) (6.19)

e a

a po jednoduché tpravé vyjadrit rizikovou funkei (6.18) ve tvaru
A(t) = At a, t*,0") = X exp {1 —a(t—t*) — e—a“—t*)} (6.20)

a kumulativni rizikovou funkci (6.13) ve tvaru

*

H(t) = H(t;a,t", \*) = 62 (exp {—e_“(t_t*)} — exp {—e“t* }) ) (6.21)

Parametry a, t*, \* jsou kladné a snadno ovéfime, ze

* * .
A" = I{lfg()\(t), t* = arg max A(t);

pribéh rizikové funkce a k ni prislusné funkce preziti je zobrazen na obr. 6.1. Funkce A je na

A
A*

Ao

—

Soc

Obrazek 6.1: Pribéh rizikové funkce (6.20) a prislusné funkce pieziti (6.12). Pouzité parametry
byly a = 0.1, t* = 12, A* = 0.07.

intervalu [0, co) kladnd a mé vlastnosti

lim A(t) = \* exp {1 +at* — eat*} < A%, lim A(t) =0, (6.22)
t—0+ t—o0
takze

0= lim A(t) < lim A(f) < A" = max A(t).

t—oo t—0+ t>0

Tyto nerovnosti lze interpretovat nasledujicim zptisobem: nejvétsi riziko imrti na rakovinu nastava
néjakou dobu po 1écebném zakroku, poté toto riziko klesd a pfiblizi se k nule, tj. ne vsSichni
onkologicti pacienti musi na rakovinu zemfit. Tento zavér je v souladu s klinickjm pozorovanim
(sr. napf. [8]). Navic

t—o0

7/\(t)dt = lim H(t) = 62* (1 — exp {—e“t*}) < o0,
0
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coz znamend, Ze relativni podet pacientt, ktef{ na rakovinu nezemfou, je vzhledem k (6.12) dan
vyrazem

oo )\*

Soo = tlim S(t) =exp{ — / A)dt p = exp{
—00 a
0

(exo{-e} 1)}

Nyni mtzeme pro tplnost specifikovat zobrazeni ® z modelu (6.15). Z (6.16) a (6.17) dostaneme

5= 8= p3 (~ayl?

” b):—ﬁay (In%+1)=6a2y1n%(1n%+l) =

_ YIm¥ (n?
— a(Bab)¥ In ¥ (1n 2+ 1). (623)
Funkei y vyjddiime z rovnosti (6.16):
. t
v =+ 3 / A(r)dr,
0
takze
. t
y_w, 1
L= / A(r)dr. (6.24)
0
Podle (6.19) je
_ * 1 _ eA” Yo at*
Bab = e\*, B b—exp{ e } (6.25)

Oznac¢ime

x A\*
B\ (t) = exp{—eat } + ea / A(T)dr
0
a dosadime (6.25) a (6.24) do (6.23). Tim dostaneme konkrétnéjsi vyjadfeni modelu (6.15):

N =—\N,
A=aeX*®;(A)In @1 (A) (1 +1n @1 (N)).

Piislusné poc¢ateéni podminky vzhledem k (6.22) jsou
N(0) = Ng, A(0) =A"exp {1 +at* — e“t*} .

Takto zapsany model se dvéma stavovymi proménnymi N, A a ¢tyfmi parametry a, t*, \*, Ny
vsak neposkytuje né€jaky rozumny vhled do procesu piezivani. To by mohlo ukazovat, ze volba
stavovych proménnych nebyla nejvhodnéjsi.

Za jednu ze stavovych proménnych muzeme vzit funkci pfeziti S (coZ je na rozdil od velikosti
kohorty N bezrozmérnd veli¢ina), druhou by mohla byt velikost populace rakovinnych bunék y
(coz je veli¢ina vyjadiujici stav organismu a jejiz zmény bezprostfedné ovliviiuji rizikovou funkci
A). Do rovnice (6.10) postupné dosadime (6.16), (6.17) a (6.25). Dostaneme

. . Yy, ¥y xad 1. Y
S=-AS=-0yS = ﬂang lng =e)\ Sglng.
Linearni transformace
, T=at
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zavadi bezrozmeérnou veli¢inu 7 a novou ¢asovou jednotku zavislou na rychlosti proliferace rakovin-
nych bunék, tj. odvozenou z modelovaného procesu. Tato transformace prevede pfedchozi rovnici
na tvar

ds A*
2 _° Snlnn
dr a
a Gompertzovu rovnici (6.17) na
dn !
— = —nlnn.
dr Kt

Pfi oznaceni .
el Yo { u t*}
a = y MNo= 7 =€xpy—¢€
a b
tak dostaneme model pfezivani onkologickych pacientd ve tvaru

ds

i aSnlnn,

d

an _ —plny, (6.26)
dr

5(0) =1, 1(0) = o,
tedy model s dvéma bezrozmérnymi stavovymi proménnymi a dvéma parametry; S je funkce
preziti, n charakterizuje proliferaci rakovinnych bunék (metastdzy), ¢asova jednotka je urcena
rychlosti této proliferace. Jesté mtZzeme poznamenat, Ze pfislusny fdzovy prostor je [0,1] x (0,1] a
trajektorie jsou popsany rovnici
5(77) = e—a(ﬁ—ﬁo);

Hfazovy portrét“ systému (6.26) je na obr. 6.2. Poéatecni hodnota proménné n je pomérem mnoz-

’r] A

0 1 S

Obrazek 6.2: ,Fazovy portrét* systému (6.26). Pouzité parametry byly stejné jako u obr. 6.1.

stvi rakovinnych bunék neodstranéngch pfi lé¢ebném zakroku yo (coz je néjaké malé ¢islo) a ma-
ximalni mozné velikosti populace takovych bunék b, tedy jakéhosi ,,zhoubného potencidlu“ nebo
yagresivity“ rakovinného bujeni; analogie s popula¢ni dynamikou umoziiuje tuto veli¢inu inter-
pretovat jako efektivitu vyuzivani zdroji organismu, v némz se choroba §ifi. Prvni kvalitativni
disledek naseho modelu tedy je, Ze s rostoucim vycerpavanim organismu chorobou klesa schop-
nost preziti. To je samozfejmé trividlni zavér. OvSem kdyby ani ten z modelu neplynul, byl by to
dtvod k jeho zamitnuti. Nyni se miizeme odvozenou (sestrojenou) rizikovou funkei dale zabyvat.
Prvnim krokem ke kvantitativnim zavéram je identifikace parametri modelu na zakladé klinickych
dat.
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Kapitola 7

Odhad funkce preziti a rizikové
funkce

7.1 Neparametrické metody

Predstavme si, ze studujeme prezivani pacientt trpicich urc¢itou chorobou. Pti pozorovani jednoho
jedince od néjakého pocatku (napf. lééebného zdkroku) mize dojit k tomu, Ze tento jedinec na
uvaZovanou chorobu zemfe, nebo jeho sledovani skonéi z jiného dtivodu (ukonceni vyzkumu, paci-
ent se odstéhuje, pfestane spolupracovat, zemfe na néco jiného ap.). Ve druhém ptipadé mluvime
o tom, Ze pozorovani bylo cenzorovdno (zprava).

Necht ¢as preziti s uvazovanou chorobou je spojitd ndhodné veli¢ina T s distribuéni funkei
F (stejné jako v 6.2) a Cas cenzorovéani je ndhodna veli¢ina C' s distribuéni funkci G. Budeme
predpokladat, ze veli¢iny T" a C' jsou nezavislé. Nahodna veli¢ina ¢as pozorovdni X a indikace umrti
z dané priciny 0 (jejichz realizace jsou vysledkem pozorovani) jsou ndhodné velifiny definované
vztahy

X:min{T7C}, 6= 1{X:T};

1 _ 11 P7
Fr =30, -P.

Distribuéni funkci ¢asu pozorovani oznac¢ime L. Plati

pfitom symbol 1;p; je definovan jako

Lit)=P(X <t) =P(T<tAC<t)V(TKtAC=t)V(T=tNC<t)
= PGt + F)(1-G®) + (1= F(1))G(t) =1 - (1 - F(t))(

S~—
I

kde S je funkce preziti zavedend vztahem (6.7). Funkce
L=1-L=S(1-G)

se nazyva modifikovand funkce preZiti.

Pro jednoduchost budeme pfedpokladat, Ze ndhodna veli¢ina C' je spojitd a ma hustotu g.
Je-1i A rizikova funkce (6.9), pak jeji vérohodnostni funkce p¥i pevné hodnoté X a § = 1 je déna
vyrazem

(1-GX))f(X)=(1-GX))NX)S(X)

a pri 0 = 0 vyrazem
9(X)(1 - F(X)) = g(X)S(X).
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Souhrnné muzeme zapsat, ze vérohodnostni funkce £ rizikové funkce A pfi pevnych hodnotach X
adje

é 1-6

L) = (AX))°S(X) (1 - G(X)) (9(X))

Predpoklad o spojitosti ndhodné veliciny C' nebyl nijak podstatny; ivahu lze snadno modifikovat
i pro veli¢inu diskrétni.

Necht X4,..., X, resp. 01,...,0,, jsou ndhodné vybéry ¢asu pozorovani, resp. indikace amrti
z dané pri¢iny, tj. zméfené délky pozorovani a idaje o tmrti. Vérohodnostni funkce rizikové funkce
A pfi pevnych hodnotach Xi,..., X, d1,...,d, je

£0) =TT (x) " exp { - / AT b (1 - G(x)" (g(X) "

(vyuzili jsme rovnost (6.12)) a logaritmickd vérohodnostni funkce je

n Xi
() =LA =7+ [6GnAX,) - /)\(T)dr , (7.1)
i=1 A
kde hodnota v zavisi pouze na hustoté G a nezavisi na rizikové funkci .
Spolu s vybérem X, ..., X, uvazujme uspofddany ndhodny vybér X(y),..., X(,) a ptislusné
indikace amrti d(qy, ..., d(,). Kaplan a Meier [23] navrhli odhad funkce pfeziti ve tvaru
Ses
R 1 @
S(t) = 1—-— ; 7.2
0=11 (*-i=i1) (72
X(i) <t
jedné se o schodovitou zprava spojitou funkci. Necht t1, o, . .., t,, jsou vSechny body nespojitosti

Kaplanova-Meierova odhadu funkce pfeziti (tj. ¢asy, v nichz doslo k Gmrti z uvazované pficiny,
m — Y7 0;) takové, ze 0 = to < t; < t; < -+ <ty < X(,). V monografii [6] je v oddilu 2.2
uveden odhad rizikové funkce zprava spojitou schodovitou funkci ve tvaru
2 0
3 Xay=t; .
Alt) = = prot € [tj,tjy1), 7=0,1,2,...,m—1 (7.3)
(t41 = 1) 22 Lixy )

a v 2.1.4 hranice 100(1 — «)% intervalu spolehlivosti funkce preziti ve tvaru

g(t)exp{iu(‘z") (m (—lnS(t))) }, (74)

kde u je kritickd hodnota normovaného normélniho rozdéleni. Nelson [33] navrhl odhady kumula-
tivni rizikové funkce a distribuéni funkce ¢asu pozorovani ve tvaru

=y 20 (7.5)

X<t n—i+1
. -
Ln(t) = +— > (X<t} (7.6)
=1

Velmi G¢innou neparametrickou metodu odhadu rizikové funkce predstavuji jadrové odhady.
Jadro K je spojita a symetrickd (K (t) = K(—t)) realnd funkce splitujici podminky

(i) SuppK =cl{t e R: K(t) #0} =[-1,1],
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) 1, k=0
(i) [t*K(t)dt={0, k=1
o B #0, k=2

Jadrovym odhadem rizikové funkce A s jadrem K a vyhlazovacim parametrem h je konvoluce jadra
a Nelsonova odhadu kumulativni rizikové funkce (7.5)

< 71 7 t—T1 A 71 n t—X(i) 5(1-)
/\h,K(t)—E/K< - )dH(T)_E;K< - )n—i+1' (7.7)

Vlastnosti tohoto odhadu byly podrobné studovany v ¢lanku [31], kde byla také dokdzana jeho
asymptotickd normalita a byly odvozeny hranice asymptotického 100(1 — «)% intervalu spolehli-

vosti ve tvaru 12
Q An xk(t)Vk a
ni (t) { (D (2) (7.8)

kde w je kritickd hodnota normovaného normalniho rozdéleni, L, je Nelsontuv odhad distribuéni
funkce ¢asu pieziti (7.6) a

Vi :/(K(t))th.

Dale budeme piedpokladat, ze A € C2[0, 7], kde T > 0 je takové ¢islo, ze L(t) < 1 prot € [0,T]
a oznacime

T T 1
o " 2 _ ﬂ o 2
Ds _0/(/\ ()2, A_O/ Gt __/lt K(t)dt.

Zakladnim problémem jadrovych odhadi je urceni v néjakém smyslu optimélniho vyhlazovaciho
parametru hope. V ¢lanku [31] je dokdzano, Ze hopy minimalizujici prvni €len rozvoje vyrazu

[l

T

MISE (X,LK) - / E (;\h,K(t) - )\(t))th
0

(Mean Integrated Square Error) spliiuje rovnici

AVi 1/5
hopt —_— (m) . (7.9)

Optimalni vyhlazovaci parametr podle této rovnice zavisi na rizikové funkci, kterou odhadujeme.
Prikladem jadra je Epanec¢nikovo

3

K(t) =70 = )1 1<, (7.10)
1
L

pro néz je Vg = 2 a By =

7.2 Odhad parametru rizikové funkce onkologickych paci-
enti

Logaritmické vérohodnostni funkci (7.1) je pro rizikovou funkci (6.20) tvaru

(a, t*,\) =
= é {51- (ln)\* +1—a(X;—t")— e*a(Xift*)) _ ei* (exp {_efa(Xrt*)} e {_eat*})} |
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aditivni konstantu v mizeme zanedbat. Za maximalné vérohodné odhady parametri a, t*, A* tedy
vezmeme R
(d, t*, )\*) = argmax/ (a,t", \").

Hodnoty a, t* a X* musi splinovat rovnost

O (.6.57) - %Z& 2 exp et} Z& exp { —eeX-)) g,

tedy pfi oznaceni

Zn: d;
=1

Pt = —
a (; d;exp {—e~a(Xi=I)} — nexp {—eat” })
je .
=1 (a,t*) (7.11)
a odhady @, t* jsou
(d, tA*) = argmaxﬁ(a,t*, Y(a, t*)) (7.12)

Maximum (7.12) budeme hledat néjakou itera¢ni metodou. K tomu je potfebné mit co nejlepsi
(nebo alespori realistické) prvni aproximace. K jejich nalezeni vyuzijeme odhad \ rizikové funkce
dany vyrazem (7.3). Interval [0, X(,)) rozdélime na nékolik disjunktnich subintervali I, Is, ..., I,
(pro uréitost zprava uzavienych) a mezi nimi najdeme ten, v némz lezi nejvice bodd nespojitosti
Kaplanova-Meierova odhadu (7.2) funkce pfeziti; oznac¢ime ho J. Je tedy

Z d; = max Z 6 j=12...,p

X, edJ XiEIj

V intervalu J se nachazi nejvice ¢asi tmrti, lezi v ném tedy maximum rizikové funkce A(-, a, t*, A*),
tj. t* € J. Na intervalu J aproximujeme funkci A\ kvadratickym regresnim polynomem

Mt)~ At + Bt +C, teJ; (7.13)

za tabulkové body bereme {(tj, ;\(tj)) HEPNS J}. V okoli bodu t*, tj. v okoli maxima, nahradime

rizikovou funkci (6.20) Taylorovym polynomem druhého stupné:

2

NOEDS (1 - % (t - t*)z) . (7.14)

Za prvni aproximaci @, t* parametrii a, t* vezmeme takové hodnoty, pro néz se pravé strany
pribliznych rovnosti (7.13) a (7.14) rovnaji:

~2

AR + Bt +C = ¢ (@, %) (1—%(t—{*)2).

_ B B 2
F=—51 =24 grac

Jesté poznamenejme, ze ponévadz funkce A by na intervalu J méla nabyvat svého maxima, méla
by i jeji aproximace (7.13) zde mit maximum. Pokud by tedy koeficient A v kvadratické regresi
(7.13) vySel nezaporny, nelze popsanou metodu pouzit. V takovém piipadé by model popsany v 6.3
patrné nebyl adekvatni.

Dostavame tedy
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Pro implementaci popsané metody odhadu parametri je tfeba jesté specifikovat pocet subin-
tervalti p a metodu minimalizace vérohodnostni funkce. Pro vsechny dale uvadéné vypocty bylo
pouzito p = [1 4 3.31og;, n], kde [] oznacuje celou ¢ast realného éisla; jednd se o obdobu Sturger-
sova pravidla pro konstrukei histogrami [3, str. 19]. Maximum logaritmické vérohodnostni funkce
bylo hleddno modifikovanou Newtonovou metodou — pomoci funkce nlm z programového systému
R.

7.3 Simulacdni studie

Metodu odhadu parametrt rizikové funkce (6.20) popsanou v predchozim oddile ovéfime na si-
mulovanych datech. K tomu nejprve potfebujeme simulovat piezivani kohorty slozené z n je-

dinct, je-li zndma rizikova funkce. Z takové kohorty zemie m = [(1 — Se)n] jedincl; pFitom

Soo = tlim S(t) a [-] oznaluje celou ¢ast redlného ¢isla. Necht tito jedinci umiraji v Gasech
— 00

T, To, ..., T; Th < To < -+- < Tp,. Pak v intervalu (T3, T;41) Zilo n — ¢ jedincd, v ¢ase Tjt1q

jeden z nich zemfel. Klasickd pravdépodobnost amrti jedince v ¢ase T;41 tedy je 1/(n —4); timto
vyrazem je soufasné dana pravdépodobnost umrti jedince v intervalu (7}, T;+1]. Pokud okamziky
T; a T; 41 nejsou ,piili§ vzdalené“, lze za pravdépodobnost timrti v intervalu (73, T;41] povazovat
vyraz

Tit1

Ar)dr = H(Tiy1) — H(TY),

T;

sr. (6.8) a (6.13). Celkem tedy mame
1
H(T; 1) — H(T;) = i=0,1,...,m—1; (7.15)

i)
n-—1

pfitom klademe Ty = 0. Rovnost (7.15) 1ze povazovat za rekurentni formuli pro postupny vypodet
simulovanych ¢ast tmrti.

Poznamka: Uvazujme exponencialni funkci pieziti S(¢) = e~** Kumulativni rizikova funkce pak je
H(t) = At, celkové preziti So, = 0, celkovy pocet zemielych m = n a rovnost (7.15) po jednoduché
Gpravé prejde na

1 1

Ti+1:T%—|—— o) i:O,l,...,n—l.
An—1

Simulované ¢asy preziti tedy budou

158 1
T == . i=1,2,...,n.
/\kzzon—k ’ "

Maximalné vérohodny odhad parametru A exponencialni funkce pfeziti je

kde §; jsou indikdtory tmrti a X; délky sledovéni; sr. napt. [18, 2.2.1]. V pfipadé simulovanych
dat XZ:T’“ 512 ].,Z: 1,2,...,71, tedy




COZ znamena, ze

N n
A=——=A
n/A
Pro exponencidlni funkei pfeziti tedy data pfeziti simulovand pomoci rovnosti (7.15) jsou ta, ktera
déavaji pri odhadu parametru A metodou maximalni vérohodnosti pfesnou hodnotu. o

Ke kumulativni rizikové funkei (6.21) existuje funkce inversni

HYE) = H M (& a, t50°) = t* — éln [— In (exp {—e“f*} + ei* 5)} ,

ktera je definovina na intervalu [0, — In S ). Rovnost (7.15) mtZeme nyni pfepsat na tvar

1
Tig1=H! <H(TZ—)+ > i=0,1,...,m—1. (7.16)
n—1
Tato formule dava m simulovanych udaju o preziti X1 = T1,..., X =T 61 = -+ = 6 = 1.
Dale polozime 0pq1 = -+ = 0p = 0 a Xiq1,..., X, libovolné, ale tak, ze X; > Tpp, j =

m+1,...,n.
Tradi¢néjsi piistup k simulaci ¢ast preziti je nasledujici. V intervalu [Soo, 1] zvolime m ekvi-
distantnich bodi
1-95%

, 1=1,2
m+1

si=1—1 y 2,0,

m

a pak polozime T; = S~1(s;), nebo po tipravé

T, =H! <—1n<1—z'1n;fi°)). (7.17)

Timto zpisobem ziskdme opét m simulovanych ¢asd tmrti X; = 17,..., X,, = T\, které doplnime
n — m libovolnymi cenzorovanymi casy pozorovani vétsimi nez T5,.

Generovani ¢ast pieziti podle formuli (7.16) a (7.17) je deterministické, tj. pro pevné zvolené
parametry a velikost kohorty d4 nendhodné ¢asy tumrti. Nahodné (pfesnéji fedeno pseudondhodné)

Casy mizeme ziskat vygenerovanim n nadhodnych ¢isel ug,...,u, z rovnomérného rozdéleni na
intervalu (0,1). Pak polozime
H Y (—Ilnw), u; > S, 1, u;>S
Xi=9. ( ) i) . , ! < 6= ! > (7.18)
libovolné dostatecné velké, wu; < Soo, 0, u; <Sw.

VSemi tfemi uvedenymi metodami byla vygenerovana data preziti. Pro simulace byly zvoleny
hodnoty a = 0.1, t* = 12, \* = 0.07 (stejné hodnoty jako pfi sestrojeni obr. 6.1) a n = 25.
Ze simulovanych dat byly vypoéitany Kaplanovy-Meierovy odhady funkce pteziti (7.2), rizikové
funkce (7.3) a jadrové odhady rizikové funkce (7.7) s Epane¢nikovym jaddrem (7.10). Za vyhlazo-
vaci parametr byla zvolena optimalni hodnota hep podle (7.9); pfitom jsme za T' vzali nejvétsi
simulovany cCas timrti,

T=max{§;X;:i=1,2,...,n}.

Pak totiz pro t € [0,7] je G(t) = 0, takze L(t) = S(t) a

(A0, [ A0 i z s
AZO/mdtzo/exp{—f(;/\(t)dT}dt: 0/ efdu=exp _O/A(T)dT —1= W’

dale
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Vysledky jsou shrnuty na obr. 7.1. Hodnoty skute¢né funkce preziti i skutecné rizikové funkce ve
vSech pripadech lezi uvnit¥ 95% intervalii spolehlivosti pro jejich neparametrické odhady vypodi-
tané ze simulovanych dat. Pro kazdy soubor simulovanych dat byly odhadnuty parametry rizikové
funkce a, t*, X\ a vypocitana jejich ,relativni euklidovska vzdalenost“ od pfesnjych hodnot

AN 2 AN 2 ~ 0\ 2
a t* A*
d=, (1-% 1- = 1- 2

Odhadnuté parametry a pfislusné hodnoty d pro data simulované podle (7.16) jsou

a=0.105, *=12.6, X =0.0724, d=0.08,

podle (7.17) jsou

0.114, * =12.2, X*=0.0789, d=0.19,

a
a podle (7.18) jsou
a=0142, * =122, X*=00770, d=0.43.

Tyto vysledky naznacuji, ze ,,deterministickd” simulace podle (7.16) by mohla byt vhodné&jsi nez
ta podle (7.17)%.

Odhady parametrii rizikové funkce (6.20) uvedené v 7.2 jsou bodové. Jistou pfedstavu o jejich
intervalovych odhadech mize poskytnout metoda Monte Carlo — generovanim nékolika soubort
dat preziti pro riizné pocatecéni velikosti kohort, odhadem parametri pro kazdy z nich a naslednym
statistickym hodnocenim soubor® odhadnutych parametri.

Uvedeme zde vysledky dvou skupin simulaci. V prvni z nich byly zvoleny parametry a =
0.08, t* = 30, A* = 0.1 a ve druhé a = 0.08, t* = 30, A* = 0.01. V prvnim pfipadé se jedna
o kohortu s malym celkovym pfezitim (So = 0.033), ve druhém s velkym (So = 0.712). Pro
kazdou skupinu bylo vygenerovano 50 soubort dat pro kazdou ze ¢ty pocatecnich velikosti kohorty
Ny € {30,100, 170,240} ¢tyfmi riznymi zptsoby:

(i) deterministické doby pfeziti podle (7.16) s X,,,11 = --- = Xy, = 1.5X,,,, bez cenzorovani,

(ii) stejnd deterministickd data pteziti a Gasy cenzorovéni z rovnomérného rozlozeni na intervalu
(0.25X Ny, XN ),

(iii) ndhodna data pieziti podle (7.18) bez cenzorovani, doby pozorovani pro u; < Seo byly voleny
jako ndhodn4 ¢isla z rovnomérného rozdéleni na intervalu (Y, 1.5Y), kde

Y=H_1(—1nmin{ui: u; > SOO}),

(iv) ndhodnd data preziti jako v (iii), ¢asy cenzorovani jako v (ii).

Pro kazda simulovana data byly odhadnuty parametry a, t*, A* a z nich pak vypocitany statistické
charakteristiky. Vysledky jsou shrnuty v tab. 7.1 a 7.2 a v podobé krabicovych grafii jsou zobrazeny
na obr. 7.2 a 7.3.

ISimulaci jsem samoziejmé provedl mnohem vice. Uvedené predstavuji typicky vysledek.
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Obrazek 7.1: Simulovana data pieziti podle (7.16), (7.17) a (7.18) (shora doli1). Cervena silna
Cara — skuteéné funkce preziti a rizikové funkce, ¢ernd lomend ¢ara — Kaplantv-Meieruv odhad
funkce pfeziti a odhad rizikové funkce podle (7.3), o — uplné pozorovani, + — cenzorované po-
zorovani, éerné teckovana éara — 95% interval spolehlivosti pro Kaplantiv-Meieriv odhad funkce
preziti, modra ¢ara — jadrovy odhad rizikové funkce, modré teckované éara — jeho 95% interval
spolehlivosti.
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Zpiisob | Velikost . Cha.rak,teristiky odhadnutych parametri
. parametr | aritmeticky . s .
simulace | kohorty L minimum medidn maximum
prumér
a 0.0988
30 t* 27.3862
¥ 0.1004
a 0.0854
100 t* 29.2051
(i) ¥ 0.1010
a 0.0826
170 t* 29.6533
¥ 0.1010
a 0.0832
240 t* 29.4783
¥ 0.1004
a 0.0782 0.0373 0.0726 0.1221
30 t* 32.2856 25.0138  31.6823 60.0895
A 0.1004 0.0646 0.1023 0.2657
a 0.0810 0.0638 0.0806 0.1011
100 t* 29.9336 26.5037  30.2453 33.5440
(ii) A 0.1010 0.0751 0.0975 0.1195
a 0.0793 0.0706 0.0782 0.0910
170 t* 30.3776 27.1238  30.6132 33.4593
A 0.1010 0.0782 0.1020 0.1336
a 0.0773 0.0698 0.0770 0.0900
240 t* 30.5717 27.9420 30.5781 33.1531
A 0.1004 0.0847 0.0988 0.1138
a 0.0762 0.0377 0.0725 0.1306
30 t* 33.2792 24.7802  31.9695 58.2972
¥ 0.1004 0.0645 0.1025 0.2430
a 0.0824 0.0647 0.0818 0.1024
100 t* 29.5999 26.1423  29.9072 32.9099
(i) ¥ 0.1010 0.0748 0.0963 0.1323
a 0.0798 0.0690 0.0796 0.0919
170 t* 30.2293 26.8317  30.4127 34.2777
¥ 0.1010 0.0779 0.1015 0.1436
a 0.0779 0.0697 0.0770 0.0900
240 t* 30.4521 27.9278  30.4596 33.1747
¥ 0.1004 0.0846 0.0998 0.1298
a 0.0741 0.0377 0.0704 0.1221
30 t* 33.8344 25.0138  32.4967 58.2972
¥ 0.1004 0.0646 0.1084 0.2430
a 0.0809 0.0638 0.0806 0.1011
100 t* 29.9419 26.5037  30.2453 33.5440
(iv) ¥ 0.1010 0.0751 0.0975 0.1195
a 0.0791 0.0694 0.0782 0.0909
170 t* 30.4415 27.1238  30.6132 34.2777
¥ 0.1010 0.0782 0.1023 0.1436
a 0.0774 0.0697 0.0771 0.0900
240 t* 30.5822 27.9420 30.6086 33.1747
¥ 0.1004 0.0847 0.0994 0.1298

Tabulka 7.1: Charakteristiky odhadti parametri rizikové funkce (6.20) pro simulované pfezivani
kohort rizné velikosti. Parametry pouzité pro simulaci: a = 0.08, t* = 30, A* = 0.1, zpusoby
simulace popsany na str. 70
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Zpiisob | Velikost . Cha.rak,teristiky odhadnutych parametri
. parametr | aritmeticky . s .
simulace | kohorty L minimum medidn maximum
prumér
a 0.1006
30 t* 30.7819
¥ 0.0115
a 0.0887
100 t* 30.1077
(i) ¥ 0.0107
a 0.0864
170 t* 29.9683
¥ 0.0105
a 0.0816
240 t* 30.3578
¥ 0.0102
a 0.0922 0.0383 0.0925 0.1947
30 t* 30.3148 22.0827  29.7484 44.7638
A 0.0115 0.0029 0.0120 0.0238
a 0.0816 0.0586 0.0792 0.1091
100 t* 30.1286 24.7050  30.2709 35.5205
(ii) A 0.0107 0.0059 0.0106 0.0205
a 0.0797 0.0599 0.0782 0.1025
170 t* 30.3438 26.2413  30.0961 33.4325
A 0.0105 0.0045 0.0101 0.0145
a 0.0786 0.0661 0.0773 0.1013
240 t* 30.5309 27.7770  30.6724 32.9968
A 0.0102 0.0071 0.0099 0.0133
a 0.0918 0.0382 0.0926 0.1928
30 t* 30.0394 22.0686  29.4897 44.3495
¥ 0.0115 0.0028 0.0119 0.0238
a 0.0820 0.0588 0.0804 0.1092
100 t* 29.9996 24.7069  30.1961 35.4461
(i) ¥ 0.0107 0.0059 0.0107 0.0204
a 0.0794 0.0599 0.0780 0.1026
170 t* 30.3351 26.2024  30.0847 33.3872
¥ 0.0105 0.0045 0.0101 0.0145
a 0.0783 0.0629 0.0771 0.1014
240 t* 30.5596 27.7769  30.6713 33.7760
¥ 0.0102 0.0071 0.0099 0.0133
a 0.0921 0.0383 0.0928 0.1928
30 t* 30.2660 22.0827  29.7304 44.7638
¥ 0.0115 0.0029 0.0120 0.0238
a 0.0816 0.0586 0.0792 0.1091
100 t* 30.1288 24.7069  30.2709 35.5205
(iv) ¥ 0.0107 0.0059 0.0106 0.0205
a 0.0797 0.0599 0.0782 0.1025
170 t* 30.3445 26.2413  30.0977 33.4325
¥ 0.0105 0.0045 0.0101 0.0145
a 0.0786 0.0661 0.0773 0.1013
240 t* 30.5311 27.7770  30.6724 32.9968
¥ 0.0102 0.0071 0.0099 0.0133

Tabulka 7.2: Charakteristiky odhadti parametri rizikové funkce (6.20) pro simulované pfezivani
kohort ruzné velikosti. Parametry pouzité pro simulaci: a = 0.08, t* = 30, \* = 0.01, zpusoby
simulace popséany na str. 70

73



a=0.08

o~ N o~ 8 o~
8 8] - 84 84 —
S s S S

|
‘.
I
I}
i
i+
1]
HH
HIH
HH
0
il
]
I

< < < <

S S+ L I . S 4

< T T T T © T T T T < T T T T < T T T T
30 100 170 240 30 100 170 240 30 100 170 240 30 100 170 240

N o N N
° °
9 | w v v
8 B 8 8
4 4 4 4
P w0 . 0
2 Q 2 — 2 o
w w | - w | o |
@ & — @ - & El _— %
B —_— - ——S s - == B == Bl —
o | w | T I w | L =
{ 8 { {
T T T T T T T T T T T T T T T T
30 100 170 240 30 100 170 240 30 100 170 240 30 100 170 240
*
AF=0.1
'l w o ') ')
N o N - [ I [ IS
S S S 9 S 9
° 5 ° °
S o S - S o S o
S S S S
0 0 o 0 : 0 :
g a4 a4 9 . o
°© © : [} °© —_ o o °© E| <] o
° ° - = o ° l;l B - 2 ° — T o
81— — EE%% === ==
T T T T T T T T T T T T T T T T
30 100 170 240 30 100 170 240 30 100 170 240 30 100 170 240

Obrazek 7.2: Krabicové grafy rozlozeni odhadnutych parametri pro data simulovana s uvedenymi
parametry pro rizné pocatecni velikosti kohort. Data v jednotlivych sloupcich byla simulovana
zpisoby (i)—(iv) popsanymi na str. 70
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Obrazek 7.3: Krabicové grafy rozlozeni odhadnutych parametri pro data simulovana s uvedenymi
parametry pro rizné pocatecni velikosti kohort. Data v jednotlivych sloupcich byla simulovana
zpisoby (i)—(iv) popsanymi na str. 70
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Kapitola 8
Prezivani nehomogenni populace

Za nehomogenni budeme povazovat takovou populaci, v niz je vice — feknéme k — pficin amrti.
K takové situaci mize dochazet i v piipadé u pacientl se stejnou diagnézou. Napriklad u onkolo-
gickych pacientl uvazovanych v 6.3 mtze byt pro rizné zdatné jedince rtiznd maximélni velikost
souboru rakovinnych bunék b nebo rychlost jejich proliferace a a v dusledku toho rizné maxi-
malni riziko \*, stejné zdatni pacienti mohou byt operovani pii rozdilnych stadiich nemoci, tj. pri
rozdilnych hodnotach yg, coz zptsobi rozdilné ¢asy maximélniho rizika ¢* a podobné.

K popisu takové situace rozdélime celou populaci (jejiz velikost na poc¢atku sledovani je Np)
na k skupm o pocatecnich velikostech N; = a; Ny, ¢+ = 1,2, ..., k, pficemz «; jsou takova kladna
C¢isla, ze Z _1 o; = 1, a budeme pfedpokladat, Ze velikost kazde z téchto skupin se vyviji s vlastni
dynamikou, tj. s vlastm rizikovou funkci A; podle rovnice (6.3),

N;(t) = a; Ng exp —/)\i(T)dT

Pak velikost celé populace v ¢ase t je ddna rovnosti

t

=NOZaiexp —//\i(T)dT
i=1

0
a funkce pfeziti S, a rizikova funkce A. pro celou populaci jsou podle (6.14) a (6.9) dany vyrazy

t

Se(t) = Zai exp —//\i(T)dT ;
i=1 2
s ZoNOe p{ Al )dT}

Yy

8.1 Aplikace na realna data
Soustiedime se na prezivani onkologickych pacientt, tj. takové populace, v niz vSechny ,,parcidlni“
rizikové funkce A; jsou tvaru (6.20). Ponévadz ax, = 1 — (a1 + -+ - + ag—1), zévisi rizikova funkce

Ac na celkem 4k — 1 parametrech,

Ac(t) = Ae (B a1y ooy Qp—1, a1, ooy, Yo B AT o AT (8.1)

76



Pro dana data o pfezivani pacientii mizeme parametry odhadnout nésledujicim zptisobem.
Vsechny pacienty rozdélime do k skupin. To mtzeme udélat podle dat ,od oka“ nebo podle
néjaké klinické indikace, napf. riznych typt nadoru, druhu chemoterapie a podobné. Pro kazdou
takovou skupinu odhadneme parametry a;, 7 a A} metodou popsanou v 7.2. Takto ziskané hodnoty
pouZijeme jako prvni aproximace pro numerickou maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce

n Xi
Ce(on, .oy 0h1,a1, ok, e B AL AR = ) 5iln/\c(Xi)—//\c(T)d7' . (8.2)
=1 0

sr. (7.1).

Rizikovou funkci ziskanou popsanou parametrickou metodou z konkrétnich tdaju o preziti
miuZeme porovnat s rizikovou funkci ziskanou jadrovym vyhlazenim z téchze dat. K tomu je po-
tfeba vybrat néjaky vhodny vyhlazovaci parametr. Konkrétné, vezmeme odhad optiméalniho podle
rovnosti (7.9), v niz hodnoty A a D nahradime jejich odhady, tj.

" 1/5
. AVi
hopt = T oA )
nﬂz Dy
X X(n)

5 o 2 A Ac(t)
Dy = 0/ (/\C (t)) a, A= 0/ 7(1_En(t))dt, (8.3)

)A:C je funkce (8.1) s parametry odhadnutymi maximalizaci logaritmu vérohodnostn{ funkce (8.2) a
L., je Nelsontiv odhad distribuéni funkce ¢asu pozorovani (7.6), takze

kde

X(n) X X (i)

(1) .
" Ao (t)dt = A (t)dt = 1 .
A= =Y e = ()Y —— Ae(t)dt;
0/ / 1-— n+1—1¢ /

1— >0 1 i
n+1 =1 X<t i=1 n+1 i=1
{ O } X(i-1) X(i-1)

klademe X ) = 0.

Navrzeny zpusob odhadu rizikové funkce onkologickych pacienti je ilustrovan na tfech soubo-
rech dat, laskavé poskytnutych Masarykovym onkologickym tstavem v Brné a Oddélenim radio-
terapie nemocnice v Ceskych Budé&jovicich.

Prvni soubor (BRCB) obsahuje tdaje o 152 pacientkéich s karcinomem prsu, které byly lé¢eny
konzervativnim chirurgickym zakrokem a naslednou radioterapii v Cesk§ch Budéjovicich v obdobi
1990-1996, studie byla ukoncena v roce 2004. Z celkového poc¢tu zemrelo v disledku choroby 32
(21.1%) pacientek.

Druhy soubor (BRB) obsahuje tidaje o 236 pacientkich se stejnou diagnézou i léébou v obdobi
1983-1994 v Brné. V dusledku choroby zemielo 47 (19.9%) pacientek.

Tteti soubor (USB) obsahuje idaje o 49 pacientkach se sarkomem délohy, které byly operovany
v Brné v obdobi 1990-1999. V diisledku choroby zemielo 21 (42.9%) pacientek.

Vsechny tidaje o délce pfezivani nebo sledovani jsou v mésicich.

Vypocty byly provedeny s vyuzitim programového systému R-language, integral Dy (8.3) byl
vypo¢itan pomoci MAPLE. Prvotni rozdéleni pacientek ze souborit BRCB a USB do skupin bylo
provedeno ,od oka“ podle dat, pacientky ze souboru BRB byly rozdéleny podle toho, zda se
u nich objevila lokélni recidiva a/nebo vzdélena diseminace choroby nebo ne. Vysledky jsou shr-
nuty v tabulce 8.1 a porovnany s neparametrickymi odhady (Kaplanovym-Meierovym odhadem
funkce pfeziti (7.2) a jadrovym odhadem rizikové funkce (7.7)) na obréazcich 8.1-8.3. Pro jadrové
vyhlazeni rizikové funkce bylo opét pouzito Epaneénikovo jadro (7.10). Vidime, Ze rizikové funkce
ziskané parametricky lezi uvnitf intervali spolehlivosti pro rizikové funkce ziskané neparametricky;
vysledky navrzené metody tedy nejsou v rozporu s vysledky pozivanych neparametrickych metod.
Jesté poznamenejme, ze odhadnuté hodnoty a1, as u souboru BRB neodpovidaji velikostem sku-
pin pouzitych pro pocatecni odhad parametru.
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Odhadnuté parametry A N “
Soubor | n -k X rizikové funkce . Dz A hop
i 1 2
; 0.9832  0.01678
BRCB | 152 2 172 | a; | 0.02477  0.05778 5.811-10719 0.7944 42.27
t 44.14 106.5
A7 | 0.002589  0.06499
i 1 2
o 0.1304 0.8696
BRB 236 2 220 | a; | 0.02383  0.06274 9.484-107% 0.5217 20.36
ty 80.07 99.57
A 0.1168 0.003313
) 1 2 3
o 0.4949 0.1598  0.3453
USB 49 3 149 | a; 0.1387 0.2958  0.2752 | 3.090-10~°  1.199  6.53
t 9.673 44.94 73.63
Af | 0.05111 0.0952  0.02493

Tabulka 8.1: Charakteristiky jednotlivych soubort, odhadnuté parametry rizikové funkce (8.1) a
hodnoty pro vypocet jadrového odhadu rizikové funkce

8.2 Diskuse a vyhledy pro dalsi vyzkum

Navrzeny tvar rizikové funkce onkologickych pacientid pomérné dobfe vystihuje pozorovani Inter-
pretace parametrli je pfedmétem diskuse s onkology. Nejnovéjsi studie (napt. [28]) ukazuji, ze
Gompertzova kfivka je adekvatnim popisem rastu nejen primarniho nadoru, ale také Sifeni me-
tastaz. Toto zjiSténi podporuje pfedpoklad pfijaty v 6.3. Skutecnost, ze parametry a; se p¥ilis nelisi
u soubortt BRCB a BRB, tj. pro pacientky s touz diagnézou, by mohla ukazovat, Zze tyto parametry
skutecné vyjadiuje proces — rychlost proliferace rakovinnych bunék — probihajici v organismu.

7 pripadné relevance parametri modelu plyne namét pro dalsi praci — intervalové odhady
parametri. Ty by nasledné umoznily testovani néjakych hypotéz, porovnavani lé¢ebnych metod a
podobné. Za prvni krok k intervalovym odhadtim lze povaZovat simulace provedené v 7.2.

Dilezitou otazkou, kterd zustava oteviend, je identifikace skupin pacienti, jejichz velikosti
jsou dény odhadnutymi parametry ;. Ta by mohla slouzit jako prediktor nejvétsiho ohrozeni
konkrétnich pacientd a tim k cilené péci o né.

Zajimavym vysledkem je i metoda odhadu optimalniho vyhlazovaciho parametru pro jadrovy
odhad rizikové funkce onkologickych pacientti pomoci parametrického odhadu této funkce. Exis-
tujici neparametrické metody (napf¥. [25], [42], [44], [34]) jsou asymptotické, tedy spolehlivé pro
véts§i soubory, pro mensi (jako byl napf. USB) milze navrzend metoda pfedstavovat rozumnou
alternativu.
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Obrézek 8.1: Funkce pieziti (nahoie) a rizikova funkce (dole) pacientek ze souboru BRCB. Cervena
silnd ¢ara — funkce preziti a rizikové funkce odhadnutd parametricky, ¢erna ¢ara — neparame-
tricky odhad funkce pteziti (Kaplantiv-Meiertiv) a rizikové funkce (jadrovy), teckovana ¢ara —
95% intervaly spolehlivosti pro neparametrické odhady, o — tiplné pozorovani, + — cenzorované
pozorovani.
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Obrézek 8.2: Funkce preziti (nahoie) a rizikova funkce (dole) pacientek ze souboru BRB. Cervena
silnd ¢ara — funkce preziti a rizikové funkce odhadnutd parametricky, ¢erna ¢ara — neparame-
tricky odhad funkce pteziti (Kaplantiv-Meiertiv) a rizikové funkce (jadrovy), teckovana ¢ara —
95% intervaly spolehlivosti pro neparametrické odhady, o — tiplné pozorovani, + — cenzorované
pozorovani.
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Obrézek 8.3: Funkce preziti (nahote) a rizikova funkce (dole) pacientek ze souboru USB. Cervena
silnd ¢ara — funkce preziti a rizikové funkce odhadnutd parametricky, ¢erna ¢ara — neparame-
tricky odhad funkce pteziti (Kaplantiv-Meiertiv) a rizikové funkce (jadrovy), teckovana ¢ara —
95% intervaly spolehlivosti pro neparametrické odhady, o — tiplné pozorovani, + — cenzorované
pozorovani.
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Souhrn: Préce se zabyva souvislostmi diferencidlnich rovnici a biomedicinskych véd. Na kon-
krétnich autorovych vysledcich je ukazano, ze podnéty z ekologie pfinasi motivaci k abstraktnimu
matematickému vyzkumu v oblasti kvalitativni teorie diferencialnich rovnic, modely redlnych pro-
cesti pomoci diferencialnich rovnic pfinasi podnéty k vyzkumu v mediciné a spojeni diferencialnich
rovnic a matematické statistiky obohacuje metody analyzy preziti. Déle jsou v praci navrzeny a
testovany algoritmy pro odhady parametrt konkrétnich deterministickych modeld.

Abstract: The aim of the work is to present some connections among differential equations
and bio-medical sciences. Concrete examples of author’s results show that some impulses arising
in ecology brings a motivation to an abstract mathematical research in the field of qualitative
theory of differential equations, that differential equations models of real phenomena stimulate
a subsequent medical research and that a connection of differential equations and mathemati-
cal statistics enriches methods of survival analysis. The work also suggests some algorithms for
estimations of parameters to certain deterministic models.

91



