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Zdeněk Pospı́šil
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Studijnı́ obor: Matematická biologie

Od roku 1999 magisterský

Od roku 2002 bakalá̌rský s navazujícím
magisterským
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Studijnı́ obor: Matematická biologie

Od roku 1999 magisterský

Od roku 2002 bakalá̌rský s navazujícím
magisterským
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Matematické prostředky: oby̌cejná diferenciální rovnice
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Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 4/23



Modely dynamiky jedné populace
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Matematické prostředky: oby̌cejná diferenciální rovnice

Model:

Dynamický

Deterministický
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Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 4/23



Modely dynamiky jedné populace

Matematické prostředky: oby̌cejná diferenciální rovnice

Model:

Dynamický

Deterministický

Se spojitýmčasem (s p̌rekrývajícími se generacemi)

Zjednodušení:

neuvažujeme náhodné vlivy (v biologii je běžná variabilita

veličin 20%)

celou populaci považujeme za homogenní směs; neuvažujeme

rozďelení jedinců podle pohlaví, velikostí ap., věkovou

strukturu, ani její prostorové rozložení
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)
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Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 5/23
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Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t)
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t)= x(t)

Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 5/23



Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t)= x(t)+množství narozených
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t)= x(t)+množství narozených− množství zem̌relých
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t)= x(t)+množství narozených− množství zem̌relých

Rození i umírání považujeme za Poissonův proces — množství

narozených nebo zemřelých jedinců za krátký̌casový interval délky

∆t je úměrný této délce (trvání) a aktuální velikosti populace.
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t)= x(t)+množství narozených− množství zem̌relých

Rození i umírání považujeme za Poissonův proces — množství

narozených nebo zemřelých jedinců za krátký̌casový interval délky

∆t je úměrný této délce (trvání) a aktuální velikosti populace.

b . . . koeficient porodnosti (birth rate)

d . . . koeficient úmrtnosti (death rate)
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t) = x(t) + bx(t)∆t − dx(t)∆t

Rození i umírání považujeme za Poissonův proces — množství

narozených nebo zemřelých jedinců za krátký̌casový interval délky

∆t je úměrný této délce (trvání) a aktuální velikosti populace.

b . . . koeficient porodnosti (birth rate)

d . . . koeficient úmrtnosti (death rate)
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t) = x(t) + (b − d)x(t)∆t

Rození i umírání považujeme za Poissonův proces — množství

narozených nebo zemřelých jedinců za krátký̌casový interval délky

∆t je úměrný této délce (trvání) a aktuální velikosti populace.

b . . . koeficient porodnosti (birth rate)

d . . . koeficient úmrtnosti (death rate)
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t) = x(t) + (b − d)x(t)∆t

Rození i umírání považujeme za Poissonův proces — množství

narozených nebo zemřelých jedinců za krátký̌casový interval délky

∆t je úměrný této délce (trvání) a aktuální velikosti populace.

b . . . koeficient porodnosti (birth rate)

d . . . koeficient úmrtnosti (death rate)

g = b − d . . . růstový koeficient (growth rate)
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:

x(t+∆t) = x(t) + gx(t)∆t

Rození i umírání považujeme za Poissonův proces — množství
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b . . . koeficient porodnosti (birth rate)

d . . . koeficient úmrtnosti (death rate)
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Modely dynamiky jedné populace

Jediná stavová prom̌enná — velikost populace (počet jedinců,

populǎcní hustota, biomasa, . . . ).

Oznǎcení:x = x(t)

Vývoj v čase:
x(t+∆t)− x(t)

∆t
= gx(t)

Rození i umírání považujeme za Poissonův proces — množství

narozených nebo zemřelých jedinců za krátký̌casový interval délky

∆t je úměrný této délce (trvání) a aktuální velikosti populace.

b . . . koeficient porodnosti (birth rate)

d . . . koeficient úmrtnosti (death rate)

g = b − d . . . růstový koeficient (growth rate)
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Modely dynamiky jedné populace

Model:

ẋ = gx,
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Modely dynamiky jedné populace

Model:

ẋ = gx, x(0) = x0
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Modely dynamiky jedné populace

Model:

ẋ = gx, x(0) = x0

Řešení pǒcátěcní úlohy:

x(t) = x0e
gt
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Modely dynamiky jedné populace

Model:

ẋ = gx, x(0) = x0

Řešení pǒcátěcní úlohy:

x(t) = x0e
gt

x

t

x0

g > 0

Populace bud’ neomezeně roste
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Modely dynamiky jedné populace

Model:

ẋ = gx, x(0) = x0

Řešení pǒcátěcní úlohy:

x(t) = x0e
gt

x

t

x0

g > 0

x

x

x0

g < 0

Populace bud’ neomezeně roste nebo vymírá
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Modely dynamiky jedné populace

Malthusův model:

ẋ = gx, x(0) = x0

Řešení pǒcátěcní úlohy:

x(t) = x0e
gt

x

t

x0

g > 0

x

x

x0

g < 0

Populace bud’ neomezeně roste nebo vymírá
Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 6/23



Modely dynamiky jedné populace

Růstový koeficient závisí na velikosti populace,g = g(x)
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Modely dynamiky jedné populace

Růstový koeficient závisí na velikosti populace,g = g(x), g = b − d
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Modely dynamiky jedné populace

Růstový koeficient závisí na velikosti populace,g = g(x), g = b − d

P̌redpoklady:
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Modely dynamiky jedné populace

Růstový koeficient závisí na velikosti populace,g = g(x), g = b − d

P̌redpoklady:

ve velké populaci je velká úmrtnost,
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Modely dynamiky jedné populace

Růstový koeficient závisí na velikosti populace,g = g(x), g = b − d

P̌redpoklady:

ve velké populaci je velká úmrtnost,

ve velké populaci je malá porodnost,
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Modely dynamiky jedné populace

Růstový koeficient závisí na velikosti populace,g = g(x), g = b − d

P̌redpoklady:

ve velké populaci je velká úmrtnost,

ve velké populaci je malá porodnost,

tj. růstový koeficient je klesající funkcí velikosti populace.
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Modely dynamiky jedné populace

Růstový koeficient závisí na velikosti populace,g = g(x), g = b − d

P̌redpoklady:

ve velké populaci je velká úmrtnost,

ve velké populaci je malá porodnost,

tj. růstový koeficient je klesající funkcí velikosti populace.

Nejjednodušší volba — lineární funkceg(x) = r
(

1−
x

K

)
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Modely dynamiky jedné populace

Růstový koeficient závisí na velikosti populace,g = g(x), g = b − d

P̌redpoklady:

ve velké populaci je velká úmrtnost,

ve velké populaci je malá porodnost,

tj. růstový koeficient je klesající funkcí velikosti populace.

Nejjednodušší volba — lineární funkceg(x) = r
(

1−
x

K

)

r . . . vniťrní koeficient růstu

K . . . kapacita (úživnost) prostředí
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Modely dynamiky jedné populace

Verhulstova-Pearlova (logistická) rovnice:

ẋ = rx
(

1−
x

K

)

, x(0) = x0
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Modely dynamiky jedné populace

Verhulstova-Pearlova (logistická) rovnice:

ẋ = rx
(

1−
x

K

)

, x(0) = x0

Řešení:

x(t) = x0
K

x0 + (K − x0)e−rt
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Modely dynamiky jedné populace

Verhulstova-Pearlova (logistická) rovnice:

ẋ = rx
(

1−
x

K

)

, x(0) = x0

Řešení:

x(t) = x0
K

x0 + (K − x0)e−rt

x

t

K
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Modely dynamiky jedné populace

Verhulstova-Pearlova (logistická) rovnice:

ẋ = rx
(

1−
x

K

)

, x(0) = x0

Řešení:

x(t) = x0
K

x0 + (K − x0)e−rt

x

t

K
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Modely dynamiky jedné populace

Verhulstova-Pearlova (logistická) rovnice:

ẋ = rx
(

1−
x

K

)

, x(0) = x0

Řešení:

x(t) = x0
K

x0 + (K − x0)e−rt

x

t

K
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Modely dravec-kořist (Gause)
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi

y = y(t) ... velikost populace predátora
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita)
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)

ẋ = xf(x)
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)

ẋ = xf(x)

(x − K)f(x) ≤ 0

Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 9/23



Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)

ẋ = xf(x)

ẏ = yg(y)

(x − K)f(x) ≤ 0
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)

ẋ = xf(x)

ẏ = yg(y)

(x − K)f(x) ≤ 0

g(y) < 0 (specializovaný predátor)
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)

ẋ = xf(x)−V y

ẏ = yg(y)

(x − K)f(x) ≤ 0

g(y) < 0 (specializovaný predátor)

V — množství kǒristi, které zlikviduje jeden predátor za

jednotkučasu
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)

ẋ = xf(x)−V y

ẏ = yg(y)+κV y

(x − K)f(x) ≤ 0

g(y) < 0 (specializovaný predátor)

V — množství kǒristi, které zlikviduje jeden predátor za

jednotkučasu

κ — efektivita, s jakou predátor přemění zlikvidovanou kǒrist

na svoji biomasu
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)

ẋ = xf(x)−V y

ẏ = yg(y)+κV y

g(y) < 0 (specializovaný predátor)

V — množství kǒristi, které zlikviduje jeden predátor za

jednotkučasu

κ — efektivita, s jakou predátor přemění zlikvidovanou kǒrist

na svoji biomasu

V může záviset na velikosti populace kořisti i predátora,
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)

ẋ = xf(x)−V (x, y)y

ẏ = yg(y)+κV (x, y)y

V — množství kǒristi, které zlikviduje jeden predátor za

jednotkučasu

κ — efektivita, s jakou predátor přemění zlikvidovanou kǒrist

na svoji biomasu

V může záviset na velikosti populace kořisti i predátora,

V = V (x, y) . . . trofická funkce
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Modely dravec-kořist (Gause)

x = x(t) ... velikost populace kǒristi (hostitele, rostliny)

y = y(t) ... velikost populace predátora (parazita, herbivora)

ẋ = xf(x)−V (x)y

ẏ = yg(y)+κV (x)y

V — množství kǒristi, které zlikviduje jeden predátor za

jednotkučasu

κ — efektivita, s jakou predátor přemění zlikvidovanou kǒrist

na svoji biomasu

necht’V závisí pouze na velikosti populace kořisti,

V = V (x) . . . trofická funkce
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Modely dravec-kořist (Gause)

Vlastnosti trofické funkce:
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Modely dravec-kořist (Gause)

Vlastnosti trofické funkce:

V (x) ≥ 0,
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Modely dravec-kořist (Gause)

Vlastnosti trofické funkce:

V (x) ≥ 0,

V je neklesající,
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Modely dravec-kořist (Gause)

Vlastnosti trofické funkce:

V (x) ≥ 0,

V je neklesající,

lim
x→∞

V (x) = S > 0 . . . hladina nasycení.
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Modely dravec-kořist (Gause)

Vlastnosti trofické funkce:
V

x

S
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Modely dravec-kořist (Gause)

Vlastnosti trofické funkce:
V

x

S

V

x

S
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Modely dravec-kořist (Gause)

Vlastnosti trofické funkce:
V

x

S

V

x

S

V

x

S
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Modely dravec-kořist (Gause)

Vlastnosti trofické funkce:
V

x

S

V

x

S

V

x

S

V

x

S
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Modely dravec-kořist (Gause)

ẋ = xf(x)− V (x)y

ẏ = −γy + κV (x)y
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Modely dravec-kořist (Gause)

ẋ = xf(x)− V (x)y = x

(

f(x)−
V (x)

x
y

)

ẏ = −γy + κV (x)y = y
(

− γ + κV (x)
)
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Modely dravec-kořist (Gause)

ẋ = xf(x)− V (x)y = x

(

f(x)−
V (x)

x
y

)

ẏ = −γy + κV (x)y = y
(

− γ + κV (x)
)

y

x
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Modely dravec-kořist (Gause)

ẋ = xf(x)− V (x)y = x

(

f(x)−
V (x)

x
y

)

ẏ = −γy + κV (x)y = y
(

− γ + κV (x)
)

y

x
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Modely dravec-kořist (Gause)

ẋ = xf(x)− V (x)y = x

(

f(x)−
V (x)

x
y

)

ẏ = −γy + κV (x)y = y
(

− γ + κV (x)
)

y

x

y

x

ẋ = x(1− x)−
xy

1 + 5x
ẋ = x(1− x)−

xy

1 + 5x

ẏ = −0.07y + 0.5
xy

1 + 5x
ẏ = −0.06y + 0.5

xy

1 + 5x
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Modely dravec-kořist (Gause)

ẋ = xf(x)− V (x)y = x

(

f(x)−
V (x)

x
y

)

ẏ = −γy + κV (x)y = y
(

− γ + κV (x)
)

y

x

y

x

ẋ = x(1− x)−
xy

1 + 5x
ẋ = x(1− x)−

xy

1 + 5x

ẏ = −0.07y + 0.5
xy

1 + 5x
ẏ = −0.06y + 0.5

xy

1 + 5x

Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 11/23



Modely dravec-kořist (Leslie)
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Modely dravec-kořist (Leslie)

Růst populace:̇y = yg(y)
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Modely dravec-kořist (Leslie)

Růst populace:̇y = yg(y)

lim
t→∞

y(t) = K
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Modely dravec-kořist (Leslie)

Růst populace:̇y = yg(y)

lim
t→∞

y(t) = K

K oznǎcuje kapacitu (úživnost) prostředí
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Modely dravec-kořist (Leslie)

Růst populace:̇y = yg(y)= yg(y;K)

lim
t→∞

y(t) = K

K oznǎcuje kapacitu (úživnost) prostředí
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Modely dravec-kořist (Leslie)

Růst populace:̇y = yg(y)= yg(y;K)

lim
t→∞

y(t) = K

K oznǎcuje kapacitu (úživnost) prostředí

Model Leslieho typu:
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Modely dravec-kořist (Leslie)

Růst populace:̇y = yg(y)= yg(y;K)

lim
t→∞

y(t) = K

K oznǎcuje kapacitu (úživnost) prostředí

Model Leslieho typu:

ẋ = xf(x)− V (x)y
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Modely dravec-kořist (Leslie)

Růst populace:̇y = yg(y)= yg(y;K)

lim
t→∞

y(t) = K

K oznǎcuje kapacitu (úživnost) prostředí

Model Leslieho typu:

ẋ = xf(x)− V (x)y

ẏ = yg
(

y;K(x)
)
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Modely dravec-kořist (Leslie)

Růst populace:̇y = yg(y)= yg(y;K)

lim
t→∞

y(t) = K

K oznǎcuje kapacitu (úživnost) prostředí

Model Leslieho typu:

ẋ = xf(x)− V (x)y

ẏ = yg
(

y;K(x)
)

K je neklesající funkce,lim
x→∞

K(x) > 0.
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Teorie biologické ochrany plodin
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Teorie biologické ochrany plodin

Organismus „škůdce“ ničí zem̌eďelskou produkci

Ochrana: p̌rirozený nep̌rítel
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Teorie biologické ochrany plodin

Kapacitu prosťredí pro „škůdce“ považujeme za neomezenou
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Teorie biologické ochrany plodin

Kapacitu prosťredí pro „škůdce“ považujeme za neomezenou

P̌rirozeným nep̌rítelem je specializovaný predátor, parazit,

parazitoid ap.
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Teorie biologické ochrany plodin

Kapacitu prosťredí pro „škůdce“ považujeme za neomezenou

P̌rirozeným nep̌rítelem je specializovaný predátor, parazit,

parazitoid ap.

Model Gauseho typu:

ẋ = rx − V (x)y

ẏ = −dy + κV (x)y
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Teorie biologické ochrany plodin

Kapacitu prosťredí pro „škůdce“ považujeme za neomezenou

P̌rirozeným nep̌rítelem je specializovaný predátor, parazit,

parazitoid ap.

Model Gauseho typu:

ẋ = rx − V (x)y

ẏ = −dy + κV (x)y

P̌redpoklad:
d

κ
< S = lim

x→∞

V (x)
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Teorie biologické ochrany plodin

Kapacitu prosťredí pro „škůdce“ považujeme za neomezenou

P̌rirozeným nep̌rítelem je specializovaný predátor, parazit,

parazitoid ap.

Model Gauseho typu:

ẋ = rx − V (x)y

ẏ = −dy + κV (x)y

P̌redpoklad:
d

κ
< S = lim

x→∞

V (x)

Existuje stacionární̌rešení(x̂, ŷ) uvniťr prvního kvadrantu,

x̂ = V −1

(

d

κ

)

, ŷ =
rκ

d
x̂
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Teorie biologické ochrany plodin

P̌redpoklad:̂x je menší, než hladina škodlivosti
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Teorie biologické ochrany plodin

P̌redpoklad:̂x je menší, než hladina škodlivosti

Otázky:

Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 14/23



Teorie biologické ochrany plodin

P̌redpoklad:̂x je menší, než hladina škodlivosti

Otázky:

Je stacionární̌rešení globálňe asymptoticky stabilní?
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Teorie biologické ochrany plodin

P̌redpoklad:̂x je menší, než hladina škodlivosti

Otázky:

Je stacionární̌rešení globálňe asymptoticky stabilní?

Je stabilní alespǒn lokálňe?

Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 14/23



Teorie biologické ochrany plodin

P̌redpoklad:̂x je menší, než hladina škodlivosti

Otázky:

Je stacionární̌rešení globálňe asymptoticky stabilní?

Je stabilní alespǒn lokálňe?

Existujeřešení takové, že jeho první složka je ohraničená a

menší než hladina škodlivosti?
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Lokální:
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Lokální:

Variační maticeJ(x̂, ŷ) =







r

(

1−
x̂V ′(x̂)

V (x̂)

)

−V (x̂)

κŷV ′(x̂) 0
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Lokální:

Variační maticeJ(x̂, ŷ) =







r

(

1−
x̂V ′(x̂)

V (x̂)

)

−V (x̂)

κŷV ′(x̂) 0







V (x̂) < x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je lokálňe asymptoticky stabilní
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Lokální:

Variační maticeJ(x̂, ŷ) =







r

(

1−
x̂V ′(x̂)

V (x̂)

)

−V (x̂)

κŷV ′(x̂) 0







V (x̂) < x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je lokálňe asymptoticky stabilní

V (x̂) > x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je nestabilní
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Lokální:

Variační maticeJ(x̂, ŷ) =







r

(

1−
x̂V ′(x̂)

V (x̂)

)

−V (x̂)

κŷV ′(x̂) 0







V (x̂) < x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je lokálňe asymptoticky stabilní

V (x̂) > x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je nestabilní
(

V (x̂)− x̂V ′(x̂)
)2

<
4κ

r
x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je ohnisko
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Lokální:

Variační maticeJ(x̂, ŷ) =







r

(

1−
x̂V ′(x̂)

V (x̂)

)

−V (x̂)

κŷV ′(x̂) 0







V (x̂) < x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je lokálňe asymptoticky stabilní

V (x̂) > x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je nestabilní
(

V (x̂)− x̂V ′(x̂)
)2

<
4κ

r
x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je ohnisko

(

V (x̂)− x̂V ′(x̂)
)2

>
4κ

r
x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je uzel
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Lokální:

Variační maticeJ(x̂, ŷ) =







r

(

1−
x̂V ′(x̂)

V (x̂)

)

−V (x̂)

κŷV ′(x̂) 0







V (x̂) < x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je lokálňe asymptoticky stabilní
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Lokální:

Variační maticeJ(x̂, ŷ) =







r

(

1−
x̂V ′(x̂)

V (x̂)

)

−V (x̂)

κŷV ′(x̂) 0







V (x̂) < x̂V ′(x̂)⇒ (x̂, ŷ) je lokálňe asymptoticky stabilní

x x xx̂ x̂ x̂

xV
′(x̂)

xV
′(x̂)

xV
′(x̂)

Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 15/23



Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Je-lix ≫ 0, pakV (x) ≈ S.
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Je-lix ≫ 0, pakV (x) ≈ S.

Původní systém nahradíme systémem

ẋ = rx − Sy

ẏ = −dy + κSy
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Je-lix ≫ 0, pakV (x) ≈ S.

Původní systém nahradíme systémem

ẋ = rx − Sy

ẏ = −dy + κSy = (κS − d)y
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Je-lix ≫ 0, pakV (x) ≈ S.

Původní systém nahradíme systémem

ẋ = rx − Sy

ẏ = −dy + κSy = (κS − d)y

y = y0 exp {(κS − d)t}
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Je-lix ≫ 0, pakV (x) ≈ S.

Původní systém nahradíme systémem

ẋ = rx − Sy

ẏ = −dy + κSy = (κS − d)y

y = y0 exp {(κS − d)t}

x = x0 exp {rt} −
Sy0

κS − d − r
exp {(κS − d)t}
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Je-lix ≫ 0, pakV (x) ≈ S.

Původní systém nahradíme systémem

ẋ = rx − Sy

ẏ = −dy + κSy = (κS − d)y

y = y0 exp {(κS − d)t}

x = x0 exp {rt} −
Sy0

κS − d − r
exp {(κS − d)t}

Je-liκS − d > r, pak nemůže býtx(t)≫ 0 pro všechnat.
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Transformace

ξ = arccotg x, η = arccotg y

převádí první kvadrantR2+ na celou rovinuR2
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Transformace

ξ = arccotg x, η = arccotg y

převádí první kvadrantR2+ na celou rovinuR2

Oznǎcenív(ξ) = V (cotg ξ)
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Transformace

ξ = arccotg x, η = arccotg y

převádí první kvadrantR2+ na celou rovinuR2

Oznǎcenív(ξ) = V (cotg ξ)

ξ̇ =
v(ξ) cotg η − r cotg ξ

1 + (cotg ξ)2

η̇ =

(

κv(ξ)− d
)

cotg η

1 + (cotg ξ)2

Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 16/23



Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Transformace

ξ = arccotg x, η = arccotg y

převádí první kvadrantR2+ na celou rovinuR2

Oznǎcenív(ξ) = V (cotg ξ)

ξ̇ =
v(ξ) cotg η − r cotg ξ

1 + (cotg ξ)2

η̇ =

(

κv(ξ)− d
)

cotg η

1 + (cotg ξ)2

Systém má stacionárnířešení(0, 0)
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Teorie biologické ochrany plodin

Analýza systému ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

„Globální“:

Transformace

ξ = arccotg x, η = arccotg y

převádí první kvadrantR2+ na celou rovinuR2

Oznǎcenív(ξ) = V (cotg ξ)

ξ̇ =
v(ξ) cotg η − r cotg ξ

1 + (cotg ξ)2

η̇ =

(

κv(ξ)− d
)

cotg η

1 + (cotg ξ)2

Systém má stacionárnířešení(0, 0), je to stabilní uzel nebo sedlo.
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Teorie biologické ochrany plodin

Vlastnostiřešení systému

ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y
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Teorie biologické ochrany plodin

Vlastnostiřešení systému

ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Vždy existujeřešení, želim sup
t→∞

x(t) =∞.
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Teorie biologické ochrany plodin

Vlastnostiřešení systému

ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Vždy existujeřešení, želim sup
t→∞

x(t) =∞.

Je-li r < κS + d, pak pro každé̌rešení platílim inf
t→∞

x(t) < ∞.
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Teorie biologické ochrany plodin

Vlastnostiřešení systému

ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Vždy existujeřešení, želim sup
t→∞

x(t) =∞.

Je-li r < κS + d, pak pro každé̌rešení platílim inf
t→∞

x(t) < ∞.

Je-liV (x̂) < x̂V ′(x̂), je stacionární̌rešení(x̂, ŷ) lokálně

asymptoticky stabilní;

je-li V (x̂) > x̂V ′(x̂), je totořešení nestabilní.
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Teorie biologické ochrany plodin

Vlastnostiřešení systému

ẋ = rx − V (x)y, ẏ = −dy + κV (x)y

Vždy existujeřešení, želim sup
t→∞

x(t) =∞.

Je-li r < κS + d, pak pro každé̌rešení platílim inf
t→∞

x(t) < ∞.

Je-liV (x̂) < x̂V ′(x̂), je stacionární̌rešení(x̂, ŷ) lokálně

asymptoticky stabilní;

je-li V (x̂) > x̂V ′(x̂), je totořešení nestabilní.

Je-li
(

V (x̂)− x̂V ′(x̂)
)2

>
4κ

r
x̂V ′(x̂), je stacionární̌rešení

(x̂, ŷ) uzlem;

je-li
(

V (x̂)− x̂V ′(x̂)
)2

<
4κ

r
x̂V ′(x̂), je totořešení ohniskem.
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Zobecňení

Systémy Kolmogorova typu
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Zobecňení

Systémy Kolmogorova typu

modely spolěcenstevn druhů organismů

ẋi = xifi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n
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Zobecňení

Systémy Kolmogorova typu

modely spolěcenstevn druhů organismů

ẋi = xifi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n

•
∂fi

∂xi

< 0— vnitrodruhová konkurence
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Zobecňení

Systémy Kolmogorova typu

modely spolěcenstevn druhů organismů

ẋi = xifi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n

•
∂fi

∂xi

< 0— vnitrodruhová konkurence

•
∂fi

∂xi

> 0— vnitrodruhová kooperace
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Zobecňení

Systémy Kolmogorova typu

modely spolěcenstevn druhů organismů

ẋi = xifi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n

•
∂fi

∂xi

< 0— vnitrodruhová konkurence

•
∂fi

∂xi

> 0— vnitrodruhová kooperace

•
∂fi

∂xj

< 0,
∂fj

∂xi

< 0— mezidruhová konkurence, kompetice
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Zobecňení

Systémy Kolmogorova typu

modely spolěcenstevn druhů organismů

ẋi = xifi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n

•
∂fi

∂xi

< 0— vnitrodruhová konkurence

•
∂fi

∂xi

> 0— vnitrodruhová kooperace

•
∂fi

∂xj

< 0,
∂fj

∂xi

< 0— mezidruhová konkurence, kompetice

•
∂fi

∂xj

> 0,
∂fj

∂xi

> 0— mutualismus, symbióza
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Zobecňení

Systémy Kolmogorova typu

modely spolěcenstevn druhů organismů

ẋi = xifi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n

•
∂fi

∂xi

< 0— vnitrodruhová konkurence

•
∂fi

∂xi

> 0— vnitrodruhová kooperace

•
∂fi

∂xj

< 0,
∂fj

∂xi

< 0— mezidruhová konkurence, kompetice

•
∂fi

∂xj

> 0,
∂fj

∂xi

> 0— mutualismus, symbióza

•
∂fi

∂xj

< 0,
∂fj

∂xi

> 0— predace, parazitismus
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Zobecňení

Lotkovy-Volterrovy systémy
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Zobecňení

Lotkovy-Volterrovy systémy

modely spolěcenstevn druhů organismů

ẋi = xi

(

ri +
n
∑

j=1

aijxj

)

, i = 1, 2, . . . , n

Matematické modelovánı́ dynamiky populacı́ – p. 19/23



Zobecňení

Lotkovy-Volterrovy systémy

modely spolěcenstevn druhů organismů

ẋi = xi

(

ri +
n
∑

j=1

aijxj

)

, i = 1, 2, . . . , n

Znaménko konstantyaii určuje typ vnitrodruhových vztahů,

znaménka konstantaij, aji určují typ mezidruhové interakce.
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Zobecňení

Lotkovy-Volterrovy systémy

modely spolěcenstevn druhů organismů

ẋi = xi

(

ri +
n
∑

j=1

aijxj

)

, i = 1, 2, . . . , n

Znaménko konstantyaii určuje typ vnitrodruhových vztahů,

znaménka konstantaij, aji určují typ mezidruhové interakce.

Je-li ri > 0, je i-tý druh sob̌estǎcný; je-li ri ≤ 0, je p̌režití tohoto
druhu závislé na ňekterém jiném druhu společenstva (p̌rípadňe na
všech).
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Zobecňení

Lotkův-Volterrův model dravec-kǒrist (producent-konzument)

ẋ = x(r − ay)

ẏ = y(−d+ bx)
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Zobecňení

Lotkův-Volterrův model dravec-kǒrist (producent-konzument)

ẋ = x(r − ay) = rx − axy

ẏ = y(−d+ bx) = −dy + bxy
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Zobecňení

Lotkův-Volterrův model dravec-kǒrist (producent-konzument)

ẋ = x(r − ay) = rx − axy

ẏ = y(−d+ bx) = −dy + bxy

Změna m̌ěrítka:

ẋ = x − xy

ẏ = −y + cxy
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Zobecňení

Lotkův-Volterrův model dravec-kǒrist (producent-konzument)

ẋ = x(r − ay) = rx − axy

ẏ = y(−d+ bx) = −dy + bxy

Změna m̌ěrítka:

ẋ = x − xy

ẏ = −y + cxy

První integrál (invariant systému):H(x, y) = cx+ y − ln xy
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Zobecňení

Lotkův-Volterrův model dravec-kǒrist (producent-konzument)

ẋ = x(r − ay) = rx − axy

ẏ = y(−d+ bx) = −dy + bxy

Změna m̌ěrítka:

ẋ = x − xy

ẏ = −y + cxy

První integrál (invariant systému):H(x, y) = cx+ y − ln xy

Hamiltonův systém

ẋ =
∂H

∂y
=

x(y − 1)

xy

ẏ = −
∂H

∂x
=

y(cx − 1)

xy
má stejné (uzav̌rené) trajektorie jako původní systém.
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Rozší̌rení
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Rozší̌rení

Motivace:
spolěcenstvo fytofágních a dravých roztočů na vinicích.
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Rozší̌rení

Motivace:
spolěcenstvo fytofágních a dravých roztočů na vinicích.

Vývoj spolěcenstva je ob̌cas p̌rerušen chemickým zásahem.
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Rozší̌rení

Motivace:
spolěcenstvo fytofágních a dravých roztočů na vinicích.

Vývoj spolěcenstva je ob̌cas p̌rerušen chemickým zásahem.

V zimě se spolěcenstvo vyvíjí jinak, než od jara do podzimu.
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Rozší̌rení

Motivace:
spolěcenstvo fytofágních a dravých roztočů na vinicích.

Vývoj spolěcenstva je ob̌cas p̌rerušen chemickým zásahem.

V zimě se spolěcenstvo vyvíjí jinak, než od jara do podzimu.

Adekvátním modelem je systém dynamických rovnic na
measure chain.
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Děkuji za pozornost
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