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Kapitola 1

Uvod

V roce 1973 publikovali John Maynard Smith a George Price v Nature [5]
zakladni ¢lanek o logice konflikti mezi zvitaty. Jejich zamérem bylo matem-
aticky modelovat nékteré aspekty biologické evoluce. Jednéd se v podstate
o boj kazdého s kazdym, pricemz tucastnici konfliktu nemaji nebo neuméji
zpracovat informace o soupefich. Maynard Smith a Price pouzivali pojmy a
metody teorie her.

Podobné myslenky v roce 1978 vyjadrili Taylor a Jonker [10] v pojmech
obyc¢ejnych diferencialnich rovnic. Jejich ¢lanek vSak nemél zadny ohlas a
v roce 1981 se nezavisle na nich stejnymi rovnicemi zabyvali Peter Schuster a
Karl Sigmund [9]. Vyuzili je k poukdzani na chybu ve slavné knize Richarda
Dawkinse [1].

Spojeni diferencialnich rovnic a teorie her se ukazalo jako velice plodné.
V soucasnosti je jiz riznymi zpusoby zpracovano monograficky, napt. [6],
13], [11], |2] a nachézi pouZiti nejen v evoluéni biologii ale také v ekonomii,
psychologii, teorii rozhodovani. Rozvijenou teorii je totiz mozné pouzit na
jakékoliv konflikty s netuplnou nebo zaddnou informaci; umoziuje porozumét
nebo alespon ziskat jisty vhled do chovani komplikovanych nebo komplexnich
systému.

Tento text! nema ambici byt prehledem teorie replikatorovych rovnic; to vzh-
ledem k jejimu rozsahu neni mozné. Chce byt pouze tvodem do této prob-
lematiky. Je zpracovan predevsim na zékladé knihy [3]. V néasledujici kapi-
tole je odvozena zakladni replikdtorova rovnice a jsou uvedeny nékteré jeji
jednoduché vlastnosti. Ve treti kapitole jsou shrnuty nékteré pojmy z teorie
her, které nachazeji pouziti pii modelovani dynamiky konflikti a je ukazana
souvislost maticovych a bimaticovych her s replikatorovymi rovnicemi. Ve
¢tvrté kapitole jsou zminéna mozné rozsiteni teorie. Ponévadz se jedné prede-
vsim o vysledky, které byly dosazeny poc¢itacovymi simulacemi, je tato kapi-
tolka velmi kratka a bez matematického formalismu. V zavérecné kapitole jsou
stru¢né zminény dvé mozné alternativy k zakladnim replikdtorovym rovnicim
pii modelovani podobnych nebo stejnych procesii.

1V této varianté textu jsou opraveny pieklepy vyskytujici se v textu tisténém pro
ucastniky seminafre, je doplnén o priklad na konci druhé kapitoly a seznam literatury
rozsifen o dvé knihy.



Pro porozuméni predlozenému textu je potfebné znalost matematické analy-
zy a linearni algebry v rozsahu obvyklych vysokoskolskych kursi. Uzite¢né
je i néjaké povédomi o kvalitativni teorii obycejnych diferencidlnich rovnic;
skripta [4] predstavuji vhodny zdroj.

Pouzivana symbolika je standardni. Pfipomefime pouze, 7Ze R, R, a R, oz-
nacuji mnozinu realnych ¢isel, kladnych redlnych ¢isel a nezapornych real-
nych ¢isel. Vektory jsou znaceny tucnymi symboly, jejich slozky kurzivou a
jsou rozliseny dolnimi indexy. Pokud to bude mozné, slozky vektoru budou
znaceny stejnymi pismeny jako vektor, tj. vektor & mé slozky x;. Nékdy bude
uzitecné slozky vektoru znacit indexy pridanymi k symbolu vektoru v zavorce,
tj. z; = (x);. Vektor ey, je k-ty vektor standardni baze (jeho slozky jsou nuly,
pouze k-ta je jednicka, (er); = djx, kde d;; je Kroneckertv symbol), symbol
1 oznacuje vektor, jehoz vSechny slozky jsou jednicky. Nosi¢ n-rozmérného
vektoru @ je mnozina indext, pro které jsou slozky vektoru nenulové,

suppx ={i €{1,2,....n}: x; #0}.

Matice jsou znaceny bezpatkovym fontem, jejich slozky kurzivou a jsou ro-
zlisSeny dvojitymi indexy; matice A mé v i-tém fadku a j-tém sloupci slozku
a;j. Jednotkova matice je znacena E a nulova O. Maticové nasobeni je implic-
itni (AB je sou¢in matic A a B). Pokud ve formulich vystupuji vektory i mat-
ice, jsou vektory chapéany jako sloupcové. Transpozice matic je oznacena ',
symbol o oznacuje Hadamardiv soucin matic se stejnymi rozméry, soucin

»po slozkach® — A o B je matice se slozkami a;;b;;.

Leo Jonker

Peter Schuster  Karl Sigmund John Maynard Smith



Kapitola 2

Replikatorova rovnice

2.1 Odvozeni rovnice

Predstavme si ,populaci® néjakych ,jedinct”, ktefi jsou rozdéleni do néko-
lika , typt“. Jedinci jednak produkuji potomky, ktefi jsou stejného typu a
také ,,umiraji”. Prostfedi, v némz tento proces probiha, je néjakym zptsobem
omezené, jedincii nemize byt nekoneéné mnoho. Proto ,prebytecni jedinci
umiraji, piipadné se viibec ,,nenarodi”. Kazda ,subpopulace” jedincti stejného
typu miize omezovat nebo naopak rozsitovat prostiedi pro jednotlivé subpop-
ulace ostatnich typ.
V popsané situaci miuzeme pouzit zékladni dogma darwinismu: prezivat a
mnozit se budou subpopulace, které jsou zdatnéjsi a ty méné zdatné bu-
dou vymirat. Jiz z této formulace je slySet, Ze zdatnost subpopulace neni
néjaka objektivné dana veli¢ina, je vztazena ke zdatnostem ostatnich sub-
populaci. Presnéji tedy lze Tici, ze prezivat a mnozit se budou ty subpop-
ulace, které maji zdatnost vétsi, nez je zdatnost primérna nebo celkova.
Prezivani a mnozeni subpopulace se projevuje nartstem jeji velikosti. To
ovSem jeSté neznamena, ze Uspésné subpopulace jsou ty a jen ty, jejichz ve-
likost nartsta. I velikost netspésné subpopulace miize riist, jeji nedspésnost
se muze projevovat tim, ze velikosti ostatnich subpopulaci rostou jesté rych-
leji. Samotna velikost subpopulace tedy nemuze charakterizovat tspésnost
subpopulace v populaci celkové. Dosavadni tivahy mtuzeme vyjadrit tak, ze
zmeéna zastoupeni subpopulace je umeérnd rozdilu jeji zdatnosti od zdatnosti
celkové.

Tento zavér vyjadiime presnéji, rovnici. K tomu zavedeme oznacent:

x; — relativni zastoupeni ¢-té subpopulace,

fi — zdatnost (fitness) i-té subpopulace;

pokud je n riznych typi subpopulaci, celkova velikost i-té subpopulace je N;
a celkova velikost populace je N, plati

xiz%,izlﬂ,...,n, zn:NZ-:N, tedyzn::vizl.
i=1 i=1



Priameérnou zdatnost nyni vyjadiime jako vazeny prumér jednotlivych zdat-
nosti, vahami jsou relativni zastoupeni jednotlivych subpopulaci,

F=> xif;
=1

Chceme popsat dynamiku procesu, proto povazujeme jednotliva zastoupeni
subpopulaci za funkce ¢asu, x; = z;(t), i = 1,2,...,n. Zdatnost jedné
subpopulace zavisi na tom, zda a v jaké mife jsou pritomny subpopulace,
které ji omezuji nebo podporuji. Muze také zaviset na tom zda je subpop-
ulace velkd nebo mala; to totiz mize ovlivnit, zda se projevi néjaka vnitro-
druhova konkurence nebo kooperace. Jednotlivé zdatnosti jsou tedy funkei
piitomnosti jednotlivych subpopulaci, f; = fi(x1,z9,...,x,). Dochazime
tedy k ,,systému rovnic*

n
casova zmeéna x; ~ fi(ry, Ta, ..., Ty) — Za:jfj(xl, To,y ..oy Tp),
j=1

1=1,2,...,n.

“ a ,Casovou zmeénu“. Rozhod-

V ném je potifeba specifikovat imérnost ,,~
neme se pro pfimou tmérnost s kladnym koeficientem c¢ a relativni zménu

zastoupeni subpopulace. Predchozi ,,systém rovnic* tedy zapiSeme jako

S0~

x
X

n
=C (fi(.%’l,l’g,. ..,acn) — Z.I'jfj(xl,l’g,. ,.%’n)) , 7, = 1,2,.. ., N,
j=1

nebo v explicitnim tvaru

T = cr; (fz(m) — Zxﬂ%(m)) , 1=1,2,...,n.
j=1

Casovou jednotku miizeme zvolit tak, aby se konstanta tmérnosti ¢ rovnala
jedné. Dostaneme tak obecnou replikdtorovou rovnici

T =z (f,-(a:) - Za;jfj(a:)> . i=1,2,...,n. (2.1)

Presnéji feceno, (2.1) je systém n obycejnych diferencialnich rovnic, ktery
miiZeme nejprve prepsat ve tvaru =) = z;(e; — x)  f(x), i = 1,2,...,n a
pak zapsat jako jednu rovnici vektorovou

' =xo ((E- a:lT)f(a:)) .
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2.2 Zakladni vlastnosti reseni

Déle budeme predpokladat, Ze rovnice (2.1) s pocatecni podminkou takovou,
ze 1(0) + 22(0) + -+ - + x,(0) = 1 je jednoznacné fesitelna. K tomu staci,
napt. aby vSechny funkce f;, ¢ = 1,2,...,n byly spojité diferencovatelné.
Ukazeme nékolik jednoduchych vlastnosti rovnice (2.1)
Tvrzeni 1. Pokud feSeni & rovnice (2.1) spliuje poc¢atecni podminku

21(0) + 29(0) + - - - + 2,(0) = 1,
tj. 1Tx(0) = 1, pak

x1(t) + x2(t) + - + x,(t) = 1 pro vSechna ¢t > 0.

Dikaz: Necht @ je feSeni rovnice (2.1). Oznacme S = x1 + 29 + « - + @y,.

Pak
sz (fz ijfj ) ( ) Sf( )

coz je linearni rovnice pro neznamou funkei S. Jeji jediné feseni je

fa(r))dr

o%{*

S(t) =1+ (5(0) —1)e
Je-li tedy S(0) =1, pak S(t) = 1 pro vSechna ¢t > 0. O

Tvrzeni 2. Pokud existuje index i € {1,2,...,n} takovy, ze z;(0) = 0,
pak z;(t) = 0 pro pro v8echna t > 0.
Dikaz: Necht @ je feseni rovnice (2.1). Funkce z;(t) = 0 je feSenim skalarni
rovnice
v; = (fi(z) — f(z)) .
Tvrzeni tedy plyne z predpokladané jednoznacnosti feseni systému (2.1). O
Tvrzeni 1 a 2 tikaji, Ze n-rozmérny simplex
Sn: {(I’l,xQ,...,xn) ERZ $1+x2—|—...+xn:1} =
:{mef&?}r: 1T:I::1},

jeho hranice S? a jako disledek jednoznacnosti feseni také vnitiek n-rozmér-
ného simplexu

={zeR}:1'z=1}
jsou invariantni mnoziny systému (2.1). Jinak fec¢eno, pii vyvoji popsaném
replikiatorovou rovnici (2.1) se neméni pocet subpopulaci, tj. subpopulace,
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ktera nebyla na zacatku pritomné, se také nemiize objevit a subpopulace,
ktera byla na zacatku pritomné, nemuze v kone¢ném case vymizet. Samozie-
jmé Ze z tvrzeni 1 a 2 neplyne, Ze by nemohla existovat slozka x; TeSeni
systému (2.1) takova, ze x;(0) > 0, tlirglo z(t) = 0. N¢jaka subpopulace mize
v ,,dlouhém ¢asovém obdobi* vymrfit.

7, biologického hlediska tedy replikdtorova rovnice popisuje selekci, tj. de-
terministickou slozku evoluce, nikoliv mutace nebo jiné stochastické procesy
ucastnici se evoluce.

Tvrzeni 3. Necht ¥ : .S, — R je spojita funkce. Polozme g; = f; + ¥ pro
kazdé i € {1,2,...,n}. Pak ® je FeSenim rovnice (2.1) pravé tehdy, kdyz je
soucasné feSenim rovnice

i =i (%(fv) - Zf’fjgj(w)) ,ooi=1200n
=1

= ( ij )
(fz ijfj (@i%) =
— ( jzn;xj (w))>:xl< ijg] ) O

Rovnice vystupujici v tvrzeni ma stejny tvar jako replikitorova rovnice (2.1),
takze funkce g; také vyjadiuji zdatnosti subpopulaci. Tvrzeni 3 tedy rtika,
ze pricteni néjaké hodnoty ke zdatnostem subpopulaci neovlivni vyvoj jejich
zastoupeni v populaci. Zdatnosti lze tedy volit napriklad tak, aby primérna
zdatnost byla nulova, tj. nemusime premyslet o zdatnostech, ale o jejich od-
chylkach od zdatnosti celkové.

Veta 1. Necht existuje bod & € S,, a jeho okoli U tak, ze
> difi(x) > f(=) proviechny x € S, N (U~ {&}). (2.2)

Pak & je asymptoticky stabilni stacionarni bod systému (2.1)
7



Dikaz: Okoli U lze volit tak, aby platilo supp € = supp @ pro kazdy bod
x € S, NU . Podle Jensenovy nerovnosti! je

3 a:,lnf: 3 f;i<—lnz—z>2—ln 3 xi_ _

i€Esupp & i€Esupp & i€Esupp &
—1In g ri=—Inl1=0
1€supp &
a rovnost nastane pravé tehdy, kdyz = ax pro néjakou konstantu o;

ponévadz € S, € € S, musi byt aw = 1. Plati tedy

1ESUpp & 1ESUPP T 1ESUPP & 1ESUpp &

A~

pro vSechna x € U N S,,, pricemz rovnost nastane pro x = &.
Oznac¢me

Vi) = IT &= ]I = P = I

1ESUPP & 1ESUpp & 1ESUpp &
Pak je
V(z) =0, V(x) > 0prox # &, P(x)>0prox e UNSY,.
Dale podle predpokladu je

d
SP(x) d )
dt _ N
W EIDP Z x,lnxl— ZA.T}in =
z€supp T 1ESUPP T
= > &(filw)— fz) = Y difilx) - fl@) Y @i=
1€supp & 1€supp & 1€Supp &
= Z Tifi(x) — f(x) >0
1ESUpp &
a tedy
@) >0 aztoho Sviz) = —Lp@) <o
—P(x a z toho —V(x)=——P(x .
dt dt dt
To znamend, ze funkce V' je ljapunovskou funkei rovnice (2.1) v bodé & a
tento bod je stejnomérné asymptoticky stabilni. ]

'Bud ¢ diferencovatelna ryze konvexni funkce definovana na intervalu I. Pak pro
vSechna ¢isla &, &, ..., & € I a kazdy bod p € S} plati

¥ (Zn&) < pel).

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz § =& = -+ = &.



Véta nas opraviuje zavést nasledujici terminologii. Bod & € S,,, ktery ma
vlastnost (2.2) se nazyva evolucné stabilni stav (vzhledem ke zdatnostem
fi, fo. .., fn). Pokud zastoupeni subpopulaci dosdhne tohoto stavu, dale se
nevyviji. Pokud se ,trochu zméni* struktura populace (tj. zastoupeni jed-

notlivych subpopulaci, nikoliv jejich pocet) v evoluéné stabilnim stavu, znovu
se do tohoto stavu dostane.

2.3 Rovnice s linearnimi zdatnostmi

Zvlastni pozornost si zasluhuje replikitorova rovnice (2.1), v niz jsou zdat-
nosti f; dany linedrnimi homogennimi funkcemi, tj.
n

fi(xl,xg,...,a:n):Zaikxk, iIl,Q,...,’)’L.
k=1

Replikatorovéa rovnice ma v takovém pripadé tvar

n n n
= KT — a =1,2
T, = I Qi XLk L@kl | 1= 1,4,...,N.

k=1 j=1 k=1

Koeficienty a;j, 7,7 = 1,2,...,n predstavuji slozky ¢tvercové matice A fadu
n. Zdatnosti jsou tedy dany vyrazy f;(x) = (Ax); a rovnici muzeme strucénéji
zapsat jako

7i =z ((Az); —z'Ax), i=1,2,....n (2.3)

nebo
/ T )
r; = x;(e; — x) Az, i=1,2,...,n.

Také tento systém mizeme zapsat jako jednu rovnici vektorovou

' =zo ((E—xl")Ax).

Tvrzeni 4. Redeni rovnice (2.3) se nezméni, pokud k matici A pficteme
n¢jakou diagonalni matici, nebo k néjakému sloupci matice A pri¢teme kon-
stantni vektor, nebo k néjakému fadku matice A pricteme konstantni vektor.
Dikaz: Necht ¢ je libovolny n-rozmérny vektor. Prvni ¢ast dokazovaného
tvrzeni dostaneme z Tvrzeni 3 volbou funkce ¥(x) = ¢ o @, druhou ¢ast
volbou ¥(x) = z;c pro néjaky index j € {1,2,...,n} a tieti ¢ast volbou
U(x) = (0,0,...,0,c'x,0,...,0)T. O

Bez tjmy na obecnosti tedy miizeme predpokladat, Zze matice A ma na di-
agonale nuly, nebo Ze tato matice ma nulovy néktery — napt. posledni — radek
nebo sloupec.



Podminku (2.2) mtZzeme v piipadé zdatnosti danych linearnimi funkcemi pre-
formulovat: bod & € 5, predstavuje evoluéné stabilni stav, jestlize existuje
jeho okoli U takové, ze

&"Ax >z Az, pro viechny ¢ € S, N (U ~ {a:})

Rovnice (2.3) je vlastné systémem n nelinearnich rovnic s kubickymi nelin-

vvvvvv

systém n — 1 rovnic s nelinearitami kvadratickymi:

Veta 2. PoloZme b;; = an; — aij, 15 = Qi — Qpp prot,j = 1,2,...,n — 1.
Transformace nezéavisle proménné (¢asu) i neznamych funkci dané rovnostmi

/

T:/xn(s)ds, yj:ﬁ, j=12,....n—1
L

0

prevadi trajektorie replikiatorové rovnice (2.3) za¢inajici ve vnitiku simplexu
S, na trajektorie Lotkova-Volterrova systému

n—1

dy, .

d_;:yj (rj E bjkyk), j=12....n—1 (2.4)
k=1

zaCinajici uvnitt pozitivniho orthantu Ri_l.

n—1 1 n=l 1 1
Dukaz: Plati Y yj=— > z; = —(1 —x,) = — — 1. Odtud plyne
j=1 Tn j=1 T Tn
1 i
Tp=—"-7—" 4 dale z; = %
L+ 2y L+
j=1 j=1
To znamend, Ze zobrazeni y; = ﬁ, J =1,2,...,n—1 je bijekce vnittku

simplexu S, na vnitrek pozitivnihonn — 1-rozmérného orthantu.
Podle Tvrzeni 1 a 2 pro libovolné feseni @ rovnice (2.3) plati

% = (1) > 0;
transformace nezavisle proménné je tedy také prosta. Nyni mame
4=
dy; g, dt  Twn—xi, 11 () !
TS TRl e x—n:x—g(mj—%—) =

10



= iz (;((Am); — x'Az) — 2;((Ax), — z'Az)) =

xn
n n
X, €T
- (), Aa) = (z =3 ) _
T n T n—1
— x—; (@ — ang) T = x—; ( (ajk — ank) T + (@jn — anp) g;n> —
" k=1 o\ k=1
T n—1 T n—1
j k
! Aijn Ann Z (ank a]k) =Y |7 Z bjkyk L]
Tn k=1 Ln k=1

Véta 2 ukazuje souvislost evoluce (selekce) s ekologii. Jeji platnost ospravedl-
nuje volbu relativni zmény zastoupeni jednotlivych subpopulaci pii odvozeni
(nebo konstrukei) replikdtorové rovnice na str. 5.

Priklad - vyvoj dvou subpopulaci. Necht n = 2, A = (a11 a12).
a1 a2

Rovnice (2.4) je tvaru % = y(alg —ag9 — (ag) — an)y). Regenim této rovnice
s pocate¢ni podminkou Ty(O) = 9o > 0 je funkce

(Cl12 - Cl22)yo
a1 — a11)yo + (a12 — agy — (a1 — an)yo)e(“m*“lﬂT'

A22 — 12

y(r) = (

Oznacme Q) = . Plati:

air — a
e pokud ajs — agse > 0, as; — ag; > 0, pak lim y(7) = @, obé subpopulace
prezivajt: o
e pokud a2 —agy > 0 > as; — a1, pak lim y(7) = oo, druha subpopulace
Vymizi; o
e pokud as; — a3 > 0 > a9 — age, pak lim y(7) = 0, prvni subpopulace
Vymizi; o

° pokud a1 — as < 0, asy —aqgg <0, pak

07 Yo < Q)
lim y(7) = 4@, 50 =0Q,
o0, Yo > Q)

muze vymizet prvni nebo druha subpopulace, zalezi na poc¢atec¢nich pod-
minkach.

11



Kapitola 3

(Bi)maticové hry

Replikatorova rovnice (2.3) vlastné popisuje vyvoj ,,populace’ rozdélené na n
,subpopulaci® které jsou v néjakych vzajemnych interakcich. Slozky matice
A tyto interakce charakterizuji; 1ze Iici, Ze napf. v pfipadé a;; > 0 ,,vyhrala*
i-ta subpopulace v interakei (konfliktu) se subpopulaci j-tou piispévek ke své
zdatnosti. Podobnymi situacemi — konflikty nékolika tcastniki — se zabyva
teorie her. Proto v této kapitole pfipomeneme nékteré pojmy z této teorie a
ukédzeme jejich souvislost s rovnicemi replikadtorovymi.

3.1 Zakladni pojmy

Definice 1 Konecnd hra dvou hrdci v normdlnim tvaru (bimaticovd hra)
je usporadané ¢tvefice G = (X, Y, u,v), kde X, Y jsou koneéné mnoziny a
u, v jsou funkce X xY — R.

Mnozinu X, resp. Y, nazyvame mnozina strategii pruoniho, resp. druhého,
hrdace. Funkce wu, resp. v, nazyvame vyplatni funkce pruniho, resp. druhého,
hrdce.

Ponévadz mnoziny X, Y jsou kone¢né, lze polozit X = {1,2,...,n}aY =
{1,2,...,m}. Oznacme a;; = u(1, ), bji = v(4, 7),

air a2 ... Qim b11 b12 ce bln

a1 @22 ... Qa2m bo1 by ... Doy
A= . . .|, B= .

Al Ap2 .- QApm b1 bma .. bon

Pri tomto oznaceni je
u(i,j) = ay; = eiTAej, v(i,7) =bji = ejTBei. (3.1)

Bimaticova hra je tedy jednoznacné ur¢ena maticemi A a B, které nazyvame
vyplatni matice. Hru lze zapisovat ve tvaru



hrac 2
2 m
1 bi1 ba1 b
ai @12 A1m
— |9 b12 b22 D2
9 az1 a2 A2m
—
~ : :
n bln b2n bmn
an1 an2 Anm

Definice 2.  Pravdépodobnostni rozsireni bimaticové hry G = (X, Y, u,v)
je usporadana ¢tvefice G* = (X*, Y* u*,v*), kde X* = S5,, Y* = 5, a u”,
v* jsou funkce X* X Y* — R definované predpisem

ut(x,y) = =" Ay, v*(x,y) = y'Bz. (3.2)

Zobrazeni p : X — X* a1 : Y — Y* definovana predpisy ¢(i) = e;, ¥(j) =
e; jsou prosta. Proto lze mnozinu X (resp. Y) povazovat za podmnozinu
munoziny X*, resp. Y*. Porovnanim formuli (3.1) a (3.2) vidime, ze funkei u,
resp. v lze povazovat za zuzeni zobrazeni u*, resp. v*, na mnozinu X, resp.
Y. Strategiim z mnozin X, Y budeme fikat ryz¢, prvkim z mnozin X*, Y*
budeme tikat smisené strategie.

Definice 3 SmiSena strategie & € X™ se nazyva nejlepsi odpovéd na strate-
giny € Y™, jestlize pro kazdou strategii @ € X™ plati
ul(@,y) =z Ay > @ Ay = u'(z,y).
Podobné, smiSena strategie y € Y* se nazyva nejlepsi odpovéd na strategii
x € X7, jestlize pro kazdou strategii y € Y* plati
v (@,9) = y'Bx > y'Bx = v'(z, y).
Dvojice strategii (&,y) € X* x Y* se nazyva rovnovdznd (podle Nashe),
jestlize x je nejlepsi odpovédi na y a soucasné y je nejlepsi odpovédi na @,
tj.
=TA TA ~Tp-x T > * *
xr Ay >x'Ay, y Bx >y Bx pro vsechny x € X*, y e Y.
Hra¢ pouzivajici rovnovaznou strategii mé zaruceno, ze jeho vyhra se nez-
mensi, pokud jeho protivnik pouzije jinou nez rovnovaznou strategii. Pro
oba hrace je pouzivani rovnovazné strategie nejvyhodné;jsi.
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Definice 4. Rekneme, 7e konecnd hra dvou hract G = (X, Y, u,v) je sy-
metrickd, pokud X =Y a u(i,j) = v(j,7) pro kazdé dvé ryzi strategie
i,7 € X. Muazeme ji strucné zapsat jako G = (X, u).

Pro symetrickou hru plati a;; = wu(i,j) = v(j,7) = b;j, tedy A = B. To
znamena, ze symetricka hra je jednozna¢né urcena matici A a proto byva
nazyvana maticovd hra.

Dvojice strategii (Z,y) € X*? maticové hry je rovnovazné, pokud plati

z'Ay > x"Ay, y'Az >y Az,  pro viechny x,y € X*.

Strategie T € X™ maticové hry se nazyva symetricky rovnovdznd (podle
Nashe), pokud je dvojice (&, &) rovnovazna, tj. pokud

z Az > x' Az, pro vSechny x € X™*.

Veta 1 Necht G je symetrickd konecna hra uréena matici A. SmiSenéa strate-
gie & je rovnovazna prave tehdy, kdyz

e] AZ < Z'AZ pro viechna i ¢ supp (3.3)

e/ Az = £"AZ pro viechna i € supp Z. (3.4)
Diikaz: Necht @ je rovnovazna strategie. Pak plati
e/ Az < Z'Az pro viechna i € {1,2,...,n}.

Ptipustme, Ze existuje k € supp @ tak, ze eZAa_z < &'Az. Pak

n
T'AT = E Tie] AT = E Tie] AT = Trel AT + E Tie] AT <
i=1 i€supp iesupp T~ {k}

n

< T AZ + E T, Az =Y 7,2'Az =z Az,
iesupp 2~{k} i=1

coz je spor, ktery dokazuje nutnost podminek.
Necht plati podminky (3.3) a (3.4). Pak pro vSechna i € {1,2,...,n} plati
el AT < £TAz. Je-li nyni € X* libovolna smiSen4 strategie, pak

n n
AT = E rie] Az < E ;2 AZ = ] AZ,

takze podle predchozi poznamky je & rovnovaznou strategii. Podminky jsou
tedy 1 dostatecné. [
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3.2 Replikatorova rovnice pro bimaticovou hru

Jak jiz bylo fec¢eno v tivodu k této kapitole, replikatorova rovnice (2.3) vlastné
jinym zpiisobem popisuje maticovou hru. Subpopulace odpovidaji ryzim stra-
tegiim, jejich zdatnosti prislusnym vyplatnim funkcim. Toto pozorovani naz-
nacuje, ze podobné bychom mohli také bimaticové hry zapisovat pomoci
diferencialnich rovnic. Modelovou situaci muze byt interakce (konflikt?, ko-
operace?) samcu a samic pii realizaci svych gent. Prvnim hracem jsou sam-
druhym hrac¢em jsou samci. Vyplatou a;; samice i-té¢ho fenotypu mize byt
pocet potomkti, které ma se samcem fenotypu j-tého.

Podobnymi tivahami jako v kapitole 2 odvodime rovnice

7
/

z;=x;((Ay); — x"Ay), i=1,2,...,n,
yj:yj((Bm)j—yTBw), j=1,2,...,m,

nebo ekvivalentné

Také tento systém mizeme zapsat jako jednu vektorovou rovnici

()= () (e s 8 ().

Systém (3.5) je jednoznacné fesitelny, nebot pravé strany rovnic jsou spojité
diferencovatelné podle vSech z; i podle vSech y;. Podobné jako u Tvrzeni 1
a 2 7z kapitoly 2 ukazeme, zZe mnoziny S, X S, 1 S, x S, jsou invariant-
nimi mnozinami systému (3.5). Také lze ukézat, Ze TeSeni systému (3.5) se
nezméni, pokud k diagondlam matic A, B pricteme né¢jaké konstantni vek-
tory, pripadné je pricteme k néjakému radku nebo sloupci téchto matic; ditkaz
opakuje dikazy Tvrzeni 3 a 4 z kapitoly 2.

Podle Véty 2 z kapitoly 2 1ze u replikatorové rovnice (2.3) kubické nelinearity
zredukovat na nelinearity kvadratické. Analogie tohoto tvrzeni pro rovnici
(3.5) neplati. OvSem i u systému (3.5) mizeme zmensit jeho dimenzi.

Z invariance mnoziny S, x S,, vzhledem k systému (3.5) totiz plyne

15



Odtud dale dostaneme

m m n n

Dy =AY = D aiy;— ) Y mayy; =

j=1 j=1 =1 j=1

m—1 n—1 m—1
= (aij — @im)Y; + Qim — E ) (aij — am)y; + aim
Jj=1 =1

n—1 m—1
X anj — anm)yj + apm
=1 7=1

= (aij — Qi — Qpj + anm)yj + Qi — A —

m—1

(alj — Qi — Qnpj + anm)yj + ayy, — anm] =
7=1

- 62'1 [(alj — Qi — Qpj + anm)yj + aym — anm] -

— xy [(aj — Qi — Anj + Qum)Yj + Qi — Q] =

16



—_

n—1 m-—1
alj — Aim — Qpj + anm)yj + apyn — anm] .

lljzl

Ozna¢me nyni
Qjj = Qjj — Qim — Apj + Apm,  Aj = Qpm — Qim

pro:=1,2,....n—1,7=1,2,...,m—1 adale

an a2 ... Qi) aq

~ st asy ...  Ag(m-1 . as

A=| ™ . L a=|
Ap—1)1 An-1)2 --- An-1)(m-1) n—1

Analogickym vypoctem lze ukéizat, ze

—_

-1 n—

> bjwi—y'Bx = (815 —y;) [(D1j — bin — bng =+ byn) 21 + bjry — by
j j=1 =1

3

a potom oznacit
proi=1,2,....n—1,7=1,2,...,m —1 a dale

E)n §)12 oo by {)1
é _ b21 b22 .. .. 62(7?_1) ’ l; _ b.g
Z;(m—l)l Z;(m—l)Q . E(m—l)(n—l) Bn—l

Provedend tivaha a vypocet ukazuji, ze (n + m)-rozmérny systém (3.5) lze
zredukovat na systém (n + m — 2)-rozmérny

7

xh = xi(ei—w)T(Ay—d , 1=1,2,....n—1, (36)
. 3.6
Y, = yj(ej—y)T<Ba:—b =12 m—1.

Nyni ozna¢ujeme © = (21,22, -, Tn-1), Y = (Y1, Y25+ - - Ym—1)-

Priklad — Konflikty se dvema strategiemi. Necht n =m = 2,

A — (an CL12) , B — (511 512) .
a21 22 a1 b2o
Pak systém rovnic (3.6) je tvaru

/

= z(1—2)(ay — as),
y = y(1 —y)(Bix — Ba),

17



kde aq = a11 — aja — ag1 + az, g = ag — a1z, Bi = bir — bia — by + bao,
B2 = bys — bio. Fazovym prostorem je mnozina [0,1] x [0, 1]. Systém mé
stacionarni feseni (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) odpovidajici ryzim strategiim.
V pripadé, ze

32

w40, 0<2<1, 840, 0<2<1,
o B

ma také vnitini stacionarni reseni

(o)
517 831

odpovidajici smiSenym strategiim. Variac¢ni matice systému je

(1 =22)(a1y — ) arz(l — )
J(z,y) = ( Giy(1—1) (1—2y)(Biz — ﬁ2)> ’

takze

J(0,0) = (‘3‘2 _%2), J(0,1) = <O‘160‘2 52)

(o 0 (e — o 0
11,0 = (0 b — ﬁz) ’ J11) = ( 0 G- ﬂl) ’
a12(51 — )

(B ) _ ! 7
B’ oy asfi (a1 — o) 0

)

a7

Odtud je vidét, ze stacionarni feseni odpovidajici ryzim strategiim jsou sedla
nebo uzly, stacionarni feseni odpovidajici smiSenym strategiim je sedlo nebo
nestabilni ohnisko.

3.3 Dalsi vlastnosti replikatorové rovnice (2.3)

Veta 2. Je-li  rovnovaznou strategii symetrické kone¢né hry uréené matici
A, pak & je stacionarnim bodem autonomniho systému (2.3).

Dikaz: Plyne bezprostiedné z Véty 1 a z toho, ze podminky (3.3) a (3.4)
lze prepsat na tvar

(e; — :Z')T Az <0 pro vSechna i & supp ,
(e; — E)T Az = 0 pro vSechna i € supp . -

Obrécené tvrzeni neplati; kazda ryzi strategie e; je staciondrnim bodem sys-
tému (2.3), ale ryzi strategie obecné neni rovnovazna.
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Veta 3. Jeli & = (2,29,...,2,)7 € X* stabilnim stacionarnim bodem
systému (2.3), pak & je rovnovaznou strategii symetrické koneéné hry uréené
matici A.

Dikaz: Ozna¢me

n

Fi(x) =z;(e; — a:)T Ax = z; (Z QipTh — z”: z": alkxlxk> .

k=1 =1 k=1
Pak
O (&) =
an
n n n n n
= 0 E Clz‘kfﬁk_g E apTixE | + T aij—g ajkfﬁk_g a;jr; | =
k=1 =1 k=1 k=1 -1

= 0jj (eiTAa: — :L'TA:I:) + 2 (ai; — ejTAa: — a:TAej) .
Prvky varia¢ni matice systému (2.3) v bodé & tedy jsou
2 (a@-j —eTAg — :;;TAej> B 40,
5is (eZ.TA:i: _ :i;TA:z-) , 7= 0.

or; .

Vlastni ¢isla varia¢ni matice spliuji rovnici

OF; .
det (81’] (QZ‘) — 6”)\) = 0.

Bud i takové, ze Z; = 0. Determinant rozvineme podle i-tého radku:

(eiTA:i: —&"Ag - A) . (pifslusny algebraicky doplngk).
Odtud plyne, Ze pro kazdé i takove, e &; = 0, je ¢islo e] Az — &' Az vlastni
hodnotou varia¢ni matice. Ze stability stacionarniho reseni & plyne
eiTA:i’ —&"AZ <0 pro kazdé i takové, ze #; = 0.
Soucasné plati
e] A& — &' Az =0 pro kazde i takové, ze 3; # 0,
nebot & je stacionarni feseni systému (2.3). Celkem tedy

e/ Az — & Az <0 pro viechna i€ {1,2,...,n}.

n
Je-li nyni & = > x;e; € X* libovolna smiSena strategie, pak plati

=1
n n n
AL =) zefAz <) zd Az =2'AZ ) x; = Az,
=1 =1 =1
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cOZ znamena, ze & je rovnovaznou strategii. ]

Obracené tvrzeni opét neplati. Uvazme napriklad kone¢nou symetrickou hru

s matici
10
A= (0 O).

Pak strategie & = (0,1)7 je rovnovazna, nebot

BRI

pro libovolné x € [0, 1]. Prisludny systém diferencialnich rovnic je

e (39 () ()] e =e
s 6) - s ) ()] =

Stacionarni body tedy jsou (0,y), (1,0) pro libovolné y € [0, 1]. Varia¢ni
matice ve stacionarnim bodé (x,y) je tvaru

Iz, y) = <2a;— 322 02> |

—2xy —x
00
J(0,1) = :
0.0 (g o)
Charakteristicky polynom této matice mé dvojnasobny kofen A = 0, coz
znamena, ze stacionarni feseni (0, 1) neni stabilni.

Zejména tedy
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Kapitola 4

Rozsireni

Uvazujme replikdtorovou rovnici (2.3) s matici

R S

(1 7)
pro jejiz prvky plati T'> R > P > S a 2R > T + S. To je slavné , véznovo
dilema’; ryzi strategie jsou ,,spoluprace” a ,,podraz”. Pokud hraci spolupracuji,
ziskaji odménu R (reward), pokud oba podvadi, jsou potrestani malou (za-
pornou) vyplatou P (punishment). Pokud ale protivnik spolupracuje a prvni
hrac¢ ho podrazi, ziska prvni hrac velikou vyhru 7' (temptation) a druhy hrac
dopadne s vyplatou S (sucker’s payoff) aplné nejhir. Teorie her v tomto pii-
padé fiké, Ze optiméalni (protoZe dominantni) strategie je druhé, tj. ,podraz®.
Analyza replikitorové rovnice ukazuje, ze strategie (0, 1) je asymptoticky sta-
bilnim stacionarnim bodem; vysledkem vyvoje tedy bude vymizeni strategie
,Sspoluprace”.
Je zfejmé, Ze ve ,,véznove dilematu” vede strategie ,,spolupréace” k vétsi celkové
vyhte obou hraci. Ovsem kazdy z nich je neustéle ,,pokousen”, ziskat pro sebe
jesté vice, tedy svého protivnika ,podrazit®. Strategie byvaji také nazyvany
yaltruismus™ a ,,sobectvi®. Z teorie by tedy plynulo, ze se altruismus, prestoze
je vyhodnéjsi, nemiize vyvinout. Ovsem etologové popsali mnoho druhu al-
truistického chovani. Proto je potiebné teorii rozsitit tak, aby vznik altruismu
pripoustéla.
Uvedeme dvé moznosti tohoto rozsiteni. Obé jsou velmi jednoduché a v obou
je mozny vznik a pretrvavani altruistickych strategii. Prvni z nich byla poprvé
publikovana v ¢lanku [7], druhé v [§].

4.1 Adaptivni dynamika

Do procesu se zavede nahodnost, biologicky feceno mutace. To Ize udélat
prinejmensim dvéma zpusoby. Jednak potomci nemusi byt stejného typu,
jako rodice, ale s jistou malou avsak nenulovou pravdépodobnosti mohou byt
typu jiného, jiz existujiciho. Tato pravdépodobnost muze byt dokonce zavisla
na predchozi zkusenosti - pokud ndhodna zména na jisty typ vedla k vétsimu
narustu zastoupeni potomkt, pravdépodobnost ziskidni tohoto typu se zvetsi.



Takeé 1ze uvazovat nahodny vznik novych typt, novych strategii nebo pomalou
zménu strategii stavajicich. Oba uvazované procesy systém destabilizuji a
evolu¢né stabilni stav v ném nemusi byt dosazen.

Nahodné fluktuace lze modelovat na pocitaci. A tyto pokusy ukazuji, Ze
strategie ,,spoluprace” se mize objevit i dlouhodobé prezivat.

4.2 Replikatorova dynamika v prostoru

Martin Nowak, Robert May a Karl Sigmund studovali, jaky vliv bude mit
na ,,véznovo dilema“ rozmisténi hrac¢u v prostoru. K tomu definovali konecny
automat tak, ze stav jeho bunék predstavoval jednotlivé strategie, a prechod
k novému stavu byl urcen nasledujicim postupem: hrac¢ v jedné buince sehréal
s hraci ze vSech okolnich bunék jedno kolo hry a pro dalsi hru pouzil tu
strategii (stav buiiky ze svého okoli), ktera ziskala nejvétsi vyhru. Kdyz autori
tento automat simulovali na pocitaci tak, ze stav buniky byl vyjadien barvou,
oteviel se pred nimi ,novy svét, ktery je tfeba probadat®. Na obrazovce se
ukazovaly pravidelné nebo nepravidelné se posouvajici mozaiky, obrazce se
srazely a zase rozpojovaly, prezivali ,hodni hosi“ i ,,grazlové”.

Tyto vysledky ukazuji, Zze v piirodé mohou pfezivat rozlicné subpopulace
navzdory nestabilité svého vzajemného plisobeni. Spoluprace mize vytrvat
navzdory vsudyptitomné hrozbé zneuziti, navzdory prirozenému vybéru, kte-
ry preferuje vysokou odmeénu za tspéch jednotlivce. Navic mohou vznikat
riizné mensi jednotky, které zvétsuji celkovou komplexnost nebo rozmanitost
celku.

Obréazek 4.1: Vysledky simulace ,yéznova dilematu” pomoci kone¢ného au-

tomatu o 9 x 27 bunkich. Modra barva oznacuje strategii ,spoluprace”, cer-
vené ,podraz”. Na pocatku byly ¢ervené pouze dvé bunky, po 3688 krocich
vznikne ustaleny tutvar, v némz je pomér ,spoluprace’ a ,podrazu” roven
76:167. Obrazek ukazuje 201. krok simulace.
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Kapitola 5

Alternativni pristupy

5.1 Diskrétni dynamika

Uvazujme dvé populaci s oddélenymi generacemi a predpokladejme, Ze doba
zivota jedné generace je h. To znamena, Ze ke zméné v zastoupeni subpopulaci
dochazi pouze v ¢asech ty, tg+ h, to+2h, . ... Populace interaguji mezi sebou,
subpopulace jedné populace se neovliviuji. Jinymi slovy, interakci populaci
lze vyjadrit bimaticovou hrou.

Budeme predpokladat, Zze zastoupeni kazdé subpopulace v nésledujici gen-
eraci je umérné jeji velikosti a ,,vyhie” v generaci soucasné, tj.

it +h) = c(t)zi(t) (Ay(t),,  y;(t+h) =d(t)y;(t)(Bx(t)),.

Koeficienty tmérnosti ¢ a d mohou zaviset na ¢ase. Prirozenym pozadavkem
je, aby Casové zavislé vektory x(t), y(t) stale vyjadrovaly zastoupeni jed-
notlivych subpopulaci, tj. aby vSechny slozky vektort x(t), y(t) byly neza-
porné a 17x(t) = 1 = 1Ty(t) pro viechna t € {to,to+ h,to+2h,...}.
Splnéni prvni podminky zaru¢i nezapornost prvka matic A a B, druha pod-
minka vyzaduje, aby

1= le t+1 Za:, = c(t)x(t)TAy(t)

a podobné 1 = d(t)y(t)"Bx(t). Odtud plyne, ze

1 1

= zomaem * Y= B

koeficienty c a d tedy na ¢ase nezavisi piimo, jejich ¢asova zména je zprostied-
kovana strukturou populaci. Provedenou tivahou dostavame diskrétni replika-
torové rovnice ve tvaru

z;i(t+h)= (A ), =1,2,...,n
m(t)TAy( ) Y Y Y 9
(Ba: ) (5.1)



Zakladni rozdil tohoto systému diferen¢nich rovnic od zékladniho systému
(3.5) je v tom, Ze matice A a B v (3.5) nemusi byt nezédporné. Interpretace
téchto matic je tedy rizna. Prvek a;; matice A v (5.1) vyjadiuje rustovy
koeficient i-té subpopulace ovlivnéné j-tou subpopulaci druhé populace, za-
timco v replikatorové rovnici (3.5) vyjadiuje zménu zdatnosti i-té subpopu-
lace ovliviiované subpopulaci j-tou.

Rovnice (5.1) muzeme upravit na tvar

(Ay(t)), — x(t)TAy(t)
x(t)TAy(t) ’

(Bz(t)), — y(t)"Bx(t)
y(t)"Bx(t)

Z n¢ho je vidét ze rovnice (3.5) a (5.1) maji stejné stacionarni stavy.
Jako analogii téchto diferencnich rovnic muzeme zavést alternativni diferen-

AIZ(t) = Ii(t + h) — Il(t) = Il(t)

Ay;(t) = y;(t +h) —y;(t) = y;(t)

cialni replikdtorové rovnice

Ay); — xTA
x;:xi( y)TAm Y i=12.. .,
xTAy
(Bx); — y'Bx
Y= yj gj/TBa: j=12....m

Interpretace matic A a B v tomto systému je jina, nez v (3.5).

5.2 Imitacni dynamika

Replikatorova dynamika (2.3) jistym zptisobem napodobuje prirozeny vybér
(8tastné se pritom vyhnula problémim, které prinasi pohlavni rozmnozovéni).
V souvislosti s ,,hrami“, které provozuje lidska spole¢nost, se vSak tspésné
strategie Sifi nikoliv geneticky, ale napodobovanim (memeticky). Jak lze tento
proces modelovat?

Predpokladejme, Ze jedinci populace jsou dokonale promiseni, kazdy se muze
setkat s kazdym. Cas od Gasu se stane, ze jedinec, ktery pouziva j-tou strate-
gii po setkani s jedincem pouzivajicim ¢-tou strategii tuto strategii prijme za
vlastni, napodobi jeho chovani. Predpokladejme, Ze pocet jedincti, ktefi se
takovym zpiisobem zachovaji béhem casového intervalu délky At je imérny
délce tohoto intervalu a pravdépodobnosti setkani jedinct pouzivajicich tuto
strategii. Koeficient tmérnosti ozna¢me g;;. Pravdépodobnost, Ze jedinec
pouzivajici i-tou strategii potka jedince pouzivajiciho j-tou strategii je rovna
relativni frekvenci uzivatelt j-té strategie. Pocet jedinct, kteff po ¢asovém
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intervalu délky At budou pouzivat i-tou strategii tedy je

Nilfi(t + At) = Nilfl(t) + zn: in(t)xj(t)gijAt — zn: ij(t)xi(t)gjiAt,

J=1 J=1

takze jednoduchou tupravou a limitnim pfechodem At — 0 dostaneme difer-

encialni rovnici
n

T = Z(gij — ji) ;.
j=1
V této rovnici je potieba specifikovat koeficienty g;;. Je rozumné pozadovat,
aby koeficient g;; zavisel na vyhréch pii strategiich ¢ a j, tedy

9ij = o ((Az), (Ax););

funkci ¢ nazveme pravidlo napodobovani. Nejjednodussi takové pravidlo je
,hapodobuj lepsiho“, tj.

0, u<u;

1, u>w
Qp(uﬂj) :{

jeho nevyhodou je vSak to, Ze tato funkce je nespojita. Budeme proto déle
predpokladat, Ze funkce ¢ je spojita a zavisi na rozdilu svych argumenti, tedy
o(u,v) = ¥(u—v), kde 9 je spojita neklesajici nezaporna funkce takova, ze
Y(w) =0 pro w < 0. Nyni je

9ij — 9ji = ¢((A$)i — (Aw)j) - @b((Aw)j - (Aa:)z) =
— sgn ((Az); — (A2);)v (I(Az); — (A);]).

Pii oznaceni ¥(w) = (sgnw)y (|w|) tak dostaneme rovnici
v =y x;U((Az); — (Am);),  i=1.2,....m (5.2)
j=1

pritom W je neklesajici lich4 spojita funkce. Zejména muzeme volit W (w) =
lw|*sgnw, kde « je néjaké kladné ¢islo. Replikdtorovou rovnici (2.3) mizeme
v takovém pripadé povazovat za specidlni piipad rovnice (5.2) pro a = 1.
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