Nasledujici text neni nieéim vice, ne¥ zapisem pgednalky deetu M4010 Rovnice matematické fyziky. Ma
slou¥iit pgedeviim k tomu, aby student-ky/i nebyl-y/i bihem pgednalky nucen-yl/i si dilat podrobné poznamky,
pgepisovat éasto komplikované formule z tabule do svych pam (co¥% je natolik intenzivnim zdrojem chyb, e
se jim prakticky nelze vyhnout). Poté mu¥se poslou¥it jako ghla pgipominka toho, co elovik ji¥% zna. V ¥%adném
pgipadi nemu¥e byt pova¥.ovan za zdroj, z niho¥%: se Ize romichatematické fyziky nauéit. SA&m o sobi bez
komentagu bihem pgednatky je malo srozumitelny a¥%. nesrozitainy (aby byl s komentagi srozumitelny, je mym
pganim a snahou; nakolik se to skuteéni zdagi, necham k posni laskavym student-kam/am).

V textu asi zustaly nijaké neduslednosti, formulaéni nejasiosti nebo dokonce chyby. Budu vdieny ka¥.dému,
kdo mi na ni upozorni.

Zdenik Pospitil
Gnor 2017
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druhého gadu.
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i. G. Evans, J. Blackledge, P. Yardley:Analytic Methods for Partial Di erential Equations , Springer, London
2000, xii+299 stran.
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ii. M. E. Taylor: Partial Di erential Equations I. Basic Theory , Springer, New York-Dordrecht-Heidelberg-
London 2010, xxii+654 stran.
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losti realné a komplexni analyzy, difererencialni geomete a teorie miry.



Motivaeni ulohy

Vymirani populace

Uva%zujme nijakou populaci, napgiklad obyvatele nijakéhozolovaného ostrova. Pgedpokladejme, ¥%e zname slo-
¥seni této populace v nijakém éase a zajima nas, jak se bude Vjgt¢ velikost této easti populace (tj. tvogené
jedinci, ktegi byli %aivi ji¥s na poéétku, jedince, ktegi se wubihu éasu narodili, neuva¥sujeme). K popisu veli-
kosti populace mu¥eme pou3iivat dvi velieiny. Mu¥eme ji veli@ovat jako mno¥astvi jedincu, ktegi maji v eade
vik v rozmezi od a do a+ , tj. jedince, ktegi maji v éaset vik z intervalu [ a;a+ ); tuto veliéinu oznaéime

N (t;a; ). Velikost populace viak mu¥.eme vyjadgit také jako tzvhustotu populace vikua v éaset, kterou
oznaéime symbolenu(t; a). Hustota populace u a velikost populaceN jsou vazany vztahem

&
N(t;a; )= u(t; )d:
a
O hustoti u budeme pgedpokladat, ¥e je to spojiti diferencovatelna flnae. Zmina velikosti vymezené éasti
populace je dana umiranim. Oznaéme proto symboler® (t;a; ) mno¥sstvi jedincu, ktegi zemgou bihem easového

intervalu (t;t + ] a v éaset maji vik v rozmezi [a;a+ ). Jedinci, ktegi bihem éasového intervalu délky
nezemgeli, zestarli o . Tuto trivialni skuteénost (zakon zachovani) vyjadgime ranosti

N(t+ ;a+ ; )= N(ta; ) D(ta ): 1)
Pomoci substituce = vyjadgime levou stranu této rovnosti,
a2 g
N(t+ ;a+ ; )= u(t+ 5 )d = u(t+ 5 + )d;
a+ a

tak¥ae s vyu¥itim Lagrangeovy vity o stgedni hodnoti pro furde dvou prominnych mu3eme psat

7
N(t+ ;a+ ; ) N(ta )= ut+ ; + ) u( )d =
@ @ e @
= ) @¥t+#1; + ) +@t§ +#,) d = a @Ltzt‘i'#l; + )+@t; +#,) d; (2

kde #1, #, jsou nijaka eisla z intervalu [0; 1]. K vyjadgeni mno¥astvi umirajicich jedincu budeme pgedgdéadat,
¥se podil zemgelych jedincu jistého viku za kratky easovy iatval délky t mezi viemi jedinci tého¥: viku je
pgimo Uumirny trvani  t procesu umirani,
D(ta; t) _
N (t;a; t)
Koe cient imirnosti  (a), ktery zavisi na viku a, nazyvamespeci cka tmrtnost (mortalita) ve viku a. Z uve-

deného pgedpokladu dostaneme vyjadgeni mno¥astvi umirggicjedincu ve tvaru

0 . 1

D(ta; t)= t@ (a) u(t; )d A (3)

(a) t



Polo¥%ime = t a dosadime rovnosti @) a (3) do relace (1). Dostaneme

t

%ﬁu#l t o+ )+ %Zt; +# H+ (au(t ) d =0:

a

Tato rovnost ma platit pro libovolnd a 0,t 0Oa t> 0. To je mo%né jen tak, e pro viechna pgipustna
at; tplati

%¥t+ #1 ttat+ t)+ %zt;aw #, t)+ (a)u(t;a)=0
a odtud limitnim pgechodem t! 0 dostanemeMcKendrickovu-von Foersterovu rovnici
oy Sfia) = @uta) @
Zname slo¥eni populace na poéatku vyjadgimeeateéni podminkou
u@©;a) =" (a): (5)
East populace, kterd od éasu = 0 vymira, je popsana hustotou u(t; a) de novanou na mno%aini
(ta)2 R?>:a Ot a : (6)
Zvolime libovolnéag O aproa ag polo¥sime
x(a) = u(a ag;a):

Pak podle getizového pravidla pro vypoéet derivaci slo¥.eriénkce a podle rovnice @) plati

_d . @ ., @a a) @ @a_
x%a) = ﬁu(a ap;a) = ate ao,a)W+ @Za ao,a)@a—
- 2la aa+ ofa wia)=  @ua @)= (@xE)
Z poéateeni podminky p) dostaneme
X(a0) = u(ao a;ap) = ' (a): (7)

Funkce x je tedy gelenim obyéejné linearni homogenni rovnice
(@)= (2)x(a)

s poeateeni podminkou 7). To znamend, e

R
()d

x(a) =" (ag)e "

a ponivad¥au(t;a) = u(a (a t);a), mudeme psat geleni rovnicel) s poeateeni podminkou %) na mno¥aini
(6) ve tvaru
R

()d
u(t;a)="'(a t)e = :

Advekce a difuze

Uva%aujme tenky dlouhy valec, v nim¥ proudi kapalina. Polomivélce je vzhledem k jeho vy'ce (délce) tak maly,
¥e valec s kapalinou mu¥eme pova¥sovat za jednorozmirny kbpe jeho jediny rozmir (délku) za nekoneeny.
Osu valce ztoto¥anime se sougadnou oseu Pgedstavme si, ¥e v proudici kapalini je nijakd latka, kted je
jednak unatena proudem, jednak v kapalini difunduje. Oznaéne u = u(t; x) koncentraci latky v éaset a v misti



0 sougadnicix. Timto oznaéenim a terminologii se mini skuteénost, e mrei¥h latky, které se v éasovém
okam¥aikut nachazi v seku valce od sougadnice do sougadnice je dano integralem

Z
u(t; )d:

Chceme najit koncentraci latky v ka¥adém bodi valce v ka¥.dénage, pokud zname koncentraci na zaéatku dije,
tji. v easet = 0.

Oznaeme rychlost proudici kapaliny symbolemv. Tato rychlost mu3ze byt v ka¥sdém misti jind a mu¥se se
minit s eéasem, tj. v = v(t;x). Pokud kapalina proudi v kladném smiru osy x, je v > 0, pokud v zaporném
smiru, je v< 0.

Zavedeme daledifuzni tok jako veliéinu g = g(t;x); tato velieina pgedstavuje rychlost éastice latky zpu-
sobenou difuzi, znaménko uréujeme podle stejné konvenceka v pgipadi rychlosti v. Difazni tok vyjadguije,
¥se mno¥astvi latky, které se dostane difGzi pges levou hrariseku valce do tohoto Useku za kratky éasovy
interval [t;t + t] je rovno

ot )t
a mno¥astvi latky, které se dostane pges pravou hraniciz tohoto Useku za stejny éasovy interval je rovno
a(t; ) t;

tato interpretace pgedpoklada, ¥g(t; ) > 0, g(t; ) > 0, kdyby tyto nerovnosti nebyly spininy, odpovidajicim
zpusobem bychom vyminili slova pdo Usekuy za pz Usekuy a naag.

Mno%sstvi eastic, které je unaleno rychlostv pges bod o sougadnici do Useku (; ), resp. pges bod o
sougadnici z Useku (; ), je rovno

u(t; Jv(t, )t resp. u(t; )v(t ) t

Ze zakona zachovani hmoty a naslednou Gpravou s vyu%itim Némovy-Leibnizovy formule dostaneme rovnost

Z Z
ut+ t)d = ut )d +gt ) t gt ) t+ult vt )t ult vt ) t=
Z OZ @ 1
= ut )d @ @Xg(t; Y+u(t vt )dA t

Tuto rovnost upravime na tvar

u(t+ t ) u(t )
t

+ @@)g(t; )+ @—@Xv(t; Ju(t; ) d =0:

Usek véalce od sougadnice do sougadnice byl vybran libovolni, stejni tak i @asovy okam%zik t. To znamena,
¥e pro viechna a viechnat musi platit

u(t+ tx) u(tx) _
. =
Odtud dostaneme limitnim pgechodem t! O relaci

@@)g(t;x) @@Xv(t;x)u(t;x):

@ . @ @ .. Y -
@%J(t,x)— @)g(t,x) @Xv(t,x)u(t,x). (8)

Tato relace va¥se neznamou funkai (hustotu) a neznamou funkci g (difdzni tok). Potgebujeme tedy jelti
nijak funkci g ureit. Pgedpokladejme tedy, ¥e difizi se éastice pgesunmjenista s vitli koncentraci na misto
s koncentraci men?i (to je pgedpoklad celkem pgirozeny) a ¥ehlost difundujici eastice je pgimo Uimirna rozdilu
(gradientu) koncentraci (tento pgedpoklad byva nazyvanFickuv zakor). Tedy

gt;x)= D @@)?(t;x):

3



Kladny koe cient Umirnosti D se nazyvadifuzivita; mu¥e se minit s éasem i s mistem, tedp = D(t; x).
Dosazenim do rovnosti 8) dostanemerovnici advekce-difiize

@ @ @

u(t;x) = — D(t;x)—=u(t; x — v(t;x)u(t; x) : 9
@(>@X()@X(> @y /(EOUEX) ©)
Tato rovnice ma byt splnina pro ka%dy éast > 0 a ka¥udy bodk 2 R. K rovnici pgidame poéateéni podminku
vyjadgujici koncentraci difundujici latky v poeateenim eaet =0

u@0;x) =" (x); (10)

ktera ma platit pro ka%.déx 2 R.
Pokud je kapalina homogenni, v éase se nemini, tjD(t;x) a? = const, a proudi konstantni rychlosti
v(t;x)  const, mu¥eme obecnou rovnici advekce-difiz€)(zjednodulit na tvar

@
u(t; x v—u(t; x): 11
2 arl(t0) Vg uEx) (11)
V tomto pgipadi mu¥eme prostorovou sougadnici transformav | zavést novou sougadnou soustavu, ktera je
punélena rychlostivy. Zavedeme tedy novou prostorovou sougadnici vztahem

@ . o\_
@P(trx) -

=X Vvt

Pak podle getizového pravidla pro vypoeet parciélnich deriaci slo¥enych funkci plati

@ . @ @ @t @ Ly @x) _ _ @
@tu(t,x)— @yt (t,x) = @%lt (t;x) @t+ @ut (t;x) ot @t u(t; ) v@u(t, )
a analogicky a struéniji (bez psani nezavisle prominnych)
@u@wt, @@ _@u & _@ @u_&,
@x @@x @@x @ @X” @x @ @2z

Dosazenim do rovnice 9) dostanemerovnici difize

Qu_ ,8u.
@t @2
Uva¥sujme jednoduchou situaci: v jednom bodi (ktery mu¥semeopa¥sovat za poéatek sougadnic) do kapaliny
v poéateénim okam¥uiku pumistimey nijaké mno¥.stii latky, ktera se bude v neproudici kapalini tigit difazi.
Vyvoj koncentrace difundujici latky bude popsan rovnici
o2 @

%tit;x) = (t X): t> 0, x 2 R: 12)

Na poeéatku je viechna difundujici latka koncentrovana v jedném bodi. To znamena, ¥e pro jeji koncentraci

v easet = 0 musi platit
2

A= u(o; )d:
1

Tato podminka bude spinina, pokud poéateéni podminku pro renici (12) napiteme ve tvaru
u(0;x)= A (x); X2 R; (13)
kde je Diracova distribuce, sr. dodatek A. Ze z&kona zachovani hmoty plyne, ¥%e musi byt spinina podmia

2
u(t; )d = A pro vtechnat> O: (14)



Pokusime se puhodnouty geleni rovnicel) s poeateéni podminkou {3). Mu¥eme si pgedstavovat, ¥.e diflze
probiha tak, %e jednotlivé molekuly latky se nahodni pohybii a ¥e pravdipodobnost pohybu nalevo je stejna
jako pravdipodobnost pohybu napravo. Koncentrace latky po jistém éase by tedy mohla mit tvar normalniho
(Gaussova) rozlo¥seni pravdipodobnosti se stgedni hodnot®. Rozptyl se viak s @éasem mini | na poéétku je
nulovy a s postupem €asu se zvitluje. Pro rozptyl 2= (t)? tedy plati

0)=0: (15)

@eleni rovnice (L2) s poeateeni podminkou {3) tedy budeme hledat ve tvaru

x 2
u(t;x) = Ap_#e 2 (02
2 (1)
Z vlastnosti rozlo¥seni pravdipodobnosti je vidit, %e pgi té volbi v ka¥.dém éase plati
2 2 1 ,
ut; )d = A pz_—(t)e 20?d = A;

1

tak¥.e podminka {4) je splnina. Ma byt spinina také rovnice ( 12). Proto vyjadgime

1 X2 2

@ _ A 1 3 0 Sy _
@l=Py W 3 207 W erirs
oA g x? 1 _ A 5 2 » Y.
BRI L e L OO
@(t ): _@ A ie %2_ 2% = A 1 _@ xe %2_ =
@V ex P70 2 (1)? "7 0 @x
= pA: 1 1+ X 2—X e Zx(tz)2 :pA:e 2><(t2)2 1 X2 (t)Z :
2 (13 2 (1)? 2 (1)°

Po dosazeni do rovnice 12) a jednoduché Upravi dostaneme obyéejnou diferencialni nnici pro neznamou funkci

2
oy = &
)= —=:
(t)
Peleni této rovnice se separovanymi prominnymi, které splaje poeateéni podminku (5) je (t) = 2at.
Dostavame tedy geleni poéateeni ulohyl@), (13) ve tvaru

A x2
u(t;x) = p——=-=e 7
2 a’t

Kmitani struny

Uva%ujme tenkou strunu napjatou podél osy silou T. Chceme popsat malé kmity této struny, tj. odchylku
ka¥sdého bodu struny od rovnova¥ané polohy v ka¥adém éase. Adntd problém byl relativni snadno zvladnutelny,
pgijmeme nikolik zjednodulujicich pgedpokladu:

Vychylky struny jsou tak malé, ¥e jeji délku mu¥seme pova¥sbwza konstantni.
Struna neklade odpor vuéi ohybani, je dokonale pru¥na.
Ka¥.dy bod vykonava pohyb pouze ve smiru kolmém na osx, tj. kmity jsou pgiené.

Oznaemeu(t; x) vychylku bodu o sougadnicix v éasovém okam¥ikt. Uva¥aujme sily, které pusobi na Usek
struny mezi body a

Na strunu mu¥%e pusobit nijaka vnijti sila. Vzhledem ke tgetinu pgedpokladu staei uva¥sovat jeji slo¥aky
kolmou na osux. Tato sila mu3e byt v ka¥adém bodi struny jina a také se mu¥e niis éasem. Proto ji vyjadgime



pomoci jeji hustoty g = g(t;x); hustota sily je de novana tak, %e vnijti sila F¢(t) pusobici na uva¥ovany Usek

struny v €aset je rovna
Z

Fe(t) = ot )d:

Tahova silaT pusobi v bodi ve smiru teény ke struni v tomto bodi. Jeji slo¥skaF kolma na osux mé velikost

Tsin' , kde' je dhel, ktery svird osax s teénou ke struni v bodi . Ponivad¥ ale kmity pova¥aujeme za
malé, je Uhel' také maly, tak¥e sin tg' . Hodnota tg' je souéasni smirnici teény k funkciu(t; )
v bodi . SiluF v eéaset tedy mu¥eme vyjadgit jako

F (1) = T@@))%J(t; ):

Podobni slo¥ku tahové sily pusobici na strunu v bodi vyjadgime jako
_ 1@ .
F()=Tgut )

Celkova sila pusobici na usek struny mezi body a je tedy dana souétemFe + F + F , ktery upravime
s vyu¥itim Newtonovy-Leibnizovy formule:

z

FO= R0+ F O F 0= o )d +T 2u ) —u( ) =
Z Z Z
= gt )d +T %u(t; ) = T%u(t; )+ g(t; ) d: (16)

Silu pusobici na uva¥ovany Gsek struny viak mu¥seme také wggt pomoci zdkona sily. K tomu oznaéime
%= %x) linearni hustotu struny v bodi x. Linearni hustota je de novana tak, ¥e hmotnost Useku strug mezi
body a je dana integralem

z

% )d :

Hmotnost kratkého Useku struny mezi bodyx ax+ X je tedy podle vity o stgedni hodnoti integralniho poétu

rovna
XZ X

m = %) =%x+# XxX) X
X
kde # 2 [0; 1] je nijaké éislo. Zrychleni bodu struny o sougadnick + # X je rovno

%u(t;x +# X):
Silu pusobici na uva¥sovany kratky Usek struny tedy mu¥semejadgit jako souein tohoto zrychleni a hmotnosti
ml
%x + # x)@u(t;x +# X) X
@t
a celkovou silu pusobici na Usek struny mezi body a jako souéet

x 0 @ . .
NX + # x)@u(t,x+# X) X;

kde séitdme pges viechny Useky struny mezi body, . Tento soueet je integralnim souetem funkcég )%u(t; ),
tak¥e pro x ! 0 dostaneme siluF (t), pusobici v éase na Usek struny mezi body a , vyjadgenu Rieman-
novym integralem
Z
FO= %) Zu( ) an
@t



Porovnanim (16) a (17) dostaneme

z @ @

%)@u(t; ) T@u(t; ) 9ot ) d =0:

Tato rovnost mu¥ze byt pro libovolné hodnoty a splnina jen tak, %e integrovana funkce je nulova, tedy

%X)%U(t:x)= T%u(t;xﬂ a(t; x):
Nyni polo¥ime s
- N ~ oty = 9EX)
a= a(x)= %) f=f(tx)= %0

a dostanemerovnici kmitani struny

g,
@1
Uva¥sujme nejjednodul?i pgipad | struna je homogenni, tj. %x) const a nepusobi na ni ¥%adna vnijti sila,
ti. g(t;x) 0. Jetedy takéa(x) = a= constaf (t;x) 0. Rovnice kmitani struny nyni nabyva tvaru
%u(t;x) = azau(t;x): (18)

Oznaeme délku struny™ a uva¥%ujme, %e struna je v krajnich bodech O aipevnina, nevykonéva v tichto bodech
¥sddny pohyb. K rovnici (L8) tak dostdvame okrajové podminky

(t:x) = a(x)Z%u(t;x) + f (tx):

u(t;0)=u(t;")=0 (19)

pro ka¥ady eag 0. Strunu rozkmitame tak, %e ji v poeateénim okam¥uiku= 0 vychylime z jeji rovnova¥ané
polohy a vypustime. Struna ma tedy v easd = 0 nijaky tvar a nulovou rychlost, tj. funkce u splouje poeateeni
podminky

@

u(0;x) =" (x); @%J(O; x)=0 (20)

pro ka¥ady bodx 2 [0;1]. Poéateéni funkce' samozgejmi musi sploovat podminku (0)= ' (*) =0.

@eleni rovnice (L8) s podminkami (19), (20) pslytimey: zni zakladni tén a tény alikvotni. Struna tedy
vykonava harmonicky pohyb o nijaké zakladni frekvenci! a také harmonické pohyby s frekvencemi, které jsou
nasobky zakladni. Mu¥eme proto hadat, ¥%e geleni by milo bytaru

u(t;x) = n(X)sin(n't + ¢y) = n(X) sinc, cosn!t +cosc, sinn!t =
n=1 n=1

X
= an(x)cosnlt + b, (x)sinn!t
n=1

Oznaéili jsmean(X) = n(X)sinc,, b(x) = n(x)cosc,; seitame pron a% do nekoneéena, abychom nijak umile
neomezovali poéet alikvotnich tonu. Pokud budeme pgedpoitiat, ¥se

an(0)= an ()= ;] (0)= b () =0; (21)
budou splniny okrajové podminky (19). Funkce u musi spldovat rovnici (18), tedy
X an(x)n?! 2cosnlt + b, (x)n?! Zsinnlt = a2 al{x)cosn!t + BP{x)sinnlt
n=1 n=1
neboli
0= a?a%{x) + n?! 2a,(x) cosn!t + a?P{x)+ n?! 2b,(x) sinnlt



Ponivad¥. funkce cogl!t a sinn!t jsou linearni nezavislé, musi platit

a?al+ n?l %a, =0;  a’% n? %k, =0
pro viechnan =1;2;3;:::. Prvni z tichto obyeejnych diferenciélnich rovnic druhého gadu upravime na tvar
n' 2
o an =0

Tato linearni homogenni rovnice druhého gadu s konstantniirkoe cienty mé geleni

n! . n!
an(x) = Cy cos?x+ C, sin ?x:

Chceme, aby byla spinina prvni z podminek @1), tedy
0=2a,(0)= Cy:

Odtud dale dostaneme nl
0=an(’)= Cysin ?'l‘:

. N a . < . .
Tato rovnost je splnina pro ! = — a libovolnou konstantu C,. OznaeimeC, = A, a funkci a, zapiteme ve
tvaru

.. na .n
an(x) = Ap sin ~ X = Ap Sin —Xx:

Podobni dostaneme n
b, (x) = B, sin—x:
Tyto funkce dosadime do vyjadgeni funkcer a dostaneme

na .. na .. n
u(t;x) = A, cos—t + B sin——t sin—x:

n=0

Tato funkce formalni splouje rovnici ( 18) a okrajové podminky (19). Jelti uréime konstanty A, a B, tak, aby
byly splniny poéateéni podminky (20). Ma platit

" (x) = u(0;x) = Aj sin n‘ X:
n=0

Tuto rovnost mu¥eme chépat jako vyjadgeni funkce ve tvaru sinové gady. Je tedy
7
2 .
A, = < '()sde
pro ka¥%dén = 1;2;3;:::. Déle plati
X na

u(0;x) = —Bp sin Lx:
t
n=0

Q)

0=

Q|

Odtud a z vity o jednoznaénosti Fourierovych gad dostaneme¥.eB, = 0 pro viechnan=1;2;3;:::.
@eleni rovnice (L8) s podminkami (19) a (20) timto zpusobem dostavame ve tvaru

0 VA 1 b % I

2 .n na, . n 2 . n . n na
u(t; x) = @Z ' ()sin— d Acos—tsin—x= '() = sin— sin—xcos—t d:
n=1 0 0 n=1

Jelti poznamenejme, ¥%e zakladni frekvence kmitajici strunnam vyla jako
s __
a T



Kapitola 1

Metody charakteristik

1.1 Parcialni diferencialni rovnice prvniho gadu

1.1.1 Linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve dvou nezavisle pro-
minnych

a(x; Y) + b(x; Y)— =0 (1.1)

@elenim je funkceu = u(x;y).
Hledame vrstevnice funkceu. Nech» maji parametrické vyjadgenk = x(s), y = y(s). Pak u x(s);y(s) =

const a tedy
d - @QEx @uy_
— = 0:
Porovnanim s (1.1) vidime, %e pokud funkcex = x(s), y = y(s) jsou gelenimi systému autonomnich obyéejnych
diferencialnich rovnic
x°= a(xy);
yo= b(x;y);
kde © oznaéuje obyéejnou derivaci podle nezavisle prominné, pak jsou parametrickymi rovnicemi vrstevnic
geleni rovnice [.1). Systém (1.2) se nazyvacharakteristickd soustava rovnic rovnice(1.1), jeho trajektorie se
nazyvaji charakteristiky rovnice (1.1).
Nech» rovnice (x;y) = cje implicitnim popisem charakteristik rovnice (1.1), tj. vrstevnic geleni této rovnice,
a je libovolna diferencovatelna funkce jedné prominné. Pak u = u(x;y) = ' (x;y) je gelenim rovnice {.1).
@u_ ,@ @u

D.: Podle pgetizového pravidlay pro parcialni derivaci slo¥énfunkce je — = °"—, — = O—I,na charak-
b P yProp ! Feox exey @y

(1.2)

teristikach x = x(s), y = y(s) plati ' x(s);y(s) = ca tedy

a(x;y)@(lx ) 4 wx y)@(lx )2 o xey) a@g:y) N b@g:yy)

— 0y dx @' dy@ _ 0y @dx @dy _ 0y d, . -n-

- (Xry) dS @X+ dS @y (Xry) @de @ws - (X’y) & X(S),y(S) =0:
1.1.2 Okrajova uloha pro linearni homogenni parcialni dife rencialni rovnice ve

dvou nezavisle prominnych

Nech»x ="' (), y= () je parametricky popis rovinné kgivky, ktera protina ka¥sda z charakteristik rovnice
(1.2) pravi jednou, a nech»f je funkce se stejnym de nienim oborem jako' a . Podminka

u' () () =f(C) (1.3)

9



se nazyvaokrajova podminka pro rovnici (1.1).

Heuristickd Gvaha: Podminku (1.3) si Ize pgedstavit jako prostorovou kgivku. Dale si Ize pgsthvit, ¥.e
mame vrstevnice geleni, tj. charakteristiky, vytvogené npg z dratu. Tyto vrstevnice umis»ujeme na k@ivku
vyjadgujici okrajovou podminku.

Nech» charakteristiky rovnice (L.1), tj. trajektorie systému ( 1.2), maji obecné parametrické vyjadgeni

X = X(S; ¢1; C);

y =Yy(s;a;c); (14

kde c;, ¢, jsou integraéni konstanty. Dale nech» okrajova podminka jgparametricky vyjadgena rovnicemi

()
() (1.5)
()

cC < X
1

f

Pro jednu hodnotu parametru s, geknime pros = 0, vrstevnice protind kgivku, na ni% je zadana okrajovi
podminka, tedy

x(0;cric) =" ();

y@O;cic)= ()
Z tichto rovnic vypoeitdme konstanty c;, ¢, v zavislosti na parametru , tedy ¢; = ¢i( ), ¢ = c( ). Toto
vyjadgeni dosadime do1.4) a dostaneme soustavu dvou rovic pro dvi neznamé a

x=xs;a( );c();
y=ys;a( );c():

Tuto soustavu vygelime; zejména vyjadgime pomocix ay, . = (x;y) a dosadime do posledni z rovnic
(1.5). Tim dostaneme ge'eni dlohy {.1), (1.3) ve tvaru u(x;y)=f (x;y) .

1.1.3 Quasilineérni parcialni diferencialni rovnice prvn iho gaddu ve dvou nezavisle
prominnych

a(xy; U) + b(x;y; U) = c(x;y;u): (1.6)

@elenim je opit funkce u = u(x;y). Praedpokladejme, ¥e toto geteni je implicitni dano rovnid- (x;y;u) = 0
tedy
F x;y;u(x;y) =0:
Odtud dostaneme
@F Q@F@u_,,. d v @F Q@F@u_

e iy = @F a4 v =&
axE YY) = gt Guax O @yt YY) = Gy Guay

Prvni z tichto rovnic vynasobime funkci a, druhou z nich funkci b, seéteme je a upravime s vyu%itiml(6):

_,@F,  @F @F @u  @u__OF @F G@F
0=aax" "ay" @u %ex Pay ~ %ex "ay’ ‘@

Pokud funkce x = x(s), y = y(s) a u = u(s) jsou gelenim nasledujicEharakteristické soustavy rovnic rovnice
(9 x%= a(x;y;u);
yO= b(x;y;u); (1.7)
u®= c(x;y; u);
pak podle pgedchozi rovnosti plati
@Fdx @de @Fdu _ @F . @F @F

b+ —c=0:

d e
ask X(S):y(s);u(s) = @xds @yds @us  @x @y @u
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Trajektorie systému autonomnich obyéejnych diferencialiich rovnic (1.7) | prostorové kgivky | se nazyvaji
charakteristiky rovnice (1.6). Z provedeného vypoétu plyne, %e podél charakteristik jauhkce F konstantni.

Nech» rovnice' 1(x;y;u) = ¢ a' 2(x;y;u) = ¢z jsou implicitnim popisem charakteristik rovnice (1.6)
(jednorozmirné variety v tgirozmirném prostoru) a je libo volna diferencovatelna funkce dvou prominnych.
Pak funkce u = u(x;y) implicitni zadana rovnici

"1y u);t 2(y;u) =0 (1.8)
je @etenim rovnice {.6).
D.: Rovnici (1.8), v ni%u pova¥aujeme za funkci prominnyctx ay, derivujme parcialni podle prominné x:
@ @ @.eu @ @ @:@u _
@: @x @uax @, @x @uax

_@@1 @@2 @@1 @ @, @u
@' @X @ @X @1 @U @', @u @x

0=

2 dostaneme z pgedchozi rovnosti

... @ @1, @
Oznaeime-liA = @—1@+ @—2

@
@
@u_ 1 g@l @ @-
@x A @1 @x @2 @x

Analogickym postupem bychom dostali

@_ 1 @ @i, @@
@y A @1 @y @2 @y
Ponivad¥. na charakteristikach plati
d d
gs 1 X@sy(s)iu(s) =05 "2 x(s);y(s);u(s) =0
dostaneme vzhledem k {.7):
@U @U_ 1 @ @1 @1b N @ @2 @zb

ax @y‘A@@ @y @ @x @y

1 @ @& @idy = @ @2dx @zdy _
A @1 @xds @yds @', @xds @yds
_ 1 @ d, Ry @' du @ d, @' _
= A @, ds 1 X(8);y(s); u(s) “@uds +@—.2 ds 2 X(8);y(s); u(s) @d_ =
-1 @@:, @ @; du_
A @ @u @, @Qu ds

Nech»x ="' (), y= ( ) je parametricky popis nijaké rovinné kagivky, a nech»f je reélna funkce se stejnym
de niénim oborem jako funkce', . Podminka

u' () () =1() (1.9)

se nazyvaokrajova podminka pro rovnici (1.6). Okrajovou Ulohu getime analogicky jako okrajovou ulohu (.1),
(1.3):
Nech» charakteristiky rovnice (L.6) maji parametrické vyjadgeni

X(s; C1; C2; Ca);
y(S; C1; C2; C3); (1.10)
u(s;c; C; Ca);

C <
1
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kde ¢, ¢y, c3 jsou nijaké konstanty. M&-li soustava rovnic

x(0; ¢1; C2; C3)
y(0; ;¢ C3) =
u(0; c1; C2; Ca)

(1.11)

|
~ o~
N~

f

pro nezndmeéc, ¢y, ¢z getenic; = ¢i( ), &2 = ¢( ), c3 = c3( ), dosadime je do prvnich dvou rovnic soustavy
(1.10:

x =x s;c( );c( )ies( ) s
y =ys;al )ic( )ic()

Ma-li tato soustava rovnic geleni = (x;y), s = s(X;y), dosadime je do teeti z rovnic {.10. Tim dostaneme
geteni tlohy (.6), (1.9) ve tvaru

u=u s(xy)c (xy) ;.2 (Xy) ;¢ (XY)

1.1.4 Obecna parcialni diferencialni rovnice prvniho gadu ve dvou nezavisle pro-
minnych
Jedna se o rovnici QU@
u@u
Foxyu = = =0; 112
Vil @y @y (1.12)
kde F je realna funkce piti prominnych, u je (hledand) funkce dvou prominnych, X, y jsou nezavisle prominné.
Oznaéeme @ @
u u
= Uy = —; = U, = —:
P= = ax @y

Pak rovnici (1.12 mu¥eme zapsat ve tvaru
F(x;y;u;p;) =0:

Autonomni soustavu obyeejnych diferencialnich rovnic

%X = Fp(xy;u;p;a);

%y = Fq(xy;u;p;0);

%u = pRy(X;y;uip;a) + gRg(X y;u;p;a); (1.13)
%p = E(sysuspsd)  pRa(Xy;usp;a);

%q = FRy;upa) gRu(xy;u;p;a);

nazyvame charakteristickd soustava rovnice(1.12), trajektorie jejiho geleni (kaivky v prostoru R®) nazyvame
charakteristicky pruh rovnice (1.12).

Nech» funkcex = x(s), y = y(s), u = u(s), p= p(s), q= q(s) jsou gelenim charakteristické soustavy 1.13.
Pak plati

d._ d v(s) uls) os) afs) = F. X+ g Y g du pdp oda_
&F = dSF X(s); y(s);u(s); p(s);a(s) = Fx ds + Fde + Fy ds + deS + quS =

= FxFp + FyFa+ Fy(pFp + gqFg) Fp(Fx + pFu) Fq(Fy + gFy) =0:

To znamena, %e na charakteristickém pruhu je funkc& konstantni. Pokud tedy poééateéni hodnoty geleni
charakteristické soustavy (1.13 splouji podminku

F x(0);y(0);u(0); p(0);q(0) =0;

12



pak kagivka x(s);y(s);u(s) le¥i na grafu geleni rovnicel(12).

Nech»x = ' (), y = () je parametricky popis nijaké rovinné kgivky a f je redlna funkce se stejnym
de nienim oborem, jako funkce' , . Rovnost
u'() () =f(0) (1.14)

se nazyvaokrajova podminka pro rovnici (1.12). Derivovanim okrajové podminky dostaneme rovnost, kterou
na ni musi spldovat funkcep a q,

O -4y oy mper (19O gy () L0
T E g ()= () T at () () g

Nech» nynipp = po( ), G = G( ) je gelenim soustavy dvou rovnic pro dvi neznamé

FC) ():f()ipoi) 0;

d () d () _ df().
Po—g— "% = —q -

@eleni charakteristické soustavy (.13, které splouje poéateeni podminky

x@="0) yO= () u@=f(C) p0O=ps; a0)=

oznaéime
x(s; ) y(s; )iu(s; )ip(ss );as; ) -
Je-li s= s(x;y), (x;y) @elenim soustavy rovnic

X
y

x(s; );
y(s; );

ti. parametry s, vyjadgime pomoci sougadnig, y, pak funkce u de novana vztahem
uxy) = us(xy); (xy)
je wetenim rovnice {.12) s okrajovou podminkou (1.14).

1.1.5 Quasilinearni parciélni diferencialni rovnice prvn iho gadu

Rovnici

tuto rovnici linearni parcidlni diferencialni rovnice prvniho gadu
Soustavu obyeejnych diferencialnich rovnic

d
X8 = @ Xa(s)iiiixn(8)iU(s)
s
d
Exn(s) = an x1(s);:iXn(8)su(s) ;
d
£u(8) = f xu(s);::5%n(8);U(s)
nazyvame (rozligend) charakteristicka soustava rovnice(1.15). Trajektorie x1(S);:::;Xn(S);u(s) @eleni cha-

rakteristické soustavy (k@ivky v prostoru R"*1) nazyvame charakteristiky rovnice (1.15).
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Bui D R" ! otevgend mno%ina a

uC 2C i n e a( i n 1)) = Uo( asiiis noa)s (a5t 0 1) 2D (1.16)
se nazyvaokrajova podminkapro rovnici (1.15).
Jsou-li funkce az;:::;ay; f diferencovatelné, pak charakteristicka soustava s Cauchgvymi podminkami
x1(0) = "1( 13 0 1)
Xn(0) = "n( 155115 0 1)
u@) = uo( 1:::5 n 1);

i CHEETOSEED HS S CHEE TSI SID BN PN (U T
Plati
105 15t n )= " i 0 1)ty a0 a5t n 1) = "1t n 1)
n+1 (05 15000 no1)= Uo( 1500 o1
tedy
@i oo _ @i, . 2 qipes 212 1 Kaudé (1o 2D
@—j(y 1y+++5y n 1) — @—J( 1y-++5 n 1), I = ) !"'lnlj - [} 1n ] pro a4e(11"-l n l)
a dale
@| 0 ..... [ T 2 W T ST P S
65(’1' ESEED =TT G TR ED MO (TS MU 1 (]
Funkcemi 1;:::; n, je uréeno zobrazeni :R D! R". JacobianJ = J( 1;:::; n 1) zobrazeni v bodi
0; 1;::55 0 1) e
T G (T D FE S (P T - G G T FES A (R
@1, ... o
a 175y n 1 @, 1s »on 1
1 NIt . n NI )
@n 1 , nn @n 1 , nn
Je-liJ( 1;::0; n 1) 80 proka%dé (1;:::; n 1) 2 D, existuje inversni zobrazeni ':R"! R D (podle

vity o existenci inversniho zobrazeni, viz napg. Do'la Z., @'ly O.: Diferencialni poéet funkci vice prominnych,
MU 1999, str. 84).
Polo¥amau(X1;:::;Xn) =  n+1 Y(x1;::::%n) . Pak u je geleni tlohy (.15, (1.16):
0 1
X @u_ M dw g@u@s, X' @ue;, _ @u @sdx X' @uX @ dx

“@x ., d @@x @ Ox @ @xds  _ @, @xds

k=1
_@@s X' @ue; _ du _

“@wes @ @ d
Toto geleni je jediné.
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1.1.6 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice prvn iho gadu ve dvou neza-
visle prominnych linearni v prvnich derivacich

a(X:y)%;:+ b(X:y)%;Jf f(xy;u); (1.17)

funkce a, bjsou de novany na mno%iniG  R?, funkcef je de novana na mno%iniG R, pro funkce a, b plati
a(x;y) 60 6 b(x;y) pro (x;y) 2 G. Parcialni rovnici (1.17) pgigadime jeji obyeejnowcharakteristickou rovnici

0_ b(x;y) .
axy)’

(1.18)

kde © oznaéuje obyéejnou derivaci podle. Pgedpokladejme, ¥%e charakteristick& rovnice (L8 ma geleni, které
Ize implicitni zapsat ve tvaru
C(xy)= G (1.19)

kde C je integraéni konstanta. Pak je' x(x;y)+ y° y(x;y) =0, tj.
ay+by=0: (1.20)

Poznamenejme, ¥%e charakteristicka rovnice linearni homegni rovnice ve dvou nezavisle prominnych {.1)
je podilem jednotlivych rovnic charakteristické soustavy (1.2) této rovnice a tedy rovnost (1.19 vyjadguje
charakteristiky rovnice (1.1) také ve smyslu oddilu1.1.1
Polo¥%me
=1 (%Y =y
Pak x y y x ="' x(xy), tedy namno%iniH = (x;y) 2 R?: "' «(x;y) 60 Gje zobrazeni(; ):H ! R?
prosté. Toto zobrazeni na mno%inH transformuje rovnici (1.17) na rovnici

au ' x+blu'y+u)="H

Tuto rovnici Ize upravit na tvar
(@ x+by)u +bu =T

tak¥ze vzhledem k1.20) a pgedpokladané nenulovosti funkcd plati
u(; )=F(u);

kde F = f=b. Tato rovnice je kanonickym tvarem rovnice (1.17). Ponivad¥ se v ni vyskytuje pouze jedna
parcialni derivace, Ize ji pova¥sovat za rovnici obyéejnouakovou, ¥e hledand funkca je funkci jedné nezavisle
prominné a zavisi na parametru .

1.2 Parcialni diferencialni rovnice druného gadu linearni ve druhych
derivacich
Jedna se o rovnici 0 @
u(x) @x) @x)
: =F x; : R ; 121
-1 2 (X)@x@x XU gy @x (2
kde x = (X1;X2;:::;Xn) je n-tice nezévisle prominnych, u je (hledana) funkce n prominnych, a;, i;j =
1;2;:::;n jsou funkce n prominnych takové, e jejich de niéni obory maji neprazdnyprunik D R" a plati

aj (x) = a; (x) pro vtechnax 2 D a vtechny dvojice indexui;j . Pgitom pgedpokladame, %e pro alespood jednu
dvojici indexu i;j plati a; 6 0. Funkce F na pravé strani rovnice je nijaka funkce 2n + 1 prominnych.

Bui xo 2 D libovolny bod. Pak A = (&; (xo)) je symetricka matice typu n  n. Takovou matici je de novana
kvadraticka forma : R"! R,

X
(yuyziinyn) = (Ynyainyn) A(ysyzinyn)' = aj (Xo)yiy;
ij =1
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Plati Sylvesteruv [1814 { 1897] zakon setrvaénosti kvadratkych forem: Existuje regularni matice B typu n  n
a jednoznaéni uréenda pgirozena éisle m; 0 k m n takova, ¥%e po transformaci

(iiyaiiisyn)" = (15 250105 n)B
. o - R 2] . P
ma kvadraticka forma kanonicky tvar 2 2 (Pgitom klademe i=0prop=qg+1)
i=1 i=k+1 i=p
Rovnice (1.21) se nazyva
elipticka m=nak 2f0;ng,
hyperbolicka m=nak2fln 1g,
ultrahyperbolicka v bodixg 2 D, jestli%ae m=na2 k n 2,

3
N
=

parabolicka
parabolicka v u¥stim smyslu m=n lak=0,nebok=m=n 1

Rovnice (1.24) se nazyvéelipticka, hyperbolickd, ... v oteveené mno¥%ire D, je-li elipticka, hyperbolicka, ...
v ka¥.dém bodix 2 G.

Oznaeme j prvky matice B. Transformaci pgevadijici kvadratickou formu na kanonic ky tvar tedy mu-
Yseme zapsat jako

p=1
a transformaci kvadratické formy pgepsat ve tvaru

X X X X X X ) X )
aj (Xo)yiyj = aj (Xo) p pi qq = aj (Xo0) pi qi p q= i o (1.22)
i =1 i =1 p=1 g=1 iipag =1 i=1 i=k+1
Nyni budeme v rovnici (1.21) transformovat nezavisle prominné. Nové nezavisle promimé 1; »;:::; » de nu-
jeme vztahy
X
P = pXp; 1=1;2:00n (1.23)
p=1
Pak je g—;( = j as vyu¥itim getizového pravidla pro pro derivaci slo¥senénkce postupni dostaneme
@u_X @ @u_X @u
. T~ pl = !
@x p=1 @x@p p=1 @p
@u X @@eu_ X X“@ @ _* X @u _ X @u .
- Py @, pi aj - Pidl A
@X@}( p=1 @}( @p p=1 @}( @ @q p=1 q=1 @p@q pg=1 @p@q
Leva strana rovnice (1.21) se tedy % bod| X = X transformuje na tvar
X @u(x) _ X @u X @u
aj (Xo) === aj (Xo) I R aj (Xo) pi g ==
ij =1 @x@x ., pia=1 @@ g =1 @ @q

Porovnanim s rovnosti (1.22) vidime, %e transformaceX.23 nezavisle prominnych pgevadi levou stranu parcialni
diferencialni rovnice (1.21) v bodi x = X na tvar

L, @7 @z’

i=k+1

tento tvar rovnice se nazyvakanonicky v bodi xg.

Pokud je funkce F na pravé strani rovnice (1.21) tvaru

Q). . ... @ux)
@x = @x

@(IX)

Foxiu(x); =100 UG BE)
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kdeh,c, f,i =1:2;:::;n jsou funkcen prominnych takové, %e de niéni obor ka%.dé z nich ma neprazfprunik
se spoleenou eastd de niénich oboru funkci &; , pak mu¥eme rovnici .21) pgepsat na tvar

X @u(x) , * @)
a;j (x + X)——=+ ¢(x)u(x) = f(x): 1.24
- "()@x@x i:lh()@x (x)u(x) (x) (1.24)
Tuto rovnici nazyvame linearni parcidlni diferenciélni rovnice druhého gady v pgipadi f 0 homogennj
v opaénémnehomogenni
Pro homogenni linearni rovnici plati princip superpozice: Je-li  libovolna konstanta a ui, u, jsou geteni
rovnice
X @u(x) X @)
i (X)=—=+ X + c(x)u(x) = 0;
au()@x@}( h()@x (x)u(x)

i =1 i=1

pak také u i a u; + uy jsou gelenim této rovnice. (Platnost tohoto tvrzeni Ize ovigit pgimym dosazenim.)
Funkce u 0 je zgejmi také gelenim této rovnice. Odtud plyne, % mno#intech geleni homogenni rovnice
tvogi vektorovy prostor.

1.3 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice druhéh 0 gadu ve
dvou nezavisle prominnych linearni ve druhych derivacich

A Y)ux +2B (X y)uyy + C(Xy)uyy = F(XY;U;Ux;Uy); (1.25)

pro funkce A; B; C plati jA(X;y)j + jB(X;y)j + JC(x;y)] > 0 pro viechna (x;y) z pruniku de nienich oboru
funkci A, B a C. Uva¥aujme kvadratickou formu (r;s) = Ar? +2Brs + Cs2.
Pokud A 6 0, plati

2 2 B 2 Bz 2 2 _ B 2 1 2 2.
Arc+2Brs + Cs® = A r+ KS Ts +Cs" = A r+ KS K(B AC)s;
pokud C 6 0, plati
B ° B2 21
Ar?+2Brs+ Cs> = C s+ c' ?r2+Ar2 = C s+ —r E(BZ AC)r?;

pokud A = C =0, pak B 6 0 a plati

B B
Ar?+2Brs + Cs?> = 2Brs = 7(r+s)2 7(r s)2:

Odtud plyne: Je-li pro ka%dé X;y) z otevgené mno%ingg D

(B(x;y))?2 A(xy)C(x;y) >0 hyperbolicka
(B(x;y))? A(x;y)C(x;y) =0 pak rovnice (1.25 je parabolicka v G
(B(x;y))? A(Xy)C(x;y) <0 elipticka

1.3.1 Transformace rovnice ( 1.25)

Buite ' : G ! R takové funkce, %€ x(X;y) y(X;y) ' y(Xy) x(X;y) 6 0 pro viechna (x;y) 2 G. Pak
transformace

= " (Xy); = (xy) (1.26)

bijektivni zobrazi mno%zinu G na otevgenou mno%inu a rovnicil(25 transformuje na tvar (vyu%aivame formule
pro druhé parcialni derivace slo¥ené funkce)

a(; Ju +2b(; J)u +c(; Ju = F(;;uu ;u); (1.27)
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kde I

A Z+2B 'y+C'Z="2 A &~ 2 =~ +C ;

QD
1

b = Ay x+B(Ix y+ly x)+c|y y (128)

A Z+2B x y+C 2= 2 A = 2B X +C

(@]
1

naznaeenou upravu vyrazu pro funkcea neboc Ize samozgejmi provést pouze v pgipadi, %¢ 6 0 nebo , 6 0.
Pai hledani inversni transformace k transformaci {.26) gelime soustavu rovnic {.26) pro neznaméx; y.

Pgitom prvni z rovnic je implicitni dana funkce y; = y1(x), pro jeji% derivaci platiy? = =, a druhou z rovnic
y

je implicitni dana funkce y, = y»(x), pro jeji% derivaci platiyd = —= (podle vzorce pro derivaci implicitni

y
zadané funkce, viz napg. Dolla Z., Dolly O.: Diferencialni péet funkci vice prominnych, MU 1999, str. 96).

1.3.2 Charakteristiky rovnice (  1.25)
Obyeejné diferencialni rovnice v implicitnim tvaru (nerozgelena vzhledem k derivaci)
AY)Y®  2B(xy)y’+ C(xy) = 0 (1.29)

se nazyvacharakteristicka rovnice parcialni diferencialni rovnice (1.25. Jeji geleni se nazyvajcharakteristiky.
Z pgedchozich Gvah je vidit, %e plati: Je-li rovnicel(.25 hyperbolickd, ma dvi jednoparametrické mno¥siny
charakteristik, které jsou getenimi obyéejnych diferendilnich rovnic

o BO)+" BOYIT AKYICKY) , o BOGy) ' By AKYICKY)
A(X;y) A(xy) '

Je-li rovnice (1.25 parabolickd, méa jednu jednoparametrickou mno%inu charateristik, ktera je getenim obyeejné
diferenciélni rovnice

(1.30)

B(x;y)

0= ; 1.31
A(xy) (3D
Je-li rovnice (1.25 elipticka, nema realné charakteristiky.

1.3.3 Kanonicky tvar hyperbolické rovnice
Jsou-li' (x;¥) = Cra (xy)= C, implicitni popisy geteni rovnic (1.30 (tedy charakteristiky rovnice ( 1.25),
pak —~ a —= jsou kogeny charakteristické rovnice .29, tak¥%e v (.28 dostanemea = c = 0. Kanonicky

y y
tvar hyperbolické rovnice (1.25) je
u = Fi(;5uu ju):

1.3.4 Kanonicky tvar parabolické rovnice
V tomto pgipadi je B2 = AC. Je-li (x;y) = C implicitni popis geeni rovnice (.31 a ' (x;y) je libovolna

funkce nezavisla na funkci , pak a — je kogenem charakteristické rovnice1.29).
y

AV
y
V rovnostech (1.28 tedy dostanemec=0 a

B B? AC B?
b= B'xy+B "xy I +Cyy= C = "yy= —p—yy=0:

Kanonicky tvar parabolické rovnice (1.25) je



1.3.5 Kanonicky tvar eliptické rovnice

Elipticka rovnice (1.25 nema realné charakteristiky. Pro jeji transformaci zavedeme nejprve oznaéeni

q
BOGY), gy = _ACINICEEY)  BOY) ©
A(xy)’ Y A(X;y) '

Daéle nech» (x;y) = Ci, resp. ( x;y) = C,, je implicitni popis geleni rovnice

(xy) =

0

yo= (y)+i (xy); resp.y’= (xy) i (xy):
To znamena, %.e
_X: +|; _X: |
y y
Polo¥ime L L
=+ . = = _
Pak plati
, 1 1 . . 1 1 L
X:E(x"' x)=§( y Iy y t1 y)=z(y y) E(y"’ y)= oy v
1 1 _ 1 1 ,
x:E(X x):z y oyt y | y): Z(y y) é(y"’ Y): Y Y
Dosazenim tichto vyjadgeni do rovnosti (.28 dostaneme
a:AI)2(+ZB| le+C'§:A 23 2I y y+ 2‘5 +ZB Iy y '§+C'§=
=(A? 2B +C)J+A?27+2 (B A)y y=
B2 _B? ., AC B2 , AC B2
= o 2%C = (+2 (B B)y, y=—F— i+ !
b=A"x x*+B(x y*'y x)*+C'y y=
= A ;oo Tyt tyy Ty +B Dy Ty y T HCy =
=(A B)'I+(B A) J+ A? A? 2B +C'y =
B2 AC B? 2B? AC
— v 2 2 ' —-N-
SBBy vt TA T At A T

C=A [+2B x y+C J=A 27242 Jy+ 22 2B Z+', , +C =
=AZ7+ A? 2B +C J+2 (A B)y y=

_AC B2, B2 _B? _AC B2

A yt oy 25+C ;+2 (B By y= — 51— SR
tedy a = ¢, b= 0. Kanonicky tvar eliptické rovnice ( 1.29) je
u +u = F3(;;uu u):
1.3.6 Kanonicky tvar linearni parcialni diferencialni rov nice druhého gadu ve dvou
nezavisle prominnych s konstantnimi koe cienty
auxx +2bugy + cuyy = duy + euy + fu + g(x;y); (1.32)
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kde a;b;c;d;e;f2 Rag:R?! R.Vyle popsané transformace pgevedou tuto rovnici na niktey z tvaru

u = diu +eu +fu+g(; ); pokudl? ac>0;

u dou + eu +fou+ g(; ); pokudb? ac=0; (1.33)

u +u dsu + esu + fau+ g3(; ); pokudk? ac<O:

Zavedeme novou nezndmou funkcv vztahem

u=ve ;
kde ;  jsou zatim neureené konstanty. Pak je
u = e * (v+v); u = e * (2v+2v +vVv );
u = e * (v+v); u = (v + Vv +V +V )
u = e * (2v+2v +v )

Dosadime do rovnic (L.33 a vykratime vyrazeme * 6 0:

= (d; W +(e W +(dy +e + fi)v+e1(; ) pro hyperbolickou rovnici;
= (d2 2) +ev +(d +e& 2+ fy)v+g(; ) pro parabolickou rovnici;
v +v = (d3 2)v +(es 2 )v +(d3 +es3 2 24 f3)v+g(; ) pro eliptickou rovnici:
Konstanty ;  zvolime tak, aby pravé strany byly co nejjednodu®ti. Konkrétni:
Pro hyperbolickou rovnici = d;; = e;. Dostaneme

v = (edi+f)v+a(; ):

do 4 5 + d%

Pro parabolickou rovnici = 7; = e Dostaneme
V. = eV +(; ):
Pro eliptickou rovnici = d—23 = % Dostaneme
v +v = 7d§+e§+4fsv+g3(; ):
1.4 Poeéateeni uloha pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezav isle

prominnych

1.4.1 @eleni poeateeni ulohy pro homogenni hyperbolickou r ovnici ve dvou nezé&-
visle prominnych (kmity nekoneéné struny)

U (EX) = a®un(tx);  (Ex)2(0;1) (1 ;1); (1.34)
uO;x) = " (x); u(0;x) = (x); x2(1 ;1); (1.35)
kde a > 0, funkce' je dvakrat diferencovatelna a funkce je diferencovatelna.

Charakteristicka rovnice parcialni rovnice (1.34) je x2 a? =0, tedy x°= a, z éeho3(t) = at+ const.

Transformaci
= x at; = X+ at

pgejde rovnice (.34 na tvar



Odtud plyne, %eu nezavisi na , tedy
u(; )= f(0):
Tuto rovnici zintegrujeme podle a dostaneme
ut; ) = F()+ G();
kde F je funkce primitivni k f a G je libovolna funkce. Zpitnou transformaci tedy dostaneme @!eni rovnice

(1.34) ve tvaru
u(t;x) = F(x at)+ G(x + at); (1.36)

kde F; G jsou libovolné dvakrat diferencovatelné funkce. Uréime jeak, aby byly splniny poéateéni podminky
(1.35), tedy

F(x)+ G(x) = ' (x); aFIx)+ aGx) = (x):
Druhou z tichto rovnosti pgepiteme na tvar F(x) G(x) 0= % a integrujeme. Dostaneme
1 2
F(x) G(x) F(xo) G(xo) = a ()d;

Xo

kde X je nijaké éislo. @elime tedy soustavu rovnic

FO+ G(X) = ' (x);
1Z><
F() G = F(x) Glxo) -  ()d
a dostaneme
1 1ZX F(xo) G(Xo) 1 1ZX F(xo0) G(xo)
FO= 3 () o (Od +—5= =57 6= 35 0+ 5 () o T

Dosazenim do (.36) nyni dostaneme geteni Glohy 1.34), (1.35 ve tvaru

at
" (x at)+'(x+at)+ 1 z

2 2a

X at

u(t;x) =

()d:
Posledni formule se nazyva'Alembertuv vzorec

1.4.2 @eleni poeateeni ulohy pro homogenni hyperbolickou r ovnici ve dvou nezé&-
visle prominnych s obecnym poeatkem

Ug (tX) = @ux (t;Xx); Gx)2(;1) (1 ;1); (1.37)
u(;x) = " (x5 w(Gx) = (X)) x2(1 1), (1.38)
kdea> 0, 2 R, funkce' je dvakrat diferencovatelna a funkce je diferencovatelna.
Transformaci =t tato Uloha pgejde na

u (;x) = a®ux(:x);  (;x)2(0;1) (1 ;1);
u@;x) = " (x); u (O;x) = (x);  x2(1 ;1):

Podle 1.4.1 mé tato Uloha geleni

XF a
Wx) = S0 a)EraNt = ()
tak¥.e geleni Ulohyl(37), (1.38 je
, , x+Ft )
o) = A DAt ), L O
x a(t )
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1.4.3 @eleni poéateeni ulohy pro nehomogenni hyperbolicko u rovnici ve dvou

prominnych s homogenni poééateéni podminkou (buzené kmity n ekoneéné
struny)

Ug (EX) = a%u(BX)+ F(tXx);  (6x)2(0;1) (1 ;1); (1.39)

uO;x) = 0; u(0;x) = 0; x2(1 ;1); (1.40)

kde a > 0 a funkcef je spoijita.

Tato Uloha popisuje kmity struny, kterd je na poéatku v klidu a v rovnova¥né poloze. Kmity jsou bu-
zené pusobenim vnijti sily f. Mu¥.eme si tak pgedstavit, ¥%e od poéatku se v prubihu postuppnaseéitajiy
nebopnaintegrujiy vlivy sily f. Tedy, %e geleni je tvaru

Zt
u(t;x) = w(t;x; )d:
0
Tato mytlenka se nazyvaDuhameluv princip. Plati
7t
uO;x) = 0; a u(tx) = wtxt)+  w(tx; )d:
0

Ke splnini podminky u;(0; x) = 0 staéi, aby pro viechna > 0 funkcew = w(t;X; ) sploovala

w(;x; ) =0: (1.412)
Dale plati
0 7t 1 0 7t 1
%u(t;x) = @@t@w(t;x;t)+ wii(tx )d A = @@t@0+ wir(tx; )d A =
0 0
7t
= wir(txt)+  wipa(tx )d
0
7t
%u(t;x) = Wi2o(tx; )d -
0

R

Ma platit uy (t;x)  @lux (t;x) = f(t;x), tedy f(t;x) = wir(txt) + wina(tx ) azwjz;z(t;x; ) d:
0

Posledni rovnice bude spinina napgiklad pro funkciv = w(t;x; ), ktera splouje pro ka%.dé > 0

we (X ) = @w(tx ); (6x)2(; 1) (1 ;1); (1.42)
wi(;x; ) = f(;x); x2(1 ;1): (1.43)

Podle 1.4.2 je geleni Ulohy (.42, (1.41), (1.43 dano formuli

X+ gt )
1

w(tx;, ) = % f(; )d;

x a(t )

tak¥.e geleni tlohy1(39), (1.40) je
0 1
1 7t x+z(t )
u(t;X)=£1 ?@ f(; )d&d:

0 X a(t )
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Dvojnasobny integral na pravé strani rovnosti je nikdy u¥iteéné vyjadgit jako integral dvojny, tj.
1

0
Zt  xrEL ) zz
f(; )dXd = f(; )d d;
0 X a(t )
kde
= (; )2R?:0< <t;x (alt )< <x +alt ) =
= (; J)2R%?:x t< <x +t0< <t j Xj
1.4.4 @e'eni obecné poeateeni ulohy pro hyperbolickou rovn ici ve dvou nezavisle
prominnych
Ug (EX) = auyy (tx)+ f(tX); tx)2@0;1) (1 ;1); (1.44)
u@O;x) = "(x); u(0;x) = (x);  x2(1 ;1); (1.45)

kde a > 0, funkce' je dvakrat diferencovatelna, funkce je diferencovatelna a funkcef je spojita.

Pgimym vypoétem ovigime, ¥e je-i = v(t;x) gelenim Glohy (.34), (1.35 a w = w(t; x) je gelenim Ulohy
(1.39, (1.40, pak u = u(t;x) = v(t;x) + w(t;x) je gelenim Ulohy (.44), (1.45. Podle 1.4.1a 1.4.3je geleni
dané ulohy

0 1
X7 at Zt X+Ht )
) _ 't (xooat)+ ' (x+ at) 1 1 ) ]
u(t:x) = _ o Od + 5 ) f(: ) Xd:
X at 0 x a(t )
Zavedeme-li funkci 8 1
1 . x at< <x +at
G=G(x; ;t)= S 2a
- 0;  jinak;

mu¥seme geleni Ulohyl(44), (1.45 zapsat v kompaktnijtim tvaru
R R R
utx)= 2 ' (x at)+' (x+at) + ()G(x; ;t)d + f(; )G(x;t ) d:
1 0 1

Funkce G ma derivaci podle éasu ve smyslu distribuci, sr. Dodateld.3. @eleni tlohy (1.44), (1.45 proto mu¥eme
také vyjadgit jako
2 0 Zt 1

wEx)= @ ()26 i+ (6K 0+ ()Gt ) Ad:
1 0
Jednoznaénost geteni tlohy (1.44), (1.45

Jsou-liug = ug(t; x) a uz = uy(t; x) geteni Ulohy (L.44), (1.45), pak ug = up(t;x) = uy(t;x) uz(t;x) je gelenim
homogenni rovnice (.34) s nulovymi poéateénimi podminkami (1.40). Analogicky jako v 1.4.1 uka¥eme, ¥%e

uo(t;x) = F(x at)+ G(x + at)
a pro funkce F, G plati

F(x)+ G(x)
Fix) GA%)

pro vtechnax 2 R. Odtud jednak plyne, %eF (x) const a dale

0; neboli G(x)
0; neboli G(x)

F(x);
F (x) + const

up(t;x) = F(x at)+ G(x+ at) = F(x at) F(x+ at) const const = 0:

Tedy u;  us.
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1.4.5 @eleni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle promin nych s obecnymi po-

eateéenimi podminkami a s jednou okrajovou podminkou

Podminka Dirichletova typu (kmity nekoneéné struny upevni né na jednom konci, odraz viny na

pevném konci)

Ug (EX) = a@uw (bx)+ F(EXx);  (Ex)2(©0;1) (0;1);
u@;x) = " (x); w@x) = (x);  x2(0;1);
u(t;0) = 0; t2(0;1);

kde a > 0, funkce' je dvakrat diferencovatelna, funkce je diferencovatelna a plati

x!mt}+ (x)=0; x!mt}+ (x)=0:

(1.46)
(1.47)
(1.48)

De nujme liché roztigeni funkci; ; f (t; ):
( ( (
! " (X); x 0 ~ X); x>0 f(t;x); x>0
o= WX 0 = W0 s T 0,
( x); x<0 ( x); x<0 f(t; x); x<O0
. ~(x) = " (jxj)sgnx, ~(x) = (jxj)sgnx, f{t;x) = f (t;jxj)sgnx.
@eleni Ulohy (1.46), (1.47), (1.48) je
0 7 1
XA at 7t X+
. _~(x at)+ ~(x+ at) 1 _ 1 . _
u(t:x) = s — Od + 5 ) ;) Xd =
X at 0 x a(t )
0 1
Cx at)sgn(x  at)+ ' (x+af) 1 2 p Zg )
= > to- (Dsn()d + o B f(: i son()d K d
X at 0 x af(t )
0 7 1
XA at 7t X+
" (jx atj)sgn(x at)+ ' (x+ at) 1 1 . .
ix atj 0 jx alt )i
V tomto pgipadi mu¥eme na mno¥%ini [@ )* de novat funkci G pgedpisem
> 1. . . .
—; jx atj< <x +at;
G(x; ;t)= S 2a
©0;  jinak
a geteni tlohy (.46), (1.47), (1.48 zapsat ve tvaru
"(jx atj)sgn(x at)+ ' (x+ at) 2z
u(tx) = —2 I + ()Gt +  f(; )Gt )d d:
0 0 O

@eleni ulohy (1.46), (1.47) s nenulovou okrajovou podminkou

ut0) = (); t2(0;1);

kde je dvakrat diferencovatelna funkce sploujici podminkut Iiom+ (1) = IimO+ " (x), je tvaru
! x!

u(t;x) = v(t;x)+ (t);

kde funkcev je gelenim ulohy

Ve (bx) = v (Ex)+ F(Ex) ) (tx)2©0;1) (©0;1);

v0;) = " (x)  (09); w(O;x) = (x)  A0+); x2(0;1);
v(t;0) = 0; t2(0;1);

pgitom (0+) = lm (1), %0+)= lm — %¢t).
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Podminka Neumannova typu (odraz viny na volném konci)

Ug (X)) = auyy (tx)+ f(tX); (t;x)2(@©;1) (0;1); (1.50)
uO;x) = " (x); uw(O;x) =  (x); x2(0;1); (1.51)
ux(t;0) = 0; t2(0;1); (1.52)

kde a > 0, funkce' je dvakrat diferencovatelna, funkce je diferencovatelna a pro jejich derivace plati

H v Oy — . H 0y — .
X!II’T(L (x)=0; x!m(}+ (x)=0:

Nyni zavedeme sudé roztigeni funkei ; £ (t; )
~(x) =" (xj); )= (xj); fx) = f(ixj);

a dostaneme geleni Ulohy1(50), (1.51), (1.52 ve tvaru

1
(. ) ( ) 1 at 1 7t X+@t )
] o (x atp)+ " (x+ at 1 . 1 .
u(tx) = ) t= G+ B tGiddKd:
x at 0 x a(t )
V tomto pgipadi mi¥eme de novat na mno%ini [0l )2 funkci G pgedpisem
8 1
%E; jx atj< <x +at
G(X§;t):§§; X at< 0< <at x;
©0;  jinak
a geteni tlohy (.50, (1.52), (1.52 zapsat ve tvaru
"(x atp)+ ' (x+ at) 2 22z
u(x) = + (60 td + f( )Gt )d d
0 0 0
@eleni ulohy (1.50, (1.51) s nenulovou okrajovou podminkou
ux(t0) = (1); t2(01); (1.53)

kde je dvakrat diferencovatelna funkce sploujici podminkutllign (t) = Iilm0 ' 9x), t!in(’)l qt) = Iilm0 x),
! + X! + ! + X! +

je tvaru
u(t; x) = v(tx) + x (1);

kde funkcev je gelenim ulohy

Vie (K%)= v (Ex)+ (X)) x X)) (Ex)2(0;1) (0;1);
vO;x) = " (x) x (0); w(@©Ox) = (x) x X0); x2(©0;1);
Ww(t;0) =0; t2(0;1);

pokud by niktera z funkci , © nebyla prot = 0 de novana, vezmeme misto funkénich hodnot pgislutnou

limitu zprava.
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1.4.6 @e'eni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle promin
teenimi podminkami a s okrajovymi podminkami Dirichletova

koneéné struny upevniné na obou koncich)

Ug (X)) = a%Ue (X)) + f(tX);
ug(0;x) =
u(t;0) = u(t;") = 0;

u@O;x) = " (x);

kde a > 0, funkce' je dvakrat diferencovatelna, funkce je diferencovatelna a plati
0)="()= (= ()=0:
De nujme spojité 2 -periodické liché roztigeni funkci; ; f (t; ). Toto rozligeni je dano sinovymi gadami
“ 0 7 1
. 2 . .n .n
~x) = = @ ' ()sin— dAsin—x;
n=1 0
0._. 1
2% Z n n
x) = £ @ ()sin— dAsin—x;
n=1 0
0._. 1
2% z n n
ftx) = = @ f(t )sin— d A sin—x;
n=1 0
S vyu¥iitim souetovych vzorcu sin( )+sin( + )=2sin cos a cos( ) cos( + )=2sin
dostaneme
1 1 ° z n : n n
E('~(x at)+ ~(x+ at)) = < @ '()sin— dA sin—(x at)+sin —(x+ at) =
n=1
02 1
2% z n n na
= 2 @ '()sin— dAsin—xcos—t;
n=1 0
o at x 0 7 10 7 at 1
~ )y = = @ (H)snldA@ sndA =
2a a
x at n=l o x at
0._. 1
X N X at
= i @ ()sin™ dA —cos =
a n=l 4 n =x+at
0 7 1
1 X 1 .n n n
= o ﬁ@ ()sin— d A cos—(x at) cos—(x+ at) =
n=1
02 1
R
- 27 1la ()sinL d A sin L xsin 124
a n
n=1 0
0 0 10 1
1 Zt  x Ht+ ) 1% Zt -7 x+ gt )
% %) f{; )dAd = ~ @ f(; )sinLdA%) sin d % d
0 x a(t ) n=l g 0 x a(t )

nych s obecnymi poéa-

typu (kmity
(tx)2(0;1) (0;7); (1.54)
(x);  x2(0;); (1.55)
t2(0;1); (1.56)

Ccos



0._. 1
Zt - Z . x alt )

— @ f(; )sin— dA —cos— d =
a n=1 0 OO 1n =x+a(t )
1R 1Zt Z n n n
= — = @ f(; )sin— dA cos—(x a(t )) cos—(x + a(t ) d =
& n= no 0°
2 X 1Zt Z n X n na
= = = @ f(; )sin— dAsin—xsin—-i(t )d =
& n= no 0
0._. 1
2 X 1 n z na z n
= = Zsin—x sin—¢(t )@ f(; )sin— dAd:
a n
n=1 0 0
Oznaéime-li tedy
a z n 2 z n
I = — A, = - '"()sih— d; Bn:H ()sin— d;
0 0
2 X 1 . .
G(x; ;t ) = N Hsmn\—xsmn\— smE(t );

n=1
Ize geleni Ulohy {.54), (1.55), (1.56) zapsat ve tvaru
¥ &z

u(t;x) = (Ap cosnlt + By sinnl!t )sin Lx+ f(; )G(X; ;t )d d:
n=1

. S P ——— B .
Oznaeime-lidale , = A2+ B2 a', =arctg A—” plati
n

A, cosnlt + Bysinnlt = cosp!t ' g)
a geleni ulohy (.54, (1.59, (1.56) Ize zapsat ve tvaru

N N YANVA
u(t;x) = ncosp!t ' p)sin—x+ f(; )G(X ;t )d d:
n=1 0 0

@eleni Ulohy (1.54), (1.55 s nehomogenni okrajovou podminkou
ut;0)= oft); wu(t )= 1(t); t2(0;1); (1.57)

kde ;  jsou dvakrat diferencovatelné funkce, je tvaruu(t; x) = v(t;x)+ U(t; x), kde funkceU = U(t; x) splouje
podminky (1.57) a funkce v = v(t; x) je gelenim Ulohy

Vie (X)) = @V (X)) + (X)) Up(tx)+ a®U (X)) (5X) 2 (0:1)  (0;7); (1.58)
v(O;x) = "(x) U@O;x); wv(0;x) = (X)) U(0;x); x2(0;); (1.59)
v(t;0) = v(t;") = 0; t2(0;1); (1.60)

Za funkci U staéf vzit «
Utx) = ot)+ <( 1(t)  oft)):

Pgi této volbi je Uy 0.
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Cvieeni
Najdite obecné geleni rovnice
1) ux = 6x2uy 3) ux +2uy =3
2) (z+y X)ux+(z+x Yy)uy+zu, =0 4) uy + Xuy = u

Najdite geleni rovnice, které splouje danou podminku

5) ux+yuy=0;u(0;y)=1 9) Xuuy + yuuy + xy =0; u x;% =1
6) u; + aux =0; u(x; 0) = sin x 10) 2xuy + yuy =4u+1; u(x; 1) = x2
7) ug+ auy = X2t +1;u(x;0)= x+2 11) u = uyxuy; u(0;y) = y?

8) yux xuy=y? x%u(x;a)=x? a? 12) 4u=uZ uZ; u(cos; sin )=cos2

Ureete typ linearni rovnice druhého gadu

13) Uxx + YUy =0 14) x2uy  2xsinyuy +sin?yuy, =0
Danou rovnici pgeveite na kanonicky tvar

15) €Uy +2e** YUy, + ePuy, =0 17) y?uy + X%uyy =0

16) XyUxx (X2 + y2)Uyy + XyUyy + YUy + XUy =0;X 6y  18) Uy + Uygy + Uy + Uyx =0

Najdite obecné geleni rovnice
19) X%Uxx  2XYUyy + Y?Uyy + XUy + YUy =0 20) X2Ux  Y2uyy =0

Pelte poeateeni ulohy

X | R

21) ug = Uy tsinx; u(0;x) = x; ug(0;x) =

22) Uy Uk = (x)sint; u(0;x)=0; ui(0;x) =0.
(x) oznaeuje Diracovu distribuci soustgedinou v bodi 0.

23) @elte rovnici s nulovymi poéateénimi podminkami a jednou okajovou podminkou
Ug = @%Uyxc; U(0;x)=0= ui(0;x); u(t;0)= Asinlt:

Vysledky: 1) u(x;y)= (2 x3+vy) 2) u(xy;z)=  x+y 2z;Z2(x y) 3)uxy)= 3y+ (2 x )

4 ulxy)=e* (x2 2y)5) u(xy) = & 6) u(xt) = sin(x at)p?) u(t) = Stt 3+ X2 (@ Lt+x+2
8) u(xy)= x2+y?+xy 2% a x2+y2 a9 u(xy)= 2 xy 10) u(xy)= x>+ F(y* 1)

11) u(x;y) = 1=(4y+x)2 12) u(x;y) = x> y? 13) hyperbolicka proy < 0, elipticka pro y > 0 14) parabolicka

15 u =(—% 1u u 16)u = 5—u 17)u +u +3Fu ++u =0
P~
18)v +v =gv=es 5 = Ix y; = 2x19) u(xy)= ( xy)iny+ ( xy)
20) u(x;y) = ( %)DW+ ( xy) 21) u(t;x)= x+In % +sin X  sinx cost
1 i) - v e e T Ly - .
22) u(t:x)= 2 1 cost j X)) ; j-Xj-<t, 23) u(t:x) = Asin It Zx ; x<at
0; xj >t 0; X at
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Kapitola 2

Metody integralnich transformaci

2.1 Fourierova transformace

Fourierova transformace F pgevadi realnou funkcf jedné realné prominné na komplexni funkciF (f ) = f"jedné
realné prominné de novanou vztahem
2
() = f (x)e * dx:

1

O funkci f pgedpokladame, %e je de novand nR a konverguje dostateeni rychle k nule projxj ! 1  tak,
aby nevlastni integral na pravé strani konvergoval. Z lineaity integrélu plyne, ¥e Fourierova transformace je
linearni, tj.

Feafr+ ef2)( )= afi( )+ efa():

Pro Fouriertv obraz derivace funkcef dostaneme integraci per partes a s vyu¥itim vlastnosti -.1"mf x)=0
X!

vztah
2 2 2
FEY( )= fAx)e X dx= f(x)e ™  _, fOO( i)e X dx=i f(x)e X dx=i F(f)();
tj.
o) =i £(): (2.1)
Inversni Fourierova transformace F 1 pgevadi funkcif® zpit na funkci f na celémR; funkce f je pgitom dana
vztahem 2

f(x) = i )e* d:

>
1
Konvoluce funkcif, g de novanych na R je funkcef g dana vztahem
2
folx) = f(y)gx y)dy:
1

(O nevlastnim integralu opit pgedpokladme, e konvergujgeFourieruv obraz konvoluce funkcif, g je

2 ZOZ— 1 27

F(E o)) = gxe™dx= @ f(ygx ye ™ dyAdx = f(y)g(x y)e ™ dxdy:
1 1 1 R2

V tomto dvojném integralu budeme transformovat prominné tak, ¥%e polo¥ime= z+y, y = y. Jacobian tohoto
zobrazeni je
11 _ ..
0 1° 1:
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Dalee ™ =e Y e iz  tedy

27 o 05 | 10, | 1
F(E o)) = f(y)gz)e Ve *dzdy = @ f(y)e Y dyA@ g(z)e 7 dzA = f()0( ):
R2 1 1
To znamena, ¥e
{ g="fo: (2.2)
2.1.1 @e'eni poeateeni ulohy pro homogenni parabolickou ro vnici ve dvou neza-
visle prominnych (vedeni tepla v tenké homogenni nekoneéné tyei)
Ur(tx) = a’uxx (tX); (tx)2(0;1) (1 ;1); (2.3)
uO;x) = ' (x); x2(1 ;1): (2.4)

O viech funkcich i jejich derivacich opit pgedpokladame, ¥gjdou dostateéni rychle k nule projxj!1 V. Na
rovnici (2.3) aplikujeme Fourierovu transformaci (funkci u pova%aujeme za funkci prominné; t pova¥aujeme za

parametr):
2

Fu)() = u(tx)e ™ dx = (t );

a podle rovnosti (2.1)
Flue)(t ) =i F(u)(t )=(@ PF)t )= *F)t )= 2ot ):
Rovnice (2.3) se tedy transformuje na rovnici
oc(t; ) = a2 20(t; ); (2.5)

co¥: je obyeejna diferenciélni rovnice prvniho gadu fraje roli parametru). Jeji geleni je
2 2¢,

aft; ) = Ce ?

kde C je integraéni konstanta; nezavisi nat, ale mu¥e zaviset na. Uréime ji z transformované poeééateeni
podminky (2.4), tj. z podminky
a@0; ) = ~(): (2.6)
Je tedy
2
C=m(0; ) = ()= '(xe™dx
1

Oznaemeg(t; x) vzor funkce ¢(t; )=e a® %t pgi Fourierovi transformaci, tedy

1 Z 2 2 i 1 Z 2 2
g(t;x) = > e at tdx d = 5> e @ "Ycosx +isin x)d =
1 1
1 Z. 2 2 | Z‘ 2 2 1 Z. 2 2
= 5 e ® "'cosx d t o e? 'sinxd = = e? 'cosx d;
1 1 0
nebo» funkce e °t cosx (jako funkce prominné ) je suda a funkce e @ “t sinx je licha. Substituci = pﬁ

. - X . .
a pgi oznaeenf = p— nyni dostavame
a-t

2
1 2
ogt;x)= p— e cosqd:
a’t

0
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p_
R R

Oznaéme déalel (q) = e ’ cosg d: Pak podle (C.21)jel(0)= e d = 7: Derivovanim integralu | (q)
0

0
podle parametru g a naslednou integraci per partes dostaneme

d 2 1 ! 2 q
2, _ + 2, 4 2 — 4 i
aql (g = e singd = 2e sing L 2 e cosqd 2I(q).
0 0
Integral | (q) je tedy getenim poéateéni ulohy pro obyéejnou diferencidl rovnici
p_
d ~_ d, .
@'(Q)— E'(Q), 1(0) = >

tak¥se p

Navratem k puvodni prominné x dostavame
p_

1
tX) = P e @I =
9(t:x) a’t 2 2 a?t

IH

@eleni Ulohy (2.5), (2.6) Ize zapsat ve tvarud(t; ) = ~()g(t; ): Inversni Fourierovou transformaci s vyuaitim
(2.2) dostaneme geteni UlohyZ.3), (2.4) jako konvoluci funkci ' a g(t; )

2
utx) = " () ot )(x) = "ot x  y)dy;
1
ted
y 1 2 (x_ vy
u(tx) = Epﬁ (y)exp T dy:
1
Pgi oznaéeni
G(x; ;t) = —p—_l ex (x_)°
BT P O 4a2t
Ize geteni ulohy 2.3), (2.4) zapsat jako
2
u(t;x) = "()G(x; ;t)d:

1

Na zavir jelti poznamenejme, ¥e geleni poeateeni Ulohy s positym poeatkem

Ur(t;x) = a%uxx (tX); tx)2(;1) (1 ;1);
u(;x) = " (x); x2(1 ;1);
kde 2R,je
1 ¢ (x_yy 2

u(t;x) = Epﬁ " (y)exp 2 ) dy = ()G st )d
1

1
2.1.2 @e'eni poeateeni Ulohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-
zavisle prominnych
Nejprve uva¥.ujme Ulohu s homogenni poéateéni podminkou:
u(tx) = a’ux (tx)+ f(tx); (tx)2(0;1) (1 ;1) (2.7)
u(0;x) = 0; x2(1 ;1) (2.8)
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@eleni budeme podle Duhamelova principu hledat ve tvarw(t; x) = Iiaw(t; x; )d . Pak je poeateeni podminka
(2.8) splnina. Dale plati ’
Zt Zt
u(tx) = witxit)+  wi(tx )d; U (tx) = we(tx; )d:
0 0
Aby byla splnina rovnice (2.7), musi platit
7t
0 = w(tx) aux(tx) f(tx) = wtxt)+ w(tx ) awa(tx ) d f(tx)
0

pro viechna (;x) 2 (0;1) (1 ;1). Tato rovnost bude splnina zejména tehdy, kdy%2 pro ka%dé 2 (0;1 )
bude funkcew gelenim ulohy

we(tx, ) = aw (X ); tx)2(;1) (1 ;1)
wix ) = F(ix); x2(1 ;1):

Aviak geleni této ulohy je podle2.1.1dano vzorcem

yA
wtx; ) = f(; )G(x;t  )d:
1
To znamena, ¥%e geteni Ulohy (7), (2.8) je
zt 2
u(t;x) = f(; )G(x;t )dd:
01

@eleni obecné poeééateeni Ulohy pro parabolickou rovnici vevdu nezavisle prominnych (2.7), (2.4) je souetem
geleni Uloh R.3), (2.4) a (2.7), (2.9), {j.

2 Zt 2
u(t;x) = "()G(x ;t)d + f(; )G(x;t )dd: (2.9)
1 01

2.1.3 Poééteéni uloha pro obecnou parabolickou linearni ro vhici s konstantnimi
koe cienty (rovnice reakce-advekce-difuze)

Ur(tX) = aux (tx) + buc(t;x) + cu(t;x) + f (tx); tx)2@G;1) (1 ;1) (2.10)
u@;x) = " (x); x2 (1 ;1); (2.11)

Analogicky jako v 1.3.6 zavedeme novou neznamou funkor = v(t; x) vztahem
u(t;x)=e* X v(t; x); (2.12)

kde a jsou zatim neureené konstanty. Pak

u = (v +we'*;
e = (Vv +v)e' X,
U = ( 2V+2 v+ vy )et X

Tyto vyrazy dosadime do rovnice .10 a vyslednou rovnost vynasobime vyrazem et X . Dostaneme

2 2

V+v = a2 2vt2alvy+ avy +bv + by +ovt f(tx)e b X
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tj.
Vi = alv +(2a2 +bvw+(aZ 2+b +c v+ f(tx)e ' X:
Nyni polo¥ime
_ b
T 232 B 432
a dosazenim do pgedchozi rovnosti dostaneme rovnici
4a’c b

Vi(t;X) = av (X)) + f(tx)exp szt+ 232"

pro neznamou funkciv. Ta podle (2.11) a (2.12 ma sploovat poéateéni podminku

, b
v(0;x) = ' (x)exp Ex
Funkce v je tedy podle (2.9) dana formuli

2 Zzt 2
. . . ¥ da’c b . .
v(t;x) = ()exp a2 G(x; ;t)d + f(; )exp Tz + gl G(x; ;t )d d:

1 01

4a’c 1P

Lx -nasobkem funkce

Podle transformaéniho vztahu Q.12 je geleni Ulohy @.10), (2.11) exp 122 t a2

v. Oznaeime-li tedy

I (x ) b da’c P
Glaitiaibig= perexp T~ (X )T gt
mu¥seme geleni tlohy2(10), (2.11) zapsat ve tvaru
2 zZt 2
u(t;x) = "()G(x; ;t;a;b;0d + f(; )G(x ;t  ;ab;9d d:
1 01
2.1.4 @e'eni poeateeni Ulohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-

zavisle prominnych s jednou okrajovou podminkou

Nejprve uva¥aujme Ulohu s homogenni okrajovou podminkou

Ur(t;x) = auyy (tx) + f(tX); (t;x)2(@©;1) (0;1); (2.13)
u@;x) = " (x); x2(0;1); (2.14)
u(t;0) = 0; t2(0;1): (2.15)
Nech» funkcefTt; ) a '~ jsou lichym rozligenim funkcif (t; ) a ', tj.
8 8

2 f(t;x); x>0 2" (x); x>0

fEx) = f(tjxj)sgnx) = _ 0; x=0 ~(x) =" (ixj)sgn(x) = _ O; x=0

i X)) x< 0 (0 x); x<0

a funkcev je gelenim ulohy
Ve(tx) = @y () + Tt x); tx)2@0;1) (1 ;1);
v(0;x) = *(x); x2(1 ;1)

sr. 2.1.2 Funkce v je dana formuli (2.9), v ni% misto obecnych funkci , f (t; ) jsou liché funkce'~ fTt; ); funkce
G(0; ;t) je suda. To znamena, ¥%e funkce(t; ) je licha tak¥sev(t; 0) = 0. Funkce v tedy splouje homogenni
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okrajovou podminku (2.15. Navic samozgejmi splouje rovnici .13 a podminku (2.14). Je tedy gelenim Ulohy
(2.13, (2.14), (2.15. Pro libovolnou funkci  de novanou na intervalu [0; 1 ) plati

A 20 yA
( Dsgn()G(x; ; )d = ()G ) + ()G ; ) =
1 1 0
20 2 2
= ()G(x; ; )d + ()G(x;; ) = ()G ) Gk ; )d:
1 0 0
Dale je
.. N x )? x+ )* _
G(x;; ) G(x ;)= Epﬁ exp T exp e -
= —p—_l ex M ex X ex X = “_1 ex X+ * sinh X
T A%t P 4a2t P 2azt Poazy = P aZt P 432t 2a2t
kde sinh oznaéuje hyperbolicky sinus. Nyni oznaéime
1 X2+ 2 X
Gp(x; ;t)= pﬁexp oo sinh a2t
a geleni Ulohy 2.13), (2.14), (2.15 zapiteme ve tvaru
2 Zt A
uitx)= " ()Gp(x ;t)d + f(; )Gp(x:t )dd:
0 0 O

Homogenni okrajovou podminku @.15 dale nahradime podminkou nehomogenni
u(t; 0) = (t); t2(0;1) (2.16)

a o funkci budeme pgedpokladat, ¥se je diferencovatelna. @eleni GlofB.13), (2.14), (2.16) budeme hledat ve
tvaru

u(t;x) = U(t;x) + v(t; x);
kde funkce U splouje okrajovou podminku (2.16); k tomu staei volit U(t;x) = (t). Pak plati

o) + vi(t;x) avyy () + (6 X);

0)+ v(O;x) = " (x);
M+ v(t0o) = (1)
a to znamena, ¥e funkce je gelenim Ulohy
vi(t;x) = alv (tx)+ F(tx)  qt); (tx)2(0;1) (0;1);
v(0;x) = ' (x) (0); x2(0;1);
v(t;0) = O; t2(0;1);

co¥ je Uloha stejného typu jakoZ.13), (2.14), (2.15).

2.2 Laplaceova transformace

R
Bui M mno%ina realnych funkci de novanych na intervalu (Q1 ) takovych, %e integral f (t)e P'dt konverguje

0
a tIIilm f (t)e P* = 0 pro viechna p > 0. Laplaceova transformacelL pgevadi realnou funkcif 2 M na realnou
funkci Lf de novanou na intervalu (0;1 ) vztahem

A
Lf(p) =  f(t)e Pdt:
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R R
f(t) Lf(p) = ; f(t)e Pdt || f (1) Lf(p) = , f (t)e Pidt
T ) 2'p
— | L N
1 0 tsin!t 2+ 172
2 |1 2
t iz t coslt %
p (p>+12)
S Ao n! t o !
tn,n—1,2,... pn—+l e sin't m
(a+1) p a
a. t |
t2:a> 1 ol e coslt 7@ A2+ 12
1 212
t in2 1 _
e o a sin“ It 2+ 417
1 p?+2172
t | ==
te? b a2 cog It CEYD)
the: n=1:2;::: _n sinh at a
) =1,4, ... (p a)n+1 p2 a2
( +1) P
t.
tet; > 1 b @ coshat 7
. ! . 2ap
sin't W t sinhat W
P p*+ @
cosl!t m t coshat (%ziaz)z
g at 0 r— P L s 1 pPP+aZ p
. > _ . N
—pt?l a a e (a' )1 a Lid m

Tabulka 2.1: pOperatorovy slovniky pro Laplaceovu transformaci

Z uvedeného de niéniho vztahu plyne, %e Laplaceuv obraz fbnef 2 M je funkci ohranieéenou a %e Laplaceova
transformace je linearni, tj.

L(cif1+ cof2)(p) = caLf1(p) + coLfa(p):

Obrazy nikterych funkci v Laplaceovi transformaci jsou uvedeny v tabulce 2.1.
Vypoéeitame Laplaceuv obraz derivace funkce:

2 2
LE9Y(p) =  fqt)e Pldt = f(t)e M tl=o +p f(t)e Pdt = Jim f (1) + pLf (p):
0 0

Pgi oznaéenf (0+) = Iti|m0+ f (t) tedy plati
L(f9(p) = pLf(p) f(04): (2.17)

2.2.1 @e'eni ulohy pro homogenni parabolickou rovnici ve dv ou nezavisle pro-
minnych s homogenni poéateeni a jednou okrajovou podminkou

Ur(tx) = @Ux (tx); (tx)2(0;1) (0;1); (2.18)
u(0;x) = 0; x 2 (0;1); (2.19)
u(t; 0) = (t); t2(0;1): (2.20)

Na rovnici (2.18) aplikujeme Laplaceovu transformaci (funkci u pova¥aujeme za funkci nezavisle prominnga x
pova¥ujeme za parametr). S vyu¥itin2(17) a (2.19 dostaneme

pLu(p;x) = a?Luxx (p;X);
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c0% je obyeejna linearni rovnice druhého gadu pro neznadmaunkci L u; nyni roli parametru hraje p. Fundamen-
talni systém geleni této rovnice je tvogen funkcemi

p—p— p—p—
e ZZX; e ;ZX'

Pouze prvni z nich je ohraniéena. Obecné geleni transformané rovnice tedy je

p
Lu(p;x) = C(pe = *:
Aby byla splnina podminka (2.20), musi byt C(p) = L (p). Laplaceuv obraz geteni Glohy 2.18) (2.19 (2.20
tedy je P
Lu(p;x) = e = L (p):

Cvieeni

@elte Ulohu
1) Ug = @%Uyy; t> 0; x> 0
uO;x)= T; x> 0; u(;0)=0;t>0

2) Uy = @%Uyy; t> 0;x> 0
u0;x)=0;x>0; u(t;0)=K;t> 0

3) Up = @%Uy; t> 0; x> 0
u(0;x)=0;x>0; u(t;0)=A (1);t>0

R
Vysledky: 1) T —pX: 2) K 1 —pX: , pgitom ( z) = 92: e °d je integral chyb
2 a%t 2 a’t 0

X 21242
3) A P e X =(4a‘t)
) 2 a2t
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Kapitola 3

Metoda separace prominnych
(Fourierova)

3.1 Hyperbolické rovnice

3.1.1 Homogenni hyperbolicka rovnice ve dvou prominnych s o becnymi poéatee-
nimi a homogennimi okrajovymi podminkami

ug (t;x) = a’Uyy (t;x); tx)2@©;1) (0;); (3.2)
uO;x) = " (x); u(0;x) = (x); x 2 (0;7); (3.2)
ou(t; 0)+ oux(t;0) = 0 = qu(t; )+ 1ux(t7); t2(0;1); (3.3)
kdea> 0; ;  jsou spojité funkce sploujici okrajové podminky
0 0+ o' x(0) =0= 1)+ 1"x(); 0o @O+ o0x(0=0= 1 )+ 1 x():

@eleni Ulohy budeme hledat ve tvaru soueinu, ve kterém jederinitel zavisi pouze nat a druhy pouze nax,
tedy
u(t;x) = T@E)X(X):

Pak je ugy = TOK; uy = TXPatedy TOX = a?TX % po Gpravi

17TRY) _ X%x) .
2T X))

Leva strana posledni rovnosti zavisi pouze nd, prava pouze nax. To znameny, %€ tyto vyrazy na nezavisle
prominnych nezavisi, tedy
17T _ X%x) _
az T(t) X (x)

Odtud dostaneme
TRt)+ a?T(t) = 0; (3.4)

X%x) = X (x): (3.5)

K tomu, aby funkce u = T X sploovala okrajové podminky 3.3) staéi, aby tyto podminky spldovala funkce X ,
tedy
oX(0)+ oX%0) =0 = 1 X()+ 1XY): (3.6)

Rovnice (3.5 s okrajovou podminkou (3.6) je Sturmova-Liouvilleova Gloha (sr. B.2.2). Existuje tedy posloupnost
vlastnich éiself ,gt_, a posloupnost vlastnich funkcifvhgl., , e

0 1< 2< ; im ,=1
nll
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0 0 1 1 n Vn (X) ]'an'2
2
1 0 1 0 n sin L x _
2
@n+1) _(2n+1)
1 0o 0 1 > sin > X >
@en+1) 2 (2n +1)
0 1 1 0 > cos > X 5
n 2 n N
0 1 0 1 0 - 1, cos—xX : z
o h k||0adné ko;aenyprovnice p— : h
1 1 - _ htg = sink X 2t 2 )
kladné kOﬂeng rovnice p__ * h
0 1 h 1 h=""Ttg "™ COS X §+m
TR l(ladnﬁ kogeny rO\I/Dnlce N h Py ;+ h2 +2h
& P==2cotg B " I W " 2 2.,
Tabulka 3.1: Vlastni hodnoty a vlastni funkce uUlohy (3.5), (3.6) pro specidlni tvary okrajovych
podminek

a Fourierova gada ka%adé funkce sploujici podmink.€) stejnomirni k této funkci konverguje. Niktera vlastni
eisla a vlastni funkce ulohy @.5), (3.6) jsou uvedeny v tabulce 3.1.
Nejprve pgedpokladejme, ¥e; > 0. Deleni rovnice B.4), ve které klademe = | je

p— b
Tn(t) = Ancos npat+ Bpsin at:
Odtud plyne, %e ka%ada z funkci
p— e
un(t;x) = Apcos pat+Bpsin pat vp(Xx)

je @etenim rovnice 8.1) s okrajovymi podminkami (3.3). Tedy také jejich linearni kombinace, tj. funkce

p 3 p p—
u(t;x) = Ancos at+ Bpsin pat vy(x) (3.7)
n=1

je @elenim rovnice 8.1) s okrajovymi podminkami (3.3). Aby byly splniny poéateéni podminky (3.2), musi
platit

R b3 p
u(; x) = AnVa(X) = " (X); ug(0;x) = Bn nawn(x) = (x);

n=1 n=1
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co¥% znamena, e aB, , jsou Fourierovy koe cienty funkci ' a vzhledem k ortogonalnimu systému v, gt _; ,
tedy

Z Z Z
1 1 S
An = —— "(Wa(); Bn= p——— (Ia()d; kdejvnj’ = (va())%d: (3.8)
JVn) 0 a n Jvnl 0 0

@eleni Ulohy 3.1), (3.2), (3.3) je tedy dano gadou 8.7), jeji% koe cienty jsou ureeny formulemi 3.8), tj.

v
p— p—
u(t;x) = "()cos nat+—|91: ()sin  jat vy()d M:
n=1 a n 1Vn]
0
ZX  1dsin rat sin” wat v ( Ve (%)
= ()aa p——-m+ ()—P= ———d !
0 n=1 a n a n ]Vn]
Pgi oznaéeni . p__
1 sina Vi (X)V,
Go ;) = o S Wbonl) (39)
a n=1 n ]Vn]
Ize geteni dlohy 8.1), (3.2), (3.3) zapsat ve tvaru
z @ z
uitx) = " ( )@tG(x; t)d + ()G(x; ;t)d: (3.10)
0 0
Pokud ; =0 (to je pgipad ve étvrtém gadku tabulky 3.1), pak geleni romice 3.4 s = 1=0je
Ti(t) = Ap+ Bit:
V tomto pgipadi dostaneme geleni rovnice3d.1) s okrajovymi podminkami (3.3) ve tvaru
X p P —
u(t;x) = (Ap+ Bt)vi(x) + A,cos jat+ Bpsin pat vy(x): (3.11)
n=2
Aby byly splniny poéateéni podminky (3.2), musi platit
p3 p
u(O;x) = Apvi(x)+ Anvh(X); u(0;x) = Bpvi(x)+ Bn nawn(X):
n=2 n=2
Odtud dostaneme
1 z 1 z
Ay = — "()va()d; B = —  (vi()d; (3.12)
v v

koe cienty A,, B, pron =2;3;4;::: jsou opit dany vztahy ( 3.8).

@eleni dlohy (3.1), (3.2), (3.3) je nyni dano gadou B.11), jeji% koe cienty jsou pron = 1 uréeny formulemi
(3.12 apron=2;3;4;::: formulemi (3.8). Po snadné Upravi je vyjadgime ve tvaru
I

Z N :
p
utx) = () 7\/1(_)()\{12( )+ 7 cosa SOVl ) (_X)V_“z( ) g+
o Jvi) n=2 Ivn]
. |
z . p— :
viva() 1R sina ptva(va()
+ ( ) t - -2 + - P - ) d:
0 Vi) a n Ivn)
Pokud nyni oznaéime % D

i’ A, e v
dostaneme geteni Ulohy3.1), (3.2), (3.3) opit ve tvaru ( 3.10). Jelti si mu¥eme viimnout, ¥e na pravé strani
rovnost (3.13 je limita pravé strany rovnosti (3.9 pro ;! 0.
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3.1.2 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou nezavisle p rominnych s homo-
gennimi poéateénimi i okrajovymi podminkami

Ug (6X) = e (tx)+ f(tX); (tx)20:;1) (0;); (3.14)
u@;x) = 0; u(0;x) = 0; x2(0;°); (3.15)
oU(t; 0)+ oUx(t;0) = 0 = qu(t;’ )+ 1ux(t;); t2(0;1); (3.16)
kde f je po éastech spojita funkce.
Nech» 1; 2; ::: jsou vilastni éisla avy = vi(X); vo = vo(X); ::: jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy
tlohy (3.5), (3.6). Funkci f (t; ) vyjadaime jako Fourierovu gadu vzhledem k systému funkaoiy; vo; ::::
% 1 £
f(tx) = Fa(tvn(x); kdeFa(t)= —— f(t Jva()d :
n=1 Wnl™

Analogicky jako v metodi variace konstant pro obyeejné linearni rovnice (viz napg. Rab M.: Metody geleni
obyéejnych diferencialnich rovnic, MU 1998, str. 67) budere geleni Glohy 8.14), (3.15), (3.16) hledat ve tvaru

b
u(t;x) = Ch(t)va(X):

n=1

Tato funkce splouje okrajovou podminku (3.16). Déale

b3 ps P
g (t;x) = CAqt)vn (x) ; U (X)) = Cn(tVOx) = Cn(t) nVn(X);

n=1 n=1 n=1

nebo»v, splouje (3.5). Aby byly spininy také ( 3.14) a (3.15, musi platit

%
Cqt) + @ 1Ca(t) Va(x) = Fa(H)Va (X) ;

n=1 n=1

X
Cn(Ovn(x) = 0; Cr(O)Va(x) = O
n=1 n=1
To znamend, %e funkc€, = C, (t) jsou gelenim Cauchyovy Ulohy pro obyéejnou diferencialniovnici
Cr?(tt)"' a® nCn(t) = Fa(t);
Cn(0) = CP0) = 0:
Tuto Ulohu Ize vygelit napg. metodou variace konstant. Jejigeteni je
t
1 z . b—
Cn(t) = gl|9: Fn( )sina (t )d ;
" 0
po dosazeni za,
1 zz

p —
Cnh(t) = ;pfvjz f(; )vn()sina ,(t )d d :
n n 0 0

@eleni Ulohy (3.14), (3.19, (3.16) tedy je

5 . 0 77 . 1
ugx) = = p=—7@ f(; ()sina ot )ddAv(x);

a _ \%

n=1 n JVn] o o
co¥. lze pgi oznaéer3.Q) zapsat ve tvaru

VANA

u(t;x) = f(; )G(x;;t  )dd:
0 O
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3.1.3 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou prominnych s obecnymi poea-
teenimi a homogennimi okrajovymi podminkami

Ug (6X) = @ux (X)) + f(tX); (tx)20;1) (0;); (3.17)
uO;x) = " (x); u(0;x) = (x); x 2 (0;7); (3.18)
oU(t; 0)+ ouUx(t;0) = 0 = qu(t; )+ 1ux(t;); t2(0;1); (3.19)

@eleni je tvaruu(t; x) = v(t;x)+ w(t; x) kde v(t; x) je gelenim ulohy B.1), (3.2), (3.3) a w(t; x) je gelenim Ulohy

(3.14), (3.19), (3.16).

Kmity strun hudebnich nastroju

Kmity homogenni struny délky ~ upevniné na obou koncich jsou obecni popsany gelenim Ulohy

T .
U (6X) = glhoc (EX) + F(EX); (tx)2(0;1) (0;7);
u@O;x) = " (x); w(@O;x) = (x); x2(0;%);
ut;0) = 0 = u(t’); t2(@©;1):
Pgitom T ... tahova sila,
%. .. linearni hustota struny, tj. hmotnost struny je m = %,
f ... vnijti sila.
Pro tuto Glohu je S
X o2 % T
G(x; ;t) = o ?osinnT %t sinL sinn\ X:
n=1
Pro zjednoduteni zapisu oznaéime S
= T
n N %
a dostaneme
2 R . . .
G(x; ;t)= < —sin! qt smL smLx:
n=1 ! n

U drnkacich néstroju (loutna, harfa, cembalo, kytara) je struna rozechvivana t&k, ¥e je vychylena z rov-
nova¥sné polohy a v poéateenim okam¥ziku O je pultina. Vnijti sily pusobici na strunu jsou zanedbate Iné.
Kmitani struny je tedy modelovano ulohou

T .
U (£X) = gl (EX) (tx)2©0;1) (0;7);
u@O;x) = " (x); u(0;x) = 0; x2(0;);
ut;0) = 0 = u(t’); t2(0;1):
@eleni této ulohy je
z 2 R n n ° ZZ‘ n i n
utx)=  "()<  coslptsin— sin—xd = @Z ' ()sin— d Acosl ,t sin—x;
0 n=1 n=1 0
neboli
R .n ZZ , .n
u(t;x) = Ajcos! ht sin—x; kde Ap = < ()sin— d:
n=1 0
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U klaviru je struna rozechvina uderem kladivka, tj. struni v rovnova¥né poloze je udilena nijaka poeateéni
rychlost. Na strunu nepusobi vnijii sila. Kmitani struny je tedy modelovano ulohou

T .
ug (t;x) = %uxx(t;x); (tx)2(©0;1) (0;7);
u@;x) = 0; u(0;x) = (x); x2(0;%);
ut0) =0 = u(t"); t2(0;1);
jeji%. geleni je
0 1
z 3 3 z
u(t;x) = ( )3 'isin!ntsinL sinxd = @wi ' ()sinL d A sinl ot sin —x;
0 n=1 " n=1 o 0
neboli -
X
u(t;x) = Bn sin!ntsian; kde B, = li ( )sinL d:
n=1 on 0

U smyécovych nastrojlje struna rozechvivana plynulym tahem smyéce, tj. stacionéni (v €ase neprominnou)
silou. Na poéatku je struna v klidu a v rovnova¥zné poloze. Knéni struny je tedy modelovano ulohou

T .
Ug (t;x) = %uxx(t;x)+ f(x); (t;x)2@0;1) (0;);
uO;x) = 0; u(@O;x) =0; x2(0;);
u;0) = 0 = ut;); t2(0;1);
jeji%. geleni je
Ztoz 2% 1 n n i
utx)= @ f()= =sinla(t )sin— sin—xdAd =
o0 Ty 10 1
2% 1 2 Z n n
== |—@ sinl ot ) A@ f()sin— dAsin—x=
n=1 "
° ° 0. 1
2% 1 z n n
=5 5@ coslat)@ f()sin— dAsin—x
n=1 "N 0
neboli
0.. 1 0._. 1
% z % z
u(t;x) = 2 %@ f()sinLdAsian E %cos!nt@ f()sinLdAsian:
n=1 "N 0 n=1 N 0

Z tohoto vysledku vidime, %e geleni Ulohy je souétem dvou fkai. Prvni z nich je funkci pouze prostorové
prominné x, druhd je funkci easut i prostorové prominné x. @eleni Ulohy tedy mu¥eme zapsat ve tvaru

u(t;x) = U(x) + w(t;x);

kde funkce U vyjadguje stacionarni stav struny (statické prohnuti). Pro funkci U plati U(0)=0= U(’) a

0 \ 1
a2 R @_ 2%

n n
— ——— f()sin— d Asin—x=
2 2
dxz . T(n) .

U%x) =
0o . 1
Z
o R 9
= X7 @? f()sin d Asintx= ?A)f(x)i

T
n=1 0
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tj. 0
%
0Qyy = .
U%x) Tf (x):
Odtud integraci v mezich od 0 dox dostaneme

s

%

T fOd:
0

U%x) = ¢

kde ¢ = UY0). Dalti integraci (s vyu¥itim vztahu U(0) = 0) dostaneme
0 1

xZ zz
0, 0,
U(x) = cx ?/" @ f()dAd =cx ?/” f()ydd =
o 0 0< <X
0< <
0 1
ZZ X g
0, 0, 0,
—ex 2 f(d =cx 2 B 1(1&d=cx 2 x )():
T T T
0< <X 0 0
< <X
Z podminky U(") = 0 nyni dostaneme
%?
c=+ ( )f()d:

Celkem je geleni Ulohy popisujici strunu smyecového nasti® dano vyrazem

0 o - 1 .
%0 X . ..n
u(t;x) = ?@\— ¢ )f()d (x f() A Cn COS! nt Sin —X;
0 0 n=1
kde -
c:n=\|i2 f()sin d:
n

0

Kmitani struny je popsano posledni sumou.
Ve vlech uva¥sovanych pgipadech hudebnich nastroju jsou ksnistruny popsany vyrazem

nhn (t) sin —x;
n=1

kde . jsou nijaké konstanty a hi je funkce harmonického pohybu,

( , o
ha®) =sin(! ot+ ) kde = Cl) drnk,aC| nebo smyécovy nastroj
5, Klavir:

Pohyb ka%dého bodwg struny je tedy superpozici (souetem) stojatych vin, tj. harmonickych kmitu s ampli-
tudami

. n
n SIN — XO
a frekvencemi! . Frekvence s
R T
1 - T %
je frekvenci zakladniho tonu struny, frekvence svrchnich glikvotnich) ténu !, n = 2;3;4;::: jsou nasobky

zakladni frekvence.
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Oznaéme
. . n
un(t;x)= nsin(l pt+ ) sin —x

n-tou stojatou vinu. Jeji celkova energie (souéet kinetickéa potencialni energie) je dana vyrazem

z 2 2
1 @y @y
- = 0, =" . + =T (4
En 5 % @t(t,x) T @X(t,x)
0
Plati
@u 2 n 2 @u 2
@(t;x) = ,lhcosf pt+ ) sin—x @(t;x) =
zZ zZ
n 2 ..n 2
cos—x dx = sin—x dx= =
0 0
tak¥se
) 2 n .
E, = % plncostnpt+ ) "+ T p—sin(lt+ ) =

4
r

% .
= ?0! nsin(l nt+

2 2 051, cos(l nt+ )2+ T

kde m je hmotnost struny.

3.1.4 Obecna uloha pro nehomogenni hyperbolickou rovnici v

Ug (tX) = a%ue (X)) + f(tX);
u@O;x) = " (x); u@;x) = (x);
ou(t; 0)+ oux(;0) = o(t); au(t )+ 1ux(t’) = a(t);

n . n
n—sin(! pt+ ) cos—x

dx:

2

)= hE

e dvou prominnych

(tx)2(0;1) (0;7); (3.20)
x 2 (0;7); (3.21)
t2(0;1); (3.22)

@eleni je tvaru u(t;x) = v(t;x) + U(t;x), kde funkce U = U(t; x) splouje okrajové podminky (3.22 a funkce
v = v(t;x) je gelenim ulohy (L.58), (1.59), (1.60. Za funkci U = U(t; x) Ize vzit funkci danou pgedpisem

u(t;x) =

8 .

t t t t t .
% Lo oa(® L, 0a® 1o® o). o o

01 10 01 01 10 01
o1(t) 10o(t) 1 0.5, oft) o
— X< + X; = ; +2 60;
i (1 +2 1) . 01 10 01; of(1 1)

% 1 o(t) o0 a(t) exp —Ox + 1), 080= o 1+ 1o

201 0 1
2 1 0(t) o 1(t) exp X+ 1(t); LZ0= L+ o

01 1

(3.23)
Zejména pro o= 1=1, o= =0 (Dirichletova Gloha) Ize polo¥ait
U= 0Ot g,
2 .
pro -6 o= 1, o= 1=1Ize polo%it
)+ ot) i(t) o)+ o oft)
u(tx)= L —X S
() 2 o o2 o)
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apro o= 1=0, o= 1=1(Neumannova uloha) Ize polo¥ait
() o(t) ,
> X

Pokud je mo%¥né funkclU volit jako linearni ve druhé prominné x (tj. pokud ¢ 1 106 o 1) pakije
Uxx 0.

U(t;x) = + o(t)x:

3.1.5 Hyperbolické rovnice s nehomogenitou tvaru u (tlumené kmity koneené
struny)
U (X)) = auy (tx) U ¢(tX); tx)2@©;1) (0;); (3.24)
u@;x) = " (x); u(0;x) = (x); x2(0;7); (3.25)
oU(t; 0)+ oUx(t;0) = 0 = qu(t;’ )+ 1ux(t;); t2(0;1); (3.26)

Zavedeme novou neznamou funkoiv = w(t; x) vztahem
ut;x) = e (5 2%w(t;x)
(sr. 1.3.6). Pak je
u(t;x) = e (52 wi(t;x) EW(t;x) :
2
e (6x) = e P we(6x)  wi(EX)+ WEX) Su(tx) = e P w (X))
Dosadime do rovnice 8.24), do podminky (3.26) a upravime:
2
Wit (6X) = Wi (6X) + - W(tX); (3.27)
oW(t; 0)+ owy(t;0) = 0 = qw(t; )+ w(t;7); t2(0;1); (3.28)
@eleni okrajové ulohy @.27), (3.28 budeme opit hledat ve tvaru w(t;x) = T(t)X (x). Po dosazeni do rovnice
(3.27) a Upravi dostaneme
2
0 —
Tot) 7T X%
a2T(t) X(x)

Prava strana posledni rovnice zavisi pouze n&, leva strana zavisi pouze na a to znamena, ¥%e vyrazy na obou
stranéch jsou konstantni. Opit je polo¥ime rovny . Funkce X je opit gelenim Sturmovy-Liouvilleovy Ulohy
(3.5, (3.6) a funkce T je gelenim rovnice

TRt)+ a2 — T(@{) =0:

Pgedpokladejme, ¥%e< 4a? , (tlumeni je malé). Pak geleni posledni rovnice pro = , je

Pr—m— Pr——
To(t) = A, cosLt + B, sin Lt:
2 2
@eleni Ulohy (3.27), (3.28) tedy je
P P
4 2 2 ) 4 2 2
w(t;x) = An cos%t + By sin—"% t Vn(X);
n=1
kde 1; 2; ::: jsou vlastni éisla avy; vo; ::: jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy ulohy (3.5), (3.6).
@eleni rovnice @3.24) s okrajovou podminkou (3.26) je
o R p4 na? 2 . p4 na?2 2
ut;x) = e (72t An COS—————1+ By sin————t Vo (X) : (3.29)

n=1
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Plati
X
u(0;x) = Anvih(X):

n=1
tak¥ze ke spInini prvni z podminek 8.25 staéi, aby
1 z
An = ——= "()va()d: (3.30)
IVnl 0
Dale
R P nal 2 p4 na? 2
u(tx) = —e (=2t Apcos— = t+ Bpsin———t vy(x)+
2 - 2 2
b3 P 2 z P 2 2 P 2 7 P 2 2
+e (=t An 4 na sin 4 na t+ B, 4 na cos 4 na t Vn(X);
. 2 2 2 2
tak¥se
X P &z 2
ur(0;x) = Bh———— SAn W(X):
_ 2 2
n=1
Aby byla spinina druh& z podminek (3.25 staéi, aby
P z
4 a2 2 1
By ——— —ZA, = d;
" gAn = o Owl)d
0
neboli
2 z
Brn = p + =" (X) va()d: 3.31
n sz—zjvnizo )+ 570 w() (3.31)

@eleni Ulohy (3.24), (3.25), (3.26) je tedy dano gadou 8.29, kde 1; »; ::: jsou vlastni éisla avy; vo; :::
jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy UGlohy (3.5), (3.6) a koe cienty Ap, B, jsou dany formulemi (3.30 a

(3.31).

3.2 Parabolické rovnice

3.2.1 Parabolick& rovnice ve dvou prominnych (vedeni tepla v tenké tyei)
Budeme gelit parabolickou rovnici homogenni
u(tx) = a%un(bx);  (Ex)2(0;1) (0;7); (3.32)

nebo nehomogenni
U(tx) = a®ux(tx)+ f(tx);  (Ex)2(0;1) (0;); (3.33)

s poeateeni podminkou nehomogenni
u@;x) = " (x); x2(0;°); (3.34)

nebo homogenni
u(0;x) = 0; x2(0;%); (3.35)

a okrajovymi podminkami homogennimi

ou(t; 0) + oux(t;0) = O () + gux(t ) t2(0;1); (3.36)
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nebo nehomogennimi
ou(t; 0)+ oux(t;0) = o(t); au(t )+ aux(t) = 4(t); t2(0;1): (3.37)

Pgitom pgedpokladame, ¥&> 0, funkce' af jsou po éastech spojité a funkce o; 1 jsou diferencovatelné.
Nejdgive budeme gelit Glohu3.32), (3.34), (3.36). Deleni budeme opit pgedpokladat ve tvaru

u(t;x) = T()X(x):

Dosazenim do 8.32) a (3.36) uka¥seme, e funkee = X (x) je gelenim Sturmovy-Liouvilleovy ulohy (3.5), (3.6)
a funkce T = T(t) splouje rovnici
T+ a®T (t) = 0;

tedy
T() = Ce @t :
Jsou-li 1; 2; ::: vlastni hodnoty a vi; vo; ::: vlastni funkce ulohy (3.5), (3.6), pak geleni rovnice 8.32
sploujici podminku (3.36) je
X
u(t;x) = Cre & "typ(X): (3.38)
n=1

Aby byla spinina podminka (3.34), musi platit

Cavn(x) = " (x);

n=1
co¥%s znamena, ¥.e
Z Z
"(Wa()d;  kdejvaj® = (va())?d: (3.39)
0

1

C, =
T it

@eleni ulohy (3.32, (3.34), (3.36) je tedy dano gadou 8.39), jeji%s koe cienty jsou dany formulemi (3.39), tedy

0._. 1
X 1 Z 2
u(t;x) = —— @ " (vp()dAe® "vy(x):
n=1 ]Vn] 0
Pai oznaeeni
X 1 )
G(x; ;t) = ——Vn(X)Vn( )e & (3.40)
n=1 n
Ize geleni zapsat ve tvaru
7
utx) = " ()G(x ;t)d :

0

Analogicky jako pgi metodi variace konstant u obyéejnych dferencialnich linearnich nehomogennich rovnic
budeme geleni ulohy §.33), (3.35), (3.36) hledat ve tvaru

X
u(t;x) = Cn (t)vn (X);

n=1
kde vi; vo; ::: jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy Ulohy (3.5), (3.6). Pak je
R o b3 0 R
u(tx) = CUOVa(X);  ux(tXx) =  Ca(t)velx) = nCn ()Vn (X) ;
n=1 n=1 n=1
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nebox» funkcev, je gelenimrovnice8.5 s = ,.Funkcif (t; ) vyjadgime jako souéet Fourierovy gady vzhledem
k ortogonalnimu systému funkcivy; vo; ::::

% 1 £
f(tx) = Fn(t)va(x); kdeFn(t) = P f(t Iva()d ;

_ V
n=1 n 0

Dosazenim do rovnice 8.33 a podminky (3.35 dostaneme

C,?(t)+ a? nCn(t) va(x) = * Fn(t)va(X); * Ch(O)va(x) = 0:

n=1 n=1 n=1

Pgitom , je vlastni hodnota ulohy (3.5), (3.6), ji% pgisluli vlastni funkcer,; n =1;2;:::. Funkce C, jsou tedy
gelenim Cauchyovy Ulohy pro obyéejnou linearni diferencléi rovnici prvniho gadu

Co(t)+ a2 nCn(t) = Fn(t);  Cn(0) = 0:
Jeleni této ulohy je
Zt
Ca() =& ¥ Fa()e® " d;
0

po dosazeni za&F, dostaneme

, 27
Calt) = —— f(; Jva()e @ ot Ddd:
JVn] o o
@eleni Ulohy (3.33), (3.35), (3.36) je tedy
. 0 22 1
u(t;x) = @ f(; Yva()e @ ot Ddd Avy(x):

= -2
_ V
n=1 .l n] 00

Pgi oznaéeni §.40) Ize geleni zapsat ve tvaru

Lz
u(t;x) = f(; )G(x;t )dd:

00
@eleni ulohy (3.33, (3.34), (3.36) je tvaru
u(t;x) = v(t;x)+ w(t;x);

kde v = v(t; x) je gelenim Ulohy 8.32), (3.34), (3.36) aw = w(t;x) je gelenim Ulohy 3.33), (3.35), (3.36). Deleni
lohy (3.33), (3.39), (3.36) je tedy
z zz
utx) = ()G ;t)d + f(; )Gt )dd:
0 0 O

@eleni Ulohy 3.33), (3.34), (3.37) je tvaru
u(t;x) = v(tx)+ Ut x);
kde funkceU = U(t; x) splouje okrajové podminky (3.37) a v = v(t; x) je getenim rovnice

u(tx) = alun (tx)+ F(tx) (U(tx) aUw(tx);  (Ex)2(0;1) (0;°)
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s poéateeni podminkou
u@©;x) = " (x) U@O;x);  x2(0;7)

a homogennimi okrajovymi podminkami (3.36). Za funkci U = U(t; x) opit staéi vzit ( 3.23.

Interpretace funkce  G: Uva%aujme Ulohu

Ur(tX) = a’Uxx (tX); (tx)2(0;1) (0;°);
u(©O;x) =" (x); x 2 (0;7);
u(t; 0) = u(t;”) = 0; t2(0;1):

(Vedeni tepla v homogenni tyei, ktera byla zahgéta na teplat ' (x) a jeji%s konce udr¥ujeme na nulové teploti.)
Mno%astvi tepla, kterym se teplota tilesa o hmotnostim zmini o u, je

Q=cm u;
kde c je speci cké teplo. M&-li tileso na poéatku dije nulovou teplotu a je zahgato na teplotuu, pak u = u.

Je-li tedy tyé v bodi vzdaleném od jejiho zaéatku zahgéata z nulové teploty na teplotu ( ), je mno¥astvi tepla
dodaného éasti tyee o malé délce ve vzdalenosti od jejiho zaéatku rovno

Q=c( ) ()
kde je linearni hustota tyee. Limitnim pgechodem ! 0 dostaneme @ = c' ( )d , tak3e celkové mno¥astvi
tepla dodaného tyei je
7
Q=c "()d:

0

Pgedstavme si nyni, %e tye mila nulovou teplotu a v éage= 0 vznikl v bodi 2 (0; ") bodovy teplotni impuls,
ktery pzahgal bod Vy na teplotu ug, zbytek tyée ponechal na teploti 0, tj.

"(X)=Uo (x )
( je Diracova distribuce). Velikost tohoto impulsu byla
z z
Q=c '()d =cuo ( Yd = cug:
0 0
Pak
z z Q
u(t;x)= " ()G(X ;t)d = ug (x )G(X; ;t)d = upG(x; ;t)= C—G(x; 1):
0 0

Odtud plyne, ¥%eG(x; ;t) vyjadguje teplotni Geinek okam¥sitého bodového zdroje tég mohutnosti Q = ¢
umistiného v bodi intervalu [0; .

3.3 Eliptické rovnice

3.3.1 Laplaceova rovnice ve dvou prominnych s okrajovymi po dminkami na ob-
délniku

Budeme gelit rovnici
u(x;y) = 0; (x;y) 2 (0;a) (0;b) (3.41)

s jednou homogenni okrajovou podminkou
ou@G;y)+ oux(0jy) = 0 = au(ay)+ aux(ay);  y2(0;b); (3.42)
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a jednou nehomogenni okrajovou podminkou
ou(x; 0)+ ouy(x;0) = o(x); wu(xb)+ 1uy(x;b) = 1(x); x2 (0;a): (3.43)

@eleni této Ulohy budeme hledat ve tvaru souéinu vyrazu, z rch¥ jeden zavisi pouze naa druhy pouze na
y, tedy
u(xy) = X(X)Y(y):
Pak je Uy = X%, uy, = XY % Po dosazeni do rovnice §.41) a Gpravi dostaneme
X _ YRy,

X (x) Y()

Vyraz na levé strani nezavisi nay, vyraz na pravé strani nezavisi nax a to znamena, ¥se oba vyrazy jsou rovny
nijaké konstanti, geknime
X _ YRy _

X(x) Y

Opit vidime, %e funkceX = X (x) je gelenim Sturmovy-Liouvilleovy ulohy (3.5), (3.6). Funkce Y = Y(y) je
gelenim rovnice

YRY) Yy =0:
Jsou-li 1; 2; ::: vlastni hodnoty a vi; vy; ::: odpovidajici vlastni funkce ulohy (3.5), (3.6), pgieem¥a; > 0,
je @eteni posledni rovnice s = | tvaru

p— p—
Y(y) = Are "Y+Bhe "Y;

a tedy geleni rovnice 8.41) s podminkou (3.42) je tvaru

R P P—
u(x;y) = Ape "Y+Bpe Y vp(x): (3.44)

n=1

Aby byla spinina podminka (3.43, musi platit

o(%) oA+ Ba)+ o n(Ar Bn) Va(x);

p

P—b P—b — P—b P—b
1 Ape "+ Bpe " + 1 n Ape " Bne " Vn(X);

1(x)

n=1
co¥s znamend, %e koe cienfy,, B, jsou gelenim soustavy lineérnich rovnic

za

P — p— 1
(o*+ 0o n)An+( o o n)Bn = —— o Jva()d ;
Wal™
(3.45)
P » p p p “
(1+ 1 nde "PAj+( 1 1 n)e "By = - > 1(Jva( )d :
IVn] 0
@eleni Ulohy (.41, (3.42), (3.43 je dano gadou 8.44), kde 1; 2; ::: jsou vlastni hodnoty a vi; vp; :::

odpovidajici vlastni funkce ulohy 3.5), (3.6), pgieem¥s;, > 0. Koe cienty A,; B, gady 3.44) jsou gelenim

soustavy algebraickych rovnic @.45. Tato soustava mu¥se byt getlitelna jednoznaéni. Pak dosté@me jediné

geleni uvedeného tvaru. Pokud ma soustava3(45 nekoneéni mnoho geleni, pak také uUloha3(41), (3.42),

(3.43) mé& nekoneéni mnoho geteni. Pokud soustava3(45 geleni nemd, pak také udloha 3.41), (3.42, (3.43

nema geleni uvedeného tvaru. (Obecnym podminkdm getlitelsi eliptickych rovnic se budeme vinovat v 4.2.)
@eleni rovnice @B.41) s okrajovymi podminkami

ouO;y)+ oux(0;y) =  o(y); awu(ay)+ aux(ay) = a(y); y2(0;b); (3.46)
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ou(x;0)+ oUy(x;0) = 0 wu(x;b)+  1uy(x;b); x 2 (0;a); (3.47)

Ize hledat analogicky.
@eleni Ulohy (3.41), (3.46), (3.43 je tvaru

uxy) = v(xy)+ w(xy);

kde v = v(x;y) je geleni Ulohy @.41), (3.42), (3.43 a w = w(x;y) je geleni Ulohy (3.41), (3.46), (3.47).

3.3.2 Laplaceova rovnice ve dvou prominnych s Dirichletovy mi okrajovymi pod-
minkami na kruhu
u(y) = 0;  x*+y*<R?; (3.48)
u(xy) = glxy);  x*+y*=R%: (3.49)

Pgedpokladame, ¥4 > 0 a funkceg je spojita.
Provedeme transformaci do polarnich sougadnic

X = rcos; y = rsin';
Rovnice (3.48) se transformuje na tvar

U (1" ) + %ur(r;‘ )+ rizu" (") =0: (3.50)
Oznaémef (' ) = g(Rcos';R sin' ). Z podminky (3.49 dostaneme
uR;") = f(); 2002 ] (3.51)
Funkce u = u(r;' ) musi byt 2 -periodicka, tedy
u," ) = u(' +2);  r2(O;R]; " 2R: (3.52)
Hodnota funkce u = u(r;' ) nemu¥se pra = 0 zaviset na Uhlu ' a samozgejmi musi byt koneéna, tedy

u(©;") = const2 R; ' 2R: (3.53)

@eleni rovnice 3.50 budeme hledat ve tvaru soueinu funkci, z nich% jedna zavigiouze nar a druhé pouze na
', tedy
u' ) = X(r)("):

Po dosazeni do rovnice .50 dostaneme

X))+ X )+ X0 ) =0

r2
0 vynasobeni vyrazem———— a jednoduché Upravi
X0, XA - ).
X(r) X(r) (")

Vyraz na levé strani zavisi pouze na prominnér, vyraz na pravé strani pouze na prominné' a to znamena,
¥se oba vyrazy jsou rovny nijaké konstanti, geknime . Funkce = (') je tedy gelenim rovnice

Ty+ (')y=o0 (3.54)
a funkce X = X (r) je getenim rovnice

X+ X %) X (r) =0: (3.55)

51



Z podminky (3.52) dostaneme
()= ("+2); (3.56)

tedy funkce je 2 -periodicka. Podle pgikladu 2) vB.2 ma uUloha (3.54), (3.56) netrividlni geleni pouze pro
hodnoty = , =n? n2 N[f Og. Toto geleni je

n(") = apcosn' + b, sinn'; n =0;1;2;::::
Nyni budeme getit rovnici 3.55 s = n?. Hledanou funkci oznaéimeX, a getime tedy rovnici
X )+ X 2(r)  n?X,(r) = 0:

Jedna se o Eulerovu rovnici. Zavedeme substitucs = In r, tedy

d d ds 1d d? d 1d 1d 1 d?
— = — —_— = —— . — = — —— = _ + — :
drXn dsx"dr rdsxn’ dr2><n dr rdsXn r2dsXn r2 dszx”’
po dosazeni
d? d d
—Xn —Xp+ —X 2X =0
R LI LI AL
a po Upravi
d? 5
@Xn n Xn =0
@eleni této rovnice je
8 8
< Co+ dps; pron=0 <c+ dginr; pron=0
Xn(s) = . ; i Xa(r) = . :
e +de™; pron>0 “cr"+dyr "; pron>0

Kdyby pro nijaké n2f0;1;2;:::9 bylo dy 6 0, pak by rl!in?yr iXn(r)j = 1 anemohla by byt splnina podminka
(3.53.Jetedyd, =0, n=0;1,2;::: a

Xn(r) = cr™; n=0;1;2::::
@eleni Ulohy (3.50), (3.52), (3.53 je linearni kombinaci souéinu funkci , = (") a X, = Xp(r), .

u(r;' ) = agto + chr" (ap cosn' + by sinn' ) ;
n=1

p@i oznaeenPy = 2agCo; An = antn; Bn = byc, dostaneme

Ao R .
un') = —+ r" (An cosn' + Bpsinn')

2 n=1
Dosadime do podminky @.51):
' AO X n T H [ '
uR;") = 7+ R" (Ancosn' + Bpsinn') = f(')
n=1
tak¥ae
1 2 1 2
An = R f()cosn d; n =0;1;2:::; Bn = R f()sinnd; n=0;12::::
0 0
Celkem je
!
1Z X yon . .
ui,") = — f() =+ R (cosn cosn' +sinn sinn') d =
0 n=1
I
2 ¥ . :
- L ry 2T L Yo vy d
2 R
0 n=1
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Vyraz cosn( ') je realnou éasti komplexniho éisla’'8( ') tedy

b3 n

L cosn( ")
R
n=1
je realnou éasti vyrazu
XLnem():Xren')“:reu() 1“:re|(').:
., R o R R reC ) R rel ")
R
r(cos( ') +isin( D)
" R rcos( ') irsin( ')
_r(cos( ") +isin( "N(R rcos( ")+irsin( ).
(R rcos(  '))2+r2sin’( ') '
Odtud dostavame
X n ' 2 ' 2 cin? '
1, T cosn( ') = 1, _ Rrcos( )Irco§( )Irsm(.2 ). _
2 ., R 2 RZ 2Rrcos( )+ r2co( )+ r2sin?( )

! 2
1 . Rr cos( ) r

2 RZ 2Rrcos( ')+r2:

R2 2Rrcos( ')+ r?+2Rrcos( ') 2r?
2(RZ 2Rrcos( ')+ r?)

R? r2
2(RZ 2Rrcos( ')+ r?2)’

@eleni Ulohy (3.50), (3.51), (3.52), (3.53 tedy dostavame ve tvaru

2
ur) = 5 10)
0

RZ r2
RZ 2Rrcos( ')+ r2

d; pror<R; u(r,") =f(C); pror=R:

Vyraz
2 R2 r?
— f d
2 ( )R2 2Rrcos( ')+ r?
0

(3.57)

se nazyvaPoissonuv integral vyraz

R2 2

KESR ) = = 2Rrcos( ')+ r?

se nazyvaPoissonovo jadra
Vratime se k puvodnim prominnym, tj. provedeme zpitnou tran sformaci

Pp—— . X - y
r = x2+y2; coS' = p———; sin' = p——:
Pak je
R? 2Rrcos( ')+ r? = R? 2Rr(cos cos +sin sin')+ r? =

= x2+y? 2R(xcos +ysin )+ R?(cog +sin? ) = (x Rcos )?>+(y Rsin )2:
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@eleni Ulohy (3.48), (3.49 je tedy

2
y? B o R :
g(Rcos;R sin )(x Rcos )2+ (y Rsin )zd :

2 g2
2R

uxy) =
0
Oznaéime-lix = (Xx;y), 55;0) kru¥anici se stgedem v poeatku a polomiremR, S bod na této kru¥anici, Ize geleni
zapsat pomoci kgivkového integralu
2 2 2

R% j Xxj ds
uix) = ——— S)———: 3.58
(x) = g o) o (3.58)
S(Ff):o)
Tato formule se nazyvaPoissonuv vzorec
3.3.3 Poissonova rovnice ve dvou prominnych s homogennimi D irichletovymi
okrajovymi podminkami na kruhu
u(xy) = G(xy);  x*+y*<R?; (3.59)
u(x;y) = 0; x?+y?=R?: (3.60)
Pgedpokladame, ¥ > 0 a funkce G je spojitd. Rovnici transformujeme do polarnich sougadnic
X = rcos; y = rsin':
Pgi oznaeenf (r;' ) = G(r cos’;r sin') se rovnice 3.59 transformuje na tvar
1 1
U (" )+ Fur(r;‘ )+ r—zu-- = F(r;'): (3.61)
Analogicky jako u Laplaceovy rovnice musi funkceu = u(r;' ) sploovat podminky
uR;") = 0; L2021 (3.62)
ur,") = u(n' +2); r2O;R];" 2R; (3.63)
u©;") = const2 R; "2 R: (3.64)

Ponivad¥. podle 8.63 je funkce u(r; ) 2 -periodickd pro ka¥.dé& 2 (0; R], Ize ji hledat ve tvaru

u" ) =

+ (an(r)cosn' + b, (r)sinn' ) :

n=1

ao(r)  *
2

Prava strana rovnice (3.61) bude

ay(r)  nPan(r)

B , 80, X

BR(r) n2bn(r)
5 or ar) + Y

cosn' + HB{r)+ sinn’

2 2
e r r r
Funkce F (r; ) je také 2 -periodickd, proto ji mu¥eme také vyjadgit ve tvaru Fourieovy gady
b3
F(r;") = Cog) + (cn(r)cosn' + dp(r)sinn' ) :
n=1
kde
1 z 1 z
C(r) = — F(r; )cosn d; n =0;1;2:::; dyo(r) = — F(r; )sinnd; n =0;1;2::::
0 0
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Porovnanim koe cientu vidime, %e funkcea, = an(r) a b, = b, (r) jsou gelenim Eulerovych obyéejnych diferen-
ciélnich rovnic

2
r2a%r) + ra%(r) n2an(r) = — F(r )oosn d; n =0:L2:::;

r2Br) + b2(r) n?b(r) = — F(r; )sinn d; n =1;2:::

s okrajovymi podminkami
an(R) = 0; an(r)je omezenapror! O+;
bh(R) = 0; by(r)je omezenapror! 0+ :
Vyletgime speciélni pgipad, kdy prava strana rovnice3.59 je konstantni, G c. Pak také F  c a tedy

2 2 2
cd = 2c; ccosn d = csinnd =0 pron=1;2::::
0 0 0

Funkce ap = ap(r) je gelenim rovnice
r2ad{r) + rad(r) = 2cr?;
tedy ag(r) = grz + Alnr + B. Ponivad¥ag(r) je omezena pror ! 0+, musi byt A = 0; ponivad¥ag(R) =0,
musi byt B = (—Z:RZ. Celkem
C 2 2y .
= R?):
5 )
Funkce a, = an(r) pro n=1;2;::: jsou gelenim rovnice

ao(r) =

r2ad{r)+ ral(r) n2%a,(r) = 0;
tedy a,(r) = Ar" + Br ". Ponivad¥ay(r) je omezena pror ! 0+, musi byt B = 0; ponivad¥a, (R) = 0, musi
byt A = 0. Analogické Uvahy provedeme pro funkcel, = b,(r); n=1;2;:::. Celkem dostaneme
an(r) = b(r) =0; n=1;2;::::
Dosazenim do gady vyjadgujici funkau = u(r;' ) dostaneme

uE ) = L7 R

a navratem k puvodnim prominnym dostaneme geleni tGlohy .59, (3.60 s G  c ve tvaru

C
uGgy) = S +y? R:

3.3.4 Rotaeni (azimutalni) symetrické geleni Laplaceovy r ovnice na kouli
u(x;y;z)=0; x>+ y?+ z2<R?; (3.65)
u(x;y;z) = f(2): x2+ y?+ 7?2 = R%: (3.66)

Provedeme transformaci do sférickych sougadnic
X = rcos cos#;, y=rsin' cos#; z=rsin#:
@u

Hodnoty funkce u nezavisi na thlu' , tedy u = u(r; #) a @#: 0. To znamena ¥se rovnice3.65 se transformuje

na nasledujici rovnici (sr. Dodatek D)

1@ ,@u, 1 @

r Qu _
r2@r @r r2 cost @#

cos#@# =0 (3.67)
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a okrajova podminka (3.66) na podminku u(R;#) = f (R sin#), nebo pgi oznaéeng( )= f (R ) na
U(R; #) = g(sin#); > <#< 5: (3.68)

Budeme hledat ohranieené geleni rovnice3(65 a proto budeme dale po¥.adovat

limsupju(r;#)j< 1 ; —<#< = (3.69)
rt oo+ 2 2

Z rotaéni symetrie gelenu rovnice (3.65 plyne

@ @
—(0;0,z)=0= —(0;0;z
@007 =0= Gl0i0:)
pro ka¥ad&, R z R. Po transformaci tedy dostaneme podminku
Q@Qu _n. @u :
@#r, > =0= @#r,z ; O0<r<R: (3.70)

@eleni rovnice B.67) hledame ve tvaru souéinu vyrazu, z nich¥% jeden zavisi pounar a druhy pouze na#,
tj.

u(r#) = X(r)( #): (3.71)
Dosazenim do rovnice 8.67) dostaneme po snadné Upravi
r2x0° ocostt °
X cos #

Symbol ® 0znaéuje obyéejnou derivaci podle pgislutné prominné; navé strane podler, na pravé podle#. Vyraz
na levé strani zavisi pouze nar, vyraz na praveé strani zavisi pouze na#. To znamena, %€ obi strany pgedchozi
rovnosti jsou rovny nijaké konstanti, geknime . Tedy

r2x 0 ° Ocos °
= = 3.72
X cos # ( )
Nejprve budeme gelit rovnici
1 0 0
- + = .
“och cost# 0 (3.73)
s okrajovou podminkou
0 -n= O .
— =0= — 3.74
2 2’ ( )
ktera plyne z podminky (3.70. Zavedeme novou nezavisle prominnou = sin #. Pak je
d d d d
0_ - -
=_=____ = #—
#°d d 7
a podminka (3.74) je splnina. Déle
ocost)’= 4 4 _d dd - d 2d d _ @, d
( cos#)—d# d#COS# = dd#COS# =3 a )OI i (1 )OI2 2d cos#
Rovnice (3.73 se tedy transformuje na rovnici
d? d
1 H— 2-—+ =0 ;
co¥s je Legendreova rovnice (sKC.1), ktera mé netrividlni geteni pro , = n(n+1), n = 0;1;2;:::. Timito
gelenimi jsou Legendreovy polynomy,,. Uloha (3.73, (3.74 ma tedy geleni
n(#) = Pnr(sin#); n=0;1;2;:::: (3.75)
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Nalezené vlastni hodnoty = , = n(n + 1) dosadime do rovnice @3.72. Dostaneme Eulerovu obyéejnou
diferencialni rovnici o
r’x? " n(n+1)X, =0;

kterd méa obecné geleni
Xn(r)= Apr™ + Byr (M0

Z podmimky (3.69 plyne, %e limsupX,(r)j< 1 atedy B, =0 pro viechnan=0;1;2;:::, i
rt 0+

Xn(r)= Apr": (3.76)

Z vyjadgeni 3.71), nalezenych geleni3.75), (3.76) a faktu, ¥e linearni rovnice 8.72) je homogenni, dostaneme

geleni rovnice 8.67) je tvaru
b3
u(r; )= Anr"Pp(sin#):
n=0

Toto geleni splouje podminky 8.69 a (3.70. Podminku (3.70) mu¥eme pgepsat na

X
g(sin#) = AL R"P; (sin#)

n=0
neboli

R

9( )= AnR"Pn():

n=0
Odtud plyne, %eA, R" jsou Fourierovymi koe cienty funkce g vzhledem k orthogonalni soustavi Legendreovych
polynomu. Tedy podle vity C.1.4 plati

1 1
2n+1Z ()P()d—2n+1z
orn 9U)Fn = 2Rn

1 1

An:

f(R )Py()d:

@eteni Glohy (3.67), (3.69), (3.69, (3.70) je

Z1 2
uin#)= f(R)

1 n=0

2n+1 r n .
R Pn(sin )P,( )d

a geleni Ulohy 8.65), (3.66) je
! !

z % Py’
2n+1 X2+ y2 + 72 z
uxyiz)=  f(R) 25 k¢ P P Pn()d:
. =0 Xc+ys+z
3.3.5 @eleni Laplaceovy rovnice na valci
u(x;y;z)=0; x*+y?<R?% 0<z<h; (3.77)
ueGy;0)=0; uCcy;h) = Fay) X2+ y?<R% (3.78)
u(xy;z)=0;  x2+y?=R% 0<z<h: (3.79)

Rovnici i okrajové podminky transformujeme do cylindrickych sougadnic
X=rcos; y =rsin;, z =z
Podle D dostaneme rovnici

1@ @u, 1@u, @u_

= r= ———+ — =0; O0<r<R;' 2R; 0<z<h: 3.80
rer @ rre? @ T T (380
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Okrajové podminky se transformuji na tvar

u(r;'; 0)=0; u(r;;h )= f(rcos;r sin'); O0<r<R;' 2R; (3.81)
u(R;5z )=0; limsupju(r;yz )j<1; ' 2R; 0<z<h (382)

rl 0+
urbz )=u(r' +2;z); 0<r<R;"' 2R; 0<z<h (3.83)

@eleni transformované ulohy budeme hledat ve tvaru soueinuagi funkci, z nich¥s ka¥.da zavisi pravi na jedné
z prominnych, tj.
u(nsz )= X)) ( ")Z(2): (3.84)

Po dosazeni do rovnice .80 a jednoduché Upravi dostaneme

0 00 00
(X 9° z%

rxX rz Z

Symbol © oznaéuje obyéejnou derivaci funkce podle jeji jediné pronmné. Na levé strani rovnosti je vyraz, ktery
zavisi pouze na prominnychr a' , vyraz na pravé strani zavisi pouze na' . To je mo%né jedini tak, ¥%e vyrazy

na obou stranach rovnosti jsou rovny nijaké konstanti. Oznagime ji a dostaneme
ZOO X 0 00
z®_ _ (x5 % (3.85)
z rX r2
Druhd z tichto rovnosti dava 00 o
- X P’ r2
X

Vyraz na levé strani nezavisi na prominnér, vyraz na pravé strani nezavisi na prominné' . Musi se tedy oba
rovnat nijaké konstanti, geknime . Tedy

00_ _r(rxo)o
T X

+r2 (3.86)

Z prvni rovnosti (3.85), z rovnosti (3.86) a z podminek v (3.81), (3.82), (3.83 dostaneme tgi obyéejné rovnice
druhého gadu s okrajovymi podminkami:

OO+ =0 : ( ' ): ( '+ 2 ); (387)

r(rx 9%+ 2 X =0; limsupjX (r)j< 1 ; X(R)=0; (3.88)
rt 0+

z% 7z =o0; Z(0)=0: (3.89)

Uloha (3.87) je shodna s Glohou 8.54), (3.56). M4 tedy netrivialni eteni pouze pro = m?, kdem 2 N[f Og
a toto geleni je
m(' )= Ancosm + Bpysinm; m =0;1;2:::: (3.90)

Pgedpokladejme, ¥%e> 0. Polo¥%ime = 1?2 av Gloze 3.89 s = m? zavedeme novou nezavisle prominnou
%vztahem %= Ir; jedna se o zminu migitka pruvodiée. Pak

dx o d %dX @2X  dX
0— | 2. =|— —-]1— = Y + —
X0= 1 (X97=1gq, |(r % ' P58t %

a rovnice v (3.88) se transformuje na Besselovu rovnici celoéiselného gadu,

d2x dx
0, 0, 0, 2 —0N-
/g d%+ /B—I%+(/g n )X —O,

sr. C.5. Obecné geleni této rovnice je podl€.5.11 rovno

X=Xm (A= CnIn(DB+ Dm Ym (N;
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kde Cri, Dm jsou nijaké konstanty, J,, resp. Ym, je Besselova funkce prvniho, resp. druhého, druhu. Avtak
podle C.5.8 je %Iir& Ym = 1. Aby byla spinina podminka ohraniéenosti v (3.88), musi byt D, = 0. @eleni
tlohy (3.88) jsou tedy tvaru

X =Xm (I’) = Cn Jm(|l’)2
Z druhé okrajové podminky (3.88 plyne Cn Jm (IR) = 0. Aby geleni bylo nenulové a souéasni byld > 0, musi
byt

| =l = X%k; k=1:;2;:::;

kde xmk je k-ty jednoduchy kogen Besselovy funkcdp,, sr. C.5.6. @eleni Glohy (3.88) tedy jsou

Xmk (r) = cmkJIm X%kr ;o m=0;12:::; k=1;2;3;::; (3.92)
kde cmk = Cpy pro | = Xme,
2
Za pgedpokladu > Otedyje =12, = X%k . @eleni rovnice @.89 v takovém pgipadi bude

Zmk (2) = Dmk gz + Emk e e Z;

kde Dmk , Emk jsou nijaké konstanty. Z okrajové podminky v (3.89 dostaneme 0 =Zx (0) = Dk + Emk -
Odtud plyne Emx = Dk a tedy

Zmk (2) = Dk sinh (Imk 2) = Dk sinh X%kz o m=0;1,2:::; k=1;2,3;:::: (3.92)

Oznaémeamk = AmCmk Dmk, bnk = BmGCmk Dmk - Z vyjadgeni (3.84), nalezenych geleni 3.90), (3.91) a
(3.92 a ze skuteenosti, ¥%e rovnice3(80) je homogenni, dostaneme jeji geleni ve tvaru

xR . Xmk Xmk .
u(r;z )= sinh ?z JIm ?r (amk cosm' + by, sinm' ) : (3.93)
m=0 k=1

Toto geleni splouje okrajové podminky 8.82), (3.83 a prvni z podminek (3.81). Konstanty amk, bmk uréime
tak, aby byla splnina druha z podminek (3.81), tedy aby platilo

XX . Xmk Xmk .
g(r;' ) = sinh ?h Jm ?r (amk cosm' + bk sinm' ) ;
m=0 k=1

P
kde g(r;" )= f(rcos’;r cos'). Vyraz - sinh Xmch J,, *mor ay je tedy Fourierovym koe cientem funkce
g(r; ) vzhledem k bazové funkci cosfh ), tak¥se

X X X 1 Z
sinh =™ h Jn 2™ am == g(r; )cosm d
B R R
k=1 0
prom> 0a
X X X 1 z
. 0k ok _ + . .
- S|nh ?h J() Fr aok - 2 g(r, )d .
- 0

Podle C.5.7 funkce J,, *m-  tvogi orthogonalni systém funkci na intervalu (Q R); skalarni souéin funkciF, G

R

de novanych na (0;R) je pgitom de novan jako (F;G) = F ( )G( )d . Z pgedchozi rovnosti tedy plyne, %e
0

vyraz amk Sinh X%kh , resp. agk sinh ’%kh , j& Fourierovym koe cientem funkce

2z 2z

1 o( ; )cosm d; resp. 2i o( ; )d;
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paislutnym k bazové funkcidy, *m- ,resp.Jo *8« . Vzhledem k C.5.7 to znamena, ¥e

X 2 z2 X
amk sinh MK 5 %g§%; )Im —€ o cosm d d%
R R? Jm+1 (ka) 0 0 R
prom=1;2;3::::, tedy
RZ
2 . Xmk
Amk = . > %f(%cos ; %sin )Jny T% cosm d d%;
R 2sinh *mch Jmg (Xmk ) o o
m=1;2;3;:::; k=1;2;3;:::: (3.94)
Analogicky dostaneme
1 xa X
agk = 5 %f(%cos ; %sin )Jo 2% o4 d d%; k=1;2;3;:::; (3.95)
R 2sinh Xg<h  J1(Xok) - R
2 xa X
bk = . y %f(%cos; %sin )Jm € 06 sinm d d%;
R 2sinh Xg<h  Jma (xme) ~ | R
m=1;2;3;:::; k=1;2,3;:::; (3.96)
box =0; k=1;2;3;:::: (3.97)

@eleni ulohy (3.80{( 3.83, co¥% je geleni puvodni Ulohy3(77{(3.79 v cylindrickych sougadnicich, je dano
formuli (3.93), pgieem¥, koe cientyamk , bmk jsou vyjadgeny rovnostmi 3.94{( 3.97).

Poznamenejme, ¥%e toto geleni jsme nalli za pgedpoklade 0. Naskyta se otazka, zda volba 0 neda
nijaké jiné geleni. Ovtem dale (v odstavci4.2) bude ukdzano, ¥e Gloha3(77{( 3.79 ma jediné geleni.

Cvieeni

1) Q@elte Ulohu o chvini struny délky I, je-li

a) struna upevnina na obou koncich, na poeatku je ve vzdalersti ¢ od jednoho konce vychylena na vzdalenost
h od rovnova¥né polohy a nepohybuje se.

b) struna upevnina na obou koncich a je rozechvina Gderem plohého tvrdého kladivka o ligce 2, jeho¥%
stged se struny dotkne ve vzdalenostt od jednoho konce a je¥ se pohybuje rychlosti

¢) struna je upevnina na obou koncich a pusobi na ni konstatnti silaf ; na poééatku je struna v rovnova¥iné
poloze a nepohybuje se.

d) struna je upevnina na jednom konci, druhy konec vykonava farmonicky pohyb s amplitudou A a frekvenci

I = al_. (Na poéatku je druhy konec vychylen na vzdalenostA a struna je v klidu.)

2) QDelte Ulohu o chladnuti homogenni tyée délkyl ktera byla stejnomirni zahgata na teplotu ug, na jejim¥
boénim povrchu nedochazi k vymini tepla a

a) jeden jeji konec udr¥aujeme na teploti 0, druhy je tepelni zolovan.

b) jeden jeji konec udr¥aujeme na teplotiu;, druhy na teploti us.

¢) na koncich nastava vymina tepla s prostgedim nulové teply.
3) Homogenni koule o polomiruR byla zahgata tak, %e jeji poéateéni teplota v libovolném bdaavisi pouze
na vzdalenostir tohoto bodu od stgedu koule, tj.u(0; x;y;z) = f x2 + y2+ z2 . Povrch koule udr¥ujeme na
nulové teploti. Uréete teplotu koule v libovolném bodi a lib ovolném éase.

@elte Ulohu
4) Uy + Uy =0;0<x<a; 0<y<hb
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u@;y)= Ay(b y);u(ay)=0;0 y bu(x;0)=BsinZ;u(x;b)=0;0 x a

5) Uk + Uy = 2,0<x<a 2<y<
u@©y)= u(&y)=0; 2 y 2;u(x =u(x3=0;0 x

Nlo

Vysledky:
la)uy = azu(X
- X x2[00) o
MO a1y x2 e OO
u(t; 0) = u(t;1) = Op:
u(t; x) = ﬁ; . 2 sin(41-c) sin(4-x) cos(@-t)

1b) ug = a’uyy

u(0;x) =0; u(0;x) = viox2e e+ ]

0; jinak
u(t;0)=u(t;1)=0
utx) = 2% Lsin(I-c)sin(4- ) sin(--x) sin(2-t)

n=1
1c)uy = @luyy + f
u(0;x) = ut(0;x) =0, u(t;0) = u(t;1)=0
P
u(t;x) = :LLZ ) Zmgs 1 cos pHL @ ¢ gin 20D
n=l
1d) Ug = @®Uxy

u(0;x) = Ax ui(0;x) =0, wu(t;0)=0; u(t;l)= Acos!t

. P
u(t;x) = ’,*— xCcos@-t) atsin(d-t) + %A = (Dl gip a0 gip 0y

n3 n
n=2

26.) Ut = aqu)(
u(0;x) = up; u(t; 0) =0; uy(t;l)=0
P sin(25L x
u(t;x) = 4ue % ) , stacionarni stav u

2
0 (2n+1)exp @Ay

2b) Ut = aqu)(
u(0;x) = up; u(t; 0) = ug; u(t;l) = uy

u(tx) = Y2y +ug+ 2

Uo U+ ( 1)":1(110 Ug))Si”(nTX

2
n=1 nexp &L "t

2C)Ur = @°Uxy
u(0; x) = up; ux(t; 0) = hu(t; 0); ux(t;l) = hu(t'I)

0

, stacionarni stavu(x) = uj +

P exp( a* nt) — — P
u(x;t)=2u —————> sin cos 1 cos X) + hsin X
0 Onl ST+ h2l+2h (p p_ P n Pn) (pn)
kde i1; 2::: jsou kladné kogeny rovmceh— Zcotg( 1)
3)u = a2 u 0
uO;x;y;2)=f  x2+y2+ 22 | u(t;x;y;z)=0pro x>+ y?+ z2=R?
P n » 0 Porisrz R
Cveyg. — 2 . n o x2+y2+z .
u(t;x;y;z) = A exp Tt osin ——— ; f( )sm(”T)d
B sinh @ sin XT BAD? [ sinh (2n+1)b(a X) sin (2n+é) y
4) u(xy) = —— + 253
sinh - =0 (2n+1)3sinh @A

P cosh 2Ly gin 20tL x
n=0 (2n+1)3cosh 2”” b

8a’

5 u(x;y)=x(a x) =+

61

U U1
|

X



62



Kapitola 4

Metody @eleni eliptické rovnice

4.1 Integrace per partes a Greenovy vzorce

Bui R? oblast s dostateéni hladkou hranici@, =( 1; 2)= 1(X;y); 2(x;y) jednotkovy vektor vniji
normaly k @, f : ! R diferencovatelna funkce. Integraci podle jedné prominné @gime, %e plati
z of z z of z
— dxdy = f 1dS; —dxdy = f 2dS:
@x y . 1 @y y . 2

Polo¥sime-lif = uv, kde u; v jsou diferencovatelné funkce na, dostaneme vzorce pro integraci per partes
u dvojnych integralu:

z z z z z z
@v Q@Qu Qv @u
u— dxdy = uv 1 dS v— dxdy; u— dxdy = uv ,dS v— dxdy:
@x ' @x ay ¥ ’ ay Y
@ @
Odtud plyne
Z z Z z z Z
u@dxdy = u@\/lds @L@\éxdy; u@dxdy = u@VZdS @L@\éxdy:
@% o @x @x@x @y o @y @yay
Seetenim tichto rovnic dostaneme
z z
@v _ @v @uav,_ Q@uav
u vdxdy = u — 1+ — ds ——+ —— dxdy:
P et ey @@x @y
Vyraz %zl + %\;2 je derivace funkcev ve smiru jednotkového vektoru vnijti normaly. Oznaeime ho %Va
dostanemeprvni Greenuv vzorec
z z z
Qv @Quav, @udv
u vdxdy = u—ds ——+ —— dxdy:
y @@x @@y
@
Analogicky odvodime 7 7 7
v udxdy = v@lﬁs @L@V+ @l@v dxdy :
o @ @x@x @ya@y
Odeetenim prvnich Greenovych vzorcu dostanemeéruhy Greenuv vzorec
z
@v @u
u v v u)dxdy = u— v— ds:
( ) dxdy e '@
@
Analogické vzorce plati i pro funkce vice prominnych: Nech»  R" je oblast s dostateeni hladkou hranici@,
u; v diferencovatelné funkce na a = ( 1; 2;:::; n) jednotkovy vektor vnijti norméaly k @. Pak plati
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Integrace per partes

u%’dv = uv ;dS v@gdv i=1;2;:::;n
@
Prvni Greenuzv vzorec . .
@v X @uev @v
dv = —dS ——dV = —dS dav :
u v @u@ i:1@x@x u@ ruryv
Druhy Greenuv vzorec 7
@v @u
dv = — — ds
(u v v u u@ v@
@
4.2 Jednoznaénost geleni Dirichletovy a Neumannovy ulohy p ro Po-
ISSONOVU rovnici
Bui R" oblast s dostateeni hladkou hranici @. Uva¥aujme Poissonovu rovnici
u(x) = f(x); X 2 (4.2)
s Dirichletovou
u(x)= go(x); x2@ (4.2)
nebo Neumannovou @
Y- q:  x2e @3)

okrajovou podminkou. Nech» funkceu;, u, souéasni splouji rovnici (4.1) s nikterou z podminek (4.2) nebo
(4.3). Polo¥ameu = u;  uy. Pro x 2 plati

ux) = ui(x)  ux(x)=f(x) f(x)=0;
tedy funkce u splouje na Laplaceovu rovnici. Pro x 2 @ plati

@) _ @u(x) @u(x) _

u(x) = ug(x ux(x) = X x)=0; nebo = X xX)=0;
(x) 1(x) 2(X) = do(x)  do(x) @ @ @ q(x)  Gu(x)
zejména tedyu(x) @é)x) =0 na @. S vyu¥itim prvniho Greenova vzorce dostaneme
z au z z z
0= u@dS: u udv+ rurudv=0+ jr ujde:
@

Odtud plyne, %er u(x) =0 pro x 2 a tedy, %e u(x) = const. To dale znamend, %@:(x) uz(X) = const pro
X 2 , nebo» geteni ka%dé z Uloh(1), (4.2) a (4.1), (4.3) je spojité na . V pgipadi Dirichletovy podminky je
const=0, nebo»ui(x) ux(x)=0pro x 2 .

Plati tedy: Vlechna geteni ulohy @.1), (4.2) jsou shodnd, tj. tloha (4.1), (4.2) ma nejvy'e jedno geleni;
viechna geleni Ulohy 4.1), (4.3) se liti o aditivni konstantu.

4.3 Laplaceova rovnice a harmonické funkce

Bui R" oblast (otevgena souvisla mno¥ina). dekneme, ¥%e funkcge novand na je harmonickd, ma-li
spojité parcialni derivace druhého gadu, na sploujeLaplaceovu rovnici
u=2~20
@ @ @

a je-li neohranieend, plati navic

limsup jxj™ 2u(x) < 1 :
X2 ;jxjl1

(jxj = P X2+ x5+  + xZ je euklidovska vzdalenost bodux = (X1;X2;:::;Xn) 0od poéatku (0;0;:::;0).)

64



4.3.1 Jednoduché harmonické funkce v rovini

Rovnice
U T Uy =0

ma v polarnich sougadnicichkk = rcos’; y = rsin' tvar

Uy + rizu-- + Flur =0:
Snadno ovigime, %e funkce
u(r;' ) = r*cosk' a v(r') = rksink';  k =0;1,2:::
jsou gelenim posledni rovnice. Vyjadgime tyto funkce v kaézskych sougadnicich

u(r;')‘ 1 rcos r sin' r2cos2 r?sin2 r3cos3 r 3sin3

2 2 3

2xy x3 3xy? 3x%y 3

u(x;y)‘ 1 X y X<y

Ziskame polynomy stupni k, které nazyvamejednoduché harmonické funkce stupnk. Nech» je ohranieena
oblast, jeji%s hranice@ je jednoducha uzavgena kgivka implicitni danda rovnici P(x;y) = 0, kde P je polynom
stupni nejvyle k. @eleni rovnice

U (GY) + Uy (y) = 05 (xy) 2
s nikterou z okrajovych podminek
uxy) = ailxy); (xy)2@ ;
@ X,y) QZ(X,y) ) (X’y) 2 @ ’

%th;y) h(g(xy) uxy): xy)2@ ;

01 je polynom stupni nejvyte k; go; gz jsou polynomy stupni nejvyle k 1 a —@ znaei derivaci ve smiru vnijti
normaly, Ize v tomto pgipadi hledat ve tvaru linearni kombinace jednoduchych harmonickych funkci stupni
nejvyte k.

4.3.2 Kruhova a kulova inverse

Kruhova inverse vzhledem ke kru%nick? + y? = a?, v polarnich sougadnicichr = a, je zobrazeni : R?! R?
dané pgedpisem
xa? ya? a?

. | . — . .
OV Seiyeiaryy T ey

v polarnich sougadnicich

Tl a2.l
(rr )7| Ta

Kruhové inverse je prosté a vzajemni jednoznaéné zobrazemino%inyf (x;y) 2 R? : x?+ y?  a?g na mno¥%inu

f(x;y) 2 R?2: 0<x?+y? a?g, body kru¥nice jsou pevné (samodru¥né) body tohoto zobraze
Funkce u = u(r;" ) je harmonickd na mno%ainif (r;" ) : r <a g pravi tehdy, kdy¥ funkce

v=v(r%)=u ?—z =u(r)

je harmonicka na mno%inif (r%' ): r°> ag.
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L@t @r_ @& _
D.: r—ﬁ, @ e 5, tedy
: . @r r2 .
Voo(r%' ) = v (r% oF azu,(r, );
. @ ,\ @r @ r? , r2
Vr°r°(r0; ) @?/ro(ro; @ = @r gur(ri ) 2 =
r2 , ) , 2r3 , ré ,
= F 2rue (' )+ reug (') = gur(r; )+ gun(r; )
1 1
ror V(%) = Veoo(r®' ) + v %+ F)v,o(ro;') =
2r3 . rt . r2 . rs oy -
= ¥Ur(r; )+ il (n' )+ Pl (") gur(r, ) =
— r4 W ! 1 . ! W ! — r4 . ! .
= Z U (" )+ Fur(r, ytu () = el u(r' ):

Tato vlastnost umo¥0uje pgevadit geleni tlohy

ux;y) = 0; x?+y?<a?
na geleni Ulohy

ux;y) = 0; x?+y?>a?:
Kruhova inverse jednoduchych harmonickych funkci:

1 1 . 1 1 .
1; —cos; -—sin; —cos2 —sinZ;
r r r r
Kulova inverse vzhledem ke sféae® + y? + z2 = a?, ve sférickych sougadnicich = a, je zobrazeni dané
pgedpisem
2

iy Y2

(xy;z) 7!

ve sférickych sougadnicich
2

(nh# )7 aT;';#

Kulova inverse je prosté a vzajemni jednoznaéné zobrazeni mo¥%inyf (x;y;z) 2 R® : x>+ y?+ z2 a’gna
mno¥inuf (x;y;z) 2 R®: 0<x2+ y?+ z2 a?g, body sféry jsou pevné body tohoto zobrazeni.
Funkce u = u(r;";# ) je harmonick& pravi tehdy, kdy¥ funkce

2 2
v = vrlu#) = %u %;';# = ru(r#)
je harmonicka.
o az @r_ r?
D.. r= @ E.Tedy
1@ p@v _ rfe adeuer @r_r’e ., .  0u LG
@%@  a@r 12 @@ @ a @r @r a2
4 3
_ T @u+ @u+ @u _ T 2@U+ rz@

2* @ @ '@ = “ar " orf
rPa 2Qu_rf’l@rzgu_

Zar | @r arz@r @r '
1 @v r2 1 @u _r* 1 @u _r® 1 @u.
r®cof# @2 atcod# @2  a*co# @2  atr2co# @7’
1 @ @v r2 1 @ @ru r° 1 @ @u
= = cost— = cosh—— = — = cos#—. :
r® cos# @# o @# a% cos# @# o @# a*r2cost Q# o @# '
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odtud

Transformace 1
v(r®h# ) = ru(nh#); kde r = 5
se nazyvaKelvinova.
4.3.3 Fundamentalni harmonické funkce
Hledame symetrické geleni rovnice
u(x) = 0; x2R"nf0g:
Provedeme transformaci do sférickych sougadnic
Xy = rcos , 1:...C0S 3C0S ,COS 1
X = TrcoS , 1:::Cc0S 3cC0S »sin'
X3 = Trcos , 1:::cos 3sin' o
Xpn 1 = [rcos' , 1Sin' 4 >
Xn = rsin', 1:

Ponivad¥: funkceu ma byt symetrickd, t.j. jeji hodnota zavisi pouze na vzdalemsti argumentu od poéatku, je

u=u(r)a9,u=0;i=1;2;:::;n 1. Tedy
@'
0 1

X @u_ X @geuer X'euei, ¥ @ euar _ X @ euaer @r_

L @ @x @eex . @) ex ., @x @m@x = _ @ @m@x @x

!
X @u e’ e@r _ duX er’ e @
., @ @x @wef @f_ ex e, ef

X P ]
Ponivad%r = = x2+ x5+  + xZ, plat

2 2
r Xi Xi r X
@ = P I = —I; tEdy —@ = _'2;
@x X2+ x5+ +x2 r @x r
p X2
2 2 2 i
XptXg+ 4 Xj
@ _ X+x3+  +x3 ot x?
oF Gegr R &
Tedy
Xn@rz_wxiz_rz_l_ X@gr X 1 x2 _n 2 _n 1
D% Pr ARy IR 27 P e -
i=1 @x iz r i=1 @ in T rr r
Celkem mame
1
U = Uy + u =20
@eleni této rovnice je 8

%Cllnr+C2; n=2

u(r) = :
C
.E |’n—12+ C2, n 3
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Aby rIHn r" 2u(r) < 1, musi byt C; < 0 v pgipadin = 2. Volime C, =0a C; =

De nice: Funkci v(xo; ) de novanou na R" nfxog vztahem

Eln n=2
iXo
V(X0;X) =

onn21n3

nazyvamefundamentalni (elementarni) harmonickou funkci se singuritou v bodi X .
Speciélni pgipady:
1

o X2+ (Yo Y2’
1

%o XZ+(yo YZ+(z 2°

V(Xo;Yo; X;Y) Inp

V(Xo; Yo; Zo; X; Y; Z)

Z uvahy provedené pged de nici plyne, ¥%e fundamentélni hamnickéd funkce se singularitou v bodixg je
harmonickou funkci na oblastiR" nfxg. Déle je zgejmé, Yse

V(Xo;X) = V(X;Xop) (4.4)
a pro ka¥dé& = (X1;X2;:::;Xn) 6 Xo = (Xo1;Xo2;:::; Xon) plati
xyxaiax a VX0TX) = xor ixoz ix on V(X 05 X) (4.5)
Interpretace fundamentalni harmonické funkce V(Xo; ) a jeji derivace.
Pro n = 3 pgi oznaeenixy = ( Xo; Yo; Zo) plati
@Foix) _ @ 1 _
C@x  @X (x0 )2+(¥o ¥?*(20 2
_ 1 2(xo X) _ X Xo .
2 (xo X)24(Yo Y)2H(z0 2277 X Xo¥
a podobni
@WoiX) _ Y Yo . @Wwo;x) - Z 7o |
@y X xoj®’ @z jx  xoj®’
tak¥se « X
i) = 0.
r v(xo;X) = X XolF

Nech» v bodi o sougadnicictxo se nachazi bodovy naboj velikostiQ. Na kladny jednotkovy bodovy naboj
umistiny v bodi x = (x;y;z) pusobi podle Coulombova zakona elektrostaticka sila o vé{osti

1 Q.
4" jx  Xgj?’

kter& je orientovana ve smiru vektoru sgnQ(x Xpo); pgitom " oznaéuje permitivitu prostgedi. V bodi x je tedy
intenzita elektrostatického pole vytvageného nabojenQ v bodi xo rovna
1 Q X  Xo Q X Xo Q

E(x)= 4" X Xoi2jx  Xof T4 X xoj® “g T V(Xo;x) -

Pgi oznaeeni

"(x) = 48V(X0;X) (4.6)
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tedy intenzitu E (x) mu¥eme zapsat ve tvaru

E(x)= } ro'(x):

To znamen4, ¥%e funkce(Xo; ) vyjadeuje (a¥ na multiplikativni konstantu charakterizujici permitivitu prostgedi)
potenciél elektrostatického pole vytvageného bodovym naijem umistingym v bodi Xo.

Uva¥wujme nyni elektricky dipdl, tj. dva bodové naboje opaéého znaménka stejné velikostijQj v malé
vzdélenostih od sebe. Nech» ndbo® se nachazi v bodix. andboj Qvbodi x .Oznaémedalex = x. x ,

Xo = %(X+ + X ). Vektor p = Qd se nazyva dip6lovy moment, jeho velikost jeN = Qjdj = Qh a smir dgp =
bod x¢ Ize pova¥sovat za umistini dip6lu.

Potencial elektrostatického pole vytvageného uva¥aovanydipolem v pevni zvoleném bodi x bude podle
(4.6) roven
Q

i (x) = %V(XHX) 4—V(x PX) = 43 V(X+5X) V(X ;X)

H;

(a¥% na multiplikativni konstantu vyjadgujici permitivitu ). Podle vity o stgedni hodnoti je

_ @+ #dX) | @+ #dix).

V(X+;X) V(X ;x)

@ @lo
kde# 2 [0;1] a g oznaéuje smirovou derivaci podle vektorud. Potencial ' ;; tedy mu¥eme vyjadgit vztahem
: _ 1 @+ #dx)
m (x)= 7N @ :

Pokud vzdalenost nabojuh je mala ve srovnani se vzdalenostix, xj bodu x od dipélu, je

@yx + #d;x)  @WXo;X)

@lo @lo
a potencial diplu s momentem velikostiN a smiru dg Ize vyjadgit formuli
: _ 1, @Wo;x).

m (x) = 2 N @ (4.7)
4.3.4 Integralni representace dvakrat diferencovatelné f unkce
Bui R" ohraniéena oblast s dostateéni hladkou hranici@, u funkce de novana na , kterd ma na
spojité parcialni derivace druhého gadu. Pak pro ka¥:dé2 plati

Z A
1 @Qu @K;) 1
ux) = — V(X; ) =— u——= dS — v(x;) udV;
)= & W)g u—g o V)

@

kde v(x; ) je fundamentalni harmonicka funkce se singularitou vx, @@ je derivace ve smiru jednotkového

vektoru vnijti normaly — =( 1; 2;::5; n), G @—@zr a
G = 2; n =2
(n 2)n; n 3 '

—~

2k+1 k 2 k

i - irna frai A A n = =
kde , je (n 1)-rozmirna mira jednotkové sféry v R", ox+1 @k DI 2k & I

(Zejménacs =4 )

Nevlastni integral na pravé strani rovnosti de nujeme vztahem
z Z

v(x;) udv = lim v(x;) udV;

nK .,

kde K, je koule se steedem a polomirem ".
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D.:

Dukaz provedeme pron

OznaemeK 2, resp. Sg kouli, resp. sféru se stgedem a polomirem a. Buite x 2 a "> 0 takové, %e

. Podle druhého Greenova vzorce plati

Ky
Z
(U v(x;) v(x;) udv =
nK ; Z
@; ) @u @w; ) @Qu
= u v(x; )= dS u——- Vv(x;)— dS;
o ) g | o i) g
@ Sy
Ponivad¥ funkcev(x; ) je na nK, harmonicka, je
z z z
@x;) @u @u @w;)
v(x;) udv = u v(Xx; )= dS + v(X;)=— u————= dS:
(x;) @ ( )@ " ( )@ @
nK; @ Sx
Normalovy vektor k S, v bodi y ma slo¥ky ; = %(yi Xi); i=1;2;:::;n.Proy 2 S, je
@x;y) _ n 2 :
@y (X ¥i);
tak¥e proy 2 S, je
; n 2X n 2
@(/(ci; 1 - "N+l (i ¥i)? = "1
i=1
Dale podle vity o stgedni hodnoti integralniho poétu existye 2 S, %e
Z Z z
@x; @x; n n 2
Ug)dszu() g)d5= U() Td5= U()Wnnl—
s; s, s;
= (n
tak¥se 7 O )
.!i!mo u @’ ds = (n 2) ,u(x):
Sy
@

Ponivad%—uje spojita na S, , existuje podle 1. Weierstrassovy vity K 2 R takové, %e

ka¥.dy bod naS; . Tedy

z z
L @u 1 _ K 1 _
v(x,)@ds K sty = > nl=- K,
S x
tak¥se z
im vix: ) @%s = o
10 @ T
S
Dusledky:
1. Je-li funkce u navic harmonicka na , plati pro ka¥.dé x 2
z
1 @u @;)
uix) = — v(X; )=— u———= dS:
(x) G ( )@ @
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2. Pro ka¥%dou nekoneénikrat diferencovatelnou funkci s kompaktnim nosiéem (sr.A.1) plati

z
v(x;)dV = ¢ (X);
Rn
neboli
yVxiy) = (y  Xx); (4.9)
kde je Diracova distribuce.
D.: yV(X;y) je distribuce, ktera splouje
yVOGY) | y) = vesy) [ ()
pro ka¥.dou nekoneénikrat diferencovatelnou funkci s kompaktnim nosiéem (sr.A.3). Bui R"
takova oblast s hladkou hranici, %e Supp
Pakproy 2 @je (y)=0= % a tedy s vyuiitim pgedchozi vity dostaneme
Z z
yVOGY) | y) = vy) | ) = v(x;) dv o= v(x;) dV =
0 Rz 1
1 @ @x; )
= @ (x) — v(X; )=— ——% dSA = X):
& @ (x) . ( )@ @ cn (X)
@
4.3.5 Vlastnosti harmonickych funkci
Bui R" ohraniéena oblast s dostateeni hladkou hranici@, u harmonicka funkce se spojitymi druhymi
parcialnimi derivacemi na . Pak plati
1. z
@u
—dsS = 0:
@
@
D.: Ve druhém Greenovi vzorci staéi polo%aivv 1.
2. Vita o stgedni hodnoti
Bui x 2 ; S2 sféra se stgedem a polomirem a takova, ¥%€SZ . Pak
z
1
ux) = 7a uds; pron=2;
1 K
ux) = 132 uds; pron=3;
1 Yz
ux) = a1 uds; pron> 3;
Eh
kde | je éislo zavedené v.3.4.
D.: Dukaz provedeme pron 3, X = (X1;X2;:::;Xn).
1 . N 1 1 _
Je | = a(yi Xi). Proy 2 S& plati v(x;y) = Xy 2o a2 tak¥e podle 1. je
Z z
S\ @u,. 1 @u,. _
v(X; )@ds = o1 @ds =0
Sa Sa
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Déale proy 2 SZ je

@piy) | @uy) 1 @2 My x) . 20 2
@ L@ ' Ta_ x oy YT ax g2 @
tak¥se 7 d
@Vx;y) _ 2 n )
u @ ds = a1 uds:
sz sa
Podle (4.8) je
Z Z
_ \@u  @K;) _n 2 _ 1 '
u(x) = — v(x,)@ uT ds = a1 uds 1 uds:

3. Princip maxima
Je-li harmonicka funkce u nekonstantni na oblasti , pak nabyva své nejvitti
hranici @, tj. pro ka¥.dé x 2 plati

minfu(y): y2 @g < u(x) < maxfu(y): y2 @ g:
Plyne z pgedchoziho tvrzeni.

a nejmen! i hodnoty na

D.:

4.4 Metoda potencialu

V celém oddilu budev(x; ) oznaéovat fundamentalni harmonickou funkci se singulatou v x, R" oblast

s hladkou hranici @, —@ derivaci ve smiru jednotkového vektoru vnijti normaly k @, c, eislo zavedené v.3.4.

Nejprve provedeme heuristickou Gvahu. Pgedstavme si, %.e mezené oblasti R® je rozlo¥.en elektricky
naboj, jeho hustotu v bodi y 2 oznaéime %y). Naboj objemového elementu &4 v okoli bodu y tedy je
%y)dVy a potencial tohoto elementu v bodi x 62 je podle ( 4.6) a (4.4) roven

%y )dVy v(y;X) = i%y)v(x;y)dvy
4 Cs

(a¥%. na multiplikativni konstantu vyjadgujici permitivitu prostgedi). Celkovy potencial ndboje rozlo¥.eného v ob-
lasti tedy je 7

"(x) = é %\x; )dV:

d (x)=

(na povrchu tilesa) a v bodi 'y 2 @ by mil
(y)dSy), jeho potencial

Pokud by byl elektricky naboj rozlo¥en pouze na hranici oblsti
plotnou hustotu (y) (ti. naboj plotného elementu dSy v okoli bodu y by byl
v bodi x 62@ by se rovnal 7

" (x)= é v (x; )dS:

@
Uva¥ujme dale dip6ly rozmistiné na hranici oblasti s hustatou
tj. dipélovy moment plo'ného elementu dSy v okoli boduy 2 @ ma velikost Ny =
Potencial plotného elementu &, v bodi x 62@ je podle ( 4.7) a (4.4) roven

@ w 00= 5 s, EEH = S () EE)

V bodi x je tedy celkovy potenciél hranice oblasti roven plonému iriegrélu

: 1 @;
m (X)= — & )
Cs @
@
Tento vyraz Ize interpretovat jako elektrostaticky potencial tenké nevodivé plochy (povrchu tilesa), na jeji%
vnijli strani je rozmistin elektricky ndboj a na vnitgni str ani je stejni rozmistin stejni velky naboj opaéného
znameénka.

a orientované ve smiru vnijti normaly,
(y)dSy a orientaci

y -

dsy:

ds:
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4.4.1 Objemovy potencial

Nech» R" je ohraniéena a%: ! R je funkce.
Funkce' | : R" ! R de novand pro ka¥adéx = (Xg;X2;:::;

1(x) =

%\x; )dV

se nazyvaobjemovy potencial

Je-li funkce %spojitd na , pak ' je harmonickou funkci naR" n pro n 3. Je-lin = 2 a funkce %je
navic nezapornd, je' ;| harmonickou funkci naR? n .

D.: Ztoho, ¥%e funkcd je spojitd na kompaktni mno%ini plyne, ¥%e néasledujici vypoéet je korektni.

1(x) = L

n

1 1
x (%¢x; ))dV = o % xv(x; )dV = o

n

%Ry) yv(x;y)dvy = 0:

Pgedposledni rovnost plyne z4.5), posledni z toho, %e prx 62 je v(x;y) harmonicka v ka¥adém
y2.

Dale pron 3 plati
z z
lim jxj™ 2", (x) = L % iim ixj™ 2v(x;)dV = 1wy o<1
ixjn Ch jxji1 Ch
Je-lin=2a% O0na, pak
z

1
lim ' = — %Ilm ;v = 1 < 1:
jlell (%) 2 ?leu vixi)

Ma-li funkce %spojité parcialni derivace prvnino gadu na a je spojita na , pak ' ma spojité parcialni
derivace druhého gadu na a plati

| = %:
D.: Prox 2 dostaneme s vyu¥itim (4.5) a (4.9)
1 z 1 z 1 z
T(x) = o x %¥x; ) dV = o % yv(x;)dV = o % yv(;x)dV =
1 z 1 z
S By) «vly;x)dVy = —  %y)a (y x)dVy = %x):
n
4.4.2 @e'eni Dirichletovy Ulohy pro Poissonovu rovnici
u(x) = f(x); X2
ux) = g(x); x2@ ;
kde je ohraniéena oblast s dostateeni hladkou hranici.
@eleni hledame ve tvaruu(x) = w(x) ' (x), kde
z
1
"(X) = (X1 Xp) = o fOa i n)VXe;iiiXn; 13000 n)d 1 dg

a w je gelenim Dirichletovy Glohy pro Laplaceovu rovnici

w(x) = 0; X2 ;
w(x) = g(x)+ " (X); x2@:
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4.4.3 Ploné potencialy

Buite ; :@ ! R funkce takové, ¥%e v pgipadi neohranieéenos® plati
H ivin 2 — . H ivin 2 — .
Xz@llggj!l iX] (x) = 0; xz@“;Jerzl iXj (x) = 0:
Funkce' | :R" ! R de novana pro ka%udéx = (X1;:::;Xn) 2 R" vztahem
" (x) = 12 v (x;)dS
1 Cn s
@
se nazyvapotencial jednoduché vrstvy
Funkce' ;) :R"! R denovana pro ka%déx = (x1;:::;Xn) 2 R" vztahem
z
1 ;
(X)) = o @((,@X )dS
@

se nazyvapotencial dvojvrstvy.

Jsou-li funkce ; spojité na @, pak funkce ' a' ) jsou harmonické naR" n @.
D.: Dukaz je analogii dukazu analogického tvrzeni pro objemovypotencial.

Ka¥ady z integrélt]' n,  m ureuje vlastni dvi funkce. Jednu funkci harmonickou na a dr uhou harmo-
nickou naR" n .

Bui xo2 @a  funkce de novana v okoli bodu xo. Oznaéme

[ (Xo)li = P!IXm . (X); [ (Xo)le = lim (X);

! R'n 3x! Xo

za pgedpokladu, ¥e tyto limity existuji.
Pro ka%dy bodx 2 @ plati

@(x) _ @ukx), 1 . @' (x) - @u(x) 1 )
@ | = @ + 5 x); @ i @ > (x); (4.10)
Con 0Ol = i ) 3 00 T e = "m0+ 5 (0 @11)

D.: A. N. Tichonov, A. A. Samarskij: Rovnice matematické fysiky, Praha 1955, str. 395{402.

Derivace potencialu jednoduché vrstvy ve smiru vnijti normaly méa tedy na @ nespojitost prvniho druhu
se skokem velikosti
@'y (x) @'y (x)

@ ¢ @

potencial dvojvrstvyy ma na @ nespojitost prvniho druhu se skokem velikosti

Lo e [wm X = (x):

= (X);

Podle 4.3.41ze ka¥sdou dvakrat spojiti diferencovatelnou funkcu vyjadgit jako soueet potencialu objemového,
jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, pgieem¥,

% = u; =

Qu
@

; = u:
Proto se 4.3.4 nikdy nazyva vita o tgech potencialech.
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4.4.4 @e'eni okrajovych uloh pro Laplaceovu rovnici

Budeme gelit nikterou z rovnic
ux) =0; x2 ;

uix) =0; x2R"n ;

s nikterou z okrajovych podminek

ux) = f(x); x2@;

@@gx) = f(x); x2@ :
(4.12, (4.19 vnitgni Dirichletova Uloha,

Uloha (4.13, (4.19) . vnijti Dirichletova uloha,

(4.12, (4.19 S€ NAZYV& | hitgni Neumannova tloha,
(4.13, (4.19 vnijti Neumannova Uloha.
@eleni Dirichletovy ulohy hledame ve tvaru potencialu dvojvrstvy
z
1 @x; )
uix) = — das;
) Cn @
@

kde je zatim neuréend funkce. Pro ka%dé 2 @ je podle ( 4.17)

OO + 5 () = u() = [Ule 3 (X):

Oznaéme 0
@x;s) @x;s)
K(x;s) = = i(s):
ST e T, es ©
Pak 1 Z
u(x) = — K (x;)dS:
(x) o (x:)
@
Pgi geleni vnitani Glohy musi bytdyi(x)]; = f (x), tedy funkce musi sploovat integralni rovnici
z
%(x)+0ni K (x;)dS = f(x);
@

pai geleni vnijti alohy musi byt [u(x)]e = f (x), tedy funkce musi sploovat integralni rovnici
z
:_ZL (x)+ cni K (x;)dSs = f(x):

@

@eleni Neumannovy Ulohy  hledame ve tvaru potencialu jednoduché vrstvy
1 z
ux) = — v (x;)dsS;
x) . (x:)
@

kde je zatim neuréena funkce. Pro ka%dé 2 @ je podle ( 4.10)

@ux) 1 _ @) _ @) 1.
= (x) = @ - @ E+§(x).

Plati 7
@x) _ @x) _ 1 @vx; )

@ @(x) @ (x)
@

ds:
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Oznaéme
@w;s) _ X @w;s)
@x

(x):

i=1

Pak 1z

_— = — L (x;)dS:
. (x;)

Pgi geleni vnitgni Glohy musi byt = f (x), tedy funkce musi spldovat integralni rovnici

@)

@
Z

%(x)+é L (x;)dS = f(x);

@

@(x)
@ ¢
7
% (x) + é L (x;)dS = f(x):
@

pai geleni vnijti tlohy musi byt = f (x), tedy funkce musi spldovat integrélni rovnici

Vyrazy K (; ) aL(; ) nazyvamejadro pgislulné integralni rovnice.

Paiklady:
Dirichletova uloha na polorovini

uxy) =0;  x2R;y>0;
u(x;0) = f(x); X2 R:

V tomto pgipadi je

1
visys s ) = SinCx )PH(y )T
@W;y; 5 ) _ X . @y ) y :
@ (x )2+(y )’ @ (x )2+(y )’
N = (0 - . -0 - cye — Yy .
(; )=(@0; 1); pro =0; KXy, ; )= x 2 y 2
Jadro integrani rovnice je K (x; 0; ; 0) = 0, tak¥e funkce = (x) musi sploovat rovnici
1 - .
5 00 = f00;

tedy (x)= 2f (x) a geleni dané ulohy je
2

uxy) = - Oy ¢

Neumannova Uloha na polorovini

u(x;y) = 0 X2 R;y>0;
uy(x;0) = f(x); x2R:

V tomto pgipadi je
viay; s ) = %'” x )PHy ) (xiy) = (05 1); proy=0;

tak¥se
@y s ) _ y :
@ (xy) (x  )2+(y )*

Lxy;; ) = L(x;0; ; 0) = O:
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Funkce tedy splouje rovnici

3 (0= 100;
. (x)=2f(x) a geleni dané ulohy je
1 z 1 1 2
ucy) = 5= 2A() S )Py 07 d = = f()In (x )+y’d:
1 1

Dirichletova uloha na kruhu

ux;y) = 0;  x?+y*<R?;
u(y) = f(xy);  x*+y*= R

V tomto pgipadi je

vGy; ;) = %In(x Py )
@Wy; 5 ) _ X . @y ) y :
@ x )2+(y )* @ x )2+(y )*
= Kgg= (; )2R*: 2+ ?<R? ;  @= S§g= (; )2R*: ?+ ?=R?
oy . 1o o1 @y ). x+y 22
L A @ R 2ry A

@eleni ulohy hledame ve tvaru potenciélu dvojvrstvy

Z 2
. X +y 2 2 1
CORe ey ome T O

xR cos + yRsin  R? d-
X2+ y2+ R2 2R(xcos +ysin )

u(x;y) =

-l>|H
®

Funkci u Ize vyjadgit také v polarnich sougadnicich

2z _ . 2z
R rcos' cos + rsin' sin R R r cos( ) R
2 2

r2+ R2 2Rr cos( )

()

u(n" )= () d =

r2+ R2 2Rr(cos' cos +sin' sin )
0 0

Podle (4.11) musi funkce sploovat integralni rovnici

2
R R cos( ) R
2

R2+ R2 2Rr cos( )

u(R;" )+ ()

NI =

()=

0

Pgi oznaéeng(' ) = f (Rcos;R sin' ) dostaneme

1

"z ()= — : .

9t )+ 5 ()= 4 ()d (4.19)
0
Vyraz na pravé strani nezavisi na' , tak¥e derivovanim podle dostaneme obyéejnou diferencialni rovnici
: 1.
)+ 5 ) =0;

jeji%a geleni je (") = C 2g(' ). Hodnotu integraéni konstanty C zjistime dosazenim do puvodni integralni

rovnice (4.19:
2
o)+ 5 o= 5 C 200)d;
0
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R
tedy C = zi g(s)ds a geteni dané ulohy je
0

0 1
2 2
R 1 r cos( ) R
)Yz — @_ A =
ur") 2 2 g(s)ds  29( ) R2+r2 2Rr cos( )d
0 0
_ R 2 (s)dsZ r cos( ) R q EZ 0) r cos( ) R
“22z 9 R2+r2 2Rr cos( ) KRz 7 oRr cos( )
0 0 0

Druhy integral v prvnim élenu pravé strany upravime:

r cos( ) R q = 1 Rr cos' cos + Rrsin' sin R?
R2+r2 2Rr cos( ) R R2+r2 2Rrcos cos 2Rrsin' sin
0

R
0

2 . .
_ 1 rcos’R cos + rsin'R sin R?

R (rcos Rcos )2+(rsin' Rsin )2

° z
2
x +y R o @&y )dS(; .

L d
R (x )2+(y )2 ¢ @
@ @

V prvnim Greenovi vzorci polo¥imeu 1 a vyu¥ijeme vlastnost 4.9); tak dostaneme hodnotu posledniho
inegréalu 7 7

@ey; ;5 )

Tds(; )y = vy, s )dVve oy = 2
@

@e'eni dané utlohy tedy mu¥eme vyjadgit ve tvaru

2 2
| Rr cos( ) R2 B
u(r' )= ﬁ( 2) g(s)ds = o )R2+ 2 2Rr cos( e =
0 0
2 Rr cos( ) R? z R2 r?

1 1
= - 90 3t REv e o cos( ) d =7 Orrm = cos( )OI
0 0

C0% je Poissonuv integral3.57).

4.5 Greenova funkce Laplaceova operatoru

Bui R" oblast s hladkou hranici @, @@ = W@Y) derivace ve smiru vnijti normaly k @v bodi vy, |,
redlna éisla takova, %e2+ 260.
Greenova funkce Laplaceova operatoru s okrajovou podminidypu (; ) je funkce G = G(x;y) de novana

na ~, pro ni% plati:

() Pro ka%déx 2 avlechna y 2 plati

yG(X3y)= (y Xx);

(i) pro ka%adéx 2 a vtechna y 2 @ plati

@&x;y) W) =0 -
@) + G (X;Y) 0:
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Podminku (i) Ize rozepsat podrobniji:
(i1) G(x; ) je harmonickd na nfxg;

(i2) pro ka¥%.dou nekoneénikrat diferencovatelnou funkci s kompaktnim nosieéem Supp (sr. A.l) plati
z z

G(x;)dVv = G(x;)dVv = (x):
Rn

Lemma: Nech»Gk(x; ) je pro ka¥dék 2 N gelenim Ulohy

yGr(X;y) = d(x;y);  y2

@G(X;y)
— =+ G(x;y) = 0; y2@ ;
Q@ (y)
kde 8
20, yBX, K
dk(x;y) = ;
Tl y 2K
. 1=k . . 1 . N 1 . L, ,
pgiecem¥Kx = y2R":jx V] K je koule se stgedenx a polomirem K !« je pgevracena hodnota
n-rozmirné miry této koule, tedy lydV =1,

Ky
Pak Greenova funkce Laplaceova operatoru s poéateeni podnkiou typu ( ; ) je

G(x;) = [im Gk(x;):
D.: Dukaz pouze naznaéime. Nebudeme dokazovat, %.e viechny pig@i¥aminy limitnich operaci jsou korektni.

(i1) Existuje ko 2 N, %e pro ka%adé kg je funkce Gk (x; ) harmonicka na oblasti

n y2R":jx Yj 1

k
(i1) Plati
G(x;) = lm  G(x;);
7 ki 7
G(x;)dv = |l||r1n Gk(x; )dv = |l||r1n dk(x;)dv =

R" R" Z R"
= i | = i :
lim- (xk) Ledve = lim - (xi)

Ka
kde xy 2 K1 je éislo z vity o stgedni hodnoti integralniho poétu. Ze spajosti funkce  plyne
I(I!llm xk) = X):

Odtud ji% plyne platnost podminky.

(i) Je z@ejmé.
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4.5.1 @eleni okrajové Ulohy pro Poissonovu rovnici

ux) = f(x); X2 ; (4.20)
@@(IX) + u((x) = g(x); X2 @ : (4.22)
Nech»Gy jsou funkce z pgedchoziho lemma. Podle druhého Greenova vee je
z z
(u Gk(x;) Gk(x;) wdv = u% Gk (x; )Qu ds:
@ @
@
Dale plati
z z
kIlilrn u Gg(x;)dv = u G(x;)dVv = u(x);
z z
k||i1m Gk(x;) udv = G(x;)f dv ;
Z@Gk:) @u ‘@) @u
lim u——= Gk(x; )= dS = u ’ G(x; )= dS:
li 5 (i) g p ) g
@ @
Pro ka%.déx 2 tedy geleni Ulohy (4.20), (4.21) splouje rovnici
z z
@&x; ) @u
u(x) = G(x;)f dv + u G(x; )= dS:
(x) (x:) @ (x:) @
@
Specialni pgipady podminek4.21):
=0; =1 (Dirichletova tloha)
Proy 2 @je G(x;y) =0 podle podminky (iii) v de nici Greenovy funkce a u(y) = g(y) podle (4.27).
Tedy pro x 2 je z z
_ _ Q&; ) .
u(x) = fG (x; )dV + g @ ds:
@
=1; =0 (Neumannova Uloha)

. @G@x;y) ] - @y)
Proy 2 @je ———== = 0 podle podminky (iii) v de nici Greenovy funkce a = g(x) podle
y j @) p p y (iii) y @) g(x) p
(4.21). Tedy pro x 2 je

z z
u(x) = fG (x; )dV 0G(x; )dS:
@
606 (Newtonova Uloha)
Proy2 @je % = —G(x;y) podle podminky (iii) v de nici Greenovy funkce a
o= 2@y)  uy) podie (4.21) tedy
Z @) @u z 1
u @ G(x; )@ as = —uG(x;) —(g u)G(x;) ds =
@ @ 7
= 1 gG(x; )dS:
@
Prox 2 je tedy 7 7
u(x) = fG (x; )dV 1 gG(x; )dS:
@
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Pgiklad: Greenova funkce Laplaceova operatoru na polorovini s okrajvou podminkou typu (1; 0)

Uva¥ujme polorovinu = (x;y)2 R?:y>0 .Pak @= f(x;0): x 2 Rg, tj. hranice oblasti je osa x.
V libovolném bodi hranice ( ; 0) je vektor vnijti normaly (; 0)=(0; 1), t].
@ _ @
@(;0) @’
Okrajova podminka typu (1;0) je tedy podminka Neumannova.
Polo¥ame
1 1
GOGy: s ) = o VOGYi ) vy ) = o In (o )PH(y )P Hin (ko )P H(y+ )

Druhy seéitanec, funkce In (x )2+ (y+ )? je denovana, dvakrat spojiti diferencovatelna na =
(X;y;; )2R*:y>0; > 0 ana této oblasti plati

@ 2 2 _ @ 2(x ) _ (x )? (y+ yP+2(x ) _
AR A - Y S (T x ryr 27
- o, (X ) y+ )
21
(x  )2+(y+ )?
@ 2 2 _ x ) y+ ) .
@zln x )+(y+ ) 2 x )2r(ys )22,
tedy

Goln (x )P+(y+ )* = o0:
Proto, s vyu%itim @.9), plati

1 1
GGy ) = o vy )0 = —(2)(C x oy = ( x )
a podminka (i) z de nice Greenovy funkce je spinina'. Déle plati
@ . ,_ 1 2y ) 2+ )
@(X,y, ) ) - 4_ (X )2+(y )2 + (X )2+(y+ )2
tak¥se
@G . ... _ @G . _ 1 2y 2y _
@(; )(X,y,, )(; 2@ @(X,y,, ) =0 4 (X )2+y2+(X )2+y2 0

a také podminka (ii) je splnina.
@eteni Neumannovy Ulohy pro Poissonovu rovnici na polorowvii
uxsy) = f(xy); X2 R;y>0;
uy(x;0) = g(x); X2 R:

tedy je
1202— 1
u(y) = - @ f(; ) In(x )Y+(y )+l (x )P+(y+ )>dAd
0 1
1 2
5 90 (x )?ry*d:

1

Tento vysledek souhlasi s getenim Neumannovy Ulohy pro Lagteovu rovnici na polorovini nalezenym na str.77
pomoci potencialu. (Toto geleni bylo inspiraci pro puhodntiy tvaru Greenovy funkce.)

1Podrobny vypoéet nebylo nutné provadit. Stagilo si viimnou t %ev( ; ;; )jepro(; ) 2 fundamentalni harmonicka
funkce, ktera nema singularitu v .
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4.5.2 Vyjadgeni Greenovy funkce

Greenovu funkci mu¥seme hledat ve tvaru
1
G(x;y) = aV(X:y) + h(y);

kde v(x; ) je fundamentalni harmonicka funkce se singularitou vx 2 a ¢, je éislo z4.3.4
Pak podle (4.9) plati

yG(X1y) = CniyV(X:y)+ yh(y) = é e (y x) + yh(y) = (y x)+ yh(y);

aproy 2 @je

@Gx;y) @¥x;y) @ly) . .
I & ey L @y & T hb):

K tomu, aby funkce G splnila podminky (i) a (ii) z de nice, je nutné a staei, aby funkce h = h(y) byla gelenim
ulohy

+ G(xyy) =

h(y) =0, y2 ; (4.22)
@ly) @ix;y)
Y n - _ + —v(X:y); 2@ : 4.23
@(y) ¥) &t @) & (x:y) Y (4.23)
Greenova funkce pro Dirichletovu Glohu
Ulohu (4.22), (4.23 mu¥%eme vygelit ve specialnim pgipadi, kdy = 0, = 1 (tedy v pgaipadi Dirichletovy

okrajové podminky), pokud oblast a jeji komplement jsou pnijak symetrickéy. Pgesniji, nech» oblast ma
vlastnost: Ke ka%démw 2 existuje x°2 R" n~ takové, ¥%e pro viechnay 2 @ podil vzdalenosti

X yj

oy - ™
nezavisi nay. V takovém pgipadi je funkce
8 L N 2
o oo i >
h(y) = (4.24)
.E i In ; n=2
2 (x)jx° yj’
gelenim ulohy ¢.22), (4.23 pro libovolné x 2
D.: Proy 2 @ plati 8
3 i%;
oy = = Zveay);
21, 1 o
2 "X i
tak¥ze Dirichletova okrajova podminka je splnina.
Pron 3je
e i T ek
ponivad¥:x°62, plati pro y 2
)= s VY =0



Pron=2je

1 1 1 1 o 1
h(y)= 5-In Xy 2 I (x)= -v(x5y)  5-In (x)
atedy proy 2 plati
1 1
yh(y) = > yV(x%y) > yln (x)=0:
4.5.3 Dirichletova uloha pro Poissonovu rovnici na polopro storu
Nech» = f(X1;:::;Xn 1;%n) 2 R" : X, > Og je poloprostor.
Prox =(X1;:::;Xn 1;Xn) 2 polo¥ame x®= (X1;:::;%Xn 1; Xn) { Symetrie podle nadroviny x, = 0.
Pakx%2 R"n . Bui y =(y1;:::;¥n 1;0)2 @. Plati
. . p
X yio_o . (X2 y1)®+ H+(Xn 1 Yo )P+ XE
XOyi T ha yPt (X 1 ve 07F( Xn)?
Tedy 1 a pro funkci h de novanou rovnosti (4.24) plati h(y) = Cniv(x %y). Greenova funkce Laplaceova

operatoru s okrajovou podminkou

tedy je
1
Gixiy) = o v(xty) vxiy)
Jednotkovy vektor vnijti normaly k @je =(0;:::;0; 1), tak¥e

@&x;y) _  @@X1;iiiiXniY1iiiiiya) |
@ @y '

@eleni Ulohy

uixy) = f(xy); x2R;y>0;
ux;0) = gx); X2 R:

Mame
xy)° = (X )
G = 2
VoGyii ) = Ghx Py )
ooy i) = 5 i PH(y DA+ sh(x Py ) =
L, Py )
& Moy
@Gy i ) _ L0 PH(y+ ) 2y N(x_ )P+(y+ ) 2+ N(x_ )P+(y D) _
@ xRy < 7+ (y+ )
_ 1 2y(x )P +2y(y*  ?) _
2« 2y X Pr(yr P
_ (x  »2+y? ? .
7y A Py A
@Gxy; ;0 _ y (x )+y* _y 1 .
@ I (CEE E ) L CO EE
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tak¥.e geleni dané ulohy je

Y4 A
oy - 1 oy X Py )P y d _
u(x;y) = T f(; )In(x T (y+ )de + = g()m,
2R; > 0 1
zvlatnim pgipadem je geleni4.18) ulohy (4.16), (4.17).
@eleni Ulohy
uxyy;z) = f(xy;z); X2R; y2R; z>0;
u(xy;0) = gxiy);  x2R;y2R:
Mame
(xyiz) = (xy: 2);
& = 4
V(X'y'Z' P ) — n 1 .
y Y1 &y 0 I"’(X )2+(y )2+(Z )21 '
1 1 1
G(xy;2; 5 ; = — p
R CHND T (D G G O e (O e I e
@exy;z;;; ) _ 1 2z__) 22+ ) =
@ S8 ((x )2H(y  2+(z )2F ((x )2+(y  )2(z+ )2
_ 1 z N z+
A ((x )Py 2H(z ) ((x )PH(y )2H(z+ )R
@&xy;z;;; 0 _ 1 z _
@ 2 ((x )PH(y  )E+ )3
tak¥.e geleni dané ulohy je
ux;y;z) =
_izzz f(;; ) ! ! ddd +
-4 . ((x )2+(y )2+(z+ )= ((x )2+(y )2+(z )=
2R; 2R;> 0 ZZ
A ~e '
A I (A D
R2
4.5.4 Dirichletova uloha pro Poissonovu rovnici na kouli
Nech» = K& = f(x1;X2;::1;%n) 2 R" 1 x3+ x3+  + x2 <R g je otevgena koule.
2
Pro x = (X1;X2;:::;%n) 2 K& polo¥mex®= —>X | kulova inverse.
P
Bui y =(y1;¥2;::5;¥n) 2 SR = @K}, tedy  y? = R2. Pak je
i=
R, xi,?_ X R _ixi, *_ R , X ixj X,
—X — = — Xj —Yi = — Xi 2 Xiyi + — [
iX] R’ o X R xiooo - ¥ R Y
2 X VA X 2 X X 2 X 2 H 2
= R° 2 xyi+xj© =y 20 o xiyi+ X = (o oxi)T =y xjT
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
tedy
R xjo . .
KX RY T ki (4.25)



Xyl oy Y _ X
X0 yj R2 R R iX] R’
—=X — —X —

jxj? y iXj xj R’

Dostavame tak (x) = J% a mu¥seme vyjadgit funkch z rovnosti (4.24).

Pron 3je
0 1,2
h(y)-iiR -i% £ -1 _Rx__ "7
G ixjjx© Cn . RZ G JR2X | xj2yj ’
> y
IX]
apron=2je
hy) = —n— = Ly RIXI

2 jxjjx0 yj 2 " jR2x j xj2yj

Celkem dostavame, %e funkce de novana vztahem

8 n 2 #
1 Rjxj 1
ch JRZX ] Xxjey]j Xyl
G(x;y) = E (4.26)
1 Rixjix yj . _
2 "JR?x | xi?y] n=2
je Greenovou funkci Laplaceova operatoru s okrajovou podmkou
q
U X13X2;i:5Xn 13 R2Z x2 %3 X2, =0:

Jednotkovy vektor vnijti normaly k SR} v bodi y = (y1;¥2;::::¥n) je %(yl;yg;:::;yn). Dale pro libovolné
kladné konstanty A, B plati

e 1 . @ 1 _ 1 2B(AX Byi) | o A By
@yjAx Byj @y P 2 3 A ByP
) (AX; BX])2 P (AXj BX;)2
j=1 = J J
Proto
# 1n 2 3
@1 Rxi "% 1 gg) S
@ycn  jR2x | Xj2yj ix yj" 2 cn@y X Y]
R
20 1 3
"R Jﬁy.
_nzgg@ L& R RO 1" x yig_
B IXi .. 3 f : : 3 -
& jxijx M R b Xy i i
i 5 ;
- n_2¢ - CoME o x v g
T e PR T R oy
ix] R

85



0
@ 1~ Rjxjjx _ 1 @ 1 -

@y2 = jR% j xj2 yJ yi
R
0 R i , 1 0 1
iX] ixj jxj?
_ i% R Xi E - i%} R2y' X YiE.
2 2 x yj? 2 JXJ x yi2AR’
ij R

Pgipomeome, ¥%e, = (n 2) ,, kde , je (n 1)-rozmirna mira jednotkové sféry v R"; zejména , =2 ,
3 =4 . Vzhledem k rovnosti (4.25 tak dostavame, %e pro Greenovu funkci4.26) ay 2 @ plati

ixj?

@%y) _ 1Y RV 1 R?jxj
@y noix o yjn CREx yp
Proy 2 @ tak dostavame
@&xy) _ 1 R?jx2X y2 1 R?jxj?,
@(y) n R%x yj". R nR Xyt

Jelti oznaéime jSRj miru sféry o polomiru R, tj. jSRj= ,R" 1. Pak mu¥%eme psat

@Gx;y) _ R" 2R? j xj?

@y)  isRiix yin’
@eteni Ulohy
U(X1;X2; 000 xn) = F(XesX2;ii%n); X2+ x5+ +x2 <R?;
UX1 X500 Xn) = O(X1;X2;1:5:%Xn); X2+ x5+  +x2=R?
Ize tedy zapsat ve tvaru
Z Z
R? j xj? ds,
u(x) = fG(x;)dV + R" 2———— g(y)- .
JSRj xyin
K§ S§

kde funkce G je dana vztahem @.26). Pro f 0 dostanemePoissonuv vzorec

Z
ux) = R 2REIXET 0 dS

ISH xoyin
S&
Zejména pron =3 je
2 i2
_ ] X] asy
ux) = —r— @J(y)jx W
S(%;O:O)
apron=2
2 2 2 £ ] 2 2 2 2 . .
uxy) = R= x° y ) ds. _ RZ x% y g(Rcos;R sin ) Rd
YT TR ey GO T T 2R (x Rcos )Z+(y Rsin )2
SR 0

c0% je Poissonuv vzore3(59).
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4.6 Vlastni éisla a vlastni funkce Laplaceova operatoru

Bui R" oblast s dostateéni hladkou hranici@. Eislo 2 R nazvemevlastnim éislema funkci v de novanou
na nazveme vlastni funkci Dirichletovy Ulohy pro Laplaceuv operator je-li v 6 0 a plati

v(x) = v (x); X2

v(x) =0; X2@ : (4.27)

Plati:

Vlechna vlastni éisla Laplaceova operatoru jsou kladna a €chny vlastni funkce jsou nekonstantni.
D.. Uloha

V(X) 0; x2
v(x) =0; x2@

ma podle 4.2 jediné geleni a toto geleni jg 0. Proto O neni vlastnim éislem Laplaceova operatoru.

Proto také pro libovolné viastni éislo a libovolnou viastni funkci v mu%aeme s vyu¥sitim prvniho
Greenova vzorce psat

Z 1Z 1Z
0> Vv%dV = = wvvdv = = v vdVv =
0 1
Z Z
- le @Y% rvrvdvA = 1 ryorvdy = Ejrvj2
@

Ponivad¥jr vj2 nemu¥se byt zaporné, dostaneme odtud, ¥#& 0 ajr vj > 0. Vlastni éislo je kladné
a gradient vlastni funkce je nenulovy, tak¥e vlastni funkce@emu.e byt konstantni.

Jsou-li 1 & , vlastni éisla avy; v, pgislulné vlastni funkce Laplaceova operatoru, pak jsou fikcevy; v;
ortogonalni na , tj. plati 7

vivodV = 0

D.: Ponivad¥ prox 2 @je vi(x)=0= vy(x), dostaneme s vyu¥iitim druhého Greenova vzorce

Z 1 Z 1 Z
vivodV = — (1 2vivedV = (1vave  vi ovo)dV =
Z Z
= ! (v2 vi+vy v)dV = ! v1@ vzgl dS = 0:
12 12 @ @

@

Dirichletova Uloha pro Laplaceuv operator ma spoeetnou mn&iinu vlastnich eisel. Mno¥ina pgislutnych
vlastnich funkci tvogi Uplnou ortogonalni mno%inu v prostau funkci spojitych na .

@eleni ulohy

u(x) = f(x); X2
4.28
u(x) =0; X2 @ ( )
hledame ve tvaru

b3
u(x) = CnVn (X);
n=1
kde v, jsou vlastni funkce Dirichletovy Ulohy pro Laplaceuv operéor a C,, jsou realné konstanty,n =1;2;:::.
Je-li funkce f integrovatelna ve druhé mocnini (f 2 L ?()), pak
¥ z z
1 - -2 2
f(x)= Fava(Xx); kdeF, = —— fvadV ajvaj" = vpdVv:
n=1 IVl
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Buite 1; »;::: vlastni éisla pgislutna k vlastnim funkcimvy;vy;:::. Pak je

Cavn(x) = FnVn(X);
n=1 n=1
X
Ch Va(x) = Fnvn(X);
n=1 n=1
X
Ch nVn(x) = Fnvn(X):
n=1 n=1
Odtud Z
Cn = F_n - _1 ) andV
nJVnl
@eteni Ulohy (4.28) tedy je
0 1 |
X Z Z N :
u(x) = @ _1 —  fvadVA Vv (x) = f M dv:
n=1 nJVn] n=1 nJVn]

To znamend, %e Greenova funkce Laplaceova operatoru s olkoegu podminkou

ux) =0; x2@

je
G(x;y) = Yo (X)Vn (),
n=1 n ]Vn]
kde 1; 2;::: jsou vlastni éisla avi;Vvy;::: jsou vlastni funkce Ulohy (4.27).

4.6.1 Vlastni eisla a vlastni funkce Laplaceova operatoru p ro Dirichletovu ulohu
na obdélniku

Ulohu
v(xy) = v(Xy); O<x<a; 0<y<b;
v(x;0) = 0 = v(x;b); 0O<x<a; (4.29)
v(0y) = 0 = v(ayy); O<y<b

budeme getit separaci prominnych. Funkciv = v(x;y) hledame ve tvaru v(x;y) = X (x)Y (y).
Po dosazeni do rovnice a jednoduché Upravi dostaneme

YOO X 00
= +
Y X
Leva strana této rovnosti zavisi pouze na prominnéy, prava pouze na prominnéx; nemohou tedy zaviset na

¥s4dné z nezavisle prominnych a jsou rovny nijaké konstantigeknime .
Z levé strany tak dostaneme okrajovou UGlohu

Y% vy =0; O0<y<b;
Y(@0) =0 = Y(b);

kter4a mé nenulové geleni pouze pro
= m = 5 m=1;2:::;

které je dano pgedpisenY = Yy (y) =sin mTy.



00
Toto vypoeitané , dosadime do druhé éasti rovnosti, tj. do rovnosti + — = a dostaneme okrajovou

i X
Glohu
X 004+ ( m)X = 0; O0<x<a;
X(@0) =0 = X(a);

n 2

kterd ma nenulové geleni pouze pro = ., takové, ¥%e nm m = 5 tj. pro
n 2 m 2
m =S 2, n=1;2:0
L. . .n

Toto geleni je dano pgedpiserk \, (X) = sin —X.

a
Celkem tak dostavame vlastni éisla Glohy ¢.29) ve tvaru

Pgislutné vlastni funkce jsou

Vom (X;y) = sin n—xsinm— :
nm (XJY) = a by.

Norma vlastnich funkci je

= n m 2 “ n 2 m ab ab
jVnmj2 = sin— sin— dd = sin? — d sif— d = 22 = &=
a b a b 22 2
[0;a] [0:b] 0 0
Jelti vypoéitame
. n2 m2 ,ab 2 (ma)? + (nb)?
= — + J— - = @@ ‘7
nm JVam J a b 7 ) b

a dostaneme Greenovu funkci Laplaceova operatoru pro Dirtdetovu Glohu na obdélniku

X sin n—x sinn— sinm— sinm—
G(Xy . ) - 4_ab a a b y b
y Y 2 I m2a2 + n2b2

Cvieeni

Jelte Ulohu
1) uix +uy =0;0<x<a; 0<y<b
U(an) = Ay(b Y), u(a;y) =0;0 vy b; U(X; O) = B sin X?; U(X; b) =0:0 x a

2) Uxx + Uy =0; X%+ y? >2a
u(acos;a sin')=2sin“' +3cos’'; u je ohraniéena

2 2 2 2
3 Uk Uy = C X+ 5% <1 uxy)=0;%+ %=1

4) uxx+uyy(=0; X2R;y>0
1, a<x<b;

u(x; 0) = ) x2R
0; jinak;
B sinh % sin - , p sinh (2n+1)b(a X sin (2n+t:I).)y
Vysledky: 1) u(x;y) = _ . 4+ 8Ab?
sinh e n=0 (2n+1)3sinh (2n+g_) a
202 2 2 2 2
Quxy)= 3+ SUE DUy = S S+ L 1

4) u(x;y) = L1 (x;y), kde ! (x;y) je zorny thel, pod kterym je z bodu (x;y) vidit interval ( a; b).
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Kapitola 5

Schrodingerova rovnice

Stav éastice je popsan rovnici
; (5.1)

kde = ( t) ... vinova funkce,
V = V(x) ... potencialni energie éastice,
h

~= > Planckova konstanta,

... hmotnost eastice.
VInova funkce je interpretovana jako pravdipodobnost vyskytu éastice v bodi x v éaset tak, ¥e funkcg ( t; x)j2
je hustotou rozlo¥seni pravdipodobnosti vyskytu eastice v @&set. To znamena, ¥se
z
i (tx)j%dx =1 (5.2)

R3

prot 0. Zejména tedy plati, %e funkce je ohraniéena.
Budeme separovat prominné, tj. geleni rovnice§.1) budeme hledat ve tvaru ( t;x) = T(t) (x), sr. kap. 3.

V takovém pgipadi plati
2

T +VT = i-T%
5 [
Tuto rovnost vydilime souéinem T a dostaneme
2 TO
——+t V= i~=
2 T

Vyraz na levé strani zavisi pouze na prostorové prominnéx, vyraz na pravé strani pouze na ease. Musi
tedy byt oba vyrazy rovny nijaké konstanti. Ponivad¥%: vyraz na levé strani méa rozmir energie, oznaéime tuto
konstantu E. Dostaneme tak rovnici pro vyvoj vinové funkce v zavislostina energii eastice

TO= ET (5.3)

a stacionarni Schrodingerovu rovnici
2
+ —=(E V) =0; (5.4)
kterou Ize pgepsat do tvaru Ulohy na vlastni hodnoty a vlasti funkce

2 2
-V = ZE

Zakladni postulat kvantové mechaniky po%aaduje, aby namige hodnoty energieE byly takové, %e hodnota

2 _ . . .
— E je vlastni hodnotou operatoru —V
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Nech»E, je takova namigena hodnota energie a , odpovidajici vlastni funkce. Pgislulné geleni obyeejne
linearni rovnice (5.3) je tvaru T,(t) = const e ="t za integraéni konstantu volime hodnotu 1 a geleni rovnice

(5.3) podpovidajici kvantovému eisluny vyjadgime jako

E . . E
Ta(t) = cos —t +isin —t:

Pro tuto funkci plati jT,(t)j = 1 pro viechnat> 0.V okam%iiku pozorovani energi&, celé geleni rovniceq.1)

pzkolabujey do funkce = ,T,.Z normovaci podminky (5.2) tedy dostaneme podminku pro geleni stacionarni
Schrédingerovy rovnice v okam¥ziku pozorovani hodnoty engie Ep,
z
j n(0)j%dx =1: (5.5)
R3

5.1 @eleni za zjednodulujicich pgedpokladu

5.1.1 Kvantova eastice v krabiéce

Pgedstavme si eastici o hmotnosti , ktera se jisti nachazi uvnitg oblasti prostoru tvaru hranolu o hranach a,
b, ¢ a na kterou nepusobi ¥%adna sila (éastice se nachazi v nekanied@uboké pravouhlé potencialové jami).
V takovém pgipadi je potenciél identicky nulovy a stacionami Schrédingerova rovnice 6.4) je tvaru

2E

+ - =0: (56)

VInova funkce mé byt nulova vni uva¥ovaného hranolu a z jeji gojitosti plyne, ¥%e také na jeho hranici. Sou-
gadnou soustavu zvolime tak, aby osy hranolu byly rovnobi¥nse sougadnymi osami a jeden jeho vrchol byl
v poéatku. Pak jsou splniny okrajové podminky

Oy;2)= (@y;9= (X02)= (xb;2)= (xy;0= (xy;¢)=0 (5.7

pro vtechna (x;y;z) 2 (0;a) (0;b (0;c).
V rovnici ( 5.6) budeme separovat prominné, tj. geleni hledame ve tvaru (x;y;z) = X (x)Y (y)Z(z). Funkce
X, Y, Z musi sploovat rovnost

2E
X% Z+XYZ+XYZ% Z—-XYZ =0;

kde © oznaéuje obyéejnou derivaci podle jediné nezavisle promié pgisluiné funkce. Odtud plyne
X 00 2E YOO ZOO
_ = - —_
X ~2 Y z

Vyraz na levé strani zavisi pouze nax, vyraz na pravé strani na x nezavisi. Obi strany rovnosti se tedy musi
rovnat nijaké konstanti

X 00 2E YOO ZOO
_ = R el —
X ~2 Y z
Odtud podobnou Uvahou dostaneme
YOO ZOO
—+ = —_— =
Y Z

tak¥ze funkceX , Y a Z jsou vzhledem k podminkam 6.7) gelenim okrajovych Uloh

z% 7z =0; Z(0)=0= Z(c);

Y 90+ ( )Y =0; Y(0)=0= Y(b);
2E
2

X 004+ X =0; X(0)=0= X(a):
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Z prvni tlohy dostaneme vlastni hodnoty a vlastni funkce
2

k Ko,
K= o Zk—sm?z, k=1;2;3;::::

Ziskané vlastni hodnoty  dosadime do druhé ulohy,
Y %04+ ( Y =0; Y(©0)=0= Y(b
a odtud dostaneme vlastni hodnoty a pgislutné vlastni funke
m 2 .. m
me k= 0 Ym(y)=sin oy m=10230

tedy

mk —

m 2 kK 2
—_ +  — :
b [

Hodnoty « dosadime do tgeti Ulohy

2E
2

X 00+ mk X =0; X(0)=0= X(a)

a dostaneme vlastni hodnoty a vlastni funkce

2 n 2 . n
jEnmk mk = 2 ; Xnmk (X) =sin ?X; n=1;23;:::;
tedy I
2 n 2 n 2 m 2 k 2
—E = = = — + — + — 2
> —nmk mk a b c
Mo%2né pozorované hodnoty energie uva¥ované eastice teayjs
" 4
E ~2 2 n2 m 2 k 2
= -+ — o+ =
nmk 2 a b

Ka¥uda trojice kladnych celych éiselr(; m; k) tedy reprezentuje kvantovy stav éastice.
Nech» nyni je krabieka krychlova, t.a= b= c= L. Pak mo%né energetické stavy jsou

2 2

ST n>+ m2+ 12 : (5.8)

Enmk =
Zakladni stav je
3__2 2
2L 2’

je to jedina nedegenerovana energeticka hladina, tj. energ, ji% odpovida jediny kvantovy stav. Ostatni energe-
tické hladiny jsou degenerované, jedné energii odpovida @& stavu. Napg. energie

Ei1 =

3__2 2
L 2
je stejné pro stavy (2;1;1), (1;2;1) a (1;1;2), jedna se o hladinu s degeneraci stupni 3. Stuped degena@roste

s rostoucimi hodnotamin, m, k.
OznaémeE; = E,mk Mo%né energetické hladiny eastice v uva¥sované krabiéce dopione

R?=n?+ m? + k%
Pak je
2 2 2L2

— 2. i 2
Ef——R, tJ R—ﬁ

2L 2 B
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Poéet kvantovych vztahu, jejich%s energie nepgevyli hodnotEs , je poétem trojic pgirozenych eiselr; m; k), pro
ni% platin?+ m?+ k? R2. Tyto stavy tedy mu¥eme pova¥ovat za body s celogiselnyma&hymi sougadnicemi
v prvnim oktantu koule o polomiru R. Poeet stavuN je proto Umirny objemu tohoto oktantu,

3=2 1 p > 3

— 3=2,
Ef - F T LSEf .

2L 2
6 ~2 2

4
N —R3=
3

@Il =

Hodnota L ? vyjadguje objem uva¥sované krychlové krabiéky, tak¥e phoistotu stavli  (poéet stavd na jednotku
objemu) a pro energiiEs plati

p
N 1 T : E3:2. E: = 2=3.
_3 F — f ’ f = ’

—

kde je nijaka konstanta; hodnota Es je (a% na malou modi kaci vynucenou spinem éasticeffermiho energie.

5.1.2 Rotéator s volnou osou

Uva%.ujme éastici o hmotnosti , ktera se pohybuje stale v té¥%e vzdalenosti od pevného stgedu, tak¥se jeji
potencialni energii mu¥eme pova¥sovat za nulovou. Budemediht charakteristické hodnoty jeji celkové energie.
Stacionarni Schrédingerova rovnice pro rotator je

2
+3E =0:

Tuto rovnici transformujeme do sférickych sougadnic a vyuieme toho, %e@r= 0. Dostaneme (sr.D)

@

1 @ 1 @ @ 2 .
r200§#@+ r2 cost @# COS#@# tzZE =0 (5.9)

@eleni této rovnice mé byt vzhledem k normovaci podmince 5.5 ohranieené a v prominné' ma byt 2 -
periodické. Dostavame tedy okrajové podminky

(+2:#)= (G#); "2R; #2 (5.10)

22
limsupj (5#)j<1; limsupj (#)j<1; " 2R (5.11)
#l o+ #l 5

Poznamenejme, ¥e nenulova geleni Ulohy.9), (5.10), (5.11) se nazyvaji sférické funkce.Tato geleni budeme

hledat separaci prominnych, tj. ve tvaru (;# )= ( ') ( #). Dosazenim do rovnice 6.9) dostaneme

1 00 1 0 0 2 —
Zcos# | tZcom( 0t ZE =0
a po Upravi
00 2
s cos#( Ocost)+ 2Er ~zco§#: (5.12)

Leva strana zavisi pouze na prominné , prava pouze na prominné#, proto se musi obi strany rovnat nijaké
konstanti . Funkce je tedy gelenim okrajové Ulohy

: ("+2)=("):

Tato Uloha ma nenulové geteni pouze pro = m?, m =0;1;2;::: (sr. geleni tlohy 8.54), (3.56). Tuto hodnotu
dosadime do rovnice §.12). Dostaneme

004 =0

COS#

2
( Ocost)’+ 2Er ?cos# _ 2

— (5.13)
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L N . ds p
Zavedeme novou nezavisle prominnows vztahem s = sin #. Pak — =cos# = 1 s? atedy

d#
0cosi)’= 9 d _dPi—gdd d P—0d 24
( eos#)'= Gs CO* s L Saaw oa P Ys g
p—— d? d
= 2 2y~ i
1 s (1 s)d52 sts
To znamena, %e rovnicex(13 se transformuje na tvar
1 s? ,d? d 2Er 2(1 s?) )
- - 4+ - = - = :
@ s 4 2s s — m
Oznaéime ,
2Er
= — (5.14)
a pgedchozi rovnici upravime na tvar
d? d m?
1 §*)—> 25—+ =0 :
@ s ds? ds 1 2
To je rovnice pro pgidru¥ené funkce k Legendreovym polynomny sr. C.1.6. Tato rovnice mé ohranieené geteni
pouze pro = I(l +1), kde | = 0;1;2;:::. Vlastni funkce jako¥stom-té derivace Legendreovych polynomu
stupni | jsou nenulové pouze pran |. Charakteristické hodnoty energie tedy podle 6.14) jsou
2 2
-1l + — 1) - 012 m=012
Em| |(| 1)2r2 |(| 1) 2|a I 011121 ] m 011121 1|1
pgitom| = r 2 je moment setrvaénosti uva¥sované eastice.

5.1.3 Kvantovy oscilator

Uva%.ujme éastici, ktera se mu¥se vyskytovat pouze na pgimdeji potencialni energie ma klasicky tvar energie
harmonického oscilatoru

V=V(X) = %! 2x2;

kde oznaeuje hmotnost ééastice d jeji frekvenci. Rovnice (5.4) v tomto pgipadi nabyva tvar

@ 2 1, 2,2
— J— — 1 =0:
@z +— E 5! X 0: (5.15)
V této rovnici nejprve zminime délkové migitko, tj. zavedeme novou nezavisle prominnou vztahem
s ___
X = |_ .
Pak r ro
@ _@ee@e _eee e_@ e 1T _!@.
@R @x @x @ @ @x @x @ ~ @ ~ -~ @
a rovnice (5.15 pgejde na tvar
212 _
t@ 26 27~
~ @2 -2 ~2 | '
ktery Ize upravit na
@ 2 _ 2E.
@ = I (5.16)



R
Integral i ( )j2 d méa podle (5.5) konvergovat. Proto budeme geleni rovnice®.16) hledat ve tvaru
1

2

()=H()e 7;
kde H je polynom. Pak
@ @@,  * _@ . o = - o0 0 0 - =
@z @ @He @ (H H)e = H H H (H H) e 7=

2
= H® 2H%+( 2 1H e =

a po dosazeni do rovnice.16) dostaneme

00 0,( 2 Z 2 > 2E Z
H 2H "+ ( DH e = He T+7He 2z =0;
po Upravi
2E
H® 2H% = 1 H=0:
. . . _2E .
Pgi oznaeeni = o 1 dostaneme rovnici
H® 2H% H =0: (5.17)
To je diferencialni rovnice pro Eeby!evovy-Hermiteovy polynomy, sr. C.3.3. Ta ma geleni v oboru polynomu
pouze pro = ,=2n,n=0;1;2:::. Odtud dostaneme, %eT” 1 =2n, neboli ¥%e mo¥ané hodnoty energie
tvogi diskrétni mno¥inu '
2n+1
E, = > ~lon =012 (5.18)

Ziskany vysledek oduvodouje Planckiv vyklad interakce zéeni s latkou za pgedpokladu, ¥se latku mudeme
pova¥sovat za soubor oscilatoru, z nich% ka¥.dy vysild nebdlpoje zageni o frekvenci jemu vlastni. Vymina
energie je omezena vlastnimi hodnotami pro dané oscilatorjak, ¥%e mu¥ze probihat pouze v jednotkacH .

Pro =0, tedy pro zakladni stav odpovidaji energiiEg = %-«! , je gelenim rovnice polynom nultého stupni,
tj. konstanta. VInova funkce ¢ odpovidajici zakladnimu energetickému stavu je tedy dana xtahem

o( )= ce ™ (5.19)
Vratime-li se k puvodni délkové jednotce, dostaneme vinowvo funkci éastice v zakladnim stavu
o(x) = ce =X
Hodnotu konstanty c ureime z podminky (6.5) kladené na vinovou funkci, tedy z podminky

2 2 , 2 S—z S —
1= joifdx=c ez dx= e ~Xdx= — e Sds= 2 i
1 1 1 T '

r

-
vyu¥ili jsme rovnost €C.21). Odtud dostaneme ¢ = ~— To znamend, %e hustota rozlo¥seni pravdipodobnosti

vyskytu éastice v zakladnim stavu je r

1 !
j o= —e X%
Jedna se o hustotu normalniho (Gaussova) rozdileni pravdipdobnosti se stgedni hodnotou 0 a rozptyle%?.
Hodnoty energieE, dosadime z vyjadgeni®.18) do rovnice (5.16) a tu upravime na operatorovy tvar
@

a7 W= (@n+1) . (5.20)
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kde  oznaéuje vlastni funkci pgislutnou kn-té vlastni hodnoti. S vyu%iitim rovnosti (5.20) dostaneme

@ @ _ @ @ n _@ . @ n @n 5, _
— + — n — — t n - + n n —
@ @ @ @ @ @ @
% 2 . .= @n+1) . .= 2(n+1) .; (5.21)
. R . . . . @ @ . . . N
jinak geéeno, funkce , je vlastni funkci operatoru @ + @ pgislutna k vlastni hodnoti 2(n +1).
Podobni dostaneme @ @
— — + = 2n q; 5.22
@ @ " ” -22)
tak¥ae funkce |, je vlastni funkci operatoru @@ @@ + paislutna k vlastni hodnoti 2n.
Na obi strany rovnosti (5.21) aplikujeme linearni operator @@ . Dostaneme
@ @ @ @
— — + — = 2n+l) — ;
@ @ @ n (n+1) @ n
neboli @ @ @ @
— — + — = 2(n+1) — ;
@ @ @ "D g oo
) @ , ] ] . @ @ ] ]
C0% znamena, Yse funkce@ n je vlastni funkci operatoru @ @ + pgislutnou k vlastni
hodnoti 2(n + 1), tak¥%e vzhledem k 6.22) je
@@ n= n+l- (5.23)
Analogicky odvodime vztah
—@ + n = n ]_ (5.24)

@

Vzorec (5.23 lze vyu%iit jako rekurentni formuli pro vypoéet vlastnich tinkci ,, n = 1;2;::: paislutnych
k jednotlivym energetickym hladindm E,, z vinové funkce (.19 pro zakladni stav.

Relace 6.23 a (5.29) Ize také interpretovat jako popis pgechodu eastice z jednénergetické hladiny na
sousedni. Ponivad¥ energie se v procesu musi bui objevit @ktor v latce pgijme energii) nebo zniéit (oscilator
v latce vyzagi energii), nazyvaji se operatory na levé stramovnosti (5.23 a (5.24) operatory kreacea anihilace.
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Dodatek A

Distribuce

A.1 Zakladni pojmy

Nech»' : R" ! R je funkce n prominnych de novana na celém prostoru R". Nosie funkce' de nujeme jako
uzavir mno¥inyfx 2 R" : ' (x) 6 0g a znaeime ho Supp .

Testovaci funkce

Symbolem D(R") oznaéime mno%¥inu funkci de novanych naR", které jsou tgidy C! (maji spojité viechny
parcialni derivace libovolného gédu) a jejich¥s nosie je m#onaA kompaktni v prostoru R". Mno%iina funkci
D(R") s obvykle de novanym seitanim funkci a ndsobenim eislemjt(* + )(x) = ' (xX)+ (x)a(c' )(x) = ¢ (x),
je vektorovym prostorem. Pokud nebude hrozit nedorozumini budeme prostorD(R") znaeit struéni D.

Na mno%iniD de nujeme metriku  vztahem

@ Th
@k@¥ @k

Mno%inuD s touto metrikou nazyvame prostor testovacich funkcj jeho prvky nazyvame testovaci funkce

(5 ) = sup ((x) (X)) :x2R"; (inizin) 2 (N[ 0g)"

Pgiklady testovacich funkci.
Polo¥ame (
py= & x>0
0; x O
Funkce ma spojité derivace viech gadu, nebo»
k

; d 1=x? _ Q.
a z toho plyne X!|II‘(T)1+ We =0:

d .2 _ polynom v x o 15
dxk polynom v x

Funkce' de novana vztahem' (x) = (x) (1 x) ma kompaktni nosié [Q 1] a ma derivace viech gadu.
Pro libovolné realnéc > 0 polo¥me

_ (x) :
Pak . je neklesajici nezaporna funkce, ktera ma derivace viech did a plati pro ni
0, x O
X) =
o(X) 1, x>c

Funkce . tedy na intervalu délky c vyhlazuje skok funkenich hodnot.
Funkce de novana vztahem
=1 <X 3
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je nezaporna funkce, kterd ma derivace vtech gadu a

«
0, jxj

()= 1 X

NI NI

a tedy ma kompaktni nosié [ 3 ¢;3+ c.
Funkce' , jsou typické testovaci funkce z prostoruD (R). Testovaci funkce z prostoruD (R") mu¥eme ziskat
jako souéin funkci pjednorozmirnychy, napga.

"n(XnXoiiinXn) = T (X)) (X2) " (Xn)s n(XeiX2siiniXn) = (X1) (X2) (Xn):

Operace v prostoru testovacich funkci
Kromi standardnich operaci souetu a soueinu funkci a nasobe funkce eislem zavadime operace:
Posunuti (translace) testovaci funkce o vektory je de novana vztahem' y(x) =" (x +y).
Zmina migitka (pgekalovani) nezavisle prominné faktorem > 0 je de novano vztahem' (x)="( x).

Pomoci tichto operaci mu¥eme snadno vytvaget dalli testoeafunkce ze znamych.

Linearni funkcional

ZobrazeniT : D! R, pro které plati
T + )=T(C)+T(); T(c')=cT(); c2R

nazyvame linearni funkcional na prostoru testovacich funkci Obraz funkce' pgi zobrazeniT, tj. eislo T('),
budeme struéni znaéitT" .

Mno¥sinu viech linearnich funkcionaltD ! R, ktera je zase vektorovym prostorem, nazyvamealgebraicky)
dudlni prostor k D a znaéime jiD®.

De nice distribuce

Spojity linearni funkciondl na prostoru testovacich funkd se nazyvadistribuce.

Podrobniji: Zobrazeni T : D! R nazveme distribuce, jestli¥e

(8, 2D) T( + )=T" +T;
(8 2D)(8c2R) T(c')=cT';
(8f'ng D )(8 2D) 'n! " wvprostoru(D; ) ) T'n! T' vR s pgirozenou metrikou

Mno%zinu vtech linearnich funkcionaltD ! R nazyvametopologicky dualni prostor kD a znaéime jiD .

Pgiklady distribuci

1. Nech»f :R" ! R je funkce takova, ¥se pro ka¥dou kompaktni mno%iku R" existuje koneeny integral

f (x)dx (tzv. lokalni integrabilni funkce na R"). De nujme distribuci T; 2 D vztahem
K

z
T = f(x)" (x)dx: (A.2)
Rn
Distribuce T 2 D takova, %e existuje lokalni integrabilni funkcef pro ni%4aT' = f | ' pro vtechny
' 2D, se nazyvaregularni distribuce. Distribuce, ktera neni regularni, se nikdy nazyvasingularni.

Ka¥sda lokalni integrabilni funkce uréuje distribuci, mu¥ame tedy lokalni integrabilni funkce pova¥sovat za
distribuce?. Z tohoto diivodu se distribuce nikdy nazyvaji zobecniné funkce

1Poviimnime si, %e dvi ruzné funkcgsmohou urégyat tuté¥s distr ibuci; konkrétni jde o funkce, které se od sebe liti na mno%in i
nulové miry. Funkce f a g takové, ¥%e f(x)dx = g(x)dx pro ka¥dou kompaktni K R" jsou pro ureeni regularni distribuce

K K
ekvivalentni. Pgesniji bychom tedy mili gikat, 3%e ztoto¥:0u jeme distribuce a tgidy ekvivalentnich funkci.
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2. Funkcef (x) = = je lokalni integrabilni na otevgeném intervalu (0;1 ), ale neni lokalni integrabilni na
celémR. Avlak pro viechna a;b,a< 0<b je

0 1
z" Z "
im@ Yo Pasgim o em? cim om2on 2
"1 0+ X X "0+ jaj U0+ jaj jaj
. )
R dx

Tuto limitu oznaéime vp ~ a nazvemeintegral ve smyslu Cauchyovy hlavni hodnoty.
a
Tuto Uvahu zobecnime. Nech» funkcé je lokalni integrabilni na R" nfxog. Polo¥sme

By, = fx:jx Xxoj<rg

(otevgena koule se stgedemy a polomirem r). Integral z funkce f ve smyslu hlavni hodnoty de nujeme
jako
z z
vp f(x)dx = "IIirT?)+ f (x)dx;

K K nB,

X

pokud limita na pravé strani existuje.
Ma-li funkce f pro ka¥.dou kompaktni mno¥ini  R" integral ve smyslu hlavni hodnoty, pak zobrazeni
T: : D! R de nované vztahem 7

T =vp f(x) (x)dx (A.3)
Rn
je distribuci.

3. Diracova distribuce pgigadi ka¥sdé testovaci funkci 2 D hodnotu ' (0).
Diracova distribuce neni regularni.

Vyrazy na pravych stranach rovnosti (A.2) a (A.3) formalni pgipominaji skalarni souéin. Proto hodnoty
tichto distribuci zapisujeme ve tvaru

f(x)|"(x) ; nebostruéni f |
Pgesto¥se Diracova distribuce neni regularni ani neni de médna pomoci nijaké (klasické) funkce, pou¥sivame pro
ni zapis 7

o= X)) = (x)" (x)dx = " (0):

RN

Podobnym zpusobem budeme zapisovat jakékoliv distribuceV Diracovi terminologii je tedy distribuce bravek-
torem a testovaci funkce ketvektorem. Diracovu distribucih budeme jednodule psat jako , pgipadni (x) pro
zduraznini nezavisle prominné testovacich funkci.

SymbolemLy (R") oznaéme mno%sinu lokalni integrovatelnych funkci n&R"™ (p@esniji, mno¥sinu taid ekviva-
lentnich lokalni integrabilnich funkci). Testovaci funkc e jako¥ato spojité funkce jsou lokalni integrabilni. Ureuji
tedy regularni distribuce. Plati tedy

D(R") Lin(R") D (R"):

Nosié distribuce

Jekneme, ¥%e distribucd 2 D je na mno¥%iniA  R" nulovd, jestli%eT' = 0 pro ka¥dou testovaci funkci
' 2D takovou, ¥e Supp A.

Nosié distribuce T je nejmenti (vzhledem k mno%zinové inklusi) uzaveena mno#itakova, ¥.e na jejim kom-
plementu je T nulova. Nosié distribuce T oznaéime Supf .

Nosié Diracovy distribuce je jednoprvkova mno%aind Og.
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Zakladni operace v prostoru distribuci

Soueet distribuciT;S2D :
T+ S2D je distribuce, ktera splouje rovnost

(T+S) =T +8'
pro ka¥.dou testovaci funkcl 2D.

Nasobeni distribuceT 2D funkcia:R" ! R tgidyC?! :

Je-li' 2 D testovaci funkce, pak' ma kompaktni nosié. To znamend, %.e také funkc® méa kompaktni
nosie, tedya' 2D.

aT 2 DYje distribuce, ktera splouje rovnost

(aT)’ =T(a")
pro ka¥%.dou testovaci funkcl 2 D.

Posunuti (translace) distribuce T 2 D o vektory 2 R":
YT 2D je distribuce, ktera splouje rovnost

pro ka¥%.dou testovaci funkcl 2 D.
Pro regularni distribuci uréenou funkci f plati
Z Z

CT)' = f(x) (x+y)dx= f(z vy) (2)dz;

R" R"
v integralu jsme pou¥iili substituciz = x + vy.
S pomoci Diracovy symboliky mu¥eme de nice operaci s disbiuicemi zapsat ve tvaru:
Souget: f+g|" = f|' = f|" + g’
Nasobek funkci: af |* = f |a'
Translace: f(x y)|'(x) = f(X) | (x+y)

Zejména pro Diracovu distribuci plati

4
x Y[ = )] x+y) =) (x y) (x)dx =" (y);
Rn
Z Z
v x)|'x) = y x)&dx= (@) 2z)}dz="(y):
R" R"

Translace Diracovy distribuce o vektory, tedy distribuce zapisovana jako (x y) se nazyvaDiracova distribuce
soustgedina v bodiy. Pgitom plati

x y)= (y x) (A.4)

A.2 Konvergence v prostoru distribuci
Jdekneme, ¥%e posloupnost distribucﬁl‘l'kg&:1 D konverguje prok ! 1  k distribuci T 2D a piteme
kI!|1rn T =T;

jestli¥se pro ka¥adou testovaci funk¢i 2 D je kIlilm T¢' = T' (v tomto pgipadi jde o konvergenci eiselnych
posloupnosti). '
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De nici lze zapsat také v Diracovi symbolice: @ekneme, ¥e @boupnost distribuci fhfkgﬁ:l konverguje pro
k!l kdistribuci i a pl'lemeklllim H = H, jestli%ze pro ka¥dou testovaci funk¢i 2 D je kIlilm fi | ‘o=

fl
Pro konvergenci v prostoru distribuci plati nasledujici vity:

Vita 1: Nech»kagﬁ:l D je posloupnost distribuci takova, %e pro ka¥dou testovacinkeci *© 2 D existuje
limita posloupnosti eiself Ty' gﬁﬂ . De nujme zobrazeni T : D! R pgedpisem

T() = |I<|!r1n T':

Pak T je distribuce, T 2D .
Linearita plyne z linearity ka%.dé z distribuci Ty a z linearity operatoru limity posloupnosti), spojitost je
dokazana napg. v knizeLaurent Schwartz . Théorie des distributions, Paris 1973.

Vita 2:  Ke ka¥%dé distribuciT 2 D existuje posloupnost testovacich funkcff' «g,_, D , ¥se
imH=T; neboli 8 2D Im ' |' =T=
k!l K11

tj. e tato posloupnost testovacich funkci konverguje B ve smyslu distribuci.
Ka¥sdou distribuci Ize aproximovat pomoci posloupnosti tesvacich funkci.

A.2.1 -vytvogujici posloupnosti

Nech»ffkgli:1 je posloupnost lokalni integrabilnich funkci na R" takovych, ¥%e posloupnost regularnich distribuci
fokgi:1 konverguje k Diracovi distribuci, tj.

kI!llrn f |" ="(0)

pro ka¥%idou testovaci funkcl 2 D. Pak posloupnostffkgﬁ:1 se nazyva -vytvogujici posloupnostfunkce fy se
nazyvaji impulsni funkce

Pgiklady  -vytvogujicich posloupnosti:

Nasledujici posloupnosti funkci konverguji k Diracovi digribuci na prostoru D (R).

8 1 8 1
kX o kKX X
fk)y = T fk() = R
- 0 JXJ>E - 0 JXJ>E
e ink
f0) = 5-e fb) = 25
fr(x) = lﬁ kde f kgﬁzl je libovolna posloupnost kladnych éisel takova, 3/4%1 limy, =0;
E }+ 2R cos—2m X, jxj %
fkx) = . 7 T ma s z
"0 ixj> 3

Na obrazcichA.1 je znazornino nikolik prvnich élenu nikterych -vytvogujicich posloupnosti.
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fk fk

o= KK 1R

kK K%xj; jxj 1=k
o = o
0; jinak 0; jinak
fk fk

sinkx
fr(x) = ”
fk fk
X
8
1 k2 <1, cosnx; jxj 1
fr(x) = T2 1 fr(x) = : ; n=1

jinak
Obrazek A.1: Pgiklady -vytvogujicich posloupnosti na prostoruD (R). S rostoucimk se zmentuje sila eary.
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A.3 Derivovani distribuci

Nech»f : R" ! R je diferencovatelna (a tedy lokalni integrabilni) funkce, ' 2 D je testovaci funkce. Pak plati

z of 2 2 2 0 2 of !
@(x)' (x)dx = @ @(x)' (x)dx1A dxz:::dx, 1dx, =
R" 1 1 1 0 1 1
2 2 2 2 @
= @f (x)' (X)If,= 1 f(x)@—(x)dxlA dxp:::dx, 1dx, =
1 1 1 1 X
2 2 2 , z ,
= o 1 f(x)%(x)dxldXZ:::dxn 1dxy = . f(x)%(x)dx;

ponivad¥s Supp je kompaktni.
Provedeny vypoéet motivuje nasledujici de nici.

De nice derivace distribuce

Parcialni derivace distribuce T 2 D podle prvni prominné je distribuce @—@KT' pro ni% plati

_@T 'o= T @I

@x @x
pro ka¥dou testovaci funkcl 2 D.
Obecni de nujeme parcialni derivace distribuce podle libovolnych prominnych libovolného gadu rovnosti

_@1+_i2+ In T - ( 1)i1+i2+ inT _@1+_i2+ tn _
@¥@¥ @% @¥@¥ @%
pro ka¥dou testovaci funkcl a ka¥ady multindex (1;ij;:::;in) 2 (N[f 0g)". Je zgejmé, ¥se parcialni derivace

distribuce je linearni operéator na prostoru distribuci D .

Ka¥.da distribuce mé derivace libovolného gadu.
Ka¥ada lokalni integrabilni funkcef uréuje regularni distribuci. Tato distribuce ma derivaci libovolného gadu
de novanou rovnosti
@1+i2+ inf @1+i2+ in
@¥@¥ @f @k@¥ ok
V tomto smyslu Ize gici, ¥%e ka¥.da lokalni integrabilni funkcf ma derivaci libovolného gédu. Tato distribuce
viak obecni neni funkci ale distribuci. Nazyvame jidistributivni derivaci funkce f .

:( 1)i1+i2+ in

Pgiklady distributivnich derivaci funkci

Derivace absolutni hodnoty:
Pro ka¥dou testovaci funkcl 2 D plati

2
@@yj W = KT = 1 ixj’ (x)dx =
2 . ya z
= x Qdx  Yx)dx = x (%) C)dx X (X) g+ (X)dx =
1 0 1 0
20 z z
= "(x)dx + ' (x)dx = (sgnx)" (x)dx;
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tedy @jxj =sgnx ve smyslu distribuci.

@X
Heavisidova skokova funkce (distribuce):
Funkce H : R! R de novana vztahem
1, x O

H(x) =
(x) 0 x< 0O

je lokalni integrabilni. Ureuje tedy regularni distribuci , pro ni% plati
2 2
H|W = H(x)' (x)dx = ' (x)dx:
1 0

Povtimnime si, ¥%e Heavisidova funkce je limitou funkci ;- de novanych vztahem (A.1); tuto limitu
mu¥eme chapat tak, %Sl limi=(X) = H(X) pro ka%déx 6 0, nebo %eklllimh 1=« = hH ve smyslu

distribuci. Dale plati

2
HO[* = H['® = "Ydx= [ ="'©0= [ ;
0

tedy distributivni derivaci Heavisidovy funkce H je Diracova distribuce, H°= |, podrobniji HY(x) = (x).
Analogicky Ize ukazat, %eH9(x xg)= (X Xo)aH%%p Xx)= (X Xo).

Obecni: Funkce H : R" I R de novanéa vztahem

1, X1 Oxo 0O:::xpn O

H (X1 X2, Xn) = ,
(X1; %2 Xn) 0. jinak
ureuje regularni distribuci:
2 2 2
H | = H(X1;X2;:005Xn)" (X3 X200 Xp)dXdx,  dx, =
11 1
22 2
= " (X1 X2; i Xp)dXadxe  dXq
00 0
L @ ‘
Zvypoetu ———H | =
P @x@x @x
@
= 1” H ‘—' =
¢4 @x@% @x
22 2 @
= ( 1" ' (X1} X2, Xp)dXdX,  dx, =
o o @x@% @x
A2 2 @ ! 1
= ( " ————— " (X1;X2;:11;Xn) dxodxs  dx, =
L @x@% @ "o "
22 2 @ !
= (1) ———————" (0;X2; X3; 111 Xp)dX20Xg  dx, = =
oo . @x@% @x
= ( 1) (0;0;:::;0) = ' (0;0;:::;0);
@

nyni plyne, ¥e distributivni derivace H uréuje Diracovu distribuci na prostoru R".

@x@x @x
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Distributivni derivace funkci jedné prominné

Nech» funkcef je spojita na ka¥dém z intervalu @ ;0), (01 ) a existuje
o= Jim, F00fimy £

Pak je tato funkce lokalni integrabilni na R, uréuje tedy regularni distribuci Tr . Pro ka%dou testovaci funkci
' 2D plati

2 20 yA
T = fx)|" A% = f(x)" q(x)dx = f(x)" qx)dx f(x)" q(x)dx =
1 1 0
20 2
= o) + FA0)edx ) (g + FAX) (x)dx =
1 0
2

x'i% f(xX)" (X) X!irrg f(x)" (x)+ fIx)" (x)dx =
1
2

' (0) X!ir&f(x) x!ir‘rg f(x) + fYx)" (x)dx =

yAS
= O+ f)dx = o | o+ fOT = o |1+ T
1
.
(8 2D) @@;‘ = o | + f9" ; symbolicky T®= o + Tyo:

Obecni: Nech» funkcef : R! R je tgidy C' na ka¥dém z intervalt L ;0); (0;1 ) a nech» ka¥ada jeji
derivace je lokalni integrabilni. Tato funkce uréuje regularni distribuci T .

Oznaéme
= i (m) i (m) - O 0. @ UO:Q :
m xI!rr1o+f (x) X!m&f x) a T; @J, T; @)%T o T @kT'
Pak pro ka¥adou testovaci funkcl 2 D plati
KL
gf' - (kMmoo |-(kml)+f(k)|-
@X% m=0
.
X 1 2
T = Tkt em Do £ (x)dx:
m=0 1
Symbolicky
K 1
Tf(k) = m km 1) 4 Tf(k):
m=0
Greenova funkce hyperbolické rovnice v jedné prostorové pr ominné

Nech»a > 0. Pro vtechna (t;x) 2 R? a libovolny realny parametr de nujme
8

> 1. .
~: x at< <x +at
G(x; ;t)= _ 2@

©0;  jinak;
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poviimnime si také, ¥%e prot 0 je G(x ;t) = 0. Vypoeitdme distributivni derivaci @@tG(x; ).
Pro ka¥dou testovaci funkcl 2 D (R?) plati

@ . . 1 . = . . @| . =
@tG(x, t) | (x) G(x; ;t) ot (t;x) i
_ @ _ 1 e . :
= G(x; ;t) ot (t;x)dtdx = 2 @t (t; x)dtdx:
R2 A
Mno¥%inaA R? je takova, %e na ni je funkc&( ; ; ) nenulova, tj.
A= (tx)2R%:0<t; at<x< +at =
= (tx)2R?:x<: X <t [ (tx)2R?: x; X <t
a a
Podle Fubiniovy vity tedy mu¥eme posledni integral rozepsave tvaru
2 0 1 0 1 3
Z 3 A2 2
1 @ . @ . _
gﬁ B o Ex)dtK dx + B = (6 x)dt dx& =
1 X X
a a 2 3
1 z X 2 X
= -4 ' ;X dx ' x dxb
2a a a

1

V prvnim z integralu zavedeme substitucis = a upravime ho

1 ‘ x'x dx = }ZO' (s; as)ds = }Z ' (s; as)ds =
2a ’ 2 ’ ) ’ -
1 1 0
12 0 A ! 1Z
= > @ x ( as) ' (s;x)dxA ds= > H(t) x ( at) ' (tx)dtdx =
0 1 R2

=1 H(t) x ( at) |'(tx)

Ve druhém z integrélu zavedeme substitucis = a upravime ho analogickym zpusobem

A
% X x dx= L H@D x (+ab) | (tx)
Celkem tak dostavame
@@tG(x;;t) "(tx) =3 H@{) x ( at) |"(Ex) +3 H(t) x ( +at) |'(5x) =

5 E
=1 ox (ay+ x (+a) HO | @x)

a tedy s vyu¥iitim vztahu A.4) mu¥eme psat, ¥se

@@tG(x;;t):% (x+at )+ (x at ) H(t)=13 (x+ at) + (x at) H(t)

ve smyslu distribuci.

108



Cvieeni

1) Vypoéitejte druhou distributivni derivaci funkce f (x) = jxj.

2) Nech»H je Heavisidova funkce a polo¥ame,. = xH (x), x = xH ( x). Vypoéitejte distributivni derivace
tichto funkci.

3) Ureete distribuci x" (M (x)

4) Funkce G prominnych t a x s parametrem je dana vyrazem

8
> 1 . . .
—; Jx atj< <x + at
G(x; it)=_2a
©0;  jinak;

jedna se o Greenovu funkci pro hyperbolickou rovnici na polpgimce s Dirichletovou okrajovou podminkou.

Vypoéitejte distributivni derivaci @P(x; ).

Vysledky: 1) 2 (x) 2) x? = H(x), x° = H( x)3) ( 1)"n! (x)
4)% (x+at )+ (x at ) ( x+at ) (x at ) HO)H(t)
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Dodatek B

Okrajove ulohy pro obyeejné
diferencialni rovnice

B.1 Formulace uloh

Nech» pro éislaxg, x; plati 1 Xo<X1 1 .SymbolemCX(xo;x1) 0znaéme mno¥inu funkdk-krat spoijiti
diferencovatelnych na intervalu (Xo;x1); zejména C°%(xo;x1) oznaéme mno¥inu funkci spojitych na intervalu
(Xo0; X1).

B.1.1 Diferencialni operator a diferencialni rovnice
Buite a;b;c2 CO%xp;x1) a nech»a(x) 6 0 pro x 2 (Xo;X1). Linearni diferencialni operator druhého gadu
L = L(a;b;9: C?(xo;x1)! CO%Xxo;x1) de nujeme poedpisem

Ly (x) = a()y™{x) + bx)yAx) + c(x)y(x)

pro ka¥adé 2 (Xo;X1). Rovnice
Ly = g2 C°%Xxo;x1)

je obyeejna linearni diferenciélni rovnice druhého gadu; pgipadig 0 homogenni, v opaéném nehomogenni.
Buite p2 Cl(xo;x1); g2 C%xo;x1). Pak operator L( p; p%aq) dany vztahem

0
LC P PSay(x) = pey* %) POy + a)y(x) = pe)yAx) ~+ a(x)y(x)
nazvemesamoadjungovany Ka¥ady linearni diferencialni operator druhého gadu (a;b; 9, pro jeho¥s koe cienty
a; bplati a2 C(xo;x1) a b(x) = a%x) pro x 2 (xo;x1) je samoadjungovany. Rovnice tvaru
0
POYUX) "+ a()y(x) = f(X); X2 (x0;X1)
se nazyvasamoadjungovanana intervalu (xo; X1) nebo Sturmova-Liouvilleova rovnice.

Plati: Ka%dou linearni diferencialni rovnici s koe cienten a 2 Cl(xo;x1) lze vyjadeit v samoadjungovaném
tvaru.

D.. Bui 7

h(x) = IO(X)a(x{)iO(X)O'X? (x) = et
Pak
( ()a(x))’= &™a(x) ° e"hYx)a(x) +e"™a%x) =
= 0% a0 = (0H00;
tedy
()a)y° )+ ()b)YI) +  ()e(x)y(x) = (x)g(x)
je samoadjungovana rovnicelp= a; q= c¢; f = g).
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B.1.2 Okrajové podminky

Budeme hledat geleni rovnice
Ly(x) = 9(x);

na intervalu (Xo; X1), které v krajnich bodech splouje nikteré z nasledujicich mdminek.
Dirichletova podminka v levém krajnim bodi:

y(Xo) = Yo; nebo I|im y(X) = yo;
X! Xo+

splnini prvni rovnosti po¥adujeme v pgipadi, ¥, > 1 a geleni ma byt v bodixo spojité zprava.
Neumannova podminkav levém krajnim bodi:

yAxo0) = Yo; nebo  lim y%x) = yo:
X! Xo+
Robinova podminkav levém krajnim bodi:
yAx0) = oy(xo) nebo lim yAx)= o lim y(x):
x! Xo+ X! Xo+t
Newtonova podminkav levém krajnim bodi:

o¥(x0)+ oyAx0) = Yoi nebo lim  oy(x)+ oy¥x) = yo:

pgicem¥3+ 260.
Povtimnime si, ¥%e Newtonova podminka v sobi zahrnuje Diricketovu (pro ¢ =0, ¢ = 1), Neumannovu
(pro 0=0, o=1)iRobinovu(pro (606 o,y0=0, o= —0) podminku.
0
Analogicky zavadime Dirichletovu, resp. Neumannovu, respRobinovu, resp. Newtonovu podminku v pravém
krajnim bodi rovnostmi

y(x1) = y1i;  resp.y(x1) = yi; resp.y(x1) = 1y(xa); resp. 1y(xa)+ 1yAx1)=yi
(pokud x; < 1 av bodi x; po¥adujeme spojitost zleva), nebo obecniji

lim y(x)=yi; resp. lim y%x)=yy; resp. lim ydx)= 1 lim y(x);
x! X1 x! X1 x! X1 x! X1
resp. lim 1y + 1y(x) =y
Xt X1

Podminka omezenostv levém, resp. pravém krajnim bodi:

limsupjy(x)j < 1; resp. limsupjy(x)j< 1 :
x! Xo+ x! X1
Podminky ruzného typu Ize kombinovat; mu¥eme napgiklad pa#fovat spinini Neumanovy podminky v levém
krajnim bodi a podminky omezenosti v pravém krajnim bodi.

Podminky periodiénosti:
y(Xo) = Y(x1);  yAxo) = yAx1):

Jakékoliv okrajové podminky nazvemehomogennj jestli%e s libovolnymi dvima funkcemiu; v, které této
podmince vyhovuji, vyhovuje té¥e podmince i jejich liboveola linearni kombinacekju + kav.

Newtonovy podminky syp = y; = 0, podminky omezenosti i podminky periodieénosti jsou homagenni.

Okrajové uloha, v ni% rovnice i okrajové podminky jsou homagnni se nazyvdhomogenni okrajova uUloha
v opaeném pgipadnehomogenni okrajova ulohaMno¥sina geleni homogenni Ulohy tvogi vektorovy prostoremto
vektorovy prostor je samozgejmi podprostorem prostoru vieh funkci, sploujicich dané homogenni okrajové
podminky.
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B.1.3 Symetricky diferencialni operator
@ekneme, ¥eperator L je symetricky na mno¥4iniM

1
Lu (x)v(x)dx

Xo
Bui L =L( p; p%q) samoadjungovany operator. Pak

&1
Lu (x)v(x)dx

y.$
u(x)Lv (x)dx

Xo

Zip

Xo

POOUYX) °+ gx)u(x) v(x)
Xo Z(lh
POOVYX) u(x)

X1
= [pOOVQU(X)]s POOVAX)uXx)dx

Xo

= p(x1)vAx1)u(x1)

Tento vypoéet umoouje dokazat nasledujici tvrzeni:

P(X0)VA(X0)u(Xo)

C2(xo;X1), jestli¥e pro viechnyu;v 2 M plati

X1
u(x)Lv (x)dx :

Xo

plati (s vyu¥itim integrae pper partesy)

u)  peOVX) + gv(x)  dx =
i
pOOUx) V(x) dx =
V.8
[POOUOVOOLE + pO)udx)VOx)dx =

Xo

POx1)udxa)v(x1) + p(xo)uY(Xo)V(Xo):

Samoadjungovany operatorL = L( p; p°q) je symetricky na mno¥ini funkci, které splouji homogenni

Newtonovy podminky v obou krajnich bodech.
D.: V tomto pgipadi je

X1
Lu (x)v(x)dx

V.8
u(x)Lv (x)dx

Xo

p(x1) VAX1)u(x1)

Je-li 80, pak uqxo) = —2u(Xo);VYXo) =
0

Je-li 60, pak u(xo) = —2u%Xo); V(Xo) =

u(x1)Vv(X1) P(Xo) VAXo)u(Xo) uAXo)V(Xo) :

—2v(xo), tak¥ev(Xo)u(Xo)  UXXo)V(Xo) = O.
0

—2V9xo), tak¥se opitvixo)u(xXe) UAXo)V(Xo) = O.

0 0
Analogicky ovigime, ¥%e&%(x1)u(x1) u%qx1)v(x1) = 0.

Pokud je interval (xo;x1) koneeny a funkcep splouje podminku p(xo) = p(X1), pak samoadjungovany
operatorL = L( p; p%aq) je symetricky na mno%ini funkci sploujicich podminky perodiénosti.

D.: V tomto pgipadi je
X1 &1
Lu (x)v(x)dx u(x)Lv(x)dx =
= p(xo)vAXo)u(Xo)  P(Xo)vAXo)u(Xo)

P(Xo)u%(Xo)V(Xo) + P(Xo)uUXo)V(Xo) = O :
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B.2 Vlastni eisla a vlastni funkce homogenni okrajové ulohy

Nech» 2 R. Uva¥wujme homogenni okrajovou Ulohu pro rovnici
Lv(x) = v (X):

Tato Uloha ma v¥adytrividini geleni v 0. Pokud existuje netrivialni geleniv = v(x), nazveme hovlastni funkci
okrajové ulohy a parametr nazveme vlastnim éislem operatoruL na prostoru funkci sploujicich okrajové
podminky.

Je-li vlastni éislo operatoruL a v = v(x) je pgislutna vlastni funkce uva¥sované okrajové ulohy, pataké
funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ 2 R vlastni funkci.

Jestli¥ae vlastnimu éislu odpovidak linearni nezavislych viastnich funkci, gekneme, 3.eje k-nasobné vlastni
eislg jestli¥sae mu odpovida jedind (a%: na multiplikativni konstatu) vlastni funkce, mluvime o jednoduchém
vlastnim éisle.

OznaémeM_ mno¥inu funkci sploujicich pgisluiné homogenni okrajovéodminky. Je-li operator L symet-
ricky na mno¥%iniM_ a 1, » jsou jeho dvi ruzna vlastni éisla, pak odpovidajici vlastnifunkce jsou ortogonalni
v prostoru L?(xg;x1).*

D.: Ponivad¥% ; 6 », je alespoo jedno z eisel;, ». Nech» pro uréitost ; 6 0. Pak plati

X1 1 X1 1 X1
vi(X)va(x)dx = —  vi(X)va(X)dx = —  Lvi(X)va(x)dx =
Xo 1x0 1xo
S X1
- il VIOOLV200dX = = v 00V
X0 Xo

R R
tedy 1 2 vi(X)v2(x)dx = 0. Ponivad¥: 16 »,je vi(X)vz(x)dx =0.
1

Xo Xo

B.2.1 Pgiklady:

Uva%.ujme samoadjungovany operatok = L( 1;0;0). Rovnici

yx) = y (X) (B.1)
mu¥.eme pgepsat na tvar
yx)+ y (x)=0:

Jeleni této homogenni linearni rovnice druhého gddu zavisia znaménku parametru . Obecné geteni rovnice
je dano vztahem 8

%Aexppj_jx + B exp pj_jx ;<0
Y(X)=§AX+B; =0;

' Acosp X+ Bsinp X > O

kde A, B jsou integraeni konstanty.

R
IProstor L?2(xo;x1): Mno¥ina funkci de novanych na intervalu ( Xo;x1) takovych, %e f(x) Zx < 1 ; tvosi vektorovy prostor.
X0

R
Skalarni souein funkci f, g v tomto prostoru zavadime jako f (x)g(x)dx: Funkce f a g vtomto prostoru pova¥ujeme za ekvivalentni,
X0

R
pokud f(x) 9a(x) 24x = 0: Pokud ekvivalentni funkce ztoto¥snime, dostaneme prostor L2 (Xo;X1).
X0
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1) Dirichletovy podminky

Hleddme geleni rovniceH.1) na intervalu (0; "), které splouje Dirichletovy homogenni okrajové podminky
y(0)=0=y():
Je-li =0, pak v krajnich bodech intervalu (0; ") ma platit
y(0)=0= B; y()=0= A +B;

tak¥.eB = 0, v dusledku toho také A =0 a rovnice méa pouze trivialni geleni.
Je-li < 0, pak v levém krajnim bodi méa platit y(0)=0= A+ B,t. B = A. Proto v pravém krajnim
bodi po¥adujeme o o b
y()=0= Ae Ae =2Asinh T

pro > 0je viak sinhp "> 0 a z toho plyne, %& = 0. Rovnice (B.1) ma opit pouze trivialni geleni.
Je-li > 0, pak mé platit
P
y(0)=0= A; tak¥%e y(’) =0= B sin

2
Odtud plyne, 3/4ep_‘ =k prok2Z,k60,tedy = k‘a prok=1;2;3;:::, nebo» > 0.

Vlastni eisla operatoruL( 1;0;0) s homogennimi Dirichletovymi podminkami na intervalu (0; *) a pgislutné

vlastni funkce jsou
2

kK = k— ; vk(x)=sink\—x;k=1;2;3;::::

2) podminky periodiénosti
Nyni hledame geleni rovnice.1) na intervalu (0; ), které splouje podminky periodiénosti
y(0)=y(): y¥0)= y):

Je-li < 0, pakje

p— p— p__ — —
y(x)= Ae 1 X+ Be 1% yIx)= " jj Ae 1 )X Be N

Ma tedy platit

p— P— p__ p__h p_ p_i
A+B=y0)=y()= Ae !} +Be 1 /; ijA B)=vyX0)=y()= jj Ae i1 Be 11 ;
neboli
P—. p—.
el!l 1A+ e 11 1B = 0;
P—. p—.
el 1A e !l 1B = O

Tato homogenni soustava algebraickych rovnic ma jediné gehi A = B = 0. Uloha ma v tomto pgipadi pouze
trivialni geteni.
Pro =0 ma rovnice geleniy(x) = Ax + B, tak¥e platiyqx) = A. V tomto pgipadi tedy y%0) = y{"),
tak¥se staei po¥sadov&® = y(0) = y(*) = A" + B. Z toho plyne A = 0. Dostavame tak, ¥e prvni vlastni eislo je
o =0 a pgislutna vlastni funkcevyp je nenulova konstanta.
Pro > 0Oje

y(x) = ACOSp_X + Bsin X y (x) = P Asinp_x + Bcosp_x

Ma tedy platit

A=y(0)=y(‘)=Acosp_‘+Bsinp_‘; "B =y°(0)=y°(‘)=p_ Bcos =  Asin * :
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neboli
S . b=
cos 1 A+ sin B = O0;
. - p—
sin A+ cos 1 B = 0:

Tato homogenni soustava linearnich (algebraickych) rovré ma nenulové geleni pouze v pgipadi, %€ jeji matice
je singularni, tj.

p .
p_ 2 p- P2 =
0= COS_ p_\l Sw_\ = cos 2cos ~ +1+ sin =2 1 cos
sin coSs 1

= — ; k=1;2,3;::::
Podmink&m ulohy v takovém pgipadi vyhovuji konstanty A =1, B =0 nebo A =0, B = 1. Kladnym vlastnim
2

2 o .
eisliom = ——  tedy odpovidaji dvi viastni funkce

Vi (X) = cos &x; ¥ (X) = sin &x; k=1;23;::::
Kladna vlastni éisla jsou tedy dvojnasobna.

3) podminky omezenosti

Nakonec najdeme geteni rovniceB(1) na (0;1 ), které splouje podminky omezenosti
y(X) je omezena prox! O+ aprox!1l

Je-li < 0, pak (
lim jy(x)j = 1, A60;
x11 Iyl 0; A=0:

V tomto pgipadi tedy viechna zaporna éisla  jsou vlastnimi éisly a pgislutné vlastni funkce jsou

v (x)=e X
Podobni pro =0 je (
lim jy(aj = 1, A60;
x!ll eor= B, A=0:

Eislo (=0 je vlastnim &islem a pgislutna vlastni funkce je
Vo(x) = const6 0:

Pro > 0 jsou viechna geleni omezena, tak¥se jakékoliv kladné éislo je vlastnim éislem a pgislulné vlastni
funkce jsou p__ p__
Vi (X)=cos . X v (X)=sin 4+ X

B.2.2 Sturmova-Liouvilleova Uloha

POOYYX) °+ qy(x) = Yy ();  x2(0);
oy(0)+ oy%X0) = 0 = 1y()+ yA):

Sturmova-Liouvilleova Uloha ma nekoneéni mnoho vlastnichéisel 1; »;:::, pro ktera plati
minfq(x) : x 2 [0;1]g 1 < 5 < : nllilm no= 1
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D.:

Ka¥sdému vlastnimu éislu Sturmovy-Liouvilleovy Glohy pgisiti pravi jedna normovana vlastni funkce.

Vlastni funkce v, = v, (X) odpovidajici vlastnimu éislu , ma v intervalu (0;") pravi n 1 nulovych
bodu. Mezi ka¥dymi dvima sousednimi nulovymi body vlastni dinkce v, le%ai pravi jeden nulovy bod
vlastni funkce vh+1 . Zejména vlastni funkcev; nemini znaménko na intervalu (0; °).

Posloupnost fv,gt_; normovanych vlastnich funkci Sturmovy-Liouvilleovy Glohy tvogi Gplnou ortonor-
malni posloupnost na [Q"]. Tj. je-li funkce f 2 L?(0;"), pak Fourierova gada funkcef vzhledem k orto-
normalni posloupnostif v, gi_, konverguje k funkcif podle stgedu (konvergence v prostorit?(0; *)). Je-li
funkce f navic spojita a splouje homogenni okrajové podminky, je tab konvergence stejnomirna.

J. Kalas, M. Rab : Obyéejné diferencialni rovnice,MU Brno 1995, str. 158{163.
Dukaz je v tichto skriptech proveden pro pgipadp 1.

Tvrzeni jsou ilustrovana pgiklademB.2.1.1.
V pgipadi periodickych okrajovych podminek v pgikladuB.2.1.2 maji vlastni éisla a pgislutné vlastni funkce

viechny vlastnosti s vyjimkou jednoduchosti vlastnich éil.

B.3 @eleni nehomogenni okrajové ulohy

B.3.1 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podmi nkami |

Fourierova metoda

0 .
Ly (x) POOYAX) T+ a(x)y(x) = f(x); x2(0;°);
oy(0)+ oy%0) = 0 = y()+ yU):

Najdeme posloupnost vlastnich éisef ,gl_, a ortogonalni posloupnost pgislutnych vlastnich funkci

fvngi_; Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, tj. rostouci posloupnost éiself g%, aposloupnostfunkcifv,gi_; ,
které splou;ji:

Lvia(X) =  nVa(X);
Va0 + ova(0) = 0 = va()+ 1vi():

Funkci f vyjadgime ve tvaru

% 1 2

f(x) = dnVn(X); kde dn = —— f()va()d:

n=1 Vi 0

@eleni Ulohy hledame ve tvaru
R
y(x)=  CVa(x):
n=1
Musi tedy platit
I
R ' s s
Ly(x) = L ChVn(X) = Cchlvp(x) = Ch nVn(X);
n=1 n=1 n=1
tak¥ae
R
Ch nVn(X) = dnVn (X) ;
n=1 n=1
z éeho¥. plyne
Ch = d—n n=1;2:::;
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pokud vtechna vlastni éisla jsou nenulova.
Hledané geleni tedy je

N N |
% 7A ZA X '
yoo = Ot = r() ) WM
n=1 nlvn] 0 0 n=1 nlVnl
Oznaéime-li 2
i ) = W)Wl
n=1 n]Vn]
Ize geleni zapsat
.
y(x) = f()G(x )d:
0
B.3.2 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podmi nkami |
metoda variace konstant
Ly (x) P()YAX) “+ aX)y(x) = F(x); x2(0;);

0¥+ oy%0) =0 = 1y()+ y):
Najdeme gelenu; v dvou pomocnych homogennich Gloh

0; ou(0)+ ou%0) = 0;
0; wv(O)+ wv¥) = 0:

Lu = (pu9°+ qu
Lv = (pO°+ qu

Funkce u; v nejsou uréeny jednoznaéni. Vezmeme ty, které jsou linearnhezavislé.

Pro Wronskian W(x) = u(x)vA(x) u%x)v(x) funkci u; v plati p(x)W (x) K, kde K je nenulova
konstanta, nebo»

(pW)°

pw® ud) ° = puvO+ pudO+ puv® pud  pu%  pudl =
(pv™+ pA9u  (pu®+ pUYv = (p)°u  (puY’v = qvu quv = 0;
kdyby K =0, pak by W 0, co¥ by byl spor s linearni nezavislosti.

@e'eni nehomogenni tlohy hleddme metodou variace konstartiedy ve tvaru
y(x) = ca(u(x) + c(x)v(x):
Funkce y mé byt getenim dané nehomogenni rovnice, tak¥e musi platit

f

Lciu+ ev) = plaw)®’+gau  p(cv)® *+ qev =
p (U +2u’+ ciuy  p°(SQu+ cud + qaqu
PV +2v0+ v p(Qv+ V) + qov =
a( pu® pu+ gy pQu® p(u+ cfu  pQu+
e pv® pA°+qy) pov® p(RV+ V) pdv =
alu  pdu®  pu) *+ by pdv®  p(cdv) ° =

p(SQu+ Qv p(cQu+ cQv) °

Tato rovnost bude splnina zejména tehdy, kdy% funkce;, ¢, splouji soustavu rovnic

A ()u(x) + (x)v(x)

S (x)ux) + )vAx)

0; (B.2)
F).
p(x)
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Plati tedy

_ 10 W0 TV g L L M0 0 1Gou(q),
900 Weg M Vo T Tk P9 Wy ww [T Tk
(B.3)

Funkce y(x) ma sploovat okrajové podminky, tj.

0[c1(0)u(0) + c2(0)v(0)] + o [c2(0)u(0) + c1(0)u%0) + 3(O)V(0) + c2(O)VYO)] = O;
1leOHC) + C)vOT+  1[RCIC) + ca(Hu) + SOV + V)] = 0
po Upravi s vyu¥iitim (B.2)
c(0) ou(0)+ ou%q0) + c(0) ov(0)+ ov(0) = O;
a() W)+ wl) +e) O+ () = 0;
ka¥sdéa z funkci splouje jednu okrajovou podminku, tedy
c(0) ov(0)+ ovY0) = O0;
a() wC)+ () = 0;
tak¥se
ca(’) =0; (0 =0: (B.4)

Funkce c;; ¢, jsou gelenim rovnic B.3) s poéateénimi podminkami B.4) a jsou tedy dany vyrazy

1 2 1 2
ca(x) = o TOvO: ca(x) = = T()u()d
. 0
@eleni Ulohy je
ue) 2 voo &
yoo = == fOv()d =2 fOu()d :
X 0
Oznaéeime-li 8
S UVO). o
G(x; ) = K
> v(x|)<u( ); 0 <x
Ize geteni zapsat
7
y(x) = F()G(% )d :
0

B.3.3 Greenova funkce
Funkci G:[0;"] [0;°]! R nazvemeGreenovou funkci homogenni okrajové ulohy
Ly (x) pO)YYx) T+ a)y(x) = 05 x2 (0;);
oy(0)+ oy%X0) =0 = 1y()+ yY):
kde p(x) > 0 pro x 2 [0;1], jestli%e
() Gjespojitaprox2[0;] [0;°],
(i) G je symetricka, tj. G(x; )= G(;x),
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(iii) pro ka%adé 2 [0; ] ma funkce G( ; ) spojité derivace druhého gadu,
(iv) pro ka%adé 2 [0;] je funkce G( ; ) gelenim uva¥sované okrajové ulohy,
1

(v) XIlim+ Gx(x; ) X!im Gx(x; )= o0 pro 2 (0;°).

Plati: Ma-li uva¥:ovana homogenni okrajova tloha jen triviéni geleniy 0 ajsou-lip 2 C%(0;); g2 C2?(0;"),
existuje pravi jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni olajova uloha
0 N
Ly (x) POOYAx) T+ a)y(x) = f(x); x2(0;7);
oy + oy%0) =0 = 1y()+ 1yY):
ma pak jediné geleni tvaru
7
yx) = f()G(x )d :
0

D.: I Kiguradze : Okrajové Ulohy pro systémy linearnich obyéejnych diferem@lnich rovnic, MU Brno 1997,
str. 82. Dukaz je proveden pro mnohem obecnij!i situaci.

B.3.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Ly (x) POOYAX) *+ a(y(x) = F(); x2(0;);
oy(©0)+ oy%X0) = yo; O+ y) = e
Jestli¥se funkcev = w(x) splouje okrajové podminky
ow(0) + ow%0) = vyo; wO)+ W) = vy
a funkce u = u(x) je gelenim ulohy
Lu(x) = f(x) Lw(x)

s homogennimi okrajovymi podminkami
ou(@)+ ou%0) = 0 = qu()+ u%);

pak funkce
y(x) = u(x)+ w(x)
je getenim uva¥.ované ulohy.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodu®tim tvaru, napgiklad polynam.

Cvieeni
Delte okrajové ulohy
1) y% %yoz 0; x2 (0;1); y(1) = yo; y je omezena prox ! 0.
2)  x2y0°=0;x2 (@L1): y@) = yo; Jim y(x) = 0.
3) (xyO)O: 0; x2(1;1); y(@) = yo, Yy je omezena prox ! 1
4 xy® y°=0; x2(1;2); y(1) = y1; y(2) =0.
5) x2y% xy%+ k?y=0; x2 (0;"); y()=1, y je omezena prox | 0, ; k je parametr.
6) xy® y°= x; x2(0;); y(0)= y()=0.
7) y®=sinx; x 2 (0;2 ); yX0)= yq2 )=0.
Najdite vlastni funkce okrajovych uloh a vlastni éisla pgitulnych operéatoru
8) v%= v; x 2(0;%); vY0)= v¥(")=0.
9) vP= v; x 2R; v(x)= v(x+2 ).
10) v%+ gqv= v; x 2 (0;°); vX0)=0; v() =0; gje parametr.
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Jelte okrajové ulohy
11) y% 12y =1(x); x2 (0;); y(0)= y(’)=0; ! je parametr.
X

12) y%® 3y= ;x2(0; ) y(0)=y()=0.
13) Najdite Greenovu funkci tlohy y%+ y =0; y(0) = y(1) = 0.
Vysledky: 1) y(x) = yo 2) y(x) = %2 3) y(x) = yo 4) y(x) = y1"2 % 5) y(x) = % ™ 6) nema geteni
7) y(x)=sinx x+ C, C je libovolna konstanta 8) , = 02— 2, Vp(X) =cos—x; n=0;1;2:::9) , = n?
2
Vh(X) = C,, cosnx+ Dy, sinnx, Cy; Dy, jsou libovolné konstanty, Co 6 0, n=0;1;2;::: 10) , = g+ % ,
R . R
Vn(x) = cos B _x 11) y(x) = Bsinkx+ & f()sink-(  x)d prot-=k2Na f()sink d =0,
0 0
B je libovolna konstanta;
R . R . \R P ogink sink "
yx)= 2 f()sint (- xd S Tf(gsint (0 oxd =20 f() S S Xg pro L 6N
0 0 0 k=1
[ ) p_ _ p_ (sinh(l_ x)sinh . 0 X
12)y)= ey =5 cos X cotg 3 sin I +g(x )13 G )= smIma ) o .
= sinh 1 !
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Dodatek C

Specialni funkce

C.1 Legendreovy polynomy

C.1.1 De nice
Legendreuv polynom stupnin 2 N[f Og je pro ka¥.dé 2 R de novan vztahem
— 1 d 2 n.
Pn(x) = 21l (x= 1)":
Zejména
Po(x) =1 Po(x) = 3(3x% 1) P4(x) = 3(35x* 30x? +3)
P1(x) = X P3(x) = 2(5x® 3x) Ps(x) = 2(63x> 70x% +15x)
Ponivad¥a
X0 ( 1)kn| X ( 1)k
(XZ 1)n — ( 1)kx2(n k) — 'X2n 2k — n!
‘o ‘o ki(n k)! ‘o ki(n k)!
plati
1d" X 1)
Pn(x) - ( ) 2n 2k:

Tedy prom 2 N je

dx2m

2
. 227KIZm  K)!

d2m

dx2m 1
k=0

d2m

2" dxn ‘o ki(n k)!

I R O )
T odx2m 1
k=0

2 R L ok@am 2k)@m 2k

2m LR D EAm K)ok 1

2nki2m  k)!

PR DA 2K) a1
22mKki2m k!

1)X4m 2k 2 _

k=0

gzm 2 ) 1

2mki2m  K)!

( D¥@Em  2k)!

4m 2k 2

dx2m 2 ‘o 22mkl(2m

X ( 1¥@m  2K)!

. Z7KIZm K)l2m  2K)!

analogicky
w1

Ki@m 2k 2)!

2(m k) .

( D@m 2k 2)

2(m k) 1.

Pom 1
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souhrnni

e ( Dk@n  2k)!
P = o 2K KN 2K * (©.1)

C.1.2 Rekurentni vztahy pro Legendreovy polynomy

Pomoci (C.1) Ize odvodit:

2n+1 n
Prsr (X) = N+l XPn (X) mpn 1(x); n=1;2:0 (C.2)
n
PO(x) = Tz P 1(X) xPp(x) ; n=1;2:::: (C.3)
C.1.3 \Vita
Legendreuv polynomP,, je pro ka¥%dén 2 N[f Og gelenim diferencialni rovnice
@ XY 29%)+ n(n+1)y(x) = 0 (C.4)

s podminkouy(1) = 1.
D.: Pron =0 je tvrzeni zgejmé. Nech» tedyn > 0.

2 n 1
Polo¥ame (x) = M

1 (x> 1)". Pak qx)= , tak¥%e k% 1) qx) =2xn (x). Derivujme

nn! 2"n!
tuto rovnost (n + 1)-krat (s vyu¥itim Leibnizovy formule):
+
2 1) ™D (x)+(n+1)2x M () + wz Mx) = 2n x ™D )+ (n+1) M(x)

(x* 1) D g+2x M () n(n+1) M(x)

0;
a ponivad¥ (M (x) = P, (x), vidime, ¥%eP, (x) je gelenim uvedené rovnice.

Pgimym vypoétem ovigime, ¥%B(1) = P1(1) = 1. Odtud a z rekurentni formule ( C.2) Uplnou indukci
plyne, %eP, (1) = 1 pro ka%dén 2 N[f Og.

Rovnici z tvrzeni vity Ize také zapsat ve tvaru

@ xAy%x) "+ n(n+1)y(x) = 0: (C.5)

C.1.4 \Vita (Orthogonalita Legendreovych polynomu)

Pro Legendreovy polynomy plati

8
71 20; m 6 n;
Pa0OPn()dx =
T ——: m=n:
1 2n+1

D.: Buite n;m 2 N[f 0g. Rovnici (C.5) jednou napiteme proy(x) = Py (x) a vynasobimeP,(x), podruhé ji
napiteme proy(x) = P, (x) a vynasobimePy, (x):

@ x®)PI(x) "Pa(x)+ m(m + 1) P (X)Pn (X)
@ x®)POX) “Prm(x)+ N(N +1) Py (X)Pm (X)

0;
0:

Tyto rovnice odeéteme, upravime a zintegrujeme v mezich od 1 do 1. Dostaneme

@ xAP2(x) Pa(x) (@ x)PYX) Pm(x)+ m(m+1) n(n+1) Py(X)Pm(x) = O;
(1 %) POXPa(X) Pn(PO(X) +(M n)(m+n+1)Pa(Pn(x) = O

71
(L x?) P2(X)Pn(x) Pm(X)PI(x) 11+(m nN(m+n+1) Py(X)Pn(x)dx = 0;

1
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a ponivad¥ prvni séitanec se rovna nule, plati pran 6 n
71
Pn(X)Pm (x)dx = 0:
1
., R , ) . . o
Pro vypoéet jP,J° =  (Pn(x))“dx pou¥ijemen-krat metodu per partes. Pro zjednoduleni zapisu ozna-
1

eimeQ(x) = (x? 1)" a uvidomime si, %e 1 a 1 jsou 21-nasobné kogeny polynoma@.

71 1 5 7L
(Ph(x))2dx = e QM (x)QM (x)dx =
1 01 .
1 2 h ip VA
= Z= @QM QM) QM (9QM VedxA =
1
1 2 L ,ZL
= > Q(n+l) (X)Q(n 1) (X)dX = = ( 1)n ﬂ Q(2n)(X)Q(X)dX -
1 1
21 71
12 2n)!
=( 1" T @ni(x?2  1"dx = ( 1)”722&(”“)!)2 (x+1)"(x 1)"dx:
1 1

R
Pro vypoéet integralu  (x +1)"(x 1)"dx opit pou¥sijemen-krat metodu per partes:
1

Ve (X 1)n+l 1 z 1 (X 1)n+l
n n — n n -
x+1)"(x D"dx = (x+1) T ) n(x +1) — i dx
1 1
Z1
= o xD) Mx 1™k =
1
0 . 71 1
— n @ (X + 1)n l(X 1)n+2 n (X + 1)n Z(X 1)n+2 dXA -
n+1 n+2 ; h+2
1
z z
n(n 1) n 2 n+2 — n(n 1) 1 n 2n -
nrD(n+2) (x+1)" “(x 1"dx = M D(n+2) (2n)( " (x 1DTMdx =
1 1
2 on+1 1 2 2n+1 1N2952n+1
()% (XD Gl e O I G
(2n)! 2n+1 1 (2n)! 2n+1 (2n)!(2n +1)
Celkem tedy
Z1
2. _ . (2n)! , (nn222n+1 2
P " = Darmnzt YVemiensn = net
1
C.15 \Vita
Legendreovy polynomyP,, jsou vlastnimi funkcemi homogenni okrajové tlohy
1 xAYUx) °= y x); y(x) je omezend prox! 1 aprox! 1+ (C.6)
pgislutné k vlastnim eislom = n(n+1), n=0;1;2;:::. Jina vlastni éisla tato tloha nema.
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D.:

@eteni rovnice budeme hledat Frobeniovou metodou (tj. budme geleni pgedpokladat ve tvaru mocninné
gady). Mame

X
y(x) = anx";
n=0
X
yYx) = napx” 1= (n+1)an. x";
n=1 n=0

N3 %
@ X)) = (n+1)agax" (N +1)anaq x"*2 =

n=0 n=0
3 X 3
= (n+1)ap+ X" (n Dap 1x" = ap+2ax + (n+Dapss (n Day, 1 x";
n=0 n=2 n=2
0 X
1 x3yIx) = 2a n(n+las (n Da, ¢ x" 1=
n=2
= 2a (n+1) na, (N+2an+ X" = (n+1) na, (N+2an+ x":
n=1 n=0
Tedy
(n+1) na, (n+2)ap+ x" = anx":
n=0 n=0

Odtud plyne a, =(n+1)na, (n+1)(n+2)an:, tak¥se

_ nh(n+1) .
An+2 = man. (C.7)

Fundamentalni systém geleni rovnice.6) bude dan mocninnou gadou 9 =1 a a; =0 a gadou sag =0
aa =1, tedy

P 2k +1)(2k+2)
- 2k+1 . -1- - .
yl(x) k=0 h(x Ll kde tb 11 h<+1 (2k + 2)(2 k + 3) h(r
P 2k(2k +1)
y2(X) - ax?;  kdeco=1; Gk 2k + )2k +2) Ck:
Pokud = n(n+1) pro nijaké n 2 N[f Og, je pravi jedna z funkci y1, y» polynomem, druha je vyjadgena

nekoneénou gadou. Pokud 6 n(n+1) pro viechna n 2 N[f 0Og, jsou obi funkce y;, y, dany nekoneénymi
gadami. Vyletgime konvergenci tichto gad. Ponivad¥

i @k DRK+2)
ki1 b x2k+1 ki1 (2k +2)(2k +3) '
im G oy K@D
ki1 Cc X2k ki (2k+1)2k+2) '

gady konverguji absolutni a stejnomirni pro jxj < 1 podle limitniho podilového kriteria a diverguji pro
ixj> 1.
Dale plati

R X R

X!lrg+ yi(x) = . b X!Ilml yi(x) = ~ b ; X!m y2(x) = X!llml yi(x) = . C:



Ponivad¥. eéleny posloupnostib,g af cc g od jistého indexu nemini znaménko, Ize k vyletgovani konvagence
)
gad b, Ck pou¥sit Gaussovo kriterium. Jest

k=0 k=0
b _ (k+2)@k+3) _ 1.1 ( 2(k+1)
b (2k+1)2k+2) Tk KZ@k+1D)Rk+2)
& _ (k+1)2k+2) -1+ 1+ 1 k(k+1)
Cer1 | 2K(2k +1) Tk K22k(2k+1)

tak¥.e obi gady diverguji. Libovolna linearni kombinacey 1 + y » funkci y1, y» s koe cienty takovymi, %e
i j*+1] ]> 0jetedy v pgislulném jednostranném okoli alespoo jednoholzodu 1, 1 neohranieéena.

Jedind vlastni eisla uva¥:ované Ulohy tedy jsou = n(n+1) pro n 2 N[f Og a pgislutné vlastni funkce
jsou polynomy.

C.1.6 Pgidru¥ené funkce k Legendreovym polynomum

[m]
n

Pgidru¥ené funkc®; * jsou de novany jako geleni rovnice

1 x3)z%° 2xz°+ n(n+1) T2 27 0; (C.8)
neboli g g )

d 202 m> o

Ix a x )dx + n(n+1) 2 z=0;

ktera jsou ohranieena na intervalu ( 1;1).
V této rovnici zavedeme novou neznamou funkclY vztahem

z=1 xA)7Y(X):
Pak m
z0= S x)%T 2y +@1 x)TY’=1 x»HT ' @ x)Y° mxy ;

1 x)2°°= @ A% @ xA)Y° mxy °=
= mx@ xH7T T2 xAY" mxy +@ xA)T @ xXAY? 2xY° mxy° my =

=1 x)H7 '@ xHY0 2m+1)x@@ xA)Y°+ m*x® m@ x?) Y :
Tyto vyrazy dosadime do rovnice (C.8) a postupni upravujeme,

1L+x)7 1@ xH2Y0 2m+1)x@ xA)Y%+ m?x2 m@ x?) Y+nh+1)@A+ x3)Y m?Y =0
(1 x2)2Y% 2m+1)x(1 x?)Y°+ m*x? m@ x?))+nnh+1)(@ x?) m?Y=0:

Rovnice (C.8) se tedy transformuje na rovnici

1 x2Y% 2m+1)xY°%+ n(n+1) mm+1) Y =0: (C.9)
1 Gaussovo kriterium konvergence gady Po an S nezapornymi eleny:
n=
Nech» existuje "> 0 a ohraniéena posloupnost f gi_; takové %e a?jl = + = + nli* n.
Je-li > 1, pak gada Pl an konverguje.
n=
Je-li < 1, pak gada Pl an diverguje.
n=
Je-li =1a > 1, pak gada Pl an konverguje.
n=
Jeli =1a 1, pak gada P an diverguje.
n=
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Nyni budeme postupni derivovat levou stranu Legendreovy ranice (C.4):

% @ x®)y? 2xy%+ n(n+1)y =1 x3)y*0 2xy® 2xy® 2y%+ n(n+1)y°=

=@ x?)y° axy®% n(n+1) 2y°

% (1 x?)y% 4xy®%+ n(n+1) 2y° =@ x?)y%%0 2 3Bxy®%% npn+1) 2 3y%

atd. Obecni pro pgirozené éislk dostaneme

k
:7 L )y 2%+ n(n+y =@ Xy P 2k+1)xy®*V + n(n+1) kk+1) yY;

tento vysledek Ize ovigit Uplnou indukci. Derivujeme-li tedy m-krat Legendreovu rovnici (C.4), dostaneme
@ x2y™2  2m+1)xy™Y + nn+1) mm+1) y™ =0:
Porovnanim s rovnici (C.9) vidime, %e gelerN rovnice (C.9) je m-krat zderivované geleni Legendreovy rovnice
(C.4), tj.
m

V(0= SPa(0);

kde P, (x) je Legendreliv polynom stupni n. Pgidru¥ené funkce jsou tedy dany vyrazem

oym d™
PIM(x)=(1 x )de—mPn (X):
Plati vita analogicka k viti C.1.5: Rovnice
2
2y5,00 0 m _
1 x9z7" 2xz°+ 2 z=0
ma geleni ohraniéené v intervalu ( 1; 1) pravi tehdy, kdy¥% = n(n+1) pro nijaké n=0;1;2;:::. Tato geleni
jsou peidruvsené funkce™.
C.2 Eeby!evovy-Laguerreovy polynomy
C.2.1 De nice
Eebylevuv-Laguerretv polynom stupni n 2 N[f Og je pro ka%dé > 0 de novan vztahem
—_ ex dn Xy N
La(x) = N e *x
Zejména
Lo(x)=1 Lo(x) = 3x* 2x+1 La(x) = s5x*  5x3+3x% 4x+1
Li(x)= x+1 La(x)= 2x3+ 3x2 3x+1 Ls(X) = x>+ 2x* 3x3+5x2 5Bx+1
C.2.2 Explicitni vyjadgeni Eebylevova-Laguerreova polyn omu
P
Nech»L,(x) = an XK. S vyu¥itim Leibnizovy formule dostaneme
k=0
X pode L dn ke X ot X « nox<
k=0 k=0 k=0
tak¥se
_(Y)n
T
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Odtud dostaneme

n
An(k+1) _ k! k+1 _ kintk!(n  k)! _k n
aw  (k+1) n - (k+Dinik+1)(n k1) (k+1)2°
k
tedy
k n
ank+1) = (k+1)2anka k=0;1,2;: 1 ano = 5 = 1:
C.2.3 Rekurentni vztahy pro Eebyevovy-Laguerreovy polyn omy
S vyu¥itim (C.10) dostaneme
X
nLa(x) = ( 1) E Nk v n
k!
k=1
X
0 — ke oK kK N 1 k.
XLn(x) = X_(l) K = D" T 1)!x,
k=0 k=1
tedy
1 n . n n k
0 — k k — k k —
nLn(x) xL,(x) = n+k_( 1) k & D k 1 x n+k:l( 1) K K =
X1 n n k Xt n n k
= (2 A G A TR TR
o k Kkl ‘oo ki(n k)! k!
Xt (n 1) xk
- k A .
"D m & pie o e 200

k=0

Odtud dostaneme vyjadgeni derivace Eebylevova-Laguerrea polynomu pomoci tohoto polynomu a polynomu
ni¥stiho stupni:

n
L) = & LX) Ln 1(x) (C.11)
S vyu¥itim C.10) také dostaneme
X 1 k 1 XN 1
0 0 _ kK N n 1 X n B
Ln(x) LI"I 1(X) - k:l( 1) k k (k 1)| ( 1) (n 1)|
_ X 1 ( 1)k ( 1)! n 1 Xk 1 +( 1)n x" 1 _
1 kiln k 1) n k (k 1) (n 1)
_ X 1( 1)k (n 1)| Xk 1 +( 1)n XN 1 _
1 (k Di(n K!(k 1) (n 1)
Xt (n 1) xk X1 n 1 xk
— k+1 ' — k — .
= (1 Kiin k DIkl (1 K - Ln 1(X):
k=0 k=0
Mame tedy dalti rekurentni formuli
La() LY 100+ Ln 2(x) = O (C.12)

Z formuli (C.11) a (C.12) dostaneme

;Ln(x) Lo 1(x) = LY 1(x) Ln 1(x);
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tedy
X X
Lo(x) = 1 = Ln 1(x) + ﬁLﬁ 1(X); (C.13)

co¥% je formule pro vypoéet Eebylevova-Laguerreova polynanpomoci Eebytevova-Laguerreova polynomu stup-
ni ni%iho a jeho derivace. Napiteme-li tuto formuli pron +1 misto pro n a zaL 9 dosadime z C.11), dostaneme

X

m E Ln(x) I—n l(X) :

Losa(x) = 1 N1 x

Ln(x) +
Tuto rovnici upravime na tvar

N+ Lpsa(X) = 2n+1 X)Lp(X) nLp 2(X):
Tento vzorec Ize pou¥it k postupnému vypoétu Eebyevovychaguerreovych polynomu z prvnich dvou

Lo(x)=1; Li(x)=1 x

C.2.4 Diferencialni rovnice pro Eeby!evovy-Laguerreovy p olynomy
Derivovanim rovnice (C.11) dostaneme

L0 = 5 Lal0 Lo 200 + 5 L) LS 409 :

Do této rovnice dosadime z C.12) za vyraz L3(x) L% ,(x) a upravime:

xL 99x) ;Ln(x) Ln 1(x) nLp 1(x);

n n
xL %) ;Ln(x)+ <N Ln 12(X):

Za vyraz L, 1(x) v posledni rovnici dosadime z C.11) a dostaneme

d x
X

XL 9x) = ;Ln(x)+ N %Lg(x)+ La(X)

po Upravi
xLOx) = (x  1)LO(X) nLa(x):

To znamena, ¥e Eebylevovy-Laguerreovy polynomly,, jsou getenim diferencialni rovnice
xy? )+ (1 x)yAx) + ny(x) =0;

nebo v samoadjungovaném tvaru
0
xe Xy® "+ ne Xy =0:

Eebytevovy-Laguerreovy polynomy jsou gelenim této rovnie s okrajovymi podminkami

y(0)=1; Xllilm e *y(x)=0:

C.2.5 Vita (Orthonormalita Eebylevovych-Laguerrovych po lynomu)
Pro Eeby'evovy-Laguerreovy polynomy plati

2 (
Lm(X)Ln(x)e *dx =
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D.: Pro ka%dé G| <n plati

dn xn_d“'x(nkm_x(l)k .
O] e *x" = T T = (k+ n)(k+n 1) (k+1+1)x =
k=0 k=0
XD k)
. kI (k+ )
tak¥e
. dn ! xon
X!mc}+ T e *x" = 0; (C.14)
n |
také plati T r (e *x") = P(x)e *, kde P(x) je nijaky polynom, tak¥.e
dan | N
H X —_
xI!llm Lm(x)W e x" =0 (C.15)
pro ka¥.dém 2 N.
Nech» pro uréitost jem  n. Uva¥%ujme integral
! 2
J = Lm(X)Ln(x)e *dx = o e *x" dx:
0 . 0
K jeho vypoétu pou¥sijemem krat metodu per partes a vztahy (C.14), (C.15):
0 1
1 1 1 2 0 dan 1
J = E m(x)d — e *x" i Lm(x)W e Xx" dxA =
0
2 2
1 dan 1 1)m gm gn m
= 5 L%(X)—dx“ ;e Xx" dx = - n!) e Lm (X )d —— e *x" dx:
0 0
S vyu¥itimC.2.2 dostaneme
2 2
()"t (y" m o d 1T A
J = - Tmm'dx”mede_m dxn—mexdx
0 0
Je-lim = n, pak podle C.4.2je
2
1 1
‘]_H xdx——(n+1)—mn|—1,
0
Jelim < n, pak podle (C.14) a (C.14) je
n m 1 1
J = L d e *x" =0
nt dxn m 1 0

Z vity plyne, %e funkce
n(X) = e ¥2,(x); n=0;12:::

tvogi ortonormalni posloupnost v prostoruL?(0;1 ).
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C.2.6 Zobecniné Eebyevovy-Laguerreovy polynomy

Zobecniny Eebyteviv-Laguerretv polynom stupni n 2 N[f Og je pro viechna redlnax > 0 as > 1 de novan
vztahem o "

s - =y S XyN+s .
Qn(x) = n!x pv e *x :

Tyto polynomy jsou getenim diferenciélni rovnice
xy' W)+ (s+1 x)y¥x)+ ny(x) =0;

nebo v samoadjungovaném tvaru
x5t e *y0 %4 ne xSy = 0:
Zobecniné Eebytevovy-Laguerreovy polynomy splouji rekuentni formule

M+ QR (X) = 2n+s+1 X)Qa(x) (n+ Q7 1(X)

Q00 = ¢ NQA) (14 9Q8 19
Q) QR0 = QR0
d .
Q) = Qi)

a rovnici 8
2 2 (n+s+1)

Q5 (X)Q5 (X)e *x%dx = N n! : ;
0 " 0 mé n

R
pgitom (n+ s+1)= e 't"*sdt, sr. C.4. Z posledni rovnice plyne, %e funkce
0
s

_ - n!
rs](x) - Xs—ze X=2

mQﬁ(X): n=0;1,2::
tvogi ortonormalni posloupnost v prostorulL?(0;1 ).

@eteni rovnice xy®x)+(s+1 x)yqx)+ y (x) =0 v oboru polynomu

@eleni hleddme ve tvaru polynomu

X
y(x) = Q(x) = O X";

K: g.=0pro k>n
k=0
zatim neuréeného stupnin. Pak je

X R X
QU) = kax* = (k+1)ge1x; xQAx) = koex;

k=1 k=0 k=1
X 3 3

QM) = k(k Dax* % xQNx)= k(k Dgx* = K(k+1) 0 X<

k=2 k=2 k=1

Po dosazeni do rovnice dostaneme

k(K+1)gsp +(S+1)(K+1) g1 K+ i X< +(s+1)qu+ qo=0
k=1
a odtud
k=1;2;:::

G = Qo; Oc+1

s+1 T K+D(k+s+n X

Rovnice mé& tedy geleni v oboru polynomu pouze pro = n 2 f0;1;2;:::g. Tento polynom je stupni n a je
uréen jednoznaéni a¥%s na aditivni konstantug.
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C.3 Eebyevovy-Hermiteovy polynomy
C.3.1 De nice

Eeby!eviv-Hermitetv polynom stupnin 2 N[f 0g je pro ka%dé 2 R de novan vztahem

n 2

2 d <2,
Ha(x)=( 1)"e PR

Zejména
Ho(x) =1 Ho(x)=4x% 2 H4(x) = 16x% 48x%+12
Hi(x)=2x Hi(x) =8x% 12 Hs(x) =32x5  160x3 + 120x
C.3.2 Rekurentni vztahy pro Eeby!evovy-Hermiteovy polyno my
S vyu¥iitim Leibnizovy formule pro vypoeet vy derivace soeinu funkci dostaneme pro ka%.dg 1
_ 1 2 dn+l 2 _ 1 2 dn 2 _ 2 dn 2 _
Hnaa () = (- )" e G T € o= (Mt e 0 2xe = 2( 1) o <€ o=
xn k n k n n 1
_ n.x2 n d d x2 _ n .x? n d x2 n d x2 _
= 2( 1)e>‘k_O K axk S gan K E = 2( 1" 0 Xt + o 1¢ =
_ 2 dn 2 1 2 dn 1 2 _ i
= 2x( 1)"¢ o © *oo2n( )" e o 1¢ o= 2xHp(x)  2nH, 1(X);
tedy
Hpaa (X)) 2xXH (X)) +2nH, 1(X)=0: (C.16)

Této rovnice Ize vyu¥it k postupnému vypoétu EebylevovychHermiteovych polynomt pomoci prvnich dvou.
Dale plati

d 2 d" 2 2 d" 2 > d"*t 2
0 - = n X — n 2 A X n+1 XS =
H(x) = ix ( D" o C 2x( 1)"€ o C ( D" e VI
= 2XHn(X) Hn+ (X):
Odtud s vyu¥itim (C.16) dostaneme
Ha(x) = 2nH, 1(X); (C.17)

tj. vyjadgeni derivace polynomuH, pomoci polynomu ni¥%tiho stupni.
C.3.3 Diferencialni rovnice pro Eebylevovy-Hermiteovy po lynomy

S vyu¥itim vztahu C.17) a (C.16) dostaneme

HRX) = 2nHp 1) ° = 2XHn(X) Hpa (X) ° = 2Ha(x)+2xHO(x) HO, (x) =
= 2H (X)) +2xH2(X) 2(n+1)Hp(x) = 2xH2(X) 2nH,(x):
Pro ka¥%dén 2 N[f Og je tedy Eebyleviuv-Hermiteuv polynom H, (x) getenim diferencialni rovnice
Yo%) 2xyAx)+2ny(x) = 0; (C.18)

nebo v samoadjungovaném tvaru .
x2,,0

e Xy +2nex2y: 0:

Poznamenejme jelti, ¥%e Eeby!eviv-Hermitetv polynom je gehim rovnice (C.18) s okrajovymi podminkami

X!Iilm e Xzy(x) = )I(i!rln e Xzy(x) =0:
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C.3.4 Vita (Orthogonalita Eebyevovych-Hermiteovych pol ynomu)

Pro Eeby'evovy-Hermiteovy polynomy plati
2 ( p_
21" n o=
Ho(OHa (e Xdx = - =M.

0; ném’
1

D.: Pro uréitost budeme pgedpokladat, ¥ n. Oznaéme
2 2
J = Ho(Ha(e ¥dx = (1" Hn()
1 1

2
e *dx:

dI"I
dxn

Pro vypoéet tohoto integralu pou¥sijemen krat metodu per partes; pgitom vyu¥sijeme.17) a skuteénost,
¥se pro libovolny polynomP plati

im e “P(x) = lim e ’P(x) = 0:
x!1 x11

0 ) 1
h 2'1 2 0 dan 1 » A
— n X X —_
J=( )"@Hy(x)e . Hm(x)dx“ ce “dxA =
1
1 Z. dn 1 2 2 Z‘ dn 2 2
= ( 1)n 2m Hm 1(X)We dx = ( 1)n 2m2(m 1) Hm 2(X)We dx =
1 1
2
= =( 1" "2"m! > " e <dx
: dxn m
1
Je-lim<n, pak
n mom g m ! x?2 '
J = ( 1) 2" m! We ) = O,
je-li m = n, pak podle (C.21) je
o p
J =21 e *dx = 2"nl"
1
Z vity plyne, %e funkce
g x’=2
n —pﬁp;Hn(X), n—0,1,2,...
tvogi ortonormalni posloupnost v prostoruL?(1 ;1).
C.3.5 Rekurentni vztahy pro koe cienty Eebyevovych-Herm iteovych polynomu
P
Hledame geleni rovnice.18) ve tvaru mocninné gadyy(x) = ank XX.
k=0
Plati
b3
2ny(x) = 2nan x* ;
k=0
X X
2xy(x) = 2x  kawxk ! = 2kan XK ;
k=0 k=0

R X R
R0 = kK Dawxt 2= k(K Dawxd 2= (k+2)(K+ 1) angen X
k=0 k=2 k=0
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Po dosazeni do rovnice €.18) dostaneme

a tedy

(k+2)(k+1)anksz 2Kank +2nan x* = 0;
k=0

2(n k)

an(k+2) = Waﬂk; n=0;12:::;n 2

C.4 Funkce
C.4.1 Poznamky

R
1. Nevlastni integral e 't* 1dt absolutni konverguje pro ka%dé > 0.

0

R
Je-lix 1,integral e 't* ldt neni nevlastni.

0
Je-li x < 1, vezmeme 2 (0;x). Pak tIIirg+ tt efttx ! = tllirrg)+ e 't = 0 a podle limitniho
srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly druhého druhu a vzhledem k tomu, %e nevlastni integral

R R
t *dt konverguje prok < 1, také nevlastni integral e 't* 1 dt konverguije.

0 ) 0
Dale je
. . 1 1 . +1)In +1
im (x+Dint t = lim  (x+Dh = L = | XFDIn 1
ti1 I 0+ 1 0+
nebo» podle de I'Hospitalova pravidla plati
. . In . 1 .
lim In = lm ——= Ilm T = lim =0;
10+ 1o+ = o+ = !0+

tak¥ze podle vity o limiti slo¥.ené funkce dostaneme

tllllm t2 e ttx 1 - tl!:{n e ttx+l - tll:[n e(x+l)|nt t = 0 < 1:

Lo A . . . ] R dt
Podle limitniho srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly prvniho druhu a z toho, %e el kon-
1

R
verguje, nyni dostavame, e také integral e 't* 1 dt konverguje.
1

2. Prox > 0 polo¥ame

A
(x) = e 't* ldt: (C.19)
0
Pro ka%.dé > 0 a ka%dé 2 N[f Og pak plati
_ (x+n+
(0= D G (C.20)
D.: Uplnou indukci: 5 5
Integraci pper partesy dostaneme x+1)= e 't*dt= [e ttx]tl:O +x e 't* ldt = x ( x), tak¥%e
0 0
(C.20) plati pro n = 0.
: R L R
Podobni ( x+n+2)= e 't*"""ldt= e 't*" 4+ (x+n+1) e 't*""dt=

0 0
=(x+n+1)( x+ n+1), co¥% je indukeéni krok.
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Podle (C.19) je
2

1) = e 'dt = e =1:
0
Z (C.20) nyni pro ka%.dén 2 N[f Og plyne

(n+2) _ (n+2),

1= 5 —m+n - e

. (n+2)=(n+1);
tedy pro ka%dén 2 Nje (n)=(n 1)

C.4.2 Denice

Funkce je pro ka%déx > 0 de novana vztahem (C.19), pro x < 0; x 62Z je funkce de novana vztahem
(C.20), kde zan vezmeme [ x] = [x] 1,t,.

(x_[xD :
x(x+1)  (x X 1)

(x) =
Dom = Rnf0; 1; 2;:::0.
C.4.3 \Vita
1. Pro ka¥sdé& 2 Dom plati

(x+1)= x(x) neboli (x)=(x 1)(x 1)

a pro ka¥.dén 2 N plati
(x)=(x Hx 2) (x n(x n):

2. Pro ka¥%dé 2 RnZ plati

1 = = :
(0@ x)= o
D.:
. - . : (x+1)
1. Pro x> 0 byl prvni vztah dokdzan v C.4.1.2, prox 2 ( 1;0) je podle de nice ( x) = Y CO¥%
je prvni vztah aprox< 1je
(x [x] (x+1 [x+1))
= = = + :
X(O=ZXETD & K D 6FDx+2)  +1 [+ D X
co¥z je opit prvni vztah. Ten druhy z niho plyne indukci.
2. Nech»x 2 (0;1). Pak
2 2 zZ
(x)@X x) = et 't eSs*ds = e (F9)g XX ldsdt:
0 0 [0;1) [0;1)
. t . u uv N . S p
Polo%imes = s+t; v = —, nebolis = ; t = ——. Podle vity o transformaci dvojného integralu
S v+1 v+1
dostaneme
1
2 2 X X
v+1 uv v+1 u
1 = @ e duA ds =
() X) u v+1 uv (v+1)2 umas
0o o
2 2 x 1 2 VX 1
— u .
= e “du 71 dv ) dv:
0 0 0



Podle zndmého vzorce z teorie integralu [Jarnik, 12, str. 27{281] je

ZLVxl

1T sk
0
Nech»x > 1. Pak podle 1. je (x)=(x 1D 2) (x [XD(x [x]).1 x< 0, tak¥e podle
de ni
e (1 x+[x]) _(nMa x+[x)
@ x2 x xI x x Dx 2 (x XD’
X [x] 2 (0;1), tak¥%e podle ji% dokdzaného je

1 x =

(0@ %) = Y pE x4 DD = (D =
- [x] _ [x] _ .
=D sin x cos [x] cosx sin [x] . ( DXsinx  sinx
Nech»x < 0. Pak podle de nice je (x) = (x_ DD a podle 1. je

X(x+1) (x [x] 1)
1 x)= x(x 1) ( x+1+[xDP@ x+[xD=( H¥x(x+1) (x ] 1)@ x+[x]).
Opit x [x] 2 (0;1) a podle ji¥% dokazaného

()@ x)=( Y (x D@ x+[x) =( Y

sin (X [X) _ sinx

Zname-li ( x) pro x 2 [%; 1], Ize podleC.4.3 vypoéitat ( x) pro jakékoliv x 2 Dom . Ji% vime, %e (1) = 1.
Polo¥ime-li vC.4.32 x = 3, dostaneme

1 = = neboli 1 _P-
2 ©osing 2
Odtud také plyne
2 2 2 p_
<2 1 ot 1 i1y _ 1 1 )
dx = = t 2dt = = t dt = = - = —: C.21
e =g et 2 ¢ 2 2 2 (€.21)
0 0 0
Podle vit z teorie integralt zavislych na parametrech plati
2 z o
. . e L= .
lim (x) = lim et Mdt = ——dt = 1; nebo» lim-L=1lm e'=1>0;
x! 0+ x! 0+ t to+ & t! 0+
0 0
2 1 1
+
im (x) = tim XY 2 gy m - g
x! 0 x! 0 X x!' 0 X
C.4.4 Logaritmicka derivace funkce
_ d -
() = g (0= -5
Omezime se na Dom =(0;1).
Podle C.4.3 plati
(x+1) = T+ (9
X
x) = (x n)+ pron2 N; n<Xx
x k
k=1
Xt 1
(x+n) = (x) + v pron2 N (C.22)
k=0
@ x) x) = cotg x



Tyto vztahy Ize vyu¥.it pro vypoéet hodnot funkce , zname-li (x) pro x 2 %; 1.
Podle vit z teorie integralu zavislych na parametrech plati pro x > 0

q 2 2
) = x W dt = e X lintdt: (C.23)
0 0
] R o
Polo%ime = ) = e 'Intdt = 0:5772157  (Eulerova konstanta). Dosadime-li v (C.22) 1 za X,
0
dostaneme
Xoq
(n + 1) = + E .
k=1
Plati (tzv. Frullaniho integral)
2
t
nt= <% 4. (C.24)
0
Dosadime do (C.23) a dostaneme
2 021 o ot 1 2 10 2 2 1
) = et 1@ I - dAdt = =@ e 't* ldt e (0D 1gtAd =
0 0 0 0 0
2 1O 2 1
= Z@e (x) e (DX 1gtAd :
0 0

Ve vnitgnim integralu zavedeme substituciu = t( +1) a dostaneme

2 2 X 1 2
t( +1) ¢x 1 — u u du - 1 u;,x 1 — 1 .
e t* Sdt e T 1 1 (1) e “u* “du (+1)X(x),
0 0 0
tak¥se
4 2 1 OZ e 2 d X
0 — — .
x) = (x) -e (+1) *d = (X)@ —d WA,
0 0 0
Cc0¥% znamena, ¥se
2 e 2 d
(x) = —d ( +1)x
0
Ve druhém integralu zavedeme substituci +1 =e!:
2 2 2
d _ e'dt _ e ™ dt
( +1)x (et 1ex 1 ef
0 0 0
a v prvnim pgeznaéime integraéni prominnou. Dostaneme
2
e t e tx
(x) = T T &t dt: (C.25)
0
Zejména prox = 1 dostaneme
z e! el
= R dt:
t 1 et
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Odeéteme-li posledni dvi rovnice, dostaneme

2 e t e tx
X) = + - dt:
(x) 1 et
0
Zavedeme substituci =e !
Z 1 x 1
(x) = + 17(,1 : (C.26)
0
Bui s 2 (0;1) libovolné éislo. Funkce 7! X je na intervalu [0; s] spojita, tak¥se podle prvni Weierstrassovy
vity je na tomto intervalu ohranieéena. Existuje tedy konstanta ¢ 0 takova, ¥%e
n n+x 1 :j nJJ Xj s"c

P
pro ka¥%dén 1 a ka%dé 2 [0;s]. Geometrickd gada  cs" konverguje. Podle Weierstrassova kriteria tedy

d
gada 2 2

n n+x 1 _ 1 x 1 + n n+x 1
n=0 n=1
konverguje absolutni a stejnomirni na intervalu [0 ;s]. Odtud plyne, ¥e nésledujici vypoeet je korektni.

7s X 1 7s X ! ZSX_
1 d - 1 x 1 n d - n n+x 1 d -
0 1 0 n=0 0 n=0
x & b g+l g+ X
= noomxlgo o= (C.27)
B o n+l1 n+x
n=0 0 n=0

Pgitom posledni gada konverguje stejnomirni na intervalu Q; s]; vzhledem k tomu, %es bylo libovolné éislo
z intervalu (0; 1), tato gada konverguje lokalni stejnomirni na intervalu [ 0; 1). @ada

* 1 1 R x 1
=0 n+1l n+x =0 (n+2)(n+ x)
konverguje podle Cauchyova-Maclaurinova Kriteria. Z C.27 nyni plyne
Zt 1 x 1 X Sn+l Sn+x X Sn+l Sn+x X 1 1
d = lim = lim =
1 st n+l n+X ~st1 n+l1 n+x . n+l n+x
0 n=0 n=0 n=0

Odtud a z C.26 dostavame vyjadgeni logaritmické derivace funkce ve tvau

x) =

(C.28)

C.4.5 Rozvoj funkce ve Weierstrassuv nekoneény souéin
Podle (C.28) je

Y=+ Ao L
dt N _n+l1 n+t
n=0
Integrujeme-li tuto rovnost podle t v mezich od 1 dox + 1, dostaneme
b3
In(x+1) = x + X n 1+ %
n n
n=1
Odtud dostaneme
L 1 Yoo
(x+1) =e * e?1+x; 74_1=eX er 1+2
n=1 n (x ) n=1 n



C.4.6 Asymptotické vyjadgeni funkce
Z (C.25) s vyu¥iitim (C.24) dostaneme

2 2

+ t tat t t
M = e €' € dt = e € dt =
( +1 t 1 et t e 1
0
2 A 2
- & etdt+} e ' dt T
- t 2 2 t € 1
0 0 0
1 2 1 1 1
=ln + — EE—
2 2 t e 1
0
Zintegrujeme tuto rovnost podle v mezich od 1 dox:
2
1 1 1 et et
In(x+1) In (2 xInx x+1 2Inx > 1ta 1 : dt
0
. . 1 1 iy .
Pgi oznaeéenf (t) = 5 1 + 31 1 a s vyu¥itim (x+1)= x( x); (2)=1 mame
1 A A
In(x) = x > Inx x+1 f(t)e 'dt+ f(t)e Xdt:
0 0
Oznaéme
2 A 2
Il = f@e'd; J = f(t)e T2t ! (x) = f(t)e %dt:
0 0 0
Plati:
A A yAS 12— i
J |1 = f (t)e F2dt f(t)e tdt =  f(t)e F2dt 5 f 5 € S2qt =
0 0 0 0
2 11 1 1 11 2 1 -
= = —+ e e Teodt =
2 t & 1t 2 2 t e2 1
0
A _ _ 2 _
}+ 1 (et—2 + 1) e t—Zdt B e 2 1 ﬂ
- t e 1 t N t e 1 t’
0 0
tak¥ae (pgi vypoetu vyu¥iijemel(24))
2
1 1 . etr? 1 dt
J = — -+ e + - — =
2 g 1 t g 1 t
0
_Z el e et:2+et 1dt_z— e B2 et+et+et(1 e) dt
- 2 t g 1 t t 2 e 1 t
0 0
B 2 etz gt gt g B
- t 2t
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e t=2 e t e t e t e t=2 1 le t e t=2
= - —+ —+ = dt
t 2 2 2 t 2 t
0
Zoer2 gt et gt2 12 et o2
— dt+ = dt =
2t2 t
0 0
2 etilgt2y gt g2 1.1
= 2 dt+ ZInZ =
t2 2 2
0
3 - 5 1
d t t=2 t t=2
= 28 ° "4 Zme= & ° Zin2 =
dt t t 0
0
: _e! eF2 1 . =2 ¢ 1 B
= tI!mO : éln2 = Itl!m0 2e te éln2 =
Polo¥ime-li v C.29) x = % dostaneme
p— 1
In = - 1 +3J;
2
co¥a spolu s pgedchozim vysledkem da
1 1 1
Il = - zIn +Z- =-Ih2=1 <In2:
2 2 2 2 2
Dosadime do (C.29) a dostaneme
1 1
= — + — + 1 :
In ( x) X > Inx x 2In2 F(x):

Funkce f je na intervalu (0; 1 ) klesajici, tIIim f(t)=0a

fim f(1) = ted t 2 +2+2t _ im e+te 2e+1
t o+ Tt ox 2t2(el 1) Tl o+ 4t(ef 1)+ 2t2€
e +e'+ té e+ te

lim =
00 G+Ae +(@t+2t)e 4

co¥% znamena, Yse

2 2 1 2 1
i P = tx ; P + tx — o tx
it (X)j f(t)e "dt if (Oje X dt B e Xdt Tox e
0 0 0
z eeho%. plyne, ?/;‘% lim(x) = 0, tak¥se pro velkax lze pséat
1 . P—
In ( x) X = Inx x+ §In2 ; neboli (x)
Odtud dostaneme p__ .
nt = ( n+1) 2 (n+1)"tzen !
a ponivad¥ r
+1)N+t3an 1 n
T U M T T S S o1
n'l n*tzen enll
Ize psét
P P— nn
n! n —
e

pro velka n (Stirlingova formule).
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C.5 Besselovy funkce
C.5.1 Denice

Obyeejna linearni homogenni rovnice druhého gadu

X2y + xy ) + (X2 y(x) = 0

kde 2 R; x2 (0;1 ) se nazyvaBesselova rovnice gadu.
Rovnici (C.31) Ize ekvivalentni zapsat
0
x xyqx) “+ (x> Zy(x) = 0:

C.5.2 @e'eni rovnice ( C.31) Frobeniovou metodou

Hledame nijaké geleni rovnice €.31). Budeme pgedpokladat, e je tvaru
y(x) = ax +aix T Hax T+ = ax K

kde 2 R je tzv. charakteristicky souéinitel, jeho¥s hodnotu uréime pozdiji. Pak je

X0 = ag (x4 ay( +1)x T+ Pzak( LI+ kD TK
xyqx) = ax +  a +x T+ _2 a( + k)x *K;
x2y(x) = ﬁi a ox K

2y(x) = 230% 29,x 1+ 252( 23)x *k:

Tedy

b3
a( 2 x +a( 2+2 +1  Hx 1+ a( >+2 k +k?
k=2

tac 2 x K =0;
tak¥ze C.32) je formalnim getenim Besselovy rovnice.31) pokud plati rovnosti

a(* %) =0
ai( 2+2 +1 % =0
a( ?+2k +k* H+a, = 0; k=2:3;:::

Prvni z tichto rovnosti je spinina, pokud a vyhovuji tzv. charakteristické rovnici

2 2=0; . =

Polo¥%ime = a dosadime do zbyvajicich rovnosti. Dostaneme

a;(2 +1) = 0
a2 +kk = a 2; k=2;3;::::

(C.31)

(C.32)

(C.33)

(C.34)
(C.35)

Rovnost (C.34) a rovnosti (C.35) s lichymi indexy k, tj. k =2m + 1 pro vhodné m 2 N, jsou zgejmi splniny,

pokud azm+1 =0, m=0;1;2;:::.
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Najdeme podminky, za jakych jsou splniny rovnosti (C.35) se sudymi indexy k. Pokud 2 + k 6 O pro
k=2;4;6;:::;2m, pak

Aym 2
o = Om 1 _ 2(m 1)(m 1+ ) _ Am 2 _ _
M7 2Zm(m+ ) 2Zm(m + ) T 2m(m L)(m+ )m 1+ )
( DMa ( D"ag(1+ )

T 2nmm 1) 1 (m+ )m 1+ ) @+ ) 2Z"mim+ )m 1+ ) (1+ )@+ )
( DMap (1+ ) .
T 2m (m+1)(m+ +1)°

Tento vypoeet naznaéuje, ¥se Ize volit

1 ( "

Pokud 2 + k =0 pro nijaké k =2mq, pak 2 + k je celé zaporné éislo pro viechnk =2;4;6;:::;2(m; 1) a
2 + k> 0proviechnak =2(my+1);2(my+2);:::. Tedy 1+ ; 2+ ;:::;m 1+ nejsou v de nienim oboru
funkce a mp+ +1;mi+ +2;:::vnimjsou.V takovém pgipadi Ize volit

=a= =a =0;, am = (7
Q= a2 = T fmy =Y dm T Sy (m+1)( m+ +1)

prom mj:

Snadno ovigime, ¥%e pgi uvedené volbi budou rovnost 35) spininy pro ka¥dy sudy indexk.
Formalni geteni rovnice C.31) je tedy tvaru

X‘ 1 X 2k+
— k
y(x) = I(:ko( 1) (k+D(k+ +1) 2 (C.36)
kde
Ko = 0; 61 ;0]\ z
o~ 2(1 ;0\ Z:

Abychom ovigili, %e se jedna o geleni, je potgeba ukazat, #e pada konverguje pro ka¥adé> 0. Pro polomir
konvergencer mocninné gady

s = ( - X
‘o 22 (k+1)( k+ +1)
podle Cauchyovy-Hadamardovy vity a s vyu¥itim (C.30) plati

s
1 1
r

= | 2k =
mSUP ™ B ka D ( K+ +1)

S

5 lim ! =0;
2 ki1 2 (k+1)k+1:2(k+ +1)k+ +1=2g 2k+ 1 !

tak¥se tato gada konverguje absolutni a stejnomirni pro ka¥élx 2 R. Jada (C.36) tedy konverguje absolutni a
stejnomirni pro ka¥sdéx > 0. (Pro x = 0 nemusi byt y(x) = x S(x) vubec de novana.)

C.5.3 Denice

Funkce
1 X 2k +

(k+1)( k+ +1) 2

X
J(x) = (1f

k=0
se nazyvéaBesselova funkce prvniho druhu gédu. Je-li pro nijaké k 2 N[f Og eislok + +1 celé nekladné (j.
k+ +1 62Dom ), klademe k-ty elen uva¥sované gady roven 0.
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Oznaéme

1 X 2k

%
u(x) = (1)k(k+1)(k+ +1) 2

k=0

Pakje J (x) = % u ().

C.5.4 Poznamka

u (0) = u’@©) = 0:

( +D°
D.: Prvni vzorec plyne z toho, %e (1) = 1.

2k 1 ps K

X 2k _ X
- (1)k(k+1)(k+ +1) 2

X
O( 1)k2(|<+1)(|<+ +1) 2

u®(x)

x 7

1 X 2k 1

Vo D 2

K=

(Posledni rovnost plyne z faktu, %e &+ 1) = k( k).)

C.5.5 Vlastnosti Besselovy funkce prvniho druhu

1. FunkceJ (x) je spojita na (0;1 ).
D.: Plyne z toho, ¥ (x) jako¥sto souéet mocninné gady je funkce spojita.

8
21; =0
2. X!"BL‘] (x)=>0; > Onebo 2Znf0g .
' “1( D, 2(1 ;0)nz

D.: Plyne bezprostgedni zC.5.4.
3. Pron2 NplatiJ (x)=( 1)"Jn(x) pro vtechnax 2 (0;1 ).

( 1)« %k n P ( 1)k+n 2k+n

. _ X X
D 3= kT Dk neD 2 T oo (KEn+D(K+1) 2

=( D"In(x):

4. x J (x) 0= JaX); xJ X %= x J 1(x):
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D.:

5. J +1 (X) =
Prvni formule (rekurentni vzorec) umo%0uje vypoeitat] +; (x) ze znalostiJ (x) a J

Plati:
I
b3 1 2 O
0 _ K X -
x J(x) = 2 k:0( 1) (k+D(k+ +D 2
p3 2k 1
= 2 ( 1) 2K X =
‘o 2(k+1)( k+ +1) 2
3 2k 1
= 2 ( 1) K X =
- (k+1)( k+ +1) 2
s (k 1)
= 2 X (1)k 1 X e
2k:1 (K(k+ +1) 2
X 2k
= 2 X ( 1)<+t 1 X =
2k=0 (k+1)( k+ +2) 2
p 3 2k+1
= 2 ( 1) 1 X =
‘o (k+1)( k+ +2) 2
p3 2k+1
= X X ( 1) 1 X =
2 ‘o (k+1)( k+ +2) 2
R 2k+ +1
= X ( 1)K 1 X
‘o (k+)( k+( +1)+1) 2

Druhy vztah Ize dokazat analogicky.

20009 1005 3% = 59

1(x)

J +1 (X) .

je vzorec pro derivaci Besselovy funkce prvniho druhu.

1(x); druhé formule

D.: Prvni formuli z 4. vynasobimex , druhou x  a rozepileme derivaci soueinu. Tim dostaneme
I%x) 3 )= ) J0(x) + 3 () =3 a0
Odeétenim tichto rovnic dostaneme prvni formuli, seétenimdruhou.
6. Plati
J())@ ( 1) x 2k R (kK x 2
‘o (k+1)( k+1) 2 - (khz2 2
] R ( 1) x 2k+1 xR ( 1) X 2k
)= HEh kv 2 T2 k+D(k)? 2
k=0 k=0
r— r
2 2
7.3 1=5(x)= —cosx; Ji=(x)= —sinx:
X X
D.: Ponivad¥% podleC.4.3je pro ka¥.dé 2 N[f Og
1 1 3 2k 1 1 2k 1)@k 3) 1p_ _
kvo = kK3 k3 K 2 o )
(2k)! p— _ (2K)!p—
(2k)N2k Tk
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(@K p_ _ (2K)p_

kde ()1 =2k@k 2@k 4) 2, takplati (k+1) k+3 =kim = TP " atedy
b k12 R 2k 2
RN 1)k(k+1)1 T 2 - 5 )k(zk)l 7 -
k=0 2 k=0 ’
F— » r___
— ( 1) X = Zcosx:
x 7@k

Druhy vztah se doka¥se analogicky.

Rekurentni formule uvedené v5 spolu s vyjadgenim funkcido, J1, J n, J 122, J1=» Uvedenymi v 6, 3 a7
umo¥0uji vypoeitat Besselovy funkce 1. druhu libovolnéhoetoeiselného a poloéiselného gadu.

C.5.6 Vita (Nulové body Besselovych funkci celoeiselného @ adu)
Funkce J,, n =0;1;2;::: ma jednoduché nulové bodyxn1;Xn2;Xn3;::: takové, ¥e
0<Xn1<Xnp2<Xp3< : kIlilm Xnk = 1

a posloupnostf Xk g&zl nema hromadné body. Funkcel,, n = 1;2;::: ma navicn-nasobny nulovy bodx,o = 0.

D.: Viz napg. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Funtions, Cambridge University Press, 1922,

kap. XV.
C.5.7 Vita (Orthogonalita Besselovych funkci celoéiselné ho gadu)
Besselovy funkcel,, n =0;1;2;::: splouji pro ka¥déa > 0 a vtechnak;l 2 N rovnost
8
Za « <0 k6 I
nk Xnl _
Iy oy 4=, 2
0 ' %az Jn+r (Xnk) 75 k=1

kde Xk (resp. Xn) je k-ty (resp. I-ty) jednoduchy nulovy bod funkce J,.

D.. Polo¥%mé ()= Jn X%k o) = Jn ’%‘ . Pak
_df():XLkJO Xnk . de(): Xnk “ joo Xnk
d a " a ’ d? a " a
Ponivad3.J, je gelenim Besselovy rovnice(.31), plati
de( ) _ Xk 2 Xnk 2 Xnk .0 Xnk Xnk 2 2 Xnk _
iz a  a 2 " & = U T
_ 1 df () Xnk 2
=z g © . MO
tedy
2 2 2
af()  1d1 (), X 20Ty,

d 2 d a 2

Analogicky dostaneme
dzg( ) 1dg( ) Xnl 2 n2 _Nn-
5ot~ g + = > f()=0:

Prvni rovnost vynasobime g, druhou vynasobime f a odeéteme je:

(gf® g%+ (gf® fg9+ fg ==~ L7 =o;
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Po Upravi

2 2
(of+ g¥° g¥° 1%+ (gf® fg)+ fg k"o =o;
d X2 x2
g (of? fg) ===t fg:
Integraci posledni rovnosti v mezich od 0 da dostaneme
0 0 X3 Xhk &
ag@f(a f@g(a) = ———- f()g()d:
0
Ponivad¥f (a) = Xok o = = Xol g = i
of (8) = Jn ?a =0ag(a=Jdn ?a =0, plati
Za
X2 x? X X
0= =h_=t g, T gy T d;

0
tak¥.e prok 6 | je dokazovana rovnost spinina.
Ponivad3.J, splouje Besselovu rovnici C.31), plati pro ka%déx > 0 rovnost

x2Jn(x) = n2Jnp(x) xJI2x)  x2I%x):

Integraci per partes s vyu¥itim této rovnosti dostaneme

Z 1 Z
X Jn(x) Zdx = x° In(x) 2 X23,(x)39(x)dx =
Z
1
= 3¢ 3,0 ° 23, (x)30(x)  x 3200) * x2INx)I(x) dx =
Z  ,h i 0
1 n2 0 x?
= 3¢ 3,0 ° S 007 S0 7 dx=
1 n2 x2 x2
SR OIS O IR HOIE RS HO RO

n2

2

Jn (%) 2,

Podle C.5.55 je Jnh(X) 24 J9(x) 2= Jn(X) 2 Jn 1(X)  Jna (X) ? a tento vyraz je podle C.5.5.2

pro x z pravého okoli nuly ohraniéeny. To znamena, ¥e
_x2h 2 )
Jim - Jn(x) "+ J2x) © =0:
Dale podle C.5.5.2 je také

.1 2 _ .
X!lrr8+§an(x) =0:

Plati tedy
Za h i Znk
X 2 a2
Jo T Td = S x[Ia(0)Pdx =
a Xhk
0 0
a’ x? 2 ) n2 5
= o Il T I T S In k)

Podle C.5.5.4 je 0
X "Jna (X) = X "Jn(x) = S dn 00+ X "IR00);
tak¥2eJ2(Xnk ) = Jn+1 (Xnk ). Celkem tedy
Za -
h Xnk | 2 a2

2
Jn ? d = 7 Jn+1 (Xnk) )

c0% je dokazovana rovnost pré = |.
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C.5.8 Vita
Nech» 2 Z av je gelenim Besselovy rovniced.31) linearni nezavislé naJ . Pak !ir’g+ v(x) = 1.
X!

D.: Oznaéme 0 Ve
_ — 1oy J (X)) v(x) _ 0 0
W= W(x)= W(x;J ;v) = 310 V) " J (X)vi(x) I (xX)v(x)
wronskian funkci J , v. S vyu¥itim faktu, %€ a v jsou gelenim rovnice €.31) dostaneme
d d 0 10 0,,0 00 7O 0,,0 00 7O
—W=—(@J Vv J%) =30+ J v J% JO%0=g v %% =
dx dx
2 g2 0 2 42 0
_J( X)WV XV ( x9)J  xJ :E(\]OV IV = EW:
x2 x2 X X

Wronskian W tedy splouje diferencialni rovnici W°= —, co¥% znamena, ¥se

C
W(x)= —;
0= 7
kde C je nijaka nenulova konstanta (nebo» funkcel , v jsou nezavislé). Dale plati
4 v v wi_w_ C
dx J J2 0 J27 xJ2
Bui > 0 libovolna konstanta. Integraci posledni rovnosti v mezib od x do  dostaneme
z
v(x) _ D C d .
J (x) J ()
X
kde D = JV(( )) je konstanta. Odtud plyne, %:e pro ka%dé 2 (0; ) plati
0 7 . 1
vix)=J )@ ¢ ——A
OO
a tedy
z d
X!lr& v(x)= D X!|rrg+ J (x) Cxllrrg+ J (x) W : (C.37)
X
(
. . , a+m™? =0 . -
Bui " > O libovolné. Polo¥ame = . Pak > 0 a podleC.5.52 k nimu existuje
"2 2 Znfog
> 0 takové, %e pro vtechna 2 (0; )je J () < . Odud plyne, %e prox 2 (0; ) plati
z d _Z d +Z d >1Zd+Z d _1In +Z d )
T, 2 Tz .2~ - T2 Y 2
L J0O° 30 3 () ) 3 () 3 ()
tedy
. z d z d 1
lim —_— —+ = lim In-=1:
x! 0+ J () J () x! 0+ X

X

Odtud vzhledem k C.5.5.2 a (C.37) dale plyne, ¥%e pro =0 je
lim v(x)=( sgnC)1
x! 0+
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apro 2 Znf0gpodle de I'Hospitalova pravidla a podle C.5.5.5 je

R d 1
z i 2 2
. o d . x IO . xIm?_
Jimov) = C lim J (x) 302 C lim 1 = Cln, Jo0(x)
X J (x Jx)°
= Clm == ¢ jim 2
x! 0+ xJO xUor X J (X)) J+1(X)

Podle C.5.52 je funkcex 7! 3 1(x) J 41 Vv pravém okoli nuly ohraniéend a tedy !ir’g+ v(x) = 1.
X!

C.5.9 Vita
Je-li  62Z, jsou Besselovy funkce prvniho druhuJ aJ  gelenim rovnice C.31) a jsou linearni nezavislé.

D.: FunkceJ ; J byly v C.5.2 nalezeny jako geleni rovnice®.31). Staei tedy ovigit tvrzeni o nezavislosti.
Bez Ujmy na obecnosti Ize pgedpokladat, ¥.e> 0.
Wronskian funkci J ; J  je

W3 i3) = Jo00 3o g = 3 003° 00 3 (039 =
X X ° x o
= > u (x) > u (x) > u xX) = ux =
= w5 uwr s v
g u (x) 5 3 lu (x) + % u(x) =

u eu® (x) u (x)u’(x) ZYU (X)u  (x):

Podle C.5.4pro 62Z plati !ir’g+ W(x;J ;J ) =1, co% znamena, ¥%e pro nijaké> 0 je
X!

W(x;J ;J ) 6 0 a tedy podle znamé vity z teorie linearnich homogennich oleejnych diferencialnich
rovnic funkce J ; J  tvogi fundamentélni systém geleni rovnice.31).

Pro 627 tedy Besselovy funkce prvniho druhud aJ n, tvogi fundamentalni systém geleni rovnice.31).
V pgipadi 2 Z mame pouze jedno bazové geleni (SE.5.5.3).

C.5.10 De nice

Funkce Y de novana pro ka%dé 2 R a ka¥udé& 2 (0;1 ) vztahem

J (x)cos J (x)
sin

Y (x) = Iilm
se nazyvéBesselova funkce druhého druhu gadu (Nikdy také Neumannova funkce)

Pokud 62Z, je jmenovatel zlomku za limitou nenulovy a tedy pro 62Z Ize psat

J (x)cos J (x).

Y ) = sin
Je-li = n2 Z,jsou eitatel i jmenovatel zlomku za limitou nulové a limitu Ize tedy vypoéitat podle de I'Hospital-
ova pravidla:
1 @ @
Ya(x) = = =J (x n" =J (x
n(X) @():n()@ ():n
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C.5.11 \Vita

Funkce Y je gelenim rovnice C.31) pro libovolné 2 R. Pro wronskian funkciJd aY plati W(x;J ;Y )= >
(Funkce J aY tedy tvogi fundamentalni systém geleni rovnice.31).)

D.: Viz napg. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Funttons, Cambridge University Press, 1922,
str. 58{76.

C.5.12 Poznamka

Besselovy funkce druhého druhu splouji stejné vztahy, jakdunkce prvniho druhu:

X Y(x)O = X Y1 (X);
X Y (x) = xv 1(X);
Yam = 2Y 0 Y a00;
Yox) = 1y 1(X) Y 41 (X)

2
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Dodatek D

Laplaceuv operator v kgivoearéem
sougadném systému

i=1 @%
podrobniji
X @u(xe; X205 %n)
U(X1;X2;::0Xn) = xl;x2;:::;xnU(Xl;Xziiii;Xn)= = . .
-t @F
Sougadnicexy; Xz2;: 1 ; Xy transformujeme na sougadnicey; p;:::; . Pak je
Xi = oxi(ti%iinih)s G = G(XaiXz;iiiiXn)
ou _ X Quag
@x @u@x

!
Gu _ ¥ @ eueg _ X @p¥ @u @q, @udy
@% o @x @n@x o @x,_, @uEa@x @n@%

XX @u @@B@ @u@q
@uRa@x@x _, @@%

j=1 k=1
proi =1;2;:::;n. Tedy
0 1
quigzingn U = X1 @j:il @%g%%ﬂ* ?i %J%;A =

i=1 J

X @u X epes ,* @u X @

o @E@Q @x@x NC) @F

Specialni pgipady:
Polarni sougadnice v rovini

p
X=rcos;y =rsin} ro= x2+y? " :arctg¥+ E(1 sgnx) + 2k

V tomto pgipadi je
@__ x . @r y . @ y @' X

@x x2+y2' @y  x2+y?’ @x X2+y2; @yz x2+y2;




X2+ y2
@ _ X2+ y2 y2 @r X2
@3 X2+ y? (X2 + y?) @Y (x2+ y2)
@ 2x @ 2y
@x “x*+y? @y X2+ y?
a dale
@r’, @’ _x+y . @* @’ xX+y 1 @@, @@
@x @y x2+yz T @x @y  (x2+y?)? r? @@x @yay
@+@:7y2+xz :}' @—I+@—I:0'
@% @Y (x2+y2)*? 1 2 @y

Laplaceuv operator transformovany do polarnich sougadnitedy je
! !

@ @’ e’ 6 e e@ du @’ @°

K @ @x @y @@ @@x @@y @2 @x @y

Terei @ @ @ @ @ rr@?

Tento vysledek mu¥seme zapsat ve tvaru

+
@U @I’ @r @U@ @ - @u+i@_l+_

.- 1@ @u, 16u
ra@r @r r2@@?
Cylindrické sougadnice v trojrozmirném prostoru
p
X=rcos;y =rsin; z = z; r= x2+y2 ' =arctg X+ E(l sgnx)+2k; z =z
y 1@ @u . 1 @u @u
" rer 'er @7 @f

Sférické sougadnice v trojrozmirném prostoru

X = rcoS cos#; y = rsin' cos#; z = rsin#,;

P—-—— y .
= 24 y2 4 720 = Z 4+ — + : = s —
r X2+ y? + z2; arctg ” 2(1 sgnx) +2k ; # =arcsin Ty 2
o u = i_@ Q + 1 @U 1 @ COS#QU
" rz@r @r r2co§#@2 r2 costt @# Q#
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