
Následující text není nièím více, ne¾ zápisem pøedná¹ky pøedmìtu M4010 Rovnice matematické fyziky. Má
slou¾it pøedev¹ím k tomu, aby student-ky/i nebyl-y/i bìhem pøedná¹ky nucen-y/i si dìlat podrobné poznámky,
pøepisovat èasto komplikované formule z tabule do svých papírù (co¾ je natolik intenzivním zdrojem chyb, ¾e
se jim prakticky nelze vyhnout). Poté mù¾e poslou¾it jako rychlá pøipomínka toho, co èlovìk ji¾ zná. V ¾ádném
pøípadì nemù¾e být pova¾ován za zdroj, z nìho¾ se lze rovnicím matematické fyziky nauèit. Sám o sobì bez
komentáøù bìhem pøedná¹ky je málo srozumitelný a¾ nesrozumitelný (aby byl s komentáøi srozumitelný, je mým
pøáním a snahou; nakolik se to skuteènì zdaøí, nechám k posouzení laskavým student-kám/ùm).

V textu asi zùstaly nìjaké nedùslednosti, formulaèní nejasnosti nebo dokonce chyby. Budu vdìèný ka¾dému,
kdo mì na nì upozorní.

Zdenìk Pospí¹il
únor 2017
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Motivaèní úlohy

Vymírání populace

Uva¾ujme nìjakou populaci, napøíklad obyvatele nìjakého izolovaného ostrova. Pøedpokládejme, ¾e známe slo-
¾ení této populace v nìjakém èase a zajímá nás, jak se bude vyvíjet velikost této èásti populace (tj. tvoøené
jedinci, kteøí byli ¾ivi ji¾ na poèátku, jedince, kteøí se v prùbìhu èasu narodili, neuva¾ujeme). K popisu veli-
kosti populace mù¾eme pou¾ívat dvì velièiny. Mù¾eme ji vyjadøovat jako mno¾ství jedincù, kteøí mají v èaset
vìk v rozmezí od a do a + � , tj. jedince, kteøí mají v èaset vìk z intervalu [ a; a + � ); tuto velièinu oznaèíme
N (t; a; � ). Velikost populace v¹ak mù¾eme vyjádøit také jako tzv.hustotu populace vìku a v èaset, kterou
oznaèíme symbolemu(t; a). Hustota populace u a velikost populaceN jsou vázány vztahem

N (t; a; � ) =

a+ �Z

a

u(t; � )d�:

O hustotì u budeme pøedpokládat, ¾e je to spojitì diferencovatelná funkce. Zmìna velikosti vymezené èásti
populace je dána umíráním. Oznaème proto symbolemD(t; a; � ) mno¾ství jedincù, kteøí zemøou bìhem èasového
intervalu ( t; t + � ] a v èaset mají vìk v rozmezí [a; a + � ). Jedinci, kteøí bìhem èasového intervalu délky�
nezemøeli, zestárli o� . Tuto triviální skuteènost (zákon zachování) vyjádøíme rovností

N (t + �; a + �; � ) = N (t; a; � ) � D (t; a; � ): (1)

Pomocí substituce� = � � � vyjádøíme levou stranu této rovnosti,

N (t + �; a + �; � ) =

a+2 �Z

a+ �

u(t + �; � )d� =

a+ �Z

a

u(t + �; � + � )d�;

tak¾e s vyu¾itím Lagrangeovy vìty o støední hodnotì pro funkce dvou promìnných mù¾eme psát

N (t + �; a + �; � ) � N (t; a; � ) =

a+ �Z

a

�
u(t + �; � + � ) � u(t; � )

�
d� =

=

a+ �Z

a

�
@u
@t

(t + #1�; � + � )� +
@u
@a

(t; � + #2� )�
�

d� = �

a+ �Z

a

�
@u
@t

(t + #1�; � + � ) +
@u
@a

(t; � + #2� )
�

d�; (2)

kde #1, #2 jsou nìjaká èísla z intervalu [0; 1]. K vyjádøení mno¾ství umírajících jedincù budeme pøedpokládat,
¾e podíl zemøelých jedincù jistého vìku za krátký èasový interval délky � t mezi v¹emi jedinci tého¾ vìku je
pøímo úmìrný trvání � t procesu umírání,

D (t; a; � t)
N (t; a; � t)

= � (a)� t:

Koe�cient úmìrnosti � (a), který závisí na vìku a, nazývámespeci�cká úmrtnost (mortalita) ve vìku a. Z uve-
deného pøedpokladu dostaneme vyjádøení mno¾ství umírajících jedincù ve tvaru

D(t; a; � t) = � t

0

@� (a)

a+� tZ

a

u(t; � )d�

1

A : (3)
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Polo¾íme� = � t a dosadíme rovnosti (2) a (3) do relace (1). Dostaneme

a+� tZ

a

�
@u
@t

(t + #1� t; � + � t) +
@u
@a

(t; � + #2� t) + � (a)u(t; � )
�

d� = 0 :

Tato rovnost má platit pro libovolná a � 0, t � 0 a � t > 0. To je mo¾né jen tak, ¾e pro v¹echna pøípustná
a; t; � t platí

@u
@t

(t + #1� t; a + � t) +
@u
@a

(t; a + #2� t) + � (a)u(t; a) = 0

a odtud limitním pøechodem � t ! 0 dostanemeMcKendrickovu-von Foersterovu rovnici

@u
@t

(t; a) +
@u
@a

(t; a) = � � (a)u(t; a): (4)

Známé slo¾ení populace na poèátku vyjádøímepoèáteèní podmínkou

u(0; a) = ' (a): (5)

Èást populace, která od èasut = 0 vymírá, je popsána hustotou u(t; a) de�novanou na mno¾inì
�

(t; a) 2 R2 : a � 0; t � a
	

: (6)

Zvolíme libovolné a0 � 0 a pro a � a0 polo¾íme

x(a) = u(a � a0; a):

Pak podle øetìzového pravidla pro výpoèet derivací slo¾enéfunkce a podle rovnice (4) platí

x0(a) =
d
da

u(a � a0; a) =
@u
@t

(a � a0; a)
@(a � a0)

@a
+

@u
@a

(a � a0; a)
@a
@a

=

=
@u
@t

(a � a0; a) +
@u
@a

(a � a0; a) = � � (a)u(a � a0; a) = � � (a)x(a):

Z poèáteèní podmínky (5) dostaneme

x(a0) = u(a0 � a0; a0) = ' (a0): (7)

Funkce x je tedy øe¹ením obyèejné lineární homogenní rovnice

x0(a) = � � (a)x(a)

s poèáteèní podmínkou (7). To znamená, ¾e

x(a) = ' (a0)e
�

aR

a 0

� ( � )d �

a ponìvad¾u(t; a) = u(a � (a � t); a), mù¾eme psát øe¹ení rovnice (4) s poèáteèní podmínkou (5) na mno¾inì
(6) ve tvaru

u(t; a) = ' (a � t)e
�

aR

a � t
� ( � )d �

:

Advekce a difúze

Uva¾ujme tenký dlouhý válec, v nìm¾ proudí kapalina. Polomìr válce je vzhledem k jeho vý¹ce (délce) tak malý,
¾e válec s kapalinou mù¾eme pova¾ovat za jednorozmìrný objekt a jeho jediný rozmìr (délku) za nekoneèný.
Osu válce ztoto¾níme se souøadnou osoux. Pøedstavme si, ¾e v proudící kapalinì je nìjaká látka, která je
jednak uná¹ena proudem, jednak v kapalinì difunduje. Oznaème u = u(t; x ) koncentraci látky v èaset a v místì
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o souøadnicix. Tímto oznaèením a terminologií se míní skuteènost, ¾e mno¾ství látky, které se v èasovém
okam¾ikut nachází v úseku válce od souøadnice� do souøadnice� je dáno integrálem

�Z

�

u(t; � )d�:

Chceme najít koncentraci látky v ka¾dém bodì válce v ka¾dém èase, pokud známe koncentraci na zaèátku dìje,
tj. v èase t = 0.

Oznaème rychlost proudící kapaliny symbolemv. Tato rychlost mù¾e být v ka¾dém místì jiná a mù¾e se
mìnit s èasem, tj. v = v(t; x ). Pokud kapalina proudí v kladném smìru osy x, je v > 0, pokud v záporném
smìru, je v < 0.

Zavedeme dáledifúzní tok jako velièinu g = g(t; x ); tato velièina pøedstavuje rychlost èástice látky zpù-
sobenou difúzí, znaménko urèujeme podle stejné konvence jako v pøípadì rychlosti v. Difúzní tok vyjadøuje,
¾e mno¾ství látky, které se dostane difúzí pøes levou hranici úseku válce� do tohoto úseku za krátký èasový
interval [ t; t + � t] je rovno

g(t; � )� t;

a mno¾ství látky, které se dostane pøes pravou hranici� z tohoto úseku za stejný èasový interval je rovno

g(t; � )� t;

tato interpretace pøedpokládá, ¾eg(t; � ) > 0, g(t; � ) > 0, kdyby tyto nerovnosti nebyly splnìny, odpovídajícím
zpùsobem bychom vymìnili slova þdo úsekuÿ za þz úsekuÿ a naopak.

Mno¾ství èástic, které je uná¹eno rychlostív pøes bod o souøadnici� do úseku (�; � ), resp. pøes bod o
souøadnici� z úseku (�; � ), je rovno

u(t; � )v(t; � )� t; resp. u(t; � )v(t; � )� t:

Ze zákona zachování hmoty a následnou úpravou s vyu¾itím Newtonovy-Leibnizovy formule dostaneme rovnost

�Z

�

u(t + � t; � )d� =

�Z

�

u(t; � )d� + g(t; � )� t � g(t; � )� t + u(t; � )v(t; � )� t � u(t; � )v(t; � )� t =

=

�Z

�

u(t; � )d� �

0

@
�Z

�

@
@x

�
g(t; � ) + u(t; � )v(t; � )

�
d�

1

A � t:

Tuto rovnost upravíme na tvar

�Z

�

�
u(t + � t; � ) � u(t; � )

� t
+

@
@x

g(t; � ) +
@

@x

�
v(t; � )u(t; � )

�
�

d� = 0 :

Úsek válce od souøadnice� do souøadnice� byl vybrán libovolnì, stejnì tak i èasový okam¾ik t. To znamená,
¾e pro v¹echnax a v¹echna t musí platit

u(t + � t; x ) � u(t; x )
� t

= �
@
@x

g(t; x ) �
@
@x

�
v(t; x )u(t; x )

�
:

Odtud dostaneme limitním pøechodem �t ! 0 relaci

@
@t

u(t; x ) = �
@
@x

g(t; x ) �
@
@x

�
v(t; x )u(t; x )

�
: (8)

Tato relace vá¾e neznámou funkciu (hustotu) a neznámou funkci g (difúzní tok). Potøebujeme tedy je¹tì
nìjak funkci g urèit. Pøedpokládejme tedy, ¾e difúzí se èástice pøesunujez místa s vìt¹í koncentrací na místo
s koncentrací men¹í (to je pøedpoklad celkem pøirozený) a ¾erychlost difundující èástice je pøímo úmìrná rozdílu
(gradientu) koncentrací (tento pøedpoklad bývá nazývánFickùv zákon). Tedy

g(t; x ) = � D
@

@x
u(t; x ):
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Kladný koe�cient úmìrnosti D se nazývádifuzivita; mù¾e se mìnit s èasem i s místem, tedyD = D(t; x ).
Dosazením do rovnosti (8) dostanemerovnici advekce-difúze

@
@t

u(t; x ) =
@

@x

�
D(t; x )

@
@x

u(t; x )
�

�
@

@x

�
v(t; x )u(t; x )

�
: (9)

Tato rovnice má být splnìna pro ka¾dý èast > 0 a ka¾dý bodx 2 R. K rovnici pøidáme poèáteèní podmínku
vyjadøující koncentraci difundující látky v poèáteèním èaset = 0

u(0; x) = ' (x); (10)

která má platit pro ka¾déx 2 R.
Pokud je kapalina homogenní, v èase se nemìní, tj.D (t; x ) � a2 = const, a proudí konstantní rychlostí

v(t; x ) � const, mù¾eme obecnou rovnici advekce-difúze (9) zjednodu¹it na tvar

@
@t

u(t; x ) = a2 @2

@x2
u(t; x ) � v

@
@x

u(t; x ): (11)

V tomto pøípadì mù¾eme prostorovou souøadnici transformovat | zavést novou souøadnou soustavu, která je
þuná¹ena rychlostí vÿ. Zavedeme tedy novou prostorovou souøadnici� vztahem

� = x � vt:

Pak podle øetìzového pravidla pro výpoèet parciálních derivací slo¾ených funkcí platí

@
@t

u(t; x ) =
@
@t

u
�
t; � (t; x )

�
=

@
@t

u
�
t; � (t; x )

� @t
@t

+
@
@�

u
�
t; � (t; x )

� @�(t; x )
@t

=
@
@t

u(t; � ) � v
@
@�

u(t; � )

a analogicky a struènìji (bez psaní nezávisle promìnných)

@u
@x

=
@u
@t

@t
@x

+
@u
@�

@�
@x

=
@u
@�

;
@2

@x2
u =

@
@x

�
@u
@�

�
=

@2

@�2
u:

Dosazením do rovnice (9) dostanemerovnici difúze

@u
@t

= a2 @2u
@�2

:

Uva¾ujme jednoduchou situaci: v jednom bodì (který mù¾eme pova¾ovat za poèátek souøadnic) do kapaliny
v poèáteèním okam¾iku þumístímeÿ nìjaké mno¾stvíA látky, která se bude v neproudící kapalinì ¹íøit difúzí.
Vývoj koncentrace difundující látky bude popsán rovnicí

@u
@t

(t; x ) = a2 @2u
@x2

(t; x ); t > 0; x 2 R: (12)

Na poèátku je v¹echna difundující látka koncentrována v jediném bodì. To znamená, ¾e pro její koncentraci
v èaset = 0 musí platit

A =

1Z

�1

u(0; � )d�:

Tato podmínka bude splnìna, pokud poèáteèní podmínku pro rovnici ( 12) napí¹eme ve tvaru

u(0; x) = A� (x); x 2 R; (13)

kde � je Diracova distribuce, sr. dodatekA. Ze zákona zachování hmoty plyne, ¾e musí být splnìna podmínka

1Z

�1

u(t; � )d� = A pro v¹echna t > 0: (14)
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Pokusíme se þuhodnoutÿ øe¹ení rovnice (12) s poèáteèní podmínkou (13). Mù¾eme si pøedstavovat, ¾e difúze
probíhá tak, ¾e jednotlivé molekuly látky se náhodnì pohybují a ¾e pravdìpodobnost pohybu nalevo je stejná
jako pravdìpodobnost pohybu napravo. Koncentrace látky po jistém èase by tedy mohla mít tvar normálního
(Gaussova) rozlo¾ení pravdìpodobnosti se støední hodnotou 0. Rozptyl se v¹ak s èasem mìní | na poèátku je
nulový a s postupem èasu se zvìt¹uje. Pro rozptyl� 2 = � (t)2 tedy platí

� (0) = 0 : (15)

Øe¹ení rovnice (12) s poèáteèní podmínkou (13) tedy budeme hledat ve tvaru

u(t; x ) = A
1

p
2� � (t)

e
� x 2

2� ( t ) 2 :

Z vlastností rozlo¾ení pravdìpodobností je vidìt, ¾e pøi této volbì v ka¾dém èaset platí

1Z

�1

u(t; � )d� = A

1Z

�1

1
p

2� � (t)
e

� � 2

2 � ( t ) 2 d� = A;

tak¾e podmínka (14) je splnìna. Má být splnìna také rovnice ( 12). Proto vyjádøíme

@u
@t

(t; x ) =
A

p
2�

�
�

1
� (t)2 � 0(t) +

1
� (t)

�
�

x2

2

�
� 2� (t)� 3�

� 0(t)
��

e
� x 2

2� ( t ) 2 =

=
A

p
2�

e
� x 2

2� ( t ) 2 � 0(t)
�

x2

� (t)4 �
1

� (t)2

�
=

A
p

2�
e

� x 2

2� ( t ) 2
�
x2 � � (t)2 � � 0(t)

� (t)4 ;

@2u
@x2

(t; x ) =
@

@x

�
A

p
2�

1
� (t)

e
� x 2

2� ( t ) 2

�
�

2x
2� (t)2

��
= �

A
p

2�

1
� (t)3

@
@x

�
xe

� x 2

2� ( t ) 2

�
=

= �
A

p
2�

1
� (t)3

�
1 + x

�
�

2x
2� (t)2

��
e

� x 2

2� ( t ) 2 =
A

p
2�

e
� x 2

2� ( t ) 2
1

� (t)5

�
x2 � � (t)2�

:

Po dosazení do rovnice (12) a jednoduché úpravì dostaneme obyèejnou diferenciální rovnici pro neznámou funkci
�

� 0(t) =
a2

� (t)
:

Øe¹ení této rovnice se separovanými promìnnými, které splòuje poèáteèní podmínku (15) je � (t) =
p

2a2t.
Dostáváme tedy øe¹ení poèáteèní úlohy (12), (13) ve tvaru

u(t; x ) =
A

2
p

a2�t
e� x 2

4a 2 t :

Kmitání struny

Uva¾ujme tenkou strunu napjatou podél osyx silou T. Chceme popsat malé kmity této struny, tj. odchylku
ka¾dého bodu struny od rovnová¾né polohy v ka¾dém èase. Aby tento problém byl relativnì snadno zvládnutelný,
pøijmeme nìkolik zjednodu¹ujících pøedpokladù:

� Výchylky struny jsou tak malé, ¾e její délku mù¾eme pova¾ovat za konstantní.

� Struna neklade odpor vùèi ohýbání, je dokonale pru¾ná.

� Ka¾dý bod vykonává pohyb pouze ve smìru kolmém na osux, tj. kmity jsou pøíèné.

Oznaèmeu(t; x ) výchylku bodu o souøadnicix v èasovém okam¾ikut. Uva¾ujme síly, které pùsobí na úsek
struny mezi body � a � .

Na strunu mù¾e pùsobit nìjaká vnìj¹í síla. Vzhledem ke tøetímu pøedpokladu staèí uva¾ovat její slo¾kuFe

kolmou na osux. Tato síla mù¾e být v ka¾dém bodì struny jiná a také se mù¾e mìnit s èasem. Proto ji vyjádøíme
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pomocí její hustoty g = g(t; x ); hustota síly je de�nována tak, ¾e vnìj¹í síla Fe(t) pùsobící na uva¾ovaný úsek
struny v èaset je rovna

Fe(t) =

�Z

�

g(t; � )d�:

Tahová sílaT pùsobí v bodì � ve smìru teèny ke strunì v tomto bodì. Její slo¾kaF� kolmá na osux má velikost
� T sin ' � , kde ' � je úhel, který svírá osax s teènou ke strunì v bodì � . Ponìvad¾ ale kmity pova¾ujeme za
malé, je úhel ' � také malý, tak¾e sin' � � tg ' � . Hodnota tg ' � je souèasnì smìrnicí teèny k funkci u(t; � )
v bodì � . Sílu F� v èaset tedy mù¾eme vyjádøit jako

F� (t) = � T
@

@x
u(t; � ):

Podobnì slo¾ku tahové síly pùsobící na strunu v bodì� vyjádøíme jako

F� (t) = T
@

@x
u(t; � ):

Celková síla pùsobící na úsek struny mezi body� a � je tedy dána souètemFe + F� + F� , který upravíme
s vyu¾itím Newtonovy-Leibnizovy formule:

F (t) = Fe(t) + F� (t) + F� (t) =

�Z

�

g(t; � )d� + T
�

@
@x

u(t; � ) �
@

@x
u(t; � )

�
=

=

�Z

�

g(t; � )d� + T

�Z

�

@2

@x2
u(t; � )d� =

�Z

�

�
T

@2

@x2
u(t; � ) + g(t; � )

�
d�: (16)

Sílu pùsobící na uva¾ovaný úsek struny v¹ak mù¾eme také vyjádøit pomocí zákona síly. K tomu oznaèíme
%= %(x) lineární hustotu struny v bodì x. Lineární hustota je de�nována tak, ¾e hmotnost úseku struny mezi
body � a � je dána integrálem

�Z

�

%(� )d�:

Hmotnost krátkého úseku struny mezi bodyx a x + � x je tedy podle vìty o støední hodnotì integrálního poètu
rovna

� m =

x +� xZ

x

%(� )d� = %(x + #� x)� x;

kde # 2 [0; 1] je nìjaké èíslo. Zrychlení bodu struny o souøadnicix + #� x je rovno

@2

@t2
u(t; x + #� x):

Sílu pùsobící na uva¾ovaný krátký úsek struny tedy mù¾eme vyjádøit jako souèin tohoto zrychlení a hmotnosti
� m,

%(x + #� x)
@2

@t2
u(t; x + #� x)� x

a celkovou sílu pùsobící na úsek struny mezi body� a � jako souèet

X
%(x + #� x)

@2

@t2
u(t; x + #� x)� x;

kde sèítáme pøes v¹echny úseky struny mezi body� , � . Tento souèet je integrálním souètem funkce%(�)
@2

@t2
u(t; �),

tak¾e pro � x ! 0 dostaneme síluF (t), pùsobící v èaset na úsek struny mezi body� a � , vyjádøenu Rieman-
novým integrálem

F (t) =

�Z

�

%(� )
@2

@t2
u(t; � )d�: (17)
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Porovnáním (16) a (17) dostaneme

�Z

�

�
%(� )

@2

@t2
u(t; � ) � T

@2

@�2
u(t; � ) � g(t; � )

�
d� = 0 :

Tato rovnost mù¾e být pro libovolné hodnoty� a � splnìna jen tak, ¾e integrovaná funkce je nulová, tedy

%(x)
@2

@t2
u(t; x ) = T

@2

@x2
u(t; x ) + g(t; x ):

Nyní polo¾íme

a = a(x) =

s
T

%(x)
; f = f (t; x ) =

g(t; x )
%(x)

a dostanemerovnici kmitání struny

@2

@t2
u(t; x ) = a(x)2 @2

@x2
u(t; x ) + f (t; x ):

Uva¾ujme nejjednodu¹¹í pøípad | struna je homogenní, tj. %(x) � const a nepùsobí na ni ¾ádná vnìj¹í síla,
tj. g(t; x ) � 0. Je tedy také a(x) = a = const a f (t; x ) � 0. Rovnice kmitání struny nyní nabývá tvaru

@2

@t2
u(t; x ) = a2 @2

@x2
u(t; x ): (18)

Oznaème délku struny` a uva¾ujme, ¾e struna je v krajních bodech 0 a` upevnìna, nevykonává v tìchto bodech
¾ádný pohyb. K rovnici (18) tak dostáváme okrajové podmínky

u(t; 0) = u(t; ` ) = 0 (19)

pro ka¾dý èast � 0. Strunu rozkmitáme tak, ¾e ji v poèáteèním okam¾ikut = 0 vychýlíme z její rovnová¾né
polohy a vypustíme. Struna má tedy v èaset = 0 nìjaký tvar a nulovou rychlost, tj. funkce u splòuje poèáteèní
podmínky

u(0; x) = ' (x);
@
@t

u(0; x) = 0 (20)

pro ka¾dý bodx 2 [0; l ]. Poèáteèní funkce' samozøejmì musí splòovat podmínku' (0) = ' (`) = 0.
Øe¹ení rovnice (18) s podmínkami (19), (20) þsly¹ímeÿ: zní základní tón a tóny alikvotní. Struna tedy

vykonává harmonický pohyb o nìjaké základní frekvenci ! a také harmonické pohyby s frekvencemi, které jsou
násobky základní. Mù¾eme proto hádat, ¾e øe¹ení by mìlo být tvaru

u(t; x ) =
1X

n =1

� n (x) sin(n!t + cn ) =
1X

n =1

� n (x)
�

sincn cosn!t + coscn sinn!t
�

=

=
1X

n =1

�
an (x) cosn!t + bn (x) sin n!t

�
;

Oznaèili jsmean (x) = � n (x) sin cn , bn (x) = � n (x) coscn ; sèítáme pron a¾ do nekoneèna, abychom nìjak umìle
neomezovali poèet alikvotních tónù. Pokud budeme pøedpokládat, ¾e

an (0) = an (`) = bn (0) = bn (`) = 0 ; (21)

budou splnìny okrajové podmínky (19). Funkce u musí splòovat rovnici (18), tedy

�
1X

n =1

�
an (x)n2! 2 cosn!t + bn (x)n2! 2 sinn!t

�
= a2

1X

n =1

�
a00

n (x) cosn!t + b00
n (x) sin n!t

�

neboli

0 =
1X

n =1

��
a2a00

n (x) + n2! 2an (x)
�

cosn!t +
�
a2b00

n (x) + n2! 2bn (x)
�

sinn!t
�

:
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Ponìvad¾ funkce cosn!t a sinn!t jsou lineárnì nezávislé, musí platit

a2a00
n + n2! 2an = 0 ; a2b00

n + n2! 2bn = 0

pro v¹echna n = 1 ; 2; 3; : : : . První z tìchto obyèejných diferenciálních rovnic druhého øádu upravíme na tvar

a00
n +

� n!
a

� 2
an = 0 :

Tato lineární homogenní rovnice druhého øádu s konstantními koe�cienty má øe¹ení

an (x) = C1 cos
n!
a

x + C2 sin
n!
a

x:

Chceme, aby byla splnìna první z podmínek (21), tedy

0 = an (0) = C1:

Odtud dále dostaneme
0 = an (`) = C2 sin

n!
a

`:

Tato rovnost je splnìna pro ! =
�a
`

a libovolnou konstantu C2. OznaèímeC2 = An a funkci an zapí¹eme ve
tvaru

an (x) = An sin
n�a
a`

x = An sin
n�
`

x:

Podobnì dostaneme
bn (x) = Bn sin

n�
`

x:

Tyto funkce dosadíme do vyjádøení funkceu a dostaneme

u(t; x ) =
1X

n =0

�
An cos

n�a
`

t + Bn sin
n�a

`
t
�

sin
n�
`

x:

Tato funkce formálnì splòuje rovnici ( 18) a okrajové podmínky (19). Je¹tì urèíme konstanty An a Bn tak, aby
byly splnìny poèáteèní podmínky (20). Má platit

' (x) = u(0; x) =
1X

n =0

An sin
n�
`

x:

Tuto rovnost mù¾eme chápat jako vyjádøení funkce' ve tvaru sinové øady. Je tedy

An =
2
`

`Z

0

' (� ) sin
n�
`

� d�

pro ka¾dén = 1 ; 2; 3; : : : . Dále platí

0 =
@
@t

u(0; x) =
1X

n =0

n�a
`

Bn sin
n�
`

x:

Odtud a z vìty o jednoznaènosti Fourierových øad dostaneme,¾eBn = 0 pro v¹echna n = 1 ; 2; 3; : : : .
Øe¹ení rovnice (18) s podmínkami (19) a (20) tímto zpùsobem dostáváme ve tvaru

u(t; x ) =
1X

n =1

0

@2
`

`Z

0

' (� ) sin
n�
`

� d�

1

A cos
n�a

`
t sin

n�
`

x =

`Z

0

' (� )

 
2
`

1X

n =1

sin
n�
`

� sin
n�
`

x cos
n�a

`
t

!

d�:

Je¹tì poznamenejme, ¾e základní frekvence kmitající struny nám vy¹la jako

! =
�a
`

=
�
`

s
T
%

:
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Kapitola 1

Metody charakteristik

1.1 Parciální diferenciální rovnice prvního øádu

1.1.1 Lineární homogenní parciální diferenciální rovnice ve dvou nezávisle pro-
mìnných

a(x; y)
@u
@x

+ b(x; y)
@u
@y

= 0 (1.1)

Øe¹ením je funkceu = u(x; y).
Hledáme vrstevnice funkceu. Nech» mají parametrické vyjádøeníx = x(s), y = y(s). Pak u

�
x(s); y(s)

�
=

const a tedy
d
ds

u
�
x(s); y(s)

�
=

@u
@x

@x
@s

+
@u
@y

@y
@s

= 0 :

Porovnáním s (1.1) vidíme, ¾e pokud funkcex = x(s), y = y(s) jsou øe¹eními systému autonomních obyèejných
diferenciálních rovnic

x0 = a(x; y);

y0 = b(x; y);
(1.2)

kde 0 oznaèuje obyèejnou derivaci podle nezávisle promìnnés, pak jsou parametrickými rovnicemi vrstevnic
øe¹ení rovnice (1.1). Systém (1.2) se nazývácharakteristická soustava rovnic rovnice(1.1), jeho trajektorie se
nazývají charakteristiky rovnice (1.1).

Nech» rovnice' (x; y) = c je implicitním popisem charakteristik rovnice (1.1), tj. vrstevnic øe¹ení této rovnice,
a � je libovolná diferencovatelná funkce jedné promìnné. Pak u = u(x; y) = �

�
' (x; y)

�
je øe¹ením rovnice (1.1).

D.: Podle þøetìzového pravidlaÿ pro parciální derivaci slo¾ené funkce je
@u
@x

= � 0@'
@x

,
@u
@y

= � 0@'
@y

, na charak-

teristikách x = x(s), y = y(s) platí '
�
x(s); y(s)

�
= c a tedy

a(x; y)
@u(x; y)

@x
+ b(x; y)

@u(x; y)
@y

= � 0� ' (x; y)
�

�
a

@'(x; y)
@x

+ b
@'(x; y)

@y

�
=

= � 0� ' (x; y)
�

�
dx
ds

@'
@x

+
dy
ds

@'
@y

�
= � 0� ' (x; y)

�
�

@'
@x

dx
ds

+
@'
@y

dy
ds

�
= � 0� ' (x; y)

� d
ds

'
�
x(s); y(s)

�
= 0 :

�

1.1.2 Okrajová úloha pro lineární homogenní parciální dife renciální rovnice ve
dvou nezávisle promìnných

Nech»x = ' (� ), y =  (� ) je parametrický popis rovinné køivky, která protíná ka¾dou z charakteristik rovnice
(1.1) právì jednou, a nech»f je funkce se stejným de�nièním oborem jako' a  . Podmínka

u
�
' (� );  (� )

�
= f (� ) (1.3)
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se nazýváokrajová podmínka pro rovnici (1.1).
Heuristická úvaha: Podmínku (1.3) si lze pøedstavit jako prostorovou køivku. Dále si lze pøedstavit, ¾e

máme vrstevnice øe¹ení, tj. charakteristiky, vytvoøené napø z drátu. Tyto vrstevnice umis»ujeme na køivku
vyjadøující okrajovou podmínku.

Nech» charakteristiky rovnice (1.1), tj. trajektorie systému ( 1.2), mají obecné parametrické vyjádøení

x = x(s; c1; c2);

y = y(s; c1; c2);
(1.4)

kde c1, c2 jsou integraèní konstanty. Dále nech» okrajová podmínka jeparametricky vyjádøena rovnicemi

x = ' (� );

y =  (� );

u = f (� ):

(1.5)

Pro jednu hodnotu parametru s, øeknìme pro s = 0, vrstevnice protíná køivku, na ní¾ je zadána okrajoví
podmínka, tedy

x(0; c1; c2) = ' (� );

y(0; c1; c2) =  (� ):

Z tìchto rovnic vypoèítáme konstanty c1, c2 v závislosti na parametru � , tedy c1 = c1(� ), c2 = c2(� ). Toto
vyjádøení dosadíme do (1.4) a dostaneme soustavu dvou rovic pro dvì neznámés a � :

x = x
�
s; c1(� ); c2(� )

�
;

y = y
�
s; c1(� ); c2(� )

�
:

Tuto soustavu vyøe¹íme; zejména vyjádøíme� pomocí x a y, tj. � = � (x; y) a dosadíme do poslední z rovnic
(1.5). Tím dostaneme øe¹ení úlohy (1.1), (1.3) ve tvaru u(x; y) = f

�
� (x; y)

�
.

1.1.3 Quasilineární parciální diferenciální rovnice prvn ího øádu ve dvou nezávisle
promìnných

a(x; y; u)
@u
@x

+ b(x; y; u)
@u
@y

= c(x; y; u): (1.6)

Øe¹ením je opìt funkce u = u(x; y). Pøedpokládejme, ¾e toto øe¹ení je implicitnì dáno rovnicí F (x; y; u) = 0,
tedy

F
�
x; y; u(x; y)

�
= 0 :

Odtud dostaneme

d
dx

F
�
x; y; u(x; y)

�
=

@F
@x

+
@F
@u

@u
@x

= 0 ;
d
dy

F
�
x; y; u(x; y)

�
=

@F
@y

+
@F
@u

@u
@y

= 0 :

První z tìchto rovnic vynásobíme funkcí a, druhou z nich funkcí b, seèteme je a upravíme s vyu¾itím (1.6):

0 = a
@F
@x

+ b
@F
@y

+
@F
@u

�
a

@u
@x

+ b
@u
@y

�
= a

@F
@x

+ b
@F
@y

+ c
@F
@u

:

Pokud funkce x = x(s), y = y(s) a u = u(s) jsou øe¹ením následujícícharakteristické soustavy rovnic rovnice
(1.6)

x0 = a(x; y; u);

y0 = b(x; y; u);

u0 = c(x; y; u);

(1.7)

pak podle pøedchozí rovnosti platí

d
ds

F
�
x(s); y(s); u(s)

�
=

@F
@x

dx
ds

+
@F
@y

dy
ds

+
@F
@u

du
ds

=
@F
@x

a +
@F
@y

b+
@F
@u

c = 0 :
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Trajektorie systému autonomních obyèejných diferenciálních rovnic (1.7) | prostorové køivky | se nazývají
charakteristiky rovnice (1.6). Z provedeného výpoètu plyne, ¾e podél charakteristik je funkce F konstantní.

Nech» rovnice' 1(x; y; u) = c1 a ' 2(x; y; u) = c2 jsou implicitním popisem charakteristik rovnice (1.6)
(jednorozmìrné variety v tøírozmìrném prostoru) a � je libo volná diferencovatelná funkce dvou promìnných.
Pak funkce u = u(x; y) implicitnì zadaná rovnicí

�
�
' 1(x; y; u); ' 2(x; y; u)

�
= 0 (1.8)

je øe¹ením rovnice (1.6).

D.: Rovnici (1.8), v ní¾u pova¾ujeme za funkci promìnnýchx a y, derivujme parciálnì podle promìnné x:

0 =
@�
@'1

�
@'1
@x

+
@'1
@u

@u
@x

�
+

@�
@'2

�
@'2
@x

+
@'2
@u

@u
@x

�
=

=
@�
@'1

@'1
@x

+
@�
@'2

@'2
@x

+
�

@�
@'1

@'1
@u

+
@�
@'2

@'2
@u

�
@u
@x

:

Oznaèíme-liA =
@�
@'1

@'1
@u

+
@�
@'2

@'2
@u

, dostaneme z pøedchozí rovnosti

@u
@x

= �
1
A

�
@�
@'1

@'1
@x

+
@�
@'2

@'2
@x

�
:

Analogickým postupem bychom dostali

@u
@y

= �
1
A

�
@�
@'1

@'1
@y

+
@�
@'2

@'2
@y

�
:

Ponìvad¾ na charakteristikách platí

d
ds

' 1
�
x(s); y(s); u(s)

�
= 0 ;

d
ds

' 2
�
x(s); y(s); u(s)

�
= 0

dostaneme vzhledem k (1.7):

a
@u
@x

+ b
@u
@y

= �
1
A

�
@�
@'1

�
@'1
@x

a +
@'1
@y

b
�

+
@�
@'2

�
@'2
@x

a +
@'2
@y

b
��

=

= �
1
A

�
@�
@'1

�
@'1
@x

dx
ds

+
@'1
@y

dy
ds

�
+

@�
@'2

�
@'2
@x

dx
ds

+
@'2
@y

dy
ds

��
=

= �
1
A

�
@�
@'1

�
d
ds

' 1
�
x(s); y(s); u(s)

�
�

@'1
@u

du
ds

�
+

@�
@'2

�
d
ds

' 2
�
x(s); y(s); u(s)

�
�

@'2
@u

du
ds

��
=

=
1
A

�
@�
@'1

@'1
@u

+
@�
@'2

@'2
@u

�
du
ds

= c:

�

Nech»x = ' (� ), y =  (� ) je parametrický popis nìjaké rovinné køivky, a nech»f je reálná funkce se stejným
de�nièním oborem jako funkce ' ,  . Podmínka

u
�
' (� );  (� )

�
= f (� ) (1.9)

se nazýváokrajová podmínka pro rovnici (1.6). Okrajovou úlohu øe¹íme analogicky jako okrajovou úlohu (1.1),
(1.3):

Nech» charakteristiky rovnice (1.6) mají parametrické vyjádøení

x = x(s; c1; c2; c3);

y = y(s; c1; c2; c3);

u = u(s; c1; c2; c3);

(1.10)
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kde c1, c2, c3 jsou nìjaké konstanty. Má-li soustava rovnic

x(0; c1; c2; c3) = ' (� );

y(0; c1; c2; c3) =  (� );

u(0; c1; c2; c3) = f (� )

(1.11)

pro neznáméc1, c2, c3 øe¹eníc1 = c1(� ), c2 = c2(� ), c3 = c3(� ), dosadíme je do prvních dvou rovnic soustavy
(1.10):

x = x
�
s; c1(� ); c2(� ); c3(� )

�
;

y = y
�
s; c1(� ); c2(� ); c3(� )

�
:

Má-li tato soustava rovnic øe¹ení� = � (x; y), s = s(x; y), dosadíme je do tøetí z rovnic (1.10). Tím dostaneme
øe¹ení úlohy (1.6), (1.9) ve tvaru

u = u
�

s(x; y); c1
�
� (x; y)

�
; c2

�
� (x; y)

�
; c3

�
� (x; y)

� �
:

1.1.4 Obecná parciální diferenciální rovnice prvního øádu ve dvou nezávisle pro-
mìnných

Jedná se o rovnici

F
�

x; y; u;
@u
@x

;
@u
@y

�
= 0 ; (1.12)

kde F je reálná funkce pìti promìnných, u je (hledaná) funkce dvou promìnných, x, y jsou nezávisle promìnné.
Oznaème

p = ux =
@u
@x

; q = uy =
@u
@y

:

Pak rovnici (1.12) mù¾eme zapsat ve tvaru

F (x; y; u; p; q) = 0 :

Autonomní soustavu obyèejných diferenciálních rovnic

d
ds

x = Fp(x; y; u; p; q);

d
ds

y = Fq(x; y; u; p; q);

d
ds

u = pFp(x; y; u; p; q) + qFq(x; y; u; p; q); (1.13)

d
ds

p = � Fx (x; y; u; p; q) � pFu (x; y; u; p; q);

d
ds

q = � Fy (x; y; u; p; q) � qFu (x; y; u; p; q);

nazýváme charakteristická soustava rovnice(1.12), trajektorie jejího øe¹ení (køivky v prostoru R5) nazýváme
charakteristický pruh rovnice (1.12).

Nech» funkcex = x(s), y = y(s), u = u(s), p = p(s), q = q(s) jsou øe¹ením charakteristické soustavy (1.13).
Pak platí

d
ds

F =
d
ds

F
�
x(s); y(s); u(s); p(s); q(s)

�
= Fx

dx
ds

+ Fy
dy
ds

+ Fu
du
ds

+ Fp
dp
ds

+ Fq
dq
ds

=

= Fx Fp + Fy F q + Fu (pFp + qFq) � Fp(Fx + pFu ) � Fq(Fy + qFu ) = 0 :

To znamená, ¾e na charakteristickém pruhu je funkceF konstantní. Pokud tedy poèáteèní hodnoty øe¹ení
charakteristické soustavy (1.13) splòují podmínku

F
�
x(0); y(0); u(0); p(0); q(0)

�
= 0 ;
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pak køivka
�
x(s); y(s); u(s)

�
le¾í na grafu øe¹ení rovnice (1.12).

Nech»x = ' (� ), y =  (� ) je parametrický popis nìjaké rovinné køivky a f je reálná funkce se stejným
de�nièním oborem, jako funkce ' ,  . Rovnost

u
�
' (� );  (� )

�
= f (� ) (1.14)

se nazýváokrajová podmínka pro rovnici (1.12). Derivováním okrajové podmínky dostaneme rovnost, kterou
na ní musí splòovat funkcep a q,

df (� )
d�

=
d

d�
u

�
' (� );  (� )

�
= p

�
' (� );  (� )

� d' (� )
d�

+ q
�
' (� );  (� )

� d (� )
d�

:

Nech» nyníp0 = p0(� ), q0 = q0(� ) je øe¹ením soustavy dvou rovnic pro dvì neznámé

F
�
' (� );  (� ); f (� ); p0; q0) = 0 ;

p0
d' (� )

d�
+ q0

d (� )
d�

=
df (� )

d�
:

Øe¹ení charakteristické soustavy (1.13), které splòuje poèáteèní podmínky

x(0) = ' (� ); y(0) =  (� ); u(0) = f (� ); p(0) = p0; q(0) = q0

oznaèíme �
x(s; � ); y(s; � ); u(s; � ); p(s; � ); q(s; � )

�
:

Je-li s = s(x; y), � (x; y) øe¹ením soustavy rovnic

x = x(s; � );

y = y(s; � );

tj. parametry s, � vyjádøíme pomocí souøadnicx, y, pak funkce u de�novaná vztahem

u(x; y) = u
�
s(x; y); � (x; y)

�

je øe¹ením rovnice (1.12) s okrajovou podmínkou (1.14).

1.1.5 Quasilineární parciální diferenciální rovnice prvn ího øádu

Rovnici

a1(x1; : : : ; xn ; u)
@u(x1; : : : ; xn )

@x1
+ � � � + an (x1; : : : ; xn ; u)

@u(x1; : : : ; xn )
@xn

= f (x1; : : : ; xn ; u) ; (1.15)

kde a1; : : : ; an ; f jsou funkcen + 1 promìnných a u je (hledaná) funkcen promìnných, nazýváme quasilineární
parciální diferenciální rovnice prvního øádu; v pøípadì f � 0 homogenní, v opaèném nehomogenní. Pokud
funkce a1; : : : ; an nezávisí na poslední promìnné a funkcef závisí na poslední promìnné lineárnì, nazýváme
tuto rovnici lineární parciální diferenciální rovnice prvního øádu.

Soustavu obyèejných diferenciálních rovnic

d
ds

x1(s) = a1
�
x1(s); : : : ; xn (s); u(s)

�
;

...
d
ds

xn (s) = an
�
x1(s); : : : ; xn (s); u(s)

�
;

d
ds

u(s) = f
�
x1(s); : : : ; xn (s); u(s)

�
;

nazýváme (roz¹íøená) charakteristická soustava rovnice(1.15). Trajektorie
�
x1(s); : : : ; xn (s); u(s)

�
øe¹ení cha-

rakteristické soustavy (køivky v prostoru Rn +1 ) nazýváme charakteristiky rovnice (1.15).
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Buï D � Rn � 1 otevøená mno¾ina a

� = f (x1; : : : ; xn ) 2 Rn : x1 = ' 1(� 1; : : : ; � n � 1); : : : ; xn = ' n (� 1; : : : ; � n � 1); (� 1; : : : ; � n � 1) 2 Dg

regulární (n � 1)-rozmìrná nadplocha v n-rozmìrném prostoru Rn . Dále buï u0 = u0(� 1; : : : ; � n � 1) spojitá
funkce de�novaná na D. Podmínka

u(' 1(� 1; : : : ; � n � 1); : : : ; ' n (� 1; : : : ; � n � 1)) = u0(� 1; : : : ; � n � 1) ; (� 1; : : : ; � n � 1) 2 D (1.16)

se nazýváokrajová podmínkapro rovnici ( 1.15).
Jsou-li funkce a1; : : : ; an ; f diferencovatelné, pak charakteristická soustava s Cauchyovými podmínkami

x1(0) = ' 1(� 1; : : : ; � n � 1) ;
...

xn (0) = ' n (� 1; : : : ; � n � 1) ;

u(0) = u0(� 1; : : : ; � n � 1) ;

má pro ka¾dé (� 1; : : : ; � n � 1) 2 D jediné øe¹ení (podle Picardovy-Lindelöfovy vìty, viz napø. Kalas J., Ráb M.:
Obyèejné diferenciální rovnice, MU 2001, str. 64). Oznaèmetoto øe¹ení

�
 1(s; � 1; : : : ; � n � 1); : : : ;  n (s; � 1; : : : ; � n � 1);  n +1 (s; � 1; : : : ; � n � 1)

�
:

Platí
 1(0; � 1; : : : ; � n � 1) = ' 1(� 1; : : : ; � n � 1); : : : ;  n (0; � 1; : : : ; � n � 1) = ' n (� 1; : : : ; � n � 1) ;

 n +1 (0; � 1; : : : ; � n � 1) = u0(� 1; : : : ; � n � 1)

tedy

@ i
@�j

(0; � 1; : : : ; � n � 1) =
@'i
@�j

(� 1; : : : ; � n � 1) ; i = 1 ; 2; : : : ; n; j = 1 ; 2; : : : n � 1; pro ka¾dé (� 1; : : : ; � n � 1) 2 D

a dále
@ i
@s

(0; � 1; : : : ; � n � 1) = ai
�
' 1(� 1; : : : ; � n � 1); : : : ; ' n (� 1; : : : ; � n � 1); u0(� 1; : : : ; � n � 1)

�
:

Funkcemi  1; : : : ;  n je urèeno zobrazení 	 : R � D ! Rn . Jacobián J = J (� 1; : : : ; � n � 1) zobrazení 	 v bodì
(0; � 1; : : : ; � n � 1) je

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a1(' 1(� 1; : : : ; � n � 1); : : : ; ' n (� 1; : : : ; � n � 1) : : : an (' 1(� 1; : : : ; � n � 1); : : : ; ' n (� 1; : : : ; � n � 1)

@'1
@�1

(� 1; : : : ; � n � 1) : : :
@'n
@�1

(� 1; : : : ; � n � 1)

...
. . .

...

@'1
@�n � 1

(� 1; : : : ; � n � 1) : : :
@'n

@�n � 1
(� 1; : : : ; � n � 1)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Je-li J (� 1; : : : ; � n � 1) 6= 0 pro ka¾dé (� 1; : : : ; � n � 1) 2 D , existuje inversní zobrazení 	 � 1 : Rn ! R � D (podle
vìty o existenci inversního zobrazení, viz napø. Do¹lá Z., Do¹lý O.: Diferenciální poèet funkcí více promìnných,
MU 1999, str. 84).

Polo¾meu(x1; : : : ; xn ) =  n +1
�
	 � 1(x1; : : : ; xn )

�
. Pak u je øe¹ení úlohy (1.15), (1.16):

nX

k=1

ak
@u
@xk

=
nX

k=1

dxk

ds

0

@@u
@s

@s
@xk

+
n � 1X

j =1

@u
@�j

@�j
@xk

1

A =
@u
@s

nX

k=1

@s
@xk

dxk

ds
+

n � 1X

j =1

@u
@�j

nX

k=1

@�j
@xk

dxk

ds
=

=
@u
@s

@s
@s

+
n � 1X

j =1

@u
@�j

@�j
@s

=
du
ds

= f :

Toto øe¹ení je jediné.
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1.1.6 Kanonický tvar parciální diferenciální rovnice prvn ího øádu ve dvou nezá-
visle promìnných lineární v prvních derivacích

a(x; y)
@u
@x

+ b(x; y)
@u
@y

= f (x; y; u); (1.17)

funkce a, b jsou de�novány na mno¾inìG � R2, funkce f je de�nována na mno¾inìG � R, pro funkce a, b platí
a(x; y) 6= 0 6= b(x; y) pro (x; y) 2 G. Parciální rovnici ( 1.17) pøiøadíme její obyèejnoucharakteristickou rovnici

y0 =
b(x; y)
a(x; y)

; (1.18)

kde 0 oznaèuje obyèejnou derivaci podlex. Pøedpokládejme, ¾e charakteristická rovnice (1.18) má øe¹ení, které
lze implicitnì zapsat ve tvaru

' (x; y) = C; (1.19)

kde C je integraèní konstanta. Pak je ' x (x; y) + y0' y (x; y) = 0, tj.

a' x + b' y = 0 : (1.20)

Poznamenejme, ¾e charakteristická rovnice lineární homogenní rovnice ve dvou nezávisle promìnných (1.1)
je podílem jednotlivých rovnic charakteristické soustavy (1.2) této rovnice a tedy rovnost (1.19) vyjadøuje
charakteristiky rovnice (1.1) také ve smyslu oddílu 1.1.1.

Polo¾me
� = ' (x; y); � = y:

Pak � x � y � � y � x = ' x (x; y), tedy na mno¾inìH =
�

(x; y) 2 R2 : ' x (x; y) 6= 0
	

� G je zobrazení (�; � ) : H ! R2

prosté. Toto zobrazení na mno¾inìH transformuje rovnici ( 1.17) na rovnici

au� ' x + b(u� ' y + u� ) = f:

Tuto rovnici lze upravit na tvar
(a' x + b' y ) u� + bu� = f;

tak¾e vzhledem k (1.20) a pøedpokládané nenulovosti funkceb platí

u� (�; � ) = F (�; �; u );

kde F = f=b. Tato rovnice je kanonickým tvarem rovnice (1.17). Ponìvad¾ se v ní vyskytuje pouze jedna
parciální derivace, lze ji pova¾ovat za rovnici obyèejnou takovou, ¾e hledaná funkceu je funkcí jedné nezávisle
promìnné � a závisí na parametru� .

1.2 Parciální diferenciální rovnice druhého øádu lineární ve druhých
derivacích

Jedná se o rovnici
nX

i;j =1

aij (x )
@2u(x )
@xi @xj

= F
�

x ; u(x );
@u(x )
@x1

; : : : ;
@u(x )
@xn

�
; (1.21)

kde x = ( x1; x2; : : : ; xn ) je n-tice nezávisle promìnných, u je (hledaná) funkce n promìnných, aij , i; j =
1; 2; : : : ; n jsou funkce n promìnných takové, ¾e jejich de�nièní obory mají neprázdnýprùnik D � Rn a platí
aij (x ) = aji (x ) pro v¹echna x 2 D a v¹echny dvojice indexù i; j . Pøitom pøedpokládáme, ¾e pro alespoò jednu
dvojici indexù i; j platí aij 6� 0. Funkce F na pravé stranì rovnice je nìjaká funkce 2n + 1 promìnných.

Buï x 0 2 D libovolný bod. Pak A = ( aij (x 0)) je symetrická matice typu n � n. Takovou maticí je de�nována
kvadratická forma 	 : Rn ! R,

	( y1; y2; : : : ; yn ) = ( y1; y2; : : : ; yn ) A (y1; y2; : : : ; yn )T =
nX

i;j =1

aij (x 0)yi yj :
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Platí Sylvesterùv [1814 { 1897] zákon setrvaènosti kvadratických forem: Existuje regulární matice B typu n � n
a jednoznaènì urèená pøirozená èíslak; m; 0 � k � m � n taková, ¾e po transformaci

(y1; y2; : : : ; yn )T = ( � 1; � 2; : : : ; � n )B

má kvadratická forma 	 kanonický tvar
kP

i =1
� 2

i �
mP

i = k+1
� 2

i : (Pøitom klademe
qP

i = p
� i = 0 pro p = q + 1.)

Rovnice (1.21) se nazývá
eliptická m = n a k 2 f 0; ng,

hyperbolická m = n a k 2 f 1; n � 1g,
ultrahyperbolická v bodì x 0 2 D, jestli¾e m = n a 2 � k � n � 2,

parabolická m < n ,
parabolická v u¾¹ím smyslu m = n � 1 a k = 0, nebo k = m = n � 1.

Rovnice (1.24) se nazýváeliptická, hyperbolická, .. . v otevøené mno¾inìG � D , je-li eliptická, hyperbolická, . . .
v ka¾dém bodìx 2 G.

Oznaème� ij prvky matice B . Transformaci pøevádìjící kvadratickou formu 	 na kanonic ký tvar tedy mù-
¾eme zapsat jako

yi =
nX

p=1

� p � pi ; i = 1 ; 2; : : : ; n

a transformaci kvadratické formy 	 pøepsat ve tvaru

nX

i;j =1

aij (x 0)yi yj =
nX

i;j =1

aij (x 0)
nX

p=1

� p� pi

nX

q=1

� q� qj =
nX

i;j;p;q =1

aij (x 0)� pi � qj � p � q =
kX

i =1

� 2
i �

mX

i = k+1

� 2
i : (1.22)

Nyní budeme v rovnici (1.21) transformovat nezávisle promìnné. Nové nezávisle promìnné � 1; � 2; : : : ; � n de�nu-
jeme vztahy

� i =
nX

p=1

� ip xp; i = 1 ; 2; : : : ; n: (1.23)

Pak je
@�i
@xj

= � ij a s vyu¾itím øetìzového pravidla pro pro derivaci slo¾ené funkce postupnì dostaneme

@u
@xi

=
nX

p=1

@�p
@xi

@u
@�p

=
nX

p=1

� pi
@u
@�p

;

@2u
@xi @xj

=
nX

p=1

� pi
@

@xj

@u
@�p

=
nX

p=1

� pi

nX

q=1

@�q
@xj

@2u
@�p@�q

=
nX

p=1

� pi

nX

q=1

� qj
@2u

@�p@�q
=

nX

p;q=1

� pi � qj
@2u

@�p@�q
:

Levá strana rovnice (1.21) se tedy v bodì x = x 0 transformuje na tvar

nX

i;j =1

aij (x 0)
@2u(x )
@xi @xj

=
nX

i;j =1

aij (x 0)
nX

p;q=1

� pi � qj
@2u

@�p@�q
=

nX

i;j;p;q =1

aij (x 0)� pi � qj
@2u

@�p@�q
:

Porovnáním s rovností (1.22) vidíme, ¾e transformace (1.23) nezávisle promìnných pøevádí levou stranu parciální
diferenciální rovnice (1.21) v bodì x = x 0 na tvar

kX

i =1

@2u
@�2i

�
mX

i = k+1

@2u
@�2i

;

tento tvar rovnice se nazývákanonický v bodì x 0.

Pokud je funkce F na pravé stranì rovnice (1.21) tvaru

F
�

x ; u(x );
@u(x )
@x1

; : : : ;
@u(x )
@xn

�
= f (x ) � c(x )u(x ) �

nX

i =1

bi (x )
@u(x )
@xi

;
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kde bi , c, f , i = 1 :2; : : : ; n jsou funkcen promìnných takové, ¾e de�nièní obor ka¾dé z nich má neprázdný prùnik
se spoleènou èástíD de�nièních oborù funkcí aij , pak mù¾eme rovnici (1.21) pøepsat na tvar

nX

i;j =1

aij (x )
@2u(x )
@xi @xj

+
nX

i =1

bi (x )
@u(x )
@xi

+ c(x )u(x ) = f (x ) : (1.24)

Tuto rovnici nazýváme lineární parciální diferenciální rovnice druhého øádu; v pøípadì f � 0 homogenní,
v opaènémnehomogenní.

Pro homogenní lineární rovnici platí princip superpozice: Je-li � libovolná konstanta a u1, u2 jsou øe¹ení
rovnice

nX

i;j =1

aij (x )
@2u(x )
@xi @xj

+
nX

i =1

bi (x )
@u(x )
@xi

+ c(x )u(x ) = 0 ;

pak také �u 1 a u1 + u2 jsou øe¹ením této rovnice. (Platnost tohoto tvrzení lze ovìøit pøímým dosazením.)
Funkce u � 0 je zøejmì také øe¹ením této rovnice. Odtud plyne, ¾e mno¾ina v¹ech øe¹ení homogenní rovnice
tvoøí vektorový prostor.

1.3 Kanonický tvar parciální diferenciální rovnice druhéh o øádu ve
dvou nezávisle promìnných lineární ve druhých derivacích

A(x; y)uxx + 2 B (x; y)uxy + C(x; y)uyy = F (x; y; u; ux ; uy ) ; (1.25)

pro funkce A; B; C platí jA(x; y)j + jB (x; y)j + jC(x; y)j > 0 pro v¹echna (x; y) z prùniku de�nièních oborù
funkcí A, B a C. Uva¾ujme kvadratickou formu 	( r; s) = Ar 2 + 2 Brs + Cs2.

Pokud A 6= 0, platí

Ar 2 + 2 Brs + Cs2 = A
�

r +
B
A

s
� 2

�
B 2

A
s2 + Cs2 = A

�
r +

B
A

s
� 2

�
1
A

(B 2 � AC )s2 ;

pokud C 6= 0, platí

Ar 2 + 2 Brs + Cs2 = C
�

s +
B
C

r
� 2

�
B 2

C
r 2 + Ar 2 = C

�
s +

B
C

r
� 2

�
1
C

(B 2 � AC )r 2 ;

pokud A = C = 0, pak B 6= 0 a platí

Ar 2 + 2 Brs + Cs2 = 2 Brs =
B
2

(r + s)2 �
B
2

(r � s)2 :

Odtud plyne: Je-li pro ka¾dé (x; y) z otevøené mno¾inyG � D
(B (x; y))2 � A(x; y)C(x; y) > 0 hyperbolická
(B (x; y))2 � A(x; y)C(x; y) = 0 pak rovnice (1.25) je parabolická v G
(B (x; y))2 � A(x; y)C(x; y) < 0 eliptická

1.3.1 Transformace rovnice ( 1.25)

Buïte ';  : G ! R takové funkce, ¾e' x (x; y) y (x; y) � ' y (x; y) x (x; y) 6= 0 pro v¹echna (x; y) 2 G. Pak
transformace

� = ' (x; y) ; � =  (x; y) (1.26)

bijektivnì zobrazí mno¾inu G na otevøenou mno¾inu a rovnici (1.25) transformuje na tvar (vyu¾íváme formule
pro druhé parciální derivace slo¾ené funkce)

a(�; � )u�� + 2 b(�; � )u�� + c(�; � )u�� = ~F (�; �; u; u � ; u� ) ; (1.27)
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kde

a = A' 2
x + 2 B' x ' y + C' 2

y = ' 2
y

 

A
�

�
' x

' y

� 2

� 2B
�

�
' x

' y

�
+ C

!

;

b = A' x  x + B (' x  y + ' y  x ) + C' y  y ;

c = A 2
x + 2 B x  y + C 2

y =  2
y

 

A
�

�
 x

 y

� 2

� 2B
�

�
 x

 y

�
+ C

!

;

(1.28)

naznaèenou úpravu výrazu pro funkcea neboc lze samozøejmì provést pouze v pøípadì, ¾e' y 6= 0 nebo  y 6= 0.
Pøi hledání inversní transformace k transformaci (1.26) øe¹íme soustavu rovnic (1.26) pro neznámé x; y.

Pøitom první z rovnic je implicitnì dána funkce y1 = y1(x), pro její¾ derivaci platíy0
1 = �

' x

' y
, a druhou z rovnic

je implicitnì dána funkce y2 = y2(x), pro její¾ derivaci platí y0
2 = �

 x

 y
(podle vzorce pro derivaci implicitnì

zadané funkce, viz napø. Do¹lá Z., Do¹lý O.: Diferenciální poèet funkcí více promìnných, MU 1999, str. 96).

1.3.2 Charakteristiky rovnice ( 1.25)

Obyèejná diferenciální rovnice v implicitním tvaru (nerozøe¹ená vzhledem k derivaci)

A(x; y)y02 � 2B (x; y)y0+ C(x; y) = 0 (1.29)

se nazývácharakteristická rovnice parciální diferenciální rovnice (1.25). Její øe¹ení se nazývajícharakteristiky.
Z pøedchozích úvah je vidìt, ¾e platí: Je-li rovnice (1.25) hyperbolická, má dvì jednoparametrické mno¾iny

charakteristik, které jsou øe¹eními obyèejných diferenciálních rovnic

y0 =
B (x; y) +

p
(B (x; y))2 � A(x; y)C(x; y)

A(x; y)
a y0 =

B (x; y) �
p

(B (x; y))2 � A(x; y)C(x; y)
A(x; y)

: (1.30)

Je-li rovnice (1.25) parabolická, má jednu jednoparametrickou mno¾inu charakteristik, která je øe¹ením obyèejné
diferenciální rovnice

y0 =
B (x; y)
A(x; y)

: (1.31)

Je-li rovnice (1.25) eliptická, nemá reálné charakteristiky.

1.3.3 Kanonický tvar hyperbolické rovnice

Jsou-li ' (x; y) = C1 a  (x; y) = C2 implicitní popisy øe¹ení rovnic (1.30) (tedy charakteristiky rovnice ( 1.25),

pak �
' x

' y
a �

 x

 y
jsou koøeny charakteristické rovnice (1.29), tak¾e v (1.28) dostanemea = c = 0. Kanonický

tvar hyperbolické rovnice (1.25) je
u�� = F1(�; �; u; u � ; u� ) :

1.3.4 Kanonický tvar parabolické rovnice

V tomto pøípadì je B 2 = AC . Je-li  (x; y) = C implicitní popis øe¹ení rovnice (1.31) a ' (x; y) je libovolná

funkce nezávislá na funkci , pak �
 x

 y
=

B
A

, tj.  x = �
B
A

 y , a �
 x

 y
je koøenem charakteristické rovnice (1.29).

V rovnostech (1.28) tedy dostanemec = 0 a

b = � B' x  y + B
�

' x  y �
B
A

' y  y

�
+ C' y  y =

�
C �

B 2

A

�
' y  y =

AC � B 2

A
' y  y = 0 :

Kanonický tvar parabolické rovnice (1.25) je

u�� = F2(�; �; u; u � ; u� ) :
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1.3.5 Kanonický tvar eliptické rovnice

Eliptická rovnice ( 1.25) nemá reálné charakteristiky. Pro její transformaci zavedeme nejprve oznaèení

� (x; y) =
B (x; y)
A(x; y)

; � (x; y) =

q
A(x; y)C(x; y) �

�
B (x; y)

� 2

A(x; y)
:

Dále nech» �(x; y) = C1, resp. 	( x; y) = C2, je implicitní popis øe¹ení rovnice

y0 = � (x; y) + i � (x; y); resp. y0 = � (x; y) � i� (x; y):

To znamená, ¾e

�
� x

� y
= � + i �; �

	 x

	 y
= � � i�:

Polo¾íme

� = ' =
1
2

(� + 	) ; � =  =
1
2i

(� � 	) :

Pak platí

' x =
1
2

(� x + 	 x ) =
1
2

(� � � y � i� � y � � 	 y + i � 	 y ) =
1
2i

� (� y � 	 y ) �
1
2

� (� y + 	 y ) = � y � �' y ;

 x =
1
2i

(� x � 	 x ) =
1
2i

(� � � y � i� � y + � 	 y � i� 	 y ) = �
1
2i

� (� y � 	 y ) �
1
2

� (� y + 	 y ) = � � y � �' y :

Dosazením tìchto vyjádøení do rovností (1.28) dostaneme

a = A' 2
x + 2 B' x ' y + C' 2

y = A
�
� 2 2

y � 2��' y  y + � 2' 2
y

�
+ 2 B

�
�' y  y � �' 2

y

�
+ C' 2

y =

= ( A� 2 � 2B� + C)' 2
y + A� 2 2

y + 2 � (B � A� )' y  y =

=
�

B 2

A
� 2

B 2

A
+ C

�
' 2

y +
AC � B 2

A
 2

y + 2 � (B � B )' y  y =
AC � B 2

A

�
' 2

y +  2
y

�
;

b = A' x  x + B (' x  y + ' y  x ) + C' y  y =

= � A
�
�� 2

y � � 2' y  y + � 2 y ' y � ��' 2
y

�
+ B

�
� 2

y � �' y  y � �' y  y � �' 2
y

�
+ C' y  y =

= ( A� � B )�' 2
y + ( B � A� )� 2

y +
�
A� 2 � A� 2 � 2B� + C

�
' y  y =

= ( B � B )
�
�' 2

y � � 2
y

�
+

�
B 2

A
�

AC � B 2

A
�

2B 2

A
+

AC
A

�
' y  y = 0 ;

c = A 2
x + 2 B x  y + C 2

y = A
�
� 2 2

y + 2 �� y ' y + � 2 ' 2
y

�
� 2B

�
� 2

y + �' y  y
�

+ C 2
y =

= A� 2 ' 2
y +

�
A� 2 � 2B� + C

�
 2

y + 2 � (A� � B )' y  y =

=
AC � B 2

A
' 2

y +
�

B 2

A
� 2

B 2

A
+ C

�
 2

y + 2 � (B � B )' y  y =
AC � B 2

A

�
' 2

y +  2
y

�
;

tedy a = c, b = 0. Kanonický tvar eliptické rovnice ( 1.25) je

u�� + u�� = F3(�; �; u; u � ; u� ) :

1.3.6 Kanonický tvar lineární parciální diferenciální rov nice druhého øádu ve dvou
nezávisle promìnných s konstantními koe�cienty

auxx + 2 buxy + cuyy = dux + euy + fu + g(x; y) ; (1.32)
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kde a; b; c; d; e; f 2 R a g : R2 ! R. Vý¹e popsané transformace pøevedou tuto rovnici na nìkterý z tvarù

u�� = d1u� + e1u� + f 1u + g1(�; � ) ; pokud b2 � ac > 0;

u�� = d2u� + e2u� + f 2u + g2(�; � ) ; pokud b2 � ac = 0 ;

u�� + u�� = d3u� + e3u� + f 3u + g3(�; � ) ; pokud b2 � ac < 0:

(1.33)

Zavedeme novou neznámou funkciv vztahem

u = v e�� + �� ;

kde �; � jsou zatím neurèené konstanty. Pak je

u� = e �� + �� (�v + v� ) ; u�� = e �� + �� (� 2v + 2 �v � + v�� ) ;

u� = e �� + �� (�v + v� ) ; u�� = e �� + �� (��v + �v � + �v � + v�� ) ;

u�� = e �� + �� (� 2v + 2 �v � + v�� ) :

Dosadíme do rovnic (1.33) a vykrátíme výrazem e�� + �� 6= 0:

v�� = ( d1 � � )v� + ( e1 � � )v� + ( d1� + e1� � �� + f 1)v + ~g1(�; � ) pro hyperbolickou rovnici;

v�� = ( d2 � 2� )v� + e2v� + ( d2� + e2� � � 2 + f 2)v + ~g2(�; � ) pro parabolickou rovnici;

v�� + v�� = ( d3 � 2� )v� + ( e3 � 2� )v� + ( d3� + e3� � � 2 � � 2 + f 3)v + ~g3(�; � ) pro eliptickou rovnici :

Konstanty �; � zvolíme tak, aby pravé strany byly co nejjednodu¹¹í. Konkrétnì:

� Pro hyperbolickou rovnici � = d1; � = e1. Dostaneme

v�� = ( e1d1 + f 1)v + ~g1(�; � ) :

� Pro parabolickou rovnici � =
d2

2
; � = �

4f 2 + d2
2

4e2
. Dostaneme

v�� = e2v� + ~g2(�; � ) :

� Pro eliptickou rovnici � =
d3

2
; � =

e3

2
. Dostaneme

v�� + v�� =
d2

3 + e2
3 + 4 f 3

4
v + ~g3(�; � ) :

1.4 Poèáteèní úloha pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezáv isle
promìnných

1.4.1 Øe¹ení poèáteèní úlohy pro homogenní hyperbolickou r ovnici ve dvou nezá-
visle promìnných (kmity nekoneèné struny)

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (�1 ; 1 ) ; (1.34)

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (�1 ; 1 ) ; (1.35)

kde a > 0, funkce ' je dvakrát diferencovatelná a funkce je diferencovatelná.
Charakteristická rovnice parciální rovnice (1.34) je x02 � a2 = 0, tedy x0 = � a, z èeho¾x(t) = � at + const.

Transformací
� = x � at ; � = x + at

pøejde rovnice (1.34) na tvar
u�� (�; � ) = 0 :
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Odtud plyne, ¾eu� nezávisí na� , tedy
u� (�; � ) = f (� ) :

Tuto rovnici zintegrujeme podle � a dostaneme

u(�; � ) = F (� ) + G(� ) ;

kde F je funkce primitivní k f a G je libovolná funkce. Zpìtnou transformací tedy dostaneme øe¹ení rovnice
(1.34) ve tvaru

u(t; x ) = F (x � at) + G(x + at) ; (1.36)

kde F; G jsou libovolné dvakrát diferencovatelné funkce. Urèíme jetak, aby byly splnìny poèáteèní podmínky
(1.35), tedy

F (x) + G(x) = ' (x) ; � aF 0(x) + aG0(x) =  (x) :

Druhou z tìchto rovností pøepí¹eme na tvar
�
F (x) � G(x)

� 0
= �

 (x)
a

a integrujeme. Dostaneme

F (x) � G(x) �
�
F (x0) � G(x0)

�
= �

1
a

xZ

x 0

 (� )d� ;

kde x0 je nìjaké èíslo. Øe¹íme tedy soustavu rovnic

F (x) + G(x) = ' (x) ;

F (x) � G(x) = F (x0) � G(x0) �
1
a

xZ

x 0

 (� )d�

a dostaneme

F (x) =
1
2

' (x) �
1
2a

xZ

x 0

 (� )d� +
F (x0)

2
�

G(x0)
2

; G(x) =
1
2

' (x) +
1
2a

xZ

x 0

 (� )d� �
F (x0)

2
+

G(x0)
2

:

Dosazením do (1.36) nyní dostaneme øe¹ení úlohy (1.34), (1.35) ve tvaru

u(t; x ) =
' (x � at) + ' (x + at)

2
+

1
2a

x + atZ

x � at

 (� )d� :

Poslední formule se nazývád'Alembertùv vzorec.

1.4.2 Øe¹ení poèáteèní úlohy pro homogenní hyperbolickou r ovnici ve dvou nezá-
visle promìnných s obecným poèátkem

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) ; (t; x ) 2 (�; 1 ) � (�1 ; 1 ) ; (1.37)

u(�; x ) = ' (x) ; ut (�; x ) =  (x) ; x 2 (�1 ; 1 ) ; (1.38)

kde a > 0, � 2 R, funkce ' je dvakrát diferencovatelná a funkce je diferencovatelná.
Transformací � = t � � tato úloha pøejde na

u� � (�; x ) = a2uxx (�; x ) ; (�; x ) 2 (0; 1 ) � (�1 ; 1 ) ;

u(0; x) = ' (x) ; u� (0; x) =  (x) ; x 2 (�1 ; 1 ) :

Podle 1.4.1 má tato úloha øe¹ení

u(�; x ) =
1
2

(' (x � a� ) + ' (x + a� )) +
1
2a

x + a�Z

x � a�

 (� )d� ;

tak¾e øe¹ení úlohy (1.37), (1.38) je

u(t; x ) =
' (x � a(t � � )) + ' (x + a(t � � ))

2
+

1
2a

x + a( t � � )Z

x � a( t � � )

 (� )d� :
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1.4.3 Øe¹ení poèáteèní úlohy pro nehomogenní hyperbolicko u rovnici ve dvou
promìnných s homogenní poèáteèní podmínkou (buzené kmity n ekoneèné
struny)

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (�1 ; 1 ) ; (1.39)

u(0; x) = 0 ; ut (0; x) = 0 ; x 2 (�1 ; 1 ) ; (1.40)

kde a > 0 a funkcef je spojitá.
Tato úloha popisuje kmity struny, která je na poèátku v klidu a v rovnová¾né poloze. Kmity jsou bu-

zené pùsobením vnìj¹í síly f . Mù¾eme si tak pøedstavit, ¾e od poèátku se v prùbìhu postupnì þnasèítajíÿ
neboþnaintegrujíÿ vlivy síly f . Tedy, ¾e øe¹ení je tvaru

u(t; x ) =

tZ

0

w(t; x; � )d�:

Tato my¹lenka se nazýváDuhamelùv princip. Platí

u(0; x) = 0 ; a ut (t; x ) = w(t; x; t ) +

tZ

0

wt (t; x; � )d� :

Ke splnìní podmínky ut (0; x) = 0 staèí, aby pro v¹echna � > 0 funkce w = w(t; x; � ) splòovala

w(�; x; � ) = 0 : (1.41)

Dále platí

@2

@t2
u(t; x ) =

@
@t

0

@w(t; x; t ) +

tZ

0

wj 1(t; x; � )d�

1

A =
@
@t

0

@0 +

tZ

0

wj 1(t; x; � )d�

1

A =

= wj 1(t; x; t ) +

tZ

0

wj 1;1(t; x; � )d� ;

@2

@x2
u(t; x ) =

tZ

0

wj 2;2(t; x; � )d� :

Má platit utt (t; x ) � a2uxx (t; x ) = f (t; x ), tedy f (t; x ) = wj 1(t; x; t ) +
tR

0

�
wj 1;1(t; x; � ) � a2wj 2;2(t; x; � )

�
d� :

Poslední rovnice bude splnìna napøíklad pro funkciw = w(t; x; � ), která splòuje pro ka¾dé� > 0

wtt (t; x; � ) = a2wxx (t; x; � ) ; (t; x ) 2 (�; 1 ) � (�1 ; 1 ) ; (1.42)

wt (�; x; � ) = f (�; x ) ; x 2 (�1 ; 1 ) : (1.43)

Podle 1.4.2 je øe¹ení úlohy (1.42), (1.41), (1.43) dáno formulí

w(t; x; � ) =
1
2a

x + a( t � � )Z

x � a( t � � )

f (�; � )d� ;

tak¾e øe¹ení úlohy (1.39), (1.40) je

u(t; x ) =
1
2a

tZ

0

0

B
@

x + a( t � � )Z

x � a( t � � )

f (�; � )d�

1

C
A d� :
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Dvojnásobný integrál na pravé stranì rovnosti je nìkdy u¾iteèné vyjádøit jako integrál dvojný, tj.

tZ

0

0

B
@

x + a( t � � )Z

x � a( t � � )

f (�; � )d�

1

C
A d� =

ZZ




f (�; � )d� d�;

kde


 =
�

(�; � ) 2 R2 : 0 < � < t; x � (a(t � � ) < � < x + a(t � � )
	

=

=
�

(�; � ) 2 R2 : x � t < � < x + t; 0 < � < t � j � � xj
	

:

1.4.4 Øe¹ení obecné poèáteèní úlohy pro hyperbolickou rovn ici ve dvou nezávisle
promìnných

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (�1 ; 1 ) ; (1.44)

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (�1 ; 1 ) ; (1.45)

kde a > 0, funkce ' je dvakrát diferencovatelná, funkce je diferencovatelná a funkcef je spojitá.
Pøímým výpoètem ovìøíme, ¾e je-liv = v(t; x ) øe¹ením úlohy (1.34), (1.35) a w = w(t; x ) je øe¹ením úlohy

(1.39), (1.40), pak u = u(t; x ) = v(t; x ) + w(t; x ) je øe¹ením úlohy (1.44), (1.45). Podle 1.4.1 a 1.4.3 je øe¹ení
dané úlohy

u(t; x ) =
' (x � at) + ' (x + at)

2
+

1
2a

x + atZ

x � at

 (� )d� +
1
2a

tZ

0

0

B
@

x + a( t � � )Z

x � a( t � � )

f (�; � )d�

1

C
A d� :

Zavedeme-li funkci

G = G(x; �; t ) =

8
><

>:

1
2a

; x � at < � < x + at;

0; jinak;

mù¾eme øe¹ení úlohy (1.44), (1.45) zapsat v kompaktnìj¹ím tvaru

u(t; x ) = 1
2

�
' (x � at) + ' (x + at)

�
+

1R

�1
 (� )G(x; �; t )d� +

tR

0

 
1R

�1
f (�; � )G(x; �; t � � )d�

!

d�:

Funkce G má derivaci podle èasu ve smyslu distribucí, sr. DodatekA.3. Øe¹ení úlohy (1.44), (1.45) proto mù¾eme
také vyjádøit jako

u(t; x ) =

1Z

�1

0

@' (� )
@
@t

G(x; �; t ) +  (� )G(x; �; t ) +

tZ

0

f (�; � )G(x; �; t � � )d�

1

A d�:

Jednoznaènost øe¹ení úlohy (1.44), (1.45)

Jsou-li u1 = u1(t; x ) a u2 = u2(t; x ) øe¹ení úlohy (1.44), (1.45), pak u0 = u0(t; x ) = u1(t; x ) � u2(t; x ) je øe¹ením
homogenní rovnice (1.34) s nulovými poèáteèními podmínkami (1.40). Analogicky jako v 1.4.1 uká¾eme, ¾e

u0(t; x ) = F (x � at) + G(x + at)

a pro funkce F , G platí

F (x) + G(x) = 0 ; neboli G(x) = � F (x) ;

F 0(x) � G0(x) = 0 ; neboli G(x) = F (x) + const

pro v¹echna x 2 R. Odtud jednak plyne, ¾eF (x) � const a dále

u0(t; x ) = F (x � at) + G(x + at) = F (x � at) � F (x + at) � const � const = 0 :

Tedy u1 � u2.
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1.4.5 Øe¹ení hyperbolické rovnice ve dvou nezávisle promìn ných s obecnými po-
èáteèními podmínkami a s jednou okrajovou podmínkou

Podmínka Dirichletova typu (kmity nekoneèné struny upevnì né na jednom konci, odraz vlny na
pevném konci)

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; 1 ) ; (1.46)

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (0; 1 ) ; (1.47)

u(t; 0) = 0 ; t 2 (0; 1 ) ; (1.48)

kde a > 0, funkce ' je dvakrát diferencovatelná, funkce je diferencovatelná a platí

lim
x ! 0+

' (x) = 0 ; lim
x ! 0+

 (x) = 0 :

De�nujme liché roz¹íøení funkcí ';  ; f (t; �):

~' (x) =

(
' (x); x � 0

� ' (� x); x < 0
; ~ (x) =

(
 (x); x > 0

�  (� x); x < 0
; ~f (t; x ) =

(
f (t; x ); x > 0

� f (t; � x); x < 0
;

tj. ~' (x) = ' (jxj) sgnx, ~ (x) =  (jxj) sgnx, ~f (t; x ) = f (t; jxj) sgnx.
Øe¹ení úlohy (1.46), (1.47), (1.48) je

u(t; x ) =
~' (x � at) + ~' (x + at)

2
+

1
2a

x + atZ

x � at

~ (� )d� +
1

2a

tZ

0

0

B
@

x + a( t � � )Z

x � a ( t � � )

~f (�; � )d�

1

C
A d� =

=
' (jx � atj) sgn(x � at) + ' (x + at)

2
+

1
2a

x + atZ

x � at

 (j� j) sgn(� )d� +
1
2a

tZ

0

0

B
@

x + a( t � � )Z

x � a ( t � � )

f (�; j� j) sgn(� )d�

1

C
A d� =

=
' (jx � atj) sgn(x � at) + ' (x + at)

2
+

1
2a

x + atZ

j x � at j

 (� )d� +
1
2a

tZ

0

0

B
@

x + a( t � � )Z

j x � a ( t � � ) j

f (�; � )d�

1

C
A d� :

V tomto pøípadì mù¾eme na mno¾inì [0; 1 )3 de�novat funkci G pøedpisem

G(x; �; t ) =

8
><

>:

1
2a

; jx � atj < � < x + at;

0; jinak

a øe¹ení úlohy (1.46), (1.47), (1.48) zapsat ve tvaru

u(t; x ) =
' (jx � atj) sgn(x � at) + ' (x + at)

2
+

1Z

0

 (� )G(x; �; t )d� +

tZ

0

1Z

0

f (�; � )G(x; �; t � � )d� d�:

Øe¹ení úlohy (1.46), (1.47) s nenulovou okrajovou podmínkou

u(t; 0) = � (t) ; t 2 (0; 1 ) ; (1.49)

kde � je dvakrát diferencovatelná funkce splòující podmínku lim
t ! 0+

� (t) = lim
x ! 0+

' (x), je tvaru

u(t; x ) = v(t; x ) + � (t);

kde funkcev je øe¹ením úlohy

vtt (t; x ) = a2vxx (t; x ) + f (t; x ) � � 00(t) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; 1 ) ;

v(0; x) = ' (x) � � (0+) ; vt (0; x) =  (x) � � 0(0+) ; x 2 (0; 1 ) ;

v(t; 0) = 0 ; t 2 (0; 1 ) ;

pøitom � (0+) = lim
t ! 0+

� (t), � 0(0+) = lim
t ! 0+

� 0(t).
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Podmínka Neumannova typu (odraz vlny na volném konci)

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; 1 ) ; (1.50)

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (0; 1 ) ; (1.51)

ux (t; 0) = 0 ; t 2 (0; 1 ) ; (1.52)

kde a > 0, funkce ' je dvakrát diferencovatelná, funkce je diferencovatelná a pro jejich derivace platí

lim
x ! 0+

' 0(x) = 0 ; lim
x ! 0+

 0(x) = 0 :

Nyní zavedeme sudé roz¹íøení funkcí';  ; f (t; �)

~' (x) = ' (jxj) ; ~ (x) =  (jxj) ; ~f (t; x ) = f (t; jxj) ;

a dostaneme øe¹ení úlohy (1.50), (1.51), (1.52) ve tvaru

u(t; x ) =
' (jx � atj) + ' (x + at)

2
+

1
2a

x + atZ

x � at

 (j� j)d� +
1
2a

tZ

0

0

B
@

x + a( t � � )Z

x � a( t � � )

f (�; j� j)d�

1

C
A d� :

V tomto pøípadì mù¾eme de�novat na mno¾inì [0; 1 )3 funkci G pøedpisem

G(x; �; t ) =

8
>>>>><

>>>>>:

1
2a

; jx � atj < � < x + at;

1
a

; x � at < 0 < � < at � x;

0; jinak

a øe¹ení úlohy (1.50), (1.51), (1.52) zapsat ve tvaru

u(t; x ) =
' (jx � atj) + ' (x + at)

2
+

1Z

0

 (� )G(x; �; t )d� +

tZ

0

1Z

0

f (�; � )G(x; �; t � � )d� d�:

Øe¹ení úlohy (1.50), (1.51) s nenulovou okrajovou podmínkou

ux (t; 0) = � (t) ; t 2 (0; 1 ) ; (1.53)

kde � je dvakrát diferencovatelná funkce splòující podmínku lim
t ! 0+

� (t) = lim
x ! 0+

' 0(x), lim
t ! 0+

� 0(t) = lim
x ! 0+

 0(x),

je tvaru

u(t; x ) = v(t; x ) + x� (t);

kde funkcev je øe¹ením úlohy

vtt (t; x ) = a2vxx (t; x ) + f (t; x ) � x� 00(t) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; 1 ) ;

v(0; x) = ' (x) � x� (0) ; vt (0; x) =  (x) � x� 0(0) ; x 2 (0; 1 ) ;

vx (t; 0) = 0 ; t 2 (0; 1 ) ;

pokud by nìkterá z funkcí � , � 0, nebyla pro t = 0 de�novaná, vezmeme místo funkèních hodnot pøíslu¹nou
limitu zprava.
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1.4.6 Øe¹ení hyperbolické rovnice ve dvou nezávisle promìn ných s obecnými poèá-
teèními podmínkami a s okrajovými podmínkami Dirichletova typu (kmity
koneèné struny upevnìné na obou koncích)

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ; (1.54)

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (0; `) ; (1.55)

u(t; 0) = u(t; ` ) = 0 ; t 2 (0; 1 ) ; (1.56)

kde a > 0, funkce ' je dvakrát diferencovatelná, funkce je diferencovatelná a platí

' (0) = ' (`) =  (0) =  (`) = 0 :

De�nujme spojité 2 `-periodické liché roz¹íøení funkcí';  ; f (t; �). Toto roz¹íøení je dáno sinovými øadami

~' (x) =
2
`

1X

n =1

0

@
`Z

0

' (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x ;

~ (x) =
2
`

1X

n =1

0

@
`Z

0

 (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x ;

~f (t; x ) =
2
`

1X

n =1

0

@
`Z

0

f (t; � ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x ;

S vyu¾itím souètových vzorcù sin(� � � ) + sin( � + � ) = 2 sin � cos� a cos(� � � ) � cos(� + � ) = 2 sin � cos�
dostaneme

1
2

( ~' (x � at) + ~' (x + at)) =
1
`

1X

n =1

0

@
`Z

0

' (� ) sin
n�
`

� d�

1

A
�

sin
n�
`

(x � at) + sin
n�
`

(x + at)
�

=

=
2
`

1X

n =1

0

@
`Z

0

' (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x cos
n�a

`
t ;

1
2a

x + atZ

x � at

~ (� )d� =
1
a`

1X

n =1

0

@
`Z

0

 (� ) sin
n�
`

� d�

1

A

0

@
x + atZ

x � at

sin
n�
`

� d�

1

A =

=
1
a`

1X

n =1

0

@
`Z

0

 (� ) sin
n�
`

� d�

1

A
�

`
n�

cos
n�
`

�
� x � at

� = x + at
=

=
1

a�

1X

n =1

1
n

0

@
`Z

0

 (� ) sin
n�
`

� d�

1

A
�

cos
n�
`

(x � at) � cos
n�
`

(x + at)
�

=

=
2

a�

1X

n =1

1
n

0

@
`Z

0

 (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x sin
n�a

`
t ;

1
2a

tZ

0

0

B
@

x � a( t + � )Z

x � a( t � � )

~f (�; � )d�

1

C
A d� =

1
a`

1X

n =1

tZ

0

0

@
`Z

0

f (�; � ) sin
n�
`

� d�

1

A

0

B
@

x + a( t � � )Z

x � a( t � � )

sin
n�
`

� d�

1

C
A d� =
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=
1
a`

1X

n =1

tZ

0

0

@
`Z

0

f (�; � ) sin
n�
`

� d�

1

A
�

`
n�

cos
n�
`

�
� x � a( t � � )

� = x + a( t � � )
d� =

=
1

a�

1X

n =1

1
n

tZ

0

0

@
`Z

0

f (�; � ) sin
n�
`

� d�

1

A
�

cos
n�
`

(x � a(t � � )) � cos
n�
`

(x + a(t � � ))
�

d� =

=
2

a�

1X

n =1

1
n

tZ

0

0

@
`Z

0

f (�; � ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x sin
n�a

`
(t � � )d� =

=
2

a�

1X

n =1

1
n

sin
n�
`

x

tZ

0

sin
n�a

`
(t � � )

0

@
`Z

0

f (�; � ) sin
n�
`

� d�

1

A d� :

Oznaèíme-li tedy

! =
a�
`

; An =
2
`

`Z

0

' (� ) sin
n�
`

� d� ; B n =
2

n�a

`Z

0

 (� ) sin
n�
`

� d� ;

G(x; �; t � � ) =
2

a�

1X

n =1

1
n

sin
n�
`

x sin
n�
`

� sin
n�a

`
(t � � ) ;

lze øe¹ení úlohy (1.54), (1.55), (1.56) zapsat ve tvaru

u(t; x ) =
1X

n =1

(An cosn!t + Bn sinn!t ) sin
n�
`

x +

tZ

0

`Z

0

f (�; � )G(x; �; t � � )d� d� :

Oznaèíme-li dále� n =
p

A2
n + B 2

n a ' n = arctg
Bn

An
, platí

An cosn!t + Bn sinn!t = � n cos(n!t � ' n )

a øe¹ení úlohy (1.54), (1.55), (1.56) lze zapsat ve tvaru

u(t; x ) =
1X

n =1

� n cos(n!t � ' n ) sin
n�
`

x +

tZ

0

`Z

0

f (�; � )G(x; �; t � � )d� d� :

Øe¹ení úlohy (1.54), (1.55) s nehomogenní okrajovou podmínkou

u(t; 0) = � 0(t) ; u(t; ` ) = � 1(t) ; t 2 (0; 1 ) ; (1.57)

kde �; � jsou dvakrát diferencovatelné funkce, je tvaruu(t; x ) = v(t; x )+ U(t; x ), kde funkceU = U(t; x ) splòuje
podmínky (1.57) a funkce v = v(t; x ) je øe¹ením úlohy

vtt (t; x ) = a2vxx (t; x ) + f (t; x ) � Utt (t; x ) + a2Uxx (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ; (1.58)

v(0; x) = ' (x) � U(0; x) ; vt (0; x) =  (x) � Ut (0; x) ; x 2 (0; `) ; (1.59)

v(t; 0) = v(t; ` ) = 0 ; t 2 (0; 1 ) ; (1.60)

Za funkci U staèí vzít
U(t; x ) = � 0(t) +

x
`

(� 1(t) � � 0(t)) :

Pøi této volbì je Uxx � 0.
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Cvièení
Najdìte obecné øe¹ení rovnice
1) ux = 6 x2uy 3) ux + 2 uy = 3
2) (z + y � x)ux + ( z + x � y)uy + zuz = 0 4) ux + xuy = u

Najdìte øe¹ení rovnice, které splòuje danou podmínku

5) ux + yuy = 0 ; u(0; y) =
1
y

9) xuu x + yuuy + xy = 0 ; u
�

x;
1
x

�
= 1

6) ut + aux = 0 ; u(x; 0) = sin x 10) 2xux + yuy = 4 u + 1 ; u(x; 1) = x2

7) ut + aux = x2t + 1 ; u(x; 0) = x + 2 11) u = ux uy ; u(0; y) = y2

8) yux � xuy = y2 � x2; u(x; a) = x2 � a2 12) 4u = u2
x � u2

y ; u(cos�; sin � ) = cos 2�

Urèete typ lineární rovnice druhého øádu
13) uxx + yuyy = 0 14) x2uxx � 2x siny uxy + sin 2 y uyy = 0

Danou rovnici pøeveïte na kanonický tvar
15) e2x uxx + 2ex + yuxy + e2y uyy = 0 17) y2uxx + x2uyy = 0
16) xyuxx � (x2 + y2)uxy + xyuyy + yux + xuy = 0 ; x 6= y 18) uxx + uxy + uyy + ux = 0

Najdìte obecné øe¹ení rovnice
19) x2uxx � 2xyuxy + y2uyy + xux + yuy = 0 20) x2uxx � y2uyy = 0

Øe¹te poèáteèní úlohy

21) utt = uxx + sin x; u(0; x) = x; u t (0; x) =
1
x

.

22) utt � uxx = � (x) sin t; u(0; x) = 0 ; ut (0; x) = 0.
� (x) oznaèuje Diracovu distribuci soustøedìnou v bodì 0.

23) Øe¹te rovnici s nulovými poèáteèními podmínkami a jednou okrajovou podmínkou
utt = a2uxx ; u(0; x) = 0 = ut (0; x); u(t; 0) = A sin !t:

Výsledky: 1) u(x; y) = �(2 x3 + y) 2) u(x; y; z) = �
�
x + y � 2z; z2(x � y)

�
3) u(x; y) = 3

2 y + �(2 x � y)

4) u(x; y) = e x �( x2 � 2y) 5) u(x; y) = ex

y 6) u(x; t ) = sin( x � at) 7) u(x; t ) = a2

12 t4 � ax
3 t3 + x 2

2 t2 � (a� 1)t + x +2

8) u(x; y) = x2 + y2 + xy � 2a2 � a
p

x2 + y2 � a2 9) u(x; y) =
p

2 � xy 10) u(x; y) = x2 + 1
4 (y4 � 1)

11) u(x; y) = 1
16 (4y + x)2 12) u(x; y) = x2 � y2 13) hyperbolická pro y < 0, eliptická pro y > 0 14) parabolická

15) u�� = ( 1
� � �� 2 � 1)u� � u� 16) u�� = �

� 2 � � 2 u� 17) u�� + u�� + 1
2� u� + 1

2� u� = 0

18) v�� + v�� = 4
9 ; v = e

1
3 � + 1p

3
� ; � = 1

2 x � y; � =
p

3
2 x 19) u(x; y) = �( xy) ln y + 	( xy)

20) u(x; y) = �( y
x )

p
xy + 	( xy) 21) u(t; x ) = x + ln

r �
�
� x + t

x � t

�
�
� + sin x � sinx cost

22) u(t; x ) =

(
1
2

�
1 � cos(t � j xj)

�
; jxj < t;

0; jxj > t
23) u(t; x ) =

(
A sin

�
!t � !

a x
�

; x < at;

0; x � at:
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Kapitola 2

Metody integrálních transformací

2.1 Fourierova transformace

Fourierova transformace F pøevádí reálnou funkcif jedné reálné promìnné na komplexní funkciF (f ) = f̂ jedné
reálné promìnné de�novanou vztahem

f̂ (� ) =

1Z

�1

f (x)e� ix� dx:

O funkci f pøedpokládáme, ¾e je de�novaná naR a konverguje dostateènì rychle k nule pro jxj ! 1 tak,
aby nevlastní integrál na pravé stranì konvergoval. Z linearity integrálu plyne, ¾e Fourierova transformace je
lineární, tj.

F (c1f 1 + c2f 2)( � ) = c1 f̂ 1(� ) + c2 f̂ 2(� ):

Pro Fourierùv obraz derivace funkcef dostaneme integrací per partes a s vyu¾itím vlastnosti lim
j x j!1

f (x) = 0

vztah

F (f 0)( � ) =

1Z

�1

f 0(x)e� ix� dx =
�
f (x)e� ix� � 1

x = �1 �

1Z

�1

f (x)( � i� )e� ix� dx = i �

1Z

�1

f (x)e� ix� dx = i � F (f )( � );

tj.
bf 0(� ) = i � f̂ (� ): (2.1)

Inversní Fourierova transformace F � 1 pøevádí funkcif̂ zpìt na funkci f na celémR; funkce f je pøitom dána
vztahem

f (x) =
1

2�

1Z

�1

f̂ (� )eix� d�:

Konvoluce funkcí f , g de�novaných na R je funkce f � g daná vztahem

f � g(x) =

1Z

�1

f (y)g(x � y)dy:

(O nevlastním integrálu opìt pøedpokládme, ¾e konverguje.) Fourierùv obraz konvoluce funkcí f , g je

F (f � g)( � ) =

1Z

�1

f � g(x)e� ix� dx =

1Z

�1

0

@
1Z

�1

f (y)g(x � y)e� ix� dy

1

A dx =
ZZ

R2

f (y)g(x � y)e� ix� dxdy:

V tomto dvojném integrálu budeme transformovat promìnné ta k, ¾e polo¾ímex = z+ y, y = y. Jacobián tohoto
zobrazení je �

�
�
�
1 1
0 1

�
�
�
� = 1 :
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Dále e� ix� = e � iy� e� iz� , tedy

F (f � g)( � ) =
ZZ

R2

f (y)g(z)e� iy� e� iz� dzdy =

0

@
1Z

�1

f (y)e� iy� dy

1

A

0

@
1Z

�1

g(z)e� iz� dz

1

A = f̂ (� )ĝ(� ):

To znamená, ¾e
[f � g = f̂ ĝ: (2.2)

2.1.1 Øe¹ení poèáteèní úlohy pro homogenní parabolickou ro vnici ve dvou nezá-
visle promìnných (vedení tepla v tenké homogenní nekoneèné tyèi)

ut (t; x ) = a2uxx (t; x ); (t; x ) 2 (0; 1 ) � (�1 ; 1 ); (2.3)

u(0; x) = ' (x); x 2 (�1 ; 1 ): (2.4)

O v¹ech funkcích i jejich derivacích opìt pøedpokládáme, ¾eþjdou dostateènì rychle k nule pro jxj ! 1 ÿ. Na
rovnici ( 2.3) aplikujeme Fourierovu transformaci (funkci u pova¾ujeme za funkci promìnnéx; t pova¾ujeme za
parametr):

F (ut )( � ) =

1Z

�1

ut (t; x )e� ix� dx = ût (t; � );

a podle rovnosti (2.1)

F (uxx )( t; � ) = i � F (ux )( t; � ) = (i � )2F (u)( t; � ) = � � 2F (u)( t; � ) = � � 2û(t; � ):

Rovnice (2.3) se tedy transformuje na rovnici

ût (t; � ) = � a2� 2û(t; � ); (2.5)

co¾ je obyèejná diferenciální rovnice prvního øádu (� hraje roli parametru). Její øe¹ení je

û(t; � ) = Ce� a2 � 2 t ;

kde C je integraèní konstanta; nezávisí nat, ale mù¾e záviset na� . Urèíme ji z transformované poèáteèní
podmínky (2.4), tj. z podmínky

û(0; � ) = '̂ (� ): (2.6)

Je tedy

C = û(0; � ) = '̂ (� ) =

1Z

�1

' (x)e� ix� dx:

Oznaèmeg(t; x ) vzor funkce ĝ(t; � ) = e � a2 � 2 t pøi Fourierovì transformaci, tedy

g(t; x ) =
1

2�

1Z

�1

e� a2 � 2 t eix� d� =
1

2�

1Z

�1

e� a2 � 2 t (cosx� + i sin �x )d� =

=
1

2�

1Z

�1

e� a2 � 2 t cosx� d� +
i

2�

1Z

�1

e� a2 � 2 t sinx� d� =
1
�

1Z

0

e� a2 � 2 t cosx� d�;

nebo» funkce e� a2 � 2 t cosx� (jako funkce promìnné � ) je sudá a funkce e� a2 � 2 t sinx� je lichá. Substitucí � = �
p

a2t

a pøi oznaèeníq =
x

p
a2t

nyní dostáváme

g(t; x ) =
1

�
p

a2t

1Z

0

e� � 2

cosq� d�:
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Oznaème dáleI (q) =
1R

0
e� � 2

cosq� d�: Pak podle (C.21) je I (0) =
1R

0
e� � 2

d� =
p

�
2

: Derivováním integrálu I (q)

podle parametru q a následnou integrací per partes dostaneme

d
dq

I (q) = �

1Z

0

� e� � 2

sinq� d� =
�

1
2

e� � 2

sinq�
� 1

� =0
�

q
2

1Z

0

e� � 2

cosq� d� = �
q
2

I (q):

Integrál I (q) je tedy øe¹ením poèáteèní úlohy pro obyèejnou diferenciální rovnici

d
dq

I (q) = �
q
2

I (q); I (0) =
p

�
2

;

tak¾e

I (q) =
p

�
2

e� q2

4 :

Návratem k pùvodní promìnné x dostáváme

g(t; x ) =
1

�
p

a2t

p
�
2

e� x 2

4a 2 t =
1

2
p

�a 2t
e� x 2

4a 2 t :

Øe¹ení úlohy (2.5), (2.6) lze zapsat ve tvaruû(t; � ) = '̂ (� )ĝ(t; � ): Inversní Fourierovou transformací s vyu¾itím
(2.2) dostaneme øe¹ení úlohy (2.3), (2.4) jako konvoluci funkcí ' a g(t; �)

u(t; x ) = ' (�) � g(t; �)(x) =

1Z

�1

' (y)g(t; x � y)dy ;

tedy

u(t; x ) =
1

2
p

�a 2t

1Z

�1

' (y) exp
�

�
(x � y)2

4a2t

�
dy:

Pøi oznaèení

G(x; �; t ) =
1

2
p

�a 2t
exp

�
�

(x � � )2

4a2t

�

lze øe¹ení úlohy (2.3), (2.4) zapsat jako

u(t; x ) =

1Z

�1

' (� )G(x; �; t )d�:

Na závìr je¹tì poznamenejme, ¾e øe¹ení poèáteèní úlohy s posunutým poèátkem

ut (t; x ) = a2uxx (t; x ); (t; x ) 2 (�; 1 ) � (�1 ; 1 );

u(�; x ) = ' (x); x 2 (�1 ; 1 );

kde � 2 R, je

u(t; x ) =
1

2
p

�a 2(t � � )

1Z

�1

' (y) exp
�

�
(x � y)2

4a2(t � � )

�
dy =

1Z

�1

' (� )G(x; �; t � � )d�:

2.1.2 Øe¹ení poèáteèní úlohy pro nehomogenní parabolickou rovnici ve dvou ne-
závisle promìnných

Nejprve uva¾ujme úlohu s homogenní poèáteèní podmínkou:

ut (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ); (t; x ) 2 (0; 1 ) � (�1 ; 1 ); (2.7)

u(0; x) = 0 ; x 2 (�1 ; 1 ): (2.8)
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Øe¹ení budeme podle Duhamelova principu hledat ve tvaruu(t; x ) =
tR

0
w(t; x; � )d� . Pak je poèáteèní podmínka

(2.8) splnìna. Dále platí

ut (t; x ) = w(t; x; t ) +

tZ

0

wt (t; x; � )d�; u xx (t; x ) =

tZ

0

wxx (t; x; � )d�:

Aby byla splnìna rovnice ( 2.7), musí platit

0 = ut (t; x ) � a2uxx (t; x ) � f (t; x ) = w(t; x; t ) +

tZ

0

�
wt (t; x; � ) � a2wxx (t; x; � )

�
d� � f (t; x )

pro v¹echna (t; x ) 2 (0; 1 ) � (�1 ; 1 ). Tato rovnost bude splnìna zejména tehdy, kdy¾ pro ka¾dé� 2 (0; 1 )
bude funkcew øe¹ením úlohy

wt (t; x; � ) = a2wxx (t; x; � ); (t; x ) 2 (�; 1 ) � (�1 ; 1 );

w(�; x; � ) = f (�; x ); x 2 (�1 ; 1 ):

Av¹ak øe¹ení této úlohy je podle2.1.1 dáno vzorcem

w(t; x; � ) =

1Z

�1

f (�; � )G(x; �; t � � )d�:

To znamená, ¾e øe¹ení úlohy (2.7), (2.8) je

u(t; x ) =

tZ

0

1Z

�1

f (�; � )G(x; �; t � � )d� d�:

Øe¹ení obecné poèáteèní úlohy pro parabolickou rovnici ve dvou nezávisle promìnných (2.7), (2.4) je souètem
øe¹ení úloh (2.3), (2.4) a (2.7), (2.8), tj.

u(t; x ) =

1Z

�1

' (� )G(x; �; t )d� +

tZ

0

1Z

�1

f (�; � )G(x; �; t � � )d� d�: (2.9)

2.1.3 Poèáteèní úloha pro obecnou parabolickou lineární ro vnici s konstantními
koe�cienty (rovnice reakce-advekce-difúze)

ut (t; x ) = a2uxx (t; x ) + bux (t; x ) + cu(t; x ) + f (t; x ); (t; x ) 2 (0; 1 ) � (�1 ; 1 ); (2.10)

u(0; x) = ' (x); x 2 (�1 ; 1 ); (2.11)

Analogicky jako v 1.3.6 zavedeme novou neznámou funkciv = v(t; x ) vztahem

u(t; x ) = e �t + �x v(t; x ); (2.12)

kde � a � jsou zatím neurèené konstanty. Pak

ut = ( �v + vt )e�t + �x ;

ux = ( �v + vx )e�t + �x ;

uxx = ( � 2v + 2 �v x + vxx )e�t + �x :

Tyto výrazy dosadíme do rovnice (2.10) a výslednou rovnost vynásobíme výrazem e� �t � �x . Dostaneme

�v + vt = a2� 2v + 2 a2�v x + a2vxx + b�v + bvx + cv + f (t; x )e� �t � �x ;
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tj.
vt = a2vxx + (2 a2� + b)vx + ( a2� 2 + b� + c � � )v + f (t; x )e� �t � �x :

Nyní polo¾íme

� = �
b

2a2 ; � = c �
b2

4a2

a dosazením do pøedchozí rovnosti dostaneme rovnici

vt (t; x ) = a2vxx (t; x ) + f (t; x ) exp
�

b2 � 4a2c
4a2 t +

b
2a2 x

�

pro neznámou funkciv. Ta podle (2.11) a (2.12) má splòovat poèáteèní podmínku

v(0; x) = ' (x) exp
�

b
2a2 x

�
:

Funkce v je tedy podle (2.9) dána formulí

v(t; x ) =

1Z

�1

' (� ) exp
�

b
2a2 �

�
G(x; �; t )d� +

tZ

0

1Z

�1

f (�; � ) exp
�

b2 � 4a2c
4a2 � +

b
2a2 �

�
G(x; �; t � � )d� d�:

Podle transformaèního vztahu (2.12) je øe¹ení úlohy (2.10), (2.11) exp
�

4a2c � b2

4a2 t �
b

2a2 x
�

-násobkem funkce

v. Oznaèíme-li tedy

~G(x; �; t ; a; b; c) =
1

2
p

�a 2t
exp

�
�

(x � � )2

4a2t
�

b
2a2 (x � � ) +

4a2c � b2

4a2 t
�

;

mù¾eme øe¹ení úlohy (2.10), (2.11) zapsat ve tvaru

u(t; x ) =

1Z

�1

' (� ) ~G(x; �; t ; a; b; c)d� +

tZ

0

1Z

�1

f (�; � ) ~G(x; �; t � � ; a; b; c)d� d�:

2.1.4 Øe¹ení poèáteèní úlohy pro nehomogenní parabolickou rovnici ve dvou ne-
závisle promìnných s jednou okrajovou podmínkou

Nejprve uva¾ujme úlohu s homogenní okrajovou podmínkou

ut (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ); (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; 1 ); (2.13)

u(0; x) = ' (x); x 2 (0; 1 ); (2.14)

u(t; 0) = 0 ; t 2 (0; 1 ): (2.15)

Nech» funkce~f (t; �) a ~' jsou lichým roz¹íøením funkcíf (t; �) a ' , tj.

~f (t; x ) = f (t; jxj) sgn(x) =

8
><

>:

f (t; x ); x > 0
0; x = 0

� f (t; � x); x < 0;

~' (x) = ' (jxj) sgn(x) =

8
><

>:

' (x); x > 0
0; x = 0

� ' (� x); x < 0

a funkce v je øe¹ením úlohy

vt (t; x ) = a2vxx (t; x ) + ~f (t; x ); (t; x ) 2 (0; 1 ) � (�1 ; 1 );

v(0; x) = ~' (x); x 2 (�1 ; 1 );

sr. 2.1.2. Funkce v je dána formulí (2.9), v ní¾ místo obecných funkcí' , f (t; �) jsou liché funkce ~' , ~f (t; �); funkce
G(0; � ; t) je sudá. To znamená, ¾e funkcev(t; �) je lichá tak¾ev(t; 0) = 0. Funkce v tedy splòuje homogenní
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okrajovou podmínku (2.15). Navíc samozøejmì splòuje rovnici (2.13) a podmínku (2.14). Je tedy øe¹ením úlohy
(2.13), (2.14), (2.15). Pro libovolnou funkci  de�novanou na intervalu [0; 1 ) platí

1Z

�1

 (j� j) sgn(� )G(x; �; � )d� = �

0Z

�1

 (� � )G(x; �; � )d� +

1Z

0

 (� )G(x; �; � )d� =

=

0Z

1

 (� )G(x; � �; � )d� +

1Z

0

 (� )G(x; �; � )d� =

1Z

0

 (� )
�
G(x; �; � ) � G(x; � �; � )

�
d�:

Dále je

G(x; �; � ) � G(x; � �; � ) =
1

2
p

�a 2t

�
exp

�
�

(x � � )2

4a2t

�
� exp

�
�

(x + � )2

4a2t

��
=

=
1

2
p

�a 2t
exp

�
�

x2 + � 2

4a2t

� �
exp

x�
2a2t

� exp
� x�
2a2t

�
=

1
p

�a 2t
exp

�
�

x2 + � 2

4a2t

�
sinh

x�
2a2t

;

kde sinh oznaèuje hyperbolický sinus. Nyní oznaèíme

GD (x; �; t ) =
1

p
�a 2t

exp
�

�
x2 + � 2

4a2t

�
sinh

x�
2a2t

a øe¹ení úlohy (2.13), (2.14), (2.15) zapí¹eme ve tvaru

u(t; x ) =

1Z

0

' (� )GD (x; �; t )d� +

tZ

0

1Z

0

f (�; � )GD (x; �; t � � )d� d�:

Homogenní okrajovou podmínku (2.15) dále nahradíme podmínkou nehomogenní

u(t; 0) = � (t); t 2 (0; 1 ) (2.16)

a o funkci � budeme pøedpokládat, ¾e je diferencovatelná. Øe¹ení úlohy(2.13), (2.14), (2.16) budeme hledat ve
tvaru

u(t; x ) = U(t; x ) + v(t; x );

kde funkceU splòuje okrajovou podmínku (2.16); k tomu staèí volit U(t; x ) = � (t). Pak platí

� 0(t) + vt (t; x ) = a2vxx (t; x ) + f (t; x );

� (0) + v(0; x) = ' (x);

� (t) + v(t; 0) = � (t)

a to znamená, ¾e funkcev je øe¹ením úlohy

vt (t; x ) = a2vxx (t; x ) + f (t; x ) � � 0(t); (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; 1 );

v(0; x) = ' (x) � � (0); x 2 (0; 1 );

v(t; 0) = 0 ; t 2 (0; 1 );

co¾ je úloha stejného typu jako (2.13), (2.14), (2.15).

2.2 Laplaceova transformace

Buï M mno¾ina reálných funkcí de�novaných na intervalu (0; 1 ) takových, ¾e integrál
1R

0
f (t)e� pt dt konverguje

a lim
t !1

f (t)e� pt = 0 pro v¹echna p > 0. Laplaceova transformaceL pøevádí reálnou funkcif 2 M na reálnou

funkci L f de�novanou na intervalu (0 ; 1 ) vztahem

Lf (p) =

1Z

0

f (t)e� pt dt:
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f (t) L f (p) =
1R

0
f (t)e� pt dt f (t) L f (p) =

1R

0
f (t)e� pt dt

1
1
p

t sin !t
2!p

(p2 + ! 2)2

t
1
p2 t cos!t

p2 � ! 2

(p2 + ! 2)2

tn ; n = 1 ; 2; : : :
n!

pn +1 eat sin !t
!

(p � a)2 + ! 2

ta ; a > � 1
�( a + 1)

pa+1 eat cos!t
p � a

(p � a)2 + ! 2

eat 1
p � a

sin2 !t
2! 2

p(p2 + 4 ! 2)

teat 1
(p � a)2 cos2 !t

p2 + 2 ! 2

p(p2 + 4 ! 2)

tn eat ; n = 1 ; 2; : : :
n!

(p � a)n +1 sinhat
a

p2 � a2

t � eat ; � > � 1
�( � + 1)

(p � a)� +1 coshat
p

p2 � a2

sin !t
!

p2 + ! 2 t sinhat
2ap

(p2 � a2)2

cos!t
p

p2 + ! 2 t coshat
p2 + a2

(p2 � a2)2

e� a=t

p
t3

; a > 0
r

�
a

e� 2
p

ap J � (at); � > � 1

� p
p2 + a2 � p�

� �

a�
p

p2 + a2

Tabulka 2.1: þOperátorový slovníkÿ pro Laplaceovu transformaci

Z uvedeného de�nièního vztahu plyne, ¾e Laplaceùv obraz funkce f 2 M je funkcí ohranièenou a ¾e Laplaceova
transformace je lineární, tj.

L (c1f 1 + c2f 2)(p) = c1L f 1(p) + c2L f 2(p):

Obrazy nìkterých funkcí v Laplaceovì transformaci jsou uvedeny v tabulce 2.1.
Vypoèítáme Laplaceùv obraz derivace funkce:

L (f 0) (p) =

1Z

0

f 0(t)e� pt dt =
�
f (t)e� pt � 1

t =0 + p

1Z

0

f (t)e� pt dt = � lim
t ! 0+

f (t) + pL f (p):

Pøi oznaèeníf (0+) = lim
t ! 0+

f (t) tedy platí

L (f 0) (p) = pL f (p) � f (0+) : (2.17)

2.2.1 Øe¹ení úlohy pro homogenní parabolickou rovnici ve dv ou nezávisle pro-
mìnných s homogenní poèáteèní a jednou okrajovou podmínkou

ut (t; x ) = a2uxx (t; x ); (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; 1 ); (2.18)

u(0; x) = 0 ; x 2 (0; 1 ); (2.19)

u(t; 0) = � (t); t 2 (0; 1 ): (2.20)

Na rovnici (2.18) aplikujeme Laplaceovu transformaci (funkci u pova¾ujeme za funkci nezávisle promìnnét a x
pova¾ujeme za parametr). S vyu¾itím (2.17) a (2.19) dostaneme

pLu(p; x) = a2Luxx (p; x);
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co¾ je obyèejná lineární rovnice druhého øádu pro neznámou funkci Lu; nyní roli parametru hraje p. Fundamen-
tální systém øe¹ení této rovnice je tvoøen funkcemi

e�
p p

a 2 x ; e
p p

a 2 x :

Pouze první z nich je ohranièená. Obecné øe¹ení transformované rovnice tedy je

Lu(p; x) = C(p)e�
p p

a 2 x :

Aby byla splnìna podmínka ( 2.20), musí být C(p) = L � (p). Laplaceùv obraz øe¹ení úlohy (2.18) (2.19) (2.20)
tedy je

Lu(p; x) = e �
p p

a 2 x L � (p):

Cvièení

Øe¹te úlohu
1) ut = a2uxx ; t > 0; x > 0

u(0; x) = T; x > 0; u(t; 0) = 0 ; t > 0

2) ut = a2uxx ; t > 0; x > 0
u(0; x) = 0 ; x > 0; u(t; 0) = K; t > 0

3) ut = a2uxx ; t > 0; x > 0
u(0; x) = 0 ; x > 0; u(t; 0) = A� (t); t > 0

Výsledky: 1) T �
�

x

2
p

a2t

�
2) K

�
1 � �

�
x

2
p

a2t

��
, pøitom �( z) =

2
p

�

zR

0
e� � 2

d� je integrál chyb

3) A
x

2
p

�a 2t3
e� x 2 =(4a2 t )
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Kapitola 3

Metoda separace promìnných
(Fourierova)

3.1 Hyperbolické rovnice

3.1.1 Homogenní hyperbolická rovnice ve dvou promìnných s o becnými poèáteè-
ními a homogenními okrajovými podmínkami

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ; (3.1)

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (0; `) ; (3.2)

� 0u(t; 0) + � 0ux (t; 0) = 0 = � 1u(t; ` ) + � 1ux (t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) ; (3.3)

kde a > 0; ';  jsou spojité funkce splòující okrajové podmínky

� 0' (0) + � 0' x (0) = 0 = � 1' (`) + � 1' x (`) ; � 0 (0) + � 0 x (0) = 0 = � 1 (`) + � 1 x (`) :

Øe¹ení úlohy budeme hledat ve tvaru souèinu, ve kterém jedenèinitel závisí pouze nat a druhý pouze nax,
tedy

u(t; x ) = T(t)X (x) :

Pak je utt = T 00X; u xx = T X 00a tedy T 00X = a2T X 00, po úpravì

1
a2

T 00(t)
T (t)

=
X 00(x)
X (x)

:

Levá strana poslední rovnosti závisí pouze nat, pravá pouze nax. To znamený, ¾e tyto výrazy na nezávisle
promìnných nezávisí, tedy

1
a2

T 00(t)
T (t)

=
X 00(x)
X (x)

= � � :

Odtud dostaneme
T 00(t) + �a 2T(t) = 0 ; (3.4)

� X 00(x) = �X (x) : (3.5)

K tomu, aby funkce u = T X splòovala okrajové podmínky (3.3) staèí, aby tyto podmínky splòovala funkceX ,
tedy

� 0X (0) + � 0X 0(0) = 0 = � 1X (`) + � 1X 0(`) : (3.6)

Rovnice (3.5) s okrajovou podmínkou (3.6) je Sturmova-Liouvilleova úloha (sr. B.2.2). Existuje tedy posloupnost
vlastních èíself � n g1

n =1 a posloupnost vlastních funkcíf vn g1
n =1 , ¾e

0 � � 1 < � 2 < � � � ; lim
n !1

� n = 1
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� 0 � 0 � 1 � 1 � n vn (x) jjvn jj2

1 0 1 0
� n�

`

� 2
sin

n�
`

x
`
2

1 0 0 1
�

(2n + 1) �
2`

� 2

sin
(2n + 1) �

2`
x

`
2

0 1 1 0
�

(2n + 1) �
2`

� 2

cos
(2n + 1) �

2`
x

`
2

0 1 0 1 0;
� n�

`

� 2
1; cos

n�
`

x `;
`
2

1 0 h 1
kladné koøeny rovnice
p

� = � h tg
� p

� `
� sin

p
� n x

`
2

+
h

2(h2 + � n )

0 1 h 1
kladné koøeny rovnice

h =
p

� tg
� p

� `
� cos

p
� n x

`
2

+
h

2(h2 + � n )

� h 1 h 1
kladné koøeny rovnicep
�
h

�
h

p
�

= 2 cotg
� p

� `
� cos

p
� n x +

h
p

� n
sin

p
� n x

`
2

+
h2` + 2 h

2� n

Tabulka 3.1: Vlastní hodnoty a vlastní funkce úlohy (3.5), (3.6) pro speciální tvary okrajových
podmínek

a Fourierova øada ka¾dé funkce splòující podmínky (3.6) stejnomìrnì k této funkci konverguje. Nìkterá vlastní
èísla a vlastní funkce úlohy (3.5), (3.6) jsou uvedeny v tabulce 3.1.

Nejprve pøedpokládejme, ¾e� 1 > 0. Øe¹ení rovnice (3.4), ve které klademe� = � n je

Tn (t) = An cos
p

� n at + Bn sin
p

� n at :

Odtud plyne, ¾e ka¾dá z funkcí

un (t; x ) =
�

An cos
p

� n at + Bn sin
p

� n at
�

vn (x)

je øe¹ením rovnice (3.1) s okrajovými podmínkami (3.3). Tedy také jejich lineární kombinace, tj. funkce

u(t; x ) =
1X

n =1

�
An cos

p
� n at + Bn sin

p
� n at

�
vn (x) (3.7)

je øe¹ením rovnice (3.1) s okrajovými podmínkami (3.3). Aby byly splnìny poèáteèní podmínky (3.2), musí
platit

u(0; x) =
1X

n =1

An vn (x) = ' (x) ; ut (0; x) =
1X

n =1

Bn

p
� n avn (x) =  (x) ;
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co¾ znamená, ¾eAn a Bn � n jsou Fourierovy koe�cienty funkcí ' a  vzhledem k ortogonálnímu systémuf vn g1
n =1 ,

tedy

An =
1

jjvn jj2

`Z

0

' (� )vn (� )d� ; B n =
1

a
p

� n jj vn jj 2

`Z

0

 (� )vn (� )d� ; kde jjvn jj 2 =

`Z

0

(vn (� ))2d� : (3.8)

Øe¹ení úlohy (3.1), (3.2), (3.3) je tedy dáno øadou (3.7), její¾ koe�cienty jsou urèeny formulemi (3.8), tj.

u(t; x ) =
1X

n =1

`Z

0

�
' (� ) cos

p
� n at +

1
a
p

� n
 (� ) sin

p
� n at

�
vn (� )d�

vn (x)

jjvn jj2 =

=

`Z

0

1X

n =1

�
' (� )

1
a

d
dt

sin
p

� n at
a
p

� n
+  (� )

sin
p

� n at
a
p

� n

�
vn (� )vn (x)

jjvn jj2 d�:

Pøi oznaèení

G(x; �; � ) =
1
a

1X

n =1

sina
p

� n �
p

� n

vn (x)vn (� )

jjvn jj 2 (3.9)

lze øe¹ení úlohy (3.1), (3.2), (3.3) zapsat ve tvaru

u(t; x ) =

`Z

0

' (� )
@
@t

G(x; �; t ) d� +

`Z

0

 (� )G(x; �; t )d�: (3.10)

Pokud � 1 = 0 (to je pøípad ve ètvrtém øádku tabulky 3.1), pak øe¹ení rovnice (3.4) s � = � 1 = 0 je

T1(t) = A1 + B1t:

V tomto pøípadì dostaneme øe¹ení rovnice (3.1) s okrajovými podmínkami (3.3) ve tvaru

u(t; x ) = ( A1 + Bt )v1(x) +
1X

n =2

�
An cos

p
� n at + Bn sin

p
� n at

�
vn (x): (3.11)

Aby byly splnìny poèáteèní podmínky (3.2), musí platit

u(0; x) = A1v1(x) +
1X

n =2

An vn (x) ; ut (0; x) = B1v1(x) +
1X

n =2

Bn

p
� n avn (x) :

Odtud dostaneme

A1 =
1

jjv1 jj2

`Z

0

' (� )v1(� )d� ; B 1 =
1

jjv1 jj2

`Z

0

 (� )v1(� )d� ; (3.12)

koe�cienty An , Bn pro n = 2 ; 3; 4; : : : jsou opìt dány vztahy ( 3.8).
Øe¹ení úlohy (3.1), (3.2), (3.3) je nyní dáno øadou (3.11), její¾ koe�cienty jsou pro n = 1 urèeny formulemi

(3.12) a pro n = 2 ; 3; 4; : : : formulemi (3.8). Po snadné úpravì je vyjádøíme ve tvaru

u(t; x ) =

`Z

0

' (� )

 
v1(x)v1(� )

jjv1 jj 2 +
1X

n =2

cosa
p

� n t
vn (x)vn (� )

jjvn jj2

!

d� +

+

`Z

0

 (� )

 

t
v1(x)v1(� )

jjv1jj2 +
1
a

1X

n =2

sina
p

� n t
p

� n

vn (x)vn (� )

jjvn jj2

!

d�:

Pokud nyní oznaèíme

G(x; �; � ) = �
v1(x)v1(� )

jjv1 jj2 +
1
a

1X

n =2

sina
p

� n �
p

� n

vn (x)vn (� )

jjvn jj2 ; (3.13)

dostaneme øe¹ení úlohy (3.1), (3.2), (3.3) opìt ve tvaru ( 3.10). Je¹tì si mù¾eme v¹imnout, ¾e na pravé stranì
rovnost (3.13) je limita pravé strany rovnosti ( 3.9) pro � 1 ! 0.
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3.1.2 Nehomogenní hyperbolická rovnice ve dvou nezávisle p romìnných s homo-
genními poèáteèními i okrajovými podmínkami

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ; (3.14)

u(0; x) = 0 ; ut (0; x) = 0 ; x 2 (0; `) ; (3.15)

� 0u(t; 0) + � 0ux (t; 0) = 0 = � 1u(t; ` ) + � 1ux (t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) ; (3.16)

kde f je po èástech spojitá funkce.
Nech»� 1; � 2; : : : jsou vlastní èísla av1 = v1(x); v2 = v2(x); : : : jsou vlastní funkce Sturmovy-Liouvilleovy

úlohy (3.5), (3.6). Funkci f (t; �) vyjádøíme jako Fourierovu øadu vzhledem k systému funkcív1; v2; : : : :

f (t; x ) =
1X

n =1

Fn (t)vn (x) ; kde Fn (t) =
1

jjvn jj2

`Z

0

f (t; � )vn (� )d� :

Analogicky jako v metodì variace konstant pro obyèejné lineární rovnice (viz napø. Ráb M.: Metody øe¹ení
obyèejných diferenciálních rovnic, MU 1998, str. 67) budeme øe¹ení úlohy (3.14), (3.15), (3.16) hledat ve tvaru

u(t; x ) =
1X

n =1

Cn (t)vn (x) :

Tato funkce splòuje okrajovou podmínku (3.16). Dále

utt (t; x ) =
1X

n =1

C00
n (t)vn (x) ; uxx (t; x ) =

1X

n =1

Cn (t)v00
n (x) = �

1X

n =1

Cn (t)� n vn (x) ;

nebo»vn splòuje (3.5). Aby byly splnìny také ( 3.14) a (3.15), musí platit
1X

n =1

�
C00

n (t) + a2� n Cn (t)
�

vn (x) =
1X

n =1

Fn (t)vn (x) ;

1X

n =1

Cn (0)vn (x) = 0 ;
1X

n =1

C0
n (0)vn (x) = 0 :

To znamená, ¾e funkceCn = Cn (t) jsou øe¹ením Cauchyovy úlohy pro obyèejnou diferenciálnírovnici

C00
n (t) + a2� n Cn (t) = Fn (t) ;

Cn (0) = C0
n (0) = 0 :

Tuto úlohu lze vyøe¹it napø. metodou variace konstant. Jejíøe¹ení je

Cn (t) =
1

a
p

� n

tZ

0

Fn (� ) sin a
p

� n (t � � )d� ;

po dosazení zaFn

Cn (t) =
1

a
p

� n jj vn jj2

tZ

0

`Z

0

f (�; � )vn (� ) sin a
p

� n (t � � )d� d� :

Øe¹ení úlohy (3.14), (3.15), (3.16) tedy je

u(t; x ) =
1
a

1X

n =1

1
p

� n jj vn jj2

0

@
tZ

0

`Z

0

f (�; � )vn (� ) sin a
p

� n (t � � )d� d�

1

A vn (x) ;

co¾ lze pøi oznaèení (3.9) zapsat ve tvaru

u(t; x ) =

tZ

0

`Z

0

f (�; � )G(x; �; t � � )d� d� :
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3.1.3 Nehomogenní hyperbolická rovnice ve dvou promìnných s obecnými poèá-
teèními a homogenními okrajovými podmínkami

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ; (3.17)

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (0; `) ; (3.18)

� 0u(t; 0) + � 0ux (t; 0) = 0 = � 1u(t; ` ) + � 1ux (t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) ; (3.19)

Øe¹ení je tvaru u(t; x ) = v(t; x )+ w(t; x ) kde v(t; x ) je øe¹ením úlohy (3.1), (3.2), (3.3) a w(t; x ) je øe¹ením úlohy
(3.14), (3.15), (3.16).

Kmity strun hudebních nástrojù

Kmity homogenní struny délky ` upevnìné na obou koncích jsou obecnì popsány øe¹ením úlohy

utt (t; x ) =
T
%

uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ;

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (0; `) ;

u(t; 0) = 0 = u(t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) :

Pøitom T . . . tahová síla,
% . . . lineární hustota struny, tj. hmotnost struny je m = %,̀
f . . . vnìj¹í síla.

Pro tuto úlohu je

G(x; �; t ) =
1X

n =1

2
n�

r
%
T

sin
n�
`

s
T
%

t sin
n�
`

� sin
n�
`

x:

Pro zjednodu¹ení zápisu oznaèíme

! n =
n�
`

s
T
%

a dostaneme

G(x; �; t ) =
2
`

1X

n =1

1
! n

sin ! n t sin
n�
`

� sin
n�
`

x:

U drnkacích nástrojù (loutna, harfa, cembalo, kytara) je struna rozechvívána tak, ¾e je vychýlena z rov-
nová¾né polohy a v poèáteèním okam¾ikut = 0 je pu¹tìna. Vnìj¹í síly pùsobící na strunu jsou zanedbate lné.
Kmitání struny je tedy modelováno úlohou

utt (t; x ) =
T
%

uxx (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ;

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) = 0 ; x 2 (0; `) ;

u(t; 0) = 0 = u(t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) :

Øe¹ení této úlohy je

u(t; x ) =

`Z

0

' (� )
2
`

1X

n =1

cos! n t sin
n�
`

� sin
n�
`

xd� =
1X

n =1

0

@2
`

`Z

0

' (� ) sin
n�
`

� d�

1

A cos! n t sin
n�
`

x;

neboli

u(t; x ) =
1X

n =1

An cos! n t sin
n�
`

x; kde An =
2
`

`Z

0

' (� ) sin
n�
`

� d�:
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U klavíru je struna rozechvìna úderem kladívka, tj. strunì v rovnová¾né poloze je udìlena nìjaká poèáteèní
rychlost. Na strunu nepùsobí vnìj¹í síla. Kmitání struny je tedy modelováno úlohou

utt (t; x ) =
T
%

uxx (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ;

u(0; x) = 0 ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (0; `) ;

u(t; 0) = 0 = u(t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) ;

její¾ øe¹ení je

u(t; x ) =

`Z

0

 (� )
2
`

1X

n =1

1
! n

sin ! n t sin
n�
`

� sin
n�
`

xd� =
1X

n =1

0

@ 2
`! n

`Z

0

' (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin! n t sin
n�
`

x;

neboli

u(t; x ) =
1X

n =1

Bn sin ! n t sin
n�
`

x; kde Bn =
2

`! n

`Z

0

 (� ) sin
n�
`

� d�:

U smyècových nástrojùje struna rozechvívána plynulým tahem smyèce, tj. stacionární (v èase nepromìnnou)
silou. Na poèátku je struna v klidu a v rovnová¾né poloze. Kmitání struny je tedy modelováno úlohou

utt (t; x ) =
T
%

uxx (t; x ) + f (x) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ;

u(0; x) = 0 ; ut (0; x) = 0 ; x 2 (0; `) ;

u(t; 0) = 0 = u(t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) ;

její¾ øe¹ení je

u(t; x ) =

tZ

0

0

@
`Z

0

f (� )
2
`

1X

n =1

1
! n

sin! n (t � � ) sin
n�
`

� sin
n�
`

xd�

1

A d� =

=
2
`

1X

n =1

1
! n

0

@
tZ

0

sin! n (t � � )d�

1

A

0

@
`Z

0

f (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x =

=
2
`

1X

n =1

1
! 2

n
(1 � cos! n t)

0

@
`Z

0

f (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x;

neboli

u(t; x ) =
2
`

1X

n =1

1
! 2

n

0

@
`Z

0

f (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x �
2
`

1X

n =1

1
! 2

n
cos! n t

0

@
`Z

0

f (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x:

Z tohoto výsledku vidíme, ¾e øe¹ení úlohy je souètem dvou funkcí. První z nich je funkcí pouze prostorové
promìnné x, druhá je funkcí èasut i prostorové promìnné x. Øe¹ení úlohy tedy mù¾eme zapsat ve tvaru

u(t; x ) = U(x) + w(t; x );

kde funkceU vyjadøuje stacionární stav struny (statické prohnutí). Pro funkci U platí U(0) = 0 = U(`) a

U00(x) =
d2

dx2

1X

n =1

0

@ 2%2̀

`T (n� )2

`Z

0

f (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x =

= �
%
T

1X

n =1

0

@2
`

`Z

0

f (� ) sin
n�
`

� d�

1

A sin
n�
`

x = �
%
T

f (x);
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tj.
U00(x) = �

%
T

f (x):

Odtud integrací v mezích od 0 dox dostaneme

U0(x) = c �
%
T

xZ

0

f (� )d�;

kde c = U0(0). Dal¹í integrací (s vyu¾itím vztahu U(0) = 0) dostaneme

U(x) = cx �
%
T

xZ

0

0

@
�Z

0

f (� )d�

1

A d� = cx �
%
T

ZZ

0 < � < x
0 < � < �

f (� )d� d� =

= cx �
%
T

ZZ

0 < � < x
� < � < x

f (� )d� d� = cx �
%
T

xZ

0

0

B
@

xZ

�

f (� )d�

1

C
A d� = cx �

%
T

xZ

0

(x � � )f (� )d�:

Z podmínky U(`) = 0 nyní dostaneme

c =
%

T `

`Z

0

(` � � )f (� )d�:

Celkem je øe¹ení úlohy popisující strunu smyècového nástroje dáno výrazem

u(t; x ) =
%
T

0

@x
`

`Z

0

(` � � )f (� )d� �

xZ

0

(x � � )f (� )d�

1

A �
1X

n =1

Cn cos! n t sin
n�
`

x;

kde

Cn =
2

`! 2
n

`Z

0

f (� ) sin
n�
`

� d�:

Kmitání struny je popsáno poslední sumou.
Ve v¹ech uva¾ovaných pøípadech hudebních nástrojù jsou kmity struny popsány výrazem

1X

n =1

� n hn (t) sin
�
`

x;

kde � n jsou nìjaké konstanty a hk je funkce harmonického pohybu,

hn (t) = sin( ! n t + � ); kde � =

(
0; drnkací nebo smyècový nástroj;
1
2 �; klavír :

Pohyb ka¾dého bodux0 struny je tedy superpozicí (souètem) stojatých vln, tj. harmonických kmitù s ampli-
tudami

� n sin
n�
`

x0

a frekvencemi! n . Frekvence

! 1 =
�
`

s
T
%

je frekvencí základního tónu struny, frekvence svrchních (alikvotních) tónù ! n , n = 2 ; 3; 4; : : : jsou násobky
základní frekvence.
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Oznaème
un (t; x ) = � n sin(! n t + � ) sin

n�
`

x

n-tou stojatou vlnu. Její celková energie (souèet kinetickéa potenciální energie) je dána výrazem

En =
1
2

`Z

0

 

%
�

@un
@t

(t; x )
� 2

+ T
�

@un
@x

(t; x )
� 2

!

dx:

Platí
�

@un
@t

(t; x )
� 2

=
�

� n ! n cos(! n t + � ) sin
n�
`

x
� 2

;
�

@un
@x

(t; x )
� 2

=
�

� n
n�
`

sin(! n t + � ) cos
n�
`

x
� 2

;

`Z

0

�
cos

n�
`

x
� 2

dx =

`Z

0

�
sin

n�
`

x
� 2

dx =
`
2

;

tak¾e

En =
`
4

�
%
�
� n ! n cos(! n t + � )

� 2
+ T

�
� n

n�
`

sin(! n t + � )
� 2

�
=

=
`
4

� 2
n

 

%
�
! n cos(! n t + � )

� 2
+ T

� r
%
T

! n sin(! n t + � )
� 2

!

=
`
4

� 2
n %!2n =

� 2
n

4
! 2

n m;

kde m je hmotnost struny.

3.1.4 Obecná úloha pro nehomogenní hyperbolickou rovnici v e dvou promìnných

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ; (3.20)

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (0; `) ; (3.21)

� 0u(t; 0) + � 0ux (t; 0) = � 0(t) ; � 1u(t; ` ) + � 1ux (t; ` ) = � 1(t) ; t 2 (0; 1 ) ; (3.22)

Øe¹ení je tvaru u(t; x ) = v(t; x ) + U(t; x ), kde funkce U = U(t; x ) splòuje okrajové podmínky (3.22) a funkce
v = v(t; x ) je øe¹ením úlohy (1.58), (1.59), (1.60). Za funkci U = U(t; x ) lze vzít funkci danou pøedpisem

U(t; x ) =

=

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

� 1� 0(t) � � 0� 1(t)
� 0� 1 � � 1� 0 � � 0� 1`

x +
� 0� 1(t) � � 1� 0(t) � `� 1� 0(t)

� 0� 1 � � 1� 0 � � 0� 1`
; � 0� 1 � � 1� 0 6= � 0� 1`;

� 0� 1(t) � � 1� 0(t) � � 1`� 0

� 0`(� 1` + 2 � 1)
x2 +

� 0(t)
� 0

x; � 0� 1 � � 1� 0 = � 0� 1`; � 0`(� 1` + 2 � 1) 6= 0 ;

� 1� 0(t) � � 0� 1(t)
2� 0� 1

exp
�

� 0

� 0
x

�
+

� 1(t)
� 1

; � 0 6= 0 = � 0� 1 + � 1� 0;

� 1� 0(t) � � 0� 1(t)
� 0� 1

exp
� x

`

�
+

� 1(t)
� 1

; � 0 = 0 = � 1 + � 1`:

(3.23)

Zejména pro � 0 = � 1 = 1, � 0 = � 1 = 0 (Dirichletova úloha) lze polo¾it

U(t; x ) =
� 1(t) � � 0(t)

`
x + � 0(t);

pro
2
`

6= � 0 = � � 1, � 0 = � 1 = 1 lze polo¾it

U(t; x ) =
� 1(t) + � 0(t)

2 � � 0`
x �

� 1(t) � � 0(t) + � 0`� 0(t)
� 0(2 � � 0`)
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a pro � 0 = � 1 = 0, � 0 = � 1 = 1 (Neumannova úloha) lze polo¾it

U(t; x ) =
� 1(t) � � 0(t)

2`
x2 + � 0(t)x:

Pokud je mo¾né funkciU volit jako lineární ve druhé promìnné x (tj. pokud � 0� 1 � � 1� 0 6= � 0� 1`), pak je
Uxx � 0.

3.1.5 Hyperbolické rovnice s nehomogenitou tvaru �u t (tlumené kmity koneèné
struny)

utt (t; x ) = a2uxx (t; x ) � �u t (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ; (3.24)

u(0; x) = ' (x) ; ut (0; x) =  (x) ; x 2 (0; `) ; (3.25)

� 0u(t; 0) + � 0ux (t; 0) = 0 = � 1u(t; ` ) + � 1ux (t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) ; (3.26)

Zavedeme novou neznámou funkciw = w(t; x ) vztahem

u(t; x ) = e � ( �= 2) t w(t; x )

(sr. 1.3.6). Pak je

ut (t; x ) = e � ( �= 2) t
�

wt (t; x ) �
�
2

w(t; x )
�

;

utt (t; x ) = e � ( �= 2) t
�

wtt (t; x ) � �w t (t; x ) +
� 2

4
w(t; x )

�
; uxx (t; x ) = e � ( �= 2) t wxx (t; x ) :

Dosadíme do rovnice (3.24), do podmínky (3.26) a upravíme:

wtt (t; x ) = a2wxx (t; x ) +
� 2

4
w(t; x ) ; (3.27)

� 0w(t; 0) + � 0wx (t; 0) = 0 = � 1w(t; ` ) + � 1wx (t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) ; (3.28)

Øe¹ení okrajové úlohy (3.27), (3.28) budeme opìt hledat ve tvaru w(t; x ) = T(t)X (x). Po dosazení do rovnice
(3.27) a úpravì dostaneme

T 00(t) �
� 2

4
T(t)

a2T(t)
=

X 00(x)
X (x)

:

Pravá strana poslední rovnice závisí pouze nax, levá strana závisí pouze nat a to znamená, ¾e výrazy na obou
stranách jsou konstantní. Opìt je polo¾íme rovny� � . Funkce X je opìt øe¹ením Sturmovy-Liouvilleovy úlohy
(3.5), (3.6) a funkce T je øe¹ením rovnice

T 00(t) +
�

�a 2 �
� 2

4

�
T(t) = 0 :

Pøedpokládejme, ¾e� < 4a2� n (tlumení je malé). Pak øe¹ení poslední rovnice pro� = � n je

Tn (t) = An cos

p
4� n a2 � � 2

2
t + Bn sin

p
4� n a2 � � 2

2
t :

Øe¹ení úlohy (3.27), (3.28) tedy je

w(t; x ) =
1X

n =1

�
An cos

p
4� n a2 � � 2

2
t + Bn sin

p
4� n a2 � � 2

2
t
�

vn (x) ;

kde � 1; � 2; : : : jsou vlastní èísla av1; v2; : : : jsou vlastní funkce Sturmovy-Liouvilleovy úlohy (3.5), (3.6).
Øe¹ení rovnice (3.24) s okrajovou podmínkou (3.26) je

u(t; x ) = e � ( �= 2) t
1X

n =1

�
An cos

p
4� n a2 � � 2

2
t + Bn sin

p
4� n a2 � � 2

2
t
�

vn (x) : (3.29)

45



Platí

u(0; x) =
1X

n =1

An vn (x) :

tak¾e ke splnìní první z podmínek (3.25) staèí, aby

An =
1

jjvn jj2

`Z

0

' (� )vn (� )d� : (3.30)

Dále

ut (t; x ) = �
�
2

e� ( �= 2) t
1X

n =1

�
An cos

p
4� n a2 � � 2

2
t + Bn sin

p
4� n a2 � � 2

2
t
�

vn (x) +

+e � ( �= 2) t
1X

n =1

�
� An

p
4� n a2 � � 2

2
sin

p
4� n a2 � � 2

2
t + Bn

p
4� n a2 � � 2

2
cos

p
4� n a2 � � 2

2
t
�

vn (x) ;

tak¾e

ut (0; x) =
1X

n =1

�
Bn

p
4� n a2 � � 2

2
�

�
2

An

�
vn (x) :

Aby byla splnìna druhá z podmínek (3.25) staèí, aby

Bn

p
4� n a2 � � 2

2
�

�
2

An =
1

jjvn jj2

`Z

0

 (� )vn (� )d� ;

neboli

Bn =
2

p
4� n a2 � � 2 jj vn jj2

`Z

0

�
 (� ) +

�
2

' (x)
�

vn (� )d� : (3.31)

Øe¹ení úlohy (3.24), (3.25), (3.26) je tedy dáno øadou (3.29), kde � 1; � 2; : : : jsou vlastní èísla av1; v2; : : :
jsou vlastní funkce Sturmovy-Liouvilleovy úlohy (3.5), (3.6) a koe�cienty An , Bn jsou dány formulemi (3.30) a
(3.31).

3.2 Parabolické rovnice

3.2.1 Parabolická rovnice ve dvou promìnných (vedení tepla v tenké tyèi)

Budeme øe¹it parabolickou rovnici homogenní

ut (t; x ) = a2uxx (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ; (3.32)

nebo nehomogenní
ut (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `) ; (3.33)

s poèáteèní podmínkou nehomogenní

u(0; x) = ' (x) ; x 2 (0; `) ; (3.34)

nebo homogenní
u(0; x) = 0 ; x 2 (0; `) ; (3.35)

a okrajovými podmínkami homogenními

� 0u(t; 0) + � 0ux (t; 0) = 0 = � 1u(t; ` ) + � 1ux (t; ` ) ; t 2 (0; 1 ) ; (3.36)
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nebo nehomogenními

� 0u(t; 0) + � 0ux (t; 0) = � 0(t) ; � 1u(t; ` ) + � 1ux (t; ` ) = � 1(t) ; t 2 (0; 1 ) : (3.37)

Pøitom pøedpokládáme, ¾ea > 0, funkce ' a f jsou po èástech spojité a funkce� 0; � 1 jsou diferencovatelné.
Nejdøíve budeme øe¹it úlohu (3.32), (3.34), (3.36). Øe¹ení budeme opìt pøedpokládat ve tvaru

u(t; x ) = T(t)X (x) :

Dosazením do (3.32) a (3.36) uká¾eme, ¾e funkceX = X (x) je øe¹ením Sturmovy-Liouvilleovy úlohy (3.5), (3.6)
a funkce T = T(t) splòuje rovnici

T 0(t) + a2�T (t) = 0 ;

tedy

T(t) = Ce� a2 �t :

Jsou-li � 1; � 2; : : : vlastní hodnoty a v1; v2; : : : vlastní funkce úlohy (3.5), (3.6), pak øe¹ení rovnice (3.32)
splòující podmínku (3.36) je

u(t; x ) =
1X

n =1

Cn e� a2 � n t vn (x) : (3.38)

Aby byla splnìna podmínka ( 3.34), musí platit

1X

n =1

Cn vn (x) = ' (x) ;

co¾ znamená, ¾e

Cn =
1

jjvn jj2

`Z

0

' (� )vn (� )d� ; kde jjvn jj2 =

`Z

0

(vn (� ))2d� : (3.39)

Øe¹ení úlohy (3.32), (3.34), (3.36) je tedy dáno øadou (3.38), její¾ koe�cienty jsou dány formulemi (3.39), tedy

u(t; x ) =
1X

n =1

1

jjvn jj2

0

@
`Z

0

' (� )vn (� )d�

1

A e� a2 � n t vn (x) :

Pøi oznaèení

G(x; �; t ) =
1X

n =1

1

jjvn jj2 vn (x)vn (� )e� a2 � n t (3.40)

lze øe¹ení zapsat ve tvaru

u(t; x ) =

`Z

0

' (� )G(x; �; t )d� :

Analogicky jako pøi metodì variace konstant u obyèejných diferenciálních lineárních nehomogenních rovnic
budeme øe¹ení úlohy (3.33), (3.35), (3.36) hledat ve tvaru

u(t; x ) =
1X

n =1

Cn (t)vn (x) ;

kde v1; v2; : : : jsou vlastní funkce Sturmovy-Liouvilleovy úlohy (3.5), (3.6). Pak je

ut (t; x ) =
1X

n =1

C0
n (t)vn (x) ; uxx (t; x ) =

1X

n =1

Cn (t)v00
n (x) = �

1X

n =1

� n Cn (t)vn (x) ;
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nebo» funkcevn je øe¹ením rovnice (3.5) s � = � n . Funkci f (t; �) vyjádøíme jako souèet Fourierovy øady vzhledem
k ortogonálnímu systému funkcív1; v2; : : : :

f (t; x ) =
1X

n =1

Fn (t)vn (x) ; kde Fn (t) =
1

jjvn jj2

`Z

0

f (t; � )vn (� )d� ;

Dosazením do rovnice (3.33) a podmínky (3.35) dostaneme

1X

n =1

�
C0

n (t) + a2� n Cn (t)
�

vn (x) =
1X

n =1

Fn (t)vn (x) ;
1X

n =1

Cn (0)vn (x) = 0 :

Pøitom � n je vlastní hodnota úlohy (3.5), (3.6), jí¾ pøíslu¹í vlastní funkcevn ; n = 1 ; 2; : : : . Funkce Cn jsou tedy
øe¹ením Cauchyovy úlohy pro obyèejnou lineární diferenciální rovnici prvního øádu

C0
n (t) + a2� n Cn (t) = Fn (t) ; Cn (0) = 0 :

Øe¹ení této úlohy je

Cn (t) = e � a2 � n t

tZ

0

Fn (� )ea2 � n � d� ;

po dosazení zaFn dostaneme

Cn (t) =
1

jjvn jj2

tZ

0

`Z

0

f (�; � )vn (� )e� a2 � n ( t � � ) d� d� :

Øe¹ení úlohy (3.33), (3.35), (3.36) je tedy

u(t; x ) =
1X

n =1

0

@ 1

jjvn jj2

tZ

0

`Z

0

f (�; � )vn (� )e� a2 � n ( t � � ) d� d�

1

A vn (x) :

Pøi oznaèení (3.40) lze øe¹ení zapsat ve tvaru

u(t; x ) =

tZ

0

`Z

0

f (�; � )G(x; �; t � � )d� d� :

Øe¹ení úlohy (3.33), (3.34), (3.36) je tvaru

u(t; x ) = v(t; x ) + w(t; x ) ;

kde v = v(t; x ) je øe¹ením úlohy (3.32), (3.34), (3.36) a w = w(t; x ) je øe¹ením úlohy (3.33), (3.35), (3.36). Øe¹ení
úlohy (3.33), (3.34), (3.36) je tedy

u(t; x ) =

`Z

0

' (� )G(x; �; t )d� +

tZ

0

`Z

0

f (�; � )G(x; �; t � � )d� d� :

Øe¹ení úlohy (3.33), (3.34), (3.37) je tvaru

u(t; x ) = v(t; x ) + U(t; x ) ;

kde funkceU = U(t; x ) splòuje okrajové podmínky (3.37) a v = v(t; x ) je øe¹ením rovnice

ut (t; x ) = a2uxx (t; x ) + f (t; x ) � (Ut (t; x ) � a2Uxx (t; x )) ; (t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `)
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s poèáteèní podmínkou
u(0; x) = ' (x) � U(0; x) ; x 2 (0; `)

a homogenními okrajovými podmínkami (3.36). Za funkci U = U(t; x ) opìt staèí vzít ( 3.23).

Interpretace funkce G: Uva¾ujme úlohu

ut (t; x ) = a2uxx (t; x );

u(0; x) = ' (x);

u(t; 0) = u(t; ` ) = 0 ;

(t; x ) 2 (0; 1 ) � (0; `);

x 2 (0; `);

t 2 (0; 1 ):

(Vedení tepla v homogenní tyèi, která byla zahøáta na teplotu ' (x) a její¾ konce udr¾ujeme na nulové teplotì.)
Mno¾ství tepla, kterým se teplota tìlesa o hmotnostim zmìní o � u, je

Q = cm� u;

kde c je speci�cké teplo. Má-li tìleso na poèátku dìje nulovou teplotu a je zahøáto na teplotuu, pak � u = u.
Je-li tedy tyè v bodì vzdáleném � od jejího zaèátku zahøáta z nulové teploty na teplotu' (� ), je mno¾ství tepla
dodaného èásti tyèe o malé délce �� ve vzdálenosti � od jejího zaèátku rovno

� Q = c(� � � ) ' (� );

kde � je lineární hustota tyèe. Limitním pøechodem � � ! 0 dostaneme dQ = c�' (� )d� , tak¾e celkové mno¾ství
tepla dodaného tyèi je

Q = c�

`Z

0

' (� )d�:

Pøedstavme si nyní, ¾e tyè mìla nulovou teplotu a v èaset = 0 vznikl v bodì � � 2 (0; `) bodový teplotní impuls,
který þzahøál bod� � ÿ na teplotu u0, zbytek tyèe ponechal na teplotì 0, tj.

' (x) = u0� (x � � � )

(� je Diracova distribuce). Velikost tohoto impulsu byla

Q = c�

`Z

0

' (� )d� = c�u 0

`Z

0

� (� � � � )d� = c�u 0:

Pak

u(t; x ) =

`Z

0

' (� )G(x; �; t )d� = u0

`Z

0

� (x � � � )G(x; �; t )d� = u0G(x; � � ; t) =
Q
c�

G(x; � � ; t):

Odtud plyne, ¾eG(x; �; t ) vyjadøuje teplotní úèinek okam¾itého bodového zdroje tepla mohutnosti Q = c�
umístìného v bodì � intervalu [0; `].

3.3 Eliptické rovnice

3.3.1 Laplaceova rovnice ve dvou promìnných s okrajovými po dmínkami na ob-
délníku

Budeme øe¹it rovnici
� u(x; y) = 0 ; (x; y) 2 (0; a) � (0; b) (3.41)

s jednou homogenní okrajovou podmínkou

� 0u(0; y) + � 0ux (0; y) = 0 = � 1u(a; y) + � 1ux (a; y) ; y 2 (0; b) ; (3.42)
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a jednou nehomogenní okrajovou podmínkou

 0u(x; 0) + � 0uy (x; 0) = � 0(x) ;  1u(x; b) + � 1uy (x; b) = � 1(x) ; x 2 (0; a) : (3.43)

Øe¹ení této úlohy budeme hledat ve tvaru souèinu výrazù, z nich¾ jeden závisí pouze nax a druhý pouze na
y, tedy

u(x; y) = X (x)Y (y) :

Pak je uxx = X 00Y, uyy = XY 00. Po dosazení do rovnice (3.41) a úpravì dostaneme

X 00(x)
X (x)

= �
Y 00(y)
Y (y)

:

Výraz na levé stranì nezávisí nay, výraz na pravé stranì nezávisí nax a to znamená, ¾e oba výrazy jsou rovny
nìjaké konstantì, øeknìme � � :

X 00(x)
X (x)

= �
Y 00(y)
Y(y)

= � � :

Opìt vidíme, ¾e funkceX = X (x) je øe¹ením Sturmovy-Liouvilleovy úlohy (3.5), (3.6). Funkce Y = Y (y) je
øe¹ením rovnice

Y 00(y) � �Y (y) = 0 :

Jsou-li � 1; � 2; : : : vlastní hodnoty a v1; v2; : : : odpovídající vlastní funkce úlohy (3.5), (3.6), pøièem¾� 1 > 0,
je øe¹ení poslední rovnice s� = � n tvaru

Y (y) = An e
p

� n y + Bn e�
p

� n y ;

a tedy øe¹ení rovnice (3.41) s podmínkou (3.42) je tvaru

u(x; y) =
1X

n =1

�
An e

p
� n y + Bn e�

p
� n y

�
vn (x) : (3.44)

Aby byla splnìna podmínka ( 3.43), musí platit

� 0(x) =
1X

n =1

�
 0(An + Bn ) + � 0

p
� n (An � Bn )

�
vn (x) ;

� 1(x) =
1X

n =1

�
 1

�
An e

p
� n b + Bn e�

p
� n b

�
+ � 1

p
� n

�
An e

p
� n b � Bn e�

p
� n b

��
vn (x) ;

co¾ znamená, ¾e koe�cientyAn , Bn jsou øe¹ením soustavy lineárních rovnic

( 0 + � 0

p
� n )An + (  0 � � 0

p
� n )Bn =

1

jjvn jj2

aZ

0

� 0(� )vn (� )d� ;

(3.45)

( 1 + � 1

p
� n )e

p
� n bAn + (  1 � � 1

p
� n )e�

p
� n bBn =

1

jjvn jj2

aZ

0

� 1(� )vn (� )d� :

Øe¹ení úlohy (3.41), (3.42), (3.43) je dáno øadou (3.44), kde � 1; � 2; : : : jsou vlastní hodnoty a v1; v2; : : :
odpovídající vlastní funkce úlohy (3.5), (3.6), pøièem¾� 1 > 0. Koe�cienty An ; Bn øady (3.44) jsou øe¹ením
soustavy algebraických rovnic (3.45). Tato soustava mù¾e být øe¹itelná jednoznaènì. Pak dostáváme jediné
øe¹ení uvedeného tvaru. Pokud má soustava (3.45) nekoneènì mnoho øe¹ení, pak také úloha (3.41), (3.42),
(3.43) má nekoneènì mnoho øe¹ení. Pokud soustava (3.45) øe¹ení nemá, pak také úloha (3.41), (3.42), (3.43)
nemá øe¹ení uvedeného tvaru. (Obecným podmínkám øe¹itelnosti eliptických rovnic se budeme vìnovat v 4.2.)

Øe¹ení rovnice (3.41) s okrajovými podmínkami

� 0u(0; y) + � 0ux (0; y) = � 0(y) ; � 1u(a; y) + � 1ux (a; y) = � 1(y) ; y 2 (0; b) ; (3.46)
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 0u(x; 0) + � 0uy (x; 0) = 0 =  1u(x; b) + � 1uy (x; b) ; x 2 (0; a) ; (3.47)

lze hledat analogicky.
Øe¹ení úlohy (3.41), (3.46), (3.43) je tvaru

u(x; y) = v(x; y) + w(x; y) ;

kde v = v(x; y) je øe¹ení úlohy (3.41), (3.42), (3.43) a w = w(x; y) je øe¹ení úlohy (3.41), (3.46), (3.47).

3.3.2 Laplaceova rovnice ve dvou promìnných s Dirichletový mi okrajovými pod-
mínkami na kruhu

� u(x; y) = 0 ; x2 + y2 < R 2 ; (3.48)

u(x; y) = g(x; y) ; x2 + y2 = R2 : (3.49)

Pøedpokládáme, ¾eR > 0 a funkceg je spojitá.
Provedeme transformaci do polárních souøadnic

x = r cos' ; y = r sin ' :

Rovnice (3.48) se transformuje na tvar

urr (r; ' ) +
1
r

ur (r; ' ) +
1
r 2 u'' (r; ' ) = 0 : (3.50)

Oznaèmef (' ) = g(R cos'; R sin ' ). Z podmínky (3.49) dostaneme

u(R; ' ) = f (' ) ; ' 2 [0; 2� ] : (3.51)

Funkce u = u(r; ' ) musí být 2� -periodická, tedy

u(r; ' ) = u(r; ' + 2 � ) ; r 2 (0; R] ; ' 2 R : (3.52)

Hodnota funkce u = u(r; ' ) nemù¾e pror = 0 záviset na úhlu ' a samozøejmì musí být koneèná, tedy

u(0; ' ) = const 2 R ; ' 2 R : (3.53)

Øe¹ení rovnice (3.50) budeme hledat ve tvaru souèinu funkcí, z nich¾ jedna závisípouze nar a druhá pouze na
' , tedy

u(r; ' ) = X (r )�( ' ) :

Po dosazení do rovnice (3.50) dostaneme

X 00(r )�( ' ) +
1
r

X 0(r )�( ' ) +
1
r 2 X (r )� 00(' ) = 0 ;

po vynásobení výrazem
r 2

X (r )�( ' )
a jednoduché úpravì

r 2 X 00(r )
X (r )

+ r
X 0(r )
X (r )

= �
� 00(' )
�( ' )

:

Výraz na levé stranì závisí pouze na promìnnér , výraz na pravé stranì pouze na promìnné ' a to znamená,
¾e oba výrazy jsou rovny nìjaké konstantì, øeknìme� . Funkce � = �( ' ) je tedy øe¹ením rovnice

� 00(' ) + � �( ' ) = 0 (3.54)

a funkce X = X (r ) je øe¹ením rovnice

r 2X 00(r ) + rX 0(r ) � �X (r ) = 0 : (3.55)
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Z podmínky (3.52) dostaneme
�( ' ) = �( ' + 2 � ) ; (3.56)

tedy funkce � je 2 � -periodická. Podle pøíkladu 2) vB.2 má úloha (3.54), (3.56) netriviální øe¹ení pouze pro
hodnoty � = � n = n2; n 2 N [ f 0g. Toto øe¹ení je

� n (' ) = an cosn' + bn sinn' ; n = 0 ; 1; 2; : : : :

Nyní budeme øe¹it rovnici (3.55) s � = n2. Hledanou funkci oznaèímeX n a øe¹íme tedy rovnici

r 2X 00
n (r ) + rX 0

n (r ) � n2X n (r ) = 0 :

Jedná se o Eulerovu rovnici. Zavedeme substitucis = ln r , tedy

d
dr

X n =
d
ds

X n
ds
dr

=
1
r

d
ds

X n ;
d2

dr 2 X n =
d
dr

�
1
r

d
ds

X n

�
= �

1
r 2

d
ds

X n +
1
r 2

d2

ds2 X n ;

po dosazení
d2

ds2 X n �
d
ds

X n +
d
ds

X n � n2X = 0

a po úpravì
d2

ds2 X n � n2X n = 0 :

Øe¹ení této rovnice je

X n (s) =

8
<

:

c0 + d0s ; pro n = 0

cn ens + dn e� ns ; pro n > 0
; tj : X n (r ) =

8
<

:

c0 + d0 ln r ; pro n = 0

cn r n + dn r � n ; pro n > 0
:

Kdyby pro nìjaké n 2 f 0; 1; 2; : : : g bylo dn 6= 0, pak by lim
r ! 0+

jX n (r )j = 1 a nemohla by být splnìna podmínka

(3.53). Je tedy dn = 0, n = 0 ; 1; 2; : : : a

X n (r ) = cn r n ; n = 0 ; 1; 2; : : : :

Øe¹ení úlohy (3.50), (3.52), (3.53) je lineární kombinací souèinù funkcí � n = � n (' ) a X n = X n (r ), tj.

u(r; ' ) = a0c0 +
1X

n =1

cn r n (an cosn' + bn sinn' ) ;

pøi oznaèeníA0 = 2 a0c0; An = an cn ; Bn = bn cn dostaneme

u(r; ' ) =
A0

2
+

1X

n =1

r n (An cosn' + Bn sinn' )

Dosadíme do podmínky (3.51):

u(R; ' ) =
A0

2
+

1X

n =1

Rn (An cosn' + Bn sinn' ) = f (' )

tak¾e

An =
1

�R n

2�Z

0

f (� ) cosn� d� ; n = 0 ; 1; 2; : : : ; Bn =
1

�R n

2�Z

0

f (� ) sin n� d� ; n = 0 ; 1; 2; : : : :

Celkem je

u(r; ' ) =
1
�

2�Z

0

f (� )

 
1
2

+
1X

n =1

� r
R

� n
(cosn� cosn' + sin n� sinn' )

!

d� =

=
1
�

2�Z

0

f (� )

 
1
2

+
1X

n =1

� r
R

� n
cosn(� � ' )

!

d� :
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Výraz cosn(� � ' ) je reálnou èástí komplexního èísla ein ( � � ' ) , tedy

1X

n =1

� r
R

� n
cosn(� � ' )

je reálnou èástí výrazu

1X

n =1

� r
R

� n
ein ( � � ' ) =

1X

n =1

�
r ei( � � ' )

R

� n

=
rei( � � ' )

R
1

1 �
rei( � � ' )

R

=
rei( � � ' )

R � rei( � � ' )
=

=
r (cos(� � ' ) + i sin( � � ' ))

R � r cos(� � ' ) � ir sin(� � ' )
=

=
r (cos(� � ' ) + i sin( � � ' ))( R � r cos(� � ' ) + i r sin(� � ' ))

(R � r cos(� � ' ))2 + r 2 sin2(� � ' )
:

Odtud dostáváme

1
2

+
1X

n =1

� r
R

� n
cosn(� � ' ) =

1
2

+
Rr cos(� � ' ) � r 2 cos2(� � ' ) � r 2 sin2(� � ' )

R2 � 2Rr cos(� � ' ) + r 2 cos2(� � ' ) + r 2 sin2(� � ' )
=

=
1
2

+
Rr cos(� � ' ) � r 2

R2 � 2Rr cos(� � ' ) + r 2 =

=
R2 � 2Rr cos(� � ' ) + r 2 + 2 Rr cos(� � ' ) � 2r 2

2(R2 � 2Rr cos(� � ' ) + r 2)
=

=
R2 � r 2

2(R2 � 2Rr cos(� � ' ) + r 2)
:

Øe¹ení úlohy (3.50), (3.51), (3.52), (3.53) tedy dostáváme ve tvaru

u(r; ' ) =
1

2�

2�Z

0

f (� )
R2 � r 2

R2 � 2Rr cos(� � ' ) + r 2 d� ; pro r < R ; u (r; ' ) = f (' ) ; pro r = R :

Výraz

1
2�

2�Z

0

f (� )
R2 � r 2

R2 � 2Rr cos(� � ' ) + r 2 d� (3.57)

se nazýváPoissonùv integrál, výraz

K (r; '; R; � ) =
R2 � r 2

R2 � 2Rr cos(� � ' ) + r 2

se nazýváPoissonovo jádro.
Vrátíme se k pùvodním promìnným, tj. provedeme zpìtnou tran sformaci

r =
p

x2 + y2 ; cos' =
x

p
x2 + y2

; sin ' =
y

p
x2 + y2

:

Pak je

R2 � 2Rr cos(� � ' ) + r 2 = R2 � 2Rr (cos� cos' + sin � sin ' ) + r 2 =

= x2 + y2 � 2R(x cos� + y sin � ) + R2(cos2 � + sin 2 � ) = ( x � R cos� )2 + ( y � R sin � )2 :
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Øe¹ení úlohy (3.48), (3.49) je tedy

u(x; y) =
R2 � x2 � y2

2�R

2�Z

0

g(R cos�; R sin � )
R

(x � R cos� )2 + ( y � R sin� )2 d� :

Oznaèíme-lix = ( x; y), SR
(0 ;0) kru¾nici se støedem v poèátku a polomìremR, S bod na této kru¾nici, lze øe¹ení

zapsat pomocí køivkového integrálu

u(x ) =
R2 � jj x jj2

2�R

Z

SR
(0 ; 0)

g(S)
dS

jjx � Sjj2 : (3.58)

Tato formule se nazýváPoissonùv vzorec.

3.3.3 Poissonova rovnice ve dvou promìnných s homogenními D irichletovými
okrajovými podmínkami na kruhu

� u(x; y) = G(x; y) ; x2 + y2 < R 2 ; (3.59)

u(x; y) = 0 ; x2 + y2 = R2 : (3.60)

Pøedpokládáme, ¾eR > 0 a funkceG je spojitá. Rovnici transformujeme do polárních souøadnic

x = r cos' ; y = r sin ' :

Pøi oznaèeníF (r; ' ) = G(r cos'; r sin ' ) se rovnice (3.59) transformuje na tvar

urr (r; ' ) +
1
r

ur (r; ' ) +
1
r 2 u'' = F (r; ' ) : (3.61)

Analogicky jako u Laplaceovy rovnice musí funkceu = u(r; ' ) splòovat podmínky

u(R; ' ) = 0 ; ' 2 [0; 2� ] ; (3.62)

u(r; ' ) = u(r; ' + 2 � ) ; r 2 (0; R] ; ' 2 R ; (3.63)

u(0; ' ) = const 2 R ; ' 2 R : (3.64)

Ponìvad¾ podle (3.63) je funkce u(r; �) 2� -periodická pro ka¾dér 2 (0; R], lze ji hledat ve tvaru

u(r; ' ) =
a0(r )

2
+

1X

n =1

(an (r ) cosn' + bn (r ) sin n' ) :

Pravá strana rovnice (3.61) bude

a00
0 (r )
2

+
a0

0(r )
2r

+
1X

n =1

��
a00

n (r ) +
a0

n (r )
r

�
n2an (r )

r 2

�
cosn' +

�
b00

n (r ) +
b0

n (r )
r

�
n2bn (r )

r 2

�
sinn'

�
:

Funkce F (r; �) je také 2� -periodická, proto ji mù¾eme také vyjádøit ve tvaru Fourierovy øady

F (r; ' ) =
c0(r )

2
+

1X

n =1

(cn (r ) cosn' + dn (r ) sin n' ) :

kde

cn (r ) =
1
�

2�Z

0

F (r; � ) cosn� d� ; n = 0 ; 1; 2; : : : ; dn (r ) =
1
�

2�Z

0

F (r; � ) sin n� d� ; n = 0 ; 1; 2; : : : :
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Porovnáním koe�cientù vidíme, ¾e funkcean = an (r ) a bn = bn (r ) jsou øe¹ením Eulerových obyèejných diferen-
ciálních rovnic

r 2a00
n (r ) + ra0

n (r ) � n2an (r ) =
r 2

�

2�Z

0

F (r; � ) cosn� d� ; n = 0 ; 1; 2; : : : ;

r 2b00
n (r ) + rb0

n (r ) � n2bn (r ) =
r 2

�

2�Z

0

F (r; � ) sin n� d� ; n = 1 ; 2; : : :

s okrajovými podmínkami

an (R) = 0 ; an (r ) je omezená pror ! 0+ ;

bn (R) = 0 ; bn (r ) je omezená pror ! 0 + :

Vy¹etøíme speciální pøípad, kdy pravá strana rovnice (3.59) je konstantní, G � c. Pak také F � c a tedy

2�Z

0

cd� = 2 �c ;

2�Z

0

ccosn� d� =

2�Z

0

csinn� d� = 0 pro n = 1 ; 2; : : : :

Funkce a0 = a0(r ) je øe¹ením rovnice
r 2a00

0 (r ) + ra0
0(r ) = 2 cr2 ;

tedy a0(r ) =
c
2

r 2 + A ln r + B . Ponìvad¾a0(r ) je omezená pror ! 0+, musí být A = 0; ponìvad¾ a0(R) = 0,

musí být B = �
c
2

R2. Celkem

a0(r ) =
c
2

(r 2 � R2) :

Funkce an = an (r ) pro n = 1 ; 2; : : : jsou øe¹ením rovnice

r 2a00
n (r ) + ra0

n (r ) � n2an (r ) = 0 ;

tedy an (r ) = Ar n + Br � n . Ponìvad¾a0(r ) je omezená pror ! 0+, musí být B = 0; ponìvad¾an (R) = 0, musí
být A = 0. Analogické úvahy provedeme pro funkcebn = bn (r ); n = 1 ; 2; : : : . Celkem dostaneme

an (r ) = bn (r ) = 0 ; n = 1 ; 2; : : : :

Dosazením do øady vyjadøující funkciu = u(r; ' ) dostaneme

u(r; ' ) =
c
4

(r 2 � R2)

a návratem k pùvodním promìnným dostaneme øe¹ení úlohy (3.59), (3.60) s G � c ve tvaru

u(x; y) =
c
4

(x2 + y2 � R2) :

3.3.4 Rotaènì (azimutálnì) symetrické øe¹ení Laplaceovy r ovnice na kouli

� u(x; y; z) = 0 ; x2 + y2 + z2 < R 2; (3.65)

u(x; y; z) = f (z); x2 + y2 + z2 = R2: (3.66)

Provedeme transformaci do sférických souøadnic

x = r cos' cos#; y = r sin ' cos#; z = r sin#:

Hodnoty funkce u nezávisí na úhlu' , tedy u = u(r; # ) a
@u
@#

= 0. To znamená ¾e rovnice (3.65) se transformuje

na následující rovnici (sr. DodatekD)

1
r 2

@
@r

�
r 2 @u

@r

�
+

1
r 2 cos#

@
@#

�
cos#

@u
@#

�
= 0 (3.67)
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a okrajová podmínka (3.66) na podmínku u(R; #) = f (R sin#), nebo pøi oznaèeníg(� ) = f (R� ) na

u(R; #) = g(sin #); �
�
2

< # <
�
2

: (3.68)

Budeme hledat ohranièené øe¹ení rovnice (3.65) a proto budeme dále po¾adovat

lim sup
r ! 0+

ju(r; # )j < 1 ; �
�
2

< # <
�
2

: (3.69)

Z rotaèní symetrie øe¹eníu rovnice (3.65) plyne

@u
@x

(0; 0; z) = 0 =
@u
@y

(0; 0; z)

pro ka¾déz, � R � z � R. Po transformaci tedy dostaneme podmínku

@u
@#

�
r; �

�
2

�
= 0 =

@u
@#

�
r;

�
2

�
; 0 < r < R: (3.70)

Øe¹ení rovnice (3.67) hledáme ve tvaru souèinu výrazù, z nich¾ jeden závisí pouzena r a druhý pouze na#,
tj.

u(r; # ) = X (r )�( #): (3.71)

Dosazením do rovnice (3.67) dostaneme po snadné úpravì

�
r 2X 0

� 0

X
= �

�
� 0cos#

� 0

� cos #
:

Symbol 0 oznaèuje obyèejnou derivaci podle pøíslu¹né promìnné; na levé strane podler , na pravé podle#. Výraz
na levé stranì závisí pouze nar , výraz na pravé stranì závisí pouze na#. To znamená, ¾e obì strany pøedchozí
rovnosti jsou rovny nìjaké konstantì, øeknìme � . Tedy

�
r 2X 0

� 0

X
= �

�
� 0cos#

� 0

� cos #
= �: (3.72)

Nejprve budeme øe¹it rovnici
1

cos#

�
� 0cos#

� 0
+ � � = 0 (3.73)

s okrajovou podmínkou

� 0
�

�
�
2

�
= 0 = � 0

� �
2

�
; (3.74)

která plyne z podmínky (3.70). Zavedeme novou nezávisle promìnnou� = sin #. Pak je

� 0 =
d�
d#

=
d�
d�

d�
d�

= cos#
d�
d�

a podmínka (3.74) je splnìna. Dále

(� 0cos#)0 =
d

d#

�
d�
d#

cos#
�

=
d

d#

�
d�
d�

d�
d#

cos#
�

=
d
d�

�
(1 � � 2)

d�
d�

�
d�
d#

=
�

(1 � � 2)
d2�
d� 2 � 2�

d�
d�

�
cos#:

Rovnice (3.73) se tedy transformuje na rovnici

(1 � � 2)
d2�
d� 2 � 2�

d�
d�

+ � � = 0 ;

co¾ je Legendreova rovnice (sr.C.1), která má netriviální øe¹ení pro � n = n(n + 1), n = 0 ; 1; 2; : : : . Tìmito
øe¹eními jsou Legendreovy polynomyPn . Úloha (3.73), (3.74) má tedy øe¹ení

� n (#) = Pn (sin #); n = 0 ; 1; 2; : : : : (3.75)
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Nalezené vlastní hodnoty� = � n = n(n + 1) dosadíme do rovnice (3.72). Dostaneme Eulerovu obyèejnou
diferenciální rovnici �

r 2X 0
n

� 0
� n(n + 1) X n = 0 ;

která má obecné øe¹ení
X n (r ) = An r n + Bn r � (n +1) :

Z podmímky (3.69) plyne, ¾e lim sup
r ! 0+

jX n (r )j < 1 a tedy Bn = 0 pro v¹echna n = 0 ; 1; 2; : : : , tj

X n (r ) = An r n : (3.76)

Z vyjádøení (3.71), nalezených øe¹ení (3.75), (3.76) a faktu, ¾e lineární rovnice (3.72) je homogenní, dostaneme
øe¹ení rovnice (3.67) je tvaru

u(r; � ) =
1X

n =0

An r n Pn (sin #):

Toto øe¹ení splòuje podmínky (3.69) a (3.70). Podmínku (3.70) mù¾eme pøepsat na

g(sin #) =
1X

n =0

An Rn Pn (sin #)

neboli

g(� ) =
1X

n =0

An Rn Pn (� ):

Odtud plyne, ¾eAn Rn jsou Fourierovými koe�cienty funkce g vzhledem k orthogonální soustavì Legendreových
polynomù. Tedy podle vìty C.1.4 platí

An =
2n + 1
2Rn

1Z

� 1

g(� )Pn (� )d� =
2n + 1
2Rn

1Z

� 1

f (R� )Pn (� )d�:

Øe¹ení úlohy (3.67), (3.68), (3.69), (3.70) je

u(r; # ) =

1Z

� 1

f (R� )
1X

n =0

2n + 1
2

� r
R

� n
Pn (sin � )Pn (� )d�

a øe¹ení úlohy (3.65), (3.66) je

u(x; y; z) =

1Z

� 1

f (R� )
1X

n =0

2n + 1
2

 p
x2 + y2 + z2

R

! n

Pn

 
z

p
x2 + y2 + z2

!

Pn (� )d�:

3.3.5 Øe¹ení Laplaceovy rovnice na válci

� u(x; y; z) = 0 ; x2 + y2 < R 2; 0 < z < h; (3.77)

u(x; y; 0) = 0 ; u(x; y; h) = f (x; y); x2 + y2 < R 2; (3.78)

u(x; y; z) = 0 ; x2 + y2 = R2; 0 < z < h: (3.79)

Rovnici i okrajové podmínky transformujeme do cylindrických souøadnic

x = r cos'; y = r sin '; z = z:

Podle D dostaneme rovnici

1
r

@
@r

�
r

@u
@r

�
+

1
r 2

@2u
@'2

+
@2u
@z2

= 0 ; 0 < r < R; ' 2 R; 0 < z < h: (3.80)
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Okrajové podmínky se transformují na tvar

u(r; '; 0) = 0 ; u(r; '; h ) = f (r cos'; r sin ' ); 0 < r < R; ' 2 R; (3.81)

u(R; '; z ) = 0 ; lim sup
r ! 0+

ju(r; '; z )j < 1 ; ' 2 R; 0 < z < h; (3.82)

u(r; '; z ) = u(r; ' + 2 �; z ); 0 < r < R; ' 2 R; 0 < z < h: (3.83)

Øe¹ení transformované úlohy budeme hledat ve tvaru souèinutøí funkcí, z nich¾ ka¾dá závisí právì na jedné
z promìnných, tj.

u(r; '; z ) = X (r )�( ' )Z (z): (3.84)

Po dosazení do rovnice (3.80) a jednoduché úpravì dostaneme

(rX 0)0

rX
+

� 00

r 2�
= �

Z 00

Z
:

Symbol 0 oznaèuje obyèejnou derivaci funkce podle její jediné promìnné. Na levé stranì rovnosti je výraz, který
závisí pouze na promìnnýchr a ' , výraz na pravé stranì závisí pouze na' . To je mo¾né jedinì tak, ¾e výrazy
na obou stranách rovnosti jsou rovny nìjaké konstantì. Oznaèíme ji � � a dostaneme

Z 00

Z
= � = �

(rX 0)0

rX
�

� 00

r 2�
: (3.85)

Druhá z tìchto rovností dává

�
� 00

�
= r

(rX 0)0

X
+ �r 2:

Výraz na levé stranì nezávisí na promìnnér , výraz na pravé stranì nezávisí na promìnné ' . Musí se tedy oba
rovnat nìjaké konstantì, øeknìme � . Tedy

�
� 00

�
= � = r

(rX 0)0

X
+ �r 2: (3.86)

Z první rovnosti ( 3.85), z rovností (3.86) a z podmínek v (3.81), (3.82), (3.83) dostaneme tøi obyèejné rovnice
druhého øádu s okrajovými podmínkami:

� 00+ � � = 0 ; �( ' ) = �( ' + 2 � ); (3.87)

r (rX 0)0+
�
�r 2 � �

�
X = 0 ; lim sup

r ! 0+
jX (r )j < 1 ; X (R) = 0 ; (3.88)

Z 00� �Z = 0 ; Z (0) = 0 : (3.89)

Úloha (3.87) je shodná s úlohou (3.54), (3.56). Má tedy netriviální øe¹ení pouze pro� = m2, kde m 2 N[f 0g
a toto øe¹ení je

� m (' ) = Am cosm' + Bm sinm'; m = 0 ; 1; 2 : : : : (3.90)

Pøedpokládejme, ¾e� > 0. Polo¾íme� = l2 a v úloze (3.88) s � = m2 zavedeme novou nezávisle promìnnou
%vztahem %= lr ; jedná se o zmìnu mìøítka prùvodièe. Pak

X 0 = l
dX
d%

; (rX 0)0 = l
d
d%

�
%
l
l
dX
d%

�
= l

�
%

d2X
d%2 +

dX
d%

�

a rovnice v (3.88) se transformuje na Besselovu rovnici celoèíselného øádum,

%2 d2X
d%

+ %
dX
d%

+ ( %2 � m2)X = 0 ;

sr. C.5. Obecné øe¹ení této rovnice je podleC.5.11 rovno

X = X ml (%) = Cml Jm (%) + Dml Ym (%);
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kde Cml , Dml jsou nìjaké konstanty, Jm , resp. Ym , je Besselova funkce prvního, resp. druhého, druhu. Av¹ak

podle C.5.8 je

�
�
�
� lim
%! 0+

Ym

�
�
�
� = 1 . Aby byla splnìna podmínka ohranièenosti v (3.88), musí být Dml = 0. Øe¹ení

úlohy (3.88) jsou tedy tvaru
X = X ml (r ) = Cml Jm (lr ):

Z druhé okrajové podmínky (3.88) plyne Cml Jm (lR) = 0. Aby øe¹ení bylo nenulové a souèasnì bylol > 0, musí
být

l = lmk =
xmk

R
; k = 1 ; 2; : : : ;

kde xmk je k-tý jednoduchý koøen Besselovy funkceJm , sr. C.5.6. Øe¹ení úlohy (3.88) tedy jsou

X mk (r ) = cmk Jm

� xmk

R
r
�

; m = 0 ; 1; 2; : : : ; k = 1 ; 2; 3; : : : ; (3.91)

kde cmk = Cml pro l = x mk
R .

Za pøedpokladu� > 0 tedy je � = l2
mk =

� xmk

R

� 2
. Øe¹ení rovnice (3.89) v takovém pøípadì bude

Zmk (z) = Dmk el mk z + Emk e� l mk z ;

kde Dmk , Emk jsou nìjaké konstanty. Z okrajové podmínky v (3.89) dostaneme 0 = Zmk (0) = Dmk + Emk .
Odtud plyne Emk = � Dmk a tedy

Zmk (z) = Dmk sinh (lmk z) = Dmk sinh
� xmk

R
z
�

; m = 0 ; 1; 2; : : : ; k = 1 ; 2; 3; : : : : (3.92)

Oznaèmeamk = Am cmk Dmk , bmk = Bm cmk Dmk . Z vyjádøení (3.84), nalezených øe¹ení (3.90), (3.91) a
(3.92) a ze skuteènosti, ¾e rovnice (3.80) je homogenní, dostaneme její øe¹ení ve tvaru

u(r; '; z ) =
1X

m =0

1X

k=1

sinh
� xmk

R
z
�

Jm

� xmk

R
r
�

(amk cosm' + bmk sinm' ) : (3.93)

Toto øe¹ení splòuje okrajové podmínky (3.82), (3.83) a první z podmínek (3.81). Konstanty amk , bmk urèíme
tak, aby byla splnìna druhá z podmínek (3.81), tedy aby platilo

g(r; ' ) =
1X

m =0

1X

k=1

sinh
� xmk

R
h

�
Jm

� xmk

R
r
�

(amk cosm' + bmk sinm' ) ;

kde g(r; ' ) = f (r cos'; r cos' ). Výraz
1P

k=1
sinh

� x mk
R h

�
Jm

� x mk
R r

�
amk je tedy Fourierovým koe�cientem funkce

g(r; � ) vzhledem k bázové funkci cos(m � ), tak¾e

1X

k=1

sinh
� xmk

R
h

�
Jm

� xmk

R
r
�

amk =
1
�

2�Z

0

g(r; � ) cosm� d�

pro m > 0 a
1X

k=1

sinh
� x0k

R
h

�
J0

� x0k

R
r
�

a0k =
1

2�

2�Z

0

g(r; � )d�:

Podle C.5.7 funkce Jm
� x mk

R �
�

tvoøí orthogonální systém funkcí na intervalu (0; R); skalární souèin funkcíF , G

de�novaných na (0; R) je pøitom de�nován jako (F; G) =
RR

0
�F (� )G(� )d� . Z pøedchozí rovnosti tedy plyne, ¾e

výraz amk sinh
� x mk

R h
�
, resp. a0k sinh

� x 0k
R h

�
, je Fourierovým koe�cientem funkce

1
�

2�Z

0

g( � ; � ) cosm� d�; resp.
1

2�

2�Z

0

g( � ; � )d�;
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pøíslu¹ným k bázové funkciJm
� x mk

R �
�
, resp. J0

� x 0k
R �

�
. Vzhledem k C.5.7 to znamená, ¾e

amk sinh
� xmk

R
h

�
=

2

�R 2
�
Jm +1 (xmk )

� 2

RZ

0

2�Z

0

%g(%; �)Jm

� xmk

R
%
�

cosm� d� d%

pro m = 1 ; 2; 3: : : : , tedy

amk =
2

�R 2 sinh
� x mk

R h
� �

Jm +1 (xmk )
� 2

RZ

0

2�Z

0

%f(%cos�; %sin � )Jm

� xmk

R
%
�

cosm� d� d%;

m = 1 ; 2; 3; : : : ; k = 1 ; 2; 3; : : : : (3.94)

Analogicky dostaneme

a0k =
1

�R 2 sinh
� x 0k

R h
� �

J1(x0k )
� 2

RZ

0

2�Z

0

%f(%cos�; %sin � )J0

� x0k

R
%
�

d� d%; k= 1 ; 2; 3; : : : ; (3.95)

bmk =
2

�R 2 sinh
� x mk

R h
� �

Jm +1 (xmk )
� 2

RZ

0

2�Z

0

%f(%cos�; %sin � )Jm

� xmk

R
%
�

sinm� d� d%;

m = 1 ; 2; 3; : : : ; k = 1 ; 2; 3; : : : ; (3.96)

b0;k = 0 ; k = 1 ; 2; 3; : : : : (3.97)

Øe¹ení úlohy (3.80){( 3.83), co¾ je øe¹ení pùvodní úlohy (3.77){( 3.79) v cylindrických souøadnicích, je dáno
formulí ( 3.93), pøièem¾ koe�cientyamk , bmk jsou vyjádøeny rovnostmi (3.94){( 3.97).

Poznamenejme, ¾e toto øe¹ení jsme na¹li za pøedpokladu� > 0. Naskýtá se otázka, zda volba� � 0 nedá
nìjaké jiné øe¹ení. Ov¹em dále (v odstavci4.2) bude ukázáno, ¾e úloha (3.77){( 3.79) má jediné øe¹ení.

Cvièení

1) Øe¹te úlohu o chvìní struny délky l , je-li
a) struna upevnìna na obou koncích, na poèátku je ve vzdálenosti c od jednoho konce vychýlena na vzdálenost

h od rovnová¾né polohy a nepohybuje se.
b) struna upevnìna na obou koncích a je rozechvìna úderem plochého tvrdého kladívka o ¹íøce 2� , jeho¾

støed se struny dotkne ve vzdálenostic od jednoho konce a je¾ se pohybuje rychlostív.
c) struna je upevnìna na obou koncích a pùsobí na ni konstatntní síla f ; na poèátku je struna v rovnová¾né

poloze a nepohybuje se.
d) struna je upevnìna na jednom konci, druhý konec vykonává harmonický pohyb s amplitudou A a frekvencí

! =
a�
l

. (Na poèátku je druhý konec vychýlen na vzdálenostA a struna je v klidu.)

2) Øe¹te úlohu o chladnutí homogenní tyèe délkyl která byla stejnomìrnì zahøáta na teplotu u0, na jejím¾
boèním povrchu nedochází k výmìnì tepla a

a) jeden její konec udr¾ujeme na teplotì 0, druhý je tepelnì izolován.
b) jeden její konec udr¾ujeme na teplotìu1, druhý na teplotì u2.
c) na koncích nastává výmìna tepla s prostøedím nulové teploty.

3) Homogenní koule o polomìruR byla zahøáta tak, ¾e její poèáteèní teplota v libovolném bodì závisí pouze

na vzdálenosti r tohoto bodu od støedu koule, tj.u(0; x; y; z) = f
� p

x2 + y2 + z2
�

. Povrch koule udr¾ujeme na

nulové teplotì. Urèete teplotu koule v libovolném bodì a lib ovolném èase.

Øe¹te úlohu
4) uxx + uyy = 0 ; 0 < x < a; 0 < y < b
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u(0; y) = Ay(b� y); u(a; y) = 0 ; 0 � y � b; u(x; 0) = B sin �x
a ; u(x; b) = 0 ; 0 � x � a

5) uxx + uyy = � 2; 0 < x < a; � b
2 < y < b

2
u(0; y) = u(a; y) = 0 ; � b

2 � y � b
2 ; u(x; � b

2 ) = u(x; b
2 ) = 0 ; 0 � x � a

Výsledky:
1a)utt = a2uxx

u(0; x) =

(
h
c x; x 2 [0; c)
h

c� l (x � l ); x 2 [c; l];
; ut (0; x) = 0

u(t; 0) = u(t; l ) = 0

u(t; x ) = 2l 2 h
c( l � c) � 2

1P

n =1

1
n 2 sin( �n

l c) sin( �n
l x) cos(a�n

l t)

1b) utt = a2uxx

u(0; x) = 0 ; ut (0; x) =

(
v; x 2 [c � �; c + � ]
0; jinak

u(t; 0) = u(t; l ) = 0

u(t; x ) = 4lv
a� 2

1P

n =1

1
n 2 sin( �n

l c) sin( �n
l � ) sin( �n

l x) sin( a�n
l t)

1c) utt = a2uxx + f
u(0; x) = ut (0; x) = 0, u(t; 0) = u(t; l ) = 0

u(t; x ) = 4l 2 f
a2 � 3

1P

n =0

1
(2n +1) 3

�
1 � cos

�
a� (2n +1)

l t
� �

sin
�

� (2n +1)
l x

�

1d) utt = a2uxx

u(0; x) =
A
l

x; u t (0; x) = 0, u(t; 0) = 0 ; u(t; l ) = A cos!t

u(t; x ) = A
l

�
x cos(a�

l t) � at sin( a�
l t)

�
+ 4A

�

1P

n =2

( � 1) n

n 3 � n sin
�

a� (n +1)
l t

�
sin

�
�n
l x

�

2a)ut = a2uxx

u(0; x) = u0; u(t; 0) = 0 ; ux (t; l ) = 0

u(t; x ) = 4u0
�

1P

n =0

sin( 2n +1
2l �x )

(2n + 1) exp
� �

(2n +1) a�
2l

� 2
t
� , stacionární stav u � 0

2b) ut = a2uxx

u(0; x) = u0; u(t; 0) = u1; u(t; l ) = u2

u(t; x ) = u2 � u1
l x + u1 + 2

�

1P

n =1

�
u0 � u1 + ( � 1)n +1 (u0 � u2)) sin( �n

l x
�

n exp
n�

a�n
l

� 2
t
o , stacionární stav u(x) = u1 + u2 � u1

l x

2c) ut = a2uxx

u(0; x) = u0; ux (t; 0) = hu(t; 0); ux (t; l ) = � hu(t; l )

u(x; t ) = 2 u0

1P

n =1

exp(� a2� n t)
� n l + h2l + 2 h

�
sin(

p
� n l ) � hp

� n

�
cos(

p
� n l ) � 1

� � �p
� n cos(

p
� n x) + h sin(

p
� n x)

�
,

kde � 1; � 2 : : : jsou kladné koøeny rovnice
p

�
h � hp

�
= 2 cotg(

p
�l )

3)ut = a2� u

u(0; x; y; z) = f
�p

x2 + y2 + z2
�

, u(t; x; y; z ) = 0 pro x2 + y2 + z2 = R2

u(t; x; y; z ) = 2
R
p

x 2 + y 2 + z2

1P

n =1
exp

n
�

�
n�a

R

� 2
t
o

sin
�

n�
p

x 2 + y 2 + z2

R

� RR

0
�f (� ) sin( n��

R )d�

4) u(x; y) =
B sinh

�
� (b� y )

a

�
sin

�
�x
a

�

sinh
�

�b
a

� + 8Ab 2

� 3

1P

n =0

sinh
�

(2n +1) � (a� x )
b

�
sin

�
(2n +1) �y

b

�

(2n + 1) 3 sinh
�

(2n +1) �a
b

�

5) u(x; y) = x(a � x) � 8a2

� 3

1P

n =0

cosh
�

2n +1
a �y

�
sin

�
2n +1

a �x
�

(2n + 1) 3 cosh
�

2n +1
2a �b

�
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Kapitola 4

Metody øe¹ení eliptické rovnice

4.1 Integrace per partes a Greenovy vzorce

Buï 
 � R2 oblast s dostateènì hladkou hranicí@
, � = ( � 1; � 2) =
�
� 1(x; y); � 2(x; y)

�
jednotkový vektor vnìj¹í

normály k @
, f : 
 ! R diferencovatelná funkce. Integrací podle jedné promìnné ovìøíme, ¾e platí
Z




@f
@x

dxdy =
Z

@


f � 1 dS ;
Z




@f
@y

dxdy =
Z

@


f � 2 dS :

Polo¾íme-lif = uv, kde u; v jsou diferencovatelné funkce na
, dostaneme vzorce pro integraci per partes
u dvojných integrálù:

Z




u
@v
@x

dxdy =
Z

@


uv� 1 dS �
Z




v
@u
@x

dxdy ;
Z




u
@v
@y

dxdy =
Z

@


uv� 2 dS �
Z




v
@u
@y

dxdy :

Odtud plyne
Z




u
@2v
@x2

dxdy =
Z

@


u
@v
@x

� 1dS �
Z




@u
@x

@v
@x

dxdy ;
Z




u
@2v
@y2

dxdy =
Z

@


u
@v
@y

� 2dS �
Z




@u
@y

@v
@y

dxdy :

Seètením tìchto rovnic dostaneme
Z




u� v dxdy =
Z

@


u
�

@v
@x

� 1 +
@v
@y

� 2

�
dS �

Z




�
@u
@x

@v
@x

+
@u
@y

@v
@y

�
dxdy :

Výraz
@v
@x

� 1 +
@v
@y

� 2 je derivace funkcev ve smìru jednotkového vektoru vnìj¹í normály. Oznaèíme ho
@v
@�

a

dostanemeprvní Greenùv vzorec
Z




u� v dxdy =
Z

@


u
@v
@�

dS �
Z




�
@u
@x

@v
@x

+
@u
@y

@v
@y

�
dxdy :

Analogicky odvodíme Z




v� u dxdy =
Z

@


v
@u
@�

dS �
Z




�
@u
@x

@v
@x

+
@u
@y

@v
@y

�
dxdy :

Odeètením prvních Greenových vzorcù dostanemedruhý Greenùv vzorec
Z




(u� v � v� u) dxdy =
Z

@


�
u

@v
@�

� v
@u
@�

�
dS :

Analogické vzorce platí i pro funkce více promìnných: Nech»
 � Rn je oblast s dostateènì hladkou hranicí@
,
u; v diferencovatelné funkce na
 a � = ( � 1; � 2; : : : ; � n ) jednotkový vektor vnìj¹í normály k @
. Pak platí
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� Integrace per partes
Z




u
@v
@xi

dV =
Z

@


uv � i dS �
Z




v
@u
@xi

dV ; i = 1 ; 2; : : : ; n :

� První Greenùv vzorec
Z




u� v dV =
Z

@


u
@v
@�

dS �
Z




nX

i =1

@u
@xi

@v
@xi

dV =
Z

@


u
@v
@�

dS �
Z




r u � r v dV :

� Druhý Greenùv vzorec Z




(u� v � v� u) dV =
Z

@


�
u

@v
@�

� v
@u
@�

�
dS :

4.2 Jednoznaènost øe¹ení Dirichletovy a Neumannovy úlohy p ro Po-
issonovu rovnici

Buï 
 � Rn oblast s dostateènì hladkou hranicí@
. Uva¾ujme Poissonovu rovnici

� u(x ) = f (x ); x 2 
 (4.1)

s Dirichletovou
u(x ) = g0(x ); x 2 @
 (4.2)

nebo Neumannovou
@u(x )

@�
= g1(x ); x 2 @
 (4.3)

okrajovou podmínkou. Nech» funkceu1, u2 souèasnì splòují rovnici (4.1) s nìkterou z podmínek (4.2) nebo
(4.3). Polo¾meu = u1 � u2. Pro x 2 
 platí

� u(x ) = � u1(x ) � � u2(x ) = f (x ) � f (x ) = 0 ;

tedy funkce u splòuje na 
 Laplaceovu rovnici. Pro x 2 @
 platí

u(x ) = u1(x ) � u2(x ) = g0(x ) � g0(x ) = 0 ; nebo
@u(x )

@�
=

@u1(x )
@�

�
@u2(x )

@�
= g1(x ) � g1(x ) = 0 ;

zejména tedyu(x )
@u(x )

@�
= 0 na @
. S vyu¾itím prvního Greenova vzorce dostaneme

0 =
Z

@


u
@u
@�

dS =
Z




u� udV +
Z




r u � r udV = 0 +
Z




jr uj2 dV:

Odtud plyne, ¾er u(x ) = 0 pro x 2 
 a tedy, ¾e u(x ) = const. To dále znamená, ¾eu1(x ) � u2(x ) = const pro
x 2 �
, nebo» øe¹ení ka¾dé z úloh (4.1), (4.2) a (4.1), (4.3) je spojité na �
. V pøípadì Dirichletovy podmínky je
const = 0, nebo»u1(x ) � u2(x ) = 0 pro x 2 
.

Platí tedy: V¹echna øe¹ení úlohy (4.1), (4.2) jsou shodná, tj. úloha (4.1), (4.2) má nejvý¹e jedno øe¹ení;
v¹echna øe¹ení úlohy (4.1), (4.3) se li¹í o aditivní konstantu.

4.3 Laplaceova rovnice a harmonické funkce

Buï 
 � Rn oblast (otevøená souvislá mno¾ina). Øekneme, ¾e funkceu de�novaná na 
 je harmonická, má-li
spojité parciální derivace druhého øádu, na 
 splòujeLaplaceovu rovnici

� u = 0
�

� =
@2

@x21
+

@2

@x22
+ � � � +

@2

@x2n

�
a je-li 
 neohranièená, platí navíc

lim sup
x 2 
 ;j x j!1

jx jn � 2u(x ) < 1 :

(jx j =
p

x2
1 + x2

2 + � � � + x2
n je euklidovská vzdálenost bodux = ( x1; x2; : : : ; xn ) od poèátku (0; 0; : : : ; 0).)
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4.3.1 Jednoduché harmonické funkce v rovinì

Rovnice
uxx + uyy = 0

má v polárních souøadnicíchx = r cos'; y = r sin ' tvar

urr +
1
r 2 u'' +

1
r

ur = 0 :

Snadno ovìøíme, ¾e funkce

u(r; ' ) = r k cosk' a v(r; ' ) = r k sink' ; k = 0 ; 1; 2; : : :

jsou øe¹ením poslední rovnice. Vyjádøíme tyto funkce v kartézských souøadnicích

u(r; ' ) 1 r cos' r sin ' r 2 cos 2' r 2 sin 2' r 3 cos 3' r 3 sin 3' . . .

u(x; y) 1 x y x 2 � y2 2xy x 3 � 3xy2 3x2y � y3 . . .

Získáme polynomy stupnì k, které nazývámejednoduché harmonické funkce stupnìk. Nech» 
 je ohranièená
oblast, její¾ hranice@
 je jednoduchá uzavøená køivka implicitnì daná rovnicí P(x; y) = 0, kde P je polynom
stupnì nejvý¹e k. Øe¹ení rovnice

uxx (x; y) + uyy (x; y) = 0 ; (x; y) 2 


s nìkterou z okrajových podmínek

u(x; y) = g1(x; y) ; (x; y) 2 @
 ;
@u
@�

(x; y) = g2(x; y) ; (x; y) 2 @
 ;

@u
@�

(x; y) = h(g3(x; y) � u(x; y)) ; (x; y) 2 @
 ;

g1 je polynom stupnì nejvý¹e k; g2; g3 jsou polynomy stupnì nejvý¹e k � 1 a
@

@�
znaèí derivaci ve smìru vnìj¹í

normály, lze v tomto pøípadì hledat ve tvaru lineární kombinace jednoduchých harmonických funkcí stupnì
nejvý¹e k.

4.3.2 Kruhová a kulová inverse

Kruhová inverse vzhledem ke kru¾nicix2 + y2 = a2, v polárních souøadnicíchr = a, je zobrazení � : R2 ! R2

dané pøedpisem

(x; y) 7!
�

xa2

x2 + y2 ;
ya2

x2 + y2

�
=

a2

j(x; y)j2
(x; y) ;

v polárních souøadnicích

(r; ' ) 7!
�

a2

r
; '

�
:

Kruhová inverse je prosté a vzájemnì jednoznaèné zobrazenímno¾inyf (x; y) 2 R2 : x2 + y2 � a2g na mno¾inu
f (x; y) 2 R2 : 0 < x 2 + y2 � a2g, body kru¾nice jsou pevné (samodru¾né) body tohoto zobrazení.

Funkce u = u(r; ' ) je harmonická na mno¾inìf (r; ' ) : r < a g právì tehdy, kdy¾ funkce

v = v(r 0; ' ) = u
�

a2

r 0 ; '
�

= u(r; ' )

je harmonická na mno¾inìf (r 0; ' ) : r 0 > a g.
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D.: r =
a2

r 0 ;
@r
@r0

= �
a2

r 02 = �
r 2

a2 , tedy

vr 0(r 0; ' ) = vr (r 0; ' )
@r
@r0

= �
r 2

a2 ur (r; ' ) ;

vr 0r 0(r 0; ' ) =
@
@r

vr 0(r 0; ' )
@r
@r0

=
@
@r

�
�

r 2

a2 ur (r; ' )
� �

�
r 2

a2

�
=

=
r 2

a4

�
2ru r (r; ' ) + r 2urr (r; ' )

�
=

2r 3

a4 ur (r; ' ) +
r 4

a4 urr (r; ' ) ;

� r 0;' v(r 0; ' ) = vr 0r 0(r 0; ' ) +
1

r 02 v'' (r 0; ' ) +
1
r 0vr 0(r 0; ' ) =

=
2r 3

a4 ur (r; ' ) +
r 4

a4 urr (r; ' ) +
r 2

a4 u'' (r; ' ) �
r 3

a4 ur (r; ' ) =

=
r 4

a4

�
urr (r; ' ) +

1
r

ur (r; ' ) + u'' (r; ' )
�

=
r 4

a4 � r;' u(r; ' ) :

�

Tato vlastnost umo¾òuje pøevádìt øe¹ení úlohy

� u(x; y) = 0 ; x2 + y2 < a 2

na øe¹ení úlohy
� u(x; y) = 0 ; x2 + y2 > a 2 :

Kruhová inverse jednoduchých harmonických funkcí:

1;
1
r

cos';
1
r

sin ';
1
r 2 cos 2';

1
r 2 sin 2'; : : : :

Kulová inverse vzhledem ke sféøex2 + y2 + z2 = a2, ve sférických souøadnicíchr = a, je zobrazení dané
pøedpisem

(x; y; z) 7!
a2

j(x; y; z)j2
(x; y; z) ;

ve sférických souøadnicích

(r; '; # ) 7!
�

a2

r
; '; #

�
:

Kulová inverse je prosté a vzájemnì jednoznaèné zobrazení mno¾inyf (x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 � a2g na
mno¾inuf (x; y; z) 2 R3 : 0 < x 2 + y2 + z2 � a2g, body sféry jsou pevné body tohoto zobrazení.

Funkce u = u(r; '; # ) je harmonická právì tehdy, kdy¾ funkce

v = v(r 0; '; # ) =
a2

r 0 u
�

a2

r 0 ; '; #
�

= ru (r; '; # )

je harmonická.

D.: r =
a2

r 0 ;
@r
@r0

= �
r 2

a2 . Tedy

1
r 02

@
@r0

�
r 02 @v

@r0

�
=

r 2

a4

@
@r

�
a4

r 2

@ru
@r

@r
@r0

�
@r
@r0

=
r 2

a4

@
@r

�
� a2

�
u + r

@u
@r

�� �
�

r 2

a2

�
=

=
r 4

a4

�
@u
@r

+
@u
@r

+ r
@2u
@r2

�
=

r 3

a4

�
2r

@u
@r

+ r 2 @2u
@r2

�
=

=
r 3

a4

@
@r

�
r 2 @u

@r

�
=

r 5

a4

1
r 2

@
@r

�
r 2 @u

@r

�
;

1
r 02 cos2 #

@2v
@'2

=
r 2

a4

1
cos2 #

@2ru
@'2

=
r 3

a4

1
cos2 #

@2u
@'2

=
r 5

a4

1
r 2 cos2 #

@2u
@'2

;

1
r 02 cos#

@
@#

�
cos#

@v
@#

�
=

r 2

a4

1
cos#

@
@#

�
cos#

@ru
@#

�
=

r 5

a4

1
r 2 cos#

@
@#

�
cos#

@u
@#

�
;
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odtud

� r 0;';# v =
r 5

a4 � r;';# u :

�

Transformace
v(r 0; '; # ) = ru (r; '; # ) ; kde r =

1
r 0

se nazýváKelvinova.

4.3.3 Fundamentální harmonické funkce

Hledáme symetrické øe¹ení rovnice
� u(x ) = 0 ; x 2 Rn n f 0g:

Provedeme transformaci do sférických souøadnic

x1 = r cos' n � 1 : : : cos' 3 cos' 2 cos' 1

x2 = r cos' n � 1 : : : cos' 3 cos' 2 sin ' 1

x3 = r cos' n � 1 : : : cos' 3 sin ' 2

...

xn � 1 = r cos' n � 1 sin ' n � 2

xn = r sin ' n � 1 :

Ponìvad¾ funkceu má být symetrická, t.j. její hodnota závisí pouze na vzdálenosti argumentu od poèátku, je

u = u(r ) a
@u
@'i

= 0 ; i = 1 ; 2; : : : ; n � 1. Tedy

� u =
nX

i =1

@2u
@x2i

=
nX

i =1

@
@xi

0

@@u
@r

@r
@xi

+
n � 1X

j =1

@u
@'j

@'j
@xi

1

A =
nX

i =1

@
@xi

�
@u
@r

@r
@xi

�
=

nX

i =1

@
@r

�
@u
@r

@r
@xi

�
@r
@xi

=

=
nX

i =1

 
@2u
@r2

�
@r
@xi

� 2

+
@u
@r

@2r
@x2i

!

=
@2u
@r2

nX

i =1

�
@r
@xi

� 2

+
@u
@r

nX

i =1

@2r
@x2i

:

Ponìvad¾r =
p

x2
1 + x2

2 + � � � + x2
n , platí

@r
@xi

=
x ip

x2
1 + x2

2 + � � � + x2
n

=
x i

r
; tedy

�
@r
@xi

� 2

=
x2

i

r 2 ;

@2r
@x2i

=

p
x2

1 + x2
2 + � � � + x2

n �
x2

ip
x2

1 + x2
2 + � � � + x2

n

x2
1 + x2

2 + � � � + x2
n

=
r 2 � x2

i

r 3 :

Tedy

nX

i =1

�
@r
@xi

� 2

=
nX

i =1

x2
i

r 2 =
r 2

r 2 = 1 ;
nX

i =1

@2r
@x2i

=
nX

i =1

�
1
r

�
x2

i

r 3

�
=

n
r

�
r 2

r 3 =
n � 1

r
:

Celkem máme
� u = urr +

n � 1
r

ur = 0 :

Øe¹ení této rovnice je

u(r ) =

8
>>>><

>>>>:

C1 ln r + C2; n = 2

C1

r n � 2 + C2; n � 3
:
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Aby lim
r !1

r n � 2u(r ) < 1 , musí být C1 < 0 v pøípadì n = 2. Volíme C2 = 0 a C1 =

(
� 1; n = 2
1; n � 3

.

De�nice: Funkci v(x 0; �) de�novanou na Rn n f x 0g vztahem

v(x 0; x ) =

8
>>>><

>>>>:

ln
1

jx 0 � x j
; n = 2

1
jx 0 � x jn � 2 ; n � 3

nazývámefundamentální (elementární) harmonickou funkcí se singularitou v bodì x 0.

Speciální pøípady:

v(x0; y0; x; y) = ln
1

p
(x0 � x)2 + ( y0 � y)2

;

v(x0; y0; z0; x; y; z) =
1

p
(x0 � x)2 + ( y0 � y)2 + ( z0 � z)2

:

Z úvahy provedené pøed de�nicí plyne, ¾e fundamentální harmonická funkce se singularitou v bodì x 0 je
harmonickou funkcí na oblasti Rn n f x 0g. Dále je zøejmé, ¾e

v(x 0; x ) = v(x ; x 0) (4.4)

a pro ka¾déx = ( x1; x2; : : : ; xn ) 6= x 0 = ( x01; x02; : : : ; x0n ) platí

� x 1 ;x 2 ;:::;x n v(x 0; x ) = � x 01 ;x 02 ;:::;x 0n v(x 0; x ) : (4.5)

Interpretace fundamentální harmonické funkce v(x 0; � ) a její derivace.
Pro n = 3 pøi oznaèeníx 0 = ( x0; y0; z0) platí

@v(x 0; x )
@x

=
@
@x

1
p

(x0 � x)2 + ( y0 � y)2 + ( z0 � z)2
=

= �
1
2

� 2(x0 � x)
�
(x0 � x)2 + ( y0 � y)2 + ( z0 � z)2

� 3=2
= �

x � x0

jx � x 0j3
;

a podobnì
@v(x 0; x )

@y
= �

y � y0

jx � x 0 j3
;

@v(x 0; x )
@z

= �
z � z0

jx � x 0j3
;

tak¾e
r v(x 0; x ) = �

x � x 0

jx � x 0 j3
:

Nech» v bodì o souøadnicíchx 0 se nachází bodový náboj velikostiQ. Na kladný jednotkový bodový náboj
umístìný v bodì x = ( x; y; z) pùsobí podle Coulombova zákona elektrostatická síla o velikosti

1
4�"

jQj
jx � x 0j2

;

která je orientovaná ve smìru vektoru sgnQ(x � x 0); pøitom " oznaèuje permitivitu prostøedí. V bodì x je tedy
intenzita elektrostatického pole vytváøeného nábojemQ v bodì x 0 rovna

E (x ) =
1

4�"
Q

jx � x 0j2
x � x 0

jx � x 0j
=

Q
4�"

x � x 0

jx � x 0 j3
=

Q
4�"

�
� r v(x 0; x )

�
:

Pøi oznaèení

' (x ) =
Q
4�

v(x 0; x ) (4.6)
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tedy intenzitu E (x ) mù¾eme zapsat ve tvaru

E (x ) =
1
"

�
� r ' (x )

�
:

To znamená, ¾e funkcev(x 0; � ) vyjadøuje (a¾ na multiplikativní konstantu charakterizující permitivitu prostøedí)
potenciál elektrostatického pole vytváøeného bodovým nábojem umístìným v bodì x 0.

Uva¾ujme nyní elektrický dipól, tj. dva bodové náboje opaèného znaménka stejné velikostijQj v malé
vzdálenostih od sebe. Nech» nábojQ se nachází v bodìx + a náboj � Q v bodì x � . Oznaème dálex = x + � x � ,

x 0 = 1
2 (x + + x � ). Vektor p = Qd se nazývá dipólový moment, jeho velikost jeN = Qjdj = Qh a smìr d0 =

d
h

;

bod x 0 lze pova¾ovat za umístìní dipólu.
Potenciál elektrostatického pole vytváøeného uva¾ovanýmdipólem v pevnì zvoleném bodì x bude podle

(4.6) roven

' III (x ) =
Q
4�

v(x + ; x ) �
Q
4�

v(x � ; x ) =
Q
4�

�
v(x + ; x ) � v(x � ; x )

�

(a¾ na multiplikativní konstantu vyjadøující permitivitu ). Podle vìty o støední hodnotì je

v(x + ; x ) � v(x � ; x ) =
@v(x � + #d; x )

@d
= h

@v(x � + #d; x )
@d0

;

kde # 2 [0; 1] a
@

@d
oznaèuje smìrovou derivaci podle vektorud. Potenciál ' III tedy mù¾eme vyjádøit vztahem

' III (x ) =
1

4�
N

@v(x � + #d; x )
@d0

:

Pokud vzdálenost nábojùh je malá ve srovnání se vzdálenostíjx 0 � x j bodu x od dipólu, je

@v(x � + #d; x )
@d0

�
@v(x 0; x )

@d0

a potenciál dipólu s momentem velikostiN a smìru d0 lze vyjádøit formulí

' III (x ) =
1

4�
N

@v(x 0; x )
@d0

: (4.7)

4.3.4 Integrální representace dvakrát diferencovatelné f unkce

Buï 
 � Rn ohranièená oblast s dostateènì hladkou hranicí@
, u funkce de�novaná na 
, která má na 

spojité parciální derivace druhého øádu. Pak pro ka¾déx 2 
 platí

u(x ) =
1
cn

Z

@


�
v(x ; �)

@u
@�

� u
@v(x ; �)

@�

�
dS �

1
cn

Z




v(x ; �)� u dV ;

kde v(x ; �) je fundamentální harmonická funkce se singularitou vx ,
@

@�
je derivace ve smìru jednotkového

vektoru vnìj¹í normály � = ( � 1; � 2; : : : ; � n ), tj.
@

@�
= r � � a

cn =

(
2�; n = 2

(n � 2)� n ; n � 3
;

kde � n je (n � 1)-rozmìrná míra jednotkové sféry v Rn , � 2k+1 =
2k+1 � k

(2k � 1)!!
; � 2k =

2� k

(k � 1)!
. (Zejména c3 = 4 � .)

Nevlastní integrál na pravé stranì rovnosti de�nujeme vzta hem
Z




v(x ; �)� u dV = lim
" ! 0+

Z


 nK "
x

v(x ; �)� u dV ;

kde K "
x je koule se støedemx a polomìrem ".
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D.: Dùkaz provedeme pron � 3, x = ( x1; x2; : : : ; xn ).
OznaèmeK a

x , resp. Sa
x kouli, resp. sféru se støedemx a polomìrem a. Buïte x 2 
 a " > 0 takové, ¾e

K "
x � 
. Podle druhého Greenova vzorce platí

Z


 nK "
x

(u� v(x ; �) � v(x ; �)� u) dV =

=
Z

@


�
u

@v(x ; �)
@�

� v(x ; �)
@u
@�

�
dS �

Z

S "
x

�
u

@v(x ; �)
@�

� v(x ; �)
@u
@�

�
dS ;

Ponìvad¾ funkcev(x ; �) je na 
 n K "
x harmonická, je

�
Z


 nK "
x

v(x ; �)� u dV =
Z

@


�
u

@v(x ; �)
@�

� v(x ; �)
@u
@�

�
dS +

Z

S "
x

�
v(x ; �)

@u
@�

� u
@v(x ; �)

@�

�
dS :

Normálový vektor k S"
x v bodì y má slo¾ky� i =

1
"

(yi � x i ); i = 1 ; 2; : : : ; n. Pro y 2 S"
x je

@v(x ; y )
@yi

=
n � 2

"n (x i � yi ) ;

tak¾e proy 2 S"
x je

@v(x ; y )
@�

= �
n � 2
"n +1

nX

i =1

(x i � yi )2 = �
n � 2
"n � 1 :

Dále podle vìty o støední hodnotì integrálního poètu existuje � 2 S"
x , ¾e

Z

S "
x

u
@v(x ; �)

@�
dS = u(� )

Z

S "
x

@v(x ; �)
@�

dS = � u(� )
Z

S "
x

n � 2
"n � 1 dS = � u(� )

n � 2
"n � 1 � n "n � 1 =

= � (n � 2)� n u(� ) ;

tak¾e

lim
" ! 0

Z

S "
x

u
@v(x ; �)

@�
dS = � (n � 2)� n u(x ) :

Ponìvad¾
@u
@�

je spojitá na S"
x , existuje podle 1. Weierstrassovy vìty K 2 R takové, ¾e

�
�
�
�
@u
@�

�
�
�
� � K pro

ka¾dý bod naS"
x . Tedy

�
�
�
�
�
�
�

Z

S "
x

v(x ; �)
@u
@�

dS

�
�
�
�
�
�
�

� K
Z

S "
x

1
jx � y jn � 2 dSy =

K
"n � 2 � n "n � 1 = K� n " ;

tak¾e

lim
" ! 0

Z

S "
x

v(x ; �)
@u
@�

dS = 0 :

�

Dùsledky:

1. Je-li funkce u navíc harmonická na 
, platí pro ka¾dé x 2 


u(x ) =
1
cn

Z

@


�
v(x ; �)

@u
@�

� u
@v(x ; �)

@�

�
dS : (4.8)
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2. Pro ka¾dou nekoneènìkrát diferencovatelnou funkci s kompaktním nosièem (sr.A.1) platí
Z

Rn

 � v(x ; �)dV = � cn  (x ) ;

neboli
� y v(x ; y ) = � cn � (y � x ) ; (4.9)

kde � je Diracova distribuce.

D.: � y v(x ; y ) je distribuce, která splòuje



� y v(x ; y )  (y )
�

=



v(x ; y ) �  (y )
�

pro ka¾dou nekoneènìkrát diferencovatelnou funkci s kompaktním nosièem (sr.A.3). Buï 
 � Rn

taková oblast s hladkou hranicí, ¾e Supp � 
.

Pak pro y 2 @
 je  (y ) = 0 =
@ (y )

@�
a tedy s vyu¾itím pøedchozí vìty dostaneme



� y v(x ; y )  (y )

�
=



v(x ; y ) �  (y )

�
=

Z

Rn

v(x ; �)�  dV =
Z




v(x ; �)�  dV =

= � cn

0

@ (x ) �
1
cn

Z

@


�
v(x ; �)

@ 
@�

�  
@v(x ; �)

@�

�
dS

1

A = � cn  (x ) :

�

4.3.5 Vlastnosti harmonických funkcí

Buï 
 � Rn ohranièená oblast s dostateènì hladkou hranicí@
, u harmonická funkce se spojitými druhými
parciálními derivacemi na 
. Pak platí

1. Z

@


@u
@�

dS = 0 :

D.: Ve druhém Greenovì vzorci staèí polo¾itv � 1. �

2. Vìta o støední hodnotì
Buï x 2 
 ; Sa

x sféra se støedemx a polomìrem a taková, ¾eSa
x � 
. Pak

u(x ) =
1

2�a

Z

Sa
x

u dS ; pro n = 2 ;

u(x ) =
1

4�a 2

Z

Sa
x

u dS ; pro n = 3 ;

u(x ) =
1

� n an � 1

Z

Sa
x

u dS ; pro n > 3;

kde � n je èíslo zavedené v4.3.4.

D.: Dùkaz provedeme pron � 3, x = ( x1; x2; : : : ; xn ).

Je � i =
1
a

(yi � x i ). Pro y 2 Sa
x platí v(x ; y ) =

1
jx � y jn � 2 =

1
an � 2 , tak¾e podle 1. je

Z

Sa
x

v(x ; �)
@u
@�

dS =
1

an � 1

Z

Sa
x

@u
@�

dS = 0 :
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Dále pro y 2 Sa
x je

@v(x ; y )
@�

=
nX

i =1

@v(x ; y)
@yi

� i =
1
a

nX

i =1

(2 � n)(yi � x i )
jx � y jn

(yi � x i ) =
2 � n

ajx � y jn � 2 =
2 � n
an � 1 ;

tak¾e Z

Sa
x

u
@v(x ; y )

@�
dS =

2 � n
an � 1

Z

Sa
x

u dS :

Podle (4.8) je

u(x ) =
1
cn

Z

Sa
x

�
v(x ; �)

@u
@�

� u
@v(x ; �)

@�

�
dS =

n � 2
cn an � 1

Z

Sa
x

u dS =
1

� n an � 1

Z

Sa
x

u dS :

�

3. Princip maxima
Je-li harmonická funkce u nekonstantní na oblasti 
, pak nabývá své nejvìt¹í a nejmen¹ í hodnoty na
hranici @
, tj. pro ka¾dé x 2 
 platí

minf u(y ) : y 2 @
 g < u (x ) < maxf u(y) : y 2 @
 g:

D.: Plyne z pøedchozího tvrzení.�

4.4 Metoda potenciálù

V celém oddílu budev(x ; �) oznaèovat fundamentální harmonickou funkci se singularitou v x , 
 � Rn oblast

s hladkou hranicí@
,
@

@�
derivaci ve smìru jednotkového vektoru vnìj¹í normály k @
, cn èíslo zavedené v4.3.4.

Nejprve provedeme heuristickou úvahu. Pøedstavme si, ¾e v omezené oblasti 
 � R3 je rozlo¾en elektrický
náboj, jeho hustotu v bodì y 2 
 oznaèíme %(y). Náboj objemového elementu dVy v okolí bodu y tedy je
%(y )dVy a potenciál tohoto elementu v bodì x 62�
 je podle ( 4.6) a (4.4) roven

d' (x ) =
%(y )dVy

4�
v(y ; x ) =

1
c3

%(y)v(x ; y )dVy

(a¾ na multiplikativní konstantu vyjadøující permitivitu prostøedí). Celkový potenciál náboje rozlo¾eného v ob-
lasti 
 tedy je

' (x ) =
1
c3

Z




%v(x ; � )dV:

Pokud by byl elektrický náboj rozlo¾en pouze na hranici oblasti 
 (na povrchu tìlesa) a v bodì y 2 @
 by mìl
plo¹nou hustotu � = � (y ) (tj. náboj plo¹ného elementu dSy v okolí bodu y by byl � (y )dSy ), jeho potenciál
v bodì x 62@
 by se rovnal

' II (x ) =
1
c3

Z

@


�v (x ; � )dS:

Uva¾ujme dále dipóly rozmístìné na hranici oblasti 
 s hustotou � a orientované ve smìru vnìj¹í normály,
tj. dipólový moment plo¹ného elementu dSy v okolí bodu y 2 @
 má velikost Ny = � (y )dSy a orientaci � = � y .
Potenciál plo¹ného elementu dSy v bodì x 62@
 je podle ( 4.7) a (4.4) roven

d' III (x ) =
1

4�
� (y )dSy

@v(y ; x )
@� y

=
1
c3

� (y )
@v(x ; y )

@� y
dSy :

V bodì x je tedy celkový potenciál hranice oblasti roven plo¹nému integrálu

' III (x ) =
1
c3

Z

@


�
@v(x ; � )

@�
dS:

Tento výraz lze interpretovat jako elektrostatický potenc iál tenké nevodivé plochy (povrchu tìlesa), na její¾
vnìj¹í stranì je rozmístìn elektrický náboj a na vnitøní str anì je stejnì rozmístìn stejnì velký náboj opaèného
znaménka.
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4.4.1 Objemový potenciál

Nech» 
 � Rn je ohranièená a%: 
 ! R je funkce.
Funkce ' I : Rn ! R de�novaná pro ka¾déx = ( x1; x2; : : : ; xn ) 2 Rn vztahem

' I (x ) =
1
cn

Z




%v(x ; �) dV

se nazýváobjemový potenciál.

� Je-li funkce %spojitá na 
, pak ' I je harmonickou funkcí na Rn n 
 pro n � 3. Je-li n = 2 a funkce %je
navíc nezáporná, je' I harmonickou funkcí na R2 n �
.

D.: Z toho, ¾e funkcef je spojitá na kompaktní mno¾inì �
 plyne, ¾e následující výpoèet je korektní.

� ' I (x ) =
1
cn

Z




� x (%v(x ; �)) dV =
1
cn

Z




%� x v(x ; �)dV =
1
cn

Z




%(y )� y v(x ; y )dVy = 0 :

Pøedposlední rovnost plyne z (4.5), poslední z toho, ¾e prox 62�
 je v(x ; y ) harmonická v ka¾dém
y 2 
.
Dále pro n � 3 platí

lim
j x j!1

jx jn � 2' I (x ) =
1
cn

Z




% lim
j x j!1

jx jn � 2v(x ; �)dV =
1
cn

Z




%dV < 1 :

Je-li n = 2 a %� 0 na 
, pak

lim
j x j!1

' I (x ) =
1

2�

Z




% lim
j x j!1

v(x ; �)dV = �1 < 1 :
�

� Má-li funkce %spojité parciální derivace prvního øádu na 
 a je spojitá na 
, pak ' I má spojité parciální
derivace druhého øádu na 
 a platí

� ' I = � % :

D.: Pro x 2 
 dostaneme s vyu¾itím (4.5) a (4.9)

� ' I (x ) =
1
cn

Z




� x
�
%v(x ; �)

�
dV =

1
cn

Z




%� x v(x ; �)dV =
1
cn

Z




%� x v(�; x )dV =

=
1
cn

Z




%(y )� x v(y ; x )dVy = �
1
cn

Z




%(y)cn � (y � x )dVy = � %(x ):

�

4.4.2 Øe¹ení Dirichletovy úlohy pro Poissonovu rovnici

� u(x ) = f (x ) ; x 2 
 ;

u(x ) = g(x ) ; x 2 @
 ;

kde 
 je ohranièená oblast s dostateènì hladkou hranicí.
Øe¹ení hledáme ve tvaruu(x ) = w(x ) � ' (x ), kde

' (x ) = ' (x1; : : : ; xn ) =
1
cn

Z




f (� 1; : : : ; � n )v(x1; : : : ; xn ; � 1; : : : ; � n ) d� 1 � � � d� n

a w je øe¹ením Dirichletovy úlohy pro Laplaceovu rovnici

� w(x ) = 0 ; x 2 
 ;

w(x ) = g(x ) + ' (x ) ; x 2 @
 :
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4.4.3 Plo¹né potenciály

Buïte �; � : @
 ! R funkce takové, ¾e v pøípadì neohranièenosti@
 platí

lim
x 2 @
 ;j x j!1

jx jn � 2� (x ) = 0 ; lim
x 2 @
 ;j x j!1

jx jn � 2� (x ) = 0 :

Funkce ' II : Rn ! R de�novaná pro ka¾déx = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn vztahem

' II (x ) =
1
cn

Z

@


�v (x ; �) dS

se nazývápotenciál jednoduché vrstvy.
Funkce ' III : Rn ! R de�novaná pro ka¾déx = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn vztahem

' III (x ) =
1
cn

Z

@


�
@v(x ; �)

@�
dS

se nazývápotenciál dvojvrstvy.

� Jsou-li funkce �; � spojité na @
, pak funkce ' II a ' III jsou harmonické naRn n @
.

D.: Dùkaz je analogií dùkazu analogického tvrzení pro objemovýpotenciál. �

Ka¾dý z integrálù' II , ' III urèuje vlastnì dvì funkce. Jednu funkci harmonickou na 
 a dr uhou harmo-
nickou na Rn n 
.

� Buï x 0 2 @
 a  funkce de�novaná v okolí bodu x 0. Oznaème

[ (x 0)]I = lim

 3 x ! x 0

 (x ) ; [ (x 0)]E = lim
Rn n
 3 x ! x 0

 (x ) ;

za pøedpokladu, ¾e tyto limity existují.
Pro ka¾dý bodx 2 @
 platí

�
@'II (x )

@�

�

I
=

@'II (x )
@�

+
1
2

� (x ) ;
�

@'II (x )
@�

�

E
=

@'II (x )
@�

�
1
2

� (x ) ; (4.10)

[' III (x )]I = ' III (x ) �
1
2

� (x ) ; [' III (x )]E = ' III (x ) +
1
2

� (x ) : (4.11)

D.: A. N. Tichonov, A. A. Samarskij: Rovnice matematické fysiky, Praha 1955, str. 395{402.�

Derivace potenciálu jednoduché vrstvy ve smìru vnìj¹í normály má tedy na @
 nespojitost prvního druhu
se skokem velikosti �

@'II (x )
@�

�

E
�

�
@'II (x )

@�

�

I
= � � (x ) ;

potenciál dvojvrstvy má na @
 nespojitost prvního druhu se skokem velikosti

[' III (x )]E � [' III (x )]I = � (x ) :

Podle4.3.4lze ka¾dou dvakrát spojitì diferencovatelnou funkciu vyjádøit jako souèet potenciálu objemového,
jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, pøièem¾

% = � � u ; � =
@u
@�

; � = � u :

Proto se 4.3.4 nìkdy nazývá vìta o tøech potenciálech.
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4.4.4 Øe¹ení okrajových úloh pro Laplaceovu rovnici

Budeme øe¹it nìkterou z rovnic
� u(x ) = 0 ; x 2 
 ; (4.12)

� u(x ) = 0 ; x 2 Rn n 
 ; (4.13)

s nìkterou z okrajových podmínek
u(x ) = f (x ) ; x 2 @
 ; (4.14)

@u(x )
@�

= f (x ) ; x 2 @
 : (4.15)

Úloha

(4.12), (4.14)
(4.13), (4.14)
(4.12), (4.15)
(4.13), (4.15)

se nazývá

vnitøní Dirichletova úloha,
vnìj¹í Dirichletova úloha,
vnitøní Neumannova úloha,
vnìj¹í Neumannova úloha.

Øe¹ení Dirichletovy úlohy hledáme ve tvaru potenciálu dvojvrstvy

u(x ) =
1
cn

Z

@


�
@v(x ; �)

@�
dS ;

kde � je zatím neurèená funkce. Pro ka¾déx 2 @
 je podle ( 4.11)

[u(x )]I +
1
2

� (x ) = u(x ) = [ u(x )]E �
1
2

� (x ) :

Oznaème

K (x ; s) =
@v(x ; s)
@� (s)

=
nX

i =1

@v(x ; s)
@si

� i (s) :

Pak

u(x ) =
1
cn

Z

@


�K (x ; �) dS :

Pøi øe¹ení vnitøní úlohy musí být [u(x )]I = f (x ), tedy funkce � musí splòovat integrální rovnici

�
1
2

� (x ) +
1
cn

Z

@


�K (x ; �) dS = f (x ) ;

pøi øe¹ení vnìj¹í úlohy musí být [u(x )]E = f (x ), tedy funkce � musí splòovat integrální rovnici

1
2

� (x ) +
1
cn

Z

@


�K (x ; �) dS = f (x ) :

Øe¹ení Neumannovy úlohy hledáme ve tvaru potenciálu jednoduché vrstvy

u(x ) =
1
cn

Z

@


�v (x ; �) dS ;

kde � je zatím neurèená funkce. Pro ka¾déx 2 @
 je podle ( 4.10)
�

@u(x )
@�

�

I
�

1
2

� (x ) =
@u(x )

@�
=

�
@u(x )

@�

�

E
+

1
2

� (x ) :

Platí
@u(x )

@�
=

@u(x )
@� (x )

=
1
cn

Z

@


�
@v(x ; �)
@� (x )

dS :
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Oznaème

L(x ; s) =
@v(x ; s)
@� (x )

=
nX

i =1

@v(x ; s)
@xi

� i (x ) :

Pak
@u(x )

@�
=

1
cn

Z

@


�L (x ; �) dS :

Pøi øe¹ení vnitøní úlohy musí být
�

@u(x )
@�

�

I
= f (x ), tedy funkce � musí splòovat integrální rovnici

1
2

� (x ) +
1
cn

Z

@


�L (x ; �) dS = f (x ) ;

pøi øe¹ení vnìj¹í úlohy musí být
�

@u(x )
@�

�

E
= f (x ), tedy funkce � musí splòovat integrální rovnici

�
1
2

� (x ) +
1
cn

Z

@


�L (x ; �) dS = f (x ) :

Výrazy K (�; �) a L (�; �) nazýváme jádro pøíslu¹né integrální rovnice.

Pøíklady:
� Dirichletova úloha na polorovinì

� u(x; y) = 0 ; x 2 R; y > 0; (4.16)

u(x; 0) = f (x) ; x 2 R : (4.17)

V tomto pøípadì je

v(x; y; �; � ) = �
1
2

ln(
�
x � � )2 + ( y � � )2�

;

@v(x; y; �; � )
@�

=
x � �

(x � � )2 + ( y � � )2 ;
@v(x; y; �; � )

@�
=

y � �
(x � � )2 + ( y � � )2 ;

� (�; � ) = (0 ; � 1) ; pro � = 0 ; K (x; y; �; � ) =
� � y

(x � � )2 + ( y � � )2 :

Jádro integrání rovnice je K (x; 0; �; 0) = 0, tak¾e funkce� = � (x) musí splòovat rovnici

�
1
2

� (x) = f (x) ;

tedy � (x) = � 2f (x) a øe¹ení dané úlohy je

u(x; y) =
1
�

1Z

�1

f (� )
y

(x � � )2 + y2 d� : (4.18)

� Neumannova úloha na polorovinì

� u(x; y) = 0 ; x 2 R; y > 0;

� uy (x; 0) = f (x) ; x 2 R :

V tomto pøípadì je

v(x; y; �; � ) = �
1
2

ln
�
(x � � )2 + ( y � � )2�

; � (x; y) = (0 ; � 1) ; pro y = 0 ;

tak¾e

L(x; y; �; � ) =
@v(x; y; �; � )

@� (x; y)
=

y � �
(x � � )2 + ( y � � )2 ; L (x; 0; �; 0) = 0 :
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Funkce � tedy splòuje rovnici
1
2

� (x) = f (x);

tj. � (x) = 2 f (x) a øe¹ení dané úlohy je

u(x; y) =
1

2�

1Z

�1

2f (� )
�

�
1
2

ln
�
(x � � )2 � (y � 0)2�

�
d� = �

1
2�

1Z

�1

f (� ) ln
�
(x � � )2 + y2�

d�:

� Dirichletova úloha na kruhu

� u(x; y) = 0 ; x2 + y2 < R 2 ;

u(x; y) = f (x; y) ; x2 + y2 = R2 :

V tomto pøípadì je

v(x; y; �; � ) = �
1
2

ln(
�
x � � )2 + ( y � � )2�

;

@v(x; y; �; � )
@�

=
x � �

(x � � )2 + ( y � � )2 ;
@v(x; y; �; � )

@�
=

y � �
(x � � )2 + ( y � � )2 ;


 = K R
(0 ;0) =

�
(�; � ) 2 R2 : � 2 + � 2 < R 2	

; @
 = SR
(0 ;0) =

�
(�; � ) 2 R2 : � 2 + � 2 = R2	

;

� (�; � ) =
1

p
� 2 + � 2

(�; � ) =
1
R

(�; � );
@v(x; y; �; � )

@�
=

x� + y� � � 2 � � 2

R ((x � � )2 + ( y � � )2)
:

Øe¹ení úlohy hledáme ve tvaru potenciálu dvojvrstvy

u(x; y) =
1

4�

Z

@


� (�; � )
x� + y� � � 2 � � 2

R ((x � � )2 + ( y � � )2)
dS( �;� ) =

1
4�

2�Z

0

� (� )
xR cos� + yR sin � � R2

x2 + y2 + R2 � 2R(x cos� + y sin � )
d�:

Funkci u lze vyjádøit také v polárních souøadnicích

u(r; ' ) =
R
2�

2�Z

0

� (� )
r cos' cos� + r sin ' sin � � R

r 2 + R2 � 2Rr (cos' cos� + sin ' sin � )
d� =

R
2�

2�Z

0

� (� )
r cos(' � � ) � R

r 2 + R2 � 2Rr cos(' � � )
d�:

Podle (4.11) musí funkce � splòovat integrální rovnici

u(R; ' ) +
1
2

� (' ) =
R
2�

2�Z

0

� (� )
R cos(' � � ) � R

R2 + R2 � 2Rr cos(' � � )
d�:

Pøi oznaèeníg(' ) = f (R cos'; R sin ' ) dostaneme

g(' ) +
1
2

� (' ) = �
1

4�

2�Z

0

� (� )d�: (4.19)

Výraz na pravé stranì nezávisí na ' , tak¾e derivováním podle' dostaneme obyèejnou diferenciální rovnici

g0(' ) +
1
2

� 0(' ) = 0 ;

její¾ øe¹ení je� (' ) = C � 2g(' ). Hodnotu integraèní konstanty C zjistíme dosazením do pùvodní integrální
rovnice (4.19):

g(' ) +
C
2

� g(' ) = �
1

4�

2�Z

0

�
C � 2g(� )

�
d�;
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tedy C = 1
2�

2�R

0
g(s)ds a øe¹ení dané úlohy je

u(r; ' ) =
R
2�

2�Z

0

0

@ 1
2�

2�Z

0

g(s)ds � 2g(� )

1

A r cos(' � � ) � R
R2 + r 2 � 2Rr cos(' � � )

d� =

=
R

4� 2

2�Z

0

g(s)ds

2�Z

0

r cos(' � � ) � R
R2 + r 2 � 2Rr cos(' � � )

d� �
R
�

2�Z

0

g(� )
r cos(' � � ) � R

R2 + r 2 � 2Rr cos(' � � )
d�:

Druhý integrál v prvním èlenu pravé strany upravíme:

R

2�Z

0

r cos(' � � ) � R
R2 + r 2 � 2Rr cos(' � � )

d� =
1
R

2�Z

0

Rr cos' cos� + Rr sin ' sin � � R2

R2 + r 2 � 2Rr cos' cos� � 2Rr sin ' sin �
Rd� =

=
1
R

2�Z

0

r cos'R cos� + r sin 'R sin � � R2

(r cos' � R cos� )2 + ( r sin ' � R sin � )2 Rd� =

=
1
R

Z

@


x� + y� � R2

(x � � )2 + ( y � � )2 dS( �;� ) =
Z

@


@v(x; y; �; � )
@�

dS( �;� ) :

V prvním Greenovì vzorci polo¾ímeu � 1 a vyu¾ijeme vlastnost (4.9); tak dostaneme hodnotu posledního
inegrálu Z

@


@v(x; y; �; � )
@�

dS( �;� ) =
Z




� v(x; y; �; � )dV( �;� ) = � 2�:

Øe¹ení dané úlohy tedy mù¾eme vyjádøit ve tvaru

u(r; ' ) =
1

4� 2 (� 2� )

2�Z

0

g(s)ds �
1
�

2�Z

0

g(� )
Rr cos(' � � ) � R2

R2 + r 2 � 2Rr cos(' � � )
d� =

= �
1
�

2�Z

0

g(� )
�

1
2

+
Rr cos(' � � ) � R2

R2 + r 2 � 2Rr cos(' � � )

�
d� =

1
2�

2�Z

0

g(� )
R2 � r 2

R2 + r 2 � 2Rr cos(' � � )
d�;

co¾ je Poissonùv integrál (3.57).

4.5 Greenova funkce Laplaceova operátoru

Buï 
 � Rn oblast s hladkou hranicí @
,
@

@�
=

@
@� (y )

derivace ve smìru vnìj¹í normály k @
 v bodì y , � , �

reálná èísla taková, ¾e� 2 + � 2 6= 0.
Greenova funkce Laplaceova operátoru s okrajovou podmínkou typu (�; � ) je funkce G = G(x ; y ) de�novaná

na 
 � 
, pro ni¾ platí:

(i) Pro ka¾déx 2 
 a v¹echna y 2 
 platí

� y G(x ; y ) = � (y � x );

(ii) pro ka¾déx 2 
 a v¹echna y 2 @
 platí

�
@G(x ; y )

@� (y )
+ �G (x ; y ) = 0 :
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Podmínku (i) lze rozepsat podrobnìji:

(i1) G(x ; �) je harmonická na 
 n f x g;

(i2) pro ka¾dou nekoneènìkrát diferencovatelnou funkci s kompaktním nosièem Supp � �
 (sr. A.1) platí

Z

Rn

 � G(x ; �) dV =
Z




 � G(x ; �) dV =  (x ) :

Lemma: Nech»Gk (x ; �) je pro ka¾dék 2 N øe¹ením úlohy

� y Gk (x ; y ) = dk (x ; y ) ; y 2 
 ;

�
@Gk (x ; y )

@� (y )
+ �G k (x ; y ) = 0 ; y 2 @
 ;

kde

dk (x ; y ) =

8
><

>:

0; y 62K 1=k
x

! k ; y 2 K 1=k
x

;

pøièem¾K 1=k
x =

�
y 2 Rn : jx � y j �

1
k

�
je koule se støedemx a polomìrem

1
k

, ! k je pøevrácená hodnota

n-rozmìrné míry této koule, tedy
R

K 1=k
x

! k dV = 1.

Pak Greenova funkce Laplaceova operátoru s poèáteèní podmínkou typu ( �; � ) je

G(x ; �) = lim
k !1

Gk (x ; �) :

D.: Dùkaz pouze naznaèíme. Nebudeme dokazovat, ¾e v¹echny pou¾ité zámìny limitních operací jsou korektní.

(i1) Existuje k0 2 N, ¾e pro ka¾dék � k0 je funkce Gk (x ; �) harmonická na oblasti


 n
�

y 2 Rn : jx � y j �
1
k

�
.

(i1) Platí

� G(x ; �) = lim
k !1

� Gk (x ; �) ;
Z

Rn

 � G(x ; �) dV = lim
k !1

Z

Rn

 � Gk (x ; �) dV = lim
k !1

Z

Rn

 d k (x ; �) dV =

= lim
k !1

 (x k )
Z

K 1=k
x

! k dV = lim
k !1

 (x k ) ;

kde x k 2 K 1=k
x je èíslo z vìty o støední hodnotì integrálního poètu. Ze spojitosti funkce  plyne

lim
k !1

 (x k ) =  (x ) :

Odtud ji¾ plyne platnost podmínky.

(ii) Je zøejmé.

�
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4.5.1 Øe¹ení okrajové úlohy pro Poissonovu rovnici

� u(x ) = f (x ) ; x 2 
 ; (4.20)

�
@u(x )

@�
+ �u (x ) = g(x ) ; x 2 @
 : (4.21)

Nech»Gk jsou funkce z pøedchozího lemma. Podle druhého Greenova vzorce je
Z




(u� Gk (x ; �) � Gk (x ; �)� u) dV =
Z

@


�
u

@Gk (x ; �)
@�

� Gk (x ; �)
@u
@�

�
dS :

Dále platí

lim
k !1

Z




u� Gk (x ; �) dV =
Z




u� G(x ; �) dV = u(x ) ;

lim
k !1

Z




Gk (x ; �)� u dV =
Z




G(x ; �)f dV ;

lim
k !1

Z

@


�
u

@Gk (x ; �)
@�

� Gk (x ; �)
@u
@�

�
dS =

Z

@


�
u

@G(x ; �)
@�

� G(x ; �)
@u
@�

�
dS :

Pro ka¾déx 2 
 tedy øe¹ení úlohy ( 4.20), (4.21) splòuje rovnici

u(x ) =
Z




G(x ; �)f dV +
Z

@


�
u

@G(x ; �)
@�

� G(x ; �)
@u
@�

�
dS :

Speciální pøípady podmínek (4.21):

� � = 0 ; � = 1 (Dirichletova úloha)
Pro y 2 @
 je G(x ; y ) = 0 podle podmínky (iii) v de�nici Greenovy funkce a u(y) = g(y ) podle (4.21).
Tedy pro x 2 
 je

u(x ) =
Z




fG (x ; �) dV +
Z

@


g
@G(x ; �)

@�
dS :

� � = 1 ; � = 0 (Neumannova úloha)

Pro y 2 @
 je
@G(x ; y )

@� (y )
= 0 podle podmínky (iii) v de�nici Greenovy funkce a

@u(y )
@� (y )

= g(x ) podle

(4.21). Tedy pro x 2 
 je

u(x ) =
Z




fG (x ; �) dV �
Z

@


gG(x ; �) dS :

� � 6= 0 6= � (Newtonova úloha)

Pro y 2 @
 je
@G(x ; y)

@� (y )
= �

�
�

G(x ; y ) podle podmínky (iii) v de�nici Greenovy funkce a

@u(y)
@� (y )

=
1
�

(g(y ) � �u (y )) podle (4.21), tedy

Z

@


�
u

@G(x ; �)
@�

� G(x ; �)
@u
@�

�
dS =

Z

@


�
�

�
�

uG(x ; �) �
1
�

(g � �u )G(x ; �)
�

dS =

= �
1
�

Z

@


gG(x ; �) dS :

Pro x 2 
 je tedy

u(x ) =
Z




fG (x ; �) dV �
1
�

Z

@


gG(x ; �) dS :
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Pøíklad: Greenova funkce Laplaceova operátoru na polorovinì s okrajovou podmínkou typu (1; 0)
Uva¾ujme polorovinu 
 =

�
(x; y) 2 R2 : y > 0

	
. Pak @
 = f (x; 0) : x 2 Rg, tj. hranice oblasti je osa x.

V libovolném bodì hranice ( �; 0) je vektor vnìj¹í normály � (�; 0) = (0 ; � 1), tj.

@
@� (�; 0)

= �
@
@�

:

Okrajová podmínka typu (1; 0) je tedy podmínka Neumannova.
Polo¾me

G(x; y; �; � ) = �
1

2�

�
v(x; y; �; � ) + v(x; y; �; � � )

�
=

1
4�

�
ln

�
(x � � )2 + ( y � � )2�

+ ln
�
(x � � )2 + ( y + � )2� �

:

Druhý sèítanec, funkce ln
�
(x � � )2 + ( y + � )2

�
je de�novaná, dvakrát spojitì diferencovatelná na 
 � 
 =�

(x; y; �; � ) 2 R4 : y > 0; � > 0
	

a na této oblasti platí

@2

@�2
ln

�
(x � � )2 + ( y + � )2�

=
@
@�

� 2(x � � )
(x � � )2 + ( y + � )2 = � 2

� (x � � )2 � (y + � )2 + 2( x � � )2

�
(x � � )2 + ( y + � )2

� 2 =

= � 2
(x � � )2 � (y + � )2

�
(x � � )2 + ( y + � )2

� 2 ;

@2

@�2
ln

�
(x � � )2 + ( y + � )2�

= 2
(x � � )2 � (y + � )2

�
(x � � )2 + ( y + � )2

� 2 ;

tedy
� ( �;� ) ln

�
(x � � )2 + ( y + � )2�

= 0 :

Proto, s vyu¾itím (4.9), platí

� ( �;� ) G(x; y; �� ) = �
1

2�
� ( �;� ) v(x; y; �; � ) + 0 = �

1
2�

(� 2� )� (� � x; � � y) = � (� � x; � � y)

a podmínka (i) z de�nice Greenovy funkce je splnìna1. Dále platí

@G
@�

(x; y; �; � ) =
1

4�

�
� 2(y � � )

(x � � )2 + ( y � � )2 +
2(y + � )

(x � � )2 + ( y + � )2

�
;

tak¾e

@G
@� (�; � )

(x; y; �; � )

�
�
�
�
( �;� )2 @


= �
@G
@�

(x; y; �; � )

�
�
�
�
� =0

=
1

4�

�
� 2y

(x � � )2 + y2 +
2y

(x � � )2 + y2

�
= 0

a také podmínka (ii) je splnìna.
Øe¹ení Neumannovy úlohy pro Poissonovu rovnici na polorovinì

� u(x; y) = f (x; y) ; x 2 R; y > 0;

� uy (x; 0) = g(x) ; x 2 R :

tedy je

u(x; y) =
1

4�

1Z

0

0

@
1Z

�1

f (�; � )
�

ln
�
(x � � )2 + ( y � � )2�

+ ln
�
(x � � )2 + ( y + � )2�

d�

1

A d� �

�
1

2�

1Z

�1

g(� ) ln
�
(x � � )2 + y2�

d�:

Tento výsledek souhlasí s øe¹ením Neumannovy úlohy pro Laplaceovu rovnici na polorovinì nalezeným na str.77
pomocí potenciálù. (Toto øe¹ení bylo inspirací pro þuhodnutíÿ tvaru Greenovy funkce.)

1Podrobný výpoèet nebylo nutné provádìt. Staèilo si v¹imnou t ¾ev( � ; � ; �; � � ) je pro ( �; � ) 2 
 fundamentální harmonická
funkce, která nemá singularitu v 
.
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4.5.2 Vyjádøení Greenovy funkce

Greenovu funkci mù¾eme hledat ve tvaru

G(x ; y ) = �
1
cn

v(x ; y ) + h(y );

kde v(x ; �) je fundamentální harmonická funkce se singularitou vx 2 
 a cn je èíslo z4.3.4.
Pak podle (4.9) platí

� y G(x ; y ) = �
1
cn

� y v(x ; y ) + � y h(y ) = �
1
cn

�
� cn � (y � x )

�
+ � y h(y ) = � (y � x ) + � y h(y );

a pro y 2 @
 je

�
@G(x ; y )

@� (y )
+ �G (x ; y ) = �

�
cn

@v(x ; y )
@� (y )

+ �
@h(y )
@� (y )

�
�
cn

v(x ; y ) + �h (y ):

K tomu, aby funkce G splnila podmínky (i) a (ii) z de�nice, je nutné a staèí, aby funkce h = h(y ) byla øe¹ením
úlohy

� h(y ) = 0 ; y 2 
 ; (4.22)

�
@h(y )
@� (y )

+ �h (y ) =
�
cn

@v(x ; y )
@� (y )

+
�
cn

v(x ; y ) ; y 2 @
 : (4.23)

Greenova funkce pro Dirichletovu úlohu

Úlohu (4.22), (4.23) mù¾eme vyøe¹it ve speciálním pøípadì, kdy� = 0, � = 1 (tedy v pøípadì Dirichletovy
okrajové podmínky), pokud oblast 
 a její komplement jsou þn ìjak symetrickéÿ. Pøesnìji, nech» oblast 
 má
vlastnost: Ke ka¾démux 2 
 existuje x 0 2 Rn n 
 takové, ¾e pro v¹echnay 2 @
 podíl vzdáleností

jx � y j
jx 0 � y j

=  (x )

nezávisí nay . V takovém pøípadì je funkce

h(y ) =

8
>>>><

>>>>:

1
cn

�
1

 (x )jx 0 � y j

� n � 2

; n � 3;

1
2�

ln
1

 (x )jx 0 � y j
; n = 2

(4.24)

øe¹ením úlohy (4.22), (4.23) pro libovolné x 2 
.

D.: Pro y 2 @
 platí

h(y ) =

8
>>><

>>>:

1
cn

1
jx � y jn � 2 ; n � 3;

1
2�

ln
1

jx � y j
; n = 2

=
1
cn

v(x ; y ) ;

tak¾e Dirichletova okrajová podmínka je splnìna.

Pro n � 3 je

h(y ) =
1
cn

1
 (x )n � 2

1
jx 0 � y jn � 2 =

1
cn

1
 (x )n � 2 v(x 0; y ) ;

ponìvad¾x 0 62
, platí pro y 2 


� y h(y ) =
1
cn

1
 (x )n � 2 � y v(x 0; y ) = 0 :
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Pro n = 2 je

h(y ) =
1

2�
ln

1
jx 0 � y j

�
1

2�
ln  (x ) =

1
2�

v(x 0; y ) �
1

2�
ln  (x )

a tedy pro y 2 
 platí

� y h(y ) =
1

2�
� y v(x 0; y ) �

1
2�

� y ln  (x ) = 0 :

�

4.5.3 Dirichletova úloha pro Poissonovu rovnici na polopro storu

Nech» 
 = f (x1; : : : ; xn � 1; xn ) 2 Rn : xn > 0g je poloprostor.
Pro x = ( x1; : : : ; xn � 1; xn ) 2 
 polo¾me x 0 = ( x1; : : : ; xn � 1; � xn ) { symetrie podle nadroviny xn = 0.
Pak x 0 2 Rn n 
. Buï y = ( y1; : : : ; yn � 1; 0) 2 @
. Platí

jx � y j
jx 0 � y j

=

p
(x1 � y1)2 + � � � + ( xn � 1 � yn � 1)2 + x2

np
(x1 � y1)2 + � � � + ( xn � 1 � yn � 1)2 + ( � xn )2

= 1 :

Tedy  � 1 a pro funkci h de�novanou rovností (4.24) platí h(y ) =
1
cn

v(x 0; y ). Greenova funkce Laplaceova

operátoru s okrajovou podmínkou
u(x1; : : : ; xn � 1; 0) = 0

tedy je

G(x ; y ) =
1
cn

�
v(x 0; y ) � v(x ; y )

�
:

Jednotkový vektor vnìj¹í normály k @
 je � = (0 ; : : : ; 0; � 1), tak¾e

@G(x ; y )
@�

= �
@G(x1; : : : ; xn ; y1; : : : ; yn )

@yn
:

� Øe¹ení úlohy

� u(x; y) = f (x; y) ; x 2 R; y > 0;

u(x; 0) = g(x) ; x 2 R :

Máme

(x; y)0 = ( x; � y) ;

cn = 2 � ;

v(x; y; �; � ) = �
1
2

ln(( x � � )2 + ( y � � )2) ;

G(x; y; �; � ) =
1

2�

�
�

1
2

ln(( x � � )2 + ( � y � � )2) +
1
2

ln(( x � � )2 + ( y � � )2)
�

=

=
1

4�
ln

(x � � )2 + ( y � � )2

(x � � )2 + ( y + � )2 ;

@G(x; y; �; � )
@�

=
1

4�
(x � � )2 + ( y + � )2

(x � � )2 + ( y � � )2

� 2(y � � )(( x � � )2 + ( y + � )2) � 2(y + � )(( x � � )2 + ( y � � )2)
((x � � )2 + ( y + � )2)2 =

= �
1

2�
2y(x � � )2 + 2 y(y2 � � 2)

((x � � )2 + ( y � � )2)(( x � � )2 + ( y + � )2)
=

= �
y
�

(x � � )2 + ( y2 � � 2)
((x � � )2 + ( y � � )2)(( x � � )2 + ( y + � )2)

;

@G(x; y; �; 0)
@�

= �
y
�

(x � � )2 + y2

((x � � )2 + y2)2 = �
y
�

1
(x � � )2 + y2 ;
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tak¾e øe¹ení dané úlohy je

u(x; y) =
1

4�

ZZ

� 2 R; �> 0

f (�; � ) ln
(x � � )2 + ( y � � )2

(x � � )2 + ( y + � )2 d� d� +
y
�

1Z

�1

g(� )
d�

(x � � )2 + y2 ;

zvlá¹tním pøípadem je øe¹ení (4.18) úlohy (4.16), (4.17).
� Øe¹ení úlohy

� u(x; y; z) = f (x; y; z) ; x 2 R; y 2 R; z > 0;

u(x; y; 0) = g(x; y) ; x 2 R; y 2 R :

Máme

(x; y; z) = ( x; y; � z) ;

cn = 4 � ;

v(x; y; z; �; �; � ) =
1

p
(x � � )2 + ( y � � )2 + ( z � � )2

;

G(x; y; z; �; �; � ) =
1

4�

 
1

p
(x � � )2 + ( y � � )2 + ( � z � � )2

�
1

p
(x � � )2 + ( y � � )2 + ( z � � )2

!

;

@G(x; y; z; �; �; � )
@�

=
1

8�

�
� 2(z � � )

((x � � )2 + ( y � � )2 + ( z � � )2)3=2
�

2(z + � )
((x � � )2 + ( y � � )2 + ( z + � )2)3=2

�
=

= �
1

4�

�
z � �

((x � � )2 + ( y � � )2 + ( z � � )2)3=2
+

z + �
((x � � )2 + ( y � � )2 + ( z + � )2)3=2

�
;

@G(x; y; z; �; �; 0)
@�

= �
1

2�
z

((x � � )2 + ( y � � )2 + z2)3=2
;

tak¾e øe¹ení dané úlohy je

u(x; y; z ) =

=
1

4�

ZZZ

� 2 R; � 2 R; �> 0

f (�; �; � )
�

1
(( x � � )2 + ( y � � )2 + ( z + � )2)1=2

�
1

(( x � � )2 + ( y � � )2 + ( z � � )2)1=2

�
d� d� d� +

+
z

2�

ZZ

R2

g(�; � )
d� d�

(( x � � )2 + ( y � � )2 + z2)3=2
:

4.5.4 Dirichletova úloha pro Poissonovu rovnici na kouli

Nech» 
 = K R
0 = f (x1; x2; : : : ; xn ) 2 Rn : x2

1 + x2
2 + � � � + x2

n < R g je otevøená koule.

Pro x = ( x1; x2; : : : ; xn ) 2 K R
0 polo¾mex 0 =

R2

jx j2
x | kulová inverse.

Buï y = ( y1; y2; : : : ; yn ) 2 SR
0 = @KR

0 , tedy
nP

i =1
y2

i = R2. Pak je

�
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

y

�
�
�
�

2

=
nX

i =1

�
R
jx j

x i �
jx j
R

yi

� 2

=
�

R
jx j

� 2 nX

i =1

x2
i � 2

nX

i =1

x i yi +
�

jx j
R

� 2 nX

i =1

y2
i =

= R2 � 2
nX

i =1

x i yi + jx j2 =
nX

i =1

y2
i � 2

nX

i =1

x i yi +
nX

i =1

x2
i =

nX

i =1

(yi � x i )2 = jy � x j2 ;

tedy �
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

y

�
�
�
� = jx � y j (4.25)
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a
jx � y j
jx 0 � y j

=
jx � y j

�
�
�
�

R2

jx j2
x � y

�
�
�
�

=
jx � y j

R
jx j

�
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

y

�
�
�
�

=
jx j
R

:

Dostáváme tak  (x ) =
jx j
R

a mù¾eme vyjádøit funkcih z rovnosti (4.24).

Pro n � 3 je

h(y ) =
1
cn

�
R

jx j jx 0 � y j

� n � 2

=
1
cn

0

B
B
@

R

jx j

�
�
�
�

R2

jx j2
x � y

�
�
�
�

1

C
C
A

n � 2

=
1
cn

�
Rjx j

jR2x � j x j2y j

� n � 2

;

a pro n = 2 je

h(y ) =
1

2�
ln

R
jx j jx 0 � y j

=
1

2�
ln

Rjx j
jR2x � j x j2y j

:

Celkem dostáváme, ¾e funkce de�novaná vztahem

G(x ; y ) =

8
>>>><

>>>>:

1
cn

" �
Rjx j

jR2x � j x j2y j

� n � 2

�
1

jx � y jn � 2

#

; n � 3;

1
2�

ln
Rjx j jx � y j

jR2x � j x j2y j
; n = 2

(4.26)

je Greenovou funkcí Laplaceova operátoru s okrajovou podmínkou

u
�

x1; x2; : : : ; xn � 1; �
q

R2 � x2
1 � x2

2 � � � � � x2
n � 1

�
= 0 :

Jednotkový vektor vnìj¹í normály k SR
0 v bodì y = ( y1; y2; : : : ; yn ) je

1
R

(y1; y2; : : : ; yn ). Dále pro libovolné

kladné konstanty A, B platí

@
@yi

1
jAx � B y j

=
@

@yi

1
s

nP

j =1
(Ax j � Bx j )2

= �
1
2

� 2B (Ax i � By i )
 

nP

j =1
(Ax j � Bx j )2

! 3
2

= B
Ax i � By i

jAx � B y j3
:

Proto

@
@yi

1
cn

" �
Rjx j

jR2x � j x j2y j

� n � 2

�
1

jx � y jn � 2

#

=
1
cn

@
@yi

2

6
6
4

0

B
B
@

1�
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

x

�
�
�
�

1

C
C
A

n � 2

�
�

1
jx � y j

� n � 2

3

7
7
5 =

=
n � 2

cn

2

6
6
6
4

0

B
B
@

1�
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

x

�
�
�
�

1

C
C
A

n � 3 jx j
R

�
R
jx j

x i �
jx j
R

yi

�

�
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

x

�
�
�
�

3 �
�

1
jx � y j

� n � 3 x i � yi

jx � y j3

3

7
7
7
5

=

=
n � 2

cn

2

6
6
4

1
�
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

y

�
�
�
�

n

�
x i �

jx j2

R2 yi

�
�

x i � yi

jx � y jn

3

7
7
5 ;

85



@
@yi

1
2�

ln
Rjx j jx � y j
jR2x � j x j2y j

=
1

2�
@

@yi

0

B
B
@ln

1�
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

y

�
�
�
�

� ln
1

jx � y j

1

C
C
A =

=
1

2�

0

B
B
B
@

jx j
R

�
R
jx j

x i �
jx j
R

yi

�

�
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

y

�
�
�
�

2 �
x i � yi

jx � y j2

1

C
C
C
A

=
1

2�

0

B
B
B
@

x i �
jx j2

R2 yi

�
�
�
�

R
jx j

x �
jx j
R

y

�
�
�
�

2 �
x i � yi

jx � y j2

1

C
C
C
A

:

Pøipomeòme, ¾ecn = ( n � 2)� n , kde � n je (n � 1)-rozmìrná míra jednotkové sféry v Rn ; zejména � 2 = 2 � ,
� 3 = 4 � . Vzhledem k rovnosti (4.25) tak dostáváme, ¾e pro Greenovu funkci (4.26) a y 2 @
 platí

@G(x ; y )
@yi

=
1

� n

yi �
jx j2

R2 yi

jx � y jn
=

1
� n

R2 � j x j2

R2jx � y jn
yi :

Pro y 2 @
 tak dostáváme

@G(x ; y )
@� (y )

=
1

� n

R2 � j x j2

R2jx � y jn

nX

i =1

y2
i

R
=

1
� n R

R2 � j x j2

jx � y jn
:

Je¹tì oznaèíme jSR j míru sféry o polomìru R, tj. jSR j = � n Rn � 1. Pak mù¾eme psát

@G(x ; y )
@� (y )

=
Rn � 2

jSR j
R2 � j x j2

jx � y jn
:

Øe¹ení úlohy

� u(x1; x2; : : : ; xn ) = f (x1; x2; : : : ; xn ) ; x2
1 + x2

2 + � � � + x2
n < R 2 ;

u(x1; x2; : : : ; xn ) = g(x1; x2; : : : ; xn ) ; x2
1 + x2

2 + � � � + x2
n = R2

lze tedy zapsat ve tvaru

u(x ) =
Z

K R
0

fG (x ; �) dV + Rn � 2 R2 � j x j2

jSR j

Z

SR
0

g(y )
dSy

jx � y jn
;

kde funkceG je dána vztahem (4.26). Pro f � 0 dostanemePoissonùv vzorec

u(x ) = Rn � 2 R2 � j x j2

jSR j

Z

SR
0

g(y )
dSy

jx � y jn
:

Zejména pron = 3 je

u(x ) =
R2 � j x j2

4�R

Z

SR
(0 ; 0 ; 0)

g(y )
dSy

jx � y j3

a pro n = 2

u(x; y) =
R2 � x2 � y2

2�R

Z

SR
(0 ; 0)

g(�; � )
dS�;�

j(x; y) � (�; � )j2
=

R2 � x2 � y2

2�R

2�Z

0

g(R cos�; R sin � )
(x � R cos� )2 + ( y � R sin� )2 Rd� ;

co¾ je Poissonùv vzorec (3.58).
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4.6 Vlastní èísla a vlastní funkce Laplaceova operátoru

Buï 
 � Rn oblast s dostateènì hladkou hranicí@
. Èíslo � 2 R nazvemevlastním èíslema funkci v de�novanou
na 
 nazveme vlastní funkcí Dirichletovy úlohy pro Laplaceùv operátor, je-li v 6� 0 a platí

� � v(x ) = �v (x ) ;

v(x ) = 0 ;

x 2 
 ;

x 2 @
 :
(4.27)

Platí:

� V¹echna vlastní èísla Laplaceova operátoru jsou kladná a v¹echny vlastní funkce jsou nekonstantní.

D.: Úloha

� v(x ) = 0 ; x 2 
 ;

v(x ) = 0 ; x 2 @


má podle4.2 jediné øe¹ení a toto øe¹ení jev � 0. Proto 0 není vlastním èíslem Laplaceova operátoru.
Proto také pro libovolné vlastní èíslo � a libovolnou vlastní funkci v mù¾eme s vyu¾itím prvního
Greenova vzorce psát

0 >
Z




v2dV =
1
�

Z




v�v dV = �
1
�

Z




v� v dV =

= �
1
�

0

@
Z

@


v
@v
�

dS �
Z




r v � r v dV

1

A =
1
�

Z




r v � r v dV =
1
�

jjr vjj2

Ponìvad¾jjr vjj2 nemù¾e být záporné, dostaneme odtud, ¾e� > 0 a jjr vjj > 0. Vlastní èíslo je kladné
a gradient vlastní funkce je nenulový, tak¾e vlastní funkcenemù¾e být konstantní.�

� Jsou-li � 1 6= � 2 vlastní èísla av1; v2 pøíslu¹né vlastní funkce Laplaceova operátoru, pak jsou funkce v1; v2

ortogonální na 
, tj. platí Z




v1v2dV = 0 :

D.: Ponìvad¾ prox 2 @
 je v1(x ) = 0 = v2(x ), dostaneme s vyu¾itím druhého Greenova vzorce
Z




v1v2dV =
1

� 1 � � 2

Z




(� 1 � � 2)v1v2dV =
1

� 1 � � 2

Z




(� 1v1v2 � v1� 2v2)dV =

=
1

� 1 � � 2

Z




(� v2� v1 + v1� v2)dV =
1

� 1 � � 2

Z

@


�
v1

@v2
@�

� v2
@v1
@�

�
dS = 0 : �

� Dirichletova úloha pro Laplaceùv operátor má spoèetnou mno¾inu vlastních èísel. Mno¾ina pøíslu¹ných
vlastních funkcí tvoøí úplnou ortogonální mno¾inu v prostoru funkcí spojitých na 
.

Øe¹ení úlohy
� u(x ) = f (x );

u(x ) = 0 ;

x 2 
 ;

x 2 @

(4.28)

hledáme ve tvaru

u(x ) =
1X

n =1

Cn vn (x );

kde vn jsou vlastní funkce Dirichletovy úlohy pro Laplaceùv operátor a Cn jsou reálné konstanty,n = 1 ; 2; : : : .
Je-li funkce f integrovatelná ve druhé mocninì (f 2 L 2(
)), pak

f (x ) =
1X

n =1

Fn vn (x ); kde Fn =
1

jjvn jj2

Z




fv n dV a jjvn jj2 =
Z




v2
n dV:
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Buïte � 1; � 2; : : : vlastní èísla pøíslu¹ná k vlastním funkcímv1; v2; : : : . Pak je

�
1X

n =1

Cn vn (x ) =
1X

n =1

Fn vn (x );

1X

n =1

Cn � vn (x ) =
1X

n =1

Fn vn (x );

�
1X

n =1

Cn � n vn (x ) =
1X

n =1

Fn vn (x ):

Odtud

Cn = �
Fn

� n
= �

1

� n jj vn jj 2

Z




fv n dV:

Øe¹ení úlohy (4.28) tedy je

u(x ) =
1X

n =1

0

@�
1

� n jj vn jj 2

Z




fv n dV

1

A vn (x ) =
Z




f
1X

n =1

 

�
vn (x )vn

� n jj vn jj2

!

dV:

To znamená, ¾e Greenova funkce Laplaceova operátoru s okrajovou podmínkou

u(x ) = 0 ; x 2 @


je

G(x ; y ) = �
1X

n =1

vn (x )vn (y )

� n jj vn jj2 ;

kde � 1; � 2; : : : jsou vlastní èísla av1; v2; : : : jsou vlastní funkce úlohy (4.27).

4.6.1 Vlastní èísla a vlastní funkce Laplaceova operátoru p ro Dirichletovu úlohu
na obdélníku

Úlohu
� � v(x; y) = �v (x; y) ;

v(x; 0) = 0 = v(x; b) ;

v(0; y) = 0 = v(a; y);

0 < x < a; 0 < y < b ;

0 < x < a ;

0 < y < b

(4.29)

budeme øe¹it separací promìnných. Funkciv = v(x; y) hledáme ve tvaru v(x; y) = X (x)Y (y).
Po dosazení do rovnice a jednoduché úpravì dostaneme

�
Y 00

Y
= � +

X 00

X
:

Levá strana této rovnosti závisí pouze na promìnnéy, pravá pouze na promìnnéx; nemohou tedy záviset na
¾ádné z nezávisle promìnných a jsou rovny nìjaké konstantì,øeknìme� .

Z levé strany tak dostaneme okrajovou úlohu

Y 00+ �Y = 0 ; 0 < y < b;

Y (0) = 0 = Y(b);

která má nenulové øe¹ení pouze pro

� = � m =
� m�

b

� 2
; m = 1 ; 2; : : : ;

které je dáno pøedpisemY = Ym (y) = sin
m�
b

y.
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Toto vypoèítané � m dosadíme do druhé èásti rovnosti, tj. do rovnosti� +
X 00

X
= � a dostaneme okrajovou

úlohu

X 00+ ( � � � m ) X = 0 ; 0 < x < a;

X (0) = 0 = X (a);

která má nenulové øe¹ení pouze pro� = � nm takové, ¾e� nm � � m =
� n�

a

� 2
, tj. pro

� nm =
� � n

a

� 2
+

� m
b

� 2
�

� 2 ; n = 1 ; 2; : : : :

Toto øe¹ení je dáno pøedpisemX nm (x) = sin
n�
a

x.

Celkem tak dostáváme vlastní èísla úlohy (4.29) ve tvaru

� nm =
� � n

a

� 2
+

� m
b

� 2
�

� 2 ; n = 1 ; 2; : : : ; m = 1 ; 2; : : : :

Pøíslu¹né vlastní funkce jsou
vnm (x; y) = sin

n�
a

x sin
m�
b

y:

Norma vlastních funkcí je

jjvnm jj2 =
ZZ

[0;a ]� [0;b]

�
sin

n�
a

� sin
m�
b

�
� 2

d� d� =

aZ

0

sin2 n�
a

� d�

bZ

0

sin2 m�
b

� d� =
a
2

b
2

=
ab
2

:

Je¹tì vypoèítáme

� nm jj vnm jj2 =
� � n

a

� 2
+

� m
b

� 2
�

� 2 ab
4

=
� 2

4
(ma)2 + ( nb)2

ab

a dostaneme Greenovu funkci Laplaceova operátoru pro Dirichletovu úlohu na obdélníku

G(x; y; �; � ) = �
4ab
� 2

1X

n;m =1

sin
n�
a

x sin
n�
a

� sin
m�
b

y sin
m�
b

�

m2a2 + n2b2 :

Cvièení

Øe¹te úlohu
1) uxx + uyy = 0 ; 0 < x < a; 0 < y < b

u(0; y) = Ay(b� y); u(a; y) = 0 ; 0 � y � b; u(x; 0) = B sin �x
a ; u(x; b) = 0 ; 0 � x � a

2) uxx + uyy = 0 ; x2 + y2 > a
u(a cos'; a sin ' ) = 2 sin 2 ' + 3 cos2 '; u je ohranièená

3) uxx + uyy = c; x 2

� 2 + y 2

� 2 < 1; u(x; y) = 0 ; x 2

� 2 + y 2

� 2 = 1

4) uxx + uyy = 0 ; x 2 R; y > 0

u(x; 0) =

(
1; a < x < b;

0; jinak;
x 2 R

Výsledky: 1) u(x; y) =
B sinh

�
� (b� y )

a

�
sin

�
�x
a

�

sinh
�

�b
a

� + 8Ab 2

� 3

1P

n =0

sinh
�

(2n +1) � (a� x )
b

�
sin

�
(2n +1) �y

b

�

(2n + 1) 3 sinh
�

(2n +1) �a
b

�

2) u(x; y) = 5
2 + a2 (x 2 � y 2 )

2(x 2 + y 2 )2 3) u(x; y) = c
2

� 2 � 2

� 2 + � 2

�
x 2

� 2 + y 2

� 2 � 1
�

4) u(x; y) = 1
� ! (x; y), kde ! (x; y) je zorný úhel, pod kterým je z bodu (x; y) vidìt interval ( a; b).
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Kapitola 5

Schrödingerova rovnice

Stav èástice je popsán rovnicí

�
~2

2�
�	 + V 	 = � i~

@	
@t

; (5.1)

kde 	 = 	( t) . . . vlnová funkce,
V = V (x ) . . . potenciální energie èástice,

~ =
h
2�

. . . Planckova konstanta,

� . . . hmotnost èástice.
Vlnová funkce je interpretována jako pravdìpodobnost výskytu èástice v bodì x v èaset tak, ¾e funkcej	( t; x )j2

je hustotou rozlo¾ení pravdìpodobnosti výskytu èástice v èaset. To znamená, ¾e
Z

R3

j	( t; x )j2dx = 1 (5.2)

pro t � 0. Zejména tedy platí, ¾e funkce 	 je ohranièená.
Budeme separovat promìnné, tj. øe¹ení rovnice (5.1) budeme hledat ve tvaru 	( t; x ) = T(t) (x ), sr. kap. 3.

V takovém pøípadì platí

�
~2

2�
T �  + V T  = � i~T 0 :

Tuto rovnost vydìlíme souèinem T  a dostaneme

�
~2

2�
�  
 

+ V = � i~
T 0

T
:

Výraz na levé stranì závisí pouze na prostorové promìnnéx , výraz na pravé stranì pouze na èaset. Musí
tedy být oba výrazy rovny nìjaké konstantì. Ponìvad¾ výraz n a levé stranì má rozmìr energie, oznaèíme tuto
konstantu E . Dostaneme tak rovnici pro vývoj vlnové funkce v závislostina energii èástice

T 0 =
iE
~

T (5.3)

a stacionární Schrödingerovu rovnici

�  +
2�
~2 (E � V ) = 0 ; (5.4)

kterou lze pøepsat do tvaru úlohy na vlastní hodnoty a vlastní funkce
�

� �
2�
~2 V

�
 = �

�
2�
~2 E

�
 :

Základní postulát kvantové mechaniky po¾aduje, aby namìøené hodnoty energieE byly takové, ¾e hodnota
2�
~2 E je vlastní hodnotou operátoru �

�
� �

2�
~2 V

�
.
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Nech»En je taková namìøená hodnota energie a n odpovídající vlastní funkce. Pøíslu¹né øe¹ení obyèejné
lineární rovnice (5.3) je tvaru Tn (t) = const � e

i E n
~ t . Za integraèní konstantu volíme hodnotu 1 a øe¹ení rovnice

(5.3) þodpovídající kvantovému èíslunÿ vyjádøíme jako

Tn (t) = cos
En

~
t + i sin

En

~
t:

Pro tuto funkci platí jTn (t)j = 1 pro v¹echna t > 0. V okam¾iku pozorování energieEn celé øe¹ení rovnice (5.1)
þzkolabujeÿ do funkce 	 =  n Tn . Z normovací podmínky (5.2) tedy dostaneme podmínku pro øe¹ení stacionární
Schrödingerovy rovnice v okam¾iku pozorování hodnoty energie En

Z

R3

j n (x )j2 dx = 1 : (5.5)

5.1 Øe¹ení za zjednodu¹ujících pøedpokladù

5.1.1 Kvantová èástice v krabièce

Pøedstavme si èástici o hmotnosti� , která se jistì nachází uvnitø oblasti prostoru tvaru hranolu o hranách a,
b, c a na kterou nepùsobí ¾ádná síla (èástice se nachází v nekoneènì hluboké pravoúhlé potenciálové jámì).
V takovém pøípadì je potenciál identicky nulový a stacionární Schrödingerova rovnice (5.4) je tvaru

�  +
2�E
~2  = 0 : (5.6)

Vlnová funkce má být nulová vnì uva¾ovaného hranolu a z její spojitosti plyne, ¾e také na jeho hranici. Sou-
øadnou soustavu zvolíme tak, aby osy hranolu byly rovnobì¾né se souøadnými osami a jeden jeho vrchol byl
v poèátku. Pak jsou splnìny okrajové podmínky

 (0; y; z) =  (a; y; z) =  (x; 0; z) =  (x; b; z) =  (x; y; 0) =  (x; y; c) = 0 (5.7)

pro v¹echna (x; y; z) 2 (0; a) � (0; b) � (0; c).
V rovnici ( 5.6) budeme separovat promìnné, tj. øe¹ení hledáme ve tvaru (x; y; z) = X (x)Y (y)Z (z). Funkce

X , Y , Z musí splòovat rovnost

X 00Y Z + XY 00Z + XY Z 00+
2�E
~2 XY Z = 0 ;

kde 0 oznaèuje obyèejnou derivaci podle jediné nezávisle promìnné pøíslu¹né funkce. Odtud plyne

X 00

X
+

2�E
~2 = �

Y 00

Y
�

Z 00

Z
:

Výraz na levé stranì závisí pouze nax, výraz na pravé stranì na x nezávisí. Obì strany rovnosti se tedy musí
rovnat nìjaké konstantì � ,

X 00

X
+

2�E
~2 = �

Y 00

Y
�

Z 00

Z
= �:

Odtud podobnou úvahou dostaneme
Y 00

Y
+ � = �

Z 00

Z
= �;

tak¾e funkceX , Y a Z jsou vzhledem k podmínkám (5.7) øe¹ením okrajových úloh

Z 00+ �Z = 0 ; Z (0) = 0 = Z (c);

Y 00+ ( � � � )Y = 0 ; Y (0) = 0 = Y(b);

X 00+
�

2�E
~2 � �

�
X = 0 ; X (0) = 0 = X (a):
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Z první úlohy dostaneme vlastní hodnoty a vlastní funkce

� k =
�

k�
c

� 2

; Zk = sin
k�
c

z; k = 1 ; 2; 3; : : : :

Získané vlastní hodnoty � k dosadíme do druhé úlohy,

Y 00+ ( � � � k )Y = 0 ; Y (0) = 0 = Y(b)

a odtud dostaneme vlastní hodnoty a pøíslu¹né vlastní funkce

� mk � � k =
� m�

b

� 2
; Ymk (y) = sin

m�
b

y; m = 1 ; 2; 3; : : : ;

tedy

� mk =
� m�

b

� 2
+

�
k�
c

� 2

:

Hodnoty � mk dosadíme do tøetí úlohy

X 00+
�

2�E
~2 � � mk

�
X = 0 ; X (0) = 0 = X (a)

a dostaneme vlastní hodnoty a vlastní funkce

2�
~2 Enmk � � mk =

� n�
a

� 2
; X nmk (x) = sin

n�
a

x; n = 1 ; 2; 3; : : : ;

tedy
2�
~2 Enmk =

� n�
a

� 2
= � mk =

 
� n

a

� 2
+

� m
b

� 2
+

�
k
c

� 2
!

� 2:

Mo¾né pozorované hodnoty energie uva¾ované èástice tedy jsou

Enmk =
~2� 2

2�

"
� n

a

� 2
+

� m
b

� 2
+

�
k
c

� 2
#

:

Ka¾dá trojice kladných celých èísel (n; m; k ) tedy reprezentuje kvantový stav èástice.
Nech» nyní je krabièka krychlová, tj. a = b = c = L . Pak mo¾né energetické stavy jsou

Enmk =
~2� 2

2�L 2

�
n2 + m2 + l2�

: (5.8)

Základní stav je

E111 =
3~2� 2

2�L 2 ;

je to jediná nedegenerovaná energetická hladina, tj. energie, jí¾ odpovídá jediný kvantový stav. Ostatní energe-
tické hladiny jsou degenerované, jedné energii odpovídá více stavù. Napø. energie

3~2� 2

�L 2

je stejná pro stavy (2; 1; 1), (1; 2; 1) a (1; 1; 2), jedná se o hladinu s degenerací stupnì 3. Stupeò degenerace roste
s rostoucími hodnotami n, m, k.

OznaèmeE f = Enmk mo¾né energetické hladiny èástice v uva¾ované krabièce a polo¾me

R2 = n2 + m2 + k2:

Pak je

E f =
~2� 2

2�L 2 R2; tj. R2 =
2�L 2

~2� 2 E f :
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Poèet kvantových vztahù, jejich¾ energie nepøevý¹í hodnotu E f , je poètem trojic pøirozených èísel (n; m; k ), pro
nì¾ platí n2 + m2 + k2 � R2. Tyto stavy tedy mù¾eme pova¾ovat za body s celoèíselnými kladnými souøadnicemi
v prvním oktantu koule o polomìru R. Poèet stavù N je proto úmìrný objemu tohoto oktantu,

N �
1
8

�
4
3

�R 3 =
�
6

�
2�L 2

~2� 2 E f

� 3=2

=
1

6� 2

� p
2�
~

� 3

L 3E 3=2
f :

Hodnota L 2 vyjadøuje objem uva¾ované krychlové krabièky, tak¾e prohustotu stavù� (poèet stavù na jednotku
objemu) a pro energiiE f platí

� =
N
L 3 �

1
6� 2

� p
2�
~

� 3

E 3=2
f ; E f = �� 2=3;

kde � je nìjaká konstanta; hodnota E f je (a¾ na malou modi�kaci vynucenou spinem èástice)Fermiho energie.

5.1.2 Rotátor s volnou osou

Uva¾ujme èástici o hmotnosti� , která se pohybuje stále v té¾e vzdálenostir od pevného støedu, tak¾e její
potenciální energii mù¾eme pova¾ovat za nulovou. Budeme hledat charakteristické hodnoty její celkové energie.

Stacionární Schrödingerova rovnice pro rotátor je

�  +
2�
~2 E = 0 :

Tuto rovnici transformujeme do sférických souøadnic a vyu¾ijeme toho, ¾e
@ 
@r

= 0. Dostaneme (sr. D)

1
r 2 cos2 #

@2 
@'2

+
1

r 2 cos#
@

@#

�
cos#

@ 
@#

�
+

2�
~2 E = 0 : (5.9)

Øe¹ení této rovnice má být vzhledem k normovací podmínce (5.5) ohranièené a v promìnné ' má být 2� -
periodické. Dostáváme tedy okrajové podmínky

 (' + 2 �; # ) =  ('; # ); ' 2 R; # 2
�

�
�
2

;
�
2

�
; (5.10)

lim sup
# !� �

2 +
j ('; # )j < 1 ; lim sup

# ! �
2 �

j ('; # )j < 1 ; ' 2 R: (5.11)

Poznamenejme, ¾e nenulová øe¹ení úlohy (5.9), (5.10), (5.11) se nazývají sférické funkce.Tato øe¹ení budeme
hledat separací promìnných, tj. ve tvaru  ('; # ) = �( ' )�( #). Dosazením do rovnice (5.9) dostaneme

1
r 2 cos2 #

� 00� +
1

r 2 cos#
(� 0cos#)0� +

2�
~2 E�� = 0

a po úpravì

�
� 00

�
=

cos#
�

(� 0cos#)0+
2�Er 2 cos2 #

~2 : (5.12)

Levá strana závisí pouze na promìnné' , pravá pouze na promìnné#, proto se musí obì strany rovnat nìjaké
konstantì � . Funkce � je tedy øe¹ením okrajové úlohy

� 00+ � � = 0 ; �( ' + 2 � ) = �( ' ):

Tato úloha má nenulové øe¹ení pouze pro� = m2, m = 0 ; 1; 2; : : : (sr. øe¹ení úlohy (3.54), (3.56)). Tuto hodnotu
dosadíme do rovnice (5.12). Dostaneme

cos#
�

(� 0cos#)0+
2�Er 2 cos2 #

~2 = m2: (5.13)
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Zavedeme novou nezávisle promìnnous vztahem s = sin #. Pak
ds
d#

= cos# =
p

1 � s2 a tedy

(� 0cos#)0 =
d
ds

�
cos#

d�
d�

�
=

d
ds

� p
1 � s2 d�

ds
ds
d#

�
ds
d#

=
p

1 � s2 d
ds

�
(1 � s2)

d�
ds

�
=

=
p

1 � s2

�
(1 � s2)

d2�
ds2 � 2s

d�
ds

�
:

To znamená, ¾e rovnice (5.13) se transformuje na tvar

1 � s2

�

�
(1 � s)2 d2�

ds2 � 2s
d�
ds

�
+

2�Er 2(1 � s2)
~2 = m2:

Oznaèíme

� =
2�Er 2

~2 (5.14)

a pøedchozí rovnici upravíme na tvar

(1 � s2)
d2�
ds2 � 2s

d�
ds

+
�

� �
m2

1 � s2

�
� = 0 :

To je rovnice pro pøidru¾ené funkce k Legendreovým polynomùm, sr. C.1.6. Tato rovnice má ohranièené øe¹ení
pouze pro � = l (l + 1), kde l = 0 ; 1; 2; : : : . Vlastní funkce jako¾tom-té derivace Legendreových polynomù
stupnì l jsou nenulové pouze prom � l . Charakteristické hodnoty energie tedy podle (5.14) jsou

Eml = l(l + 1)
~2

2�r 2 = l(l + 1)
~2

2I
; l = 0 ; 1; 2; : : : ; m = 0 ; 1; 2; : : : ; l ;

pøitom I = �r 2 je moment setrvaènosti uva¾ované èástice.

5.1.3 Kvantový oscilátor

Uva¾ujme èástici, která se mù¾e vyskytovat pouze na pøímce.Její potenciální energie má klasický tvar energie
harmonického oscilátoru

V = V (x) =
1
2

�! 2x2;

kde � oznaèuje hmotnost èástice a! její frekvenci. Rovnice (5.4) v tomto pøípadì nabývá tvar

@2

@x2
 +

2�
~2

�
E �

1
2

�! 2x2
�

 = 0 : (5.15)

V této rovnici nejprve zmìníme délkové mìøítko, tj. zavedeme novou nezávisle promìnnou� vztahem

x =

s
~

�!
�:

Pak
@2

@x2
 =

@
@x

�
@ 
@x

�
=

@
@�

�
@ 
@�

@�
@x

�
@�
@x

=
@
@�

� r
�!
~

@ 
@�

� r
�!
~

=
�!
~

@2 
@�2

;

a rovnice (5.15) pøejde na tvar
�!
~

@2 
@�2

+
2�E
~2  �

� 2! 2

~2

~
�!

� 2 = 0 ;

který lze upravit na
@2 
@�2

� � 2 = �
2E
~!

 : (5.16)
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Integrál
1R

�1
j (� )j2 d� má podle (5.5) konvergovat. Proto budeme øe¹ení rovnice (5.16) hledat ve tvaru

 (� ) = H (� )e� � 2

2 ;

kde H je polynom. Pak

@2 
@�2

=
@
@�

�
@ 
@�

H e� � 2

2

�
=

@
@�

�
(H 0 � �H )e� � 2

2

�
=

�
H 00� H � �H 0 � � (H 0 � �H )

�
e� � 2

2 =

=
�
H 00� 2�H 0+ ( � 2 � 1)H

�
e� � 2

2

a po dosazení do rovnice (5.16) dostaneme

�
H 00� 2�H 0+ ( � 2 � 1)H

�
e� � 2

2 � � 2H e� � 2

2 +
2E
~!

H e� � 2

2 = 0 ;

po úpravì

H 00� 2�H 0+
�

2E
~!

� 1
�

H = 0 :

Pøi oznaèení� =
2E
~!

� 1 dostaneme rovnici

H 00� 2�H 0+ �H = 0 : (5.17)

To je diferenciální rovnice pro Èeby¹evovy-Hermiteovy polynomy, sr. C.3.3. Ta má øe¹ení v oboru polynomù

pouze pro � = � n = 2 n, n = 0 ; 1; 2 : : : . Odtud dostaneme, ¾e
2En

~!
� 1 = 2n, neboli ¾e mo¾né hodnoty energie

tvoøí diskrétní mno¾inu
En =

2n + 1
2

~!; n = 0 ; 1; 2; : : : : (5.18)

Získaný výsledek odùvodòuje Planckùv výklad interakce záøení s látkou za pøedpokladu, ¾e látku mù¾eme
pova¾ovat za soubor oscilátorù, z nich¾ ka¾dý vysílá nebo pohlcuje záøení o frekvenci jemu vlastní. Výmìna
energie je omezena vlastními hodnotami pro dané oscilátorytak, ¾e mù¾e probíhat pouze v jednotkách~! .

Pro � = 0, tedy pro základní stav odpovídají energii E0 = 1
2 ~! , je øe¹ením rovnice polynom nultého stupnì,

tj. konstanta. Vlnová funkce  0 odpovídající základnímu energetickému stavu je tedy dána vztahem

 0(� ) = ce� � 2

2 : (5.19)

Vrátíme-li se k pùvodní délkové jednotce, dostaneme vlnovou funkci èástice v základním stavu

 0(x) = ce� �!
2~ x 2

:

Hodnotu konstanty c urèíme z podmínky (5.5) kladené na vlnovou funkci, tedy z podmínky

1 =

1Z

�1

j 0(x)j2dx = c2

1Z

�1

�
�
�e� �!

2~ x 2
�
�
�
2

dx = c2

1Z

�1

e� �!
~ x 2

dx = c2

s
~

�!

1Z

�1

e� s2

ds = c2

s
~�
�!

;

vyu¾ili jsme rovnost (C.21). Odtud dostaneme c2 =
r

�!
~�

. To znamená, ¾e hustota rozlo¾ení pravdìpodobnosti

výskytu èástice v základním stavu je

j 0(x)j2 =

r
�!
~�

e� �!
~ x 2

:

Jedná se o hustotu normálního (Gaussova) rozdìlení pravdìpodobnosti se støední hodnotou 0 a rozptylem
~

2�!
.

Hodnoty energieEn dosadíme z vyjádøení (5.18) do rovnice (5.16) a tu upravíme na operátorový tvar
�

@2

@�2
� � 2

�
 n = � (2n + 1)  n ; (5.20)
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kde  n oznaèuje vlastní funkci pøíslu¹nou kn-té vlastní hodnotì. S vyu¾itím rovnosti (5.20) dostaneme

�
@
@�

+ �
� �

@
@�

� �
�

 n =
�

@
@�

+ �
� �

@ n
@�

� � n

�
=

@2 n

@�
+ �

@ n
@�

�  n � �
@ n
@�

� � 2 n =

=
�

@2

@�2
� � 2

�
 n �  n = � (2n + 1)  n �  n = � 2(n + 1)  n ; (5.21)

jinak øeèeno, funkce n je vlastní funkcí operátoru �
�

@
@�

+ �
� �

@
@�

� �
�

pøíslu¹ná k vlastní hodnotì 2(n + 1).

Podobnì dostaneme �
@
@�

� �
� �

@
@�

+ �
�

 n = � 2n n ; (5.22)

tak¾e funkce n je vlastní funkcí operátoru �
�

@
@�

� �
� �

@
@�

+ �
�

pøíslu¹ná k vlastní hodnotì 2n.

Na obì strany rovnosti ( 5.21) aplikujeme lineární operátor
�

@
@�

� �
�

. Dostaneme

�
@
@�

� �
� �

@
@�

+ �
� �

@
@�

� �
�

 n = � 2(n + 1)
�

@
@�

� �
�

 n ;

neboli ��
@
@�

� �
� �

@
@�

+ �
�� �

@
@�

� �
�

 n = � 2(n + 1)
�

@
@�

� �
�

 n ;

co¾ znamená, ¾e funkce
�

@
@�

� �
�

 n je vlastní funkcí operátoru �
�

@
@�

� �
� �

@
@�

+ �
�

pøíslu¹nou k vlastní

hodnotì 2( n + 1), tak¾e vzhledem k (5.22) je
�

@
@�

� �
�

 n =  n +1 : (5.23)

Analogicky odvodíme vztah �
@
@�

+ �
�

 n =  n � 1: (5.24)

Vzorec (5.23) lze vyu¾ít jako rekurentní formuli pro výpoèet vlastních funkcí  n , n = 1 ; 2; : : : pøíslu¹ných
k jednotlivým energetickým hladinám En z vlnové funkce (5.19) pro základní stav.

Relace (5.23) a (5.24) lze také interpretovat jako popis pøechodu èástice z jednéenergetické hladiny na
sousední. Ponìvad¾ energie se v procesu musí buï objevit (oscilátor v látce pøijme energii) nebo znièit (oscilátor
v látce vyzáøí energii), nazývají se operátory na levé stranì rovností ( 5.23) a (5.24) operátory kreacea anihilace.
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Dodatek A

Distribuce

A.1 Základní pojmy

Nech»' : Rn ! R je funkce n promìnných de�novaná na celém prostoru Rn . Nosiè funkce' de�nujeme jako
uzávìr mno¾inyf x 2 Rn : ' (x ) 6= 0 g a znaèíme ho Supp' .

Testovací funkce

Symbolem D(Rn ) oznaèíme mno¾inu funkcí de�novaných naRn , které jsou tøídy C1 (mají spojité v¹echny
parciální derivace libovolného øádu) a jejich¾ nosiè je mno¾inaA kompaktní v prostoru Rn . Mno¾ina funkcí
D(Rn ) s obvykle de�novaným sèítáním funkcí a násobením èíslem, tj. ( ' +  )(x) = ' (x)+  (x) a (c' )(x) = c' (x),
je vektorovým prostorem. Pokud nebude hrozit nedorozumìní, budeme prostorD(Rn ) znaèit struènì D.

Na mno¾inìD de�nujeme metriku � vztahem

� (';  ) = sup
� �

�
�
�

@i 1 + i 2 + ��� + i n

@xi 1
1 @xi 2

2 � � � @xi n
n

(' (x ) �  (x ))

�
�
�
� : x 2 Rn ; (i 1; i 2; : : : ; i n ) 2 (N [ f 0g)n

�
:

Mno¾inuD s touto metrikou nazýváme prostor testovacích funkcí, jeho prvky nazýváme testovací funkce.

Pøíklady testovacích funkcí.

Polo¾me

� (x) =

(
e� 1=x 2

; x > 0;

0; x � 0:

Funkce � má spojité derivace v¹ech øádù, nebo»

dk

dxk e� 1=x 2
=

polynom v x
polynom v x

e� 1=x 2
a z toho plyne lim

x ! 0+

dk

dxk e� 1=x 2
= 0 :

Funkce ' de�novaná vztahem ' (x) = � (x)� (1 � x) má kompaktní nosiè [0; 1] a má derivace v¹ech øádù.
Pro libovolné reálné c > 0 polo¾me

� c(x) =
� (x)

� (x) + � (c � x)
: (A.1)

Pak � c je neklesající nezáporná funkce, která má derivace v¹ech øádù a platí pro ni

� c(x) =

(
0; x � 0;
1; x > c:

Funkce � c tedy na intervalu délky c vyhlazuje skok funkèních hodnot.
Funkce  de�novaná vztahem

 (x) = 1 � � c
�
jxj � 1

2

�
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je nezáporná funkce, která má derivace v¹ech øádù a

 (x) =

(
0; jxj � 1

2 + c;

1; jxj � 1
2

a tedy má kompaktní nosiè [� 1
2 � c; 1

2 + c].
Funkce ' ,  jsou typické testovací funkce z prostoruD(R). Testovací funkce z prostoruD(Rn ) mù¾eme získat

jako souèin funkcí þ jednorozmìrnýchÿ, napø.

' n (x1; x2; : : : ; xn ) = ' (x1)' (x2) � � � ' (xn );  n (x1; x2; : : : ; xn ) =  (x1) (x2) � � �  (xn ):

Operace v prostoru testovacích funkcí

Kromì standardních operací souètu a souèinu funkcí a násobení funkce èíslem zavádíme operace:

� Posunutí (translace) testovací funkce o vektory je de�nována vztahem ' y (x ) = ' (x + y ).

� Zmìna mìøítka (pøe¹kálování) nezávisle promìnné faktorem� > 0 je de�nováno vztahem ' � (x ) = ' (� x ).

Pomocí tìchto operací mù¾eme snadno vytváøet dal¹í testovací funkce ze známých.

Lineární funkcionál

ZobrazeníT : D ! R, pro které platí

T (' +  ) = T(' ) + T( ); T (c' ) = cT(' ); c 2 R

nazýváme lineární funkcionál na prostoru testovacích funkcí. Obraz funkce ' pøi zobrazeníT , tj. èíslo T(' ),
budeme struènì znaèit T ' .

Mno¾inu v¹ech lineárních funkcionálùD ! R, která je zase vektorovým prostorem, nazýváme(algebraický)
duální prostor k D a znaèíme jiD0.

De�nice distribuce

Spojitý lineární funkcionál na prostoru testovacích funkcí se nazývádistribuce.

Podrobnìji: Zobrazení T : D ! R nazveme distribuce, jestli¾e

(8';  2 D ) T(' +  ) = T ' + T  ;

(8' 2 D ) (8c 2 R) T(c' ) = cT ' ;

(8f ' n g � D ) (8' 2 D ) ' n ! ' v prostoru (D; � ) ) T ' n ! T ' v R s pøirozenou metrikou:

Mno¾inu v¹ech lineárních funkcionálùD ! R nazývámetopologický duální prostor kD a znaèíme jiD � .

Pøíklady distribucí

1. Nech»f : Rn ! R je funkce taková, ¾e pro ka¾dou kompaktní mno¾inuK � Rn existuje koneèný integrálR

K
f (x )dx (tzv. lokálnì integrabilní funkce na Rn ). De�nujme distribuci Tf 2 D � vztahem

Tf ' =
Z

Rn

f (x )' (x )dx : (A.2)

Distribuce T 2 D � taková, ¾e existuje lokálnì integrabilní funkcef pro ni¾T ' =



f '
�

pro v¹echny
' 2 D , se nazýváregulární distribuce. Distribuce, která není regulární, se nìkdy nazývásingulární.
Ka¾dá lokálnì integrabilní funkce urèuje distribuci, mù¾eme tedy lokálnì integrabilní funkce pova¾ovat za
distribuce1. Z tohoto dùvodu se distribuce nìkdy nazývají zobecnìné funkce.

1Pov¹imnìme si, ¾e dvì rùzné funkce mohou urèovat tuté¾ distr ibuci; konkrétnì jde o funkce, které se od sebe li¹í na mno¾in ì
nulové míry. Funkce f a g takové, ¾e

R

K
f (x )dx =

R

K
g(x )dx pro ka¾dou kompaktní K � Rn jsou pro urèení regulární distribuce

ekvivalentní. Pøesnìji bychom tedy mìli øíkat, ¾e ztoto¾òu jeme distribuce a tøídy ekvivalentních funkcí.
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2. Funkce f (x) =
1
x

je lokálnì integrabilní na otevøeném intervalu (0; 1 ), ale není lokálnì integrabilní na

celémR. Av¹ak pro v¹echna a; b, a < 0 < b je

lim
" ! 0+

0

@
� "Z

a

dx
x

+

bZ

"

dx
x

1

A = lim
" ! 0+

�
ln

"
jaj

+ ln
b
"

�
= lim

" ! 0+
ln

b
jaj

= ln
b

jaj
:

Tuto limitu oznaèíme vp
bR

a

dx
x

a nazvemeintegrál ve smyslu Cauchyovy hlavní hodnoty.

Tuto úvahu zobecníme. Nech» funkcef je lokálnì integrabilní na Rn n f x 0g. Polo¾me

B r
x 0

= f x : jx � x 0j < r g

(otevøená koule se støedemx 0 a polomìrem r ). Integrál z funkce f ve smyslu hlavní hodnoty de�nujeme
jako

vp
Z

K

f (x )dx = lim
" ! 0+

Z

K nB "
x

f (x )dx ;

pokud limita na pravé stranì existuje.
Má-li funkce f pro ka¾dou kompaktní mno¾inuK � Rn integrál ve smyslu hlavní hodnoty, pak zobrazení
Tf : D ! R de�nované vztahem

Tf ' = vp
Z

Rn

f (x )' (x )dx (A.3)

je distribucí.

3. Diracova distribuce � pøiøadí ka¾dé testovací funkci' 2 D hodnotu ' (0).
Diracova distribuce není regulární.

Výrazy na pravých stranách rovností (A.2) a (A.3) formálnì pøipomínají skalární souèin. Proto hodnoty
tìchto distribucí zapisujeme ve tvaru



f (x ) ' (x )

�
; nebo struènì



f '

�

Pøesto¾e Diracova distribuce není regulární ani není de�nována pomocí nìjaké (klasické) funkce, pou¾íváme pro
ni zápis



� '

�
=



� (x ) ' (x )

�
=

Z

Rn

� (x )' (x )dx = ' (0) :

Podobným zpùsobem budeme zapisovat jakékoliv distribuce.V Diracovì terminologii je tedy distribuce bravek-
torem a testovací funkce ketvektorem. Diracovu distribuci h� budeme jednodu¹e psát jako� , pøípadnì � (x ) pro
zdùraznìní nezávisle promìnné testovacích funkcí.

SymbolemL 1
loc (Rn ) oznaème mno¾inu lokálnì integrovatelných funkcí naRn (pøesnìji, mno¾inu tøíd ekviva-

lentních lokálnì integrabilních funkcí). Testovací funkc e jako¾to spojité funkce jsou lokálnì integrabilní. Urèují
tedy regulární distribuce. Platí tedy

D(Rn ) � L 1
loc (Rn ) � D � (Rn ):

Nosiè distribuce

Øekneme, ¾e distribuceT 2 D � je na mno¾inìA � Rn nulová, jestli¾eT ' = 0 pro ka¾dou testovací funkci
' 2 D � takovou, ¾e Supp' � A.

Nosiè distribuce T je nejmen¹í (vzhledem k mno¾inové inklusi) uzavøená mno¾ina taková, ¾e na jejím kom-
plementu je T nulová. Nosiè distribuceT oznaèíme SuppT.

Nosiè Diracovy distribuce je jednoprvková mno¾inaf 0g.
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Základní operace v prostoru distribucí

� Souèet distribucíT; S 2 D � :
T + S 2 D � je distribuce, která splòuje rovnost

(T + S)' = T ' + S'

pro ka¾dou testovací funkci' 2 D .

� Násobení distribuceT 2 D � funkcí a : Rn ! R tøídy C1 :
Je-li ' 2 D testovací funkce, pak' má kompaktní nosiè. To znamená, ¾e také funkcea' má kompaktní
nosiè, tedya' 2 D .
aT 2 D 0 je distribuce, která splòuje rovnost

(aT)' = T(a' )

pro ka¾dou testovací funkci' 2 D .

� Posunutí (translace) distribuce T 2 D o vektor y 2 Rn :
y T 2 D � je distribuce, která splòuje rovnost

y T ' = T ' y

pro ka¾dou testovací funkci' 2 D .
Pro regulární distribuci urèenou funkcí f platí

(y Tf ) ' =
Z

Rn

f (x )' (x + y )dx =
Z

Rn

f (z � y )' (z )dz;

v integrálu jsme pou¾ili substituciz = x + y .

S pomocí Diracovy symboliky mù¾eme de�nice operací s distribucemi zapsat ve tvaru:

� Souèet:



f + g '
�

=



f '
�

=



f '
�

+



g '
�

� Násobek funkcí:



af '
�

=



f a'
�

� Translace:



f (x � y ) ' (x )
�

=



f (x ) ' (x + y )
�

Zejména pro Diracovu distribuci platí



� (x � y ) ' (x )

�
=



� (x ) ' (x + y )

�
= ' (y );

Z

Rn

� (x � y )' (x )dx = ' (y );



� (y � x ) ' (x )

�
=

Z

Rn

� (y � x )' (x )dx =
Z

Rn

� (z)' (y � z)dz = ' (y ):

Translace Diracovy distribuce o vektor y , tedy distribuce zapisovaná jako� (x � y ) se nazýváDiracova distribuce
soustøedìná v bodìy . Pøitom platí

� (x � y ) = � (y � x ): (A.4)

A.2 Konvergence v prostoru distribucí

Øekneme, ¾e posloupnost distribucíf Tk g1
k=1 � D � konverguje prok ! 1 k distribuci T 2 D � a pí¹eme

lim
k !1

Tk = T ;

jestli¾e pro ka¾dou testovací funkci' 2 D � je lim
k !1

Tk ' = T ' (v tomto pøípadì jde o konvergenci èíselných

posloupností).

102



De�nici lze zapsat také v Diracovì symbolice: Øekneme, ¾e posloupnost distribucí fhf k g1
k=1 konverguje pro

k ! 1 k distribuci hf a pí¹eme lim
k !1

hf k = hf , jestli¾e pro ka¾dou testovací funkci' 2 D � je lim
k !1



f k '

�
=



f '

�
.

Pro konvergenci v prostoru distribucí platí následující vìty:

Vìta 1: Nech»f Tk g1
k=1 � D � je posloupnost distribucí taková, ¾e pro ka¾dou testovací funkci ' 2 D existuje

limita posloupnosti èísel f Tk ' g1
k=1 . De�nujme zobrazení T : D ! R pøedpisem

T(' ) = lim
k !1

Tk ' :

Pak T je distribuce, T 2 D � .
Linearita plyne z linearity ka¾dé z distribucí Tk a z linearity operátoru limity posloupností), spojitost je

dokázána napø. v knize:Laurent Schwartz . Théorie des distributions, Paris 1973.

Vìta 2: Ke ka¾dé distribuciT 2 D � existuje posloupnost testovacích funkcíf ' k g1
k=1 � D , ¾e

lim
k !1

h' k = T; neboli
�
8' 2 D

�
lim

k !1



' k '

�
= T ':

tj. ¾e tato posloupnost testovacích funkcí konverguje kT ve smyslu distribucí.
Ka¾dou distribuci lze aproximovat pomocí posloupnosti testovacích funkcí.

A.2.1 � -vytvoøující posloupnosti

Nech»f f k g1
k=1 je posloupnost lokálnì integrabilních funkcí na Rn takových, ¾e posloupnost regulárních distribucí

f Tf k g1
k=1 konverguje k Diracovì distribuci, tj.

lim
k !1



f k '

�
= ' (0)

pro ka¾dou testovací funkci' 2 D . Pak posloupnost f f k g1
k=1 se nazývá� -vytvoøující posloupnost, funkce f k se

nazývají impulsní funkce.

Pøíklady � -vytvoøujících posloupností:

Následující posloupnosti funkcí konvergují k Diracovì distribuci na prostoru D � (R).

f k (x) =

8
><

>:

k; jxj �
1
2k

0; jxj >
1
2k

; f k (x) =

8
><

>:

k � k2jxj; jxj �
1
k

0; jxj >
1
k

;

f k (x) =

r
k
2�

e� kx 2 =2 ; f k (x) =
sinkx

�x
;

f k (x) =
1
�

� k

x2 + � 2
k

; kde f � k g1
k=1 je libovolná posloupnost kladných èísel taková, ¾e lim

k !1
� k = 0 ;

f k (x) =

8
<

:

1
`

+
2
`

kP

m =1
cos

2�m
`

x; jxj � 1
2 `

0; jxj > 1
2 `

:

Na obrázcíchA.1 je znázornìno nìkolik prvních èlenù nìkterých � -vytvoøujících posloupností.
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f k

x

f k

x

f k (x) =

(
k; jxj � 1=(2k)
0; jinak

f k (x) =

(
k � k2jxj; jxj � 1=k
0; jinak

f k

x

f k

x

f k (x) =

r
k
2�

e� 1
2 kx 2

f k (x) =
sinkx

�x

f k

x

f k

x

f k (x) =
1
�

k2

k4x2 + 1
f k (x) =

8
<

:

1
2 +

kP

n =1
cosn�x; jxj � 1

0; jinak

Obrázek A.1: Pøíklady� -vytvoøujících posloupností na prostoruD � (R). S rostoucím k se zmen¹uje síla èáry.
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A.3 Derivování distribucí

Nech»f : Rn ! R je diferencovatelná (a tedy lokálnì integrabilní) funkce, ' 2 D je testovací funkce. Pak platí

Z

Rn

@f
@x1

(x )' (x )dx =

1Z

�1

1Z

�1

� � �

1Z

�1

0

@
1Z

�1

@f
@x1

(x )' (x )dx1

1

A dx2 : : : dxn � 1dxn =

=

1Z

�1

1Z

�1

� � �

1Z

�1

0

@[f (x )' (x )]1
x 1 = �1 �

1Z

�1

f (x )
@'
@x1

(x )dx1

1

A dx2 : : : dxn � 1dxn =

= �

1Z

�1

1Z

�1

� � �

1Z

�1

f (x )
@'
@x1

(x )dx1dx2 : : : dxn � 1dxn = �
Z

Rn

f (x )
@'
@x1

(x )dx ;

ponìvad¾ Supp' je kompaktní.
Provedený výpoèet motivuje následující de�nici.

De�nice derivace distribuce

Parciální derivace distribuce T 2 D � podle první promìnné je distribuce
@

@x1
T, pro ni¾ platí

�
@

@x1
T

�
' = � T

�
@'
@x1

�

pro ka¾dou testovací funkci' 2 D .
Obecnì de�nujeme parciální derivace distribuce podle libovolných promìnných libovolného øádu rovností

�
@i 1 + i 2 + ��� i n

@xi 1
1 @xi 2

2 � � � @xi n
n

T
�

' = ( � 1)i 1 + i 2 + ��� i n T
�

@i 1 + i 2 + ��� i n

@xi 1
1 @xi 2

2 � � � @xi n
n

'
�

pro ka¾dou testovací funkci' a ka¾dý multiindex (i 1; i j ; : : : ; i n ) 2 (N [ f 0g)n . Je zøejmé, ¾e parciální derivace
distribuce je lineární operátor na prostoru distribucí D � .

Ka¾dá distribuce má derivace libovolného øádu.
Ka¾dá lokálnì integrabilní funkcef urèuje regulární distribuci. Tato distribuce má derivaci l ibovolného øádu

de�novanou rovností
�

@i 1 + i 2 + ��� i n f

@xi 1
1 @xi 2

2 � � � @xi n
n

'
�

= ( � 1)i 1 + i 2 + ��� i n

�
f

@i 1 + i 2 + ��� i n

@xi 1
1 @xi 2

2 � � � @xi n
n

'
�

V tomto smyslu lze øíci, ¾e ka¾dá lokálnì integrabilní funkce f má derivaci libovolného øádu. Tato distribuce
v¹ak obecnì není funkcí ale distribucí. Nazýváme ji distributivní derivací funkce f .

Pøíklady distributivních derivací funkcí

� Derivace absolutní hodnoty:
Pro ka¾dou testovací funkci' 2 D platí

�
@

@x
jxj ' (x)

�
= �



jxj ' 0(x)

�
= �

1Z

�1

jxj' 0(x)dx =

=

0Z

�1

x' 0(x)dx �

1Z

0

' 0(x)dx =
�
x' (x)

� 0
�1 �

0Z

�1

' (x)dx �
�
x' (x)

� 1
0 +

1Z

0

' (x)dx =

= �

0Z

�1

' (x)dx +

1Z

0

' (x)dx =

1Z

�1

(sgnx)' (x)dx;
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tedy
@

@x
jxj = sgn x ve smyslu distribucí.

� Heavisidova skoková funkce (distribuce):
Funkce H : R ! R de�novaná vztahem

H (x) =

(
1; x � 0

0; x < 0

je lokálnì integrabilní. Urèuje tedy regulární distribuci , pro ni¾ platí



H '

�
=

1Z

�1

H (x)' (x)dx =

1Z

0

' (x)dx :

Pov¹imnìme si, ¾e Heavisidova funkce je limitou funkcí� 1=k de�novaných vztahem (A.1); tuto limitu
mù¾eme chápat tak, ¾e lim

k !1
� 1=k (x) = H (x) pro ka¾déx 6= 0, nebo ¾e lim

k !1
h� 1=k = hH ve smyslu

distribucí. Dále platí



H 0 '

�
= �



H ' 0

�
= �

1Z

0

' 0(x)dx = � [' (x)]1
0 = ' (0) =



� '

�
;

tedy distributivní derivací Heavisidovy funkce H je Diracova distribuce, H 0 = � , podrobnìji H 0(x) = � (x).
Analogicky lze ukázat, ¾eH 0(x � x0) = � (x � x0) a H 0(x0 � x) = � � (x � x0).

Obecnì: Funkce H : Rn ! R de�novaná vztahem

H (x1; x2; : : : ; xn ) =

(
1; x1 � 0; x2 � 0; : : : xn � 0

0; jinak

urèuje regulární distribuci:



H '

�
=

1Z

�1

1Z

�1

� � �

1Z

�1

H (x1; x2; : : : ; xn )' (x1; x2; : : : ; xn )dx1dx2 � � � dxn =

=

1Z

0

1Z

0

� � �

1Z

0

' (x1; x2; : : : ; xn )dx1dx2 � � � dxn :

Z výpoètu
�

@n

@x1@x2 � � � @xn
H '

�
=

= ( � 1)n
�

H
@n

@x1@x2 � � � @xn
'

�
=

= ( � 1)n

1Z

0

1Z

0

� � �

1Z

0

@n

@x1@x2 � � � @xn
' (x1; x2; : : : ; xn )dx1dx2 � � � dxn =

= ( � 1)n

1Z

0

1Z

0

� � �

1Z

0

�
@n � 1

@x2@x3 � � � @xn
' (x1; x2; : : : ; xn )

� 1

x 1 =0
dx2dx3 � � � dxn =

= � (� 1)n

1Z

0

1Z

0

� � �

1Z

0

@n � 1

@x2@x3 � � � @xn
' (0; x2; x3; : : : ; xn )dx2dx3 � � � dxn = � � � =

= ( � 1)2n ' (0; 0; : : : ; 0) = ' (0; 0; : : : ; 0) ;

nyní plyne, ¾e distributivní derivace
@n

@x1@x2 � � � @xn
H urèuje Diracovu distribuci na prostoru Rn .
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Distributivní derivace funkcí jedné promìnné

Nech» funkcef je spojitá na ka¾dém z intervalù (�1 ; 0), (01 ) a existuje

� 0 = lim
x ! 0+

f (x) � lim
x ! 0�

f (x):

Pak je tato funkce lokálnì integrabilní na R, urèuje tedy regulární distribuci Tf . Pro ka¾dou testovací funkci
' 2 D platí

T 0
f ' = �



f (x) ' 0(x)

�
= �

1Z

�1

f (x)' 0(x)dx = �

0Z

�1

f (x)' 0(x)dx �

1Z

0

f (x)' 0(x)dx =

= � [f (x)' (x)]0
�1 +

0Z

�1

f 0(x)' (x)dx � [f (x)' (x)]1
0 +

1Z

0

f 0(x)' (x)dx =

= lim
x ! 0+

f (x)' (x) � lim
x ! 0�

f (x)' (x) +

1Z

�1

f 0(x)' (x)dx =

= ' (0)
�

lim
x ! 0+

f (x) � lim
x ! 0�

f (x)
�

+

1Z

�1

f 0(x)' (x)dx =

= � 0 ' (0) +

1Z

�1

f 0(x)' (x)dx = � 0



� '
�

+



f 0 '
�

= � 0



� '
�

+ Tf 0' ;

tj.

(8' 2 D )
�

@
@x

f '

�
= � 0



� '

�
+



f 0 '

�
; symbolicky T 0

f = � 0� + Tf 0 :

Obecnì: Nech» funkcef : R ! R je tøídy C1 na ka¾dém z intervalù (�1 ; 0); (0; 1 ) a nech» ka¾dá její
derivace je lokálnì integrabilní. Tato funkce urèuje regulární distribuci Tf .

Oznaème

� m = lim
x ! 0+

f (m ) (x) � lim
x ! 0�

f (m ) (x) a T 0
f =

@
@x

T; T00
f =

@2

@x2
T : : : ; T (k )

f =
@k

@xk
T:

Pak pro ka¾dou testovací funkci' 2 D platí

�
@k

@xk
f '

�
=

k � 1X

m =0

(� 1)k � m � 1� m



� ' (k � m � 1)
�

+



f (k ) '
�

;

tj.

T (k )
f ' =

k � 1X

m =0

(� 1)k � m � 1� m ' (k � m � 1) (0) +

1Z

�1

f (k ) (x)' (x)dx :

Symbolicky

T (k )
f =

k � 1X

m =0

� m � (k � m � 1) + Tf ( k ) :

Greenova funkce hyperbolické rovnice v jedné prostorové pr omìnné

Nech»a > 0. Pro v¹echna (t; x ) 2 R2 a libovolný reálný parametr � de�nujme

G(x; �; t ) =

8
><

>:

1
2a

; x � at < � < x + at;

0; jinak;
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pov¹imnìme si také, ¾e prot � 0 je G(x�; t ) = 0. Vypoèítáme distributivní derivaci
@
@t

G(x; �; t ).

Pro ka¾dou testovací funkci' 2 D (R2) platí

�
@
@t

G(x; �; t ) ' (t; x )

�
= �

�

G(x; �; t )
@
@t

' (t; x )

�
=

= �
Z

R2

G(x; �; t )
@
@t

' (t; x )dtdx = �
1
2a

Z

A

@
@t

' (t; x )dtdx:

Mno¾inaA � R2 je taková, ¾e na ní je funkceG( � ; �; � ) nenulová, tj.

A =
�

(t; x ) 2 R2 : 0 < t; � � at < x < � + at
	

=

=
�

(t; x ) 2 R2 : x < �;
� � x

a
< t

�
[

�
(t; x ) 2 R2 : � � x;

x � �
a

< t
�

:

Podle Fubiniovy vìty tedy mù¾eme poslední integrál rozepsat ve tvaru

�
1
2a

2

6
4

�Z

�1

0

B
@

1Z

� � x
a

@
@t

' (t; x )dt

1

C
A dx +

1Z

�

0

B
@

1Z

x � �
a

@
@t

' (t; x )dt

1

C
A dx

3

7
5 =

= �
1
2a

2

6
4�

�Z

�1

'
�

� � x
a

; x
�

dx �

1Z

�

'
�

x � �
a

; x
�

dx

3

7
5 :

V prvním z integrálù zavedeme substituci s =
� � x

a
a upravíme ho

1
2a

�Z

�1

'
�

� � x
a

; x
�

dx = �
1
2

0Z

1

' (s; � � as)ds =
1
2

1Z

0

' (s; � � as)ds =

=
1
2

1Z

0

0

@
1Z

�1

�
�
x � (� � as)

�
' (s; x)dx

1

A ds =
1
2

Z

R2

H (t)�
�
x � (� � at)

�
' (t; x )dtdx =

= 1
2



H (t)�

�
x � (� � at)

�
' (t; x )

�
:

Ve druhém z integrálù zavedeme substitucis =
x � �

a
a upravíme ho analogickým zpùsobem

1
2a

1Z

�

'
�

x � �
a

; x
�

dx = 1
2



H (t)�

�
x � (� + at)

�
' (t; x )

�
:

Celkem tak dostáváme
�

@
@t

G(x; �; t ) ' (t; x )

�
= 1

2



H (t)�

�
x � (� � at)

�
' (t; x )

�
+ 1

2



H (t)�

�
x � (� + at)

�
' (t; x )

�
=

=
D

1
2

�
�
�
x � (� � at)

�
+ �

�
x � (� + at)

� �
H (t) ' (t; x )

E
;

a tedy s vyu¾itím vztahu (A.4) mù¾eme psát, ¾e

@
@t

G(x; �; t ) = 1
2

�
� (x + at � � ) + � (x � at � � )

�
H (t) = 1

2

�
�
�
� � (x + at)

�
+ �

�
� � (x � at)

� �
H (t)

ve smyslu distribucí.
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Cvièení

1) Vypoèítejte druhou distributivní derivaci funkce f (x) = jxj.
2) Nech»H je Heavisidova funkce a polo¾mex+ = xH (x), x � = � xH (� x). Vypoèítejte distributivní derivace
tìchto funkcí.
3) Urèete distribuci xn � (n ) (x)
4) Funkce G promìnných t a x s parametrem� je dána výrazem

G(x; �; t ) =

8
><

>:

1
2a

; jx � atj < � < x + at;

0; jinak;

jedná se o Greenovu funkci pro hyperbolickou rovnici na polopøímce s Dirichletovou okrajovou podmínkou.

Vypoèítejte distributivní derivaci
@
@t

G(x; �; t ).

Výsledky: 1) 2� (x) 2) x0
+ = H (x), x0

� = � H (� x) 3) (� 1)n n!� (x)
4) 1

2

�
� (x + at � � ) + � (x � at � � ) � � (� x + at � � ) � � (� x � at � � )

�
H (x)H (t)
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Dodatek B

Okrajové úlohy pro obyèejné
diferenciální rovnice

B.1 Formulace úloh

Nech» pro èíslax0, x1 platí �1 � x0 < x 1 � 1 . SymbolemCk (x0; x1) oznaème mno¾inu funkcík-krát spojitì
diferencovatelných na intervalu (x0; x1); zejména C0(x0; x1) oznaème mno¾inu funkcí spojitých na intervalu
(x0; x1).

B.1.1 Diferenciální operátor a diferenciální rovnice

Buïte a; b; c 2 C0(x0; x1) a nech»a(x) 6= 0 pro x 2 (x0; x1). Lineární diferenciální operátor druhého øádu
L = L(a; b; c) : C2(x0; x1) ! C0(x0; x1) de�nujeme pøedpisem

Ly (x) = a(x)y00(x) + b(x)y0(x) + c(x)y(x)

pro ka¾déx 2 (x0; x1). Rovnice
Ly = g 2 C0(x0; x1)

je obyèejná lineární diferenciální rovnice druhého øádu; vpøípadì g � 0 homogenní, v opaèném nehomogenní.

Buïte p 2 C1(x0; x1); q 2 C0(x0; x1). Pak operátor L (� p; � p0; q) daný vztahem

L(� p; � p0; q)y(x) = � p(x)y00(x) � p0(x)y0(x) + q(x)y(x) = �
�
p(x)y0(x)

� 0
+ q(x)y(x)

nazvemesamoadjungovaný. Ka¾dý lineární diferenciální operátor druhého øáduL(a; b; c), pro jeho¾ koe�cienty
a; b platí a 2 C1(x0; x1) a b(x) = a0(x) pro x 2 (x0; x1) je samoadjungovaný. Rovnice tvaru

�
�
p(x)y0(x)

� 0
+ q(x)y(x) = f (x) ; x 2 (x0; x1)

se nazývásamoadjungovanána intervalu ( x0; x1) nebo Sturmova-Liouvilleova rovnice.

Platí: Ka¾dou lineární diferenciální rovnici s koe�cientem a 2 C1(x0; x1) lze vyjádøit v samoadjungovaném
tvaru.

D.: Buï

h(x) =
Z

b(x) � a0(x)
a(x)

dx ; � (x) = e h(x ) :

Pak

(� (x)a(x))0 =
�

eh(x )a(x)
� 0

= eh(x )h0(x)a(x) + e h(x )a0(x) =

= � (x)
b(x) � a0(x)

a(x)
a(x) + � (x)a0(x) = � (x)b(x) ;

tedy
� (x)a(x)y00(x) + � (x)b(x)y0(x) + � (x)c(x)y(x) = � (x)g(x)

je samoadjungovaná rovnice (p = � �a; q = �c; f = �g ).�
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B.1.2 Okrajové podmínky

Budeme hledat øe¹ení rovnice
Ly (x) = g(x) ;

na intervalu ( x0; x1), které v krajních bodech splòuje nìkteré z následujících podmínek.
Dirichletova podmínka v levém krajním bodì:

y(x0) = y0; nebo lim
x ! x 0 +

y(x) = y0;

splnìní první rovnosti po¾adujeme v pøípadì, ¾ex0 > �1 a øe¹ení má být v bodìx0 spojité zprava.
Neumannova podmínkav levém krajním bodì:

y0(x0) = y0; nebo lim
x ! x 0 +

y0(x) = y0:

Robinova podmínkav levém krajním bodì:

y0(x0) =  0y(x0) nebo lim
x ! x 0 +

y0(x) =  0 lim
x ! x 0 +

y(x):

Newtonova podmínkav levém krajním bodì:

� 0y(x0) + � 0y0(x0) = y0; nebo lim
x ! x 0 +

�
� 0y(x) + � 0y0(x)

�
= y0;

pøièem¾� 2
0 + � 2

0 6= 0.
Pov¹imnìme si, ¾e Newtonova podmínka v sobì zahrnuje Dirichletovu (pro � 0 = 0, � 0 = 1), Neumannovu

(pro � 0 = 0, � 0 = 1) i Robinovu (pro � 0 6= 0 6= � 0, y0 = 0,  0 = �
� 0

� 0
) podmínku.

Analogicky zavádíme Dirichletovu, resp. Neumannovu, resp. Robinovu, resp. Newtonovu podmínku v pravém
krajním bodì rovnostmi

y(x1) = y1; resp. y0(x1) = y1; resp. y0(x1) =  1y(x1); resp. � 1y(x1) + � 1y0(x1) = y1

(pokud x1 < 1 a v bodì x1 po¾adujeme spojitost zleva), nebo obecnìji

lim
x ! x 1 �

y(x) = y1; resp. lim
x ! x 1 �

y0(x) = y1; resp. lim
x ! x 1 �

y0(x) =  1 lim
x ! x 1 �

y(x);

resp. lim
x ! x 1 �

�
� 1y(x) + � 1y0(x)

�
= y1:

Podmínka omezenostiv levém, resp. pravém krajním bodì:

lim sup
x ! x 0 +

jy(x)j < 1 ; resp. lim sup
x ! x 1 �

jy(x)j < 1 :

Podmínky rùzného typu lze kombinovat; mù¾eme napøíklad po¾adovat splnìní Neumanovy podmínky v levém
krajním bodì a podmínky omezenosti v pravém krajním bodì.

Podmínky periodiènosti:
y(x0) = y(x1); y0(x0) = y0(x1):

Jakékoliv okrajové podmínky nazvemehomogenní, jestli¾e s libovolnými dvìma funkcemiu; v, které této
podmínce vyhovují, vyhovuje té¾e podmínce i jejich libovolná lineární kombinacek1u + k2v.

Newtonovy podmínky s y0 = y1 = 0, podmínky omezenosti i podmínky periodiènosti jsou homogenní.
Okrajová úloha, v ní¾ rovnice i okrajové podmínky jsou homogenní se nazýváhomogenní okrajová úloha,

v opaèném pøípadìnehomogenní okrajová úloha. Mno¾ina øe¹ení homogenní úlohy tvoøí vektorový prostor; tento
vektorový prostor je samozøejmì podprostorem prostoru v¹ech funkcí, splòujících dané homogenní okrajové
podmínky.
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B.1.3 Symetrický diferenciální operátor

Øekneme, ¾eoperátor L je symetrický na mno¾inìM � C2(x0; x1), jestli¾e pro v¹echnyu; v 2 M platí

x 1Z

x 0

Lu (x)v(x)dx =

x 1Z

x 0

u(x)Lv (x)dx :

Buï L = L(� p; � p0; q) samoadjungovaný operátor. Pak platí (s vyu¾itím integrace þper partesÿ)

x 1Z

x 0

Lu (x)v(x)dx �

x 1Z

x 0

u(x)Lv (x)dx =

=

x 1Z

x 0

h�
�

�
p(x)u0(x)

� 0
+ q(x)u(x)

�
v(x) � u(x)

�
�

�
p(x)v0(x)

� 0
+ q(x)v(x)

�i
dx =

=

x 1Z

x 0

h�
p(x)v0(x)

� 0
u(x) �

�
p(x)u0(x)

� 0
v(x)

i
dx =

= [ p(x)v0(x)u(x)]x 1

x 0
�

x 1Z

x 0

p(x)v0(x)u0(x)dx � [p(x)u0(x)v(x)]x 1

x 0
+

x 1Z

x 0

p(x)u0(x)v0(x)dx =

= p(x1)v0(x1)u(x1) � p(x0)v0(x0)u(x0) � p(x1)u0(x1)v(x1) + p(x0)u0(x0)v(x0) :

Tento výpoèet umoòuje dokázat následující tvrzení:

� Samoadjungovaný operátorL = L(� p; � p0; q) je symetrický na mno¾inì funkcí, které splòují homogenní
Newtonovy podmínky v obou krajních bodech.

D.: V tomto pøípadì je

x 1Z

x 0

Lu (x)v(x)dx �

x 1Z

x 0

u(x)Lv (x)dx =

= p(x1)
�
v0(x1)u(x1) � u0(x1)v(x1)

�
� p(x0)

�
v0(x0)u(x0) � u0(x0)v(x0)

�
:

Je-li � 0 6= 0, pak u0(x0) = �
� 0

� 0
u(x0); v0(x0) = �

� 0

� 0
v(x0), tak¾ev0(x0)u(x0) � u0(x0)v(x0) = 0.

Je-li � 0 6= 0, pak u(x0) = �
� 0

� 0
u0(x0); v(x0) = �

� 0

� 0
v0(x0), tak¾e opìt v0(x0)u(x0) � u0(x0)v(x0) = 0.

Analogicky ovìøíme, ¾ev0(x1)u(x1) � u0(x1)v(x1) = 0. �

� Pokud je interval ( x0; x1) koneèný a funkcep splòuje podmínku p(x0) = p(x1), pak samoadjungovaný
operátor L = L(� p; � p0; q) je symetrický na mno¾inì funkcí splòujících podmínky periodiènosti.

D.: V tomto pøípadì je

x 1Z

x 0

Lu (x)v(x)dx �

x 1Z

x 0

u(x)Lv (x)dx =

= p(x0)v0(x0)u(x0) � p(x0)v0(x0)u(x0) � p(x0)u0(x0)v(x0) + p(x0)u0(x0)v(x0) = 0 :

�
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B.2 Vlastní èísla a vlastní funkce homogenní okrajové úlohy

Nech»� 2 R. Uva¾ujme homogenní okrajovou úlohu pro rovnici

Lv (x) = �v (x) :

Tato úloha má v¾dytriviální øe¹ení v � 0. Pokud existuje netriviální øe¹enív = v(x), nazveme hovlastní funkcí
okrajové úlohy a parametr � nazveme vlastním èíslem operátoruL na prostoru funkcí splòujících okrajové
podmínky.

Je-li � vlastní èíslo operátoruL a v = v(x) je pøíslu¹ná vlastní funkce uva¾ované okrajové úlohy, paktaké
funkce cv je pro libovolnou konstantu c 2 R vlastní funkcí.

Jestli¾e vlastnímu èíslu� odpovídák lineárnì nezávislých vlastních funkcí, øekneme, ¾e� je k-násobné vlastní
èíslo; jestli¾e mu odpovídá jediná (a¾ na multiplikativní konstantu) vlastní funkce, mluvíme o jednoduchém
vlastním èísle.

OznaèmeM L mno¾inu funkcí splòujících pøíslu¹né homogenní okrajové podmínky. Je-li operátor L symet-
rický na mno¾inìM L a � 1, � 2 jsou jeho dvì rùzná vlastní èísla, pak odpovídající vlastnífunkce jsou ortogonální
v prostoru L 2(x0; x1).1

D.: Ponìvad¾� 1 6= � 2, je alespoò jedno z èísel� 1, � 2. Nech» pro urèitost� 1 6= 0. Pak platí

x 1Z

x 0

v1(x)v2(x)dx =
1
� 1

x 1Z

x 0

� 1v1(x)v2(x)dx =
1
� 1

x 1Z

x 0

Lv1(x)v2(x)dx =

=
1
� 1

x 1Z

x 0

v1(x)Lv2(x)dx =
� 2

� 1

x 1Z

x 0

v1(x)v2(x)dx ;

tedy
�

1 �
� 2

� 1

� x 1R

x 0

v1(x)v2(x)dx = 0. Ponìvad¾ � 1 6= � 2, je
x 1R

x 0

v1(x)v2(x)dx = 0. �

B.2.1 Pøíklady:

Uva¾ujme samoadjungovaný operátorL = L(� 1; 0; 0). Rovnici

� y00(x) = �y (x) (B.1)

mù¾eme pøepsat na tvar

y00(x) + �y (x) = 0 :

Øe¹ení této homogenní lineární rovnice druhého øádu závisína znaménku parametru� . Obecné øe¹ení rovnice
je dáno vztahem

y(x) =

8
>>><

>>>:

A exp
�p

j� j x
�

+ B exp
�

�
p

j� j x
�

; � < 0;

Ax + B; � = 0 ;

A cos
p

� x + B sin
p

� x; � > 0;

kde A, B jsou integraèní konstanty.

1Prostor L 2(x0 ; x1): Mno¾ina funkcí de�novaných na intervalu ( x0 ; x1 ) takových, ¾e
x 1R

x 0

�
f (x)

� 2dx < 1 ; tvoøí vektorový prostor.

Skalární souèin funkcí f , g v tomto prostoru zavádíme jako
x 1R

x 0

f (x)g(x)dx: Funkce f a g v tomto prostoru pova¾ujeme za ekvivalentní,

pokud
x 1R

x 0

�
f (x) � g(x)

� 2dx = 0 : Pokud ekvivalentní funkce ztoto¾níme, dostaneme prostor L 2(x0 ; x1 ).
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1) Dirichletovy podmínky

Hledáme øe¹ení rovnice (B.1) na intervalu (0 ; `), které splòuje Dirichletovy homogenní okrajové podmínky

y(0) = 0 = y(`):

Je-li � = 0, pak v krajních bodech intervalu (0 ; `) má platit

y(0) = 0 = B; y(`) = 0 = A` + B;

tak¾eB = 0, v dùsledku toho také A = 0 a rovnice má pouze triviální øe¹ení.
Je-li � < 0, pak v levém krajním bodì má platit y(0) = 0 = A + B , tj. B = � A. Proto v pravém krajním

bodì po¾adujeme
y(`) = 0 = Ae

p
� � ` � Ae�

p
� � ` = 2 A sinh

p
� � ` ;

pro � � > 0 je v¹ak sinh
p

� � ` > 0 a z toho plyne, ¾eA = 0. Rovnice (B.1) má opìt pouze triviální øe¹ení.
Je-li � > 0, pak má platit

y(0) = 0 = A; tak¾e y(`) = 0 = B sin
p

� `:

Odtud plyne, ¾e
p

� ` = k� pro k 2 Z, k 6= 0, tedy � =
�

k�a
`

� 2

pro k = 1 ; 2; 3; : : : , nebo»� > 0.

Vlastní èísla operátoruL (� 1; 0; 0) s homogenními Dirichletovými podmínkami na intervalu (0; `) a pøíslu¹né
vlastní funkce jsou

� k =
�

k�
`

� 2

; vk (x) = sin
k�
`

x; k = 1 ; 2; 3; : : : :

2) podmínky periodiènosti

Nyní hledáme øe¹ení rovnice (B.1) na intervalu (0 ; `), které splòuje podmínky periodiènosti

y(0) = y(`); y0(0) = y0(`):

Je-li � < 0, pak je

y(x) = Ae
p

j � jx + B e
p

j � j x ; y0(x) =
p

j� j
�

Ae
p

j � jx � B e�
p

j � j x
�

:

Má tedy platit

A + B = y(0) = y(l ) = Ae
p

j � j ` + B e
p

j � j ` ;
p

j� j(A � B ) = y0(0) = y0(`) =
p

j� j
h
Ae

p
j � j ` � B e�

p
j � j `

i
;

neboli
�

e
p

j � j ` � 1
�

A +
�

e�
p

j � j ` � 1
�

B = 0 ;
�

e
p

j � j ` � 1
�

A �
�

e�
p

j � j ` � 1
�

B = 0 :

Tato homogenní soustava algebraických rovnic má jediné øe¹ení A = B = 0. Úloha má v tomto pøípadì pouze
triviální øe¹ení.

Pro � = 0 má rovnice øe¹eníy(x) = Ax + B , tak¾e platíy0(x) = A. V tomto pøípadì tedy y0(0) = y0(`),
tak¾e staèí po¾adovatB = y(0) = y(`) = A` + B . Z toho plyne A = 0. Dostáváme tak, ¾e první vlastní èíslo je
� 0 = 0 a pøíslu¹ná vlastní funkcev0 je nenulová konstanta.

Pro � > 0 je

y(x) = A cos
p

�x + B sin
p

�x; y 0(x) =
p

�
�

� A sin
p

�x + B cos
p

�x
�

:

Má tedy platit

A = y(0) = y(`) = A cos
p

�` + B sin
p

�`;
p

�B = y0(0) = y0(`) =
p

�
�

B cos
p

�` � A sin
p

�`
�

;
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neboli
�

cos
p

�` � 1
�

A +
�

sin
p

�`
�

B = 0 ;
�

� sin
p

�`
�

A +
�

cos
p

�` � 1
�

B = 0 :

Tato homogenní soustava lineárních (algebraických) rovnic má nenulové øe¹ení pouze v pøípadì, ¾e její matice
je singulární, tj.

0 =

�
�
�
�
cos

p
�` � 1 sin

p
�`

� sin
p

�` cos
p

�` � 1

�
�
�
� =

�
cos

p
�`

� 2
� 2 cos

p
�` + 1 +

�
sin

p
�`

� 2
= 2

�
1 � cos

p
�`

�
:

Odtud plyne, ¾e cos
p

�` = 1, tedy

� =
�

2k�
`

� 2

; k = 1 ; 2; 3; : : : :

Podmínkám úlohy v takovém pøípadì vyhovují konstanty A = 1, B = 0 nebo A = 0, B = 1. Kladným vlastním

èíslùm � k =
�

2k�
`

� 2

tedy odpovídají dvì vlastní funkce

vk (x) = cos
2k�

`
x; ~vk (x) = sin

2k�
`

x; k = 1 ; 2; 3; : : : :

Kladná vlastní èísla jsou tedy dvojnásobná.

3) podmínky omezenosti

Nakonec najdeme øe¹ení rovnice (B.1) na (0; 1 ), které splòuje podmínky omezenosti

y(x) je omezená prox ! 0 + a pro x ! 1 :

Je-li � < 0, pak

lim
x !1

jy(x)j =

(
1 ; A 6= 0 ;

0; A = 0 :

V tomto pøípadì tedy v¹echna záporná èísla� � jsou vlastními èísly a pøíslu¹né vlastní funkce jsou

v� (x) = e �
p

j � � j x :

Podobnì pro � = 0 je

lim
x !1

jy(x)j =

(
1 ; A 6= 0 ;
B; A = 0 :

Èíslo � 0 = 0 je vlastním èíslem a pøíslu¹ná vlastní funkce je

v0(x) = const 6= 0 :

Pro � > 0 jsou v¹echna øe¹ení omezená, tak¾e jakékoliv kladné èíslo� + je vlastním èíslem a pøíslu¹né vlastní
funkce jsou

v+ (x) = cos
p

� + x; ~v+ (x) = sin
p

� + x:

B.2.2 Sturmova-Liouvilleova úloha

�
�
p(x)y0(x)

� 0
+ q(x)y(x) = �y (x) ; x 2 (0; `) ;

� 0y(0) + � 0y0(0) = 0 = � 1y(`) + � 1y0(`) :

� Sturmova-Liouvilleova úloha má nekoneènì mnoho vlastníchèísel� 1; � 2; : : : , pro která platí

minf q(x) : x 2 [0; l ]g � � 1 < � 2 < � � � ; lim
n !1

� n = 1 :
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� Ka¾dému vlastnímu èíslu Sturmovy-Liouvilleovy úlohy pøíslu¹í právì jedna normovaná vlastní funkce.

� Vlastní funkce vn = vn (x) odpovídající vlastnímu èíslu � n má v intervalu (0 ; `) právì n � 1 nulových
bodù. Mezi ka¾dými dvìma sousedními nulovými body vlastní funkce vn le¾í právì jeden nulový bod
vlastní funkce vn +1 . Zejména vlastní funkcev1 nemìní znaménko na intervalu (0; `).

� Posloupnost f vn g1
n =1 normovaných vlastních funkcí Sturmovy-Liouvilleovy úlohy tvoøí úplnou ortonor-

mální posloupnost na [0; `]. Tj. je-li funkce f 2 L 2(0; `), pak Fourierova øada funkcef vzhledem k orto-
normální posloupnosti f vn g1

n =1 konverguje k funkci f podle støedu (konvergence v prostoruL 2(0; `)). Je-li
funkce f navíc spojitá a splòuje homogenní okrajové podmínky, je tato konvergence stejnomìrná.

D.: J. Kalas, M. Ráb : Obyèejné diferenciální rovnice,MU Brno 1995, str. 158{163.

Dùkaz je v tìchto skriptech proveden pro pøípadp � 1. �

Tvrzení jsou ilustrována pøíklademB.2.1.1.
V pøípadì periodických okrajových podmínek v pøíkladuB.2.1.2 mají vlastní èísla a pøíslu¹né vlastní funkce

v¹echny vlastnosti s výjimkou jednoduchosti vlastních èísel.

B.3 Øe¹ení nehomogenní okrajové úlohy

B.3.1 Nehomogenní rovnice s homogenními Newtonovými podmí nkami |
Fourierova metoda

Ly (x) � �
�
p(x)y0(x)

� 0
+ q(x)y(x) = f (x) ; x 2 (0; `) ;

� 0y(0) + � 0y0(0) = 0 = � 1y(`) + � 1y0(`) :

� Najdeme posloupnost vlastních èíself � n g1
n =1 a ortogonální posloupnost pøíslu¹ných vlastních funkcí

f vn g1
n =1 Sturmovy-Liouvilleovy úlohy, tj. rostoucí posloupnost èíself � n g1

n =1 a posloupnost funkcíf vn g1
n =1 ,

které splòují:
Lvn (x) = � n vn (x) ;

� 0vn (0) + � 0v0
n (0) = 0 = � 1vn (`) + � 1v0

n (`) :

� Funkci f vyjádøíme ve tvaru

f (x) =
1X

n =1

dn vn (x) ; kde dn =
1

jjvn jj 2

lZ

0

f (� )vn (� )d� :

� Øe¹ení úlohy hledáme ve tvaru

y(x) =
1X

n =1

cn vn (x) :

Musí tedy platit

Ly (x) = L

 
1X

n =1

cn vn (x)

!

=
1X

n =1

cn Lvn (x) =
1X

n =1

cn � n vn (x) ;

tak¾e
1X

n =1

cn � n vn (x) =
1X

n =1

dn vn (x) ;

z èeho¾ plyne

cn =
dn

� n
; n = 1 ; 2; : : : ;
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pokud v¹echna vlastní èísla jsou nenulová.
Hledané øe¹ení tedy je

y(x) =
1X

n =1

vn (x)

� n jj vn jj2

`Z

0

f (� )vn (� )d� =

`Z

0

 

f (� )
1X

n =1

vn (� )vn (x)

� n jj vn jj2

!

d� :

Oznaèíme-li

G(x; � ) =
1X

n =1

vn (� )vn (x)

� n jj vn jj2 ;

lze øe¹ení zapsat

y(x) =

`Z

0

f (� )G(x; � )d� :

B.3.2 Nehomogenní rovnice s homogenními Newtonovými podmí nkami |
metoda variace konstant

Ly (x) � �
�
p(x)y0(x)

� 0
+ q(x)y(x) = f (x) ; x 2 (0; `) ;

� 0y(0) + � 0y0(0) = 0 = � 1y(`) + � 1y0(`) :

� Najdeme øe¹eníu; v dvou pomocných homogenních úloh

Lu = � (pu0)0+ qu = 0 ; � 0u(0) + � 0u0(0) = 0 ;

Lv = � (pv0)0+ qv = 0 ; � 1v(`) + � 1v0(`) = 0 :

Funkce u; v nejsou urèeny jednoznaènì. Vezmeme ty, které jsou lineárnìnezávislé.

� Pro Wronskián W (x) = u(x)v0(x) � u0(x)v(x) funkcí u; v platí p(x)W (x) � K , kde K je nenulová
konstanta, nebo»

(pW)0 =
�
p(uv0 � u0v)

� 0
= p0uv0+ pu0v0+ puv00� p0u0v � pu00v � pu0v0 =

= ( pv00+ p0v0)u � (pu00+ p0u0)v = ( pv0)0u � (pu0)0v = qvu� quv = 0 ;

kdyby K = 0, pak by W � 0, co¾ by byl spor s lineární nezávislostí.

� Øe¹ení nehomogenní úlohy hledáme metodou variace konstant, tedy ve tvaru

y(x) = c1(x)u(x) + c2(x)v(x) :

Funkce y má být øe¹ením dané nehomogenní rovnice, tak¾e musí platit

f = L (c1u + c2v) = �
�
p(c1u)0� 0

+ qc1u �
�
p(c2v)0� 0

+ qc2v =

= � p(c00
1u + 2 c0

1u0+ c1u00) � p0(c0
1u + c1u0) + qc1u �

� p (c00
2v + 2 c0

2v0+ c2v00) � p0(c0
2v + c2v0) + qc2v =

= c1 (� pu00� p0u0+ qu) � pc0
1u0 � p (c00

1u + c0
1u0) � p0c0

1u +

c2 (� pv00� p0v0+ qv) � pc0
2v0 � p (c00

2v + c0
2v0) � p0c0

2v =

= c1Lu � pc0
1u0 �

�
p(c0

1u)
� 0

+ c2Lv � pc0
2v0 �

�
p(c0

2v)
� 0

=

= � p(c0
1u0+ c0

2v0) �
�
p(c0

1u + c0
2v)

� 0
:

Tato rovnost bude splnìna zejména tehdy, kdy¾ funkcec1, c2 splòují soustavu rovnic

c0
1(x)u(x) + c0

2(x)v(x) = 0 ; (B.2)

c0
1(x)u0(x) + c0

2(x)v0(x) = �
f (x)
p(x)

:
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Platí tedy

c0
1(x) =

1
W (x)

�
�
�
�
�

0 v(x)
� f (x )

p(x ) v0(x)

�
�
�
�
�

=
f (x)v(x)

K
; c0

2(x) =
1

W (x)

�
�
�
�
�

u(x) 0
u0(x) � f (x )

p(x )

�
�
�
�
�

= �
f (x)u(x)

K
:

(B.3)

� Funkce y(x) má splòovat okrajové podmínky, tj.

� 0 [c1(0)u(0) + c2(0)v(0)] + � 0 [c0
1(0)u(0) + c1(0)u0(0) + c0

2(0)v(0) + c2(0)v0(0)] = 0 ;

� 1 [c1(`)u(`) + c2(`)v(`)] + � 1 [c0
1(`)u(`) + c1(`)u0(`) + c0

2(`)v(`) + c2(`)v0(`)] = 0 ;

po úpravì s vyu¾itím (B.2)

c1(0)
�
� 0u(0) + � 0u0(0)

�
+ c2(0)

�
� 0v(0) + � 0v0(0)

�
= 0 ;

c1(`)
�
� 1u(`) + � 1u0(`)

�
+ c2(`)

�
� 1v(`) + � 1v0(`)

�
= 0 ;

ka¾dá z funkcí splòuje jednu okrajovou podmínku, tedy

c2(0)
�
� 0v(0) + � 0v0(0)

�
= 0 ;

c1(`)
�
� 1u(`) + � 1u0(`)

�
= 0 ;

tak¾e
c1(`) = 0 ; c2(0) = 0 : (B.4)

� Funkce c1; c2 jsou øe¹ením rovnic (B.3) s poèáteèními podmínkami (B.4) a jsou tedy dány výrazy

c1(x) =
1
K

xZ

`

f (� )v(� )d� ; c 2(x) = �
1
K

xZ

0

f (� )u(� )d� :

� Øe¹ení úlohy je

y(x) = �
u(x)
K

`Z

x

f (� )v(� )d� �
v(x)
K

xZ

0

f (� )u(� )d� :

Oznaèíme-li

G(x; � ) =

8
><

>:

�
u(x)v(� )

K
; 0 � x < � � `

�
v(x)u(� )

K
; 0 � � < x � `

;

lze øe¹ení zapsat

y(x) =

`Z

0

f (� )G(x; � )d� :

B.3.3 Greenova funkce

Funkci G : [0; `] � [0; `] ! R nazvemeGreenovou funkcí homogenní okrajové úlohy

Ly (x) � �
�
p(x)y0(x)

� 0
+ q(x)y(x) = 0 ; x 2 (0; `) ;

� 0y(0) + � 0y0(0) = 0 = � 1y(`) + � 1y0(`) :

kde p(x) > 0 pro x 2 [0; l ], jestli¾e

(i) G je spojitá pro x 2 [0; `] � [0; `],

(ii) G je symetrická, tj. G(x; � ) = G(�; x ),
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(iii) pro ka¾dé� 2 [0; `] má funkce G(�; � ) spojité derivace druhého øádu,

(iv) pro ka¾dé� 2 [0; `] je funkce G(�; � ) øe¹ením uva¾ované okrajové úlohy,

(v) lim
x ! � +

Gx (x; � ) � lim
x ! � �

Gx (x; � ) = �
1

p(� )
pro � 2 (0; `).

Platí: Má-li uva¾ovaná homogenní okrajová úloha jen triviální øe¹eníy � 0 a jsou-li p 2 C1(0; `); q 2 C2(0; `),
existuje právì jedna její Greenova funkce. Nehomogenní okrajová úloha

Ly (x) � �
�
p(x)y0(x)

� 0
+ q(x)y(x) = f (x) ; x 2 (0; `) ;

� 0y(0) + � 0y0(0) = 0 = � 1y(`) + � 1y0(`) :

má pak jediné øe¹ení tvaru

y(x) =

`Z

0

f (� )G(x; � )d� :

D.: I. Kiguradze : Okrajové úlohy pro systémy lineárních obyèejných diferenciálních rovnic, MU Brno 1997,
str. 82. Dùkaz je proveden pro mnohem obecnìj¹í situaci.�

B.3.4 Úloha s nehomogenními okrajovými podmínkami

Ly (x) � �
�
p(x)y0(x)

� 0
+ q(x)y(x) = f (x) ; x 2 (0; `) ;

� 0y(0) + � 0y0(0) = y0 ; � 1y(`) + � 1y0(`) = y1 :

Jestli¾e funkcew = w(x) splòuje okrajové podmínky

� 0w(0) + � 0w0(0) = y0 ; � 1w(`) + � 1w0(`) = y1

a funkce u = u(x) je øe¹ením úlohy
Lu (x) = f (x) � Lw(x)

s homogenními okrajovými podmínkami

� 0u(0) + � 0u0(0) = 0 = � 1u(`) + � 1u0(`) ;

pak funkce
y(x) = u(x) + w(x)

je øe¹ením uva¾ované úlohy.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodu¹¹ím tvaru, napøíklad polynom.

Cvièení

Øe¹te okrajové úlohy

1) � y00�
2
x

y0 = 0 ; x 2 (0; 1); y(1) = y0; y je omezená prox ! 0+ .

2) �
�
x2y0

� 0
= 0 ; x 2 (1; 1 ); y(1) = y0; lim

x !1
y(x) = 0.

3) � (xy0)0 = 0 ; x 2 (1; 1 ); y(1) = y0, y je omezená prox ! 1 .
4) � xy00� y0 = 0 ; x 2 (1; 2); y(1) = y1; y(2) = 0.
5) � x2y00� xy0+ k2y = 0 ; x 2 (0; `); y(`) = 1, y je omezená prox ! 0+ ; k je parametr.
6) � xy00� y0 = � x; x 2 (0; `); y(0) = y(`) = 0.
7) � y00= sin x; x 2 (0; 2� ); y0(0) = y0(2� ) = 0.

Najdìte vlastní funkce okrajových úloh a vlastní èísla pøíslu¹ných operátorù
8) � v00= �v; x 2 (0; `); v0(0) = v0(`) = 0.
9) � v00= �v; x 2 R; v(x) = v(x + 2 � ).
10) � v00+ qv = �v; x 2 (0; `); v0(0) = 0 ; v(`) = 0; q je parametr.
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Øe¹te okrajové úlohy
11) � y00� ! 2y = f (x); x 2 (0; `); y(0) = y(`) = 0; ! je parametr.

12) � y00� 3y =
� � x

2
; x 2 (0; � ); y(0) = y(� ) = 0.

13) Najdìte Greenovu funkci úlohy � y00+ y = 0 ; y(0) = y(1) = 0.

Výsledky: 1) y(x) = y0 2) y(x) = y0
x 3) y(x) = y0 4) y(x) = y1

ln 2 � ln x
ln 2 5) y(x) =

�
x
`

� j k j
6) nemá øe¹ení

7) y(x) = sin x � x + C, C je libovolná konstanta 8) � n =
�

n�
`

� 2
, vn (x) = cos n�

` x; n = 0 ; 1; 2; : : : 9) � n = n2,

vn (x) = Cn cosnx + Dn sinnx, Cn ; Dn jsou libovolné konstanty, C0 6= 0, n = 0 ; 1; 2; : : : 10) � n = q+
�

(2n +1) �
2`

� 2
,

vn (x) = cos (2n +1) �
2` x. 11) y(x) = B sin k�

` x + 1
!

xR

0
f (� ) sin k�

l (� � x)d� pro !`
� = k 2 N a

R̀

0
f (� ) sin k�

` � d� = 0,

B je libovolná konstanta;

y(x) = 1
!

xR

0
f (� ) sin ! (� � x)d� � sin !x

! sin !`

R̀

0
f (� ) sin ! (� � x)d� = 2 `

xR

0
f (� )

1P

k=1

sin k�
` � sin k�

` x
k 2 � 2 � ! 2 ` 2 d� pro !`

� 62N

12) y(x) =
1P

k=1

sin kx
k(k 2 � 3) = �

6

�
cos

p
3x � cotg

p
3� sin

p
3x

�
+ 1

6 (x� � ) 13) G(x; � ) =

(
sinh(1 � x ) sinh �

sinh 1 ; 0 � � � x � 1
sinh x sinh(1 � � )

sinh 1 ; 0 � x < � � 1
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Dodatek C

Speciální funkce

C.1 Legendreovy polynomy

C.1.1 De�nice

Legendreùv polynom stupnì n 2 N [ f 0g je pro ka¾déx 2 R de�nován vztahem

Pn (x) =
1

2n n!
dn

dxn (x2 � 1)n :

Zejména
P0(x) = 1 P2(x) = 1

2 (3x2 � 1) P4(x) = 1
8 (35x4 � 30x2 + 3)

P1(x) = x P3(x) = 1
2 (5x3 � 3x) P5(x) = 1

8 (63x5 � 70x3 + 15x)

Ponìvad¾

(x2 � 1)n =
nX

k=0

�
n
k

�
(� 1)k x2(n � k ) =

nX

k=0

(� 1)k n!
k!(n � k)!

x2n � 2k = n!
nX

k=0

(� 1)k

k!(n � k)!
x2n � 2k ;

platí

Pn (x) =
1
2n

dn

dxn

nX

k=0

(� 1)k

k!(n � k)!
x2n � 2k :

Tedy pro m 2 N je

P2m =
d2m

dx2m

2mX

k=0

(� 1)k

22m k!(2m � k)!
x4m � 2k =

d2m � 1

dx2m � 1

2mX

k=0

(� 1)k (4m � 2k)
22m k!(2m � k)!

x4m � 2k � 1 =

=
d2m � 1

dx2m � 1

2m � 1X

k=0

(� 1)k (4m � 2k)
22m k!(2m � k)!

x4m � 2k � 1 =

=
d2m � 2

dx2m � 2

2m � 1X

k=0

(� 1)k (4m � 2k)(4m � 2k � 1)
22m k!(2m � k)!

x4m � 2k � 2 =

=
d2m � 2

dx2m � 2

2m � 1X

k=0

(� 1)k (4m � 2k)!
22m k!(2m � k)!(4m � 2k � 2)!

x4m � 2k � 2 = � � � =

=
mX

k=0

(� 1)k (4m � 2k)!
22m k!(2m � k)!(2m � 2k)!

x2(m � k) ;

analogicky

P2m � 1 =
m � 1X

k=0

(� 1)k (4m � 2k � 2)!
22m � 1k!(2m � k � 1)!(2m � 2k � 1)!

x2(m � k) � 1 ;
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souhrnnì

Pn =
[ n

2 ]X

k=0

(� 1)k (2n � 2k)!
2n k!(n � k)!(n � 2k)!

xn � 2k : (C.1)

C.1.2 Rekurentní vztahy pro Legendreovy polynomy

Pomocí (C.1) lze odvodit:

Pn +1 (x) =
2n + 1
n + 1

xPn (x) �
n

n + 1
Pn � 1(x) ; n = 1 ; 2; : : : (C.2)

P0
n (x) =

n
1 � x2

�
Pn � 1(x) � xPn (x)

�
; n = 1 ; 2; : : : : (C.3)

C.1.3 Vìta

Legendreùv polynomPn je pro ka¾dén 2 N [ f 0g øe¹ením diferenciální rovnice

(1 � x2)y00(x) � 2xy0(x) + n(n + 1) y(x) = 0 (C.4)

s podmínkou y(1) = 1.

D.: Pro n = 0 je tvrzení zøejmé. Nech» tedyn > 0.

Polo¾me� (x) =
1

2n n!
(x2 � 1)n . Pak � 0(x) =

2xn(x2 � 1)n � 1

2n n!
, tak¾e (x2 � 1)� 0(x) = 2 xn� (x). Derivujme

tuto rovnost ( n + 1)-krát (s vyu¾itím Leibnizovy formule):

(x2 � 1)� (n +2) (x) + ( n + 1)2 x� (n +1) (x) +
n(n + 1)

2
2� (n ) (x) = 2 n

�
x� (n +1) (x) + ( n + 1) � (n ) (x)

�
;

(x2 � 1)� (n +2) (x) + 2 x� (n +1) (x) � n(n + 1) � (n ) (x) = 0 ;

a ponìvad¾� (n ) (x) = Pn (x), vidíme, ¾ePn (x) je øe¹ením uvedené rovnice.

Pøímým výpoètem ovìøíme, ¾eP0(1) = P1(1) = 1. Odtud a z rekurentní formule ( C.2) úplnou indukcí
plyne, ¾ePn (1) = 1 pro ka¾dén 2 N [ f 0g. �

Rovnici z tvrzení vìty lze také zapsat ve tvaru
�
(1 � x2)y0(x)

� 0
+ n(n + 1) y(x) = 0 : (C.5)

C.1.4 Vìta (Orthogonalita Legendreových polynomù)

Pro Legendreovy polynomy platí

1Z

� 1

Pn (x)Pm (x)dx =

8
><

>:

0; m 6= n;

2
2n + 1

; m = n:

D.: Buïte n; m 2 N [ f 0g. Rovnici (C.5) jednou napí¹eme proy(x) = Pm (x) a vynásobímePn (x), podruhé ji
napí¹eme proy(x) = Pn (x) a vynásobímePm (x):

�
(1 � x2)P0

m (x)
� 0

Pn (x) + m(m + 1) Pm (x)Pn (x) = 0 ;
�
(1 � x2)P0

n (x)
� 0

Pm (x) + n(n + 1) Pn (x)Pm (x) = 0 :

Tyto rovnice odeèteme, upravíme a zintegrujeme v mezích od� 1 do 1. Dostaneme
�
(1 � x2)P0

m (x)
� 0

Pn (x) �
�
(1 � x2)P0

n (x)
� 0

Pm (x) +
�
m(m + 1) � n(n + 1)

�
Pn (x)Pm (x) = 0 ;

�
(1 � x2)

�
P0

m (x)Pn (x) � Pm (x)P0
n (x)

� � 0
+ ( m � n)(m + n + 1) Pn (x)Pm (x) = 0 ;

�
(1 � x2)

�
P0

m (x)Pn (x) � Pm (x)P0
n (x)

�� 1

� 1 + ( m � n)(m + n + 1)

1Z

� 1

Pn (x)Pm (x)dx = 0 ;
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a ponìvad¾ první sèítanec se rovná nule, platí prom 6= n

1Z

� 1

Pn (x)Pm (x)dx = 0 :

Pro výpoèet jjPn jj2 =
1R

� 1
(Pn (x))2dx pou¾ijemen-krát metodu per partes. Pro zjednodu¹ení zápisu ozna-

èímeQ(x) = ( x2 � 1)n a uvìdomíme si, ¾e 1 a� 1 jsou 2n-násobné koøeny polynomuQ.

1Z

� 1

(Pn (x))2dx =
�

1
2n n!

� 2 1Z

� 1

Q(n ) (x)Q(n ) (x)dx =

=
�

1
2n n!

� 2
0

@
h
Q(n � 1) (x)Q(n ) (x)

i 1

� 1
�

1Z

� 1

Q(n +1) (x)Q(n � 1) (x)dx

1

A =

= �
�

1
2n n!

� 2 1Z

� 1

Q(n +1) (x)Q(n � 1) (x)dx = � � � = ( � 1)n
�

1
2n n!

� 2 1Z

� 1

Q(2n ) (x)Q(x)dx =

= ( � 1)n
�

1
2n n!

� 2 1Z

� 1

(2n)!(x2 � 1)n dx = ( � 1)n (2n)!
22n (n!)2

1Z

� 1

(x + 1) n (x � 1)n dx :

Pro výpoèet integrálu
1R

� 1
(x + 1) n (x � 1)n dx opìt pou¾ijemen-krát metodu per partes:

1Z

� 1

(x + 1) n (x � 1)n dx =
�
(x + 1) n (x � 1)n +1

n + 1

� 1

� 1
�

1Z

� 1

n(x + 1) n � 1 (x � 1)n +1

n + 1
dx =

= �
n

n + 1

1Z

� 1

(x + 1) n � 1(x � 1)n +1 dx =

= �
n

n + 1

0

@
�
(x + 1) n � 1 (x � 1)n +2

n + 2

� 1

� 1
�

n � 1
n + 2

1Z

� 1

(x + 1) n � 2(x � 1)n +2 dx

1

A =

=
n(n � 1)

(n + 1)( n + 2)

1Z

� 1

(x + 1) n � 2(x � 1)n +2 dx = � � � =
n(n � 1) � � � 1

(n + 1)( n + 2) � � � (2n)
(� 1)n

1Z

� 1

(x � 1)2n dx =

=
(n!)2

(2n)!
(� 1)n

�
(x � 1)2n +1

2n + 1

� 1

� 1
= �

(n!)2

(2n)!
(� 1)n (� 2)2n +1

2n + 1
= ( � 1)n (n!)222n +1

(2n)!(2n + 1)

Celkem tedy
1Z

� 1

�
Pn (x)

� 2
dx = ( � 1)n (2n)!

22n (n!)2 (� 1)n (n!)222n +1

(2n)!(2n + 1)
=

2
2n + 1

:

�

C.1.5 Vìta

Legendreovy polynomyPn jsou vlastními funkcemi homogenní okrajové úlohy

�
�
(1 � x2)y0(x)

� 0
= �y (x); y(x) je omezená prox ! 1 � a pro x ! � 1+ (C.6)

pøíslu¹né k vlastním èíslùm� = n(n + 1), n = 0 ; 1; 2; : : : . Jiná vlastní èísla tato úloha nemá.
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D.: Øe¹ení rovnice budeme hledat Frobeniovou metodou (tj. budeme øe¹ení pøedpokládat ve tvaru mocninné
øady). Máme

y(x) =
1X

n =0

an xn ;

y0(x) =
1X

n =1

nan xn � 1 =
1X

n =0

(n + 1) an +1 xn ;

(1 � x2)y0(x) =
1X

n =0

(n + 1) an +1 xn �
1X

n =0

(n + 1) an +1 xn +2 =

=
1X

n =0

(n + 1) an +1 xn �
1X

n =2

(n � 1)an � 1xn = a1 + 2 a2x +
1X

n =2

�
(n + 1) an +1 � (n � 1)an � 1

�
xn ;

�
�
(1 � x2)y0(x)

� 0
= � 2a2 �

1X

n =2

n
�
(n + 1) an +1 � (n � 1)an � 1

�
xn � 1 =

= � 2a2 �
1X

n =1

(n + 1)
�
nan � (n + 2) an +2

�
xn =

1X

n =0

(n + 1)
�
nan � (n + 2) an +2

�
xn :

Tedy
1X

n =0

(n + 1)
�
nan � (n + 2) an +2

�
xn =

1X

n =0

�a n xn :

Odtud plyne �a n = ( n + 1) nan � (n + 1)( n + 2) an +2 , tak¾e

an +2 =
n(n + 1) � �

(n + 1)( n + 2)
an : (C.7)

Fundamentální systém øe¹ení rovnice (C.6) bude dán mocninnou øadou sa0 = 1 a a1 = 0 a øadou sa0 = 0
a a1 = 1, tedy

y1(x) =
1P

k=0
bk x2k+1 ; kde b0 = 1 ; bk+1 =

(2k + 1)(2 k + 2) � �
(2k + 2)(2 k + 3)

bk ;

y2(x) =
1P

k=0
ck x2k ; kde c0 = 1 ; ck+1 =

2k(2k + 1) � �
(2k + 1)(2 k + 2)

ck :

Pokud � = n(n + 1) pro nìjaké n 2 N [ f 0g, je právì jedna z funkcí y1, y2 polynomem, druhá je vyjádøena
nekoneènou øadou. Pokud� 6= n(n +1) pro v¹echna n 2 N[ f 0g, jsou obì funkce y1, y2 dány nekoneènými
øadami. Vy¹etøíme konvergenci tìchto øad. Ponìvad¾

lim
k !1

�
�
�
�
bk+1 x2k+3

bk x2k+1

�
�
�
� = x2 lim

k !1

�
�
�
�
(2k + 1)(2 k + 2) � �

(2k + 2)(2 k + 3)

�
�
�
� = x2;

lim
k !1

�
�
�
�
ck+1 x2k+2

ck x2k

�
�
�
� = x2 lim

k !1

�
�
�
�

2k(2k + 1) � �
(2k + 1)(2 k + 2)

�
�
�
� = x2;

øady konvergují absolutnì a stejnomìrnì pro jxj < 1 podle limitního podílového kriteria a divergují pro
jxj > 1.

Dále platí

lim
x ! 1+

y1(x) =
1X

k=0

bk ; lim
x !� 1�

y1(x) = �
1X

k=0

bk ; lim
x ! 1+

y2(x) = lim
x !� 1�

y1(x) =
1X

k=0

ck :
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Ponìvad¾ èleny posloupnostíf bk g a f ck g od jistého indexu nemìní znaménko, lze k vy¹etøování konvergence

øad
1P

k=0
bk ,

1P

k=0
ck pou¾ít Gaussovo kriterium1. Jest

bk

bk+1
=

(2k + 2)(2 k + 3)
(2k + 1)(2 k + 2) � �

= 1 +
1
k

+
1
k2

(� � 2)(k + 1)
(2k + 1)(2 k + 2) � �

;

ck

ck+1
=

(2k + 1)(2 k + 2)
2k(2k + 1) � �

= 1 +
1
k

+
1
k2

�k (k + 1)
2k(2k + 1) � �

;

tak¾e obì øady divergují. Libovolná lineární kombinace�y 1 + �y 2 funkcí y1, y2 s koe�cienty takovými, ¾e
j� j + j� j > 0 je tedy v pøíslu¹ném jednostranném okolí alespoò jednoho zbodù 1, � 1 neohranièená.

Jediná vlastní èísla uva¾ované úlohy tedy jsou� = n(n + 1) pro n 2 N [ f 0g a pøíslu¹né vlastní funkce
jsou polynomy. �

C.1.6 Pøidru¾ené funkce k Legendreovým polynomùm

Pøidru¾ené funkceP [m ]
n jsou de�novány jako øe¹eni rovnice

(1 � x2)z00� 2xz0+
�

n(n + 1) �
m2

1 � x2

�
z = 0 ; (C.8)

neboli
d
dx

�
(1 � x2)

dz
dx

�
+

�
n(n + 1) �

m2

1 � x2

�
z = 0 ;

která jsou ohranièená na intervalu (� 1; 1).
V této rovnici zavedeme novou neznámou funkciY vztahem

z = (1 � x2)
m
2 Y (x):

Pak
z0 = �

m
2

(1 � x2)
m
2 � 12xY + (1 � x2)

m
2 Y 0 = (1 � x2)

m
2 � 1 �

(1 � x2)Y 0 � mxY
�

;

�
(1 � x2)z0� 0

=
�
(1 � x2)

m
2

�
(1 � x2)Y 0 � mxY

�� 0
=

= � mx(1 � x2)
m
2 � 1 �

(1 � x2)Y 0 � mxY
�

+ (1 � x2)
m
2

�
(1 � x2)Y 00� 2xY 0 � mxY 0 � mY

�
=

= (1 � x2)
m
2 � 1

�
(1 � x2)2Y 00� 2(m + 1) x(1 � x2)Y 0+

�
m2x2 � m(1 � x2)

�
Y

�
:

Tyto výrazy dosadíme do rovnice (C.8) a postupnì upravujeme,

(1 + x2)
m
2 � 1 �

(1 � x2)2Y 00� 2(m + 1) x(1 � x2)Y 0+
�
m2x2 � m(1 � x2)

�
Y + n(n + 1)(1 + x2)Y � m2Y

�
= 0

(1 � x2)2Y 00� 2(m + 1) x(1 � x2)Y 0+
�
m2x2 � m(1 � x2) + n(n + 1)(1 � x2) � m2�

Y = 0 :

Rovnice (C.8) se tedy transformuje na rovnici

(1 � x2)Y 00� 2(m + 1) xY 0+
�
n(n + 1) � m(m + 1)

�
Y = 0 : (C.9)

1 Gaussovo kriterium konvergence øady
1P

n =0
an s nezápornými èleny:

Nech» existuje " > 0 a ohranièená posloupnost f � n g1
n =1 takové ¾e

an

an +1
= � +

�

n
+

1

n1+ "
� n .

Je-li � > 1, pak øada
1P

n =1
an konverguje.

Je-li � < 1, pak øada
1P

n =1
an diverguje.

Je-li � = 1 a � > 1, pak øada
1P

n =1
an konverguje.

Je-li � = 1 a � � 1, pak øada
1P

n =1
an diverguje.
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Nyní budeme postupnì derivovat levou stranu Legendreovy rovnice (C.4):

d
dx

�
(1 � x2)y00� 2xy0+ n(n + 1) y

�
= (1 � x2)y000� 2xy00� 2xy00� 2y0+ n(n + 1) y0 =

= (1 � x2)y000� 4xy00+
�
n(n + 1) � 2

�
y0;

d
dx

�
(1 � x2)y000� 4xy00+

�
n(n + 1) � 2

�
y0� = (1 � x2)y0000� 2 � 3xy000+

�
n(n + 1) � 2 � 3

�
y00

atd. Obecnì pro pøirozené èíslok dostaneme

dk

dxk

�
(1 � x2)y00� 2xy0+ n(n + 1) y

�
= (1 � x2)y(k+2) � 2(k + 1) xy (k+1) +

�
n(n + 1) � k(k + 1)

�
y(k ) ;

tento výsledek lze ovìøit úplnou indukcí. Derivujeme-li tedy m-krát Legendreovu rovnici (C.4), dostaneme

(1 � x2)y(m +2) � 2(m + 1) xy (m +1) +
�
n(n + 1) � m(m + 1)

�
y(m ) = 0 :

Porovnáním s rovnicí (C.9) vidíme, ¾e øe¹eníY rovnice (C.9) je m-krát zderivované øe¹ení Legendreovy rovnice
(C.4), tj.

Y (x) =
dm

dxn Pn (x);

kde Pn (x) je Legendreùv polynom stupnì n. Pøidru¾ené funkce jsou tedy dány výrazem

P [m ]
n (x) = (1 � x2)

m
2

dm

dxm Pn (x):

Platí vìta analogická k vìtì C.1.5: Rovnice

(1 � x2)z00� 2xz0+
�

� �
m2

1 � x2

�
z = 0

má øe¹ení ohranièené v intervalu (� 1; 1) právì tehdy, kdy¾ � = n(n + 1) pro nìjaké n = 0 ; 1; 2; : : : . Tato øe¹ení
jsou pøidru¾ené funkceP [m ]

n .

C.2 Èeby¹evovy-Laguerreovy polynomy

C.2.1 De�nice

Èeby¹evùv-Laguerreùv polynom stupnì n 2 N [ f 0g je pro ka¾déx > 0 de�nován vztahem

L n (x) =
ex

n!
dn

dxn

�
e� x xn �

:

Zejména

L 0(x) = 1 L 2(x) = 1
2 x2 � 2x + 1 L 4(x) = 1

24 x4 � 2
3 x3 + 3 x2 � 4x + 1

L 1(x) = � x + 1 L 3(x) = � 1
6 x3 + 3

2 x2 � 3x + 1 L 5(x) = � 1
120 x5 + 5

24 x4 � 5
3 x3 + 5 x2 � 5x + 1

C.2.2 Explicitní vyjádøení Èeby¹evova-Laguerreova polyn omu

Nech»L n (x) =
nP

k=0
ank xk . S vyu¾itím Leibnizovy formule dostaneme

L n (x) =
ex

n!

nX

k=0

�
n
k

�
dk

dxk e� x dn � k

dxn � k xn =
ex

n!

nX

k=0

�
n
k

�
(� 1)k e� x n!

k!
xk =

nX

k=0

(� 1)k
�

n
k

�
xk

k!
; (C.10)

tak¾e

ank =
(� 1)k

k!

�
n
k

�
:
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Odtud dostaneme

an (k+1)

ank
= �

k!
(k + 1)!

�
n

k + 1

�

�
n
k

� = �
k!n!k!(n � k)!

(k + 1)! n!(k + 1)!( n � k � 1)!
=

k � n
(k + 1) 2 ;

tedy

an (k+1) =
k � n

(k + 1) 2 ank ; k = 0 ; 1; 2; : : : ; n � 1; an 0 =
�

n
0

�
= 1 :

C.2.3 Rekurentní vztahy pro Èeby¹evovy-Laguerreovy polyn omy

S vyu¾itím (C.10) dostaneme

nL n (x) =
nX

k=1

(� 1)k
�

n
k

�
n
k!

xk + n ;

xL 0
n (x) = x

nX

k=0

(� 1)k
�

n
k

�
k
k!

xk � 1 =
nX

k=1

(� 1)k
�

n
k

�
1

(k � 1)!
xk ;

tedy

nL n (x) � xL 0
n (x) = n +

nX

k=1

(� 1)k
�

n
k

�
1

(k � 1)!

� n
k

� 1
�

xk = n +
n � 1X

k=1

(� 1)k
�

n
k

�
n � k

k!
xk =

=
n � 1X

k=0

(� 1)k
�

n
k

�
n � k

k!
xk =

n � 1X

k=0

(� 1)k n!
k!(n � k)!

n � k
k!

xk =

= n
n � 1X

k=0

(� 1)k (n � 1)!
k!(n � k � 1)!

xk

k!
= nL n � 1(x) :

Odtud dostaneme vyjádøení derivace Èeby¹evova-Laguerreova polynomu pomocí tohoto polynomu a polynomu
ni¾¹ího stupnì:

L 0
n (x) =

n
x

�
L n (x) � L n � 1(x)

�
: (C.11)

S vyu¾itím (C.10) také dostaneme

L 0
n (x) � L 0

n � 1(x) =
n � 1X

k=1

(� 1)k
��

n
k

�
�

�
n � 1

k

��
xk � 1

(k � 1)!
+ ( � 1)n xn � 1

(n � 1)!
=

=
n � 1X

k=1

(� 1)k (n � 1)!
k!(n � k � 1)!

�
n

n � k
� 1

�
xk � 1

(k � 1)!
+ ( � 1)n xn � 1

(n � 1)!
=

=
n � 1X

k=1

(� 1)k (n � 1)!
(k � 1)!(n � k)!

xk � 1

(k � 1)!
+ ( � 1)n xn � 1

(n � 1)!
=

=
n � 1X

k=0

(� 1)k+1 (n � 1)!
k!(n � k � 1)!

xk

k!
= �

n � 1X

k=0

(� 1)k
�

n � 1
k

�
xk

k!
= � L n � 1(x) :

Máme tedy dal¹í rekurentní formuli

L 0
n (x) � L 0

n � 1(x) + L n � 1(x) = 0 : (C.12)

Z formulí (C.11) a (C.12) dostaneme

n
x

�
L n (x) � L n � 1(x)

�
= L 0

n � 1(x) � L n � 1(x) ;
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tedy

L n (x) =
�

1 �
x
n

�
L n � 1(x) +

x
n

L 0
n � 1(x) ; (C.13)

co¾ je formule pro výpoèet Èeby¹evova-Laguerreova polynomu pomocí Èeby¹evova-Laguerreova polynomu stup-
nì ni¾¹ího a jeho derivace. Napí¹eme-li tuto formuli pron +1 místo pro n a zaL 0

n dosadíme z (C.11), dostaneme

L n +1 (x) =
�
1 �

x
n + 1

�
L n (x) +

x
n + 1

n
x

�
L n (x) � L n � 1(x)

�
:

Tuto rovnici upravíme na tvar

(n + 1) L n +1 (x) = (2 n + 1 � x)L n (x) � nL n � 1(x) :

Tento vzorec lze pou¾ít k postupnému výpoètu Èeby¹evových-Laguerreových polynomù z prvních dvou

L 0(x) = 1 ; L 1(x) = 1 � x:

C.2.4 Diferenciální rovnice pro Èeby¹evovy-Laguerreovy p olynomy

Derivováním rovnice (C.11) dostaneme

L 00
n (x) = �

n
x2

�
L n (x) � L n � 1(x)

�
+

n
x

�
L 0

n (x) � L 0
n � 1(x)

�
:

Do této rovnice dosadíme z (C.12) za výraz L 0
n (x) � L 0

n � 1(x) a upravíme:

xL 00
n (x) = �

n
x

�
L n (x) � L n � 1(x)

�
� nL n � 1(x) ;

xL 00
n (x) = �

n
x

L n (x) +
� n

x
� n

�
L n � 1(x) :

Za výraz L n � 1(x) v poslední rovnici dosadíme z (C.11) a dostaneme

xL 00
n (x) = �

n
x

L n (x) +
n(1 � x)

x

�
�

x
n

L 0
n (x) + L n (x)

�
;

po úpravì

xL 00
n (x) = ( x � 1)L 0

n (x) � nL n (x) :

To znamená, ¾e Èeby¹evovy-Laguerreovy polynomyL n jsou øe¹ením diferenciální rovnice

xy00(x) + (1 � x)y0(x) + ny(x) = 0 ;

nebo v samoadjungovaném tvaru
�
xe� x y0� 0

+ ne� x y = 0 :

Èeby¹evovy-Laguerreovy polynomy jsou øe¹ením této rovnice s okrajovými podmínkami

y(0) = 1 ; lim
x !1

e� x y(x) = 0 :

C.2.5 Vìta (Orthonormalita Èeby¹evových-Laguerrových po lynomù)

Pro Èeby¹evovy-Laguerreovy polynomy platí

1Z

0

L m (x)L n (x)e� x dx =

(
1; m = n

0; m 6= n
:
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D.: Pro ka¾dé 0< l < n platí

dn � l

dxn � l

�
e� x xn �

=
dn � l

dxn � l

1X

k=0

(� 1)k

k!
xk+ n =

1X

k=0

(� 1)k

k!
(k + n)(k + n � 1) � � � (k + l + 1) xk+ l =

=
1X

k=0

(� 1)k

k!
(k + n)!
(k + l)!

xk+ l ;

tak¾e

lim
x ! 0+

dn � l

dxn � l

�
e� x xn �

= 0 ; (C.14)

také platí
dn � l

dxn � l (e� x xn ) = P(x)e� x , kde P(x) je nìjaký polynom, tak¾e

lim
x !1

L m (x)
dn � l

dxn � l

�
e� x xn �

= 0 (C.15)

pro ka¾dém 2 N.
Nech» pro urèitost jem � n. Uva¾ujme integrál

J =

1Z

0

L m (x)L n (x)e� x dx =
1
n!

1Z

0

L m (x)
dn

dxn

�
e� x xn �

dx :

K jeho výpoètu pou¾ijemem krát metodu per partes a vztahy (C.14), (C.15):

J =
1
n!

0

@
�
L m (x)

dn � 1

dxn � 1

�
e� x xn �

� 1

0
�

1Z

0

L 0
m (x)

dn � 1

dxn � 1

�
e� x xn �

dx

1

A =

= �
1
n!

1Z

0

L 0
m (x)

dn � 1

dxn � 1

�
e� x xn �

dx = � � � =
(� 1)m

n!

1Z

0

dm

dxm L m (x)
dn � m

dxn � m

�
e� x xn �

dx :

S vyu¾itímC.2.2 dostaneme

J =
(� 1)m

n!

1Z

0

(� 1)m

m!

�
m
m

�
m!

dn � m

dxn � m

�
e� x xn �

dx =
1
n!

1Z

0

dn � m

dxn � m

�
e� x xn �

dx :

Je-li m = n, pak podle C.4.2 je

J =
1
n!

1Z

0

e� x xn dx =
1
n!

�( n + 1) =
1
n!

n! = 1 ;

Jeli m < n , pak podle (C.14) a (C.14) je

J =
1
n!

�
dn � m � 1

dxn � m � 1

�
e� x xn �

� 1

0
= 0 :

�

Z vìty plyne, ¾e funkce
 n (x) = e � x= 2L n (x); n = 0 ; 1; 2; : : :

tvoøí ortonormální posloupnost v prostoruL 2(0; 1 ).
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C.2.6 Zobecnìné Èeby¹evovy-Laguerreovy polynomy

Zobecnìný Èeby¹evùv-Laguerreùv polynom stupnì n 2 N [ f 0g je pro v¹echna reálnáx > 0 a s > � 1 de�nován
vztahem

Qs
n (x) =

ex

n!
x � s dn

dxn

�
e� x xn + s �

:

Tyto polynomy jsou øe¹ením diferenciální rovnice

xy00(x) + ( s + 1 � x)y0(x) + ny(x) = 0 ;

nebo v samoadjungovaném tvaru �
xs+1 e� x y0� 0

+ ne� x xsy = 0 :

Zobecnìné Èeby¹evovy-Laguerreovy polynomy splòují rekurentní formule

(n + 1) Qs
n +1 (x) = (2 n + s + 1 � x)Qs

n (x) � (n + s)Qs
n � 1(x)

d
dx

Qs
n (x) =

1
x

�
nQs

n (x) � (n + s)Qs
n � 1(x)

�
;

Qs+1
n (x) � Qs+1

n � 1(x) = Qs
n (x) ;

d
dx

Qs
n (x) = � Qs+1

n � 1(x)

a rovnici
1Z

0

Qs
m (x)Qs

n (x)e� x xsdx =

8
><

>:

�( n + s + 1)
n!

; m = n

0; m 6= n
;

pøitom �( n + s + 1) =
1R

0
e� t tn + sdt, sr. C.4. Z poslední rovnice plyne, ¾e funkce

� s
n (x) = xs=2e� x= 2

s
n!

�( n + s + 1)
Qs

n (x); n = 0 ; 1; 2; : : :

tvoøí ortonormální posloupnost v prostoruL 2(0; 1 ).

Øe¹ení rovnice xy00(x) + ( s + 1 � x)y0(x) + �y (x) = 0 v oboru polynomù

Øe¹ení hledáme ve tvaru polynomu

y(x) = Q(x) =
1X

k=0

qk xk ; qk = 0 pro k > n

zatím neurèeného stupnìn. Pak je

Q0(x) =
1X

k=1

kqk xk � 1 =
1X

k=0

(k + 1) qk+1 xk ; xQ0(x) =
1X

k=1

kqk xk ;

Q00(x) =
1X

k=2

k(k � 1)qk xk � 2; xQ00(x) =
1X

k=2

k(k � 1)qk xk � 1 =
1X

k=1

k(k + 1) qk+1 xk :

Po dosazení do rovnice dostaneme
1X

k=1

�
k(k + 1) qk+1 + ( s + 1)( k + 1) qk+1 � kqk + �q k

�
xk + ( s + 1) q1 + �q 0 = 0

a odtud

q1 =
� �

s + 1
q0; qk+1 =

k � �
(k + 1)( k + s + 1)

qk ; k = 1 ; 2; : : :

Rovnice má tedy øe¹ení v oboru polynomù pouze pro� = n 2 f 0; 1; 2; : : : g. Tento polynom je stupnì n a je
urèen jednoznaènì a¾ na aditivní konstantuq0.
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C.3 Èeby¹evovy-Hermiteovy polynomy

C.3.1 De�nice

Èeby¹evùv-Hermiteùv polynom stupnìn 2 N [ f 0g je pro ka¾déx 2 R de�nován vztahem

Hn (x) = ( � 1)n ex 2 dn

dxn e� x 2
:

Zejména
H0(x) = 1 H2(x) = 4 x2 � 2 H4(x) = 16 x4 � 48x2 + 12

H1(x) = 2 x H 3(x) = 8 x3 � 12x H 5(x) = 32 x5 � 160x3 + 120x

C.3.2 Rekurentní vztahy pro Èeby¹evovy-Hermiteovy polyno my

S vyu¾itím Leibnizovy formule pro výpoèet vy¹¹í derivace souèinu funkcí dostaneme pro ka¾dén � 1

Hn +1 (x) = ( � 1)n +1 ex 2 dn +1

dxn +1 e� x 2

= ( � 1)n +1 ex 2 dn

dxn

�
� 2xe� x 2

�
= 2( � 1)n ex 2 dn

dxn

�
xe� x 2

�
=

= 2( � 1)n ex 2
nX

k=0

�
n
k

�
dk

dxk x
dn � k

dxn � k e� x 2

= 2( � 1)n ex 2
��

n
0

�
x

dn

dxn e� x 2

+
�

n
1

�
dn � 1

dxn � 1 e� x 2
�

=

= 2 x(� 1)n ex 2 dn

dxn e� x 2
� 2n(� 1)n � 1ex 2 dn � 1

dxn � 1 e� x 2
= 2 xH n (x) � 2nH n � 1(x) ;

tedy
Hn +1 (x) � 2xH n (x) + 2 nH n � 1(x) = 0 : (C.16)

Této rovnice lze vyu¾ít k postupnému výpoètu Èeby¹evových-Hermiteových polynomù pomocí prvních dvou.
Dále platí

H 0
n (x) =

d
dx

�
(� 1)n ex 2 dn

dxn e� x 2
�

= 2 x(� 1)n ex 2 dn

dxn e� x 2

� (� 1)n +1 ex 2 dn +1

dxn +1 e� x 2

=

= 2 xH n (x) � Hn +1 (x):

Odtud s vyu¾itím (C.16) dostaneme
H 0

n (x) = 2 nH n � 1(x) ; (C.17)

tj. vyjádøení derivace polynomuHn pomocí polynomu ni¾¹ího stupnì.

C.3.3 Diferenciální rovnice pro Èeby¹evovy-Hermiteovy po lynomy

S vyu¾itím vztahù (C.17) a (C.16) dostaneme

H 00
n (x) =

�
2nH n � 1(x)

� 0
=

�
2xH n (x) � Hn +1 (x)

� 0
= 2 Hn (x) + 2 xH 0

n (x) � H 0
n +1 (x) =

= 2 Hn (x) + 2 xH 0
n (x) � 2(n + 1) Hn (x) = 2 xH 0

n (x) � 2nH n (x) :

Pro ka¾dén 2 N [ f 0g je tedy Èeby¹evùv-Hermiteùv polynom Hn (x) øe¹ením diferenciální rovnice

y00(x) � 2xy0(x) + 2 ny(x) = 0 ; (C.18)

nebo v samoadjungovaném tvaru �
e� x 2

y0
� 0

+ 2 ne� x 2
y = 0 :

Poznamenejme je¹tì, ¾e Èeby¹evùv-Hermiteùv polynom je øe¹ením rovnice (C.18) s okrajovými podmínkami

lim
x !�1

e� x 2

y(x) = lim
x !1

e� x 2

y(x) = 0 :
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C.3.4 Vìta (Orthogonalita Èeby¹evových-Hermiteových pol ynomù)

Pro Èeby¹evovy-Hermiteovy polynomy platí
1Z

�1

Hm (x)Hn (x)e� x 2

dx =

(
2n n!

p
�; n = m

0; n 6= m
:

D.: Pro urèitost budeme pøedpokládat, ¾em � n. Oznaème

J =

1Z

�1

Hm (x)Hn (x)e� x 2
dx = ( � 1)n

1Z

�1

Hm (x)
dn

dxn e� x 2
dx :

Pro výpoèet tohoto integrálu pou¾ijemem krát metodu per partes; pøitom vyu¾ijeme (C.17) a skuteènost,
¾e pro libovolný polynomP platí

lim
x !�1

e� x 2
P(x) = lim

x !1
e� x 2

P(x) = 0 :

J = ( � 1)n

0

@
h
Hm (x)e� x 2

i 1

�1
�

1Z

�1

H 0
m (x)

dn � 1

dxn � 1 e� x 2
dx

1

A =

= ( � 1)n � 12m

1Z

�1

Hm � 1(x)
dn � 1

dxn � 1 e� x 2
dx = ( � 1)n � 22m2(m � 1)

1Z

�1

Hm � 2(x)
dn � 2

dxn � 2 e� x 2
dx =

= � � � = ( � 1)n � m 2m m!

1Z

�1

dn � m

dxn � m e� x 2

dx :

Je-li m < n , pak

J = ( � 1)n � m 2m m!
�

dn � m � 1

dxn � m � 1 e� x 2
� 1

�1
= 0 ;

je-li m = n, pak podle (C.21) je

J = 2 n n!

1Z

�1

e� x 2

dx = 2 n n!
p

� :

�

Z vìty plyne, ¾e funkce

 n =
e� x 2 =2

p
2n n!

p
�

Hn (x) ; n = 0 ; 1; 2; : : :

tvoøí ortonormální posloupnost v prostoruL 2(�1 ; 1 ).

C.3.5 Rekurentní vztahy pro koe�cienty Èeby¹evových-Herm iteových polynomù

Hledáme øe¹ení rovnice (C.18) ve tvaru mocninné øadyy(x) =
1P

k=0
ank xk .

Platí

2ny(x) =
1X

k=0

2nank xk ;

2xy0(x) = 2 x
1X

k=0

kank xk � 1 =
1X

k=0

2kank xk ;

y00(x) =
1X

k=0

k(k � 1)ank xk � 2 =
1X

k=2

k(k � 1)ank xk � 2 =
1X

k=0

(k + 2)( k + 1) an (k+2) xk :
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Po dosazení do rovnice (C.18) dostaneme

1X

k=0

�
(k + 2)( k + 1) an (k+2) � 2kank + 2 nank

�
xk = 0 ;

a tedy

an (k+2) =
2(n � k)

(k + 2)( k + 1)
ank ; n = 0 ; 1; 2; : : : ; n � 2:

C.4 Funkce �

C.4.1 Poznámky

1. Nevlastní integrál
1R

0
e� t tx � 1dt absolutnì konverguje pro ka¾déx > 0.

D.: Je-li x � 1, integrál
1R

0
e� t tx � 1dt není nevlastní.

Je-li x < 1, vezmeme� 2 (0; x). Pak lim
t ! 0+

t1� �
�
�e� t tx � 1

�
� = lim

t ! 0+
e� t tx � � = 0 a podle limitního

srovnávacího kriteria pro nevlastní integrály druhého druhu a vzhledem k tomu, ¾e nevlastní integrál
1R

0
t � k dt konverguje pro k < 1, také nevlastní integrál

1R

0

�
�e� t tx � 1

�
� dt konverguje.

Dále je

lim
t !1

�
(x + 1) ln t � t

�
= lim

� ! 0+

�
(x + 1) ln

1
�

�
1
�

�
= � lim

� ! 0+

� (x + 1) ln � + 1
�

= �1 ;

nebo» podle de l'Hospitalova pravidla platí

lim
� ! 0+

� ln � = lim
� ! 0+

ln �
1
�

= lim
� ! 0+

1
�

� 1
� 2

= � lim
� ! 0+

� = 0 ;

tak¾e podle vìty o limitì slo¾ené funkce dostaneme

lim
t !1

t2
�
�e� t tx � 1

�
� = lim

t !1
e� t tx +1 = lim

t !1
e(x +1) ln t � t = 0 < 1 :

Podle limitního srovnávacího kriteria pro nevlastní integrály prvního druhu a z toho, ¾e
1R

1

dt
t2 kon-

verguje, nyní dostáváme, ¾e také integrál
1R

1

�
�e� t tx � 1

�
� dt konverguje. �

2. Pro x > 0 polo¾me

�( x) =

1Z

0

e� t tx � 1dt : (C.19)

Pro ka¾déx > 0 a ka¾dén 2 N [ f 0g pak platí

�( x) =
�( x + n + 1)

x(x + 1) � � � (x + n)
: (C.20)

D.: Úplnou indukcí:

Integrací þper partesÿ dostaneme �(x +1) =
1R

0
e� t tx dt = � [e� t tx ]1t =0 + x

1R

0
e� t tx � 1dt = x�( x), tak¾e

(C.20) platí pro n = 0.

Podobnì �( x + n + 2) =
1R

0
e� t tx + n +1 dt = �

�
e� t tx + n +1

� 1
t =0 + ( x + n + 1)

1R

0
e� t tx + n dt =

= ( x + n + 1)�( x + n + 1), co¾ je indukèní krok.�
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Podle (C.19) je

�(1) =

1Z

0

e� t dt = �
�
e� t � 1

0 = 1 :

Z (C.20) nyní pro ka¾dén 2 N [ f 0g plyne

1 = �(1) =
�( n + 2)

1 � 2 � � � (n + 1)
=

�( n + 2)
(n + 1)!

; tj. �( n + 2) = ( n + 1)! ;

tedy pro ka¾dén 2 N je �( n) = ( n � 1)! .

C.4.2 De�nice

Funkce � je pro ka¾déx > 0 de�nována vztahem (C.19), pro x < 0; x 62Z je funkce � de�nována vztahem
(C.20), kde za n vezmeme [� x] = � [x] � 1, t.j.

�( x) =
�( x � [x])

x(x + 1) � � � (x � [x] � 1)
:

Dom � = R n f 0; � 1; � 2; : : :g.

C.4.3 Vìta

1. Pro ka¾déx 2 Dom � platí

�( x + 1) = x�( x) neboli �( x) = ( x � 1)�( x � 1)

a pro ka¾dén 2 N platí
�( x) = ( x � 1)(x � 2) � � � (x � n)�( x � n) :

2. Pro ka¾déx 2 R n Z platí

�( x)�(1 � x) =
�

sin �x
:

D.:

1. Pro x > 0 byl první vztah dokázán v C.4.1.2, pro x 2 (� 1; 0) je podle de�nice �( x) =
�( x + 1)

x
, co¾

je první vztah a pro x < � 1 je

x�( x) = x
�( x � [x])

x(x + 1) � � � (x � [x] � 1)
=

�( x + 1 � [x + 1])
(x + 1)( x + 2) � � � (x + 1 � [x + 1] � 1)

= �( x + 1) ;

co¾ je opìt první vztah. Ten druhý z nìho plyne indukcí.

2. Nech»x 2 (0; 1). Pak

�( x)�(1 � x) =

1Z

0

e� t tx � 1dt

1Z

0

e� ss� x ds =
ZZ

[0;1 ) � [0;1 )

e� ( t + s) s� x tx � 1dsdt :

Polo¾ímeu = s+ t; v =
t
s

, neboli s =
u

v + 1
; t =

uv
v + 1

. Podle vìty o transformaci dvojného integrálu

dostaneme

�( x)�(1 � x) =

1Z

0

0

@
1Z

0

e� u
�

v + 1
u

� x �
uv

v + 1

� x v + 1
uv

u
(v + 1) 2 du

1

A ds =

=

1Z

0

e� u du

1Z

0

vx � 1

v + 1
dv =

1Z

0

vx � 1

v + 1
dv :
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Podle známého vzorce z teorie integrálu [Jarník, I2, str. 277{281] je
1Z

0

vx � 1

v + 1
dv =

�
sin �x

:

Nech»x > 1. Pak podle 1. je �( x) = ( x � 1)(x � 2) � � � (x � [x])�( x � [x]). 1 � x < 0, tak¾e podle
de�nice

�(1 � x) =
�(1 � x + [ x])

(1 � x)(2 � x) � � � ([x] � x)
=

(� 1)[x ]�(1 � x + [ x])
(x � 1)(x � 2) � � � (x � [x])

;

x � [x] 2 (0; 1), tak¾e podle ji¾ dokázaného je

�( x)�(1 � x) = ( � 1)[x ]�( x � [x])�(1 � x + [ x]) = ( � 1)[x ] �
sin � (x � [x])

=

= ( � 1)[x ] �
sin �x cos� [x] � cos�x sin � [x]

= ( � 1)[x ] �
(� 1)[x ] sin�x

=
�

sin �x
:

Nech»x < 0. Pak podle de�nice je �( x) =
�( x � [x])

x(x + 1) � � � (x � [x] � 1)
a podle 1. je

�(1 � x) = � x(� x � 1) � � � (� x + 1 + [ x])�(1 � x + [ x]) = ( � 1)[x ]x(x + 1) � � � (x � [x] � 1)�(1 � x + [ x]).
Opìt x � [x] 2 (0; 1) a podle ji¾ dokázaného

�( x)�(1 � x) = ( � 1)[x ]�( x � [x])�(1 � x + [ x]) = ( � 1)[x ] �
sin � (x � [x])

=
�

sin �x
:

�

Známe-li �( x) pro x 2 [ 1
2 ; 1], lze podleC.4.3 vypoèítat �( x) pro jakékoliv x 2 Dom �. Ji¾ víme, ¾e �(1) = 1.

Polo¾íme-li vC.4.3.2 x = 1
2 , dostaneme

�
�

�
1
2

�� 2

=
�

sin �
2

= � neboli �
�

1
2

�
=

p
� :

Odtud také plyne
1Z

0

e� x 2
dx =

1
2

1Z

0

e� t t � 1
2 dt =

1
2

1Z

0

e� t t
1
2 � 1dt =

1
2

�
�

1
2

�
=

p
�
2

: (C.21)

Podle vìt z teorie integrálù závislých na parametrech platí

lim
x ! 0+

�( x) = lim
x ! 0+

1Z

0

e� t tx � 1dt =

1Z

0

e� t

t
dt = 1 ; nebo» lim

t ! 0+

e� t

t
1
t

= lim
t ! 0+

e� t = 1 > 0;

a

lim
x ! 0�

�( x) = lim
x ! 0�

�( x + 1)
x

= �(1) lim
x ! 0�

1
x

= �1 :

C.4.4 Logaritmická derivace funkce �

 (x) =
d
dx

ln �( x) =
� 0(x)
�( x)

Omezíme se na Dom = (0 ; 1 ).
Podle C.4.3 platí

 (x + 1) =
1
x

+  (x)

 (x) =  (x � n) +
nX

k=1

1
x � k

pro n 2 N; n < x

 (x + n) =  (x) +
n � 1X

k=0

1
x + k

pro n 2 N (C.22)

 (1 � x) �  (x) = � cotg �x
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Tyto vztahy lze vyu¾ít pro výpoèet hodnot funkce , známe-li  (x) pro x 2
�

1
2 ; 1

�
.

Podle vìt z teorie integrálù závislých na parametrech platí pro x > 0

� 0(x) =
d

dx

1Z

0

e� t tx � 1dt =

1Z

0

e� t tx � 1 ln tdt : (C.23)

Polo¾íme = � � 0(1) = �
1R

0
e� t ln tdt = 0 :5772157� � � (Eulerova konstanta). Dosadíme-li v (C.22) 1 za x,

dostaneme

 (n + 1) = �  +
nX

k=1

1
k

:

Platí (tzv. Frullaniho integrál)

ln t =

1Z

0

e� � � e� �t

�
d� : (C.24)

Dosadíme do (C.23) a dostaneme

� 0(x) =

1Z

0

e� t tx � 1

0

@
1Z

0

e� � � e� �t

�
d�

1

A dt =

1Z

0

1
�

0

@e� �

1Z

0

e� t tx � 1dt �

1Z

0

e� t ( � +1) tx � 1dt

1

A d� =

=

1Z

0

1
�

0

@e� � �( x) �

1Z

0

e� t ( � +1) tx � 1dt

1

A d� :

Ve vnitøním integrálu zavedeme substituciu = t(� + 1) a dostaneme

1Z

0

e� t ( � +1) tx � 1dt =

1Z

0

e� u
�

u
� + 1

� x � 1 du
� + 1

=
1

(� + 1) x

1Z

0

e� u ux � 1du =
1

(� + 1) x �( x) ;

tak¾e

� 0(x) = �( x)

1Z

0

1
�

�
e� � � (� + 1) � x �

d� = �( x)

0

@
1Z

0

e� �

�
d� �

1Z

0

d�
� (� + 1) x

1

A ;

co¾ znamená, ¾e

 (x) =

1Z

0

e� �

�
d� �

1Z

0

d�
� (� + 1) x :

Ve druhém integrálu zavedeme substituci� + 1 = e t :

1Z

0

d�
� (� + 1) x =

1Z

0

et dt
(et � 1)etx =

1Z

0

e� tx

1 � e� t dt

a v prvním pøeznaèíme integraèní promìnnou. Dostaneme

 (x) =

1Z

0

�
e� t

t
�

e� tx

1 � e� t

�
dt : (C.25)

Zejména prox = 1 dostaneme

�  =

1Z

0

�
e� t

t
�

e� t

1 � e� t

�
dt :
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Odeèteme-li poslední dvì rovnice, dostaneme

 (x) = �  +

1Z

0

e� t � e� tx

1 � e� t dt :

Zavedeme substituci� = e � t :

 (x) = �  +

1Z

0

1 � � x � 1

1 � �
d� : (C.26)

Buï s 2 (0; 1) libovolné èíslo. Funkce� 7! � � � x je na intervalu [0; s] spojitá, tak¾e podle první Weierstrassovy
vìty je na tomto intervalu ohranièená. Existuje tedy konsta nta c � 0 taková, ¾e

�
�� n � � n + x � 1

�
� = j� n j j � � � x j � sn c

pro ka¾dén � 1 a ka¾dé� 2 [0; s]. Geometrická øada
1P

n =+
csn konverguje. Podle Weierstrassova kriteria tedy

øada
1X

n =0

�
� n � � n + x � 1�

= 1 � � x � 1 +
1X

n =1

�
� n � � n + x � 1�

konverguje absolutnì a stejnomìrnì na intervalu [0 ; s]. Odtud plyne, ¾e následující výpoèet je korektní.

sZ

0

1 � � x � 1

1 � �
d� =

sZ

0

 
�
1 � � x � 1� 1X

n =0

� n

!

d� =

sZ

0

1X

n =0

�
� n � � n + x � 1�

d� =

=
1X

n =0

sZ

0

�
� n � � n + x � 1�

d� =
1X

n =0

�
sn +1

n + 1
�

sn + x

n + x

�
: (C.27)

Pøitom poslední øada konverguje stejnomìrnì na intervalu [0; s]; vzhledem k tomu, ¾es bylo libovolné èíslo
z intervalu (0; 1), tato øada konverguje lokálnì stejnomìrnì na intervalu [ 0; 1). Øada

1X

n =0

�
1

n + 1
�

1
n + x

�
=

1X

n =0

x � 1
(n + 1)( n + x)

konverguje podle Cauchyova-Maclaurinova Kriteria. Z C.27 nyní plyne

1Z

0

1 � � x � 1

1 � �
d� = lim

s! 1�

1X

n =0

�
sn +1

n + 1
�

sn + x

n + x

�
=

1X

n =0

lim
s! 1�

�
sn +1

n + 1
�

sn + x

n + x

�
=

1X

n =0

�
1

n + 1
�

1
n + x

�
:

Odtud a z C.26 dostáváme vyjádøení logaritmické derivace funkce � ve tvaru

 (x) = �  +
1X

n =0

�
1

n + 1
�

1
n + x

�
: (C.28)

C.4.5 Rozvoj funkce � ve Weierstrassùv nekoneèný souèin

Podle (C.28) je
d
dt

ln �( t) = �  +
1X

n =0

�
1

n + 1
�

1
n + t

�
:

Integrujeme-li tuto rovnost podle t v mezích od 1 dox + 1, dostaneme

ln �( x + 1) = � x +
1X

n =1

� x
n

� ln
�

1 +
x
n

��
:

Odtud dostaneme

�( x + 1) = e � x
1Y

n =1

e
x
n

1
1 + x

n

;
1

�( x + 1)
= e x

1Y

n =1

e� x
n

�
1 +

x
n

�
:
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C.4.6 Asymptotické vyjádøení funkce �

Z (C.25) s vyu¾itím (C.24) dostaneme

� 0(� + 1)
�( � + 1)

=

1Z

0

�
e� t

t
�

e� t� e� t

1 � e� t

�
dt =

1Z

0

�
e� t

t
�

e� t�

et � 1

�
dt =

=

1Z

0

e� t � e� t�

t
dt +

1
2

1Z

0

e� t� dt �

1Z

0

�
1
2

�
1
t

+
1

et � 1

�
e� t� dt =

= ln � +
1
2�

�

1Z

0

�
1
2

�
1
t

+
1

et � 1

�
e� t� dt :

Zintegrujeme tuto rovnost podle � v mezích od 1 dox:

ln �( x + 1) � ln �(2) = x ln x � x + 1 +
1
2

ln x �

1Z

0

�
1
2

�
1
t

+
1

et � 1

�
e� t � e� tx

t
dt :

Pøi oznaèeníf (t) =
�

1
2

�
1
t

+
1

et � 1

�
1
t

a s vyu¾itím �(x + 1) = x�( x); �(2) = 1 máme

ln �( x) =
�

x �
1
2

�
ln x � x + 1 �

1Z

0

f (t)e� t dt +

1Z

0

f (t)e� tx dt : (C.29)

Oznaème

I =

1Z

0

f (t)e� t dt; J =

1Z

0

f (t)e� t= 2dt; ! (x) =

1Z

0

f (t)e� tx dt :

Platí:

J � I =

1Z

0

f (t)e� t= 2dt �

1Z

0

f (t)e� t dt =

1Z

0

f (t)e� t= 2dt �
1
2

1Z

0

f
�

t
2

�
e� t= 2dt =

=

1Z

0

��
1
2

�
1
t

+
1

et � 1

�
1
t

�
1
2

�
1
2

�
2
t

+
1

et= 2 � 1

�
2
t

�
e� t= 2dt =

=

1Z

0

�
1
t

+
1 � (et= 2 + 1)

et � 1

�
e� t= 2

t
dt =

1Z

0

�
e� t= 2

t
�

1
et � 1

�
dt
t

;

tak¾e (pøi výpoètu vyu¾ijeme (C.24))

J =

1Z

0

��
1
2

�
1
t

+
1

et � 1

�
e� t +

e� t= 2

t
�

1
et � 1

�
dt
t

=

=

1Z

0

�
e� t

2
�

e� t � e� t= 2

t
+

e� t � 1
et � 1

�
dt
t

=

1Z

0

�
e� t= 2 � e� t

t
+

e� t

2
+

e� t (1 � et )
et � 1

�
dt
t

=

=

1Z

0

�
e� t= 2 � e� t

t
�

e� t

2

�
dt
t

=
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=

1Z

0

��
e� t= 2 � e� t

t
�

e� t

2
�

e� t

2
+

e� t= 2

2

�
1
t

+
1
2

e� t � e� t= 2

t

�
dt =

=

1Z

0

2
�
e� t= 2 � e� t

�
� t

�
2e� t � e� t= 2

�

2t2 dt +
1
2

1Z

0

e� t � e� t= 2

t
dt =

=

1Z

0

�
� e� t + 1

2 e� t= 2
�

t �
�
e� t � e� t= 2

�

t2 dt +
1
2

ln
1
2

=

=

1Z

0

d
dt

e� t � e� t= 2

t
dt �

1
2

ln 2 =
�

e� t � e� t= 2

t

� 1

0
�

1
2

ln 2 =

= � lim
t ! 0

e� t � e� t= 2

t
�

1
2

ln 2 = lim
t ! 0

�
�

1
2

e� t= 2 + e � t
�

�
1
2

ln 2 =
1
2

�
1
2

ln 2 :

Polo¾íme-li v (C.29) x = 1
2 , dostaneme

ln
p

� =
1
2

� I + J ;

co¾ spolu s pøedchozím výsledkem dá

I =
1
2

�
1
2

ln � +
1
2

�
1
2

ln 2 = 1 �
1
2

ln 2� :

Dosadíme do (C.29) a dostaneme

ln �( x) =
�

x �
1
2

�
ln x � x +

1
2

ln 2� + ! (x) :

Funkce f je na intervalu (0; 1 ) klesající, lim
t !1

f (t) = 0 a

lim
t ! 0+

f (t) = lim
t ! 0+

tet � t � 2et + 2 + 2 t
2t2 (et � 1)

= lim
t ! 0+

et + tet � 2et + 1
4t (et � 1) + 2 t2et =

= lim
t ! 0+

� et + e t + tet

(4 + 4 t)et + (4 t + 2 t2) et � 4
= lim

t ! 0+

et + tet

(8 + 4 t + 4 + 8 t + 2 t2) et =
1
12

;

co¾ znamená, ¾e

j! (x)j =

�
�
�
�
�
�

1Z

0

f (t)e� tx dt

�
�
�
�
�
�

�

1Z

0

jf (t)je� tx dt �
1
12

1Z

0

e� tx dt = �
1

12x

�
e� tx � 1

0
=

1
12x

;

z èeho¾ plyne, ¾e lim
x !1

! (x) = 0, tak¾e pro velkáx lze psát

ln �( x) �
�

x �
1
2

�
ln x � x +

1
2

ln 2� ; neboli �( x) �
p

2� x x � 1
2 e� x : (C.30)

Odtud dostaneme
n! = �( n + 1) �

p
2� (n + 1) n + 1

2 e� n � 1

a ponìvad¾

lim
n !1

(n + 1) n + 1
2 e� n � 1

nn + 1
2 e� n

=
1
e

lim
n !1

�
1 +

1
n

� nr

1 +
1
n

=
1
e

e 1 = 1 ;

lze psát

n! �
p

2�n
� n

e

� n

pro velká n (Stirlingova formule).
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C.5 Besselovy funkce

C.5.1 De�nice

Obyèejná lineární homogenní rovnice druhého øádu

x2y00(x) + xy0(x) + ( x2 � � 2)y(x) = 0 ; (C.31)

kde � 2 R; x 2 (0; 1 ) se nazýváBesselova rovnice øádu� .

Rovnici (C.31) lze ekvivalentnì zapsat

x
�
xy0(x)

� 0
+ ( x2 � � 2)y(x) = 0 :

C.5.2 Øe¹ení rovnice ( C.31 ) Frobeniovou metodou

Hledáme nìjaké øe¹ení rovnice (C.31). Budeme pøedpokládat, ¾e je tvaru

y(x) = a0x � + a1x � +1 + a2x � +2 + � � � =
1X

k=0

ak x � + k ; (C.32)

kde � 2 R je tzv. charakteristický souèinitel, jeho¾ hodnotu urèíme pozdìji. Pak je

x2y00 = a0� (� � 1)x � + a1(� + 1) �x � +1 +
1P

k=2
ak (� + k)( � + k � 1)x � + k ;

xy0(x) = a0�x � + a1(� + 1) x � +1 +
1P

k=2
ak (� + k)x � + k ;

x2y(x) =
1P

k=2
ak � 2x � + k ;

� � 2y(x) = � � 2a0x � � � 2a1x � +1 +
1P

k=2
(� � 2ak )x � + k :

Tedy

a0(� 2 � � 2)x � + a1(� 2 + 2 � + 1 � � 2)x � +1 +
1X

k=2

�
ak (� 2 + 2 �k + k2 � � 2) + ak � 2

�
x � + k = 0 ;

tak¾e (C.32) je formálním øe¹ením Besselovy rovnice (C.31) pokud platí rovnosti

a0(� 2 � � 2) = 0

a1(� 2 + 2 � + 1 � � 2) = 0

ak (� 2 + 2 �k + k2 � � 2) + ak � 2 = 0 ; k = 2 ; 3; : : :

První z tìchto rovností je splnìna, pokud � a � vyhovují tzv. charakteristické rovnici

� 2 � � 2 = 0 ; tj. � = � � : (C.33)

Polo¾íme� = � a dosadíme do zbývajících rovností. Dostaneme

a1(2� + 1) = 0 (C.34)

ak (2� + k)k = ak � 2 ; k = 2 ; 3; : : : : (C.35)

Rovnost (C.34) a rovnosti (C.35) s lichými indexy k, tj. k = 2 m + 1 pro vhodné m 2 N, jsou zøejmì splnìny,
pokud a2m +1 = 0, m = 0 ; 1; 2; : : : .
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Najdeme podmínky, za jakých jsou splnìny rovnosti (C.35) se sudými indexy k. Pokud 2� + k 6= 0 pro
k = 2 ; 4; 6; : : : ; 2m, pak

a2m = �
a2(m � 1)

22m(m + � )
= �

�
a2(m � 2)

22(m � 1)(m � 1 + � )
22m(m + � )

=
a2(m � 2)

24m(m � 1)(m + � )(m � 1 + � )
= � � � =

=
(� 1)m a0

22m m(m � 1) � � � 1 � (m + � )(m � 1 + � ) � � � (1 + � )
=

(� 1)m a0�(1 + � )
22m m!(m + � )(m � 1 + � ) � � � (1 + � )�(1 + � )

=

=
(� 1)m a0�(1 + � )

22m �( m + 1)�( m + � + 1)
:

Tento výpoèet naznaèuje, ¾e lze volit

a0 =
1

2� �( � + 1)
; a2m =

(� 1)m

22m + � �( m + 1)�( m + � + 1)
:

Pokud 2� + k = 0 pro nìjaké k = 2 m1, pak 2� + k je celé záporné èíslo pro v¹echnak = 2 ; 4; 6; : : : ; 2(m1 � 1) a
2� + k > 0 pro v¹echna k = 2( m1 + 1) ; 2(m1 + 2) ; : : : . Tedy 1 + �; 2 + �; : : : ; m 1 + � nejsou v de�nièním oboru
funkce � a m1 + � + 1 ; m1 + � + 2 ; : : : v nìm jsou. V takovém pøípadì lze volit

a0 = a2 = � � � = a2(m 1 � 1) = 0 ; a2m =
(� 1)m

22m + � �( m + 1)�( m + � + 1)
pro m � m1:

Snadno ovìøíme, ¾e pøi uvedené volbì budou rovnosti (C.35) splnìny pro ka¾dý sudý indexk.
Formální øe¹ení rovnice (C.31) je tedy tvaru

y(x) =
1X

k= k0

(� 1)k 1
�( k + 1)�( k + � + 1)

� x
2

� 2k+ �
; (C.36)

kde

k0 =

(
0; � 62(�1 ; 0] \ Z;

� �; � 2 (�1 ; 0] \ Z:

Abychom ovìøili, ¾e se jedná o øe¹ení, je potøeba ukázat, ¾e tato øada konverguje pro ka¾déx > 0. Pro polomìr
konvergencer mocninné øady

S(x) =
1X

k=0

(� 1)k 1
22k �( k + 1)�( k + � + 1)

x2k

podle Cauchyovy-Hadamardovy vìty a s vyu¾itím (C.30) platí

1
r

= lim sup
k !1

2k

s
1

22k �( k + 1)�( k + � + 1)
=

=
1
2

lim
k !1

2k

s
1

2� (k + 1) k+1 =2(k + � + 1) k+ � +1 =2e� 2k+ � � 1
= 0 ;

tak¾e tato øada konverguje absolutnì a stejnomìrnì pro ka¾dé x 2 R. Øada (C.36) tedy konverguje absolutnì a
stejnomìrnì pro ka¾déx > 0. (Pro x = 0 nemusí být y(x) = x � S(x) vùbec de�nována.)

C.5.3 De�nice

Funkce

J � (x) =
1X

k=0

(� 1)k 1
�( k + 1)�( k + � + 1)

� x
2

� 2k+ �

se nazýváBesselova funkce prvního druhu øádu� . Je-li pro nìjaké k 2 N [ f 0g èíslok + � + 1 celé nekladné (tj.
k + � + 1 62Dom �), klademe k-tý èlen uva¾ované øady roven 0.
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Oznaème

u� (x) =
1X

k=0

(� 1)k 1
�( k + 1)�( k + � + 1)

� x
2

� 2k

Pak je J � (x) =
� x

2

� �
u� (x).

C.5.4 Poznámka

u� (0) =
1

�( � + 1)
; u0

� (0) = 0 :

D.: První vzorec plyne z toho, ¾e �(1) = 1.

u0
� (x) =

1X

k=0

(� 1)k 2k
2�( k + 1)�( k + � + 1)

� x
2

� 2k � 1
=

1X

k=1

(� 1)k k
�( k + 1)�( k + � + 1)

� x
2

� 2k � 1
=

=
1X

k=1

(� 1)k 1
�( k)�( k + � + 1)

� x
2

� 2k � 1
:

(Poslední rovnost plyne z faktu, ¾e �(k + 1) = k�( k).) �

C.5.5 Vlastnosti Besselovy funkce prvního druhu

1. Funkce J � (x) je spojitá na (0; 1 ).

D.: Plyne z toho, ¾eu� (x) jako¾to souèet mocninné øady je funkce spojitá.�

2. lim
x ! 0+

J � (x) =

8
><

>:

1 ; � = 0
0; � > 0 nebo� 2 Z n f 0g

1 (� 1)[� ] ; � 2 (�1 ; 0) n Z

.

D.: Plyne bezprostøednì zC.5.4. �

3. Pro n 2 N platí J � n (x) = ( � 1)n Jn (x) pro v¹echna x 2 (0; 1 ).

D.: J � n (x) =
1P

k= n

(� 1)k

�( k + 1)�( k � n + 1)

� x
2

� 2k � n
=

1P

k=0

(� 1)k+ n

�( k + n + 1)�( k + 1)

� x
2

� 2k+ n
= ( � 1)n Jn (x):

�

4.
�
x � � J � (x)

� 0
= � x � � J � +1 (x) ;

�
x � J � (x)

� 0
= x � J � � 1(x) :
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D.: Platí:

�
x � � J � (x)

� 0
=

 

2� �
1X

k=0

(� 1)k 1
�( k + 1)�( k + � + 1)

� x
2

� 2k
! 0

=

= 2 � �
1X

k=0

(� 1)k 2k
2�( k + 1)�( k + � + 1)

� x
2

� 2k � 1
=

= 2 � �
1X

k=1

(� 1)k k
�( k + 1)�( k + � + 1)

� x
2

� 2k � 1
=

= 2 � � x
2

1X

k=1

(� 1)k 1
�( k)�( k + � + 1)

� x
2

� 2(k � 1)
=

= 2 � � x
2

1X

k=0

(� 1)k+1 1
�( k + 1)�( k + � + 2)

� x
2

� 2k
=

= � 2� �
1X

k=0

(� 1)k 1
�( k + 1)�( k + � + 2)

� x
2

� 2k+1
=

= � x � �
� x

2

� � 1X

k=0

(� 1)k 1
�( k + 1)�( k + � + 2)

� x
2

� 2k+1
=

= � x � �
1X

k=0

(� 1)k 1
�( k + 1)�( k + ( � + 1) + 1)

� x
2

� 2k+ � +1

Druhý vztah lze dokázat analogicky. �

5. J � +1 (x) =
2�
x

J � (x) � J � � 1(x) ; J 0
� (x) =

1
2

�
J � � 1(x) � J � +1 (x)

�
.

První formule (rekurentní vzorec) umo¾òuje vypoèítatJ � +1 (x) ze znalostiJ � (x) a J � � 1(x); druhá formule
je vzorec pro derivaci Besselovy funkce prvního druhu.

D.: První formuli z 4. vynásobíme x � , druhou x � � a rozepí¹eme derivaci souèinu. Tím dostaneme

J 0
� (x) �

�
x

J � (x) = � J � +1 (x) ; J 0
� (x) +

�
x

J � (x) = J � � 1(x) :

Odeètením tìchto rovnic dostaneme první formuli, seètenímdruhou. �

6. Platí

J0(x) =
1X

k=0

(� 1)k

�( k + 1)�( k + 1)

� x
2

� 2k
=

1X

k=0

(� 1)k

(k!)2

� x
2

� 2k
;

J1(x) =
1X

k=0

(� 1)k

�( k + 1)�( k + 2)

� x
2

� 2k+1
=

x
2

1X

k=0

(� 1)k

(k + 1)( k!)2

� x
2

� 2k
:

7. J � 1=2(x) =

r
2

�x
cosx ; J 1=2(x) =

r
2

�x
sinx :

D.: Ponìvad¾ podleC.4.3 je pro ka¾dék 2 N [ f 0g

�
�

k +
1
2

�
=

�
k �

1
2

� �
k �

3
2

�
� � �

�
k �

2k � 1
2

�
�

�
1
2

�
=

(2k � 1)(2k � 3) � � � 1
2k

p
� =

=
(2k)!

(2k)!!2k

p
� =

(2k)!
k!22k

p
� ;
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kde (2k)!! = 2 k(2k � 2)(2k � 4) � � � 2, tak platí �( k + 1)�
�
k + 1

2

�
= k!

(2k)!
k!22k

p
� =

(2k)!
22k

p
� a tedy

J � 1=2 =
1X

k=0

(� 1)k 1
�( k + 1)�

�
k + 1

2

�
� x

2

� 2k � 1=2
=

r
2

�x

1X

k=0

(� 1)k 22k

(2k)!

� x
2

� 2k
=

=

r
2

�x

1X

k=0

(� 1)k x2k

(2k)!
=

r
2

�x
cosx :

Druhý vztah se doká¾e analogicky.�

Rekurentní formule uvedené v5 spolu s vyjádøením funkcíJ0, J1, J � n , J � 1=2, J1=2 uvedenými v 6, 3 a 7
umo¾òují vypoèítat Besselovy funkce 1. druhu libovolného celoèíselného a poloèíselného øádu.

C.5.6 Vìta (Nulové body Besselových funkcí celoèíselného ø ádu)

Funkce Jn , n = 0 ; 1; 2; : : : má jednoduché nulové bodyxn 1; xn 2; xn 3; : : : takové, ¾e

0 < x n 1 < x n 2 < x n 3 < � � � ; lim
k !1

xnk = 1

a posloupnostf xnk g1
k=1 nemá hromadné body. FunkceJn , n = 1 ; 2; : : : má navícn-násobný nulový bodxn 0 = 0.

D.: Viz napø. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
kap. XV. �

C.5.7 Vìta (Orthogonalita Besselových funkcí celoèíselné ho øádu)

Besselovy funkceJn , n = 0 ; 1; 2; : : : splòují pro ka¾déa > 0 a v¹echnak; l 2 N rovnost

aZ

0

�J n

� xnk

a
�
�

Jn

� xnl

a
�
�

d� =

8
<

:

0; k 6= l

1
2 a2

�
Jn +1 (xnk )

� 2
; k = l

kde xnk (resp. xnl ) je k-tý (resp. l -tý) jednoduchý nulový bod funkce Jn .

D.: Polo¾mef (� ) = Jn

� xnk

a
�
�

, g(� ) = Jn

� xnl

a
�
�

. Pak

df (� )
d�

=
xnk

a
J 0

n

� xnk

a
�
�

;
d2f (� )

d� 2 =
� xnk

a

� 2
J 00

n

� xnk

a
�
�

:

Ponìvad¾Jn je øe¹ením Besselovy rovnice (C.31), platí

d2f (� )
d� 2 =

� xnk

a

� 2 � xnk

a
�
� � 2

�
�

xnk

a
�J 0

n

� xnk

a
�
�

�
� � xnk

a
�
� 2

� n2
�

Jn

� xnk

a
�
� �

=

= �
1
� 2

�
�

df (� )
d�

+
� � xnk

a
�
� 2

� n2
�

f (� )
�

;

tedy
d2f (� )

d� 2 +
1
�

df (� )
d�

+
� � xnk

a

� 2
�

n2

� 2

�
f (� ) = 0 :

Analogicky dostaneme
d2g(� )

d� 2 +
1
�

dg(� )
d�

+
� � xnl

a

� 2
�

n2

� 2

�
f (� ) = 0 :

První rovnost vynásobíme �g , druhou vynásobíme�f a odeèteme je:

� (gf 00� fg 00) + ( gf 0 � fg 0) + �fg
� � xnk

a

� 2
�

� xnl

a

� 2
�

= 0 :
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Po úpravì

� (gf 00+ g0f 0 � g0f 0 � fg 00) + ( gf 0 � fg 0) + �fg
x2

nk � x2
nl

a2 = 0 ;

d
d�

�
� (gf 0 � fg 0)

�
=

x2
nl � x2

nk

a2 �fg:

Integrací poslední rovnosti v mezích od 0 doa dostaneme

a
�
g(a)f 0(a) � f (a)g0(a)

�
=

x2
nl � x2

nk

a2

aZ

0

�f (� )g(� )d� :

Ponìvad¾f (a) = Jn

� xnk

a
a
�

= 0 a g(a) = Jn

� xnl

a
a
�

= 0, platí

0 =
x2

nl � x2
nk

a2

aZ

0

�J n

� xnk

a
�
�

Jn

� xnl

a
�
�

d� ;

tak¾e prok 6= l je dokazovaná rovnost splnìna.

Ponìvad¾Jn splòuje Besselovu rovnici (C.31), platí pro ka¾déx > 0 rovnost

x2Jn (x) = n2Jn (x) � xJ 0
n (x) � x2J 00

n (x):

Integrací per partes s vyu¾itím této rovnosti dostaneme
Z

x
�
Jn (x)

� 2
dx =

1
2

x2�
Jn (x)

� 2
�

Z
x2Jn (x)J 0

n (x)dx =

=
1
2

x2�
Jn (x)

� 2
�

Z �
n2Jn (x)J 0

n (x) � x
�
J 0

n (x)
� 2

� x2J 00
n (x)J 0

n (x)
�

dx =

=
1
2

x2�
Jn (x)

� 2
�

Z  
n2

2

h�
Jn (x)

� 2
i 0

�
�

x2

2

�
J 0

n (x)
� 2

� 0
!

dx =

=
1
2

x2�
Jn (x)

� 2
�

n2

2

�
Jn (x)

� 2
+

x2

2

�
J 0

n (x)
� 2

=
x2

2

� �
Jn (x)

� 2
+

�
J 0

n (x)
� 2

�
�

n2

2

�
Jn (x)

� 2
:

Podle C.5.5.5 je
�
Jn (x)

� 2
+

�
J 0

n (x)
� 2

=
�
Jn (x)

� 2
+

�
Jn � 1(x) � Jn +1 (x)

� 2
a tento výraz je podle C.5.5.2

pro x z pravého okolí nuly ohranièený. To znamená, ¾e

lim
x ! 0+

x2

2

h�
Jn (x)

� 2
+

�
J 0

n (x)
� 2

i
= 0 :

Dále podle C.5.5.2 je také

lim
x ! 0+

1
2

�
nJn (x)

� 2
= 0 :

Platí tedy

aZ

0

�
h
Jn

� xnk

a
�
�i 2

d� =
a2

x2
nk

x nkZ

0

x [Jn (x)]2 dx =

=
a2

x2
nk

�
x2

nk

2

� �
Jn (xnk )

� 2
+

�
J 0

n (xnk )
� 2

�
�

n2

2

�
Jn (xnk )

� 2
�

=
a2

2

�
J 0

n (xnk )
� 2

:

Podle C.5.5.4 je
� x � n Jn +1 (x) =

�
x � n Jn (x)

� 0
= �

n
xn +1 Jn (x) + x � n J 0

n (x);

tak¾eJ 0
n (xnk ) = � Jn +1 (xnk ). Celkem tedy

aZ

0

�
h
Jn

� xnk

a
�
�i 2

d� =
a2

2

�
Jn +1 (xnk )

� 2
;

co¾ je dokazovaná rovnost prok = l . �
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C.5.8 Vìta

Nech»� 2 Z a v je øe¹ením Besselovy rovnice (C.31) lineárnì nezávislé na J � . Pak

�
�
�
� lim
x ! 0+

v(x)

�
�
�
� = 1 .

D.: Oznaème

W = W (x) = W (x; J � ; v) =

�
�
�
�
J � (x) v(x)
J 0

� (x) v0(x)

�
�
�
� = J � (x)v0(x) � J 0

� (x)v(x)

wronskián funkcí J � , v. S vyu¾itím faktu, ¾eJ � a v jsou øe¹ením rovnice (C.31) dostaneme

d
dx

W =
d
dx

(J � v0 � J 0
� v) = J 0

� v0+ J � v00� J 00
� v � J 0

� v0 = J � v00� J 00
� v =

= J �
(� 2 � x2)v � xv0

x2 � v
(� 2 � x2)J � � xJ 0

�

x2 =
1
x

(J 0
� v � J � v0) = �

1
x

W:

Wronskián W tedy splòuje diferenciální rovnici W 0 = �
W
x

, co¾ znamená, ¾e

W (x) =
C
x

;

kde C je nìjaká nenulová konstanta (nebo» funkceJ � , v jsou nezávislé). Dále platí

d
dx

�
v
J �

�
=

v0J � � vJ 0
�

J 2
�

=
W
J 2

�
=

C
xJ 2

�
:

Buï � > 0 libovolná konstanta. Integrací poslední rovnosti v mezích od x do � dostaneme

v(x)
J � (x)

= D � C

�Z

x

d�

�
�
J � (� )

� 2 ;

kde D =
v(� )
J � (� )

je konstanta. Odtud plyne, ¾e pro ka¾déx 2 (0; � ) platí

v(x) = J � (x)

0

@D � C

�Z

x

d�

� (J � (� )) 2

1

A

a tedy

lim
x ! 0+

v(x) = D lim
x ! 0+

J � (x) � C lim
x ! 0+

J � (x)

�Z

x

d�

�
�
J � (� )

� 2 : (C.37)

Buï " > 0 libovolné. Polo¾me� =

(
(1 + ")2; � = 0
"2; � 2 Z n f 0g

. Pak � > 0 a podle C.5.5.2 k nìmu existuje

� > 0 takové, ¾e pro v¹echna� 2 (0; � ) je
�
J � (� )

� 2
< � . Odtud plyne, ¾e prox 2 (0; � ) platí

�Z

x

d�

�
�
J � (� )

� 2 =

�Z

x

d�

�
�
J � (� )

� 2 +

�Z

�

d�

�
�
J � (� )

� 2 >
1
�

�Z

x

d�
�

+

�Z

�

d�

�
�
J � (� )

� 2 =
1
�

ln
�
x

+

�Z

�

d�

�
�
J � (� )

� 2 ;

tedy

lim
x ! 0+

�Z

x

d�

�
�
J � (� )

� 2 �

�Z

�

d�

�
�
J � (� )

� 2 +
1
�

lim
x ! 0+

ln
�
x

= 1 :

Odtud vzhledem k C.5.5.2 a (C.37) dále plyne, ¾e pro� = 0 je

lim
x ! 0+

v(x) = ( � sgnC) 1
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a pro � 2 Z n f 0g podle de l'Hospitalova pravidla a podleC.5.5.5 je

lim
x ! 0+

v(x) = � C lim
x ! 0+

J � (x)

�Z

x

d�

�
�
J � (� )

� 2 = � C lim
x ! 0+

�R

x

d�

�
�
J � (� )

� 2

1
J � (x)

= � C lim
x ! 0+

�
1

x
�
J � (x)

� 2

�
J 0

� (x)
�
J � (x)

� 2

=

= � C lim
x ! 0+

1
xJ 0

�
= � C lim

x ! 0+

2
x

�
J � � 1(x) � J � +1 (x)

� :

Podle C.5.5.2 je funkce x 7! J � � 1(x) � J � +1 v pravém okolí nuly ohranièená a tedy

�
�
�
� lim
x ! 0+

v(x)

�
�
�
� = 1 . �

C.5.9 Vìta

Je-li � 62Z, jsou Besselovy funkce prvního druhuJ � a J � � øe¹ením rovnice (C.31) a jsou lineárnì nezávislé.

D.: Funkce J � ; J � � byly v C.5.2 nalezeny jako øe¹ení rovnice (C.31). Staèí tedy ovìøit tvrzení o nezávislosti.
Bez újmy na obecnosti lze pøedpokládat, ¾e� > 0.
Wronskián funkcí J � ; J � � je

W (x; J � ; J � � ) =

�
�
�
�

J � (x) J � � (x)
J 0

� (x) J 0
� � (x)

�
�
�
� = J � (x)J 0

� � (x) � J � � (x)J 0
� (x) =

=
� x

2

� �
u� (x)

� � x
2

� � �
u� � (x)

� 0

�
� x

2

� � �
u� � (x)

�� x
2

� �
u� (x)

� 0
=

=
� x

2

� �
u� (x)

�
�

�
2

� x
2

� � � � 1
u� � (x) +

� x
2

� � �
u0

� � (x)
�

�

�
� x

2

� � �
u� � (x)

�
�
2

� x
2

� � � 1
u� (x) +

� x
2

� �
u0

� (x)
�

=

= u� (x)u0
� � (x) � u� � (x)u0

� (x) �
2�
x

u� (x)u� � (x) :

Podle C.5.4 pro � 62Z platí

�
�
�
� lim
x ! 0+

W (x; J � ; J � � )

�
�
�
� = 1 , co¾ znamená, ¾e pro nìjakéx > 0 je

W (x; J � ; J � � ) 6= 0 a tedy podle známé vìty z teorie lineárních homogenních obyèejných diferenciálních
rovnic funkce J � ; J � � tvoøí fundamentální systém øe¹ení rovnice (C.31). �

Pro � 62Z tedy Besselovy funkce prvního druhuJ � a J � nu tvoøí fundamentální systém øe¹ení rovnice (C.31).
V pøípadì � 2 Z máme pouze jedno bázové øe¹ení (sr.C.5.5.3).

C.5.10 De�nice

Funkce Y� de�novaná pro ka¾dé� 2 R a ka¾déx 2 (0; 1 ) vztahem

Y� (x) = lim
� ! �

J � (x) cos�� � J � � (x)
sin ��

se nazýváBesselova funkce druhého druhu øádu� . (Nìkdy také Neumannova funkce.)

Pokud � 62Z, je jmenovatel zlomku za limitou nenulový a tedy pro � 62Z lze psát

Y� (x) =
J � (x) cos�� � J � � (x)

sin ��
:

Je-li � = n 2 Z, jsou èitatel i jmenovatel zlomku za limitou nulové a limitu lze tedy vypoèítat podle de l'Hospital-
ova pravidla:

Yn (x) =
1
�

��
@
@�

J � (x)
�

� = n
� (� 1)n

�
@
@�

J � � (x)
�

� = n

�
:

149



C.5.11 Vìta

Funkce Y� je øe¹ením rovnice (C.31) pro libovolné � 2 R. Pro wronskián funkcí J � a Y� platí W (x; J � ; Y� ) =
2

�x
.

(Funkce J � a Y� tedy tvoøí fundamentální systém øe¹ení rovnice (C.31).)

D.: Viz napø. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
str. 58{76. �

C.5.12 Poznámka

Besselovy funkce druhého druhu splòují stejné vztahy, jakofunkce prvního druhu:
�
x � � Y� (x)

� 0
= � x � � Y� +1 (x) ;

�
x � Y� (x)

� 0
= x � Y� � 1(x) ;

Y� +1 (x) =
2�
x

Y� (x) � Y� � 1(x) ;

Y 0
� (x) =

1
2

�
Y� � 1(x) � Y� +1 (x)

�

150



Dodatek D

Laplaceùv operátor v køivoèarém
souøadném systému

� u =
nX

i =1

@2u
@x2i

;

podrobnìji

� u(x1; x2; : : : ; xn ) = � x 1 ;x 2 ;:::;x n u(x1; x2; : : : ; xn ) =
nX

i =1

@2u(x1; x2; : : : ; xn )
@x2i

:

Souøadnicex1; x2; : : : ; xn transformujeme na souøadniceq1; q2; : : : ; qn . Pak je

x i = x i (q1; q2; : : : ; qn ) ; qi = qi (x1; x2; : : : ; xn ) ;
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Speciální pøípady:

Polární souøadnice v rovinì

x = r cos'; y = r sin '; r =
p

x2 + y2; ' = arctg
y
x

+
�
2

(1 � sgnx) + 2 k�

V tomto pøípadì je
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Laplaceùv operátor transformovaný do polárních souøadnictedy je
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Tento výsledek mù¾eme zapsat ve tvaru
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Cylindrické souøadnice v trojrozmìrném prostoru

x = r cos'; y = r sin '; z = z; r =
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Sférické souøadnice v trojrozmìrném prostoru

x = r cos' cos#; y = r sin ' cos#; z = r sin#;

r =
p

x2 + y2 + z2; ' = arctg
y
x

+
�
2

(1 � sgnx) + 2 k�; # = arcsin
z

p
x2 + y2 + z2

� r;';# u =
1
r 2

@
@r

�
r 2 @u

@r

�
+

1
r 2 cos2 #

@2u
@'2

+
1

r 2 cos#
@

@#

�
cos#

@u
@#

�

152


	Motivacní úlohy
	Vymírání populace
	Advekce a difúze
	Kmitání struny

	Metody charakteristik
	Parciální diferenciální rovnice prvního rádu
	Parciální diferenciální rovnice druhého rádu lineární ve druhých derivacích
	Kanonický tvar parciální diferenciální rovnice druhého rádu ve dvou nezávisle promenných lineární ve druhých derivacích
	Pocátecní úloha pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezávisle promenných
	Cvicení

	Metody integrálních transformací
	Fourierova transformace
	Laplaceova transformace
	Cvicení

	Metoda separace promenných (Fourierova)
	Hyperbolické rovnice
	Parabolické rovnice
	Eliptické rovnice
	Cvicení

	Metody rešení eliptické rovnice
	Integrace per partes a Greenovy vzorce
	Jednoznacnost rešení Dirichletovy a Neumannovy úlohy pro Poissonovu rovnici
	Laplaceova rovnice a harmonické funkce
	Metoda potenciálu
	Greenova funkce Laplaceova operátoru
	Vlastní císla a vlastní funkce Laplaceova operátoru
	Cvicení

	Schrödingerova rovnice
	Rešení za zjednodušujících predpokladu


