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■ Jev, který nemá př́ıčinu.
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■ Svévole bohyně Tyché (Fortuny).

■ Jev, který nemá př́ıčinu.
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■ Jev, který nemá př́ıčinu.
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Základńı pojmy

Pascalova sázka – 3 / 18
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■ Pravděpodobné je tvrzeńı, které neodporuje zkušenosti nebo poznáńı.

■ Pravděpodobnost je kvantita vyjadřuj́ıćı ḿıru (ne)jistoty.
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Gerolamo Cardano Blaise Pascal Pierre de Fermat
1501–1576 1623–1662 1601–1665

Toto nové učeńı . . . sjednocuje přesnost matematických důkaz̊u s neurčitost́ı našich
pokus̊u a smǐruje t́ım věci zdánlivě nesourodé.
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Christian Huygens Jakob Bernoulli Pierre-Simon Laplace
1629–1695 1654–1705 1749–1827

John von Neumann
1903–1957
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Rozhodováńı za nejistoty

Teorie her

Pascalova sázka – 6 / 18



Náhodný pokus a jeho výsledky
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Náhodný pokus a jeho výsledky
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Zplozeńı d́ıtěte Ω = { , }
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před provedeńım pokusu neńı jeho výsledek znám.
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Př́ıklady:
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Ranńı probuzeńı Ω = {Slunce vyjde, Slunce nevyjde}
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před provedeńım pokusu neńı jeho výsledek znám.
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Čekáńı na úspěch Ω = {1, 01, 001, 0001, 00001, 000001, . . . }
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Zplozeńı d́ıtěte Ω = { , }
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Čekáńı na tramvaj Ω = {x : 0 ≤ x ≤ délka časového intervalu}
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Čekáńı na úspěch Ω = {1, 01, 001, 0001, 00001, 000001, . . . }
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Př́ıklad – hod kostkou:
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Př́ıklad – hod kostkou:
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Náhodný jev

Pascalova sázka – 8 / 18
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Př́ıklad – hod kostkou:
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Pravděpodobnost jevu A, P(A) – č́ıslo z intervalu 〈0, 1〉

1. Klasická pravděpodobnost: Základńı prostor Ω je konečný.

P(A) =
♯A

♯Ω

Vlastnosti: P(Ω) = 1
A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)
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♯Ω
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A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)

Př́ıklad: Jaká je pravděpodobnost jevu A
”
při hodu kostkou nepadne šestka“?

P(A) =
♯{ , , , , }

♯{ , , , , , }
=

5

6
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Pravděpodobnost jevu A, P(A) – č́ıslo z intervalu 〈0, 1〉

1. Klasická pravděpodobnost: Základńı prostor Ω je konečný.

P(A) =
♯A

♯Ω

Vlastnosti: P(Ω) = 1
A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)

Př́ıklad: Jaká je pravděpodobnost jevu A
”
při hodu dvěma nerozlǐsitelnými mincemi

padnou obě na stejnou stranu“?

P(A) =
♯{ , }

♯{ , , }
=

2

3

nebo

P(A) =
♯{( , ), ( , )}

♯{( , ), ( , ), ( , ), ( , )}
=

1

2
?
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2. Zobecněná klasická pravděpodobnost: Základńı prostor Ω je konečný.
Každý elementárńı jev ω z Ω má váhu w(ω) (nezáporné č́ıslo).

P(A) =

∑

ω∈A

w(ω)

∑

ω∈Ω

w(ω)

Vlastnosti: P(Ω) = 1
A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)
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2. Zobecněná klasická pravděpodobnost: Základńı prostor Ω je konečný.
Každý elementárńı jev ω z Ω má váhu w(ω) (nezáporné č́ıslo).

P(A) =

∑

ω∈A

w(ω)

∑

ω∈Ω

w(ω)

Vlastnosti: P(Ω) = 1
A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)

Př́ıklad: Jaká je pravděpodobnost jevu A
”
při hodu dvěma nerozlǐsitelnými mincemi

padnou obě na stejnou stranu“?

w( ) = 1, w( ) = 2, w( ) = 1,

A =
w( ) + w( )

w( ) + w( ) + w( )
=

1 + 1

1 + 2 + 1
=

1

2
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Pravděpodobnost jevu A, P(A) – č́ıslo z intervalu 〈0, 1〉

3. Geometrická pravděpodobnost:

Základńı prostor Ω je geometrický útvar, který má ḿıru µ (úsečka má délku, obrazec
má obsah, těleso má objem).
Jev je takový útvar v základńım prostoru, že také má ḿıru µ.

P(A) =
µ(A)

µ(Ω)

Vlastnosti: P(Ω) = 1
A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)
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3. Geometrická pravděpodobnost:

Základńı prostor Ω je geometrický útvar, který má ḿıru µ (úsečka má délku, obrazec
má obsah, těleso má objem).
Jev je takový útvar v základńım prostoru, že také má ḿıru µ.

P(A) =
µ(A)

µ(Ω)

Vlastnosti: P(Ω) = 1
A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)

Př́ıklad: Jaká je pravděpodobnost, že při sťrelbě do terče tvaru čtverce o straně 1m
zasáhneme sťred, což je kruh o poloměru 1 cm?

Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 100, 0 ≤ y ≤ 100}, µ(Ω) = 10 000

A = {(x, y) : (x− 50)2 + (y − 50)2 ≤ 1}, µ(A) = π
.
= 3,14159265359

P(A)
.
= 0,000314
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Pravděpodobnost jevu A, P(A) – č́ıslo z intervalu 〈0, 1〉

4. Empirická pravděpodobnost:

Náhodný pokus zopakujeme n-krát. Počet výskyt̊u jevu A (četnost, frekvenci jevu A)
označ́ıme fA.

P(A) =
fA

n

Vlastnosti: P(Ω) = 1
A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)
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Pravděpodobnost jevu A, P(A) – č́ıslo z intervalu 〈0, 1〉

4. Empirická pravděpodobnost:

Náhodný pokus zopakujeme n-krát. Počet výskyt̊u jevu A (četnost, frekvenci jevu A)
označ́ıme fA.

P(A) =
fA

n

Vlastnosti: P(Ω) = 1
A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)

Př́ıklad: V roce 1970 se v ČSSR narodilo 228 531 dět́ı, z toho bylo 111 394 děvčat a
117 137 chlapc̊u. Jaká je pravděpodobnost narozeńı děvčete, chlapce?

P( ) =
111 394

228 531

.
= 0,4874 P( ) =

117 137

228 531

.
= 0,5126
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Buď v́ıme, že nastal jev H, nebo předpokládáme, že plat́ı hypotéza H.
Základńı prostor Ω zúž́ıme na H, H se stane základńım prostorem.
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Pravděpodobnost jevu A za podḿınky H: P(A|H) =
P(A ∩H)

P(H)
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Pravděpodobnost jevu A za podḿınky H: P(A|H) =
P(A ∩H)

P(H)

Závislost a nezávislost jev̊u:

■ Jevy A a B jsou deterministicky závislé: A ⊆ B, nebo A ⊆ Ω \B, nebo
B ⊆ A, nebo B ⊆ Ω \A

■ Jevy A a B jsou stochasticky nezávislé: P(A|B) = P(A) nebo P(B) = 0.
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Základńı prostor Ω zúž́ıme na H, H se stane základńım prostorem.

Pravděpodobnost jevu A za podḿınky H: P(A|H) =
P(A ∩H)

P(H)

Závislost a nezávislost jev̊u:

■ Jevy A a B jsou deterministicky závislé: A ⊆ B, nebo A ⊆ Ω \B, nebo
B ⊆ A, nebo B ⊆ Ω \A

■ Jevy A a B jsou stochasticky nezávislé: P(A|B) = P(A) nebo P(B) = 0.

Induktivńı úsudek: P(H|A) > P(Ω \H|A)
A

H

Inversńı pravděpodobnost: P(H|A) =
P(H)

P(A)
P(A|H)
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1. Háźı se několika kostkami. Při jakém počtu kostek je vhodné vsadit na to, že
padne šestka.



Úlohy ryt́ı̌re de Méré
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1. Háźı se několika kostkami. Při jakém počtu kostek je vhodné vsadit na to, že
padne šestka.

n – počet kostek,
jev A – aspoň jedna šestka padne,
jev B – šestka na jedné kostce nepadne

P(A) = 1−
(

P(B)
)n

= 1−

(

5

6

)n
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1. Háźı se několika kostkami. Při jakém počtu kostek je vhodné vsadit na to, že
padne šestka.

n – počet kostek,
jev A – aspoň jedna šestka padne,
jev B – šestka na jedné kostce nepadne

P(A) = 1−
(

P(B)
)n

= 1−

(

5

6

)n

P(A) > 1

2
pro n > 4, P(A)

.
= 0,598.
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1. Háźı se několika kostkami. Při jakém počtu kostek je vhodné vsadit na to, že
padne šestka.

2. Několikrát se háźı dvojićı kostek. Při jakém počtu hodů je vhodné vsadit na to,
že součet ok na obou kostkách bude 12.
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1. Háźı se několika kostkami. Při jakém počtu kostek je vhodné vsadit na to, že
padne šestka.

2. Několikrát se háźı dvojićı kostek. Při jakém počtu hodů je vhodné vsadit na to,
že součet ok na obou kostkách bude 12.

n – počet hodů,
jev A – součet dvanáct aspoň jednou padne,
jev B – součet dvanáct při jednom hodu nepadne

P(A) = 1−
(

P(B)
)n

= 1−

(

1−
1

36

)n

= 1−

(

35

36

)n
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1. Háźı se několika kostkami. Při jakém počtu kostek je vhodné vsadit na to, že
padne šestka.

2. Několikrát se háźı dvojićı kostek. Při jakém počtu hodů je vhodné vsadit na to,
že součet ok na obou kostkách bude 12.

n – počet hodů,
jev A – součet dvanáct aspoň jednou padne,
jev B – součet dvanáct při jednom hodu nepadne

P(A) = 1−
(

P(B)
)n

= 1−

(

1−
1

36

)n

= 1−

(

35

36

)n

P(A) > 1

2
pro n > 24, P(A)

.
= 0,506.
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Modelová situace: Hráči se dohodnou na náhodném pokusu a jevu A, který může
nastat. Prvńı hráč vsad́ı do banku částku c1, druhý hráč částku c2. Pokud jev A

nastane, bank dostane prvńı hráč, pokud nenastane, bank dostane druhý hráč.
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nastane, bank dostane prvńı hráč, pokud nenastane, bank dostane druhý hráč.

Označeńı: p = P(A), V – výhra prvńıho hráče.

V je náhodná veličina, záviśı na náhodě:

V =

{

c2, jev A nastal,

−c1, jinak.
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Modelová situace: Hráči se dohodnou na náhodném pokusu a jevu A, který může
nastat. Prvńı hráč vsad́ı do banku částku c1, druhý hráč částku c2. Pokud jev A

nastane, bank dostane prvńı hráč, pokud nenastane, bank dostane druhý hráč.

Označeńı: p = P(A), V – výhra prvńıho hráče.

V je náhodná veličina, záviśı na náhodě:

V =

{

c2, jev A nastal,

−c1, jinak.

Očekávaná výhra prvńıho hráče:

EV = pc2 + (1− p)(−c1)
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Bůh jest, nebo neńı. Ale kam se naklońıme? Rozum

tu nedovede nic rozhodnouti: je nekonečný chaos, který
nás rozdvojuje. Hra se hraje v nejzazš́ı krajnosti této
nekonečné vzdálenosti, kde vyjde hlava nebo orel. Oč
se sad́ıte? Rozumně nemůžete učiniti jedno ani druhé;
rozumně nemůžete hájiti z oboj́ıho nic.“

Pascal, Myšlenky, 233
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”
Bůh jest, nebo neńı. Ale kam se naklońıme? Rozum

tu nedovede nic rozhodnouti: je nekonečný chaos, který
nás rozdvojuje. Hra se hraje v nejzazš́ı krajnosti této
nekonečné vzdálenosti, kde vyjde hlava nebo orel. Oč
se sad́ıte? Rozumně nemůžete učiniti jedno ani druhé;
rozumně nemůžete hájiti z oboj́ıho nic.“

Pascal, Myšlenky, 233

p = P(Bůh existuje) > 0,

c1 = praktikovaná v́ıra, mravný život,

c2 = věčný život

EV = p · ∞+ (1− p)(−c1)
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Hra dvou hráč̊u v normálńım tvaru:
čtvěrice G = (X,Y, u, v), kde X, Y jsou konečné množiny a u, v jsou funkce
X × Y → R.

Množina X,resp. Y . . .množina strategíı prvńıho, resp druhého, hráče.

Funkce u, resp. v. . . výplatńı funkce prvńıho, resp. druhého, hráče.
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Nechť
X = {1, 2, . . . , n} Y = {1, 2, . . . ,m}

aij = u(i, j) bji = v(i, j)

A =











a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . anm











, B =











b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
bm1 bm2 . . . bmn











.
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Nechť
X = {1, 2, . . . , n} Y = {1, 2, . . . ,m}

aij = u(i, j) bji = v(i, j)

A =











a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . anm











, B =











b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
bm1 bm2 . . . bmn











.

S t́ımto označeńım dostaneme

u(i, j) = aij = e
T
i Aej , v(i, j) = bji = e

T
j Bei.

Matice A, B . . . výplatńı matice.

G = (X,Y, u, v) = (A,B)
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Hru lze vyjádřit tabulkou

hráč 2

1 2 . . . m

1
b11

a11

b21
a12

. . .
bm1

a1m

h
rá
č
1 2

b12
a21

b22
a22

. . .
bm2

a2m
...

...
...

. . .
...

n
b1n

an1

b2n
an2

. . .
bmn

anm
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John Craig

THEOLOGIÆ CHRISTIANÆ

PRINCIPIA MATHEMATICA

1699
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Bernard Bolzano

Lehrbuch der Religionswißenschaft,

ein Abdruck der Vorlesungshefte eines ehemaligen

Religionslehrers an einer katholischen Universität,

von einigen sener Schüler gesammelt und herausgegeben

Sulzbach
1834
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Bůh

zjevuje se je skrytý

vě̌ŕı
člověk

nevě̌ŕı
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Bůh
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vě̌ŕı
3 4

člověk
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2
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Bůh člověk
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Pascalova sázka – 17 / 18

Bůh
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vě̌ŕı
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Bůh

zjevuje se je skrytý

vě̌ŕı
3

4
4

2člověk

nevě̌ŕı
1

1
2

3
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Z předpokladu, že se Bůh chová racionálně, plyne, že člověk udělá nejlépe, když
v tohoto Boha nebude vě̌rit.
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Z předpokladu, že se Bůh chová racionálně, plyne, že člověk udělá nejlépe, když
v tohoto Boha nebude vě̌rit.

■ Bůh se nechová racionálně: ,,nejsouť zajisté myšleńı má jako myšleńı vaše,
prav́ı Hospodin.“, Iz 55,8.

■ Jde o popis skutečnosti: Bůh se nezjevuje, člověk v něho nevě̌ŕı.

Pascal: Vědy maj́ı dvě krajnosti, které se dotýkaj́ı; prvńı je čistá nevědomost

přirozená, v ńıž se nacházej́ı všichni lidé při narozeńı, druhá krajnost je ta, ke které

přicházej́ı veliké duše, které prošly všechno, co lidé věděti mohou, shledávaj́ı, že

nevěd́ı nic, a ocitaj́ı se v téže nevědomosti, ze které vyšly; ale to je nevědomost

učená, která se zná. Ti mezi oběma, ktěŕı vyšli z nevědomosti přirozené a nemohli

doj́ıti druhé, maj́ı jakýsi nátěr této vědy dostatečné a tvá̌ŕı se moudrými; ti bouř́ı svět

a posuzuj́ı všechno špatně. Soud́ı o všem špatně a svět soud́ı o nich dobře.
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Z předpokladu, že se Bůh chová racionálně, plyne, že člověk udělá nejlépe, když
v tohoto Boha nebude vě̌rit.

■ Bůh se nechová racionálně: ,,nejsouť zajisté myšleńı má jako myšleńı vaše,
prav́ı Hospodin.“, Iz 55,8.

■ Jde o popis skutečnosti: Bůh se nezjevuje, člověk v něho nevě̌ŕı.

Pascal: Každé náboženstv́ı, které něrekne, že Bůh je skryt, je nepravé; a

náboženstv́ı, které toho nezd̊uvodňuje, nepoučuje. Naše čińı to vše: Vere tu

es Deus absconditus.
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