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p =mx’,
F=mx"
Jednoducha dprava:
1
' = —p
m /
Fema’=m@) =m (L) = p
Tedy
;1
' =—p
p'=F(x)
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T =—p
m
p' =F(x)
Obecné:
x' = f(y)
Yy =g(x)

Zména (derivace) proménnych z jedné sady zavisé pouze na proménnych
z druhé sady.




' =—p
m
p' = F(x)
Centralni sila
cm




Centralni sila

Systém je tedy tvaru

m
p' =F(x)
cm
() = T3
||
, 1
x'=—p
m
;. cm
p 3
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D = 3
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Kineticka energie: —m|x'|" = — |p|
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Potencidlni energie: —
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Celkova energie (Hamiltonidn):
cm
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Hamiltonidn: H(x,p) ! Ip|* + T
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2m ||

nebo ve vektorovém tvaru
(gj)’_ (O E> (VmH($,P)>
p)  \~E O/ \v,H(z,p)

. oH\' , [(0H\' |,
navic: aH(w,p)—(a—m> x +<—) p =0
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x' = J(x)VH(x) kdeJ(z)=—J(x)'




x' = J(x)VH(x) kdeJ(z)=—J(x)'

Plati:

O H(x) = (VH(@) ' = (VH(@)) (@) VH (@) = 0




Hamiltonovsky systém

x' = J(x)VH(z) kde J(z)=—J(x)"

Plati:
2 1(a) = (V@) o' = (VA (@) ) VH () =

Platon, Timaios 28a: , Nejprve jest podle mého minéni stanoviti tuto rozluku:
co jest to, co stale jest, ale vzniku nem3,

a co jest to, co stdle vznika, ale nikdy neni jsouci.”
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x' = J(x)VH(z) kde J(z)=—J(x)"

Plati:
2 1(a) = (V@) o' = (VA (@) ) VH () =

Platon, Timaios 28a: , Nejprve jest podle mého minéni stanoviti tuto rozluku:
co jest to, co stale jest, ale vzniku nem3, Hamiltonian

a co jest to, co stale vznika, ale nikdy neni jsouci.” stavové proménné
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x = x(t) ...velikost populace v &ase t




glM] Modely populaéni dynamiky

xr = x(t) ...velikost populace v €ase t

n 2 =rx
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x = x(t) ...velikost populace v &ase t

m 2 =1z = exponencidlni rist
m Modifikace: 2’ = x (r — Bx)




x = x(t) ...velikost populace v &ase t

m 2 =rx = exponencialni rist
» Modifikace: 2/ = z(r — g(x))
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x = x(t) ...velikost populace v €ase t

m 2 =rx = exponencidlni rist
» Modifikace: 2/ = z(r — g(z))

Modely splecenstev:

x; = x;(t) ... velikost i-té populace spole€enstva v &ase t.
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x = x(t) ...velikost populace v &ase t

m 2 =rz = exponencidlni rist
» Modifikace: 2/ = z(r — g(z))

Modely splecenstev:

x; = x;(t) ... velikost i-té populace spolecenstva v &ase t.

m Kolmogorov: z = xi(ri — gi(w)), 1=1,2,....n

Matematika v biologii Il — 9 / 39



glM] Modely populaéni dynamiky

xr = x(t) ...velikost populace v €ase t

m 2 =rz = exponencidlni rist
» Modifikace: 2/ = z(r — g(z))

Modely splecenstev:

x; = x;(t) ... velikost i-té populace spolecenstva v &ase t.

m Kolmogorov: z = xi(ri — gi(w)), 1=1,2,....n
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glM] Modely populaéni dynamiky

xr = x(t) ...velikost populace v €ase t

m 2 =rz = exponencidlni rist
» Modifikace: 2/ = z(r — g(z))

Modely splecenstev:

x; = x;(t) ... velikost i-té populace spolecenstva v &ase t.

m Kolmogorov: z = xi(ri — gi(w)), 1=1,2,...,n
m Lotka a Volterra: nejjednodussi volba — v3echny funkce g; jsou linedrni.

gz(a}) = gi(xl,xg, .. .,CEn) = Zl bijiljj = (BZIZ)Z
]:
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x = x(t) ...velikost populace v €ase t

m 2 =rx = exponencidlni rist

» Modifikace: 2/ = z(r — g(z))

Modely splecenstev:

x; = x;(t) ... velikost i-té populace spole€enstva v &ase t.

s Kolmogorov: x = x; (ri — gi(m)), 1=1,2,....n
m Lotka a Volterra: nejjednodussi volba — v3echny funkce g; jsou linedrni

g%(x) — gi(xlaana x '73371) — Zl szxJ — (B(B)Z
‘7:

T, :xi(ri— (Bw)i), i=1,2,...,n
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x = x(t) ...velikost populace v €ase t

m 2 =rx = exponencidlni rist

» Modifikace: 2/ = z(r — g(z))

Modely splecenstev:

x; = x;(t) ... velikost i-té populace spole€enstva v &ase t.

s Kolmogorov: x = x; (ri — gi(m)), 1=1,2,....n
m Lotka a Volterra: nejjednodussi volba — v3echny funkce g; jsou linedrni

g%(x) — gi(xlaana x '73371) — Zl szxJ — (B(B)Z
‘7:

T, :xi(ri— (Bw)i), i=1,2,...,n

x' =xo(r —Bx)
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513,:33(7“ o by)7
Yy =y(—s+ cx).

Transformace: £ =Inz, n =Iny.

&'=r— bel,

n =—s 4+ cef.




513,:33(7“ o by)a
Yy =y(—s+ cx).

Transformace: £ =Inz, n =Iny.

&'=r— bel,

n =—s 4+ cef.

Bipartitni systém




Bipartitni systém
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Priklad: klasicky model dravec-kofrist

\a\f SVIy.

A
4:
&
A]ENS\S'

4

.CU/:CC(T o by)a
Yy =y(—s+ cx).

Bipartitni systém

H(z,y)=cx+by—slhx—riny

0 s 0 r
o) =c-g AW =b-y

oy (e=2) SoH(.y

(az) ~y (b 1) :<0 —xy) gz 1@ y)
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.CU/:CC(T o by)a
Yy =y(—s+ cx).

Bipartitni systém

H(z,y)=cx+by—slhx—riny

0 S
8mH( y) = C_E

[ ()
o w(e=3)

Hamiltonovsky systém

0
Oy

Priklad: klasicky model dravec-kofrist

)_b—g
0

) 5,12 Y)
0
8yH( y)
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& = &i(t) ... abundance i-tého druhu




& = &i(t) ... abundance i-tého druhu




& = &i(t) ... abundance i-tého druhu

&=&pi(€), 1i=1,2,...

... relativni abundance 7-tého druhu

s




& = &i(t) ... abundance i-tého druhu

n
N:=2.¢&
j=1
= % ... relativni abundance 7-tého druhu
/! €7{N — sz/
x; = 2
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& = &i(t) ... abundance i-tého druhu

J

N := Zlﬁj, N' = Zlﬁj%(é)
_— ]:
= % ... relativni abundance -tého druhu

/! g;N _ gZN/
T, = 72

)
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& = &i(t) ... abundance i-tého druhu
& =Cipi(€), i=1,2,....n
N:=3 & N =5 &p&)
j=1 j=1
R % ... relativni abundance -tého druhu
EN — § N n
T = N2 o z;0(§) — i Y zjpi(§)
j=1
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& = &i(t) ... abundance i-tého druhu
& =Gipi(€), 1=1,2,....n
N:=> &, N =2 &p;§)
j=1 j=1
R % ... relativni abundance -tého druhu

= wipl€) — 3 Y w05 (6)

Jj=1

fi(x):= pi(Nx) = ¢;(§)
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& = &i(t) ... abundance i-tého druhu
& =Gipi(€), 1=1,2,....n
N:=> &, N =2 &p;§)
j=1 j=1
R % ... relativni abundance -tého druhu

N (@) - Y (@
fi(x):= ﬁi(NiB) = ;(&)
flx):= 3" z;fj(x)

j=1
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& = &i(t) ... abundance i-tého druhu
& =Gipi(€), 1=1,2,....n
N:=> &, N =2 &p;§)
j=1 j=1
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& = &i(t) ... abundance i-tého druhu

J

N := Zlﬁj, N' = Zlﬁj%(é)
_— ]:
R % ... relativni abundance -tého druhu

'N — z'N/ n
LBQ — gz N2€ — xzfz(a:) — XI; ]gl SEJfJ(QZ)

fi(x) ...zdatnost (fitness) i-tého druhu

f(x) ...primé&rna zdatnost

v; = ai(filx) — f(z)), i=1,2,...,n
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Vyvoj abundanci druhi tvoficich spole€enstvo:

{,Z:&gpz(ﬁ), i=1,2,...,n

Vyvoj relativnich abundanci:

z; Zﬂfi(fi(flf) —f_(fﬂ))a 1=1,2,...,n
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Vyvoj abundanci druhi tvoficich spole€enstvo:

Vyvoj relativnich abundanci:

z; :fBz'(fz'(w) _f(w))a 1=1,2,...,n

vektor abundanci:

& =€o0p(§)

vektor relativnich abundanci:

' =xo(E—x1")f(x)
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Vyvoj abundanci druhi tvoficich spole€enstvo:

52261902(6% i:1727"'7n

Vyvoj relativnich abundanci:

7 :xz'(fz'(w) _f(w))a 1=1,2,...,n

vektor abundanci:

& =¢€o0p(§)

vektor relativnich abundanci:

' =xo(E—x1")f(x)
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faze plodna faze faze
— — > —
zygoty faze gamet zygoty

¢as t Cast+1




a plodn3 faze 6
e , — — >

zygoty faze gamet zygoty

Cas t Cast+1

Lokus s alelami A, a




a plodn faze faze

e , — — >

zygoty faze gamet zygoty
Tt LTt41

Cas t Cast+1

Lokus s alelami A, a
x¢ ... relativni Cetnost alely A v Case t
1 — ¢ ... relativni &etnost alely a v Case t




plodna faze faze
e , — — >
faze gamet zygoty
Lt Lt+1
Cast+ 1

Lokus s alelami A, a
x¢ ... relativni Cetnost alely A v Case t
G4 ... polet zygot
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G
6 plodni faze faze
— , — —
zygoty faze gamet zygoty
Lt Lt+1

cas t cast+1

Lokus s alelami A, a

x¢ ... relativni Cetnost alely A v Case t

Gy ... polet zygot

pPaa ... relativni ¢etnost genotypu AA, atd.

PAA = Ty
Paa = x(l—x) 4+ (1 — )y
Paa = (I —x¢)(1—2¢)
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G
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—_ , — —
zygoty faze gamet zygoty
Tt Lt41
cas t Cast+1

Lokus s alelami A, a
x¢ ... relativni Cetnost alely A v Case t
Gy ... polet zygot
pPaa ... relativni ¢etnost genotypu AA, atd.
bPAA — ZC%, PAa — th(l — xt)v Paa — (]- - xt)2
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zygoty faze gamet zygoty
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Lokus s alelami A, a
x¢ ... relativni Cetnost alely A v Case t
G4 ... polet zygot
pPaa ... relativni ¢etnost genotypu AA, atd.
bPAA — ZU%, PAa — th(l — xt)v Paa — (]- - xt)2

Saa ... pravdépodobnost, Ze zygota genotypu AA prezije aZ do faze plodnosti, atd.
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nNaAA, NAay Naa

G
6 g plodna G faze
—= , — —
zygoty faze gamet zygoty
Lt Lt+1

cas t cast+1

Lokus s alelami A, a
x¢ ... relativni Cetnost alely A v Case t
G ... polet zygot
pPaa ... relativni ¢etnost genotypu AA, atd.
bPAA — ZU%, PAa — th(l — xt)v Paa — (]- - xt)2
Saa ... pravdépodobnost, Ze zygota genotypu AA prezije aZ do faze plodnosti, atd.
naa ... pocet plodnych jedincii genotypu AA, naa = SaapaaGe, atd.
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nNaAA, NAay Naa

G
6 g plodna G faze
—= , — —
zygoty faze gamet zygoty
Lt Lt+1

cas t cast+1
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Lokus s alelami A, a
x¢ ... relativni Cetnost alely A v Case t
G ... polet zygot
pPaa ... relativni ¢etnost genotypu AA, atd.
bPAA — Zlf%, PAa = th(l - xt)v Paa — (]- - xt)2

Saa ... pravdépodobnost, Ze zygota genotypu AA prezije aZ do faze plodnosti, atd.
naa ... pocet plodnych jedincii genotypu AA, naa = SaapaaGe, atd.

naa = SaaGixi, nag = 254aGiri(1 — 24), Naa = SaaGe(l — x4)?
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FHW rovnice

nNaAA, NAay Naa

G
6 g plodna G faze
—= , — —
zygoty faze gamet zygoty
Lt Lt+1

cas t cast+1

NSV
)
VENsys®

4
P

%YAN/\ ©

Lokus s alelami A, a
x¢ ... relativni Cetnost alely A v Case t
G ... polet zygot
pPaa ... relativni ¢etnost genotypu AA, atd.
bPAA — Zlf%, PAa = th(l - xt)v Paa — (]- - xt)2

Saa ... pravdépodobnost, Ze zygota genotypu AA prezije aZ do faze plodnosti, atd.
naa ... pocet plodnych jedincii genotypu AA, naa = SaapaaGe, atd.

naa = SaaGixi, nag = 254aGiri(1 — 24), Naa = SaaGe(l — x4)?

2na4 + Nag
Q(nAA + NAg + naa)

Li41 =
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nNaAA, NAay Naa

G
6 g plodna G faze
—= , — —
zygoty faze gamet zygoty
Lt Lt+1

cas t cast+1

Lokus s alelami A, a
x¢ ... relativni Cetnost alely A v Case t
G ... polet zygot
pPaa ... relativni ¢etnost genotypu AA, atd.
bPAA — Zlf%, PAa = th(l - xt)v Paa — (]- - xt)
Saa ... pravdépodobnost, Ze zygota genotypu AA prezije aZ do faze plodnosti, atd.
naa ... pocet plodnych jedincii genotypu AA, naa = SaapaaGe, atd.
naa = SaaGixi, nag = 254aGiri(1 — 24), Naa = SaaGe(l — x4)?

2

N 2nA4 + Naq . Saars + Saa(l — x¢)
U 9(naa + naa + Naa) Y5422 4 284021 — 1) + Saa(l — z1)2
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SAACE | L ) )2
+ —x 1 + St 1 — x4
SAa( a(
a
t t)
2
SAAﬂct

Tt+1




$ FHW rovnice
Uk

Saaxe + Saa(l —xy)

T T G At 1 28 a0i (1 — 1) + Saa(l — 1)
i

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky
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Saars + Saa(l—xy)

T = SAA$2 + 2SAawt 1 — T¢) + Saa 1— Tt 2
t

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky

w ... nahodna veli¢ina ,zdatnost alely”
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Saaze + Saa(l —xy)

T — T
TS 4aa] 1 25 00w (1— 20) + Saa(l — )2

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky

w ... nahodna veli¢ina ,zdatnost alely”
1, alela je v genotypu prezivajiciho jedince
w =
0, jinak
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Saars + Saa(l—xy)

e SAAx2 + 2SAaxt 1 — T¢) + Saa 1— L 2
t

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky

w ... nahodna veli¢ina ,zdatnost alely”
w ... stfedni hodnota w




Saat: + Saq(l — )

sias :xtSAAZI?2—|—QSAa£I?t 1 —a¢) +S,,(1 — x4)?
t

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky

ndhodnd veliina ,,zdatnost alely”
. stfedni hodnota w

= Sanx2 4 254021 (1 — 1) + Saall — z;)?2

SRS

&
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FHW rovnice

SISV
&
VeNnsys*

P

%ANA%

Saaxs + Saq(l —x)
Saar? +2Sa4,7¢(1 — 24) + Saa(1 — 14)2

Lt41 — Tt

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky

w ... nahodna veli¢ina ,zdatnost alely”
w ... stfedni hodnota w

S

= Saaxi + 254004 (1 — x4) + Saa(1 — 24)*=
— (SAAxt + Saa(l - xt))xt + (SAaCEt + Sga(l — xt))(l — Xy)
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FHW rovnice
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Saaxs + Saq(l —x)
Saar? +2Sa4,7¢(1 — 24) + Saa(1 — 14)2

Lt41 — Tt

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky

w ... nahodna veli¢ina ,zdatnost alely”
w ... stfedni hodnota w

S

= Saaxi + 254004 (1 — x4) + Saa(1 — 24)*=
= (Saamt + Saa(l — 1))z + (Saa@t + Saa(l — 1)) (1 — z4)=
= wars + we (1 — xy)
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FHW rovnice
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&
VeNnsys*

P
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Saaxs + Saq(l —x)
Saar? +2Sa4,7¢(1 — 24) + Saa(1 — 14)2

Lt41 — Tt

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky

w ... nahodna veli¢ina ,zdatnost alely”
w ... stfedni hodnota w
W= SAa1? + 252074 (1 — x4) + Sau (1l — 24)*=
= (SAAxt + S4q(1 — xt))xt T (SAaxt + Saa(l — xt))(l — x¢)=
= waxs + Wy (1 — x¢)
w4 ... zdatnost alely A
w, ... zdatnost alely a
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Saaxs + Saq(l —x)
Saar? +2Sa4,7¢(1 — 24) + Saa(1 — 14)2

Lt41 — Tt

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky

w ... nahodna veli¢ina ,zdatnost alely”
w ... stfedni hodnota w
W= SAa1? + 252074 (1 — x4) + Sau (1l — 24)*=
= (SAAxt + S4q(1 — xt))xt T (SAaxt + Saa(l — xt))(l — x¢)=
= waxs + Wy (1 — x¢)
w4 ... zdatnost alely A
w, ... zdatnost alely a

wA
Li41 — Lt —w
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FHW rovnice

SISV
&
VeNnsys*

P

%ANA%

Saaxs + Saq(l —x)
Saar? +2Sa4,7¢(1 — 24) + Saa(1 — 14)2

Lt41 — Tt

Fisherova-Haldaneova-Wrightova rovnice matematické populaéni genetiky

w ... nahodna veli¢ina ,zdatnost alely”
w ... stfedni hodnota w
W= SAa1? + 252074 (1 — x4) + Sau (1l — 24)*=
= (SAAxt + S4q(1 — xt))xt T (SAaxt + Saa(l — xt))(l — x¢)=
= waxs + Wy (1 — x¢)
w4 ... zdatnost alely A
w, ... zdatnost alely a

wA
Li41 — Lt —w

Axry = x4 (w—_A — 1)

w
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wA . , .
fa = — ... normalizovana relativni zdatnost alely A
w

Ar =z(fa—1)

Replikatorova rovnice




WA . , .
fa = — ... normalizovana relativni zdatnost alely A
W

Ar =z(fa—1)

Replikatorova rovnice

Rovnice odvozena ze selek&niho systému:

z; Zﬂfi(fi(flf) —f(fﬂ))a 1=1,2,...,n




WA . , .
fa = — ... normalizovana relativni zdatnost alely A
W

Ar =z(fa—1)

Replikatorova rovnice

Rovnice odvozena ze selek&niho systému:

z; in(fi(fﬂ) —f(w))a 1=1,2,...,n




Uvod

Motivace: Fyzika
Ekologie

Genetika

Replikatorova
rovnice |

Obecné vlastnosti
replikatorové rovnice
Rovnice s linedrnimi
zdatnostmi
Taylorova-Jonkerova
a Lotkovy-Volterrovy
rovnice

P¥iklad: n = 2
Vlastnosti
Taylorovy-Jonkerovy
rovnice

Hry

Replikatorova
rovnice ||

Pyiklady

Literatura

Replikatorova rovnice |
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ZU,’L-ZZIZZ' fz(CB)—ZZIZ]f](CIJ) , i:1,2,...,n
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Vensys

Obecné vlastnosti replikatorové rovnice
4

P

/ANA®

n
vp=a; | fim) =Y xifi(®) |, i=1,2,....n
j=1

So={weR) 1Tw =1}, $;={zecR} 1Ta=1}, 085, =55

n-rozmérny simplex, resp. jeho vnitfek, resp. jeho hranice.
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n
ZU,’L-ZZIZZ' fz(CB)—ZZIZ]f](CIJ) , i:1,2,...,n
J=1

m £(0) € S, = x(t) € S, pro viechna t > 0
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Obecné vlastnosti replikatorové rovnice

mn
v [ flw) - S aii@) | =12
j=1

m £(0) € S, = x(t) € S, pro viechna t > 0

m x(0) € 95, = x(t) € 95, pro vSechna t > 0
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Obecné vlastnosti replikatorové rovnice

JANA'®

n
vp=a; | fim) =Y xifi(®) |, i=1,2,....n
j=1

m £(0) € S, = x(t) € S, pro viechna t > 0
m z(0) € 05, = x(t) € 95, pro véechna t > 0

m (0) € S; = x(t) € S, pro viechna t > 0
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Obecné vlastnosti replikatorové rovnice

n
vp=a; | fim) =Y xifi(®) |, i=1,2,....n
j=1

x(0) € S, = x(t) € S, pro véechna t > 0
x(0) € 0S5, = x(t) € 3S,, pro viechna t > 0
x(0) € S; = x(t) € S, pro v8echnat > 0

Necht ¥ : S,, — R je spojita funkce. Polozme ¢; = f; + ¥ pro viechna
i €{1,2,...,n}. Pak x je FeSenim p¥edchozi rovnice pravé tehdy, kdyz
je feSenim rovnice

n
T, = 1 gz-(a:)—z:cjgj(w) : i=1,2,...,n.
j=1

Matematika v biologii Il — 16 / 39
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Obecné vlastnosti replikatorové rovnice

%

vp=a; | fim) =Y xifi(®) |, i=1,2,....n
j=1
Véta: Necht existuje bod & € S,, a jeho okoli U tak, Ze
Z:%Zfz(m) > f(x) provéechny x € S, N (U~ {z}).
i=1

Pak & je asymptoticky stabilni rovnovaZzny bod rovnice.
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Obecné vlastnosti replikatorové rovnice
4

%

YANJ\\)’

vp=a; | fim) =Y xifi(®) |, i=1,2,....n
j=1
Véta: Necht existuje bod & € S,, a jeho okoli U tak, Ze
Z:%Zfz(m) > f(x) provéechny x € S, N (U~ {z}).
i=1

Pak & je asymptoticky stabilni rovnovaZzny bod rovnice.

T ...evolu&né stabilni stav.
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ZU,IL-ZZIZZ' fz(CIJ)—ZZIZ]f](CIJ) , i=1,2,...,n
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'Qé 5

SISV

Rovnice s linearnimi zdatnostmi

VeNsys®

N
vt

n
vi=ai | filw) =Y wifi(w) ]|, i=1,2,...,n
j=1

n
f’i(xlax27'“7x’n) — § Aik Lk
k=1
n n o n
I .. . _ . —=1.92
T, = T; Qi Tk rijaiprr |, 1=1,2,...,n
k=1 7=1 k=1

Taylorova-Jonkerova rovnice
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Rovnice s linearnimi zdatnostmi
Fs

P

/ANA®

n
vp=a; | fim) =Y xifi(®) |, i=1,2,....n
j=1

n

fi($17$27---7$n) — E Ak Lk
k=1
n n mn
I .. . _ P ' —=1.92
O ;L Tk riaipry |, 1=1,2,...,n
k=1 71=1 k=1

Taylorova-Jonkerova rovnice

v, = z;(Az); —z'Az), i=1,2,..

N
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Rovnice s linearnimi zdatnostmi
Fs

P

/ANA®

n
vp=a; | fim) =Y xifi(®) |, i=1,2,....n
j=1

n

fi($17$27---7$n) — E Ak Lk
k=1
n n mn
I .. . _ P ' —=1.92
O ;L Tk riaipry |, 1=1,2,...,n
k=1 71=1 k=1

Taylorova-Jonkerova rovnice

v, = z;(Az); —z'Az), i=1,2,..

N
/

i=xi(e;—x)"Ax, i=1,2,....n
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Rovnice s linearnimi zdatnostmi
Fs

P

/ANA®

n
vp=a; | fim) =Y xifi(®) |, i=1,2,....n
j=1

n

fi($17$27---7$n) — E Ak Lk
k=1
n n mn
I .. . _ P ' —=1.92
O ;L Tk riaipry |, 1=1,2,...,n
k=1 71=1 k=1

Taylorova-Jonkerova rovnice

v, = z;(Az); —z'Az), i=1,2,..

)
T ——x-(e-—w)lAw 1 =1,2 n
1 1\ ’ ) Syt

' =zo ((E—zl")Ax)
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T
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A~

Taylorova-Jonkerova a Lotkovy-Volterrovy rovnice
4

e

YANJ\\)’

/

T :azi((Aa:)z- —a:TAa:), i=1,2,...,n

PoloZzme b;; = an; — a5, 7i = Gin — Qpp pro s, j = 1,2,...,n— 1.
Transformace nezavisle promé&nné (&asu) a funkci x; dané rovnostmi

t .
T = [ xp(s)ds, yj:&, i=1,2,....,.n—1
0 Ln

zobrazi trajektorie replikatorové rovnice s pocate¢ni hodnotou ve vnitfku
simplexu S, na trajektorie Lotkova-Volterrova systému

dy' n—1
i :
E:yj Tj—;bjkyk : 17=12,....,n—1

s poate¢ni hodnotou v kladném orthantu R”'.
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z; = z; ((Ax); —:L'TA:B), i=1,2,....n

7

vi=yi(rj— (By);), j=12...,n—1

Systémy jsou topologicky ekvivalentni







ail a2
A
az1 a2




a1 a
A (@11 @12
a21 (22
odpovidajici Lotkova-Volterrova rovnice je

dy
dr

= y(a12 — az — (a1 — a1n)y)




a a
A — 11 12
a1 a2

odpovidajici Lotkova-Volterrova rovnice je

dy

E — y(a12 — a99 — (CL21 — all)y)

To je (Verhulstova) logisticka rovnice.




WERS7,
ﬁﬁ Ay

JSV
@\5 W

4

Priklad: n = 2

)
O/VENS\S'

/ANA®

a1 a
A (@11 @12
a21 (22
odpovidajici Lotkova-Volterrova rovnice je

dy
d_q- — y(alg — a99 — (a21 — all)y)

To je (Verhulstova) logisticka rovnice.
Regeni s potatetni podminkou y(0) = 3o > 0 je

y(T) = (a12 — a22)yo
(CL21 - a11)yo + <CL12 — a99 — (CL21 — all)yo)e(a22—a12)7
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T
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A
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z' A
z)
7
=1
, 2
)




z; = z; ((Ax); —:L'TA:B), i=1,2,....n

7

m S, 05,, S, jsou pozitivné invariantni mnoziny rovnice.
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4
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Vlastnosti Taylorovy-Jonkerovy rovnice

/

T :azi((Aa:)z- —a:TA:B), i=1,2,...,n

m S,, 0S5,, S, jsou pozitivné invariantni mnoziny rovnice.

m PYi¢teni diagonalni matice k matici A nebo pfi¢teni konstantniho vektoru
ke sloupci (¥adku) matice A nezméni FeSeni rovnice.
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Vlastnosti Taylorovy-Jonkerovy rovnice

v, = z;(Az); —z'Ax), i=1,2,...,n

m S,, 0S5,, S, jsou pozitivné invariantni mnoziny rovnice.

m PYi¢teni diagonalni matice k matici A nebo pfi¢teni konstantniho vektoru
ke sloupci (¥adku) matice A nezméni FeSeni rovnice.

m Evoluéné stabilni stav &£ ma vlastnost
2TAz > ' Ax

pro vSechny « € S, N (U ~ {&}); U je okoli &.

Matematika v biologii Il — 20 / 39
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Uvod
Motivace: Fyzika
Ekologie

Genetika

Replikatorova
rovnice |

Definice
Strategie
Partnerska hra

Symetricka hra
Maticova hra a
replikdtorova rovnice

Replikatorova
rovnice ||

P¥iklady

Literatura
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Definice

Hra dvou hralid v normalnim tvaru:
Ctvefice G = (X, Y, u,v), kde X, Y jsou konecné mnoZiny a u, v jsou funkce
X xY —R.

Mnoziny X, resp. Y ... mnoZiny strategii prvniho, resp. druhého, hrace.

Funkce u, resp. v...vyplatni funkce prvniho, resp. druhého, hrace.

Matematika v biologii Il — 22 / 39



PoloZme
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g Definice
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TANA B
PoloZme

X=A{12,....n} Y ={1,2,...,m}

e e
Ka;ﬂ a;@g aq;m) ben:ﬂ b,n;g bmn)

S timto oznaéenim mame

”LL(Z,]) = CLz'j = e;rAej, =

’U(Z,]) — 04 — ]TBeZ

Matice A, B ... vyplatni matice.
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Definice

Gg=(X,Y,u,v) = (A B)

Hra miZe byt reprezentovana tabulkou

hra¢ 2
1 m
. b11 ba1 b1
a1 @192 a1,
5 b12 b2 b2
9 a1 22 a2,
|-
= :
bln b2n bmn
n
an1 an?2 Anm
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¢ Definice
&

X

Pravdépodobnostni rozsiteni bimaticové hry G = (X, Y, u,v):
Ctvefice G* = (X*, Y™ u*, v*);
X* — Sn, Y* — Sm,

u*, v* jsou funkce X* X Y* — R, definované rovnosti

u(z,y) =x'Ay, v*(z,y) =y Bz

X, Y ...ryzi strategie

X*, Y™ ...smiSené strategie

Matematika v biologii Il — 22 / 39
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Pravdépodobnostni rozsiteni bimaticové hry G = (X, Y, u,v):
Ctvefice G* = (X*, Y™ u*, v*);
X* — Sn, Y* — Sm,

u*, v* jsou funkce X* X Y* — R, definované rovnosti

u(z,y) =x'Ay, v*(z,y) =y Bz

X, Y ...ryzi strategie

X*, Y™ ...smiSené strategie

G* = (X*,Y*,u*,v*) — (Av B)
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T € X* ... nejlepsi odpovéd na strategii y € Y*:
(Vo € X*) u*(z,y) = 2" Ay > z' Ay = u*(z, y)

y € Y* ... nejlepsi odpovéd na strategii x € X*:
(Vy € Y*) v*(z,y) = y'Bx > y"'Bx = v*(x,y).




: lM] Strategie
A E

T € X* ...nejlepsi odpovéd na strategii y € Y*:

(Vo € X*) u*(z,y) = 2" Ay > ' Ay = u*(x, y)
gy € Y* ... nejlepsi odpovéd na strategii x € X*:

Yy € Y*) v*(z,y) = y'Bx > y'Bx = v*(x,y).

(®,y) € X* xY* ... (Nashova) rovnoviha:

Vi e X*W(yeY*)z"Ay >x"Ay, y'Bz >y Bz

tj. * je nejlepsi odpovédi na y a soucasné y je nejlepsi odpovédi na .

Matematika v biologii Il — 23 / 39
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g:(A,B),CER+
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Vensys

Partnerska hra

e

YANJ\\)’

g:(A,B),CER+

G se nazyva c-partnerska hra, pokud

(3D,p,q) A=D +1q",
tj. ayj = dij +q5, bji = cdij + p;

B=cD" +1p'

Matematika v biologii Il — 24 / 39
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g:(A,B),CER+

G se nazyva c-partnerska hra, pokud

(3D,p,q) A=D+1q', B=cD'+1p'
tj. ayj = dij +q5, bji = cdij + p;
G se nazyva hra se stejnym zdjmem (identical interest game), pokud
ol ha

tj. A=BT

Matematika v biologii Il — 24 / 39
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: ¢ Symetricka hra
?f??éNA“%§
G =(A,B)

G se nazyva symetricka hra, pokud

. u(i,j) = v(j, i)

A

B
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: ¢ Symetricka hra
?@ANA@&
G =(A,B)

G se nazyva symetricka hra (maticova hra), pokud

A=B
. u(i,j) = v(j, i)

Matematika v biologii Il — 25 / 39



: m Symetricka hra
??VANA@f
g = (A,B)
G se nazyva symetricka hra (maticova hra), pokud

A=B
. u(i,j) = v(j, i)

(x,9) € X*2 je rovnovdZnou strategii, pokud

(Ve,y € X*) z"Ay > x"Ay, y'Az >y Az
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@ Symetricka hra
J@wﬂﬁ?ﬁ
§ = (A7 B)
G se nazyva symetricka hra (maticova hra), pokud

A=B
. u(i,j) = v(j, i)

Z.7) € X*? ie rovnovdZnou strate 1/, pokud
Y J gll, P

(Ve,y e X*) z"Ay > x"Ay, y'Az >y Az

T € X* je symetricka (Nashova) rovnovaha, pokud
(Z, ) je rovnovahou hry (A, A), tj.

(Ve € X*) 2"Az > " Az
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Maticova hra a replikatorova rovnice
4

e

/ANA®

/

T :azi((Aa:)z- —a:TA:B), i=1,2,...,n

x — evoluéné stabilni stav rovnice

4

& — nejlep¥i odpovéd na jakoukoliv strategii z jejiho okoli ve hie G = A
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Maticova hra a replikatorova rovnice
4

P
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/

T :azi((Aa:)z- —a:TA:B), i=1,2,...,n

x — evoluéné stabilni stav rovnice

4

& — nejlep¥i odpovéd na jakoukoliv strategii z jejiho okoli ve hie G = A

N ... mnozina symetrickych Nashovych rovnovdh maticové hry G = A
E ... mnoZina stacionarnich ¥eSeni rovnice
S ...

mnozina stabilnich stacionarnich ¥eSeni rovnice

SCNCE
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Replikatorova
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Hry

rovnice |l
Replikatorova
rovnice bimaticové
hry

Jednoduché
vlastnosti bimaticové
replikatorové rovnice
P¥iklad:
n=m=2
Stacionarni ¥eseni
replikatorovych
rovnic

Bipartitni systém
Hamiltonovsky
systém

Pyiklady

Literatura

Replikatorova rovnice i
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Replikatorova rovnice bimaticové hry

) :ajz((Ay)Z— — mTAy), i=1,2,....n

vi=y;j((Bx); —y'Bx), j=12,...,m
v =x;(e; — x)T Ay, i=1,2,...,n
y;:y](e] —y)TBZB, J = 1727' , T
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Replikatorova rovnice bimaticové hry

:C; :xz((Ay)Z — ZBTAy), 1=1,2,...,n
vi=y;j((Bx); —y'Bx), j=12,...,m
v =x;(e; — x)T Ay, i=1,2,...,n
y;:y](e] —y)TBZB, J = 1727' , T
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Replikatorova rovnice bimaticové hry

) :ajz((Ay)Z— — wTAy), i=1,2,....n
v;=y;((Bx); —y'Bz), j=1,2....m
v =x;(e; — x)T Ay, i=1,2,....n
y; :yj(e] T y)TBZE, J = 1727 , T
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rovnice

/

x = xz((Ay)Z — mTAy),
i =y (

~
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Vensys

rovnice
T = x;
/
Y;i =Y

(
(

(Ay); — x"Ay),
(Bx); — yTBm),

Jednoduché vlastnosti bimaticové replikatorove

m S, X Sy, 05, X 0S5y, S, xS, jsou pozitivné invariantni mnoziny

rovnice
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Jednoduché vlastnosti bimaticové replikatorove

rovnice
xh =z ((Ay); — mTAy), i=1,2,...,n
y;zy]((BZB)] —’yTBZB), J = 1727' y T

m S, X Sy, 05, X 0S5y, S, xS, jsou pozitivné invariantni mnoziny
rovnice,

m v disledku toho miZe byt (n + m)-dimensiondlni systém redukovan na
(n +m — 2)-dimensionalni:

kde ai; = aij — Qim — Qnj + pm, Qi = Gpm — Gim

A

bij = bij — bin, — bymj + bmn,  bj = bmp — bjn.
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a1l a2 bi1 b1
A : B = ! )
as1 G229 21 bao




Redukovany systém:

r = z(l —2x)(a1y — az)

y y(1 —y)(Biz — B2)

kde a1 = a11 — a12 — a21 + a92, s = ase — a2,
B1 = b11 — bia — ba1 + bag, Bo = bag — byo




A (all CL12) | 5 _ (511 512) |
as1 a99 b21 b22

Redukovany systém:

7 = z(1-2)(a1y — as)

y y(1 —y)(Biz — B2)

kde a1 = a11 — a12 — a21 + a92, s = ase — a2,
B1 = b11 — bia — ba1 + bag, Bo = bag — byo

Fazovy prostor: [0,1] x [0, 1]
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Priklad: n = m = 2

A <a11 alz) | 5 _ (511 512) |
as1 a99 b21 b22

Redukovany systém:

NSV
P
)
VeEngis®

A~

%YAN/\ ©

7 = z(1-12)(a1y — az)

y = y(l—y)(fix— p2)
kde a1 = a11 — a12 — ag1 + ag2, a2 = azx — aja,
B1 = b11 — b2 — ba1 + ba2, P2 = baa — b1
Fazovy prostor: [0, 1] x [0, 1]

Stacionarni ¥egeni: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) odpovidaji ryzim strategiim.

Of N 7 . /7 VARV V4
Pokud a1 #0, 0 < =2 <1, B #0, 0< b2 < 1, pak vnitfni stacionarni ¥eSeni:
a1 1

Oé V4 /7 Va4 7 rd
(@, —2) odpovida smiSenym strategiim.
B aq
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Redukovany systém:

r = z(1—z)(a1y — a9)

y = y(1—y)(frx— F2)

Varia¢ni matice systému:

J((),O):(_g‘2 _062), J(O,l)z(o‘lgo‘2 502),

[ G2 0 [ G2 — (g 0
J(170)_(0 51_52)7 ‘](171)_( 0 52_51>7
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Priklad: n = m = 2
0-%

IANA\’S'

SViy

.‘

3N

Redukovany systém:
/

r = z(l —x)(a1y — o)

y = y(1—y)(Bix — Ba)

Varia¢ni matice systému:

J(O,O):(_8‘2 _%2), J(o,l):(o‘lgo‘2 602)’

[ G2 0 [ G2 — g 0
J(lvo)_(o 61_62)7 ‘](171)_( 0 62_61)7

&152(51 - 52)

J P2 a2 _ ! B
61 ’ a1 O5251 (051 - 052) 0

2

a7
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Stacionarni feseni repli

likatorovych rovnic
4

4:
O/VENS\S'

{ANA®

i =x;((Ay); — x"Ay), i =
y;=v;((Bx); —y'Bx),  j=

mnoZina Nashovych rovnovah bimaticové hry G = (A, B)
mnoZzina stacionarnich feseni systému

1,2,....n
1,2

’ ’ooo’

= =
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Stacionarni feseni repli

likatorovych rovnic
4

4:
O/VENS\S'

{ANA®

i =x;((Ay); — x"Ay), i =
y;=v;((Bx); —y'Bx),  j=

mnoZina Nashovych rovnovah bimaticové hry G = (A, B)
mnoZzina stacionarnich feseni systému

1,2,....n
1,2

’ ’ooo’

= =

N C E
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Stacionarni feSeni replikatorovych rovnic

i =x;((Ay); — x"Ay), i
v;=y;((Bx); —y'Bx),

. mnoZina Nashovych rovnovah bimaticové hry G = (A, B)
. mnozina stacionarnich feseni systému

N C E

(S, xSy )NN = EN(S;, xS;)
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Uvazujme systém na mnoziné S, x S,




é\\ ERS[;»

\3\:' SVW

A~

Bipartitni systém

4:
O/VENS\S'

4

{ANA®

1=1,2,...,n
/ (Bx); —y'B =1,2 m
y y] £L J y £r ) ] D 9
UvaZujme systém na mnoziné S, x S;
Transformace
&..:a.._a . &.:a. _a a:‘. .
1 1 njs m nm UZZIH—Z, o :lny—J,
b]z — Ui — bmia bj — bjn — bmna Ln Ym
m—1
> Gik€" +a;
r= &=L i =1,2 1
u,L— m—l ’ 7/— ’ ,...,n_ ’
14+ > ev
k=1
n—1
> b]ke“’f + b,
/ k=1 -
V5 = — : 17=12,...,m—1.
1+ > el
k=1
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Hamiltonovsky systém

P

YANJ\\)’

/

Ly :xi((Ay)z’ - $TAy),
y;=y;((Bz); — y'Bax),

v - 4 v v (@) O
UvaZujme systém na mnoziné S, x S,

Necht (A, B) je c-partnerskd hra a (Z,y) € So x S°, je Nashova rovnovaha
Pak funkce

H(x,y) = cZa‘:ilnmi — Zgj In y;
i=1 j=1

je invariantem systému.
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Hamiltonovsky systém
4

e

YANJ\\)’

v;=x;((Ay); — ' Ay),
y;=y;((Bz); — y'Bax),

v - 4 v v (@) O
UvaZujme systém na mnoziné S, x S,

Necht (A, B) je c-partnerska hra a (,y) € Sy, x S7. je Nashova rovnovaha.
Substituce r;; = a;; — anj — Aim + Anm,

Ly Y;
u; = In—, v; = In J

Ln, Ym
prot=1,2,....n—1,7=12,...,m—1

transformuje replikatorovy systém na Hamiltonovsky:

(0= (% &) (n)
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lM] Jestiabi a holubice
?%ANA?&Q%U
Jestfab | Holubice
Jesttab | 3V - C v
Holubice 0 sV

V' — hodnota zdroje
C' — ndklady na boj
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Jestrabi a holubice

&
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4
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Jestfab | Holubice
Jesttéb | 3V —C 1%
Holubice 0 14

V' — hodnota zdroje
C' — naklady na boj

Verhulstova logisticka rovnice ekvivalentna s touto replikatorovou:

dr =Y (%V - (C - %V)y)
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Jestfab | Holubice
Jesttéb | 3V —C 1%
Holubice 0 14

V' — hodnota zdroje
C' — naklady na boj

Verhulstova logisticka rovnice ekvivalentna s touto replikatorovou:
dy 1 1
— =y (V- (C—3V)y)

Matematika v biologii Il — 35 / 39



: IMI ¢ Strategie paren
A E

Jestérka Uta stansburniana

velké teritorium, nékolik samic
teritorium s jedinou samici

24dné teritorium

v

0 vyhrdvd  prohrava
prohrava 0 vyhrava
vyhradva  prohrava 0
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Hra kamen-nlzky-papir

vyhrdvd  prohrava

prohrava 0 vyhrdva

vyhradva  prohrava 0
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Strategie pareni
4
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Kdmen | Nazky | Papir
Kdmen 0 1 —1
Nazky —1 0 1
Papir 1 —1 0

Replikatorova rovnice
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Strategie pareni
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Kdmen | Nazky | Papir
Kdmen 0 1 —1
Nazky —1 0 1
Papir 1 —1 0

Replikatorova rovnice
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Strategie pareni
4

%
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Kdmen | Nazky | Papir
Kdmen 0 1 —1
Nazky —1 0 1
Papir 1 —1 0
Replikatorova rovnice
4 (% 0 —1 1
T yl =11 0 —1] Vayz
z -1 1 0

Hamiltonovsky systém
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| !ou!m po!lavnI

Strategie

samec | vérny zaletnik

samice | zdrZenlivd | nevazana

V' — hodnota potomka
2C' — rodi¢ovska investice
c — naklady na namluvy




: Ml : Souboj pohlavi
’%ANA?&@
Strategie
samec | vérny zaletnik
samice | zdrzenliva | nevazand

V' — hodnota potomka
2C' — rodi¢ovska investice
¢ — naklady na namluvy

samice
zdrzenliva nevazana
Ermy V-C-c vV -C
3 Y lv-Cc-c¢ V-C
S , , 0 VvV —2C
i zaletnik 0 v
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| |E Souboj pohlavi
2N
T
Strategie
samec | vérny zaletnik
samice | zdrzenliva | nevazana

V' — hodnota potomka
2C' — rodi¢ovska investice
¢ — naklady na namluvy

samice
zdrzenliva nevazana
VErmy V-C-c vV -C
3 Y lv_c-c V-C
S , , 0 VvV —2C
v zaletnik 0 v
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