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Systémy s diskrétnim ¢asem a paralelnim
Ay s prepisovanim

Aristid Lindenmayer (1925-1989)

Abeceda: mnoZina A

Stav: konecnd posloupnost prvkil z A

Axiom: inicialni stav sg

P¥episovaci pravidla: zobrazeni f: A — AU A% U A3 U

Stav s;11 vznikne ze stavu s; tak, Ze kaZdy &len x v s; se nahradi vyrazem f(x)

B e
hﬁ L . :

g’

Matematika v biologii | — 4 / 20



Systémy s diskrétnim ¢asem a paralelnim
Ay s prepisovanim

Aristid Lindenmayer (1925-1989)

Abeceda: 1,2,3,4,5,6,7,8, (,)

Axiom: 1

Pfepisovaci pravidla: 1 — 23 2 +— 2 3+— 24 4 — 54 5—06
61— 7 7 — 8(1) 8 +— 8 (—( ) — )
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prepisovanim

Abeceda: 1, 2,3,4,5,6,7,8, (,)
Axiom: 1

Pfepisovaci pravidla: 1 — 23
61— 7

S0 =1

2+ 2
7 — 8(1)

31— 24
8+— 8

Systémy s diskrétnim ¢asem a paralelnim

4 — 54 5— 6
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Systémy s diskrétnim ¢asem a paralelnim
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Abeceda: 1, 2,3,4,5,6,7,8, (,)
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Systémy s diskrétnim €asem a paralelnim
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Leonardo Pisansky, Fibonacci (1170-1250)
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Leonardo Pisdnsky, Fibonacci (1170-1250):

Kdosi umistil par kralikii na urlitém misté, se vsech stran ohrazeném
zdi, aby poznal, kolik parii kralikii se pfi tom zrodi priibéhem roku,
jestlize u kralikii je tomu tak, Ze par kralikii pfivede na svét mésicné
jeden par a Ze kralici polinaji rodit ve dvou mésicich svého véku.
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Leonardo Pisdnsky, Fibonacci (1170-1250):

Kdosi umistil par kralikii na urlitém misté, se vsech stran ohrazeném
zdi, aby poznal, kolik parii kralikii se pfi tom zrodi priibéhem roku,
jestlize u kralikii je tomu tak, Ze par kralikii pfivede na svét mésicné
jeden par a Ze kralici polinaji rodit ve dvou mésicich svého véku.

x(t) — polet pard kralikli v t-tém mésici

z(t)=x(t—1)+x(t —2)
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Leonardo Pisdnsky, Fibonacci (1170-1250):

Kdosi umistil par kralikii na urlitém misté, se vsech stran ohrazeném
zdi, aby poznal, kolik parii kralikii se pfi tom zrodi priibéhem roku,
jestlize u kralikii je tomu tak, Ze par kralikii pfivede na svét mésicné
Jjeden par a Ze kralici polinaji rodit ve dvou mésicich svého véku.

x(t) — polet pard kralikli v t-tém mésici

z(t)=x(t—1)+x(t —2)

r(t+2)=xt+1)+x(t), z0)=1, z(1)=2
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Leonardo Pisdnsky, Fibonacci (1170-1250):

Kdosi umistil par kralikii na urlitém misté, se vsech stran ohrazeném
zdi, aby poznal, kolik parii kralikii se pfi tom zrodi priibéhem roku,
jestlize u kralikii je tomu tak, Ze par kralikii pfivede na svét mésicné
Jjeden par a Ze kralici polinaji rodit ve dvou mésicich svého véku.

x(t) — polet pard kralikli v t-tém mésici

z(t)=x(t—1)+x(t —2)

r(t+2)=xt+1)+x(t), z0)=1, z(1)=2

34 5 6 7 8 9 10 11 12
5 8 13 21 34 55 389 144 233 377
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Leonardo Pisdnsky, Fibonacci (1170-1250):

Kdosi umistil par kralikii na urlitém misté, se vsech stran ohrazeném
zdi, aby poznal, kolik parii kralikii se pfi tom zrodi priibéhem roku,
jestlize u kralikii je tomu tak, Ze par kralikii pfivede na svét mésicné
Jjeden par a Ze kralici polinaji rodit ve dvou mésicich svého véku.

x(t) — polet pard kralikli v t-tém mésici

z(t)=x(t—1)+x(t —2)

r(t+2)=xt+1)+x(t), z0)=1, z(1)=2

(1) = 1 [1++5 t“_ 1 [1—=+5 i
e T2 J5\ 2
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x(t) — mnoZstvi parh juvenilnich kralikd v t-tém mé&sici
y(t) — mnoZstvi pard plodnych kralikd v t-tém mésici




— mnozstvi parl juvenilnich kralikd v t-tém mésici

)
y(t) — mnoZstvi pard plodnych kralikd v t-tém mésici

z(t+1)
y(t+1)

y(t)
z(t) +y(t)




x(t) — mnoZstvi parh juvenilnich kralikd v t-tém mé&sici
y(t) — mnoZstvi pard plodnych kralikd v t-tém mésici

z(t+1)

y(t)
)

y(t+1) =z(t) +y(t
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x(t) — mnoZstvi parl juvenilnich kralikl v t-tém obdobf
y(t) — mnoZstvi pard plodnych krélikd v t-tém obdobi

o1 — podil juvenilnich paru, které preziji jedno obdobi
o9 — podil plodnych pari, které preZiji jedno obdobi

~v — podil juvenilnich pari, které béhem jednoho obdobi dospégji
b — plodnost: priimérny pocet para které , vyprodukuje” plodny par za jedno obdobi

Matematika v biologii | —7 / 20



WERS7,
_@ 5

Fibonacciovi kralici

JSV
@\5 W

L
%)
z
i3}
&

& o

ZANA

x(t) — mnoZstvi parl juvenilnich kralikl v t-tém obdobf
y(t) — mnoZstvi pard plodnych krélikd v t-tém obdobi

o1 — podil juvenilnich pari, které preZiji jedno obdobi

o9 — podil plodnych pari, které preZiji jedno obdobi

~v — podil juvenilnich pari, které béhem jednoho obdobi dospégji

b — plodnost: priimérny pocet para které , vyprodukuje” plodny par za jedno obdobi

t+1)=(1—v)orz(t)+ by(t)
y(t+1)= yo1 x(t) +o2y(t)
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x(t) — mnoZstvi parl juvenilnich kralikl v t-tém obdobf
y(t) — mnoZstvi pard plodnych krélikd v t-tém obdobi

o1 — podil juvenilnich pari, které preZiji jedno obdobi

o9 — podil plodnych pari, které preZiji jedno obdobi

~v — podil juvenilnich pari, které béhem jednoho obdobi dospégji

b — plodnost: priimérny pocet para které , vyprodukuje” plodny par za jedno obdobi

t+1)=(1—v)orz(t)+ by(t)
y(t+1)= yo1 x(t) +o2y(t)

)= ("0 )G
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x(t) — mnoZstvi parl juvenilnich kralikl v t-tém obdobf
y(t) — mnoZstvi pard plodnych krélikd v t-tém obdobi

o1 — podil juvenilnich pari, které preZiji jedno obdobi

o9 — podil plodnych pari, které preZiji jedno obdobi

~v — podil juvenilnich pari, které béhem jednoho obdobi dospégji

b — plodnost: priimérny pocet para které , vyprodukuje” plodny par za jedno obdobi

t+1)=(1—v)orz(t)+ by(t)
y(t+1)= yo1 x(t) +o2y(t)

heen=("0n" ) ()
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x(t) — mnoZstvi parl juvenilnich kralikl v t-tém obdobf
y(t) — mnoZstvi pard plodnych krélikd v t-tém obdobi

o1 — podil juvenilnich pari, které preZiji jedno obdobi

o9 — podil plodnych pari, které preZiji jedno obdobi

~v — podil juvenilnich pari, které béhem jednoho obdobi dospégji

b — plodnost: priimérny pocet para které , vyprodukuje” plodny par za jedno obdobi

t+1)=(1—v)orz(t)+ by(t)
y(t+1)= yo1 x(t) +o2y(t)

heen=("0n" ) ()

x(t+1) = Ax(t)
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Patrick Holt Leslie (1900-1972)




: ¢ eslieho populace
?@?ANAS%f

o
uuuuuuuuuuuuuuu
uuuuuuuuuuuuuuu

x;(t) — polet Zen véku i let; pFesné&ji véku z intervalu (i — 1,17) let
p; — podil Zzen v&ku 1, které preziji do dalsiho roku




eslieho populace

x;(t) — polet Zen véku i let; pFesné&ji véku z intervalu (i — 1,17) let
p; — podil Zzen v&ku 1, které preziji do dalsiho roku

$i+1(t—|—l)=pi$i(t), 1=1,2,...,k—1




Leslieho populace

x;(t) — polet Zen véku i let; pFesné&ji véku z intervalu (i — 1,17) let
p; — podil Zzen v&ku 1, které preziji do dalsiho roku
fi — otekdvany pocet dcer, které b&hem roku porodi Zena v&ku ¢ let

xi+1(t‘|’1):pixi(t); 1=1,2,...,k—1
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Leslieho populace

x;(t) — polet Zen véku i let; pFesné&ji véku z intervalu (i — 1,17) let
p; — podil Zzen v&ku 1, které preziji do dalsiho roku
fi — otekdvany pocet dcer, které b&hem roku porodi Zena v&ku ¢ let

z1(t+ 1) = fiz1(t) + fawa(t) + - + fexw(t)
113,,;+1(t—|—1)=pi£l7@'(t), i=1,2,...,]€—1
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x;(t) — polet Zen véku i let; pFesné&ji véku z intervalu (i — 1,17) let
fi — otekdvany pocet dcer, které b&hem roku porodi Zena vé&ku ¢ let

z1(t+1) = fiz1(t) + fowa(t) + - + fea(?)
Ti+1(t + 1) =pizi (1),

I 1 1 2 3 c. -1 I
5133(t + 1) B 0 D2 0 0 0 5133(15)
I _1(.?5 + 1) 0 0 0 0 0 X _1(t)
K ;k(t—i— 1) ) KO 0 O Pk—1 0) K ;k(t) )
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x;(t) — polet Zen véku i let; pFesné&ji véku z intervalu (i — 1,17) let
fi — otekdvany pocet dcer, které b&hem roku porodi Zena vé&ku ¢ let

z1(t+1) = fiz1(t) + fowa(t) + - + fea(?)
Ti+1(t + 1) =pizi (1),

I 1 1 2 3 c. -1 I
5133(t + 1) B 0 D2 0 0 0 5133(15)
I _1(.?5 + 1) 0 0 0 0 0 X _1(t)
K ;k(t—i— 1) ) KO 0 O Pk—1 0) K ;k(t) )
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Leonard Lefkowitch (1929-2010)
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Populace strukturovana podle stadii

Obojzivelnici: vajitko — pulec — dospély jedinec
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Obojzivelnici: vaji¢ko — pulec — dospély jedinec
Hmyz: vajicko — larva — kukla — imago
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Populace strukturovana podle stadii

Obojzivelnici: vajitko — pulec — dospély jedinec
Hmyz: vajicko — larva — kukla — imago
Rostliny: semeno — mala rizice — stfedni rizice — velka riZice — kvetouci rostlina
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x;(t) — polet jedinci stadia ¢ v &ase t (¢ = 1 — , novorozenci”)
p;i — podil jedincl stadia 7, kte¥i preziji obdobi a neproméni se; 0 < p;; <1
pij — podil jedincu stadia j, ktefi se b&hem obdobi pfeméni na stadium z; 0 < p;; <1

fi — otekdvany pocet ,,novorozenci’, které vyprodukuje jedinec stadia i; f; > 0
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x;(t) — polet jedinci stadia ¢ v &ase t (¢ = 1 — , novorozenci”)
p;i — podil jedincl stadia 7, kte¥i preziji obdobi a neproméni se; 0 < p;; <1
pij — podil jedincu stadia j, ktefi se b&hem obdobi pfeméni na stadium z; 0 < p;; <1

fi — otekdvany pocet ,,novorozenci’, které vyprodukuje jedinec stadia i; f; > 0

k
Zpijgl, ?::1,2,...716
71=1
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x;(t) — polet jedinci stadia ¢ v &ase t (¢ = 1 — , novorozenci”)

p;i — podil jedincl stadia 7, kte¥i preziji obdobi a neproméni se; 0 < p;; <1

pij — podil jedincu stadia j, ktefi se b&hem obdobi pfeméni na stadium z; 0 < p;; <1
fi — otekdvany pocet ,,novorozenci’, které vyprodukuje jedinec stadia i; f; > 0

pr_ i=1,2... .k

r1(t+1)= z;(t),

i (t + )= w:cj() i=2,3,... .k
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¢ Populace strukturovana podle stadii
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x;(t) — polet jedinci stadia ¢ v &ase t (¢ = 1 — , novorozenci”)
pij — podil jedincu stadia j, ktefi se b&hem obdobi pfeméni na stadium z; 0 < p;; <1
fi — otekdvany pocet ,,novorozenci’, které vyprodukuje jedinec stadia i; f; > 0

k
prSla 7’:1727 7k
7=1
k
T1(t+1)= Zl fiw;(t),
‘]:
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: IMI ¢ Obecny maticovy model
Al E

x(t+1) =Ax(t)
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Obecny maticovy model

x(t+1) = Ax(t)

Ak — vlastni hodnoty matice A, Ay > |Xo| > -+ > ||

., wE — prislusné vlastni vektory
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: IMI ¢ Obecny maticovy model
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x(t+1) =Ax(t)
A, A2, .o AL — vlastni hodnoty matice A, Ay > |Xo| > -+ > ||
wi,Wsa, ..., W, — prisludné vlastni vektory

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze A\ > |A2| @ \; # A\ pro i # j.
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x(t+1) =Ax(t)
ALy A2y ey Ak —

vlastni hodnoty matice A, Ay > |Ao| > -+ > ||
Wi, w2,...,Wk -

prislusné vlastni vektory

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze A\ > |A2| @ \; # A\ pro i # j.

x(0) = crwy + cowz + - - + crwg
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x(t+1) =Ax(t)
ALy A2y ey Ak —

vlastni hodnoty matice A, Ay > |Ao| > -+ > ||
Wi, w2,...,Wk -

prislusné vlastni vektory

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze A\ > |A2| @ \; # A\ pro i # j.
x(0) = crwy + cowz + - - + crwg

33(1) = Cl>\1’u}1 -+ 62)\2w2 + -+ ck)\k'wk
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x(t+1) =Ax(t)
ALy A2y ey Ak —

vlastni hodnoty matice A, Ay > |Ao| > -+ > ||
Wi, w2,...,Wk -

prislusné vlastni vektory

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze A\ > |A2| @ \; # A\ pro i # j.
x(0) = crwy + cowz + - - + crwg
33(1) = Cl>\1’u}1 -+ 02)\2w2 + -+ ck)\k'wk

33(t) = ClAi’u}l -+ CQ)\ng + -+ CkAZ’UJk,
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x(t+1) =Ax(t)
ALy A2y ey Ak —

vlastni hodnoty matice A, Ay > |Ao| > -+ > ||
Wi, w2,...,Wk -

prislusné vlastni vektory

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze A\ > |A2| @ \; # A\ pro i # j.
x(0) = crwy + cowz + - - + crwg
33(1) = Cl>\1’u}1 -+ 02)\2w2 + -+ ck)\k'wk

33(t) = ClAi’u}l -+ CQ)\ng + -+ CkAZ’UJk,

1 A2\’ A
)\—tCC(t) = C1W1q1 + C9 )\1 Wo + -+ + Ck )\1 Wi
1
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Uvod

Lindenmayerovy
systémy

Maticové populaéni
modely

Rist homogenni

populace
v diskrétnim &ase
Populace bez

omezeni

Populace s Rust homogenni populace v diskrétnim ¢€ase

omezenymi zdroji
Interagujici populace
Lékarska diagnostika

Hardyho-
Weinbergiv
zakon

K daldimu &teni
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: M ¢ Populace bez omezeni
i &

Leonhard Euler (1707-1783), Introductio in analysin infinitorum (1748)
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: M ¢ Populace bez omezeni
A\ E

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach
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: M ¢ Populace bez omezeni
A\ E

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach

x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni
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: M ¢ Populace bez omezeni
A\ E

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach

x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni

z(t +1) = x(t) — dz(t) + bx(?)

d — umrtnost (pravdépodobnost umrti b&éhem &asové jednotky), d € (0, 1)
b — porodnost (primé&rny polet potomki jedince), b > 0
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Populace bez omezeni
$

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach

x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni

z(t +1) = x(t) — dz(t) + bx(t) = (1 = d 4 b)x(

t
d — umrtnost (pravdépodobnost umrti béhem &asové jednotky), d € (0, 1)
b — porodnost (primé&rny poéet potomki jedince), b > 0

)

Matematika v biologii | — 12 / 20



Populace bez omezeni
$

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach

x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni

r(t+1)=xz(t) —de(t) + bx(t) = (1 —d+ b)x(1)
d — imrtnost (pravdépodobnost dmrti b&hem ¢asové jednotky), d € (0,1)
b — porodnost (primé&rny poéet potomki jedince), b > 0

r =1 —d+ b — ristovy koeficient, r > 0
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Populace bez omezeni
$

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach

x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni

z(t+1)=x(t) —de(t) + bx(t) = (1 —d+b)x(t) = rx(t)
d — umrtnost (pravdépodobnost umrti béhem &asové jednotky), d € (0, 1)

b — porodnost (primé&rny poéet potomki jedince), b > 0
r=1—d+ b — rastovy koeficient, r > 0
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: M ¢ Populace bez omezeni
A\ E

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach

x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni

z(t+1)=x(t) —de(t) + bx(t) = (1 —d+b)x(t) = rx(t)
d — umrtnost (pravdépodobnost umrti béhem &asové jednotky), d € (0, 1)
b — porodnost (primé&rny poéet potomki jedince), b > 0
r =1 —d+ b — ristovy koeficient, r > 0

x(t+1) =rx(t)
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Populace bez omezeni
$

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach

x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni
z(t+1)=x(t) —de(t) + bx(t) = (1 —d+b)x(t) = rx(t)
d — umrtnost (pravdépodobnost umrti béhem &asové jednotky), d € (0, 1)
b — porodnost (primé&rny poéet potomki jedince), b > 0
r =1 —d+ b — ristovy koeficient, r > 0
x(t+1) =rx(t)

Rekurentni formule pro geometrickou posloupnost

Matematika v biologii | — 12 / 20



: M ¢ Populace bez omezeni
A\ E

x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach

x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni
z(t+1)=x(t) —de(t) + bx(t) = (1 —d+b)x(t) = rx(t)
d — umrtnost (pravdépodobnost umrti béhem &asové jednotky), d € (0, 1)

b — porodnost (primé&rny poéet potomki jedince), b > 0
r=1—d+ b — rastovy koeficient, r > 0

x(t+1) =rx(t)

x(0) = xg — polatedni velikost populace

x(t) = xor'
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Populace bez omezeni
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x(t) — velikost populace v €ase t, ktery plyne v , pfirozenych” jednotkach

x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni
z(t+1)=x(t) —de(t) + bx(t) = (1 —d+b)x(t) = rx(t)
d — umrtnost (pravdépodobnost umrti béhem &asové jednotky), d € (0, 1)

b — porodnost (primé&rny poéet potomki jedince), b > 0
r =1 —d+ b — ristovy koeficient, r > 0

Qf(t —+ 1) f— TCE(t) Thomas R. Malthl:JSj(1766—1834)
x(0) = xg — polatedni velikost populace
¢

x(t) = xor

(> 1, tj. b > d, populace roste

N\

r=1, tj. b=d, populace ma konstatntni velikost

|7 <1, tj. b<d, populace vymira
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z(t+1)=rz(t), z(0)==x

ristovy koeficient

_ z(t+1)
x(t)




z(t+1)=rz(t), z(0)==x

ristovy koeficient
z(t+1)

zavisi na velikosti populace




z(t)







Malthus:
x(t+ 1) = rx(t)

Verhulst: .
z(t+1) = (r —(r — 1)%) x(t)




Malthus: r
x(t+ 1) = rx(t)

Verhulst:
z(t+1) = (r —(r — 1)%) x(t)

Beverton-Holt, Pielou:
r
z(t+1) = o) x(t)

1—|—(7"—1)?




Malthus:
x(t+ 1) = rx(t)

Verhulst:
z(t+1) = (r —(r — 1)%) x(t)

Beverton-Holt, Pielou:
7/)
z(t+1) =

ORAY

( o
14+ (r—1)=2~ Ricker: )
K 2(t+1) = 1'% a(t)
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Populace s omezenymi zdroji
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x(t+ 1)

z(t)
Malthus:
x(t+ 1) = rx(t)

Ax(t) = (r — 1)xz(t)

Verhulst:

2(t+1) = (7‘ (- 1)%) 2(t)

Beverton-Holt, Pielou:
z(t+1) = x(t)

Ricker:
r(t+1)=r'"

Matematika v biologii | — 13 / 20



\\JERSI7»
pé 5

Populace s omezenymi zdroji

SISV
&
VeNnsys*

P

%ANA%

Malthus:
x(t+ 1) = rx(t)

Ax(t) = (r — 1)xz(t)

Verhulst:
z(t+1) = (fr —(r — 1)%) x(t)

Beverton-Holt, Pielou:
z(t+1) = x(t)

Ricker:
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Populace s omezenymi zdroji
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Malthus:
x(t+ 1) = rx(t)

Ax(t) = (r — 1)xz(t)

Verhulst:
z(t+1) = (fr —(r — 1)%) x(t)
Ax(t) =(r—1) (1 — %) x(t)
Beverton-Holt, Pielou:
r(t+1)= x(t)
Ricker: )
2t 4 1) = '~ K a(t)
(r—1) z(t)
Ax(t) = 1— —= ) z(t)
1+ (r— 1)% ( K )
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Malthus:
x(t+ 1) = rx(t)

Ax(t) = (r — 1)xz(t)

Verhulst:
z(t+1) = (fr —(r — 1)%) x(t)

Beverton-Holt, Pielou:
z(t+1) = x(t)

Ricker:
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: M : Populace s omezenymi zdroji
67%%?&0%
Malthus:
x(t+ 1) = rx(t)
Ax(t) = (r — 1)x(t)
Verhulst:
z(t+1) = (fr —(r — 1)%) x(t)
Ax(t) =(r—1) (1 — %) x(t)
Beverton-Holt, Pielou:
r(t+1) = x(t)

Ricker: o
r(t+1)=r'""K z(t)

Ax(t) = (rl—"”ﬁ? 1) (1)
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: M : Populace s omezenymi zdroji
67%%?&0%
Malthus:
x(t+ 1) = rx(t)
Ax(t) = (r — 1)x(t)
Verhulst:
z(t+1) = (fr —(r — 1)%) x(t)
Ax(t) =(r—1) (1 — %) x(t)
Beverton-Holt, Pielou:
r(t+1) = x(t)

Ricker: o
r(t+1)=r'""K z(t)

Ax(t) = (7“1_ S 1) (1)
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Z3akladni rovnice: : x(t)

r(t+1) = 1+(r_1; (%)5

Ax(t) = - 1:1:(75))5 (1— <°‘”I((t)>6> z(t) = T;1 (1— <?>B> z(t+1)

14 (r—1) (?




Rovnice se zpozdénim:

r

1+ (r—1) (%)




Allee:

4K GO Yo
x(t—l— 1) — /r-(K—ﬁ)2 (1 K )( ﬁ)x(t)

Warder Clyde Allee (1885-1955)
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4| | E Populace s omezenymi zdroji
%%ANA%@e
z(t+ 1)
(2)
Gompertz:

2(t+1) = (m(t)— K) z(t)
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Rist jedné populace (Rickeriv model)

r(t+1)=r'""® 2(t), x(0) =z




Rist jedné populace (Rickeriv model)

r(t+1)=r'""® 2(t), x(0) =z

o Vs - . ]__ﬂ 7 Ve . Ve
ristovy koeficient: »*~ & klesd s rostouci velikosti populace




Rist jedné populace (Rickeriv model)

r(t+1)=r'""® 2(t), x(0) =z

o Vs - . ]__ﬂ 7 Ve . Ve
ristovy koeficient: "~ & klesd s rostouci velikosti populace

x(t), y(t) — velikosti dvou interagujicich populaci v &ase t




: IMI : Interagujici populace
% N S

Rist jedné populace (Rickerliv model)

2(t+1) = =K x(t), 2(0) =z

x(t)

ristovy koeficient: '~ "% kles3 s rostouci velikosti populace

x(t), y(t) — velikosti dvou interagujicich populaci v &ase t
Lotka-Volterra:

1—m<t)—oz t
x(t+1):r1 Kq 12y( >x(t),

1—%—0&2133(@
y(t+1) =1, y(t), y(0) =yo
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: IMI : Interagujici populace
% N S

Rist jedné populace (Rickerliv model)

2(t+1) = =K x(t), 2(0) =z

x(t)

ristovy koeficient: '~ "% kles3 s rostouci velikosti populace

x(t), y(t) — velikosti dvou interagujicich populaci v &ase t
Lotka-Volterra:

1—m<t)—oz t
x(t+1):r1 Kq 12y( >x(t),

1—%—0&2133(@
y(t+1) =1, y(t), y(0) =yo

a12 > 0, agp > 0 — konkurence, kompetice
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: IMI : Interagujici populace
% N S

Rist jedné populace (Rickerliv model)

p(t+1) == Fa(t), z(0) =z

x(t)

ristovy koeficient: '~ "% kles3 s rostouci velikosti populace

x(t), y(t) — velikosti dvou interagujicich populaci v &ase t

L otka-Volterra:

1-20

st 1) = Ft Yy 2(0) = o
1—M—042133(t)

y(t+1) =ry 2 y(t), y(0) = yo

a12 > 0, agp > 0 — konkurence, kompetice
a12 < 0, as; < 0 — mutualismus, symbidza
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Rist jedné populace (Rickerliv model)

r(t+1)=r'"
o , . _z(t) , , . ,
ristovy koeficient: '~ "% kles3 s rostouci velikosti populace

x(t), y(t) — velikosti dvou interagujicich populaci v &ase t

L otka-Volterra:

1—M—C¥12 t

st 1) = Ft Yy 2(0) = o
1—M—o¢21x(t)

y(t+1)=ry ™2 y(t), y(0)=1yo

a12 > 0, agp > 0 — konkurence, kompetice
a12 < 0, as; < 0 — mutualismus, symbidza

a1z > 0, as; < 0 — predace (populace s velikosti x je kofist, s velikosti i je dravec)
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Lékaiska diagnostika



Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu -+
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —




Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu -+
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —

P(A) — prevalence nebo incidence choroby
P(4]A) - senzitivita testu
P(—|A%) - specificita testu




Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu -+

nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(4]A) - senzitivita testu 0,99

P(—|A%) - specificita testu 0,95




Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu -+

nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(4]A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95

P(Al+) =
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A)

— prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu

0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(Al+) =
+ — )
A
AC
)
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(Al+) =
+ — )y
A
AC
)y 1000000
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(Al+) =
+ — )y
A 5000
AC
)y 1000000
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(Al+) =
+ — )y
A 5000
AY 995 000
)y 1000000
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(Al+) =
+ — )y
A 4950 5000
AY 995 000
)y 1000000
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(Al+) =
+ — )y
A 4950 50 5000
AY 995 000
)y 1000000
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(Al+) =
+ — )y
A 4950 50 5000
AY 945 250 995 000
)y 1000000
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(Al+) =
+ — )y
A 4950 50 5000
AY | 49750 | 945250 995 000
)y 1000000
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(A|+) =
+ — )y
A 4950 50 5000

AC | 49750 | 945250 995 000
) 54700 | 945300 | 1000000

Matematika v biologii | — 16 / 20



WERS7,
_@ Ay

%%7ANA\’3‘Q§
Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95

P(Al+) = 0,0905

- — >
A | 4950 50 5000
AT 749750 | 945250 | 995000
> | 54700 | 945300 | 1000000
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Stav pacienta: ma chorobu A
nema chorobu A€
P(A)

— prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu

P(—|A%) - specificita testu

0,99
0,95

P(+[4) P(4)

PlAl+) =5

(+]4) P(A) + P(+]A9) P(AY)

Thomas Bayes (1701-1761)

Test diagnostikuje chorobu -+
nediagnostikuje chorobu —
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Stav pacienta: ma chorobu A Test
nemd chorobu A

P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005

P(+|A) - senzitivita testu 0,99

P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(+|A)P(A

LA = (+]4) P(4)

(+14) P(A) + (1 = P(—|A9)) (1 - P(4))

Thomas Bayes (1701-1761)

diagnostikuje chorobu -+
nediagnostikuje chorobu —
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Stav pacienta: ma chorobu A
nemd chorobu A€
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(+|A)P(A
LA = (+]4) P(4)

(+14) P(A) + (1 = P(—|A9)) (1 - P(4))

Thomas Bayes (1701-1761)

Test diagnostikuje chorobu -+

nediagnostikuje chorobu —

— 0,0905
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Stav pacienta: ma chorobu A Test diagnostikuje chorobu +
nemd chorobu A¢ nediagnostikuje chorobu —
P(A) — prevalence nebo incidence choroby 0,005
P(+|A) - senzitivita testu 0,99
P(—|A%) - specificita testu 0,95
P(+|A) P(A|+
A+ )= (+14) P(Al+)

(+|A)P(A[+) + (1 —P(—]A%)) (1 - P(A[+)) 0,663

Thomas Bayes (1701-1761)
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Stav pacienta: ma chorobu

P(A4)
P(+[A)

nema chorobu

A
AC’

Test diagnostikuje chorobu -+
nediagnostikuje chorobu —

— prevalence nebo incidence choroby 0,005

— senzitivita testu

P(—|A%) - specificita testu

P(A[ 4+ ++) =

0,99
0,95

P(+|A)P (A| + +)

P(+|A)P(A| + +) +

|
(1-

AN (1 —PA+ 1)

Thomas Bayes (1701-1761)
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Uvod

Lindenmayerovy
systémy

Maticové populaéni
modely

Rist homogenni
populace
v diskrétnim &ase

Lékarska diagnostika
Hardyho-

Weinbergiv
zakon

K daldimu &teni

Hardyho-Weinberguv zakon
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Godfrey Harold Hardy (1877-1947) Science (1908)
Wilhelm Weinberg (1862-1937) Jahresh. Wuertt. Ver. vaterl. Natkd. (1908)
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Godfrey Harold Hardy (1877-1947) Science (1908)
Wilhelm Weinberg (1862-1937) Jahresh. Wuertt. Ver. vaterl. Natkd. (1908)

dospéld samice — gameta

> zygota — dospély jedinec
dospély samec — gameta
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Godfrey Harold Hardy (1877-1947) Science (1908)
Wilhelm Weinberg (1862-1937) Jahresh. Wuertt. Ver. vaterl. Natkd. (1908)

dospéld samice — gameta

> zygota — dospély jedinec
dospély samec — gameta

dospély jedinec: diploidni (2 alely v lokusu)
gameta: haploidni (1 alela v lokusu)
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Godfrey Harold Hardy (1877-1947) Science (1908)
Wilhelm Weinberg (1862-1937) Jahresh. Wuertt. Ver. vaterl. Natkd. (1908)

dospéld samice — gameta

> zygota — dospély jedinec

dospély samec — gameta

dospély jedinec: diploidni (2 alely v lokusu)
gameta: haploidni (1 alela v lokusu)

e plodnost nezavisi na genotypu

e preZiti nezdvisi na genotypu

e alela je do gamety vybrana nahodné
e nahodné kfizeni
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Lokus A s alelami aq, as.




Lokus A s alelami aq, as.
Rodi¢ovska generace: © = P(a1a1), y = P(araz), z=P(azas)




Lokus A s alelami aq, as.
Rodiovska generace: x = P(a1a1), y =P(ai1az), z=P(azas)
p=Pla) =x+3y, ¢=Plaz)=35y+2




Lokus A s alelami aq, as.

Rodi¢ovska generace: © = P(a1a1), y = P(araz), z=P(azas)
p:P(al) =w+%y, qu(ag) = %y—|—z

Vytvoreni gamety:

I\

ajlaq (ai1a2) a2a»

1 1

bd o d
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Lokus A s alelami aq, as.

Rodi¢ovska generace: © = P(aia1), y =P(aiaz), z=P

Vytvoreni gamety:

a2a2)
y—+z

N =~

p=Pla1) =2+ 3y, ¢=P(az) =

/\ Spojeni gamet:

p q

@
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Lokus A s alelami aq, as.
Rodi¢ovska generace: © = P(a1a1), y =P(aia2), 2z =P(azas)
p=Pla) =x+3y, ¢=Plaz)=35y+2
Vytvoreni gamety:
/\ Spojeni gamet:
x p /O\ q
(@ (@)
! p q p q
‘ ‘ [\ [\
(@

FilidIni generace: P(aja;) = p?, P(aiaz) = pg+ qp = 2pq, P(asas) = ¢°
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Lokus A s alelami aq, as.
Rodi¢ovska generace: z = P(aia1),

y = P(ai1a2), 2z =P(azas)
p=Pla) =x+3y, ¢=Plaz)=35y+2
Vytvoreni gamety:
/\ Spojeni gamet:
T Y z p/o\q
(@ ()
VAS P q P q
L SN /N /N
FilidIni generace: P(aja;) = p?, P(aiaz) = pg+qp = 2pq, P(asas) =
P(a1) =p*+pg=p(p+4q) =p Plaz) = =( q9)q =

pq + ¢
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