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Prolog

Fibonacciovi kralici a jejich modifikace

Leonardo Pisansky, znaméjsi jako Fibonacci, se narodil kolem roku 1170 v italské Pise a
zemtel roku 1250. Vzdélani ziskal v severni Africe, kde jeho otec Guilielmo Bonacci piisobil
jako diplomat. Svoje védomosti sepsal do knihy Liber abaci. Toto dilo publikované roku 1202
ma hlavni zasluhu na tom, Ze v Evropé byl pfijat poziéni systém zépisu ¢isel (pomoci indickych
symboli, kterym dnes fikdme arabské ¢islice). Ve tteti ¢asti knihy Fibonacci zformuloval a
fesil alohu:

Kdosi umistil par kraliki na urcéitém misté, se vSech stran ohrazeném zdi, aby

poznal, kolik part kraliki se pfi tom zrodi pribéhem roku, jestlize u kralik je

tomu tak, ze par kraliki privede na svét mésicné jeden par a ze kralici pocinaji

rodit ve dvou mésicich svého véku.!

Tuto tlohu a jeji feseni lze povazovat za jeden z prvnich matematickych modeld ristu popu-
lace. Budeme ji Tesit s pouzitim soucasné symboliky.

Ze zadani ulohy plyne, ze kréaliky mizeme rozdélit do dvou kategorii (tf¥id) — na ty, ktefi
jsou mladsi nez dva meésice a tedy dosud ,nerodi potomky, a na ty staré aspon dva meésice a
tedy plodné. Ozna¢me z(t), resp. y(t), pocet para juvenilnich (mladych, dosud neplodnych),
resp. dospélych (plodnych), krélika v ¢-tém mésici. Z ponékud vagniho Fibonacciova popisu
vsak neni jasné, co presné ma vyjadrovat ,pocet paru kraliku v ¢-tém mésici“. Budeme si tedy
predstavovat, ze kazdy mésic v uréeny den probéhne s¢itani kralikt, kterym ziskdme hodnoty
x(t) a y(t). Nyni je potfeba vyjasnit, kdy se nové péary rodi. Jedna z moznosti je, ze také
k porodim dochézi uréity den v mésici. Abychom tvahy dale zjednodusili (a zreprodukovali
Fibonaccitv vysledek) budeme ptredpokladat, Ze kralici se rodi prvni den a jejich s¢itani
provadime posledni den mésice. Pii s¢itani maji tedy novorozeni krélici vék jiz jeden mésic.
Pri s¢itani nasledujiciho mésice maji tito kralici jiz vék dva meésice a patii tedy mezi plodné.
Ponévadz par plodnych kralika ,zrodi“ (tj. zplodi a porodi) jeden par mladych, bude pocet
part mladych v ¢-tém mésici stejny jako pocet part plodnych v mésici predchozim,

x(t) =yt —1). (1)

Krélici jsou na misté ohrazeném zdi. Tomu miizeme rozumét tak, ze jsou chranéni pfed pre-

datory a tedy neumiraji, a také, ze nemohou nikam utéci. Proto bude pocet plodnych v ¢-tém

meésici roven jejich poc¢tu v predchozim meésici zvétSenému o pocet mladych, ktefi se v pied-
chozim mésici narodili a béhem mésice dospéli,

y(t) = y(t = 1) +a(t - 1). (2)

tPteklad E. Cecha. Citovano dle J. Bedvaf a kol., Matematika ve stiedovéké Evropé. Praha: Prometheus
2001, str. 277.




4 PROLOG

5 6 7 8 9 10 11 12
5 8 13 21 34 55 89 144
8§ 13 21 34 55 89 144 233
13 21 34 55 89 144 233 377

mésic t

pocet juvenilnich para x(t)
pocet plodnych para  y(t)
celkovy pocet parat  z(t)

e = k=)
DO = ==
WIN | DN
O W DN W
CoO| OU W

Tabulka 1: Reseni Fibonacciovy tilohy o kralicich za pfedpokladu, Ze k rozeni dochazi na
zaCatku mésice, poCty zjistujeme na konci mésice, tj. pouzivame model (3).

Rovnice (1) a (2) mzeme povazovat za model ristu populace kralik; jeji aktudlni velikost
pocitame z velikosti v minulosti. Pri matematickém modelovani néjakych procesi je ovSem
obvyklé usuzovat na budoucnost z pfitomnosti. V rovnicich (1) a (2) budeme psat ¢ + 1 misto
t, rovnice tedy prepiseme do tvaru

nebo ve vektorovém zapisu

e

Meésic, ve kterém ,kdosi umistil par kralikti na urcitém misté“, budeme povazovat za nulty,
onen ,umistény par za dospélé. Mame tedy pocateéni podminku z(0) = 0, y(0) = 1. Odtud
jiz mizZeme postupné pocitat pocty x(t) a y(t) pro libovolné ¢ = 1,2,3,... a z nich celkovy
pocet paru z(t) = z(t) + y(t). Vypocet je shrnut v tabulce 1. Vysledek 377 para odpovida
vysledku v Liber abaci.”

Jind z moznosti, jak zadani porozumét, je mirné realistictéjsi predstava, ze kralici se rodi
kdykoliv, ale opét je s¢itame v urc¢ity den mésice. Pri s¢itani tedy mohou mit novorozenci,
tj. kralici narozeni od pfedchoziho séitani, vék z intervalu [0,1) a starsi, ale dosud neplodni
kralici vék z intervalu [1,2). Pfi této interpretaci rozdélime t¥idu juvenilnich pard na dvé a
oznacime xo(t) pocet novorozenych part a x1(t) pocet neplodnych part véku alesponi jeden
meésic, ale méné nez dva mésice. Ponévadz novorozenci jsou bezprostrednimi potomky plod-
nych pari, mladi jsou ti, kteri se v predchozim mésici narodili, a pocet plodnych je poctem
plodnych z ptredchoziho mésice zvétsenym o pocet mladych, ktefl dosahli véku aspon dva
meésice, dostaneme model

zo(t +1) = y(t)
z1(t+1) = o(t)
y(t+1)= 1 (t)+y(t),
ktery opét mizeme prepsat do vektorového tvaru
o 0 01 Zo
x|+ =11 0 0| |z | (%). 4)
Y 0 1 1 Y

Pii poéateénich podminkach x¢(0) = 0, 21(0) = 0, y(0) = 1 a oznadeni celkového poctu
paru jako z(t) = xo(t) + z1(t) + y(t), dostaneme pocty kraliku, jak je uvedeno v tabulce 2.
Vysledny pocet para kralikid za rok je pii této interpretaci témér tiikrat mensi, nez ptvodni

2To nemusi znamenat, 7e by si Fibonacci piedstavoval rozeni na zac¢atku mésice a séitani na jeho konci.
Pravdépodobnéjsi je, ze si neumél predstavit nulovy vék a proto jeho novorozenci méli hned vék 1 a v nasle-
dujicim mésici tak byli dvoumési¢ni a tedy jiz plodni.
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mésic t

pocet novorozenych part zo(t
pocet neplodnych parta (¢
(
(

YW RO
O = O3

pocet plodnych part y(t

—l— o olo
| = O ==
Wl Rk N
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DD W = N
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)
)
)
)

celkovy pocet paru z(t

Tabulka 2: Reseni Fibonacciovy tlohy o kralicich za piedpokladu, Ze k rozeni dochézi kdykoliv
v prubéhu mésice a kréliky s¢itdme v pevné uréeny den mésice, tj. pouzivame model (4).

Fibonaccitiv vysledek.

Prvnim obecnym poucdenim tedy muze byt to, Ze sestaveni modelu rustu populace je
potiebné vénovat pozornost, presné formulovat a zduvodnit predpoklady, za kterych je model
sestaven. Rizné modely téhoz procesu mohou totiz davat rizné vysledky.

Druhym zavérem je pozorovani, ze vyvoj populace kralikti muZeme popsat matematickym
modelem (3) nebo (4), které jsou zvlastnimi piipady obecného modelu ve tvaru

n(t+1) = An(t); (5)

pritom slozky vektoru m(t) vyjadiuji ¢asové zavislé velikosti jednotlivych t¥id, do kterych je
populace strukturovédna (rozdélena) a A je néjaka matice.

Fibonaccitv model je krasny matematicky, neni ovSem prilis realisticky biologicky. Kralici
neumiraji, dospivaji v presné urcenych casech, plodi presné uréeny pocet potomkua v pravi-
delnych intervalech. Fibonacci samoziejmé nepredstiral, Ze popisuje vyvoj populace kralikii,
vytvoril jakousi umélou skute¢nost — jeho kralici Ziji a mnozi se na ,,misté ohrazeném zdi“.
Myslenka modelovat pomoci rovnice (5) vyvoj populace rozdélené na nékolik disjunktnich
t¥id, pricemz cas plyne v diskrétnich krocich, je vSak velmi plodna.

Pokusime se modelovat vyvoj populace za realisti¢téjSich predpokladt. Ponechdme pi-
vodni predstavu ¢asu plynouciho v diskrétnich krocich (nejednd se tedy o cas fyzikalni) a
zvolime néjakou ¢asovou jednotku (ve Fibonacciové tloze ji byl jeden mésic). Populaci si
budeme predstavovat jako tvofenou velkym poctem jedinci (v ptfipadé organismii rozmnozu-
jicich se pohlavné budeme za ,jedince“ povazovat pary nebo samice). Kazdy z jedinci mize
byt jednoho z typt — juvenilni (nedospély, neplodny) nebo plodny (dospély, dospélec, jedinec
schopny rozmnozovani). Jinak jsou jedinci nerozlisitelni.

Populaci budeme uvazovat jako uzavienou, tj. takovou, ze z ni zadni jedinci neemigruji,
ani do ni zadni neimigruji; v tomto uzzsim smyslu tedy interpretujeme Fibonaccitiv pozade-
vek, ze populace se vyviji ,,na misté ohrazeném zdi“. V takové populaci probihaji tii procesy
— rozmnozovani (rozeni nebo produkce potomki, tj. vznik novych jedincti), dospivani (matu-
race, pfemeéna juvenilniho jedince na plodného) a umirani (nebo z jiného pohledu ptezivani).
Narozeni jedince, jeho pfeménu na plodného a jeho tmrti povazujeme za nahodné jevy. O umi-
rani (pfezivani) a dospivani budeme predpokladat, ze se jedna o jevy stochasticky nezévislé.
Oznacme

01 ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec pfezije jedno obdobi,
o9 ... pravdépodobnost, ze plodny jedinec prezije jedno obdobi,
v ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje,

@ ... stfedni pocet potomki plodného jedince za jedno obdobi.
O pravdepodobnostech preziti o1 a o9, pravdépodobnosti maturace v a fertilité ¢ budeme
predpokladat
0<o1 <1, 0<o9<1l, 0<~v<1, 0<yy (6)
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v redlné existujici populaci totiz musi byt mozné, ze se juvenilni jedinec dozije plodnosti
(o1 > 0, v > 0) a Ze se né&jaci novi jedinci rodi (¢ > 0), pfeziti nikdy neni jisté (o7 < 1,
o9 < 1). Nevyluéujeme moznost o2 = 0, tj. Ze jedinci po ,produkci potomku“ (porodu,
nakladeni vajicek a podobné) hynou; takova populace se nazyva semelparni. Nevylu¢ujeme
vSak ani moznost o9 > 0, tj. ze dospéli jedinci plodi po delsi isek zivota; takova populace se
nazyva iteroparni. Jedinci mohou dospivat bezprostiedné po narozeni, tj. v ¢ase kratsim, nez
je zvolené obdobi. V obdobi po narozeni tedy takovy jedinec, pokud nezemfe, jisté dospéje,
v = 1. Jedinci z populace mohou dospivat i s jistym zpozdénim, v < 1. Zhruba feceno,
pri délce casového kroku jeden rok jsou jednoleté organismy semelparni s bezprostiednim
dospivanim, drobni ptaci a savci jsou iteroparni s bezprostfednim dospivanim, lososi nebo
cikddy jsou semelparni se zpozdénym dospivanim, velci ptaci a savei (véetné ¢lovéka) jsou
iteroparni se zpozdénym dospivanim. Snazime se tedy modelovat dosti obecnou populaci.

Oznac¢me déle ni(t), resp. na(t), velikost (pocet jedinct, populaéni hustotu, celkovou bio-
masu a podobné) éasti populace tvofené juvenilnimi, resp. plodnymi, jedinci v t-tém ¢asovém
kroku. Juvenilni ¢ast populace je tvofena jedinci, ktefi se za posledni obdobi narodili, a je-
dinci, ktefi jiz tuto tfidu populace tvorili, prezili obdobi a nedospéli v ném. Ocekavana velikost
juvenilni ¢asti populace v nasledujicim obdobi tedy bude

ni(t+1) = o1(1 —v)na(t) + ena(t). (7)

Plodné ¢ast populace bude tvotfena jedinci, ktefi byli juvenilni, nezemfeli a dospéli, a jedinci,
kteri jiz dospéli byli a prezili. Ocekavand velikost plodné ¢asti populace v nasledujicim obdobi
tedy bude

na(t + 1) = o1yni(t) + oana(t). (8)

Tyto rovnice opét mizeme piepsat ve vektorovém (maticovém) tvaru

n(t+1) = ("1> (t41) = ("1(1 =) “’) (”1> (t) = An(t), )

ng o17 02 na

A= (057 2)

Poznamenejme jesté, ze kdybychom pfipustili 09 = 09 = 1 a polozili v = ¢ = 1 (jedinci
jisté prezivaji, tj. neumiraji, jisté béhem obdobi dospéji a dospéli vidy vyprodukuji prave
jednoho potomka), dostaneme ptivodni Fibonaccitiv model (3).

kde jsme oznacili

Leslieho model riastu populace

Patrick Holt Leslie (1900-1972) absolvoval bakalaiské studium fyziologie na Christ Church
College oxfordské university. Zdravotni problémy mu vsak neumoznily dokonc¢it studium me-
diciny. Nékolik let pracoval v bakteriologické laboratofi na katedfe patologie, pak ale sviij
zajem obratil k matematické statistice a prijal misto v nové zalozeném Odboru populaci zi-
voéichii (Bureau of Animal Population). Za druhé svétové valky se toto centrum zabyvalo
metodami regulace hlodavct v zasobarnach obili. Roku 1945 publikoval Leslie v ¢asopisu Bi-
ometrika svij nejslavnéjsi clanek On the use of matrices in certain population mathematics.
V ném sestavil a analyzoval model ristu po¢tu samic v populaci potkanii (Rattus norvegicus);
jeho model ovsem miize byt stejné dobte pouzit pro lidskou populaci.
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Za jedinou charakteristiku samice budeme povazovat jeji vék. Ten je pfi narozeni nulovy
a postupné narusta s plynutim ¢asu. Fyzikalni ¢as povazujeme za kontinuum, 1ze ho vyjadrit
realnym cislem. Vék ovSsem obvykle vyjadfujeme ¢islem pfirozenym; u lidi v novorozeneckém
véku poc¢tem dni, poté poc¢tem tydni, jesté pozdéji poctem meésici, a nakonec poctem let od
narozeni. U praxe vyjadfovat vék prirozenym cislem ztistaneme i pii sestavovani modelu ristu
populace.

Nejprve je tedy potfeba stanovit ¢asovou jednotku. Muze to byt den, tyden, mésic, rok,
pét let nebo desetileti; zalezi na tom, jak pfesné (jemné) chceme vékovou strukturu populace
popisovat. Spojitou veli¢inu vék rozdélime na diskrétni vékové tridy — v prvni tiidé budou
samice ve véku od narozeni do jedné (¢asové jednotky), ve druhé samice od véku jedna do véku
dvé, atd. Aby bylo prifazeni samic do vékové tridy jednoznacné, dohodneme se, Ze obecné
v i-té vékové tridé jsou zalazeny samice, jejichz vék je aspom ¢ — 1 a méné nez i, tj. samice,
jejichz vék je z intervalu [i — 1,7).3

Ozna¢me nyni n;(t) mnozstvi samic v i-té vékové ti{dé v case t (v dasovém okamziku t). Cas
vyjadiujeme ve stejnych jednotkach jako vék a uvazujeme ho pouze s celo¢iselnymi hodnotami,
t =0,1,2,.... ,Mnozstvi samic“ muze byt vyjddieno poc¢tem jedinci nebo néjakou jinou
jednotkou, napr. poctem desetitisicii jedinci, poctem jedinct vztazenym na jednotku plochy
a podobné.

Ze vsech procest, které probihaji v populaci se omezime na dva nejdilezitéjsi z hlediska
jejiho ristu — rozeni a umirani. Budeme predpokladat, Ze z hlediska téchto procest se samice
v jedné vékové tiidé nelisi jedna od druhé.

Oznac¢me P; pravdépodobnost jevu, ze samice, kterd v Case t patrila do i-té vékové ttidy,
prezije interval jednotkové délky, tedy bude zit i v ¢ase t + 1; veli¢inu P; stru¢né nazyvame
pravdépodobnost preziti. V dostatecné velké populaci bude tato pravdépodobnost rovna re-
lativni ¢etnosti samic z i-té vékové tfidy, které prezily jedno obdobi, tedy

nip1(t +1)

b=

Pokud bychom proces umirani povazovali za deterministicky, lze parametr P; interpretovat
jako podil samic, které béhem ¢asového intervaly (¢,¢ + 1] nezemfely, mezi vSemi samicemi,
které v Case t pattily do i-té vékové tridy. Hodnoty P; se nazyvaji projekcni koeficienty —
promitaji totiz aktualni mnozstvi samic na jejich mnozstvi v nasledujicim ¢asovém obdobi.
Budeme predpokladat, ze parametr P; nezéavisi na Case, ze preziti jednoho obdobi zavisi pouze
na veéku, nikoliv na néjakych vnéjsich vlivech.

Dale budeme predpokladat, ze existuje néjaky maximalni mozny vék, kterého se lze dozit,
ale ktery neni mozné prekrocit. Tedy zZe existuje prirozené cislo k takové, ze P; > 0 pro kazdé
1=1,2,3,...,k—1a P, =0. To znamen4, 7Ze uvazujeme praveé k vékovych t¥id. Z predchozi
rovnosti nyni vyjadiime

’I’Li+1(7f—|—1) :Pmi(t), 1=1,2,3,...,k— 1. (10)

Ponévadz samice z i-té vékové t¥idy miuze (ale nemusi) uhynout béhem ¢asového intervalu

3Uvedené rozdéleni do vékovych tiid samoziejmé neni jediné mozné. Stejné dobie by v prvni vékové tiidé
mohly byt samice véku z intervalu [0, 1], ve druhé samice véku z intervalu (1, 2]; obecné v i-té vékové tiidé by

byly samice véku z intervalu (i — 1,4, 4 = 2,3, .... Jind moznost tfidéni podle véku by mohla byt [0, %], (%, %],
(%, g], atd. Vékové tfidy uvazované v t textu maji jistou ,estetickou prednost“ — intervaly véku v kazdé t¥idé

jsou stejného typu, jsou polouzaviené zleva.
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jednotkové délky, plati n;1(t + 1) < n;(t). Projekéni koeficienty P; tedy spliiuji podminky
0<P <1, i=1,23,... k—1. (11)

O procesu rozeni budeme predpokladat, ze pocet dcer, které se narodi samicim z i-té
vékové tfidy béhem jednotkového casového intervalu je timérny poctu téchto samic. Formal-
néji: pocet novorozenych samicek, tj. samic z prvni vékové tridy, které se narodi v ¢asovém
intervalu (.t 4+ 1] a jejichz matky patfily v ¢ase ¢ do i-té vékové t¥idy je roven Fjn;(t), kde
F; je néjaka nezaporna konstanta. Hodnotu F; lze povazovat za ocekavany pocet zivych dcer
jedné typické samice z i-té vékové tfidy za jednotkovy casovy interval; nékdy se nazyva mira
reprodukce ve veku i. Celkovy pocet novorozenych samic v case t + 1 tedy bude

k
ni(t+1) = Finy(t) + Fana(t) + -+ + Fyng(t) = > Fimy(t). (12)
i=1
V pfirozené populaci nebudou mit potomky samice velmi mladé (nedospélé) a samice po

menopauze®. Existuji tedy jisté hodnoty m, M € {1,2,...,k} takové, ze m < M a

O=Fh=FK=-=F,1=Fyw1=Fypp=--=F,

13
Foo>0,Fp1>0,Fni2>0,...,Fy—1>0,Fy >0 ( )

m oznacuje vék dosazeni pohlavni dospélosti, M vék menopauzy; jsou-li samice plodné cely
zivot, je M = k.
Model vyvoje populace je tedy dan rovnostmi (10), (12), tj.

nl(t + 1) = Flnl(t) + anz(t) + F3n3(t) R Fk,lnk,l(t) + Fknk(t)

’I’LQ(t + 1) = Pl’l’Ll(t)

ng(t+1) = Pyny(t) (14)
nk(t + 1) : Pkflnkfl(t).

P11 oznaceni

F1 FQ F3 kal Fk nl(t)
P 0 0 0 0 na(t)
0 PQ 0 0 0 ns t
A= ) A, n(t) = ()
0 0 0 0 0 ni_1(t)
0 0 0 P 0 n(t)

1ze rovnosti (14) zapsat v maticovém tvaru
n(t+1) = An(t),

tedy ve tvaru stejném, jako model Fibonacciovych kraliku (5). Matice A uvedeného tvaru se
nazyva Lesliecho matice.
Na zavér jesté shrneme predpoklady, za kterych byl model vyvoje populace (14) sestaven:

4 . v . . [y e 40 , s Lz
Poznamenejme, Ze menopauza je znama pouze u lidi, kosatek a primati chovanych v zajeti
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e je adekvatni klasifikovat jedince podle véku,
e informace o véku jedinct uvniti vékové tridy je irelevantni,
e plodnosti a imrtnosti zavisi pouze na véku.

Jesté poznamenejme, ze stejnym zptisobem lze modelovat nejen populaci savet, ale i
populace jinych obratloved, u nichz plodnost a prezivani zavisi predevsim na véku. Vzdy
je dulezité zvolit ¢asové métitko (u velkych savct roky az desetileti, u drobnych savc mésice
az roky) a vhodnou jednotku velikosti populace (mtze to byt pocet jedinct, populaéni hustota,
celkovd biomasa a podobné).

Priklad

Uvazujme jednoduchy Lesliecho model populace strukturované do t¥i vékovych tiid, kde jsou
plodni jedinci druhé a tfeti vékové t¥idy. Jedna se tedy o model (14) s k = M = 3, m = 2.
Polozme konkrétné F, =1, F3 =5, P = 0,3, P, = 0,5. Budeme predpokladat, ze na pocatku
se populace sklddala pouze z jednotkového mnozstvi jedinct tieti vékové t¥idy. Jedna se tedy
o model

nl(t + 1) 0 1 5 nl(t) 711(0) 0
na(t+ 1) | =03 0 0] [na(t) ], na(0) | = (0] . (15)
ng(t + 1) 0O 05 0 ng(t) 713(0) 1
Snadno spocitame, ze
n1(1) 5 n1(2) 0,0 n1(3) 1,50
na(l) | =10, na(2) | = 1,51, n2(3) | = (0,00 |,
ng(l) 0 n3(2) 0,0 713(3) 0,75
n1(4) 3,75 n1(5) 0,450
712(4) = 0,40 s 712(5) = 1,125
ns(4) 0,00 ns(5) 0,225

a tak muzeme pokracovat dale. Tento vysledek ndm ovSem neposkytuje zZadnou souhrnnou
informaci, kterd by umoznila néjaky vhled do vyvoje populace. A to ani v pripadé, ze ho
zobrazime graficky, viz obr. 1.

Vypocitame proto vyvoj populace podle modelu (15) na delsim ¢asovém useku. Vysledek
je prezentovan graficky na obr. 2, na svislé ose (velikosti slozek populace) je logaritmicka
stupnice. Vidime, ze kolisani velikosti jednotlivych vékovych tfid se po jisté dobé (asi po 30
¢asovych jednotkach) ustali a velikost populace roste exponencialné, velikosti jednotlivych
vékovych tfid rostou stejné rychle. To znamend, ze po jisté dobé vyvoje se vékova struktura
populace stabilizuje, relativni zastoupeni jednotlivych vékovych t¥id zastava konstantni. Tuto
uvahu potvrzuje i grafické znézornéni vyvoje relativnich velikosti jednotlivych vékovych t¥id
na obr. 3. Jesté poznamenejme, Ze velikost populace modelovand rovnostmi (15) s ¢asem
roste. Zastoupeni jednotlivych vékovych tiid ve vékové stabilizované populaci (tj. v populaci
po dostateéné dlouhém vyvoji) je takové, ze relativni abundance t¥idy s nejmladsimi jedinci
je nejvétsi, relativni abundance t¥idy s nejstarsimi jedinci je nejmensi.
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Obrézek 1: Vyvoj populace podle modelu (15).
n
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Obrazek 2: Vyvoj populace podle modelu (15). Na svislé ose je logaritmické stupnice.
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Obrazek 3: Vyvoj vékové struktury populace podle modelu (15), N = nj + ns + ns
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Obrazek 4: Vliv pocatecnich podminek na vyvoj populace. Populace je modelovana prvni
rovnici (15) s nékterou ze ¢tyt pocateénich podminek (16). Pribéh feseni s prvni pocatecni
podminkou je znazornén tyrkysové, s druhou fialové a se tieti zluté. Ctvrta z poc¢atecnich
podminek byla volena ndhodné a bylo provedeno 10 simulaci, vysledky jsou na hornim obrazku

zobrazeny cerne€.
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Obrézek 5: Vyvoj celkové velikosti populace (N = nj +ng + n3) podle modelu (15), ve kterém
je pravé jeden z parametrti zmensen o 10%.

Vliv pocdateénich podminek

V modelu (15) budeme ménit pocatecni podminky. Postupné budeme predpokladat, ze na
pocatku se populace skladala z jednotkového mnozstvi jedinct pravé jedné ze tii vékovych
tfid, nebo ze v populaci jednotkové velikosti mohly byt zastoupeny vSechna vékové tridy.
Uvazujme tedy prvni rovnost z modelu (15) spolu s nékterou z poc¢ateénich podminek

n1(0) 1 n1(0) 0 n1(0) 0 n1(0) &1
712(0) = 0 5 712(0) = 1 s nz(O) = 0 s nz(O) = 62 s (16)
n3(0) 0 n3(0) 0 n3(0) 1 n3(0) €3

kde §1 > 0,62 >0,83>0,6 +& +8§3=0.

Prvni tii z po¢ateénich podminek (16) predstavuji jakési extrémni hodnoty, ve ¢tvrté z nich
muzeme zvolit hodnoty &1, &, &3 nahodné a vypocet nékolikrat zopakovat. Vysledky jsou
graficky znézornény na obr. 4. Vidime, ze ve vSech pripadech po asi 25 ¢asovych jednotkach
velikost populace roste exponencialné a Ze relativni velikosti jednotlivych vékovych t¥id se
ustali na stejnych hodnotach. Pocatecni struktura populace tedy neovliviiuje ani rychlost
rastu populace, ani jeji stabilizovanou strukturu. Ovliviiuje pouze celkovou velikost populace
v daném case.

Vliv zmény parametra

V modelu (15) postupné zmensime kazdy z parametri o 10%. Vyvoj celkové velikosti populace
v takovych pfipadech vidime na obr. 5. Zmenseni plodnosti ve druhé veékové t¥idé zpomali
rust populace, ale celkova velikost populace stale roste exponencidlné. Zmenseni plodnosti
nejstarsich jedinct nebo zmenseni nékteré z pravdépodobnosti preziti vSak zpusobi, Ze po-
pulace bude vymirat; vymirani je nejrychlejsi v pfipadé zvétSeni tmrtnosti (omezeni preziti)
nejmladsi vékové tridy.

7 téchto vysledku vidime, Ze rychlost rustu populace je nejcitlivéjsi na zmény novoroze-
necké imrtnosti, nejméné je citlivd na zmény plodnosti stiedni vékové tiidy.
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Obrazek 6: Vyvoj populace podle modelu (17). Nahote velikosti jednotlivych vékovych t¥id,
dole relativni zastoupeni jednotlivych vékovych tfid v populaci.

Vliv kolisani velikosti parametru

7, ptredchoziho vypocétu vime, ze zmenseni plodnosti tfeti vékové tridy vede k vymieni po-
pulace, zmenseni plodnosti druhé vékové t¥idy vede ke zpomaleni ristu populace. Podivejme
se nyni, jak se bude vyvijet velikost populace, pokud se plodnosti méni v pribéhu casu.
Uvazujme tedy model

ni(t+1) 0 h(t) 5h(t) nq(t)
mt+1) | =03 0o 0 |[n@], (17)
713(75 + 1) 0 0,5 0 713(75)

kde h(t) = 1+ 3 cost. Plodnosti tedy kolisaji kolem ptivodnich hodnot v rozmezi +10%.
Vyvoj populace budeme opét vySetfovat pro rtzné poc¢ateéni hodnoty (16). Vysledny rust
populace je zndzornén na obr. 6. Nyni vidime, ze struktura populace se neustali na néjakych
hodnotach relativniho zastoupeni jednotlivych vékovych tfid, ale kolem téchto hodnot kolisaji.

Populace s parametry zavislymi na jeji velikosti

Zdroje vsech prirozenych populaci jsou omezené, a proto zadna nemiize rust neomezené, diive
¢i pozdéji narazi na horni mez svého ristu. Budeme pro jednoduchost predpokladat, ze velka
populace spotiebovava vice zdroju a Ze jejich nasledny nedostatek zpiisobi zmenseni plodnosti
jednotlivych vékovych tfid. Oznacme tedy N = ni + ns + ng a uvazujme model

ni(t+1) 0 g(N) 5g9(N)\ [ni(t) n1(0) 0
no(t+1) | =103 0 0 na(t) | , na(0) | =10]. (18)
ng(t + 1) 0 0,5 0 ng(t) 7”L3(0) 1
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Obrézek 7: Nahote: Vyvoj populace s interni variabilitou podle modelu (18) s g(N) = e~%:005V,

Dole: Vyvoj velikosti jednotlivych vékovych t¥id populace podle prvni rovnosti modelu (18)
s riznymi pocateénimi podminkami (16), ty jsou v grafech rozliSeny barvami: — oznacuje
prvii, == druhou, tfeti a — ¢tvrtou podminku, se kterou bylo provedeno 20 simulaci.

Pfitom funkce g je nezédpornd, klesajici a takova, Ze g(0) = 1; pokud by tedy nedochazelo
k uvazované vnitrodruhové konkurenci, populace by se vyvijela podle modelu (15).

Zvolme pro uréitost g(N) = e ®N, kde b > 0. V§voj celkové velikosti populace i jejich
jednotlivych slozek pfi pouziti modelu (18) s touto funkci g a s parametrem b = 0,005 je
znézornén na obr. 7 nahote. Vidime, ze (absolutni) velikosti jednotlivych vékovych t¥id se
ustali na jistych hodnotéach a také celkova velikost populace naroste do jisté limitni hodnoty.
Tato mezni velikost populace predstavuje kapacitu (GZivnost) prostfedi pro modelovanou
populaci.

Na obr. 7 dole jsou zobrazeny pribéhy velikosti jednotlivych slozek takto modelované
populace pro rtizné pocateéni podminky (16). Tento vysledek naznacuje, ze limitni velikosti
jednotlivych vékovych tfid populace nezavisi na pocatecnich podminkach. Ty ovliviiuji pouze
rychlost konvergence.

Uvazujme jesté populaci, v niz plodnost jedinct druhé vékové t¥idy miize byt vétsi nez
jednotkova. Vyvoj populace budeme tedy modelovat rovnostmi (18), funkce g vSak bude déna
rovnosti

g(N) = Re™"",

kde R > 1. Vyvoj celkové velikosti populace pro rizné hodnoty parametru R vidime na obr. 8.
Pro R = 3 se velikost populace ustali na hodnoté kapacity prostiedi a velikost populace
konverguje k této limitni hodnoté s tlumenjymi oscilacemi. Pro R = 15 a pro R = 45 populace
po jisté dobé vyvoje zacne kolem mezni hodnoty pravidelné oscilovat (velikost populace je od
jistého ¢asu periodicka, v pfipadé R = 15 je perioda rovna 2, v piipadé R = 45 je rovna 4),
pro R = 250 zacne kolisat a v tomto kolisani jiz neni zadné pravidelnost vidét.
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Obrazek 8: Vyvoj populace s interni variabilitou. Populace je modelovana rovnici (18) s funkei
g(N) = Re=%9N 3 riizngmi hodnotami parametru R.
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Vektory, matice a operace s nimi

Vektory budeme chéapat jako sloupcové. Budeme je oznacovat tuénymi malymi pismeny, jejich
slozky budeme pfevazné znacit stejnym pismenem jako je oznacen vektor, doplnénym dolnim
indexem, nebo znakem vektoru v kulaté zavorce s dolnim indexem. Tedy

Uk

Symbolem 1 oznac¢ime vektor, jehoz vSechny slozky jsou rovny jedné, symbolem o vektor,
jehoz vsechny slozky jsou rovny 0,

1 0
1 0
1= , o= | .
1 0

Matice budeme pievazné oznacovat velkymi bezpatkovymi pismeny, jejich slozky stejnym
pismenem malym s dvojici indext, pripadné znakem matice v kulatych zavorkach s dvojici
indext; prvni index je fadkovy, druhy sloupcovy. Matice typu m x n je

all a9 . A1n
any a9 . aon

A= | . N (A)ij = agj.
aml am2 ... Amn,

Vektor s k slozkami (k-rozmérny vektor) je tedy matice typu k£ x 1. Symboly O a | ozna¢ime
nulovou a jednotkovou matici,

00 ... 0 1 0 ... 0

00 ... 0 01 ... 0 1, 1=y,
=l T 0 (')”_5”_{0, i # i

00 ... 0 00 ... 1

pfitom J;; je Kroneckeriv symbol. Bude-li potfebné zdiiraznit, Zze nulovd nebo jednotkova
matice je soucasné ¢tvercovou matici dimense n, budeme psat O, nebo I,.
Soucet matic A, B stejného typu je definovan po slozkach, tj.

ail a1 . A1n b11 b12 . bln
asy aze ... A bar by ... bop
_|_ —
am1 Am2 ... Omp bml me o bmn
a1 +byy  aip+bie ... a, +bi,

ag1 +ba1  age+ba ... ag, + by,

Am1 +bm1 am2 +bpm2 .. Gmn F b
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(A + B)U = az‘j + sz
Nasobek matice skaldrem ~ je matice YA stejného typu,

aiz a2 ... Qin yair  Yyai2 ... YQin
azr Az ... Q2p Ya21  Ya2 ... YG2n

¢l T N - A =ay
Aml Am2 ... Amn Yam1 YOm2 .. YAmn

Pro linedrni kombinaci matic A, B stejného typu plati (oA + ﬁB)ij = aa;j + Bb;;. Také plati
((a + /B)A)ij = (a + /B)aij-

Ndsobeni matic: Nasobenim matice A typu m x n matici B typu n x p (zprava) dostaneme
matici C = AB typu m X p, pro jejiz slozky plati

n
Cz’j = Zaubw’.
=1
Pro nasobeni matice A typu m X n vektorem v o n slozkach plati
n
(A’U)Z = Zaijvj.
j=1
Transpozice matice: Matice transponovana k matici A typu m x n je matice AT typu n xm,
pro niz plati
<AT) = aji
ij

Pro nasobeni matic plati (AB)T = BTAT.
Skalarni soucin vektori v, w o k slozkach je definovan jako maticovy soucin

k
’UT’w: E V;W; .
i=1

Hadamardiv soucin matic A, B stejného typu je ,soucin po slozkach“, tj.

ain a2 ... Qip bir b2 ... by aitbir aebiz ... aipbin
a1 a2 ... G2y bor  baa ... boy ag1bar  agebar ... azybay,

(] = s
aml Am2 ... Amn bml bm2 e bmn am1 bml amemQ cee amnbmn

(A [¢] B)U = aijbij.

Ctvercovou diagonalni matici, kterd ma v diagonale slozky vektoru v znacime diagwv. Je
tedy
(% 0 . 0

0 vy ... 0
diagv = .
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Pro vektory v, w stejné dimenze plati
vow = vdiagw = (diag v)w.

Kroneckeriv soucin matic: Nechf matice X = (z;;) je typu p x v a matice Y = (y;5) je
typu k x A. Jejich Kroneckeriiv souc¢in X®Y je matice typu pux x v, kterou lze blokové zapsat
ve tvaru

1‘11Y .%'12Y xlyY
CEQlY $22Y $2,,Y
X®Y =
Y w2 o ozuY
Napriklad tedy

6 2 0 0 0 O
-4 4 0 0 0 O
% 8 _01 2 3 1y |3 1 0 0 -3 -1
03 0 -2 2 -2 2 0 0 2 =2
0 0 9 3 0 O
0 0 -6 6 0 O

Operace vec osklada sloupce matice nad sebe* fesnéji: z matice A typu m X n vytvori
” )
mn—rozmérny’ vektor vec A,

ail
a21

am1
ai2

ajl a2 ... Qip 499

azr G2 ... a2, .
vecA =vec | . . . = ], (vecA) = a;j

Am2
aml1 Qm2 ... Amn

Q1n
A2n

amn
kde i =1— [%}, j= [%L pritom [£] oznacuje celou ¢ast z redlného ¢isla &.
S vyuzitim operaci vec a ® muzeme piepsat soucin matice A typu m X n a n-rozmérného
vektoru:
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a11v1 + a12v2 + -+ + A1pn viail + v2ai2 + - - + Unain
a21v1 + av2 + -+ - + a2y v1a21 + V2a22 + - -+ + VnQop
A'U == . — =
Am1V1 + Amav2 + -+ - + AmpUn V1Gm1 + V20m2 + - - + UnGmn
(%1 0 e 0 ail (%) 0 e 0 aio
0 v ... 0 asy 0 vy ... 0 as9
= + +
0 0 Ok | Am1 0 0 (%) Am2
v, 0 ... 0 a1in
0 v, ... O aon
cot —
0 0 ... vy Amn
a11 ai2 ain
a1 a2 a2n T
= v1lm ] + vl ] + -t oplm ] = (v' ®ly)vecA.
Am1 Am2 Gmn
Symbolem |A| ozna¢ime matici, jejiz slozky jsou absolutnimi hodnotami slozek matice A,
(|A|)ij = |a;;|. Podobné |v| oznacuje vektor se slozkami (|’U|)Z = |vj].

FEuklidovskd norma k-rozmérného vektoru v je definovana vztahem

souctovd (tazikarskd) norma k-rozmérného vektoru v je definovana vztahem

k

.
lolly = Joil = 17Jol.

i=1
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