
Matemati
ká ekologieUniversita tøetího vìku, Jarní semestr 2003/2004Ekologie je stará dis
iplína. Její název po
hází z roku 1866 od Ernsta Hae
kela, známého nìme
kého evoluè-ního biologa. Hae
kel rád vynalézal nové vìde
ké termíny, mezi jeho nejslavnìj¹í patøí phylogenesis a oe
ologie.Slovo ekologie je odvozeno z øe
kého o��o& , tj. dùm nebo místo k pøebývání. Ekologie je podle Hae
kelova vidìnístudiem domá
ností, domá
í
h pra
í a udr¾ování domovù rostlin a zvíøat. Je vìde
kým zkoumáním vzájemný
hvztahù organismù mezi sebou a jeji
h vztahù k hmotnému okolí. My¹lenka ekologie je dokon
e je¹tì star¹í. Úz
esouvisí s pojetím vyvá¾eného hospodaøení pøírody, které bylo nejvýraznìji vyjádøeno v Linnéovì eseji Oe
onomiaNaturae z roku 1749.Ekologie je také veli
e rozrùznìná dis
iplína. V¾dy» jejím pøedmìtem je 
elá ¾ivá pøíroda i s jejím ne¾ivýmokolím. Døíve bylo obvyklé dìlit ekologii na dva podobory: autekologii (studium jednotlivý
h organismù apopula
í) a synekologi (studium rostlinný
h a ¾ivoèi¹ný
h spoleèenstev). V souèasnosti se ekologie dìlí na ví
epodoborù: Synekologie: Krajinná ekologie Autekologie: Populaèní ekologieSystémová ekologie Evoluèní ekologieEkologie spoleèenstev Behaviorální ekologieFyziologi
ká ekologieChemi
ká ekologieNìkteré z ni
h pou¾ívají matematiku. Napøíklad behaviorální ekologie ¹iro
e vyu¾ívá teorii her a dal¹í partiez teorie optimaliza
e. Je v¹ak naprosto nemo¾né v jedné pøedná¹
e by» jenom zmínit v¹e
hny partie ekologiepostavené na matemati
ký základ. Místo toho se soustøedíme pouze na populaèní ekologii. Matemati
ké vyjád-øení rùstu popula
e patøí toti¾ k nejstar¹ím aplika
ím matematiky v oblasti ¾ivé pøírody, objevilo se ji¾ v knizeLiber Aba
i Ni
oly Pisánského z roku 1202.Pøedná¹ka by tedy asi mìla mít skromnìj¹í a pøesnìj¹í název: Nejjednodu¹¹í diskrétní deterministi
ké dy-nami
ké modely popula
í. Deterministi
ké | nebudeme uva¾ovat náhodné vlivy na popula
e pùsobí
í nebonáhodné projevy popula
í, dynami
ké | zamìøíme se na vývoj popula
e v èase, diskrétní | èas nebudemepova¾ovat za plynou
í spojitì ale v kro
í
h, modely | pøesto¾e je podle Galileova výroku matematika jazykem,kterým Bùh napsal knihu pøírody, v oblasti ¾ivé pøírody (zatím?) neumíme odhalit matemati
ky formulovanézákony, ale pouze jeji
h projevy pomo
í matematiky popisujeme.1 Malthusùv model rùstu popula
eOznaème:xk . . . velikost popula
e v k-tém èasovém období,d . . . úmrtnost, tj. podíl uhynulý
h jedin
ù mezi v¹emi jedin
i popula
e (death rate),b . . . porodnost, tj. podíl novì narozený
h jedin
ù mezi v¹emi jedin
i popula
e (birth rate).Oba koe�
ienty d, b jsou nezáporné a koe�
ient d je naví
 men¹í ne¾ 1 (nemù¾e uhynout ví
e jedin
ù ne¾ kolikji
h v popula
i je). Velikost popula
e v následují
ím, tj. k + 1-ním období mù¾eme spoèítat:xk+1 = xk + mno¾ství novì narozený
h � mno¾ství uhynulý
h = xk + bxk � dxk = (1 + b� d)xk :Pøi oznaèení r = 1 + b� d dostaneme rovni
i xk+1 = rxk : (1)To je rekurentní vztah, který de�nuje geometri
kou posloupnost s kvo
ientem r. Platí tedyxk = x0rk;kde x0 je poèáteèní velikost popula
e. Kvo
ient r se nazývá rùstový koe�
ient. Proto¾e d < 1, platír = 1+ b� d > 1 + b� 1 = b � 0;1



tak¾e rùstový koe�
ient je kladný. Víme, ¾e za této podmínky geometri
ká posloupnost neomezenì roste pokudr > 1, je sta
ionární pokud r = 1 a klesá k nule pokud 0 < r < 1. Dostáváme tedy závìr:b > d velikost popula
e roste,pokud b = d velikost popula
e se v èase nemìní,b < d popula
e vymírá.Geometri
ký rùst popula
e byl u reálný
h popula
í (bakterie na Petriho mis
e, obyvatelstvo USA v 18století, . . . ) skuteènì pozorován. Malthusùv model (1) tedy realisti
ky popisuje vývoj popula
í, pøinejmen¹ímtì
h malý
h. ®ádný skuteèný rùst ale nemù¾e být neomezený. To znamená, ¾e v pøípadì velký
h popula
í nenímodel (1) adekvátní. Je potøeba vytvoøit model, který za
hovává þdobré vlastnostiÿ Malthusova modelu (popisrùstu nebo vymírání malý
h popula
í) a nemá jeho þvlastnosti ¹patnéÿ (mo¾ný neomezený rùst).2 Modely rùstu popula
e v omezeném prostøedí (logisti
ké modely)Rovni
i (1) mù¾eme pøepsat na tvar xk+1xk = r:Tím dostáváme nové vyjádøení rùstového koe�
ientu | je to pomìr velikostí popula
e ve dvou po sobì násle-dují
í
h období
h nebo také relativní pøírùstek (úbytek) popula
e za jedno období.Ka¾dá popula
e se vyvíjí v nìjakém prostøedí a zpìtnì toto prostøedí ovlivòuje. Rùstový koe�
ient by tedymìl záviset na prostøedí, které zase závisí na velikosti popula
e. Struènì øeèeno, rùstový koe�
ient je funk
ívelikosti popula
e, xk+1xk = f(xk):V pøípadì Malthusova modelu se jedná o konstantní funk
i.V realistiètìj¹í
h modele
h by tato funk
e, kterou opìt nazveme rùstový koe�
ient, mìla být klesají
í | èímvìt¹í je popula
e, tím ví
e zneèi¹»uje prostøedí produkty svého metabolismu a tím se zvìt¹uje úmrtnost; naví
,èím je popula
e vìt¹í, tím ví
e spotøebuje zdrojù z prostøedí, musí ví
e energie vynakládat na shánìní potravy aménì jí zbude na rozmno¾ování, tedy porodnost klesá. Tento jev | pokles rùstového koe�
ientu se zvìt¹ovánímpopula
e | se nazývá vnitrodruhová konkuren
e.Rùstový koe�
ient by také mìl být pro malé popula
e vìt¹í ne¾ 1. V èistém prostøedí nepo¹kozeném vlastnípøítomností a se zdroji nevyèerpávanými musí být popula
e s
hopna se rozmno¾ovat. Pro velké popula
e bynaopak mìl být men¹í ne¾ 1. V prostøedí zdevastovaném vlastní pøítomností popula
e vymírá. Z tì
hto jedno-du
hý
h pøedpokladù ji¾ plyne, ¾e existuje nìjaká þoptimálníÿ velikost popula
e, pro ni¾ je rùstový koe�
ientroven 1. V takovém pøípadì se velikost popula
e v èase nemìní, je v dynami
ké rovnováze s prostøedím. Velikostpopula
e, která je dynami
ky stálá, se nazývá (nosná) kapa
ita nebo ú¾ivnost prostøedí, oznaèuje se K. Skuteè-nost, ¾e malé popula
e se vyvíjejí podle Malthusova modelu (1) vyjádøíme tak, ¾e f(0) = r. V tomto pøípadì separametr r nazývá vnitøní koe�
ient rùstu. Vyjadøuje maximální fyziologi
ky mo¾ný relativní pøírùstek velikostipopula
e za jedno období.Po¾adavky kladené na funk
i f struènì zapí¹eme: funk
e f : [0;1) ! R je klesají
í a platí f(0) = r > 1,f(K) = 1 pro nìjaké K > 0. Nejjednodu¹¹í funk
í, která je splòuje, je funk
e lineární,f(xk) = r � r � 1K xk:Pøi této volbì rùstového koe�
ientu dostaneme model vývoje popula
e ve tvaruxk+1 = xk �r � r � 1K xk� : (2)Pokud poèáteèní velikost x0 popula
e je men¹í ne¾ kapa
ita prostøedí K, mù¾e se velikost popula
e vyvíjetrùznými zpùsoby. Vývoj konkrétní popula
e závisí na velikosti vnitøního koe�
ientu rùstu:1 <r< 2 . . . velikost popula
e monotonnì roste k hodnotì K,2 <r< 3 . . . velikost popula
e se k hodnotì K pøibli¾uje s tlumenými os
ila
emi,3 <r< 3:828427 . . . velikost popula
e kolísá kolem hodnoty K pravidelnìr> 3:828427 . . . velikost popula
e mù¾e kolísat kolem hodnoty K nepravidelnì, 
haoti
ky.Pøíklady jsou uvedeny na následují
í
h obráz
í
h: 2
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kObr. 3. r = 3:5 Obr. 4. r = 4V¹e
hny tyto teoreti
ky mo¾né zpùsoby 
hování popula
e se v pøírodì skuteènì vyskytují. Organismy s ma-lým koe�
ientem rùstu (napøíklad vel
í sav
i) bývají nazýváni K-stratégové. Vyznaèují se tím, ¾e plnì vyu¾ívajíkapa
itu prostøedí, ale ¹patnì se vyrovnávají s jeho zmìnami. Organismy s velkým vnitøním koe�
ientem rùstu(napøíklad drobní hlodav
i) se nazývají r-stratégové. Ti si
e nevyu¾ívají bezezbytku kapa
itu prostøedí, alevelkou reprodukèní aktivitou se brání vyhynutí pøi jeho zmìná
h.Model (2) je tedy realistiètìj¹í ne¾ model Malthusùv (1). Jeden záva¾ný ne¾ádou
í rys ale má. Pokud jepoèáteèní velikost popula
e pøíli¹ velká, vìt¹í ne¾ Kr=(r � 1), bude její velikost v následují
ím období podlemodelu záporná. To samozøejmì není fyzi
ky mo¾né. Tento jev je zpùsoben tím, ¾e funk
e f je pro velké hodnotyzávisle promìnné záporná.Model tedy dále pøiblí¾íme realitì pøidáním dal¹ího po¾adavku na funk
i f : funk
e má být na 
elém svémde�nièním oboru kladná, f(x) > 0 pro x � 0. Funk
í, která splòuje v¹e
hny uvedené po¾adavky je napøíkladlomená funk
e (nepøímá úmìrnost) f(xk) = rKK + (r � 1)xk :S jejím pou¾itím dostaneme model xk+1 = xk rKK + (r � 1)xk : (3)Pokud je poèáteèní velikost x0 popula
e men¹í ne¾ kapa
ita prostøedí K, popula
e monotonnì naroste dovelikosti K; pokud je x0 men¹í ne¾ K, popula
e monotonnì na velikost K klesne. Model (3) se tedy hodípouze pro popis vývoje popula
í K-stratégù. Odstranili jsme nedostatek modelu (2) (mo¾nost záporné velikostipopula
e), ale ztratili jsme jeho pøednost (
exibilitu pro modelování rùzný
h typù popula
í).Jiná funk
e splòují
í v¹e
hny po¾adavky kladené na rùstový koe�
ient je funk
e exponen
iálníf(xk) = r1�xk=K ;s jejím¾ pou¾itím dostaneme model xk+1 = xkr1�xk=K : (4)Podle tohoto modelu se popula
e mù¾e 
hovat v¹emi zpùsoby uvedenými u modelu (2) a nemù¾e dojít k zápor-ným velikostem popula
e. Cenou za toto pøiblí¾ení modelu k realitì je vìt¹í výpoèetní nároènost.
3



3 Modely vývoje interagují
í
h popula
í(Lotkovy-Volterrovy modely)Model (4) lze vzít za základ pøi dal¹ím modelování popula
í. Nejdøíve ho pøepí¹eme na tvarxk+1 = xk expn�1� xkK � ln ro ;nebo pøi oznaèení � = ln r, � = (ln r)=K, xk+1 = xke���xk :Parametr � 
harakterizuje samotnou popula
i (vnitøní koe�
ient rùstu), parametr � 
harakterizuje vztah po-pula
e a prostøedí. Souèasnì parametr � vyjadøuje, jak se zmen¹í rùstový koe�
ient, kdy¾ se zvìt¹í velikostpopula
e. Z tohoto pozorování lze vyjít pøi vytváøení modelù popula
í, které se vzájemnì ovlivòují. Ozna-èíme yk velikost druhé popula
e v k-tém èasovém období a vývoj velikostí dvou popula
í mù¾eme modelovatnásledují
ími rovni
emi: xk+1 = xke�1��1xk�
1yk ; (5)yk+1 = yke�2��2yk�
2xk : (6)Parametry �1, �2 lze nazvat vnitøní parametry rùstu, parametry �1, �2 lze nazvat parametry vnitrodruhovékonkuren
e a parametry 
1, 
2 lze nazvat parametry mezidruhové interak
e. Podle jeji
h znaménka klasi�kujemetyp interak
e:� 
1 > 0, 
2 > 0 | druhá popula
e omezuje rùst první a první popula
e omezuje rùst druhé. Tento vztahpopula
í se nazývá konkuren
e nebo kompeti
e.� 
1 < 0, 
2 < 0 | druhá popula
e stimuluje rùst první a první popula
e stimuluje rùst druhé. Tento vztahse nazývá mutualismus nebo symbióza.� 
1 > 0, 
2 < 0 | druhá popula
e omezuje rùst první a první popula
e stimuluje rùst druhé. Tento vztahse nazývá preda
e nebo parazitismus; první popula
e je koøistí, hostitelem, rostlinou, . . . , druhá je drav
em,parazitem, býlo¾rav
em . . .� 
1 = 0, 
2 = 0 | popula
e se vzájemnì neovlivòují. Tento vztah se nazývá neutralismus.� 
1 = 0, 
2 > 0 | amenzalismus.� 
1 = 0, 
2 < 0 | komenzalismus.Parametry �1, �2 nemusí být kladné, izolovaná popula
e bez pøítomnosti druhé nemusí pøe¾ívat (to je pøípadvztahu drave
-koøist: popula
e drav
e bez koøisti vymírá, koe�
ient �2 je záporný). Podobnì ani parametry �1,�2 nemusí být kladné, kapa
ita samotného prostøedí bez pøítomnosti mutualisty nebo symbionta mù¾e býtnulová (v takovém pøípadì mluvíme o obligatorním mutualismu ).Dvì konkurují
í si popula
e mohou dlouhodobì koexistovat, jeji
h velikosti se ustálí na nìjaké hodnotì,která je pro ka¾dou z popula
í men¹í ne¾ nosná kapa
ita prostøedí pro samotnou popula
i bez pøítomnostidruhé (pøíklad takového spoleèenstva je na obr. 5, parametry: �1 = �2 = 0:5, �1 = �2 = 1, 
1 = 
2 = 0:1), nebokolem takový
h hodnot os
ilují. Jiná mo¾nost vývoje konkurují
í
h si popula
í je vymøení jedné popula
e austálení velikosti druhé popula
e na hodnotì kapa
ity prostøedí (pøíklad je na obr. 6, parametry: �1 = �2 = 0:5,�1 = �2 = 1, 
1 = 0:1, 
2 = 1:1) nebo os
ila
e kolem ní. V takovém pøípadì mluvíme o kompetièním vylouèení.Pøitom buï jedna popula
e v¾dy vylouèí druhou bez ohledu na poèáteèní velikosti popula
í (jedna popula
e jedominantní), nebo o tom, která z popula
í pøe¾ije rozhodují poèáteèní velikosti popula
í.xk , yk
k

xk , yk
kObr. 5. Koexisten
e Obr. 6. Kompetièní vylouèeníMutualisti
ké popula
e mohou koexistovat a jeji
h velikosti se buï ustálí na hodnotá
h, které jsou vìt¹í ne¾kapa
ita prostøedí pro ka¾dou z ni
h, nebo kolem takový
h hodnot os
ilují. Je-li v¹ak mutualismus pøíli¹ silný4



a u¾itek jedné popula
e pro druhou je veliký, mù¾e dojít k tomu, ¾e velikosti obou popula
í budou neomezenìexponen
iálnì rùst (to by v pøírodì znamenalo zhrou
ení prostøedí, v nìm¾ popula
e ¾ijí); v takovém pøípadìmluvíme o þorgií
h vzájemné dobroèinnostiÿ (orgy of mutual benefa
tion; pøíklad je na obr. 7, parametry�1 = �2 = 0:05, �1 = �2 = 1, 
1 = 
2 = �1).Popula
e ve vztahu preda
e koexistují. Typi
kým 
hováním spoleèenstva drave
-koøist je kolísání velikostípopula
í kolem nìjaké hodnoty, pøièem¾ maximum velikosti koøisti pøed
hází velikost popula
e drav
e. Pøíkladje na obr. 8, koleèky je znázornìna popula
e koøisti, trojúhelníèky popula
e drav
e; pou¾ité parametry byly�1 = 0:5, �2 = �0:5, �1 = 0:1, �2 = 0, 
1 = 0:5, 
2 = �0:5.xk , yk
k

xk , yk
kObr. 7. þOrgie dobrodiníÿ Obr. 8. Drave
-koøist
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