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Diferencialni a integralni pocet funkci
jedné promeénné






Kapitola 1

Prekalkulus

1.1 Realna disla

e Prirozend ¢isla: N = {1,2,3,...}  Dospéjeme k nim pii poéitdni prvki né&jaké mnoziny. Lze na nich
definovat zakladni pocetni operace, usporadani.

e Celd ¢isla: Z = {...,—3,-2,—-1,0,1,2,3,...} © Doplnéni mnoziny N tak, aby operace od¢itani méla vzdy
vysledek.

e Raciondlni ¢isla: Q = {™ : m € Z,n € N}  Doplnéni mnoziny Z tak, aby operace déleni méla vidy
vysledek.

e Iraciondlni ¢isla: I  Cisla, kterd neni mozno vyjadfit ve tvaru ~,kdemeZ,neN
Iracionalni ¢isla potfebujeme. Napf. log;,3 € L.

D.: Sporem. Piipustme, ze log;,3 = ™. Pak

m

0% = 3
10" = 3"

Dostali jsme dva rizné rozklady jednoho ¢isla na prvocinitele. To je spor. [
Nebov/2 € 1.

D.: Sporem. Pfipustme, ze\/2 = ™. Pak .

2 = m

n2
n
2n2 = m

V rozkladu na prvocinitele ¢isla stojicitho na levé strané rovnosti je 2 v liché mocniné, v rozkladu na
prvodinitele ¢isla stojictho na pravé strané rovnosti (tedy téhoz ¢isla) je 2 v sudé mocniné. To je spor. [

1.1.1 Definice
Bud M mnozina, na niz je definovano usporadani < . (Uspofadéni je binarni relace, ktera je
(i) reflexivni: (Va € M) (a < a)
(ii) antisymetrickd: (Va,be M)(a<b,b<a=a=0)
(iii) transitivni: (Va,b,c € M)(a <b,b<c=a<c¢) )

Bud a € M, A C M. Rekneme, Ze a je horni (resp. dolni) zdvora mmnoZiny A v mnoziné M, jestlize x < a
(resp. a < x) pro kazdé x € A. Rekneme, %e mnozina A je ohranic¢end shora (resp. zdola), jestlize existuje jeji
horni (resp. dolni) zavora. Rekneme, Ze mnozina A je ohranicend, je-li ohrani¢en4 shora i zdola.



1.1.2 Priklady

1. Mnozina A = {1,1+ %, 1414 %, ...} je ohrani¢ena zdola (dolni zavora je napf. 1) a neni ohranicend shora:

1

P¥i oznaceni a, =1+ 3 + 5 + ...+ = je
a; = 1
ag= 1+3+i4+3>141+1+2=1+2
ag= ast+itgtrtsg>l+i+ti=1+3

Indukci lze dokézat, Ze azn > 1+ 4 a ¢islo 1 + § miize byt libovolné velké.

2. Mnozina B = {1,1 + %, 1+ % + %, ...} je ohranifend shora, b < %2 pro kazdé b € B. (Bude dokdzano
pozdéji.)

1.1.3 Definice

Bud A C M, kde M je mnozina, na niz je definovano uspofadani <. Rekneme, Ze a € A je mazimum nebo
nejuétsi proek (minimum nebo nejmensi prvek) a piSeme a = max A (a = min A), jestlize pro kazdé x € A plati
z<a (a<a).

1.1.4 Definice

Bud M mnozina, na niz je definovano uspoifadani < a bud A C M. Rekneme, Ze a € M je supremum mnoziny
A, jestlize je nejmensi horni zdvorou mnoziny A, t.j. jestlize plati

(s1) (Vz € A) (x < a),
(s2) (Vx € A)(x <b))=a<h

Piseme a = sup A.

1.1.5 Definice

Bud M mnozina, na niz je definovano usporddani < a bud A C M. Rekneme, Ze a € M je infimum mnoziny A,
jestliZe je nejvétsi dolni zdvorou mnoziny A, t.j. jestlize plati

(i1) (Vz € A) (a < x),
(i2) (VzeA)(b<z))=b<a.

PiSeme a = inf A.

1.1.6 Poznamky
1. Podminku (s2) v 1.1.4 lze nahradit podminkou
(s2) (peM,p<a)= (Fxr € A)(p<x).
(p < a je definovano jako p < a a souasné p # a; v dalsim budeme pouzivat i symboly >, >.)

D.: Necht a € M spliiuje (s2) a necht p € M, p < a. Pak p nen{ horni zdvora mnoziny A (jinak by podle
(s2) bylo a < p). Odtud plyne, Ze existuje © € A takové, Ze x > p, tedy plati (s2*).
Necht @ € M splituje (s2*) a bud b € M horni zévora mnoziny A. Kdyby b < a, pak by existovalo
x € A takové, ze b < = a tedy b by nebyla horni zdvora mnoziny A. Je tedy a < b. O

2. Analogicky lze dokédzat, ze podminku (i2) v 1.1.5 lze nahradit podminkou
(i2*) peM,p>a)= (FzcA)(p>uz).

3. Libovolnd A C M ma nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno infimum.



4.

D.: Necht a = supA, b = sup A. b je podle (s1) horni zdvora mnoziny A, tedy a < b podle (s2).
Analogicky a je horni zavora A, tedy b < a. Z antisymetrie relace < plyne a = b.
Analogicky se ukazZe platnost tvrzeni pro infimum. O]

Jestlize existuje max A (min A), pak existuje také sup A (inf A) a plati sup A = max A (inf A = min A).

D.: Necht a = max A.
a splituje (s1) pfimo podle definice maxima 1.1.3
Necht b je horni zdvora mnoziny A. Pak b > x pro kazdé x € A, zejména tedy b > a € A. Coz
znamena, ze plati (s2).
Tvrzeni pro infimum a minimum se dokaze analogicky. [

1.1.7 Definice

MnoZina redlngch ¢isel je mnozina R, na niz jsou definoviny dvé bindrnim operace + (s¢iténi), - (ndsobeni) a
jedna bindrni relace < (mensi nez), které splituji podminky

(R1)

(R11)
(R12)
(R13)
(R14)

R14

pro vSechna a,b € R plati a + b = b+ a (komutativni zdkon pro séitani)
pro vSechna a,b,c € R plati (a 4+ b) + ¢ = a + (b + ¢) (asociativni zdkon pro s¢itani)

existuje prvek 0 € R takovy, ze pro vSechna a € R plati a + 0 = a (existence neutralniho prvku vzhledem
ke s¢itani)

ke kazdému a € R existuje prvek —a € R takovy, ze a + (—a) = 0 (existence opa¢ného prvku)
pro vSechna a,b € R plati a - b = b- a (komutativni zdkon pro nsobeni)
pro vSechna a,b,c € R plati (a-b) - c=a- (b- ¢) (asociativni zdkon pro nasobeni)

existuje prvek 1 € R, 1 # 0 takovy, Ze pro vSechna a € R plati a - 1 = a (existence neutralniho prvku
vzhledem k nésobeni)

ke kazdému a € R, a # 0 existuje prvek a~! € R takovy, Ze a - a~! = 1 (existence inversniho prvku)
pro vSechna a,b,c € R plati a - (b+¢) = (a - b) + (a - ¢) (distributivni zakon)

kazdé dva prvky z mnoziny R jsou srovnatelné, podrobnéji: kazda dvojice prvka a,b € R spliiuje praveé
jeden ze vztahii a < b, a = b, b < a (zédkon trichotomie)

jestliZe pro a,b,c € R plati a < b a b < ¢, pak také a < ¢ (transitivita relace <)
jestliZe pro a,b € R plati a < b, pak pro kazdé ¢ € R je a 4+ ¢ < b+ ¢ (monotonie vzhledem ke séitani)
jestlize pro a,b,c € R plati a < b a 0 < ¢, pak a - ¢ < b- ¢ (monotonie vzhledem k nasobeni)

je-li M neprézdna shora (zdola) ohrani¢end podmnozina mnoziny R, pak existuje sup M € R (inf M € R)

1.1.8 Poznamky

1.

(R1) — (R4) a (R5) — (R8) jsou axiomy komutativni grupy

(R1) — (R9) jsou axiomy pole

(R1) — (R13) jsou axiomy uspofadaného pole

(R1) — (R14) jsou axiomy spojité usporadaného pole

Existuje jediné (az na isomorfismus) usporddané pole. Axiom (R14) se nazyva axiom spojitosti.

Pfimka, na niZ je zvolen pocatek (obraz redlného éisla 0), jednotkova délka a orientace (obraz ¢isla 1) se

nazyva ciselnd osa. Existuje prosté a vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny realnych ¢isel na ¢iselnou
oSu.



3. Druh4 ¢ast axiomu (R14) (existence infima) je disledkem prvni ¢asti a ostatnich axiomd.

D.: Nejdiive ukdzeme, ze pro kazdé a € R je —(—a) = a. Vyjdeme z (R4):

(—a) + (—(=a)) = 0 / pfi¢teme a zleva
a+((=a) +(=(=a))) = a+0 / (R2), (R3)
(@+(=a)) +(=(=a)) = a / (R4)

0+ (—((—a g = a / (R1), (R3)

Dale ukazeme, ze jestlize a < b pak —b < —a:

a < b / +(—a) zprava
a+(—a) < b+ (—a) / (R4)
0 < b+(—a) / +(=b) zleva
(=0)+0 < (=b)+(b+(-a)) / (R3), (R2)
b < ((=b)+b)+ (-a) / (R1), (R4)
-b < 04 (-a) / (R1), (R3)
-b < -—a

Necht nyni je ) # M C R zdola ohrani¢end, b jeji dolni zavora. Polofme M’ = {—x : z € M}. Pak
pro kazdé x € M plati b < x a tedy podle druhého kroku dtkazu je —x < —b pro kazdé —x € M’.
To znamend, %e M’ je shora ohrani¢end a podle prvni ¢4sti (R14) existuje sup M’ = s € R. Podle
(R4) je —s € R. Ukazeme, ze —s = inf M:

Bud © € M libovolné. Pak podle (s1) je —z < s a podle pomocnych tvrzeni na zacatku dikazu je
—s < z. Ponévadz z bylo libovolné, je podminka (il) splnéna.

Bud ¢ € R takové, ze ¢ < x pro kazdé z € M. Pak —z < —c pro kazdé —x € M’ a podle (s2) je
s < —e¢, tedy —(—c) < —s. Podle prvniho kroku diikazu je ¢ < —s, coz znamend, Ze i podminka (i2)
je splnéna. O

1.1.9 Priklad
Necht M = {2 : m,n € N, m < n}. Ukazte, ze sup M = 1, inf M = 0.

R.: Platnost podminky (s1): o <1prom <n.

Platnost podminky (s2*): Bud p € M, p < 1. Je-li p < 0, pak napf. pro % € M plati p < % Necht

tedy p > 0. PoloZme n = 1 + [ﬁ] (Pfitom [z] oznaduje celou ¢ast z Cisla x, t.j. celé ¢islo z takové, ze
< z<wz+1 Napt. [r] =3, [3] =1, [-3.5] = —4 a p.) Pak

‘H

n > b
n—np > 1
n—1 > np
-1
nn > p

a ziejmé =L € M.
Platnost podminky (i1): ™ > 0 pro vSechna m, n € N.
Platnost podminky (i2*): Bud p € M, p > 0. Je-li p > 1, pak nap¥. pro % € M plati % < p. Necht tedy
p<1.P010imen:1+[%].Pakn>%atedyp>%€M.D
1.1.10 Definice
Mnozinu R* = RU {—00, 00} nazyvame rozsifend mnozina redlngch ¢isel, symboly —oo, co nazyvame nevlastni
redlnd c¢isla (nevlastni body ciselné osy). Klademe —oo < a < 0o pro kazdé a € R.

Symboly —oo, oo nejsou ¢isla, nedefinujeme pro né pocetni operace.

10



1.1.11 Definice
Budte a, b € R, a < b. Uzaviengm intervalem o kragnich (koncovych, hranicnich) bodech a, b rozumime mnozinu
[a,b) ={z € R: a <z <D},

otevrengm intervalem mnozinu

(a,0) ={z €eR: a <z <b},

polouzavienymi intervaly zprava (resp. zleva) mnoZiny

(a,b)] ={x € R: a <z < b},

[a,b) ={x €R: a <z <b}.

Nekonecné intervaly definujeme jako mnoziny

[a,00) = {zeR:z>a}l,
(a,00) = {z€eR:z>a},
(—00,b] = {zxeR:x<b},
(—o0,b) = {rxeR:z<b},
(—00,0) = R.

Je-li J interval jakéhokoliv typu a xo € J, x¢ neni krajni, fekneme, Ze zy je vnitfni bod intervalu J.

1.1.12 Definice

Okolim (podrobnéji (symetrickym) §-okolim, § > 0) bodu xo € R rozumime interval (xo — J, zg + 9).
Okolim bodu oo rozumime interval (a, c0), kde a € R.
Okolim bodu —oo rozumime interval (—oo,a), kde a € R.

d-okoli bodu zp € R* budeme oznacovat symbolem Os(x¢), struéné O(xy).

1.1.13 Véta

Okoli bodu z mnoziny R maji tyto vlastnosti:
(o1) Jsou-li O1(xg) a O2(xg) dvé okoli téhoz bodu xo € R*, pak O1(x0) N O2(xo) je okolim bodu .
(02) Jsou-li 1, Tg € R*, x1 # 9, pak existuji O(z1) a O(z2) takovd, ze O(z1) N O(z3) = 0.
D.:
1. ® IgE R, 01(1‘0) = (330 — 51,1‘0 + 51), OQ(JC()) = (1‘0 — 52,560 + 52) Polozme § = min{51,52}. Pak
O(zg) = (ko — 6,20 + 0) = O1(xp) N O2(x0) je okolim bodu .
o 1o =00, O1(x0) = (a1,00), Oz2(xp) = (az,0). Polozme a = max{ay,as}. Pak O(zg) = (a,00) =
O1(x0) N Oz(x0) je okolim bodu oco.
e () = —oo. Platnost tvrzeni ukazeme analogicky jako v predchozim piipadé.
2. Bez jmy na obecnosti lze predpokladat, ze x1 < xs.

e —00 < 1 < @3 < 00. Polozme § = 1 (z2—21). Pak O(z1) = (21—6, 21+6), O(z2) = (226, 32+6)
jsou okoli bodii z1, 2 s pozadovanou vlastnosti. (Volba § = %(acQ — x1) samoz¥ejmé neni jedind
moznd. Staci volit § = r(z2 — 1), kde r < 1)

e —00 < 11 < x9 = 0co. Necht § > 0 je libovolné a polozme a = x1 + 20.

Pak O(z1) = (1 — §,21 + 0), O(z2) = (a,0) maji pozadovanou vlastnost.

e Analogicky ukéZeme platnost tvrzeni v ostatnich ptripadech.

11



1.1.14 Definice
Bud zy € R. Ryzim okolim bodu z( rozumime mnozinu O(xg) \ {zo}-

Okoli nevlastniho bodu je vzdy ryzi.
Ryzi okoli bodu z¢ budeme oznacovat O’ (zo).

1.1.15 Definice

Bud zp € R, § > 0. Pravym (resp. levym) §-okolim bodu xy rozumime interval [zg, zg + d) ((zo — 6, x0]). Ryzim
pravym (resp. levym) J-okolim bodu xg rozumime otevieny interval (zg,zo + 0) ((xg — J,z0)).

Pravé (resp. levé) d-okoli bodu zp budeme oznacovat Ps(xo), struéné P(zo) (resp. Ls(zo), strucné L(xg)).
Ryzi pravé (resp. levé) d-okoli bodu zp budeme oznacovat Pj5(zo), struéné P’(zo) (resp. Lj(zo), struéné L'(zo)).
1.1.16 Poznamky
1. Také pravé a leva okoli, ryzi okoli maji vlastnosti (01), (02) z véty 1.1.13.
D.: Snadnou modifikaci dikazu 1.1.13. O
2. Bud J C R interval a bud z vnitini bod intervalu J. Pak existuje O(xg) takové, ze O(xp) C J.

D.: Necht a,b € R* jsou krajni body intervalu J.
e Jsou-li a,b € R, polozime § = 1 min{zg —a,b— zo)}. Pak § > 0 a (zg — &, 7 + 0) je pozadované

okoli.

e Jsou-li a € R a b= oo, polozime § = % (xo — a). Pak § > 0 a (zg — §,z9 + &) je opét pozadované
okoli.

e Analogicky ukézeme platnost tvrzeni v ostatnich pfipadech.

O

«
1.1.17 Véta
1. Mezi dvéma libovolnymi redlnymi ¢isly x1, x2, 21 < 22 lezi raciondalni i iracionalni ¢islo.
2. V libovolném okoli libovolného ¢isla xg € R lezi racionalni i iracionalni ¢islo.

(Stru¢né: Mnozina Q i mnozina I je hustd v mnoziné R.)

D.:
1. e PoloZme n = [Iziml] +1, m = [nx1] + 1. Pak m € Z, n € N a tedy ¢ = 2 € Q. Déle plati
m > nr m < nzxp+1 n > mziml
T o< nro —nry > 1

n
nre > nxp+1

Odtud x; < 7+ < nzitl o Ny _ g, coZ znamena, Ze g je racionalni &islo mezi &isly z1 a xs.

- n n
e Polozme s = [szm} +1, r= %xl] +1.PakreZ,seNaw= ‘/% € I, nebot v opaéném
piipadé byv/2 € Q, coz by byl spor s tvrzenim dokdzanym v tvodu tohoto odstavce. Déle plati
ro> %xl r < %xl +1 s > xfxl
z < 2T Sr2 > Fm+1l

<\/§(\/%CE1+1) <\/§%$2

Odtud z; < ‘/% = 9, COZ znamena, ze w je iraciondlni ¢islo mezi

Cisly x1 a xs.

2. je dusledkem 1., nebotf mezi ¢isly xg — § a 29 + 0 lezi raciondlni i iracionalni ¢islo.

S S

O
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1.2 Funkce a jejich zakladni vlastnosti

1.2.1 Definice

Funkce f (podrobnéji redindg funkce jedné rediné promeénné) je zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R.
Mnozina Dom f = {z € R: (Jy € R)((z,y) € f)} se nazyva definicni obor funkce f. (Domain)
Mnozina Im f = {y € R: (3z € R)((x,y) € f)} se nazyva obor hodnot funkce f. (Image)

Je-li f funkce, pak zobrazeni f : Dom f — Im f je surjekce (zobrazeni na).

Je-li (2,y) € f, plSeme y = f(x), © —y, x>y,

Prvky z Dom f se nazyvaji hodnoty nezavisle proménné, argument.

Prvky z Im f se nazyvaji hodnoty zavisle proménné, funkéni hodnota.

Pokud neni explicitné uvedeno jinak, defini¢nim oborem rozumime nejvétsi (vzhledem k mnozinové inklusi)
mnozinu, pro jejiz prvky lze funkéni hodnotu vypocitat.

1.2.2 Definice

Grafem funkce f rozumime mnoZinu G = {(z, f(z)) : = € Dom f}, kde (z,y) znaci orthogonélni kartézské
soutfadnice bodu v roviné.

1.2.3 Priklad
1. f(z) = |z| = max{x,—z}, Dom f =R, Im f = [0, c0).

X

2. f(x) = , Dom f = (—1,1), nebot musi platit Im f = R, nebot pro libovolné r € R je
1@) = == f=(=1L1 P f p j
1—22 > 0 roo= \/1f7
1 > a° (1—2?)r? = 22
1 > |z r? = (1+7r?)a?
T2 = = 1I:IT2

Znaménko u x musi byt stejné jako znaménko
r

V1472

3. f(z) = [z], kde [z] je cela &ast z Cisla z, to jest celé &islo takové, Ze [x] < z < [z] + 1.

Dom f =R, Im f = Z.

ur, tedy x =

1, z€Q

4. Dirichletova funkce x(z) =
0, ze€el

Domx =R, Imx = {0, 1}.

1.2.4 Definice

Budte f, g funkce, Dom f N Dom g # (. Pak definujeme

souéet funkci f, g predpisem: (f + g)(z) = f(x) + g(x) pro z € Dom f N Dom g,
rozdil funkei f, g pfedpisem: (f — g)(z) = f(z) — g(x) pro & € Dom f N Dom g,
soucin funkct f, g predpisem: (fg)(x) = )g(z) pro € Dom f N Dom g,

[z
podil funkci f, g pfedpisem: <) (z) = ;(x) pro € Dom f N (Domg \ {z € Domg : g(z) = 0}),
x

()

absolutni hodnotu funkce f predpisem |f|(z) = |f(z)| = max{f(x), —f(x)} pro € Dom f.
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1.2.5 Definice

Funkce f se nazyvd ohranidend (shora ohranicend, zdola ohranidend), je-li mnozina Im f ohranifend (shora
ohranicend, zdola ohranifend) podmnozina mnoziny R.

Funkce f je ohrani¢end pravé tehdy, kdyz existuji a,b € R takova, ze a < f(z) < b pro kazdé = € Dom f,
coz nastane pravé tehdy, kdyz existuje h € R takové, Ze |f(x)| < h pro kazdé x € Dom f. Analogickd tvrzeni
plati pro funkci ohrani¢enou shora nebo zdola.

1.2.6 Definice
Funkce f se nazyva sudd, jestlize x € Dom f = —z € Dom f, f(—z) = f(x).
Funkce f se nazyva lichd, jestlize = € Dom f = —z € Dom f, f(—z) = —f(x).
Pitklady sudé funkce: 22", kde n € N, |z, cos .
P¥iklady liché funkce: z2"*1, kde n € N, sinz, tgz.

Bud f suda funkce, G jeji graf, (z,y) € G. Pak (—z,y) € G. Body (x,y) a (—z,y) jsou symetrické podle osy
y, graf sudé funkce je symetricky podle osy .

Bud f liché funkce, G jeji graf, (z,y) € G. Pak (—z, —y) € G. Body (z,y) a (—z, —y) jsou symetrické podle
pocatku sourfadného systému, graf liché funkce je symetricky podle poc¢atku souradného systému.

1.2.7 Véta

Ma-li funkce f vlastnost: x € Dom f = —x € Dom f, pak ji lze vyjadrit jako soucet funkce sudé a liché.

D.: f(z) = 5(f(2) + f(~=2)) + 5(f(2) = f(-x))
g9(x) = %(f(x) + f(=2)); 9(==) = %(f(—x) + f(x)) = g(x); g(x) je suda,
h(z) = 3(f(2) = f(=2)); M—2) = 5(f(-2) = f(2)) = —5(f(2) = f(=2)) = —h(z); h(z) je licha. OJ

1.2.8 Definice

Bud p € R, p > 0. Rekneme, Ze funkce f je periodickd s periodou p, jestlize
2z €Dom f = x+p € Dom f, f(z+p) = f(z).

Priklady: sinx, cos z — perioda 27,
tgx — perioda T,

sin 5~ — perioda 1,

konstatntni funkce f(x) = ¢ € R — periodou je jakékoliv p € (0, 00).

Bud f funkce periodickd s periodou p > 0, n € N. Pak f je periodickd s periodou np.

D.: zeDomf=z+peDomf=z+p+p=x+2pc€Domf=---=z+npecDomf.
fle+np) = f(z+(n—1p+p)=flz+(n—1)p) = f(z+(n—2)p+p) = flz+(n—2)p) =~ = f(z). O

Mnozina period periodické funkce f je nekoneCnd, tedy neprazdna a zdola ohranic¢end nulou. Podle 1.1.7
(R14) existuje pg = inf{p : p je perioda funkce f}. Pokud pg je periodou funkce f, nazyvame ji nejmensé nebo
zdkladni periodou funkce f. Periodicka funkce nemusi mit nejmensi periodu. Napf. periodou Dirichletovy funkce
je kazdé kladné racionalni ¢islo.

1.2.9 Definice
Funkce f se nazyva rostouct v bodé x¢ € Dom f, jestlize existuje O(zg) takové, ze O(xg) C Dom f a plati

z€O0(xg), <z = [f(z)< f(m0)
r€O(xo), z>x0 = f(x)> f(x0),
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struéné: jestlize pro z € O(xo) \ {wo} plati (x — zo)(f(z) — f(z0)) > 0.

Funkce f se nazyva neklesajici v bodé xy € Dom f, jestlize existuje O(xg) takové, ze O(xg) C Dom f a plati
x € O(xg), x <mo = [(z) < f(20)
x € O(xg), x >x0 = flx)> f(x0),

struéné: jestlize pro = € O(zo) plati (x — xo)(f(z) — f(xo)) > 0.

Analogicky definujeme funkci klesajici a nerostouci v bodé xo € Dom f.

Funkce, ktera je v bodé g € Dom f nerostouci nebo neklesajici, se nazyva monotonni v bodé xy € Dom f.
Funkce, ktera je v bodé g € Dom f rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni v bodé rg € Dom f.

Funkce rostouci v bodé z¢y € Dom f nemusi byt rostouci v zadném jiném bodé z Dom f.

1.2.10 Definice

Rekneme, Ze funkce je rostouct na intervalu J, jestlize J C Dom f a pro libovolna x, 2o € J plati 1 < x5 =

f(z1) < f(x2).

Rekneme, 7e funkce je neklesajici na intervalu .J, jestlize J C Dom f a pro libovolna x1, 2o € J plati z; < 25 =
f(a1) < f(x2).

Analogicky definujeme funkci klesajici a nerostouct na intervalu J.

Funkce rostouci nebo klesajici na intervalu se nazyva ryze monotonni na intervalu, funkce nerostouci nebo
neklesajici na intervalu se nazyva monotonni na intervalu.

Monotonie v bodé — lokdini vlastnost
Monotonie na intervalu — globdlni vlastnost

Slova interval J“ v pfedchozi definici lze nahradit slovy ,mnozina M C Dom f*.

1.2.11 Véta

Funkce f je rostouci na otevieném intervalu J C Dom f pravé tehdy, kdyz je rostouci v kazdém bodé tohoto
intervalu.

: ,=“ Necht f je rostouci na J a necht zy € J. J je otevieny = x( je vnitini bod =(podle 1.1.16.2) existuje
O(z0) C J. Tedy O(zo) C Dom f. Je-li x € O(xo), = < x0, je f(x) < f(xo); je-li z € O(xp), = > xo, je
f(z) > f(xo). Tedy f je rostouci v bodé xy.

»<=* Necht f je rostouci v kazdém bodé intervalu J. P¥ipustme, Ze f neni rostouci na J. Existuji tedy x1,x2 € J,
Ze 1 < xg a f(x1) > f(x2). Oznaéme M = {z € [z1,22] : f(z) > f(z1)}. Plati

a) M # (), nebot f rostouci v z; = ex. O(x1), Ze pro kazdé x > z1 je f(z) > f(z1).
b) M je shora ohranicend, nebof x5 je horni zévora M.

Podle 1.1.7 (R14) existuje 9 = sup M < x5.

— Predpokladejme xg = 5. f je rostouci v bodé xo = existuje O(z2) = (x2 — §,22 + §) C Dom f, Ze
pro x € O(z2), x < x2 plati f(z) < f(x2).

Podle 1.1.6(s2*) existuje x € M, x > x2 — 0. Ponévadz z € M, je x < x2. Jest € O(zz). Pokud
x < x9, pak f(x) < f(xz), pokud = = x5, pak f(z) = f(z2). Tedy f(x) < f(z2).
Soucasné x € M a tedy f(x) > f(z1) > f(x2). Odtud f(z) > f(x2) — spor.

— Musi tedy byt 29 < 2. Ponévadz f je rostouci v xg, existuje O(x¢), ze pro kazdé x € O(xzo)\{zo} plati
(x—x0)(f(z)— f(x0)) > 0. Bez ijmy na obecnosti lze pfedpokladat O(xg) = (xo—9,x0+9) C [x1, z2).
Podle 1.1.6(s2*) existuje v € M, x > xg — 0 takové, ze x < zg. x € O(xg) a tedy f(z) < f(xo).
Soucasné f(z) > f(x1), nebot x € M. Odtud plyne

f(z1) < f(zo)-

Zvolme x € O(xzg), x > xg. Pak f(x) > f(xo). Pfitom x ¢ M, nebot & > z¢g = sup M. Tedy
f(z) < f(z1). Odtud plyne
f(z1) > f(zo).

To je spor. [

15



1.2.12 Poznamky
1. Analogicka véta plati pro neklesajici, klesajici a nerostouci funkci.

2. Pro uzavieny interval véta neplati:
Napt. f(z) = sin(x), J = [-F, 5]. f je rostouci na celém J, ale neni rostouci v krajnich bodech.

3. Ve druhé ¢asti dikazu jsme nevyuzili predpoklad, ze interval J je otevieny. Plati tedy: Je-li funkce f
rostouci v kazdém bodé libovolného intervalu J, pak je rostouci na celém intervalu J.
1.2.13 Definice
Budte f, ¢ funkce a necht plati Im ¢ C Dom f. Pak
F={(z,y) €R*: GueR)((z,u) €, (u,y) € )}

se nazyva sloZend funkce.
Funkce ¢ se nazyva vnitini slozka funkce F', funkce f se nazyva vnéjsi slozka funkce F'.

z = p(r) = ur f(u) = fp(z))

Podminka Im ¢ C Dom f je nutnd a dostatecnda pro existenci slozené funkce. Neni-li tato podminka splnéna,
Ize ji nékdy dosédhnout vhodnym zizenim Dom ¢.

1.2.14 Piiklady
o(z

22, Tmp = [0, )

)
flu) = ( ), Dom f = (—00,0). Tedy Im ¢ C Dom f, F(x) = f(p(z)) = sin 2?
2. o(z) =1 — 22, definujeme Dom f = [—1,1]. Pak Im ¢ = [0, 1].
J(u) =v/i, Dom f = [0,00). [0.1] € [0,00), F() = f(p(x)) =V~ a2.
3. o(z) = —2%, Imp = (—00,0]
f(z) = logu Dom f = (0, 00). Slozen4 funkce neexistuje.

Proces sklddani funkci 1ze opakovat a vytvaret funkce vicenasobné slozené. Napft.:

y =log*Vsinz: y=u?

u =logv
v =y/w
w =sinx

1.2.15 Definice
Necht f je funkce, kterd je bijekci. Pak

F={y,2) eR?: (v,y) € f}
se nazyva inversni funkce k funkci f.

Z definice plyne: Dom f =Im f~!, Im f = Dom f~}, 2= f~(y) &y = f(z).

Zobrazeni f : Dom f — Im f je surjekce. Aby toto zobrazeni bylo bijekci, musi byt injekci (prostym zobra-
zenim), t.j. 1,29 € Dom f, x1 # xo = f(x1) # f(x2).
1.2.16 Poznamky

1. Graf inversni funkce f~! je symetricky s grafem funkce f podle osy prvniho a tietiho kvadrantu.

2. Je-li funkce f ryze monotonni, pak je prosta.

D.: Necht pro urcitost je f rostouci a budte x1, x5 € Dom f, 21 # 5. Pokud x; < 25 pak f(z1) < f(z2),
pokud z1 > x2 pak f(z1) > f(z2) a tedy f(z1) # f(z2). O
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1.2.17 Véta

Necht funkce f je rostouci (resp. klesajici) na mnoziné Dom f. Pak funkce f~! je rostouci (resp. klesajici) na
mnoziné Im f.

D.: Necht f je rostouci na Dom f a budte y1,y2 € Im f, y1 < y2.

Oznacme z1 = f~'(y1), T2 = [ (Y2), t-§- v1 = f(21), y2 = f(2).
Jest x1 # x5 podle 1.2.16.2. Kdyby 1 > x2, pak by y; = f(x1) > f(22) = y2, coz by byl spor. Plati tedy

1= f"ty) < fTlye =2 0

1.3 Posloupnosti

1.3.1 Definice
Posloupnost je funkce f, pro niz Dom f = N. (t.j. f: N — R)

Oznaceni: f, = f(n), ¢astéji an, by, ...
{an}2 4, struéné {a,} — posloupnost
an — clen posloupnosti

Posloupnosti mohou mit vlastnosti: ohrani¢enost, monotonie, periodicita (s periodou p € N) zavedené v 1.2.
Naopak pojmy inversni nebo slozené posloupnost nemaji smysl.

Plati: {a,}22, je rostouci & (Vn € N)(a, < ant1)
{an}22 je neklesajici & (Vn € N)(an < any1)
a podobné.

1.3.2 Definice

Rekneme, ze posloupnost {a,} md limitu a a piSeme lim a, = a, nebo struénéji lima,, = a, a,, — a, jestlize ke

n—oo
kazdému ¢ € R, € > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati |a, — a| < e.
Posloupnost, ktera ma limitu, se nazyva konvergentni.

1.3.3 Véta (o jednoznacnosti limity)
Libovolna posloupnost mé nejvyse jednu limitu.
D.: Pfipustme, Ze pro {a,} plati lima, = a, lima,, = b, a #b.
, . b—a
Necht pro urcitost a < b. PoloZzme ¢ = — Pak € > 0.
Tedy existujen; € N,Zen >n; = |a, —al <e

a existuje ng € N, ze n > ng = |a, —b| < e
Polozme ng = max{ni,na}. Pak pron >ng platia —e < a, <a+e¢, b—e <a, <b+e,
tedyb—€<an<a+5ap0névad2b—€:b—b;a: b—|2—a
b—a a+bd
ate=a+ 5 T o
plati bta < b—l—a’ coz je spor. [

1.3.4 Véta

Konvergentni posloupnost je ohranicena.

D.: Nechtf lima, = a a bud ¢ > 0. Existuje ng € N takové, ze pron > ng plati a — e < a,, < a +e.
Bud h =max{ay,as,...,0n,-1,6+¢}, d=min{as,az,...,an,—1,0 —¢}.
Pak pro kazdé n € N plati d < a,, < h. I
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1.3.5 Poznamky

1. Budte {a,}, {b,} konvergentni posloupnosti, lima,, = a, limb, = b. Jestlize existuje ng € N takové, ze
pro kazdé n > ng plati a,, < b, pak a < b.

a—1b
D.: Pfipustme a > b a polozme ¢ = —5 Pak € > 0 a existuji

ny €N, zepron>n;jea—ec<a, <a-+e,
ng €N, Zepron>nojeb—e <b, <b-+e.

L. a+b a+b
Pro n > ng = max{ni,n2,no} nynlJea—ezT <an<bn<b—|—5=T—spor. O

Tvrzeni ziustane v platnosti i za predpokladu a,, < b,, pro n > ng.

2. Rekneme, e posloupnost {a, } je skorostaciondrni, jestlize existuje ng € N takové, Ze pron > ng je a,, = a.
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je staciondrni, jestlize pro kazdé n € N je a,, = a.
(Skoro)stacionérni posloupnost je konvergentni a plati lim a,, = a.

3. Bud {a,} konvergentni posloupnost, lima,, = 0 a {b,} bud ohrani¢ena posloupnost. Pak lim a,b,, = 0.

D.: {b,} je ohranifend = existuje h € R, ze |b,| < h pro kazdé n € N.
> . 7’ E . . 7 v . E
Bud ¢ > 0 libovolné. K % > 0 existuje ng takové, ze pro n > ng je |ay| = |an, — 0] < 7

Pro n > ng plati |anbn| = |an|bn| < %h =g, tedy lima,b, = 0. O

1
4. Jestlize posloupnost {a,} je monotonni a neohranicend, pak lim — = 0.
an

D.: Bud {a,} neklesajici a £ > 0 libovolné.

Ponévadz je {a,} neohranicend, existuje ng € N takové, ze a,, > —
£

1
Ponévadz {a,} je neklesajici, pro kazdé n > ng plati a, > an, > — > 0.

1 1 1 1
Odtud plyne, ze pro n > ng plati ‘ —0|=|—|=— <e¢, tedy lim — = 0.
Pro nerostouci posloupnost se dikaz provede analogicky. [

1.3.6 Véta
Budte {a,}, {bn} konvergentni posloupnosti, lim a,, = a, limb,, = b. Pak
1. existuje lim|a,| a plati lim|a,| = |a,
2. existuje lim(a, + b,) a plati lim(a, + b,) = a + b,
3. existuje lima,b, a plati lima,b,, = ab,
4. existuje lim(a,, — by,) a plati lim(a,, — b,) = a — b,

5. pokud b # 0, pak existuje lim Z—” a plati lim % = %.

1. Bud ¢ > 0 libovolné. Pak existuje ng € N, Ze pro n > ng je |a, —a| < €.

Pro n > ng tedy plati ||ay| — |a|| < |a, — a| < &, coz znamen4 lim |a,| = a.

€

2. Bud ¢ > 0 libovolné. K g > 0 existuje n1 € N takové, Ze pro n > nj je |a, — a|] < 7@ existuje
€
2 .
Pron > ng = max{ny, no} plati |(an+b,)—(a+b)| = |(an—a)+(b,—b)| < |an—al+|b,—b| < §+
a tedy lim(a,, + b,) = a+0.

ns € N takové, ze pro n > ns je |b, — b <
€

57°¢
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3. Je-li a =0, plyne tvrzeni z 1.3.4 a z 1.3.5.3.
Necht a # 0 a bud € > 0 libovolné. Podle 1.3.4 existuje h € R takové, ze |b,| < h pro kazdé n € N.

€
K o > 0 existuje ny € N takové, Ze pro n > nq je |a, —al < o
€ €
K m > 0 existuje ny € N takové, Ze pro n > ng je |b, — b| < m
a a

Pro n > ngmax{ni,ns} plati obé& nerovnosti soucasné, tedy
|anby, — abl= |anb, — ab, + ab, — ab| < |ayb, — ab,| + |ab, — ab| = |ay,, — a||by| + |al|b, — b| <
€

<ih+\a|—*i+f*5
2h 2] 2 2 7

4. Plyne z 2., 3. a 1.3.5.2.

b
5. Podle 1. je lim |b,| = |b| a podle pfedpokladu |b| > 0. Tedy k % > 0 existuje n1 € N takové, ze pro

b b b 1 2
n > ny je ||bn| — [b]| < %, neboli |b,| > |b] — % = |2—‘ Odtud plyne, Ze pro n > n; je ol < ol
, . L, b - . . b2e
Bud € > 0 libovolné. K - > 0 existuje ny € N takové, Ze pro n > ng je |b, — b| < -

(1 1] b b1 2 1
Pron > ng = — _ol= T 2 atedy lim— = .
ro n > ng = max{ni,na} je T il < > 0] 0] € a tedy lim e
Podle 3. je lima—n =lima,lim — =a- = 9.
n n b

O

Poznamenejme, Ze z 1.3.6.3 a z 1.3.5.2 plyne: Jsou-li ¢ € R, {a,} konvergentni posloupnost s lima,, = a,
pak existuje lim(ca, ) = clima,, = ca.

1.3.7 Véta (o tfech posloupnostech, o sevieni)

Budte {an}, {bn}, {¢n} posloupnosti takové, Ze existuje ny € N, Ze pro n > n; je a, < b, < ¢,. Jestlize
lima,, = limc¢, = a, pak také limb,, = a.

D.: Bud e > 0 libovolné. K nému existuje ny € N takové, ze pro n > nsg je |a, — a| < €, neboli a,, > a — e.
Dale existuje ng € N takové, ze pro n > ns je |¢, — a| < €, neboli ¢, < a + €.
Pro n > ng = max{ny,nq,n3} plati a —e < a, < b, < ¢, < a+e, neboli a —e < b, < a+ ¢, coz znamena
limb,, = a.0d

1.3.8 Priklad
Proa€R,a>0je lim {/a=1.

n—oo

D.:

e Pro a =1 plyne tvrzeni z 1.3.5.2.
e Bud a > 1. Pak ¢/a > 1 pro kazdé n € N, neboli ¥/a = 1+ «y,, kde «;,, > 0.

Délea:(1+an)”:1+nan+(Z)ai—l—-n—l—(nﬁl )aﬁl+az>l+nan.

1 1 —1 1 1
Odtud a,, < “T Celkem 0 < @, < “T Podle 1.3.5.4 je lim QT = alim = —lim — = 0 a tedy
podle 1.3.7 a 1.3.5.2 je lim av,, = 0. Podle 1.3.5.2 a 1.3.6.2 je lim /a =1 + lima,, = 1.

lim1

lim{‘/&z

1
e Bud0<a<1 Pakb= = >1a tedy lim ¥/b = 1. AvSak podle 1.3.6.5 je 1 = lim {/b =
a
1
lim /a’

z ¢ehoZ plyne lim /a = 1.
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1.3.9 Véta (o monotonnich posloupnostech)

Je-li posloupnost {a,}5 ; neklesajici a shora ohrani¢end, pak je konvergentni a plati lim a,, = sup{a,, : n € N}.
Je-li posloupnost {a,}22; nerostouci a zdola ohranicend, pak je konvergentni a plati lim a,, = inf{a,, : n € N}.
Je-li monotonni posloupnost {a, }22 ; ohrani¢end, pak je konvergentni.

D.: Bud {a,} neklesajici a shora ohrani¢end posloupnost. Podle 1.1.7(R14) existuje a = sup{a,, : n € N} € R.
Bud e > 0 libovolné. Pak a —e < a a podle 1.1.6(s2*) existuje a,, € {a,} takové, Ze a,, > a—¢c. Ponévadz
{an} je neklesajici, je a, > a — ¢ pro kazdé n > ng. Tedy pron > ng jea —e < a, < a < a+ ¢, neboli
lima, = a.
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky, tfeti je disledkem prvniho a druhého. [J

1.3.10 Priklad

1 n oo
Posloupnost { (1 + ) } je rostouci a konvergentni.
n

n=1
n

1
(Znacéime lim (1 + ) =e, jest e = 2.71828182846 - - - .)
n

l l
D.: S vyuzitim binomické véty a vztahu < —, neboli 1 — —— > 1— — pro vSechna n, [ € N dostaneme:
1 n n+1 n
1 n+1 n+1 1 n 1
<1+n+1) N (n_’gl><n+1)’“ >Z(nzl)(n+1)k -
k=0 k=0
B zn:(n+1)n(n—1)-~-(n—k‘+2) 1
B k! (n+ 1)k

S
Il
=

nn—1)---(n—k+2) 1
k! (n+1)k1

1 n n-1 n—k+2
En+ln+1 n+1

- T& n+1> (“ﬁJ"'(l—lei)
()2 (55 -

k
l n—1n-—2 n—k+1
k; n n n

NE

i
o

[
M:

™~
Il
=

Il
[
=

=~
Il

M:

S
Il

0

(n—-1)(n-2)---(n—k+1) 1

- 11

k! nk-1
k=0
B = nn—1)(n-2)---(n—k+1) 1 [ n 1 1 1 "
N k! nk k ko * n
k=0 k=0
To znamena, ze posloupnost { <1 + > } je rostouci.
. 1 "y .
Polozme a,, = |1+ — . Pak a, > 0 a s vyuzitim nerovnosti (1 + )™ > 1+ ma pro x > 0, m € N
n

(viz. 1.3.8) dostaneme:

+2
an (1+l)n+1 _n <”:{1>n _on <n2+2n+1>n+2_
- +2 +2 - 2 -
An+1 <1+T+1)” n+1 Z+1 n+1 n? +2n

n+2
_n 14 1 > n 14 n+2 _.n n+1:1.
n+1 n(n + 2) n+1 n(n + 2) n+1l n
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Tedy ap, > an41, posloupnost {a,} je nerostouci, zdola ohrani¢end nulou. Podle 1.3.9 je konvergentni.

1
Dale podle 1.3.6.2 a 1.3.5.4 plati lim (1 + ) =1 a tedy podle 1.3.6.5 existuje
n

1 n+1 1 n+1
" <1+> lim<1+> 1\
lim (14 =] =lim n - n —lm(1+=) .O
n 1 . 1 n
1+ — Iim(1+—
n n

Rekneme, Ze posloupnost {a,} mé nevlastni limitu co a piSeme nlin;o a, = oo (struénégji lima,, = oo, a,, — 00)

1.3.11 Definice

jestlize ke kazdému h € R existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ny plati a,, > h.

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma neviastni limitu —co a piSeme lim a, = —oo (struéngji lima, = —oo,
n—oo

a, — —o0) jestlize ke kazdému h € R existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati a,, < h.

Ma&-li posloupnost {a,} nevlastni limitu, fekneme, Ze je urcité divergentni.

Nemé-li posloupnost {a, } limitu ani nevlastni limitu, fekneme, Ze je oscilujict.

Nahradime-li v tvrzenich 1.3.3, 1.3.5.1, 1.3.7 slovo ,limita“ slovem ,nevlastni limita“, zistanou tato tvrzeni
v platnosti.

1.3.12 Poznamky

1. Bud {a,} konvergentni posloupnost, lima,, = 0. Jestlize existuje ny € N takové, ze pro kazdé n > ny je

ap, > 0 (resp. a, < 0, resp. a, # 0), pak lim — = oo (resp. lim — = —oo, resp. lim — = o0).
Ay Qp |CLn|

D.: Bud h > 0 libovolné. Ponévadz lim a,, = 0, existuje ns € N takové, ze pro kazdé n > nsy je |a,| <

E.
1 1 1
Pro n > ng = max{nj,na} plati — = —— > h, a tedy lim — = co.
Qg (7% Qp
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky, tfeti je jejich dusledkem.
2. Necht lima,, = oo, (resp. lima,, = —o0) a necht posloupnost {b,} je zdola (resp. shora) ohrani¢ena. Pak

lim(a,, + b,) = oo (resp. lim(a,, + b,) = —00).

D.: Existuje k € R, Ze b, > k pro kazdé n € N. Bud h € R libovolné.
Ponévadz lim a,, = oo, existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng je a, > h — k. Tedy pro n > ng
je ap + b, > h —k+ k= h, coz znamend lim(a,, +b,) = oc.
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky. [

3. Necht lima,, = co a necht {b,} je posloupnost takovd, ze existuji n; € N, 6 > 0 takovd, ze pro n > ny je
by, > ¢ (resp. b, < —¢). Pak lima,b,, = co (resp. lima,b, = —o0).
Necht lim a,, = —co a necht {b,} je posloupnost takovd, ze existuji n; € N, § > 0 takovd, Ze pro n > n;
je by, > ¢ (resp. b, < —¢). Pak lima,b,, = —oco (resp. lima,b, = o).

h
D.: Bud h € R libovolné. Existuje ny € N takové, ze pro n > ns je a, > 3

h
Pro n > ng = max{ny,no} plati a,b, > 55 = h, coz znamena lim a,b,, = oo.
Zbyvajici tvrzeni se dokazi analogicky. [
Pfedpoklad b, > d pro n > n; nelze zeslabit na b, > 0 pro n > ny. Napiiklad pro {a,} = {n},
1 1
{bn} = { } je podle 1.3.5.4 lima,,b,, = lim — = 0.

n? n

1 n
4. Necht lim |a,| = oo a {b,} je ohrani¢end posloupnost. Pak lim — =0 a lim — = 0.
Qn an
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1

Qn

1

Qn

1
= — <e&.
|an|

0|

1
D.: Bud e > 0 libovolné. Existuje ng € N, Ze pro n > ng je |a,| > —, tedy
€
Druhé tvrzeni nyni plyne z 1.3.5.3. [J

5. Je-li posloupnost {a,} neklesajici (resp. nerostouci) a neni ohranifend shora (resp. zdola), pak je urcité
divergentni a lim a,, = oo (resp. lima,, = —00).

D.: Bud h € R libovolné.
Ponévadz {a, } neni ohranic¢ena shora, existuje ng € N takové, ze an, > h.
Ponévadz {a,} je neklesajici, pro n > ng je a, > an, > h, tedy lima,, = co.
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky. [J

1.3.13 Definice

Necht {a,}72, je posloupnost a {n;}72, je rostouci posloupnost prirozenych &isel. Posloupnost {a,,}>, se
nazyva vybrand z posloupnosti {a,}32 ;.

Napiiklad {az,} = {a2,a4,a6,...}, {an2} = {a1,a4,09,...}, {an}2,, = {@m, @mt1,am42,...} jsou po-

sloupnosti vybrané z {a,, }.

Poznamka: Snadno ovéfime, Ze posloupnost {a,} je rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici, ohrani¢ena
shora, ohranic¢end zdola, ohranicend, stacionarni pravé tehdy, kdyz kazdé posloupnost {a,, } vybrana z posloup-
nosti {a, } mé stejnou vlastnost.

1.3.14 Véta

lim a, = a € R* pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {a,, }32, vybranou z posloupnosti {a,}32; plati

n—oo
lim a,, =a.
k—oo

D.:

»= Necht a € R a bud € > 0 libovolné. K ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze |a,, —a| < £ pro kazdé n > nyg.
Ponévadz {ny}72, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, existuje ko € N takové, ze ng, > ng a
ng > ng, pro kazdé k > ko. Tedy pro kazdé k > kg je |an, — a| < €, coZ znamend lim a,, = a. Pro

k—o0

a = 0o nebo a = —oo dokazeme tvrzeni analogicky.

<= je trivialni. Je-li klim @, = a pro kazdou {nj}72,, plati to zejména pro n; = k.
—00
O

1.3.15 Definice

Cislo a € R nazveme hromadnygm bodem posloupnosti {a,,}, jestlize ke kazdému ng € N a kazdému e > 0 existuje
n > ng takové, ze |a, —a| < €.

a je hromadnym bodem posloupnosti {a,} pravé tehdy, kdyz existuje nekoneéné mnoho indexi m € N
takovych, Ze |a,, — a| < € pro kazdé € > 0.

Napfiiklad posloupnost {(—1)"} = {-1,1,-1,1,—1,... } mé dva hromadné body —1 a 1.

1.3.16 Véta

Cislo a € R je hromadnym bodem posloupnosti {a,} pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost {a,, } vybrana
z posloupnosti {a, }, ktera konverguje k ¢islu a.
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D.: ,=¢

Necht a je hromadnym bodem posloupnosti {a, }.

Ke; =1, ng =1 existuje n; € N, ny > 1 takové, Ze |a,, —al < 1.

K ey =21 akmn; +1¢eN existuje ny € N, ny > ny takové, ze |an, —a| < %

Kes= z akny +1 € N existuje ng € N, nz > ny takové, ze |a,, —al < 3.

Timto zpisobem postupujeme déle. Vysledkem konstrukee je rostouci posloupnost pfirozenych éisel {ny}
takovych, ze |a,, —al < }.

Ponévadz lim 7 = 0, ke kazdému £ > 0 existuje kg € N takové, Ze |% -0 = % < € pro kazdé k > ko.

k—oo

Tedy pro k > ko plati |a,, —a| < % < g, coz znamena klim G, = Q.
— 00

1
k

Jestlize existuje {a,, } takova, ze klim Gn, = a, pak ke kazdému € > 0 existuje kg € N takové, ze pro kazdé
— 0

k > ko — tedy pro nekone¢né mnoho indext k — plati |a,, — a| < €, coz znamena, Ze a je hromadnym
bodem posloupnosti {a,}. O

Z 1.3.14 plyne: Je-li lima,, = a € R, pak a je jedingym hromadnym bodem posloupnosti {a, }.

1.3.17 Lemma

Bud {a,} posloupnost a M mnozina hromadnych bodi této posloupnosti. Necht M # (). Je-li M shora (resp.
zdola) ohrani¢end, pak existuje max M (resp. min M).

D.:

Podle 1.1.7(R14) existuje a = sup M. Bud € > 0 libovolné. Pak a — ¢ < a a podle 1.1.6(s2*) existuje
hromadny bod m € M takovy, ze m >a—¢. Tedy e =m —a+¢e > 0.

Dilem —eg=m—-(m—a+e)=a—¢, m+e;=m+(m—a+¢e) <at+a—a+e=a+e, nebot
a =sup M > m. Odtud plyne, 7ze (m —e1,m+¢e1) C (a—¢,a+¢).

Podle definice hromadného bodu lezi v (m — 1, m + £1) nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a, }, tedy
iv (a—e¢,a+¢) leZi nekoneéné mnoho ¢lenti posloupnosti {a,}, coz znamend, Ze a je hromadny bod
posloupnosti {a,}, a € M a tedy podle 1.1.6.4 a = max M.

Druha cast tvrzeni se dokaze analogicky. [

1.3.18 Véta (Bolzano [1781 — 1848], Weierstrass [1815 — 1897])

Kazda ohrani¢ena posloupnost ma alesponi jeden hromadny bod.

D.:

Bud {a,} ohrani¢end posloupnost, h < a,, < H pro kazdé n € N.

Polozme My = {a, : n > k}. My # 0, My, je shora ohranicend (H je jeji horni zavora). Existuje tedy
by, = sup My. Ztejmeé by, > h pro kazdé k € N a ponévadz My, O M1, plati by > bi41. Tedy posloupnost
{br}?2 je nerostouci a zdola ohraniGend. Podle 1.3.9 je {by}?2 ; konvergentni, klin;o b, = b.

Ukézeme, Ze b je hromadny bod posloupnosti {a,}.

Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje ko € N, Ze pro kazdé k > kg jest |by — b| < &, neboli by < b+ . Pro k > ko
je také by = sup{a, : n >k} > aj. Celkem a;, < b < b+e.

Piipustme, Ze b neni hromadny bod posloupnosti {a, }. Pak v intervalu (b — &,b + ¢) lezi pouze koneény
pocet ¢lent této posloupnosti. To vzhledem k posledni nerovnosti znamena, ze existuje ng > ko takové, ze
pro k >ngjear <b—ec. Tedy i by =sup{a,: n>k} <b—e.

Podle 1.3.5.1 je b = len;O b, <b—eg, coz je spor. [

1.3.19 Dausledky

1.

2.

7 kazdé ohranicené posloupnosti lze vybrat posloupnost konvergentni.
D.: plyne z 1.3.16. O

Je-li mnozina hromadnych bodi posloupnosti prazdna, je posloupnost neohranicené.
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1.3.20

Definice

Bud {a,}>2; posloupnost a M mnozina jejich hromadnych bodi.

e Necht M # ). Je-li posloupnost {a,} ohranifen4 shora, klademe lim sup a,, = limsup a,, = max M, je-li

n—oo

{a,} ohranicena zdola, klademe liminf a,, = liminf a,, = min M. Neni-li {a,,} ohrani¢end shora, klademe

n—oo
lim sup a,, = oo, neni-li {a,} ohrani¢ena zdola, klademe lim inf a,, = —oo.
e Necht M = (). Je-li posloupnost {a,} ohrani¢ena shora, klademe limsup a,, = liminf a,, = —o0, je-li {a,}
ohranicena zdola, klademe lim sup a,, = liminf a,, = co. Neni-li {a,,} ohrani¢end shora ani zdola, klademe
lim sup a,, = 0o, liminfa, = —occ.

Cislo lim sup a,, se nazyva limes superior posloupnosti {a, }°° ;, ¢islo liminf a,, se nazyva limes inferior posloup-
nosti {a, 15 ;.

Stru¢né: limsup a,, je nejvétsi hromadny bod posloupnosti {a,}, pokud je tato posloupnost ohranicend

shora,
liminf a,, je nejmensi hromadny bod posloupnosti {a,}, pokud je tato posloupnost ohranicend
zdola.

1.3.17 ukazuje, ze definice je korektni.

Analogickou uvahou jako v dikazu véty 1.3.18 lze ukazat, Ze

limsup = klim (sup{an : n > k}),
liminf = klim (inf{an, : n > k}).

Ztejme plati: liminf a,, < limsup a,,. liminf a,, = lim sup a,, pravé tehdy, kdyz existuje vlastni nebo nevlastni
limita lim a,,.

1.3.21

Definice

Posloupnost {a, } se nazyva cauchyovskd, jestlize ke kazdému € € R, ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé
n > ng a kazdé m > ng plati |ay, — an| < e.

Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium konvergence)

Posloupnost {a,}5°; je konvergentni pravé tehdy, kdyz je cauchyovska.

1.3.22
D.:
”:(L
”<:“

Necht {a,} je konvergentni, lim a,, = a. Bud ¢ > 0 libovolné.
€ €
K 3 > 0 existuje ng € N takové, Ze pro n > ng je |a, — a| < 5 aprom > ng je |am —a| < 7

, e e
Tedy pro n > ng a m > ng plati |am—an|:|am—a+a—an|§\am—a|+\an—a|<§+§:5.

Necht {a,} je cauchyovskd. K éislu 1 existuje 71 takové, Ze pro n > @ plati |a, — az| < 1, tedy
an — 1 <ap <ap+1.
Polozme h = min{ay, as,...,as—1,a7 — 1}, H = max{aj,as,...,as-1,a5 + 1}. Pak pro kazdé n € N
je h < a, < H, tedy {a,} je ohrani¢end a podle 1.3.19.1 existuje vybrand posloupnost {a,, }32,
takova, ze lim a,, =a €R.

k—o0
Bud € > 0 libovolné. K g existuje ko € N takové, Ze pro kazdé k > ko je |an, — a| < g
Soucasné existuje ng € N takové, Ze pro m,n > ng je |amy, — a,| < %

Bud n > ng libovolné. Zvolme k1 > ko takové, Ze ny, > ng. Pak

e ¢
lan — al = |an — an,, + an,, —a| < lan = ap, |+ lan,, —al < 3t5=¢6
tedy lim a,, = a.
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1.4 Diferenc¢ni a sumacni pocet

1.4.1 Definice

Bud {a,}52; posloupnost. Posloupnost {Aa,}> ; jejiz ¢leny jsou dény vztahem Aa, = ant1 — a,, nazyvame
(proni) diference (vpfed) posloupnosti {a,}52 ;.

Ziejmé plati: Posloupnost {a,} je rostouci (klesajici) pravé tehdy, kdyz vSechny ¢leny posloupnosti {Aa,}

jsou kladné (zdporné).

1.4.2 Definice

Rekneme, ze k € N je uzel posloupnosti {a,}, jestlize a, = 0 nebo agar_1 < 0.

1.4.3 Véta

Bud {a,} posloupnost, k € N. Jestlize ar > ar—_1 a ap > agt1, pak k je uzel posloupnosti {Aa,}; jestlize
ar < agp—1 a ap < agy1, pak k je uzel posloupnosti {Aa,, }.

D.: Necht ar > ag—1, ar > agy1. Pak Aap = a1 —ap <0, Aag—1 = ap —ag—1 > 0, tedy (Aay)(Aag—-1) < 0.

Necht ap > Ag—1, A = Qf41- Pak Aay = Ap41 — A = 0.
Analogicky lze ukézat platnost druhého tvrzeni. O]

1.4.4 Véta

Budte {a,}, {bn} posloupnosti, ¢ € R. Pak plati
1. A(cay) = cAay,
2. A(ay, + by) = Aay, + Aby,
3. Alay, — by) = Aa,, — Ab,,
4. Aapby,) = (Aay)byy1 + an(Aby) = (Aay)by, + ani1(Aby,),

5. Pokud byby 11 # 0, pak A (Z”) _ (Ban)by — an(Aby)

n bnbn+1
D.:
1. A(ean) = capy1 — can = c(any1 — an) = cAay,.
2. Alan +by) = (ant1 +bny1) — (an + b)) = (@1 — an) + (buy1 — bn) = Aay, + Ab,,.
3. Plynez 1. a 2.
4. Plati
A(anbn> = an+lbn+1 —apb, = an+1bn+1 - anbn+1 + anbn+1 —apb, =

= (an+1 - an)bn+1 + an(bn+1 - bn) = (Aan)bn + anJrl(Abn) ’

takze prvni vztah plati. Druhy plyne z prvniho a z komutativity nasobeni.

5 A(l) _ L1 ba—ban  Aby
' bn bn+1 bn bnbn-l—l bnbn+1 .
A 1 A A A — A
Podle 4. nyni je A dn ) _ 20 +a, Al — | = n _ an bn = (Aan)bn = an bn).
bn bn+1 bn bn+1 bnbn+1 bnbn+1
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1.4.5 Definice

Budte {a,,} posloupnost, m,k € N, m < k. Sumu ¢lend posloupnosti {a,} v mezich od m do k definujeme

vztahem
k

Dot = amtamer o Fay.

i=m

1.4.6 Véta
Budte {a,}, {b,} posloupnosti, c € R, m,k € N, m < k. Pak

k k
Z ca; = ¢C Z a; ,
k o ;:m k

D.: Plyne pfimo z distributivniho a asociativniho zakona. (]

1.4.7 Véta

Budte {a, } posloupnost, m,k € N, m < k. Oznaé¢me [a,,|*_, = ai — a,,. Pak plati

ZAai = Jai]F L.

k
D.: > Aap = (@mt1 — am) + (@mt2 — @my1) + -+ + (@ — agp—1) + (ar41 — ar) = app1 — @ O

i=m

Véta ukazuje, ze diference a sumace jsou v jistém smyslu inversni operatory.

1.4.8 Véta (Sumace “per partes”)
Budte {a,}, {b,} posloupnosti, m,k € N, m < k. Pak plati

k k

Z alAbl = [anbn]ﬁi}n — Z(Aai)bi+1 .
D.: Podle 1.4.7 a 1.4.4.4 plati
k k k
[an 7, fl+1n Z A CL1 Z ACL, 1+1 —+ azAbZ) = Z(Aa’i)bi-i-l —+ Z azAb, .

O

Piiklad: Najdéte soucet 1 +4 +9 + --- 4+ n?.

Yo = YR+ i) = YA = [B]] -3 (ad) (i+1) =
=1 =1 =1 =1
= 4+1)*—1-) ((+1)?-?)(i+1) = n®+3n>+3n—-> (2i+1)(i+1) =
i=1 =1
= P 4307 +3n - (2% +3i+1) = n®+3n°+3n—» 1-3) i-2» i* =
1=1 1=1 1=1 =1
n

1 20 + 6n2 + 4n — 3n2 — 3 -
- n3+3n2+3n—n—3@—22i2 _ st tbn +2” T2 2y,
3 =1
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Odtud

6 o 6

Zi2 2n3 +3n2 +n nn+1)(2n+1)
(]

1.4.9 Véta (Sztolz [1842 — 1903))

1. Necht {a,}52, je posloupnost takova, ze lim a, = 0 a {b,}32; je ryze monotonni posloupnost takovi,
n—oo

ze lim b, = 0. Jestlize lim In _ c € R*, pak také lim dn _ c.
n—oo n—oo Abn n—oo n
. . . e ) o Aay .
2. Necht {a,} je posloupnost a {b,} je neohrani¢ena rostouci posloupnost. Jestlize lim Ab. c € R*, pak
n—oo n

;1. a
také lim — = .
n—oo n

D.: 1. Necht pro urcitost je {b,}5°; klesajici.
e c € R. Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje ng € N takové, Ze pro kazdé k € N, k > ng plati

ag+1 — A G — k41
bry1 — b b —brpta

c—e< <c+eg,

a ponévadz by < by, plati

(C — E)(bk — bk+1> <ap—akp41 < (C + E)(bk — bk+1).
Tato nerovnost plati pro kazdé k > ng, tedy pro kazdé m,n € N, m > n > ng plati:

(C — 8)(1)” — bn—i—l) < Gp — Apiq < (C + 6)(bn — bn+1)
(c=&)(bns1 —bny2) < any1—any2 < (c+€)(bng1 — bny2)

(c=&)(bm-1—bm) < am-1—am < (c+&)(bn-1—bm).
Sestenim téchto nerovnosti dostaneme
(c—&)(bp —bm) < ap —am < (c+€)(bp — bm)-
Podle 1.3.5.2 a 1.3.6 je mli_r)noo(c —€)(bp —bm) = (c—&)(bn, — n}gnoo bm) = (¢ — €)by,.
Podobné 77}i_r)noo(c +&)(by — bm) = (c+€)by, W}i_r’noo(an — am) = ay. Tedy podle 1.3.5.1 je

(c—e)b, <a, < (c+e)b, .

Ponévadz {b,}22; je klesajici a lim b, =0, je b, > 0 pro kazdé n € N a tedy
n—oo

an
c—e< —<c+e¢.
n

; “ 1z . P . Qnp
Tato nerovnost plati pro kazdé n > ng, coz znamend, ze lim — = c.
n—oo n

e ¢ =00. Bud K € R libovolné. Existuje ng € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ng plati

A1 — Ak A — Qg1
+ = K.

bit1 —br br — g1

Odtud pro kazdé m,n € N, m > n > ny dostaneme:

m—1
ar —agr1 > K(bp —bgy1) /
k=n
ap — am > K(by, —by) /  lim

1
an, "
= > K
b, ’
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. P . Qp
coZ znamena, ze lim — = 0o
n—oo n

e ¢ = —oo. Analogicky jako predchozi pfipad.
Je-li {b,}22; rostouci, provedeme diikaz analogicky.

e Nejdrive dokdZzeme pomocné tvrzeni: Jsou-li g, aso, ..., o reé,lna c1sla a (1, 02,..., O kladna redlna
¢isla, m, M € R takova, ze pro kazdé i € {1,2,...,k} plati m < E < M, pak
3
a1 +ag+ -+ o

O1+ B2+ + Bk <M

Diikaz provedem tplnou indukci vzhledem ke k.

m < % < M je splnéno trivialné.

1

7 indukéniho pfedpokladu m < Q1 tog Gk < M, neboli
Br+ B2+ + Br-1

m(Br+Po+ -+ Pr—1) <or+oas+--+op_1 < M(Br+ P2+ + Pr-1)

a z predpokladu tvrzeni
mpy < o < Mp,

dostaneme sectenim dokazovanou nerovnost.

e c € R. Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje n; € N takové, Ze pro n > n; plati

e _a —a €
c—o < LT g 2
2 bpp1— by 2
Ponévadz {b,} je podle pfedpokladu neohranicend a rostouci, lze bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat
bn, > 0.
Polozme a1 = Gny+1 — Gnyy X1 = Gny42 — Gnyt1s- .- O = Gp — Gp—1,
ﬁl = bn1+1 - bnla ﬁl = bn1+2 - bn1+17 s aﬁk = bn - bn—l
. - £ Up — An, £ .
Podle pomocného tvrzeni je ¢ — — < ——— < ¢+ —, neboli
2 by — by, 2
Ap, Apyy €
—c < <.
by, — bn, ’ 2

Dale plati

an B an G, Jran1 _ | an = any by — by, +an1 =
bn n b - bnl bn bn B

_ — anl bn n - bnl an1 _ .

- ( ) e -

B bn bn —bp, )+ an, — cby

= , =

= 1— bﬂ 4 Oy = Cony

b, b, -
an —cbh
< on na 1 ni niy TPna
N b C‘ ‘ Rl

b, b
Ponévadz podle 1.3.12.5 a 1.3.12.4 je lim # =0apron >ngje % > 0, tak existuje

n—oo n n

ng € N, ng > ny takové, ze pron > ng plati 0 < 1 — % < 1, neboli

n

‘lbnl

<1.
b, | —
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L 1 (= . .

Je-li napiiklad a,, = — a b, = , pak lim a, = lim b, =0,
. Ap41 — Qn . n+tl n : n ln_
lim " = lim = lim (—1)"*

n—oo bn—i—l — bn n—oo (_1)n+1(%+1 + %) nHoo( )

1
Z—n = (7"1)71 = (—1)" a posloupnost {(—1)"}52, ={-1,1,-1,1,

« 4y g, Qp, —cb
Ponévadz lim —=*
n—oo n

bim = 0, existuje ng € N takové, ze pro n > ng plati

Gy — Chy, < €
b 2

Tedy pro n > ng = max{ni,ns,n3} plati

Gn E €

2 cl<-+z=¢

bn 2 2 ’

. P . [£2%

coz znamena, ze lim — = c.

n—oo bn
e ¢ = co. Budte h € R, £ > 0 libovoln4 ¢isla.
Ponévadz lim —rtt—n
n—00 bn+1 —b,
ag+1 — a
brt1 — br

neboli vzhledem k tomu, ze by1 — by, > 0

= 00, existuje n; € N takové, ze pro k > n; je

S oh+e),

ap+1 — ag > 2(h + &) (brr1 — bg) .

Se¢tenim téchto nerovnic pro k od n; do n — 1 dostaneme

p — py, > 2(h+e)(bp —bpy)
an bn, an
— > 2(h - L.
bn>(+€)( bn>+bn
L N . Gny o y
Ponévadz podle 1.3.12.5 a 1.3.12.4 je lim D= 0a lim = 0, existuje ny € N, Ze pro n > ny
plati " "
bn 1 bo, 1
bnl < 5, neboli — T; 5
a existuje ng € N, Ze pro n > ng plati
G,y
> —
by~

Tedy pro n > ng = max{ni, ne,n3} plati

anp

bn

- P . Qp
coz znamena, ze lim —
n—oo n

e ¢ = —oo. Analogicky jako predchozi pripad.

Poznamky:

1
>2(h+€)§—€:h,

e Piedpoklad o ryzi monotonii posloupnosti {b,}32 ; v prvni ¢asti véty obecné nelze vynechat.

n
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n+n-+1 n—oo 2n + 1

1 "
i (=1 = 0 podle 1.3.12.4, avsak

—1,1,...} je oscilujici.



e Jestlize neexistuje vlastni ani nevlastni lim

Ap+1 —

a
™ a ostatni pfedpoklady Sztolzovy véty jsou splnény,

n—oo n+1 — On
. . . A Gp
nelze nic tvrdit o existenci lim —.
n—oo bn
1" 1
Je-li napiiklad a,, = %, b, = —, pak lim a, =0, {b,} je klesajici a lim b, = 0. Pfitom
n n n—oo n—oo
0Dt 1)
Aa,  (n+1)2 n? n?(n+1)2 (_1)n2n2 +2n+1
Ab, 11 B n—(n+1) B n?+n
n+1l n n(n+1)
2n? +2 1
a posloupnost {(—1)"n_|z_+n+} ={-3,43 2 4 08 85 .} nema limitu. Ale
n2+n
(1) .
m % = w2 = g ED0 g,
n— oo bn n—oo + n—oo n
n

Priklad: Rozhodnéte, zda posloupnost {

(n))?

} je konvergentni a pokud ano, urcete jeji limitu.

(2n)!
n!)?
R.: Oznaéme a, = @ )'.Pak pro kazdé n € N plati a,, > 0 a
nj.
ans1 (n+DH2 (@2n)! (n+1)?  on+l n+i+s _1 1
an 2+ @N2 T 2n+2)2n+1)  2(2n+1) 4n+3) 4 8(n+13)
- 1+ 1 <1+1 _ 5
T4 8143 T4 12 12 0

neboli a,41 < a,. To znamend, ze {a,} je klesajici, zdola ohrani¢end posloupnost
lim a, € R.
n—oo

existuje a =

Posloupnost

{(2n)!} je rostouci a neohranicena, tedy

12 N2 _ 12
LR (D)2 ()
n—o0 (2n)! n—o0 (2n + 2)! — (Zn)!

12 242
lim (n!) lim netan =
n—o0 (2n)! n—oo 4n2 +6n + 1

neboli a = ia. Odtud ¢ = 0. O

1.5 Elementarni funkce

A. Polynomy

1.5.1 Definice

Budte n € NU {0}, ao,a,..

P(z) = apn2" + ap_12" 1 + -+ a17 + ag.
Cislo n se nazjva stupern polynomu, znac¢ime n = st P.

Cisla ag,aq, . .

., an se nazyvaji koeficienty polynomu.

Je-li st P = 1, polynom se nazyva linedrni.
Je-li st P = 2, polynom se nazyva kvadraticky.
Je-li st P = 3, polynom se nazyva kubicky.
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lim ——2—

a tedy podle 1.3.9

(nD)2((n+1)2-1)

1+2 1
~ar
4

S an € R, ay, # 0. Polynom (racionalni funkce celistvd) je funkce tvaru



Je-li st P = 4, polynom se nazyva bikvadraticky.
Cislo 0 nazveme nulovym polynomem. Nepfifazujeme mu stupei.

(—00,00), stP je lichy
DomP =R, Im P = { [a, ), st P je sudy, a, >0 .
(—=o00,a], stP jesudy, a, <0

Komplexni &isla: C = {a +ib: a,b € R}, kde i2 = —1
((11 -+ Zbl) + ((J,Q + sz) = (a1 + (J,Q) + Z(b1 + bQ)
(a1 + Zbl) . (ag + sz) = (a1a2 - blbg) + i(azbl + albg)
Je-lia=a+1ibeC, g eC pak

a=a—1ib — ¢islo komplexné sdruzené (konjugované)

|a| =v/aa =v/a2 + b2 — absolutni hodnota (modul) komplexniho ¢isla
at+pB=a+p

af=ap

a”=a" pron €N

aceReb=05a=a
Mnozina komplexnich ¢isel s operacemi +, - splituje (R1) — (R9) z 1.1.7. Tvoii tedy pole. Toto pole nelze

usporadat.

1.5.2 Definice

Cislo a € C se nazyvéa koren (nulovy bod) polynomu P, jestlize plati P(a) = 0.
Je-li a kofenem polynomu P, pak linearni polynom = — a nazveme korenovym faktorem polynomu P.

1.5.3 Zakladni véta algebry
Kazdy polynom stupné n > 1 s komplexnimi koeficienty ma komplexni kofen.

Tato véta je zndmd od 17. stoleti. Prvni (chybny) pokus o dikaz publikoval d’Alembert roku 1746, vétu
dokézal Gauss roku 1799.

1.5.4 Véta
Bud P(z) polynom, st P =n > 1. Cislo a € C je kofenem polynomu P pravé tehdy, kdyz existuje polynom @,
st @ = n — 1 takovy, ze P(z) = (z — o)Q(x).
D.:
»=" Necht P(z) = ap2™ + ap_12" 1 + -+ + a17 + ag, a je kofenem P. Pak
P(z) = P(zx)—0=P(z)— P(a)=
= apr" +an 12" 4+ -+ az +ag — (A" + ap_1a" "+ aja+ag) =
= ap(@" —a™) tap_1(@" P —a" )+ +ai(z— ) +ap(l —1).
Pro kazdé k € N plati (z¥F — o®) : (v — o) = 2* 1+ 2820 + 2% 3a? + - - + 2af72 + oF 1. Tedy
P(z) = ap(z—a)(@" 1 +2"2a+ - -+a" Dta,_1(r—a)(@" 242" Ba+ - +a" )+ +ag (z—a).
Oznac¢ime Q(z) = a,(z" '+ 2" 2a+ - +a" H+a, 1(z" 2 +2" 3a+ - +a" )+ +a;
a dostaneme tvrzeni.
»<= je ziejmé.

O

P(z), st P=n > 1. Podle 1.5.3 m4 P kofen oy, a tedy P(z) = (x — a1)Q1(x).

Je-li st Q1 > 1, pak Q1(x) = (z — a2)@Q2(z), tedy P(z) = (x — an)(z — a2)Q2(x).

Analogicky pokracujeme a po n krocich dostaneme P(x) = a,(x — a1)(z — ag) - -+ (x — ).

Mize se stat, ze a; = az = -+ = g, k < n. Pak (x — aq)(z — a2) - (z — ax) = (z — a1)*. Celkem
P(z) = ap(x — 1) (z — a)2 - (x — ap )P, pricemz ki, ko, ... km €N, by + ko + -+ kypy = n.
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1.5.5 Definice

Cislo a € C se nazyva k-ndsobny koven polynomu P(z), jestlize P(x) = (z — )*Q(z), kde Q(x) je polynom
nemajici kofen a.

(1-ndsobny kofen se nazyva jednoduchy.)

1.5.6 Véta (o rozkladu polynomu na kofrenové faktory)

Necht P(x) = apa™ + ap_12" 1 + -+ 4+ a1x + ag je polynom, st P = n > 1. Necht ay, s, ..., q, jsou viechny
jeho navzajem ruzné koreny, pficemz g je ki-nasobny, s je ko-nésobny,. .., ., je ky,-nasobny. Pak

P(2) = an(e — a1)" (@ = a)® - (& = am)™,

k17k2,...,km€N, ki+ke+- - +kn=n.

Dusledek: Polynom stupné n méa pravé n kofentl, jestlize k-nasobny kofen pocitame k krat.

1.5.7 Priklad
Plx) = a+2t+23-22—2-1 = 2@ +2+1) - @2 +2+1) = @ -1 (2 +2+1) =

= (-1D@*+2+1)@?’+2+1) = (a:—l)(a:—(—f+z2)) ( (—f—ig))z

1.5.8 Véta

Necht polynom P(z) = an,2" + ap_12" 1 + -+ + a12 + ap mé realné koeficienty a komplexni kofen a. Pak m4
také komplexné sdruzeny kofen & a nasobnosti kofeni o a & jsou stejné.

D.: Prox €Rjez=uxatedy P(z) = a,2" + Gp_1Z2" 1+ 4+ dg = apnz"™ + ap_12" 1 + -+ + ag = P(x).
Podle 1.5.6 je P(z) = an(x — 1) (z — ag)*2 - (2 — a,)F a tedy
P(z) = ap(x — a1)* (z — az)* - (x — @y )*™. Z rovnosti P(z) = P(x) plyne tvrzeni. (]

Polynom s realnymi koeficienty se nazyva redlny polynom.

1.5.9 Véta (o rozkladu realného polynomu v realném oboru na ireducibilni poly-

nomy)
Bud P(z) = apz" +a,_12" 1 +- - +ayx + ag redlny polynom, st P = n > 1. Necht ay, as, . . ., a,, jsou viechny
jeho realné koteny, pficemz «; je ki-nasobny, ..., ay, je kn-ndsobny. Necht a; £ iby, as £ ibs, ..., a, = b, jsou
vSechny jeho imaginarni kofeny, pfi¢emz a; + by je l1-nasobny, ..., a, £ ib, je [, nasobny. Pak je

P(z) = an(z — a)" (& — a2)™ - (& — ap) " [(x — a1)* + 63]" [(z — a2)® + B3]"* - [(& — a,)? + 03],

D.: Podle 1.5.6 a 1.5.8 v rozkladu polynomy P(z) vystupuje souéin faktord
(z = (aj + b)) (x = (a; = ib;))" = (2? — (aj + ibj)z — (a; — ibj)x + (aj + ibj)(a; — ib;))" =
= (1‘2 — 2aj:c + a? + b? + i(ajbj - ajbj))li = (Z‘2 - QCL]‘I + a? + b?)lj = [(I - Clj)2 + b?]l] d

Faktory (z—a;)? —l—b? se nékdy nahrazuji kvadratickym polynomem z2+p;z+g; se zdpornym diskriminantem
P} — 4q;.
1.5.10 Priklad

Viz téz 1.5.7.

5 4 3 2 1, va)) 1)) 12, 3)\?
2 +at+ad -z —m—l:(x—l)(x—<—§+17)) (z—(—5—17)) z(z—1)<(z+§) +Z)
nebo 2® +at+ 2% — 2?2 —x - 1= (v —1)(2? +z + 1)2.
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B. Racionalni funkce

1.5.11 Definice

P(x)
Q(z)

Je-li st P < st @, funkce R se nazyva ryze lomend; je-li st P > st ), funkce R se nazyva neryze lomend.

se nazyva raciondlni lomend funkce.

Budte P(z), Q(z) nenulové polynomy. Funkce R(z) =

Dom R =R\ {a1,aq,...,ax}, kde aj,as, ..., ax jsou vSechny realné kofeny polynomu Q(x).

Je-li R(x) neryze lomend, lze provést naznacené déleni. Vysledkem je polynom S(x) a zbytek — polynom
T
T(z), ktery je bud nulovy nebo st T < st Q. Tedy R(x) = S(x) nebo R(z) = S(z)+ Qizi Odtud plyne, Ze plati
1.5.12 Poznamka

Neryze lomené funkce je bud polynomem nebo ji lze vyjadfit jako soucet polynomu a ryze lomené funkce.

1.5.13 Lemma

P

Bud R(z) = QE? ryze lomend raciondlni funkce a necht « je redlny k-nasobny kofen polynomu Q(x), tj.
x
Q(r) = (z — a)*Q1(x), Q1(a) # 0. Pak existuji realna ¢isla ay,as,...,ax takova, ze pro véechna z € Dom R
plati
P(x) ay Ap—1 as a1 Py(z)
R(z) = =
(@) (x —a)kQ1(z) (z— )k * (z — a)k-1 Tt (z — a)? * T — * Q1(z)’

kde P;(z) je bud nulovy polynom, nebo st P; < st Q5.

P(z) B L P(z) — aQ;(z)
(z—a)fQi(z) (z-a)f  (z—a)Qiz)
C;((aa))' Pak P(a) — ap@Q1(a) = 0.
Je-li P(z) — ar®1(z) nulovy polynom, tvrzeni plati.
Necht P(x) — a;Q1(x) neni nulovy. Pak « je jeho kofen a podle 1.5.4 je P(x) — apQ1(x) = (z — o) Py(z),
P(x) ag Py(x)

@)@ @—a)F  (@—a) Qi)

Stejny postup aplikujeme na racionalni funkci

D.: Prokazdé a e R je

PoloZzme a = a,, =

(x — )1 Q1 (x)

a po k krocich dostaneme tvrzeni. [J

1.5.14 Lemma

P
Bud R(x) = Qﬁxi ryze lomend racionalni funkce a necht o = a + b je imaginarni r-nasobny kofen polynomu
x
Q(z), tj. Q(z) = [(z — a)® + v*]"Q1(x), Q1(a + ib) # 0. Pak existuji redlna &isla mq,ny, ma,na, ..., m,, ny,
takova, ze pro vSechna x € Dom R plati

P(x)
R == g
@) = e
My + Ny My 1T + Ny Mo + No mix + ny Py(x)

B ) e R = e S

@—ap+ R a2+ Qi)
kde P;(z) je bud nulovy polynom, nebo st P; < st Q.
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P(x) mx +n P(z) — (mz +n)Q1(x)

. Cas 1w . _ 1
D Profkazdd dvémn € R e o o 0i@) ~ [w—aP + BT T [w—aP + P Qia)
Necht 51((0;)) = C;(gzilfb)) = p + iq. PoloZzme m = m,. = %, n=n,= pb ; @ Pak je
P(@) = (mya+n,)Qu(e) = P(a) = (fa+idb+p—2) Qi(a) = Pa) - (p+ig)@i(a) =
— Pl - g @) = 0.

Je-li P(z) — (m,x + n,)Q1(z) nulovy polynom, tvrzeni plati.
Necht P(z)— (m,z+n,)Q1(x) neni nulovy. Pak je ¢islo a jeho kofenem. Podle 1.5.8 je také & jeho kofenem
a P(z) — (myz +n,)Q1(2) = (z — a)(z — @) Pr(2) = [(x — a)® + *| (),

P(z) mz + n,

[z —a)? + 0] Qu(z)  [(x—a)2+0°]"  [(z —a)? J}ng]r‘l '

— a po 7 krocich obdrzime tvrzeni. [J

a mx +n
(x — )k’ [(x—a)2+ b2 —1

7 1.5.13 a 1.5.14 plyne

nazyvame parcialni zlomky.

Zlomky tvaru

1.5.15 Véta (o rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky)
Kazdou ryze lomenou racionalni funkci lze rozlozit na soucet parcidlnich zlomki. Kazdému redlnému k-nasob-
nému kofenu a jmenovatele odpovida skupina zlomku
ag ak—1 az ai
(x —a)f  (z—a)k? (z—a)? -«

a kazdému imaginarnimu r-nasobnému kofenu a + ¢b jmenovatele odpovida skupina zlomki

mMyT + Ny My 1T + Np—1 n Mo + Na mix + nq
(@ —aP + 22" " (@ —ap + 57T (@ —aP + 82 " @ —a)? + 2

1.5.16 Poznamka

Koeficienty v rozkladu racionélni funkce lze vypocitat postupem naznacenym v dikazech pomocnych vét 1.5.13
a 1.5.14. V praxi se vSak pouziva metoda neurcitych koeficienti:

Napiseme formalni tvar rozkladu se zatim neur¢enymi konstantami. Celou rovnost vynasobime polynomem
Q(z). Tim obdrZime rovnost mezi polynomy platnou pro vSechna x s vyjimkou kofentt @Q(x). Porovnanim
urcitych koeficienti na levé strané a neurcitych koeficientd na pravé strané obdrzime rovnice pro neznamé
konstanty.

Do zminéné rovnosti mezi polynomy lze téZz dosazovat konkrétni redlnd nebo komplexni ¢isla. Vyhodné je
napiiklad dosazovani redlnych kofenti jmenovatele Q(x).

322 — 5z +8
23 -2+ —2°

R.: Rozklad jmenovatele: 2% — 222 + 2 -2 =22(z —2) + 2 — 2 = (22 + 1)(z — 2)

Priklad: Rozlozte na parcialni zlomky funkci

2_ A B

Formalni tvar rozkladu: 33x 25x+8 = z+0C
3 —2z2 +x—2 z—2 2 +1

322 —5x+8 = A(x?+1)+ (Bx+C)(z—2)

322 -5z +8 = (A+ B)2?>+(C—2B)z+ (A—20)
Dosadime £ =2: 12—-10+8=A4-5 —>A A8:2
Koeficient u 2°: 8 = 4 —2C — C:T_:—S
KoeﬁcientuxQé?):AJrB — B=3-A=1.
Celkem: 382" — 5z +8 2 + v -3 O

x372x2+z72:x—2 2 +1°
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C. Funkce exponencialni a logaritmicka

Jde o zavedeni obecné mocniny a” proa € R, a >0, x € R.

1 C N "
zr=neN:a"=ag-a----q r=—€Q: an = ¥/a je ¢islo spliiujici (a%) = a;
%/—/ n

n krat m
r=0:a"=1; r=—¢€Q: a% = Yam = ({a)"

1
r=-ne€z:a"=—

a’ﬂ

a® - a¥ = a" v

a a>1l,z<y=a" <a

Pro vSechna z,y € Q, a > 0 plati: = g%V

a¥ 0<a<l,z<y=a" >a¥
(@) = @

Poznamenejme, Ze podle 1.1.17 ke kazdému x € R existuje posloupnost racionalnich éisel {z,} s limz, = z.

1.5.17 Lemma

Buda € R, a > 0, z € R. Je-li {x,,} libovolnd posloupnost racionalnich ¢isel takovd, ze lim x,, = z, pak existuje
lima™ = «a € R. P¥i tom je a > 0 a « nezévisi na volbé posloupnosti {x,, }.

D: e Necht a > 1. Bud {x,} neklesajici posloupnost racionédlnich ¢isel s limitou x.

Z 21 <y < x3--- plyne a® < a® < a®3--- atedy {a®} je neklesajici.

Budt € Q, t > x. Pak t > x,, pro kazdé n a tedy a’ > a*» pro kazdé n, coz znamena, ze {a®"} je shora
ohranicena a tedy podle 1.3.4 existuje lima” = a € R, a > a™ > 0.

Bud {y,} libovolna posloupnost racionalnich ¢isel s limitou x.

Polozime z,, = y, — ©,,. Pak y, = 2z, + x,, a podle 1.3.6 je lim z,, = limy,, — limz,, =z —x = 0,

a¥n = a* T = g*n g%, UkdZeme, Ze lima® = 1:

1 1
Podle 1.3.8 je lim {/a = lima» = 1. Tedy lima™» = lim

an

ny € N, Zepron2n1j6175<a% < 1+¢, a existuje ny € N| iepron2n2j6175<a’% <l+e.
. _a 1

Tedy pro m = max{nj,ne} platil —e <a™m <1l <am <1l+e.

Ponévadz lim z,, = 0, existuje ng € N takové, ze pro n > ng je —% < 2Zp < % a tedy

= 1. Bud € > 0 libovolné. Pak existuje

1 1 . PR
l—e<a™m <a* <am <1+ ¢, coz znamena, ze lima** = 1.

e Necht a = 1. Tvrzeni je trividlni, nebot 1*» = 1 pro kazdé z,, € Q.

e Necht 0 < a < 1.Pak b= % > 1. Je-li {x,} libovolné posloupnost raciondlnich ¢isel s limitou x, pak podle
prvni éasti dikazu existuje 8 = lim b*~, pfi¢emZ § > 0 a [ nezavisi na volbé posloupnosti {xz,,}. Podle
1
1.3.6.5 existuje lim a¢®» = lim =-—.0
brn 5

1.5.18 Definice

Bud a € R, a > 0. Exponencidlni funkce f(x) = a® je definovana pro kazdé = € R pfedpisem a® = lim a*~, kde

{zn} je libovolna posloupnost raciondlnich é&isel s limitou z.

1.5.19 Véta

Necht a € R, a > 0, a # 1. Exponencidlni funkce f(z) = a® mé vlastnosti:

1. Dom f =R, Im f C (0, 00).
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2. Pro kazd4 dvé x,y € R plati: a%a¥ = a®*Y,

3. Pro a > 1 je rostouci, pro 0 < a < 1 je klesajici.
D: 1. Plyne pfimo z definice a z 1.5.17.

2. Tvrzeni plati pro z,y € Q. Necht z,y € R a {x,}, {yn} C Q takové, Ze z, — x, y, — .

a*a? = lim a®" lim a¥" = lim a®"a¥" = lim a*»*¥» = a®*¥ nebof lim(z, + y,) = = + .
x

ny = a”~¥ analogicky.

y=n€N: (a®) = (a®)* =a”-a” - ----a" = g*tet e = gne
n krét

y=-né€Z (a*)¥ =(a*) " = 1 R

7€Q

3
<

%
3
3
@

soucasné ( ) = (awﬁ") =a" = {a* = a®,
takze a®™¥ = (a®) " = (a®)?.
y € I zvolme {y,} C Q, y, — y. Pak (¢*)¥ = lim(a”)¥" = lim a™¥» = a™¥
podle 1.5.20 (tuto pozndmku totiz mizeme povazovat v této chvili jiz za dokdzanou, nebot v jejim
dtkazu je vyuzit pouze prvni vztah z ¢asti 2., ktery je jiz dokdzan), nebot lim zy,, = xlimy, = zy.

3. Nechta>1, z,y e R, x <y. Zvolme u,v € Q, z <u < v <y. Plat{ a¥ < a’.
Bud {z,} neklesajici posloupnost raciondlnich ¢isel s limitou = a bud {y, } nerostouci posloupnost racio-
nalnich ¢isel s limitou y. Pak
T, <z < u, coz znamena, ze a”* < a* a tedy lima™ = a” < u.
v <y < yn, COZ znamena, ze a¥» > a" a tedy lima¥" = a¥ > v.
Z nerovnosti a* < a¥ plyne a* < a¥.
Pripad 0 < a < 1 analogicky. [

Pozdéji (1.7.17) bude dokézano, ze Im f = (0, 00).

1.5.20 Poznamky

1. Jeli z = € Q, definice 1.5.18 souhlasi s definici a’¥ . (Staci volit 2, = — pro kazdé n € N.)
p p

2. Je-li {x,,} libovolné posloupnost redlnych ¢éisel s limz,, = z, pak lima™ = a”.
D.: Pro kazdé n € N zvolime y,, € Q tak, aby z,, — % < yn <z, (to lze podle 1.1.17).
Podle 1.3.7 je limy,, = x. Tedy lima¥" = a® a déle

lim a® = lim @¥» T ~¥» = lim a¥" lim a® " = a® lim a®» Y~
a analogicky jako v dukazu 1.5.17 ukadzeme, Ze lima*~¥» = 1.

1 n
Z exponencialnich funkci mé nejvétsi vyznam funkce f(x) = e, kde e = lim <1 + > . Nékdy se oznacuje
n

e’ = exp z. Tuto funkci nazyvame prirozend exponencidlni funkce.

1.5.21 Definice

Bud a € R, a >0, a # 1. Inversni funkece k funkci f(z) = a® se nazyva logaritmickd funkce. Znacime ji log, =
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1.5.22 Véta
Bud a € R, a >0, a # 1. Funkece f(z) = log, * mé vlastnosti:
1. Dom f = (0,00), Im f = (—00, 00).
2. Pro kazd4 dvé x,y € (0, 00) plati: log,(zy) = log, x + log, v,

x
loga 5 = loga xr— loga Y,
pro z € (0,00) a y € R plati: log, z¥ = ylog, x.

3. Je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1.

D: 1., 3. Plyne z 1.5.19 a obecnych vlastnosti inversnich funkci.

2. Oznacme log, x = u, log,y =v. Paka¢" =2z, a" =y a
xy = a%a’ = a* ", tedy log, (vy) = v+ v = log, = + log,, v,
r a% _ T
; = =a""", tedy log, ; =u—v =log,z —log, v,
¥ = (a*)¥ = a"¥, tedy log, z¥ = uy = ylog, z. O

1.5.23 Poznamka

I
Budte a,b € R, a >0, b> 0, a#1+#b. Pro kazdé = € (0,00) plati log, z = 12?2_
D log, =
<y =log,z. Pak 0¥ = z a tedy ylog, b = log, b =log, . Odtud y = log b’

Podobné jako u exponencialni funkce mé nejvétsi vyznam logaritmicka funkce log, . Znaci se Inx a nazyva
prirozend nebo prirozeny logaritmus.

. . . . " , Inx
Libovolny logaritmus lze prevést na prirozeny: log, r = na
na
Také obecnou exponencialni funkci lze pfevést na prirozenou, nebof pro a € R, a > 0, z € R plati

e:};lna — (elna)w = a*.

D. Mocninna funkce

1.5.24 Definice

Bud a € R. Funkce f(r) = 2% definovana vztahem % = e®'® se nazjvéa obecnd mocninnd funkce.

1.5.25 Véta

Bud @ € R. Mocninn4 funkce f(x) = 2% ma vlastnosti:

1. Dom f = (0,00), Im f = (0, 00).
z\* ¢
2. Pro kazd4 dvé z,y € (0,00) plati: (zy)® = zy°, ( ) =—.

3. Je rostouci pro a > 0 a klesajici pro a < 0.

D: 1. Plynez 1.5.19.1 a z 1.5.22.1.
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2. (xy)a _ ealnmy _ ea(lnm-{-lny) _ ealnmealny _ xaya'

Druhy vztah analogicky.

3. Buda > 0,0 <z <y. Pak podle 1.5.22.3 je Inz < Iny a tedy alnx < alny. Podle 1.5.19.3 je také
ealnz < ealny’ tj. ¢ < ya.
Pro a < 0 analogicky. [

1.5.26 Poznamka
Mocninné funkece f(z) = 2 méa v nékterych specidlnich piipadech definiéni obor $irsi nez (0, 00). Zejména:
Je-li a« € NU {0}, pak Dom f = (—o00, 00).
Je-li a € Z, a <0, pak Dom f = (—o0,0) U (0, c0).
Je-li a = m €Q, meZ, n €N, m,n nesoudélné a n liché, pak pro
n

a >0 je Dom f = (—00,00),
a <0 je Dom f = (—00,0) U (0, 00).

E. Funkce goniometrické a cyklometrické

Na jednotkovou kruznici se stfedem v poc¢atku naneseme od bodu A = (1,0) oblouk délky |z| v kladném

smyslu pro x > 0 a v zadporném smyslu pro z < 0. Obdrzime bod B, jehoz prvni soufadnici oznac¢ime cosz a
i cos T

) , sin x

druhou sin x. Déle klademe tgx = ——, cotgr = ——.
. . - 08T y, oo smr o . “ , oo

Tento popis neni definici, nebot se pouziva vagni pojem ,délka oblouku“, ktery nebyl pfesné zaveden.

Goniometrické funkce sin, cos, tg, cotg tedy nejsou zatim presné definovany. Ponévadz jsou ale velice uziteéné,

budeme je pouZzivat jiz pfed jejich presnym definovanim.

Vlastnosti goniometrickych funkci:

1. Domsin = Dom cos = R,
Imsin = Imcos = [—1, 1],
Domtg = R\ {5 + kr: k € Z}, Domcotg = R\ {k7 : k € Z},
Imtg = Im cotg = R.

2. sin, cos jsou periodické se zakladni periodou 2w,
tg, cotg jsou periodické se zakladni periodou 7.

3. sin je rostouci na [—7 + 2k, § + 2kn], klesajici na [§ + 2km, 37” + 2kr], k € Z.
cos je rostouci na [(2k — 1)7, 2k~], klesajici na [2k~, (2k + 1)7], k € Z.
tg je rostouci na (=35 + km, § + k), k € Z.
cotg je klesajici na (km, (k+ 1)7), k € Z.
4. sin, cos, tg, cotg jsou liché, cos je sudé funkce
5. sin’z +cos?x = 1, tgzcotgr = 1, sina = cos(z — Z) = cos(% — ), cosz = sin(z + %) = sin(% — z)
pro vSechna pripustna x.

6. Souctové vzorce: sin(z +y) = sinzcosy + siny cos x, sin(z —y) = sinz cosy — siny cos x,
cos(z +y) = cosx cosy — sinxsiny, cos(z —y) = cosx cosy + sinzsiny,
tgx +tgy
tg(z +y) = ———F—,
1—-tgzxtgy
. . .. 92
sin 2x = 2sinx cos x, cos 2z = cos? x — sin® z,
- 1—cosz . 1+ cosz
|sin 3| = — |cos | = —
sinx+siny:2sin%cosl—;y, sinmfsiny:2cos¥sinl—;y,
cosT + cosy = 2005%(:05 =, CoST — cosy = —2sinIT+ysin =,

sinzcosy = L(sin(x +y) + sin(z — y)),
coszcosy = 5(cos(z +y) + cos(z — y)), sinzsiny = J(cos(z — y) — cos(z +y)).
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B
7. Jsou-li A,B €R, A#0pak Asinz + Bcosx = Psin(z + q), kde P =v A2+ B2, tgq = T

D.:
B
tgq= S04 _ B _VAZ+ B
cos q A A ’
VA2 + B?
< A <1 1< B <1
VAZ ¥ B2 ’ VAZ 1 B2 ’
A B
cosq = —— , Ssing=-——,
VAZ 1 B2 VAZ 1 B2
— A B
Asinx + Bcosxz = A2+B2< sinx + cosz) =
' v VATt B2 VAZ | B2

/A2 + B2 (cosgsinz +singcosz) = v/ A2 + B2 sin(z + q).

Funkce cyklometrické jsou funkce inversni k funkcim goniometrickym.
Ve vsech pripadech je nutno z0zit defini¢ni obor pfislusné goniometrické funkce tak, aby funkce byla ryze
monotonni (tedy prostd). Je pfirozené tento interval vzit ,co nejblize po¢atku®.

sin -3, 5]
cos . [0, 7]
Pro vezmeme interval .
tg (=3 %)
cotg (0,7)

Funkce cyklometrické se nazyvaji arcus a znaci se arcsin, arccos, arctg, arccotg.

Vlastnosti cyklometrickych funkci

1. Dom arcsin = Dom arccos = [—1, 1], Im arcsin
Dom arctg = Dom arccotg = R, Imarctg = (—

[—%, 5], Imarccos = [0, ]
, %), Imarccotg = (0, 7).

3
2. Pro kazdé = € [-1,1] plati arcsinz + arccosz = 7.

D.: y=arcsinz, x =siny = cos(§ —y) = arccosz = 5 —y; y € [~5,5] = 5 —y € [0,7]. O

3. Pro kazdé x € R plati arctgx + arccotgx = 7.

sin cos(% —
D.: zeR y=arctgr =z =tgy = J_ - (fr y) = cotg(§ —y) = arccotgr = § —y. O
cosy  sin(§5 —y)
F. Dodatek
e Polarni souradnice r, .
Transformace kartézskych soufadnic na polarni:
r=v/2% + y?
e, . . Y
¢ je FeSenim soustavy rovnic cos p = ————, sinp = ————
22+ Va2 + 2
arctg £ 4 2k, x>0
6. o=1{ I +km z=0

arctg £ 4+ 2k +1)m, =<0

Transformace polarnich soufadnic na kartézské: x = r cos p
y=rsingp

39



e Parametrické vyjadreni
Budte o, 1 funkce, J € Dom ¢ N Dom 1) interval.

T = o),
y = ¢({), teld

je tzv. parametrické vyjadfeni néjaké podmnoziny R2.

1.6 Limita funkce

1.6.1 Definice
Rekneme, 7e funkce f md v bodé x¢g € R* limitu a € R* a piSeme lim f(z) = a, jestlize ke kazdému okoli O(a)
T—X

isla a existuje ryzi okoli O(xp) \ {zo} ¢isla xg takové, ze pro kazdé x € O(xo) \ {zo} je f(z) € O(a).

Definice dostane konkrétni tvar podle toho, zda g € R nebo o = 00 a a € R nebo a = +o0:
1. Vlastni limita ve vlastnim bodé

e R, aceR: lim f(z)=a & (Ve>0)(30>0)(Vz)(0 < |z —zo| < = |f(z) —a| <e)

2. Nevlastni limita ve vlastnim bodé
e R, a=00: lim f(z) =00 & (VheR)(I6 > 0)(Vx)(0 < |z —x0| <0 = f(z) > h)
T—x0
e 1R, a=—-00: lim f(x)=-00 & (VheR)(FS>0)(Vx)(0 < |z —z0| <= f(z) <h)

T—xg
3. Vlastni limita v nevlastnim bodé
e zp=00, ac€R: lim f(x)=a & (Ve >0)(FheR)(Vz)(x > h=|f(z) —a| <e)
Tr— 00
e rp=-00,a€R: lim f(z)=a & (Ve>0)3FheR)(Vz)(z <h=|f(x)—a| <e)

T——00
4. Nevlastni limita v nevlastnim bodé
e rp=00, a=00: lim f(z)=00 & (VheR)(Fk eR)(Va)(z >k = f(z) > h)
® Typ=—00, Aa=00: lim f(z) =00 & (YheR)(Fk e R)(Vz)(x < k= f(z)>h)

® Iy =00, 4 =—00: rll)ngof(x) =-—0< (YVheR)(Fk eR)(Vz)(x > k= f(z) <h)
e rp=—00, a=—00: lim f(z)=-00< (VheR)(FkeR)(Vz)(x < k= f(x)<h)

Tr——00

1.6.2 Poznamky

1. V definici 1.6.1 se nevyskytuje zddny pozadavek na f(zg). Existence a hodnota lim f(x) nezavisi na tom,

T—xg
zda xg € Dom f, a pokud ano, tak nezavisi na hodnoté f(zo).
Existuje-li vSak lim f(x), musi byt funkce f definovina v néjakém ryzim okoli bodu zg.
T—T0

2. Budte f, g funkce, g € R* a necht existuje lim f(z) = a € R*. Jestlize existuje ryzi okoli O(zp) \ {zo}
bodu xy takové, ze pro kazdé x € O(xp) \ngg} je f(z) = g(z), pak existuje také lim g(z) a plati
Jim o) = o

3. Logickou negaci definice 1.6.1 obdrzime vyrok ,neplati ILm f(x) = a“: Existuje okoli O(a) bodu a takové,
Ze v kazdém okoli O(xq) bodu z( existuje ¢islo x takojé, ag:a f(x) € O(a).

Jestlize neplati limo f(x) = a, pak bud IILHO}O f(x) =b+# anebo lim f(z) neexistuje.

T—T T—xg

4. Existence a hodnota limity funkce f v bodé x( je lokalni vlastnosti této funkce.
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1.6.3 Priklady

1. lim 22 = 0.

x—0

D.:

2. lin})g(:ﬂ) =0prog= {

D.:

Bud € > 0 libovolné. Polozme 6 =/z. Je-li 0 < |z — 0| = |z| < § =/, pak |22 — 0| = |2?| = |z|? < e.
U

22, x#0
1, =0

Stejné jako v 1. [J

3. lin}) x(x) neexistuje.
rT—

D.:

Pfipustme, Ze lir% x(z) =a€R.
Tr—

Necht a # 0. Polozme € = % > 0. Bud § > 0 libovolné a = € (—4,6) NI. Pak
lal
x(z)=0¢ ( 5 at 5 )

Je tedy a = 0. Polozme ¢ = 1 > 0. Bud' § > 0 libovolné a x € (—6,8)NQ. Pak x(z) =1 & (—
Nemiize tedy byt lin% x(z) =a€R.

N[
~—

)

N[

Pripustme, Ze lir% x(x) = oo. Av8ak pro libovolné z € R je x(z) € {0,1}, tedy pro h > 1 nemize byt
Tr—

x(x) > h pro zadné x € R.
Z podobnych divodt nemtze byt lir% x(z) = —oc0. O

1.6.4 Véta (Heineova podminka [1821 — 1881])

Funkce f méa v bodé zy € R* limitu a € R* pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {z,}>2; C Dom f
takovou, ze lim x, = z¢ a x, # xo pro n € N plati hm f(z,) = a.

D.:

«
»=

O

n—oo

Necht lim f(z) = a € R* a necht {z,} je posloupnost splitujici predpoklady.
T—xT(
Bud O(a) libovolné. Pak existuje ryzi O(zo) \ {0} takové, ze pro x € O(xo) \ {0} je f(z) € O(a).
PonévadZ x, — g, , # o, existuje ng € N takové, Ze pro n > ng jest z, € O(xg) a tedy
f(zn) € O(a), coZ znamena, ze lim f(z,) = a.
n—oo
Necht plati tvrzeni véty.
Zvolme libovolnou {z,}, z, — xo, x, # xo. Pak existuje lim f(z,) = a € R*. UkdZeme, Ze
n—oo

lim f(z)=a
Tr—XT0
Pripustme, Ze existuje O(a) takové, ze v kazdém ryzim okoli O(xzg) \ {zo} bodu zy existuje = takové,
de f(z) & Ola).
g €R (xg) = (wg )U(IIJ(),.Z‘()-F %)
Je-li zp = 0o polozime On(l‘g) = (n, oo)
g = —00 On(0) = (=00
Pro libovolné n € N existuje y, € O, (xo) takove ze f(yn) € O(a). Z konstrukce O, (zo) plyne, Ze

Yn — To, Yn 7 To a tedy nh—{go f(yn) = a. To ovéem neni mozné, nebot f(y,) & O(a).

1.6.5 Poznamka
Necht lim f(z) = a € R* a necht pro kazdé n € N je a,, = f(n). Pak lim a, = a.

D.: Bud O(a) libovolné. Pak existuje k € R takové, ze pro = > k je f(z) € O(a).
Volme ng = [k] + 1. Pak pro n > ng je a, = f(n) € O(a) a tedy lim f(x) =
Tr— 00

a. U
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Heineova podminka umoziiuje prevadét vlastnosti limity a nevlastni limity posloupnosti na vlastnosti limity
funkce:

1.6.6 Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium pro existenci vlastni limity)

Funkce f ma v bodé zg € R* limitu a € R pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje ryzi okoli
O(x0) \ {zo} bodu xg takové, Ze pro kazdé dva body x1,x2 € O(xo) \ {zo} plati | f(z1) — f(z2)| < e.

D.:

1.3.22a1.6.40

1.6.7 Véta (vlastnosti limity)

1.

Kazd4 funkce mé v libovolném bodé xg € R* nejvyse jednu limitu.

(viz 1.3.3)
. Ma-li funkce f v bodé xzg € R* vlastni limitu, pak existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je funkce f
ohranicena.
(viz 1.3.4)
Jestlize lim f(z) =a > 0 (resp. lim f(x) = a < 0), pak existuje ryzi okoli O’(xg) bodu zy takové, ze
T—T r—T0

pro kazdé z € O'(z0) je f(z) > 0 (resp. f(x) < 0).

D.: Necht lim f(z) =a >0abude= g > 0. Existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé x € (xo — 0, z0) U

T—xT0
(0,0 + 0) je f(x) € (a —€,a +¢€), zejména tedy f(x) >a—¢e = g > 0. Platnost druhého tvrzeni

ukazeme analogicky. [J

Necht lim f(x) =0, o € R* a necht existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je funkce g ohrani¢ena. Pak je
T—Tg

Jim f(g(x) = 0.
(viz 1.3.5.3)

Necht o € R* a lim f(z) =a € R, lim g(z) =b € R. Pak
r—x

A e
e existuje mli_)rg() |f(z)] a plati wli_)rg() |f(@)] = l|al,
e existuje zlirgo(f(z) + g(z)) a plati xlirgo(f(x) +g(z)) =a-+b,
e existuje J:Ierq}o(f(ac) —g(z)) a plati Tlirgo(f(x) —g(x)) =a-0b,
e existuje mli_)rg() f(z)g(x) a plati wli)ralo f(z)g(x) = ab,
f(z) flz) _a

e pokud b # 0 existuje lim ——= a plati lim —— = —.
z—zo g(x) z—zo g(x) b

(viz 1.3.6)

Necht f, g, h jsou funkce, zy € R* a existuje ryzi okoli O(zg) \ {0} bodu xy takové, ze pro kazdé
x € O(xo) \ {zo} plati f(x) < g(z) < h(x). Jestlize lim f(r) = lim h(z) =a € R*, pak lim g(x) = a.
Tr—xQ r—xo r—Xo
(viz 1.3.7)
Necht o € R*, lim f(x) = 0 a nechf existuje ryzi okoli bodu xg, v némz je f(x) # 0 (resp. f(z) > 0,
T—x(
1 1 1

:  Pak lim —— = Clim —— = . lim ——— = —00).
resp. f(x) < 0). Pa Jim 7] oo (resp L @ 00, resp. lim @ 00)
(viz 1.3.12.1)

1
Necht 2o € R* a lim |f(z)| = co. Pak lim —— =0.
T—To T—xTo f(z‘)
(viz 1.3.12.4)
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8. Necht zp € R*, lim f(z) = oo (resp. lim f(z) = —o0) a necht existuje ryzi okoli bodu zg, v némsz je
funkce g zdola (rxe;;.o shora) ohraniéen;;;i lim (f(x) + g(x)) = o0 (resp. lim (f(x) + g(x)) = —0).
(viz 1.3.12.2) o o

9. Necht 2o € R*, lim f(x) = oo a necht existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je g(x) > § > 0 (resp.
g(z) < 6§ <0). Paf:ilviorg f(x)g(xz) = oo (resp. lim f(x)g(zx) = —00).

Necht lim f(x) = i—c;goa necht existuje ryzi oi_o)fiobodu Zo, v némz je g(x) > & > 0 (resp. g(z) < 4 < 0).
Pak hfr??(x)g(m) = —oo0 (resp. lim f(x)g(w) = o).
(viz 1.3.12.3) o

1, x>0
10. Funkce signum (znaménko) je pro kazdé = € R definovana pfedpisem sgnx = < 0, z=0.
-1, <0
Necht g € R*, lim f(z) =a #0, lim g(z) = 0 a necht existuje ryzi okoli bodu ¢, v némz je g(x) # 0
T—To Tr—XT0
a sgn f(x) =sgng(x) (resp. sgn f(z) = —sgng(x)). Pak lim f(@) = 0o (resp. lim f(z) = —00).
22, o) A% o)

(viz 1.3.12.1 a piedchozi tvrzeni)

11. Necht ¢ € R*, lim f(z) =a, lim g(z) = b a nechf existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je f(z) < g(z).
T—xo T—xo

Pak a <b.
(viz 1.3.5.1)

1.6.8 Véta (o limité sloZzené funkce)
Necht 2o € R*, lim ¢(x) = a € R* a lim f(y) = a € R*. Necht existuje ryzi okoli O1(z¢) \ {zo} bodu zo,
T—x0 y—a

v némz plati p(z) # a. Pak lim f(p(z)) =a. (Tj. lim f(p(z)) = 1l.im ( )f(y) =a.)
r—xg r—xo y— lim o(x

T—x(

D.: Bud O(a) libovolné okoli bodu a. K nému existuje ryzi okoli O(«) \ {a} takové, ze pro y € O(a) \ {a} je
fy) € O(a).
K O(«a) existuje ryzi okoli Oz(xg) \ {zo} takové, Ze pro x € Oz(xo) \ {zo} je p(z) € O(a).
Polozme O(xg) = (O1(xo) \ {zo}) N (O2(z0) \ {x0}). Pak pro z € O(xg) je p(x) € O(a) a p(x) # a, tj.
o(z) € O(a) \ {a}. Tedy f(p(z)) € O(a), neboli xlirgo flo(x)) =a. O

1.6.9 Priklady
1. Necht f(z) = c € R pro kazdé x € R. Pak pro kazdé zo € R* jest lim f(z) =c.

T—xg
D.: Bud e > 0 libovolné, O(xg) \ {0} libovolné ryzi okoli zg. Pro z € O(z) \ {z0} je
[f(x)—c=|c—¢c/=0<e.O
2. Necht f(z) = z pro kazdé = € R. Pak pro kazdé zg € R jest lim z = zy a déle lim z = oo,

T—xg xT—00
lim = —oc.

r— —00

D.: Bude > 0 libovolné a 6 = €. Pak pro z € (xg — d,z9) U (z0, 2o + ) je |f(x) —zo| = |x —zo| < = €.
Bud h € R libovolné a k = h. Pak proz > k je f(x) =x >k =haproz <kje f(z) =2 < k=h.
O
3. Bud P(z) polynom. Pak pro libovolné zy € R jest lim P(x) = P(xo).

Tr—x0

D.: S vyuzitim pfedchoziho vysledku a 1.6.7.4 jest

lim 2" = lim z2" ' = lim 2 lim 2™ ! = 20 lim 2" ! = 27 lim 2 lim 2”2 =
T—xg T—x0 Tr—x9 T—Xo T—x0 r—2xo T—To
. _ 1 q.
= xozo lim 2" 2 = ... = {7 lim z = zf.
T—xg T—x0
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Tvrzeni nyni plyne z 1.6.7.4. [

4. Bud R(z) raciondlni lomena funkce a zo € Dom R. Pak lim R(z) = R(x).

T—xQ
D.: plynez3.a1.6.7.4.0

-1

3 -1

Pro z # 1 plati z

5. () =

4 1 -1 3 2 1 3 2 1
_-DE i tetl) st tad a tedy podle 1.6.2.4 a predchoziho

x3—1 (z—1)(x2+2+1) 2?2+z+1
4 3., .2
, oot =1 ot tat4r4+1l
VySIedkuJe};LHix?:_l_zlgﬁ P rarl &

6. Bud a > 0, f(x) = a®. Pak pro libovolné 2y € R je lim a® = a®.

T—x

D.: plynez 1.5.20.2a1.6.4.0

7. Bud a > 0, f(z) =2% zo € Dom f. Pak lim z® = z§.

T—x
D.: plyne z 1.5.24, predchoziho tvrzeni a 1.6.8. [J

8. Pro libovolné zg € R je lim sinx = sinzg, lim cosx = cosxg.

T—IQ T—xg

Plyne z geometrického nézoru. (Funkce sin a cos nebyly pfesné definovény.)

. sinx
9. lim

z—0 I

=1.

D.: Pro z € (0,%) plati: 0 < sinz. Plocha kruhové vysede OAC je Py = }x, plocha trojuhelnika OAC

je P = %sinx a plocha trojuhelnika OAB je Py = %tg z. Jest P, < Py < Ps, neboli

sinrx < T < tgzx

T 1
1 < " <
sin x coszT
sinx
cost < < 1
T

Vsechny funkce v posledni nerovnosti jsou sudé, to znamena, ze tato nerovnost platiipro z € (—7,0).
Dale podle ptedchoziho lin%) cosz = cos 0 = 1. Tvrzeni nyni plyne z 1.6.7.5. O
€Tr—

1—cosx 1—cosx1l+cosx . 1—cos?zx sin? z 1

10. lim = lim =lim ———=lim—5—-——-—-=1
=0 2 e—0 z2 1l4cosz 2—0z2(1+4+cosz) =—0 2 1l4cosz

N

N

1.6.10 Poznamka

Piedpoklad o existenci ryziho okoli O1(zg) \ {0} bodu zg nelze v 1.6.8 obecné vynechat.

0 0
Napf. pro p(z) =0, f(y) =14’ v plati
L, y=0
flp(z)) =1 a tedy podle 1.6.9.1 pro libovolné zp € R* je lim f(¢(x)) =1,

T—Tg

avSak lim ¢(z) =0, lim f(y) = 0.
T—Tg y—0

1.6.11 Definice

Rekneme, Ze funkce f méa v bodé zg € R limitu zprava (resp. zleva) rovnou a € R* a piSeme lim+ flz)=a

r—xQ

(resp. lim f(z) = a), jestlize ke kazdému okoli O(a) bodu a existuje pravé (resp. levé) ryzi okoli (zg, xo + 9)
r—To—

(resp. (xo — d,x0)) takové, ze pro kazdé x € (zg,xo9 + J) (resp. x € (xo — d,20)) plati f(z) € O(a).
Limita zprava a limita zleva se souhrnné nazyvaji jednostranné limity.
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eagcR  lim f(z)=a< (Ve>0)(F>0)(Va)(0<z—z0<d=|f(x)—al]<e)

Egﬁff(x) —a e (Ve >0)(30 > 0)(Va)(0 < mo—z < 6= | f(z) —a < )
e a=oc: wggl+f(m) =00 & (VheR)(3FI>0)(V2)(0 <z —29 <0 = f(x) >h)
zl{gﬂ_ fx)=00 < (VReR)(30 > 0)(Vz)(0 < 290 — 2z < § = f(x) > h)
e a=—oc: x£¥1+f(x) =—00 & (VheR)(FI>0)(Va)(0<z—120 <= f(x)<h)
xll);n_ fx)=—00 & (VheR)(F6 > 0)(Vx)(0 < xp—x < § = f(x) <h)
1.6.12 Véta

Funkce f ma v bodé zy € R limitu a € R* pravé tehdy, kdyZ méa v tomto bodé limitu zprava i zleva a plati
lim f(z)= lim f(z)=a.
r—To+ rT—xTo—

D.: plyne pfimo z definic limity a jednostrannych limit a z faktu O(xo) \ {zo} = (zo — 0, 20) U (20,20 + ). O

1.6.13 Poznamka

I pro jednostranné limity plati analogie Heineovy podminky 1.6.4:

lim f(z) =a < pro kazdou {z,} takovou, ze lim x, = xg, x, > xo plati lim f(z,) = qa,
r—x0+ n— o0 n— o0

lim f(x) =a & pro kazdou {z,} takovou, ze lim z, = xg, z, < xo plati lim f(z,) = a.

r—To— n—oo n—oo

V dtsledku toho i pro jednostranné limity plati 1.6.6, 1.6.7 a 1.6.8.

1.6.14 Priklad
Coet—1

lim

x—0 x

R.:

=1

1 n
e Podle 1.3.10 posloupnost {(1 + ) } je rostouci a jeji limita je e, takze podle 1.3.9 pro kazdé
n
neN
(1)
1+—-] <e.
n

1 1 1
Budte z € (0,1), n = [1’} tedy ] <zr< -

e —1
e VySetfime lim
r—04 x

Podle 1.3.10 a prvniho kroku feseni je

1 n+1 1 n
1+ <e< |1+
n+1 n—1

a tedy podle 1.5.19.3 je e* < en <1+

1 1 1
, e >entl > 14 ——.
n—1 n+1

1 1 1 1
Ponévadzn < —,jest n+1< —+1= ﬂ,tedy w < .
T ) T ) xl 5 1+ n+1
Ponévadzn+1> — jestn—1> — -2 = — x,tedy
T T T 1-—2x n—1
Celkem .
1 < v < 1
i ¢ 1
T T
< r—1 <
1+ ¢ 12z
1 < e’ —1 < 1
1+ x 1—2z



=1

-1
a podle 1.6.7.5 je lim ¢
z—0+

e’ —1
e VySetfime lim
r—0— xT

1
Bud z € (—5, 0) Polozime y = —z. Pak y € (0, %) a s vyuzitim piedchoziho kroku dostaneme

Y Y
1+ —— < Y < 1
Jrl-i-y ¢ Jr1—2y
1+2 1-—
ke < eY < 4
14y 1-—2y
1-2 1
4 < e Y < +Y
1—y 1+ 2y
1+ 22 - " - 1—2x
e
1+ 2 1—2x
x < -1 < x
e —
1+ 1—2x
1 - e’ —1 - 1
1+ T 1—-2z
L e’ —1
a podle 1.6.7.5 je lim =1.

r—0— €T

I_

1
Nyni lin}) ¢ =1 podle 1.6.12. OJ
Tr—

1.6.15 Véta
Necht funkce f je monotonni v néjakém levém (resp. pravém) ryzim okoli bodu zg € R*. Pak existuje lim f(x)
r—xTg—
(resp. lim f(x)).
r—To+
Podrobnéji:
1. Necht funkce f je neklesajici v néjakém levém ryzim okoli L(zg) bodu xzy € R U {oc}. Je-li f shora
ohrani¢end v L(zg), je lim f(z) = sup{f(z) : = € L(z)}, neni-li f shora ohraniend v L(xo), je
T—To—
lim f(z) = oo.

T—T0—

2. Necht funkce f je nerostouci v néjakém levém ryzim okoli £(zg) bodu zg € R U {oo}. Je-li f zdola

ohrani¢end v L(zg), je lim f(x) = inf{f(x) : = € L(x0)}, neni-li f zdola ohrani¢end v L(xzg), je
T—To—
lim f(z) = —oc.
T—xTo—

3. Necht funkce f je neklesajici v néjakém pravém ryzim okoli P(x¢) bodu xg € RU {—oc0}. Je-li f zdola
ohrani¢end v P(xg), je 1im+f(x) = inf{f(z) : = € P(xo)}, neni-li f zdola ohrani¢end v P(xo), je
T—XTQ

lim f(z) = —oc.

r—xo+

4. Necht funkce f je nerostouci v néjakém pravém ryzim okoli P(zg) bodu zp € RU {—o0}. Je-li f shora
ohrani¢end v P(xo), je lim+ f(z) = sup{f(z) : € P(xo)}, neni-li f shora ohrani¢end v P(x¢), je
T—x0

lim f(x) = 0.

T—To+
D.: Provedeme pouze pro tvrzeni 1. Dikazy ostatnich lze provést analogicky.

e Necht 2o € R a f je shora ohranic¢end v L(zg) = (xo — «, x0).
Mnozina {f(z) : € L(xo)} je neprazdnda a shora ohranicend, tedy podle 1.1.7 (R14) existuje
sup{f(z): z € L(z0)} =a € R.
Bud ¢ > 0 libovolné. Podle 1.1.6 (s2*) existuje x1 € L(zo) takové, ze f(x1) > a — e. Polozime
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§ = x9 — x1. Pak je (x1,20) = (20 — 6,20) C L(x0).

Ponévad?Z f je na L(zo) neklesajici, pro kazdé = € (xo — §,x0) plati f(z) > f(z1) > a—e.
Ponévadz a = sup{f(x) : = € L(x0)}, pro x € (xg — d,x) plati f(z) < a.

Celkem pro x € (zg — 0, 20) je a — e < f(z) < a, coz znamena lim f(z) = a.

T—Tg—

e Nechf xg = co a f je shora ohranicend v £(z¢) = (a, 00). Zopakujeme uvahy z pfedchoziho kroku

s tim rozdilem, ze nedefinujeme §. Dojdeme k tomu, Ze pro x € (z1,00) je a —e < f(z) < a.
e Necht 29 € R a f neni shora ohrani¢end v L(zg) = (xo — o, o).

Bud h € R libovolné. PonévadZz f neni shora ohranicend, v (zg — o, x0), existuje 1 € (zg — o, o)

takové, ze f(x1) > h. Polozime § = xzg — 1.

Ponévadz f je neklesajici na (xg — a, xg), pro kazdé x € (xg — §,x9) plati f(x) > f(x1) > h, coz

znamena . ligl f(x) = 0.

Zzo—

e Necht 29 = 0o a f neni shora ohrani¢end v L(x¢) = (o, 00). Zopakujeme tivahy z pfedchoziho kroku
s tim rozdilem, %e nedefinujeme . Pak pro z € (z1,0) je f(z) > h.

O

Poznamka: (Oboustrannd) limita nemusi existovat.

1.6.16 Definice

Rekneme, %e a € R je limitni bod funkce f pro x¢ € R*, jestlize existuje posloupnost{z, } takova, ze x, # xo
pro kazdé n € N, lim z, =z a lim f(z,)=a.

Ozna¢me Q(f, xo) mnozinu limitnich bod® funkce f pro xy € R*.

Je-li funkce f ohrani¢end shora v n&jakém okoli bodu zg € R* a Q(f,z¢) # 0, klademe

limsup f(x) = sup Q(f, zo)-

T—x0
Je-1i funkce f ohranicend shora v n&jakém okoli bodu xg € R* a Q(f, z9) = (), klademe limsup f(x) = —oc.
T—To
Neni-li funkce f ohranic¢end shora v kazdém okoli bodu xy € R*, klademe limsup f(z) = cc.

Tr—T0

Je-li funkce f ohranidend zdola v néjakém okoli bodu z¢ € R* a Q(f, z¢) # (), klademe liminf f(z) = inf Q(f, zo).
T—To

Je-li funkce f ohrani¢end zdola v néjakém okoli bodu z¢ € R* a Q(f,zo) = 0, klademe lim inf f(z) = oo.

Tr—x

Neni-li funkce f ohraniena zdola v kazdém okoli bodu zy € R*, klademe lim inf f(z) = —o0.

T—xT0
Snadno ovéfime, Ze limsup f(z) = wllnzgo(sup{f(§) 20 <xo—&| < lzo—x|})

r—Xo

larganff(z) = mILn; (inf{f(&) : 0 < |zo — &| < |0 — x|})-

Jestlize lim f(z) = a € R*, pak a je limitnim bodem funkce f pro 2y € R*.

T—To

Ziejmym zpisobem lze zavést pravé a levé limitni body a limsup f(z), limsup f(z), liminf f(x), liminf f(z).
r—x0+ T—To— z—xo+ T—To—

Piimo z definice plyne

1.6.17 Véta

liminf f(x) < limsup f(x). Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz existuje vlastni nebo nevlastni lim f(z).

Tr—xo T—x0 T—To

1.7 Spojité funkce
1.7.1 Definice

Rekneme, e funkce f je spojitd v bodé xg € R, jestlize lim f(x) = f(xo). Rekneme, ze funkce f je spojitd
T—x

<

bodé g € R zprava (resp. zleva), jestlize lim+f(x) = f(xo) (resp. lim f(z)= f(x0))-
T—x0 T—T0—
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1.7.2 Poznamky

1. Z definice 1.7.1 bezprostiedné plyne:
Funkce f je spojitd v bodé xg € R pravé tehdy, kdyz ke kazdému £ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé
x € (xo — 0,0 + 0) plati | f(x) — f(zo)] < e.

2. Je-li funkce f spojita v bod€ xy € R, pak je v né€jakém okoli tohoto bodu ohranicena.
3. Spojitost je definovana pouze v bodech z R. Nelze definovat spojitost v nevlastnim bodé.

4. Spojitost funkce je lokalni vlastnosti této funkce.

1.7.3 Terminologicka poznamka
Neni-li funkce f spojitd v bodé zo € R a je pfi tom definovana na néjakém okoli (pfipadné ryzim okoli) bodu
o, mohou nastat moznosti:

A) lim f(z) neexistuje

r—x0

Al) lirnJr f(z), lim f(z) existuji a jsou redlné rizné — bod nespojitosti 1. druhu
r—To—

T—x
(Napf.: f(z) = [z], 2 = 1)

A2) Alespoii jedna z jednostranngch limit neexistuje — bod nespojitosti 2. druhu
(Napf.: f(z) =sini, 2o =0; x(z), zo libovolné)

A3) limJr f(z), lim f(x) existuji, jsou rizné a alespori jedna z nich je nevlastni
T—xTQ r—xTo—

(Napt.: f(z) = tg(z), zo = %)

B) lim f(z) =a€R* a# f(xo)

T—To

B1) lim f(z) je nevlastni

T—xo
(Napi: f(2) = &, 20 = 0)
B2) lim f(z) =a € R a f(xg) # a nebo xg & Dom f — bod odstranitelné nespojitosti

T—xo

Nespojitost lze odstranit zménou f(z¢) nebo dodefinovanim f(xzo):

- f(z), x € Dom f \ {zo}
fle) = {Lm f@), == '
2 _
(Napf f('r): :1[: ’ ii87 .73():0, g(x):;gi_llv 1'0:1

Nespojitost odstranime definovdnim f(O) =0, g(1) = %)

1.7.4 Véta
Funkce f je spojita v bodé xy € R pravé tehdy, kdyz je v tomto bod€é spojita zprava i zleva.

D.: plynez 1.6.12. OO

1.7.5 Véta
Funkce f je spojitd v bodé zy € R pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x,}22 ; takovou, ze lim z, = xg
n—oo

plati lim f(z,) = f(zo).
n—oo
Funkce f je spojitd v bodé xg € R zprava (resp. zleva) pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {z,}3 ;
takovou, Ze z, > xq (resp. x, < zg) a lim xz, = x¢ plati lim f(x,) = f(xo).
n—oo n—oo

D.: plynez 1.6.4 a 1.6.13. OJ
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1.7.6 Véta
Jsou-li funkce f a g spojité v bodé g € R, pak jsou také funkce |f|, f+ g, f— g, fg spojité v bod& zq. Je-li

navic g(zo) # 0, je i funkce = spojitd v bodé zg.
g

D.: plynez 1.6.7.4 0

1.7.7 Véta
Necht funkce ¢ je spojitd v bodé z( a funkce f je spojitd v bodé p(xzp). Pak je také funkce x — f(p(z)) spojita

v bodé xg.

D.: Bud e > 0 libovolné. K nému existuje n > 0 takové, ze pro y € (¢(zo) — 0, ¢(x0) + 1) plati

£ (y) = f(e(0))| <e.
K n > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro = € (xg — J, x0 + ) plati |(z) — p(x0)| < 7.

Tedy pro = € (zg — 9,29 + 9) je | f(p(z)) — f(p(xo))| < €, coz znamend lim f(p(z)) = f(p(xg)). O

Tr—T0

Tato véta neni diledkem 1.6.8, nebot m4 jiné predpoklady.

1.7.8 Definice

Rekneme, ze funkce f je spojitd na intervalu I C Dom f, jestlize plati
(i) f je spojitd v kazdém vnitfnim bodé intervalu I.

(ii) Pat¥i-li levy (resp. pravy) krajni bod intervalu I do tohoto intervalu, pak je v ném funkce f spojité zprava

(resp. zleva).

Zejména: Funkce f je spojitd na otevieném intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz je spojitd v kazdém bodé

tohoto intervalu.
Funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] pravé tehdy, kdyz je spojitd v kazdém bodé
intervalu (a, b), v bodé a je spojita zprava a v bodé b je spojité zleva.

Spojitost na intervalu je globdlni vlastnost.

1.7.9 Véta

Necht funkce [ je spojitd a ryze monotonni na intervalu I; a zobrazuje tento interval na interval I5. Pak funkce
inversni f~! je spojita na intervalu Is.

D.: Necht f je rostouci na I, yo € Iz, yo neni levy koncovy bod I. Ukézeme, ze f~! je spojita zleva v bodé

Yo = f(wo):
Bud € > 0 libovolné takové, ze xg — e € I;. Pak f(xg —e) < f(xg). Oznaéme 6 = f(xg) — f(zo — ) > 0.

o) —
Bud y € (yo — 6, o] libovolny. Ponévadz podle 1.2.17 je f~* rostouct, je f~1(yo — ) < f~1(y).
FYyo —0) = f~H(f(xo) — f(wo) + f(xo —€)) = z0 — &, tedy 20 — e = f~(yo) — e < f~1(y), neboli

F o) = fHy) <e

Ostatni moznosti rozebereme analogicky. [

7 této véty, z 1.7.6, 1.7.7 a z 1.6.9 bezprostfedné plyne

1.7.10 Dasledek

Elementarni funkce jsou spojité na svém defini¢nim oboru.
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1.7.11 Véta (1. Weierstrassova [1815 — 1897])

Funkce spojita na uzavieném intervalu je na tomto intervalu ohranicena.

D.:

Sporem. P¥ipustme, ze funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a,b] neni ohranicend shora.
Pak ke kazdému n € N existuje z,, € [a, b] takové, ze f(z,) > n. Takto definovand posloupnost {z,}52
je ohranicend (a < z,, < b) a tedy podle 1.3.19.1 existuje posloupnost {z,, }3?2; z ni vybrand a takova, ze

lim z,, = zo.
k—oo

Ponévadz a < z,, < b, podle 1.3.5.1 je a < 2o < b, neboli zg € [a,b].
Ponévad? f je spojita (pfipadné jednostranné spojitd), podle 1.7.5 je klirn f(zpn,) = f(xo) €R.
— 00

Soucasné ale f(z,,) > ng, klim ng = 00, a tedy podle 1.3.5.1 a pozndmky za 1.3.11 je klirn f(zn,) = .
— 00 —0

To je spor.
Analogicky vylou¢ime moZnost, ze by funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a,b] nebyla ohrani¢ena
zdola. [J

Poznamka: Oba predpoklady jsou podstatné.

1.7.12 Véta (2. Weierstrassova [1815 — 1897])

Funkce spojitd na uzavieném intervalu nabyva na tomto intervalu své nejvétsi i nejmensi hodnoty.

D.:

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b]. Podle 1.7.11 je na tomto intervalu ohranic¢end a tedy existuje
m = sup{f(x): = € [a,b]}. UkdZeme, Ze existuje z; € [a,b], ze f(z1) =m.

1
Piipustme, ze f(x) < m pro kazdé x € [a,b]. Pak m — f(x) > 0 a tedy podle 1.7.6 je funkce z — m

1
spojita. Podle 1.7.11 existuje K € R, ze T < K pro kazdé x € [a,b]. Bez Gjmy na obecnosti lze
m— f(x
1 1
predpokladat, ze K > 0. Tedy f(z) < m — 72 Podle 1.1.6 (s2*) existuje xg € [a,b], Ze f(zg) > m — X’
1 1
boli — <= K<——"— 7] .
neboli m f(ar:o)_K7 _mif(xo),cozyespor

Analogicky ukazeme, Ze existuje za € [a, b], Ze x2 = inf{f(x) : x € [a,b]}. O

1.7.13 Véta (1. Bolzanova [1781 — 1848])

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] a necht plati f(a)f(b) < 0. Pak existuje ¢ € (a,b), Ze

fle)=0.

D.:

b _
Polozme d = Ta Pak d € (a,b). Pokud f(d) = 0, je c = d.

Necht f(d) # 0. Jestlize f(a)f(d) < 0, polozme a; = a, by = d; jestlize f(a)f(d) > 0, polozme
a; = d, bl =b.

Jest by — ay — b_T“ Fa)f(br) < 0, f(a1)f(b) < 0, ar > a, by < b.

b, —
Déle polozme dy = — 5 U Pak d € (a1,b1) C (a,b). Pokud f(dy) =0, je ¢ = dy.

Necht f(dy) # 0. Jestlize f(a1)f(d1) < 0, polozme as = a1, by = dy; jestlize f(a1)f(d1) > 0, poloZme
as = dl, b2 = bl.

b—a
Jest b2 — Qg = ?, f(a)f(bz) < 07f(a2)f(b) < 0, as > ai, bg < bl.
Analogicky postupujeme déle. Bud po koneéném poétu krokt nalezneme dj, takové, ze f(di) = 0, nebo
h—
dostaneme dvé posloupnosti {a,}, {b,} takové, ze b, — a,, = Q—HG, fla)f(bn) <0, f(an)f(b) <O.

V prvnim piipadé je ¢ = dj. Necht nastane druhy piipad.
{an} je neklesajici, ohraniena shora ¢islem b a tedy podle 1.3.9 existuje ¢; = lim a, < b. {b,} je
n—oo

nerostouci, ohranic¢ena zdola ¢islem a a tedy existuje co = lim b, > a.
n—oo

—-b
Plati ¢; — ¢co = lim a, — lim b, = lim (a, — b,) = lim a0 0, tedy ¢1 = co = ¢ € [a,}].
n— 00 n—00 n—o00 n—oo 2N
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Kdyby f(a)f(c) <0a f(c)f(b) <0, pak by f(a)f(c)f(c)f(b) > 0, neboli f(a)f(b) > 0, coz by byl spor.
Pokud f(a)f(c) > 0, pak podle 1.3.5.1 je 0 < f(a)lim f(b,) = lim f(a)f(bn) < 0, tedy f(a)f(c) =0, coz
je mozné jen tak, ze f(c) = 0.

Pokud f(c)f(b) > 0, pak 0 < (lim f(an)) f(B) = lim f(an) f(5) < 0, tedy £(e)f(b) = 0, co% je momé jen
tak, ze f(c) =0. 0

1.7.14 Dusledek (Specialni pripad Brouwerovy [1881 — 1966] véty o pevném bodé)
Bud f spojita funkce zobrazujici uzavieny interval [a, b] do sebe. Pak existuje ¢ € [a, b] takové, ze f(c) = c.

D.: Plati f(a) > a, f(b) <b. Pokud f(a) = a, polozime ¢ = a, pokud f(b) = b, poloZime ¢ = b.
Necht f(a) > a, f(b) <b. Definujme funkci g pfedpisem g(z) = x — f(z).
Funkce g je spojita na [a,b], g(a) <0, g(b) > 0, takze podle 1.7.13 existuje ¢ € (a,b) takové, Ze
g(e)=c—f(c)=0.0

1.7.15 Véta (2. Bolzanova [1781 — 1848])

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a, b]. Pak na tomto intervalu nabyvé vSech hodnot mezi svou
nejvétsi a nejmensi hodnotou.

D.: Budte M = max{f(z): = € [a,b]}, m = min{f(z) : © € [a,b]}, p € R takové, Ze m < p < M.
Podle 1.7.12 existuji z1 € [a,b], 22 € [a,b] takové, ze f(z1) = M, f(z2) =n.
flx1)—p >0, f(z2)—p <0, tedy (f(x1) —p)(f(xz2) —p) < 0. Podle 1.7.13 existuje v uzavieném intervalu
s krajnimi body x; a x2 ¢islo ¢ takové, ze 0 = (f — p)(c) = f(c) — p, tedy f(c) =p. O

1.7.16 Dausledek

Spojitym obrazem uzavieného intervalu je bud jednoprvkovd mnozina nebo uzavieny interval.

1.7.17 Poznamka
Nyni miZzeme dokézat tvrzeni uvedené za 1.5.19: Je-lia € R, a >0, a # 1, f(z) = a*, pak Im f = (0, 00).
D.: Necht a > 1. Vzhledem k 1.5.19.1 sta¢i ukazat, ze (0,00) C Im f. Bud tedy yo € (0, 00) libovolné.

Ponévadz lim a™ = oo, lim a™" = 0, existuji ny,ne € N, ze a7 < yp < a™2.

n—oo n—oo

Funkce f(x) = a® je podle 1.7.10 spojita na (—oo,0), je tedy spojitd na uzavieném intervalu [—nq,ns].
Podle 1.5.19.3 je

fl=n1) =a™™ < yo < a™ = f(na)
a tedy podle 1.7.15 existuje xzg € [—n1,ns| takové, Ze f(zg) = yo. To znamend, ze yo € Im f.

Platnost tvrzeni dokdzeme analogicky i v pfipadé 0 < a < 1.0

1.7.18 Definice

Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu I C Dom f, jestlize ke kazdému & > 0 existuje § > 0
takové, Ze pro kazda dvé z1,xo € I takovd, ze |z1 — z2| < 6 plati |f(z1) — f(z2)| < e.

1.7.19 Poznamky

1. Stejnomérné spojita funkce na intervalu je na tomto intervalu spojita.
Spojita funkce na intervalu nemusi byt na tomto intervalu spojita stejnomérné.

2. Stejnomérna spojitost je globalni vlastnost.
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3. Necht funkce f je stejnomérné spojitd na otevieném intervalu (a,b).

Podle 1.6.6 existuji lim+ f(z) € R, lirlr} f(x) € R. Funkce f zadané ptedpisem
r—a Tr—b—

lim f(z), z=a

r—a+
f(z) = { (), z € (a,b)
ligl_ flx), ==b

je spojitd na uzavieném intervalu [a, b].
(Funkci stejnomérné spojitou na otevieném intervalu lze spojité prodlouzit na krajni body tohoto inter-
valu.)

4. Funkce stejnomérné spojita na libovolném intervalu je na tomto intervalu ohranic¢ena.

D.: Plyne z pfedchoziho tvrzeni a 1.7.12. [J

1.7.20 Véta (Heine [1821 — 1881] - Cantor [1845 — 1918])

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b]. Pak je na tomto intervalu spojitd stejnomérné.

D.:

Sporem: Piipustme, Ze f je spojitd na [a,b] nikoliv stejnomérné. Existuje tedy g9 > 0 takové, ze ke
kazdému 6 > 0 existuje dvojice bodi x,y € [a,b], Ze |z — y| < § a zdroven |f(z) — f(y)| > €o.

1
Zejména tedy pro 6 = — existuji z,, yn € [a,b], Ze |z, —yn| < — a |f(zn) — f(yn)| = €o.

n n

Posloupnost {z,} je ohrani¢ena a tedy podle 1.3.19.2 existuje posloupnost {z,, } vybrana z {z,} takovi,
ze klim T, = Tg € [a,b].
— 00

1
Déle podle 1.3.5.1 lim |z, —Yn,| < lim — =0, tedy lim |z, —Yn,| = 0, coz znamend lim y,, = xo.
k—o0 k—oo N k—o0 k—o0

Ponévadz f je spojitd v xg, je kli)rrgo flzn,) = flxo) = kli_)n;o f(Yn,.)- To je spor s | f(xn,) — f(Yn,)| = €0. O

1.8 Cvideni

Uréete defini¢ni obor funkci

1) f(z) =

Rozhodnéte, zda funkce je sudéd nebo licha

22 —b5x+6

2 _5r1 4’ 2) f(z) = logsin 2z.

3) f(z) ==z,  4) f(z) =V

Najdéte nejmensi periodu funkei

5) f(z) =sin iz, 6) f(x) =tgax.

Najdéte intervaly, na nichZ jsou ryze monotonni funkce

7) fle)=z+lz|,  8) flz) =27
Najdéte inversni funkci k funkci
9) flz)=2%"1 10) f(z) = =+ [a].
Rozhodnéte, zda je posloupnost {a,} ohrani¢ena
11) a, =1 —cos™ X, 12) an:n—.
" n!
Rozhodnéte, zda je posloupnost {a,,} monotonni
2
1
13) a":jz—:—l’ 14) a, =logn — n.
Vypocitejte limitu posloupnosti {a,, }
o2n? — 3 gn+l _g)n—1
15)an:w 16) a,, — + (—5) 7
3n2+n—->5 37 4 (=5)n
12 32 2n —1)?
17) ap =vVn2 +3n+2 —vVn2 —n+1, 18)anz—g—|—7)—|--~-+(n3)7
n n n
19) L ] 20) R S
anzi - R anzi - “e —_
n?  (n+1)2 (2n)? vnoovn+1 V2n



21) Zjistéte, zda posloupnost {4 + 3; + - - - + =} je konvergentni.

2n
1
22) Najdéte limes superior a inferior posloupnosti {(—1)” ((”/5 + (1 + 2) ) + \75}
n

Polynomy rozlozte v redlném oboru

23) ot — 2% + 222 —x + 1, 24) 25 + 1.
Racionalni funkce rozlozte na parcialni zlomky
4 2
5+ 6 +x—2 r—1
25 26) —————.
) xt — 223 )x4+3x2+2

1 xr
27) jaky je vztah mezi grafy funkci f(z) = a® a g(z) = <) ,a>07
a

Urcete defini¢ni obor funkce f, zjednoduste jeji vyjadfeni a znazornéte ji graficky

28) f(z) =log, a, 29) f(x) = arcsin(sin z).
Vypoc1teJte
22 -1 o™ =1
30) il_{nlf_lv 31) IlLHll T
32) lim V21 33) tin V17T = VT
r—1 1’*17 xHO‘/1+x_m
sinax 1 — cos3 2
34) lim 35) lim —— % %
) z—0 sin bz ) 2020 zsin2z

36) lim (\/x2+x+1f\/x274x+1), 37) lim (\/x2+5x +x),

z+ 1 cotgmx
38) li
) A, ( n 3> :
40) Vysvétlete vyznam podminky (e > 0)(Vd > 0)(Vz)(0 < |z — o] < 0 = |f(z) — a| < €).
Najdéte body nespojitosti nasledujicich funkci a urcete jejich typ

39) lim (sin2z)tgx/2.

r—mT+

3 —1 .

41) f(x):xQ—l’ 42) f(x) =sinZ
Vysledky: 1) (—00,1) U [2,3] U (4,00) 2) {z € R: kr < 2 < 2k +1)3,k € Z} 3) suda 4) ani suda,
ani lichd 5) 67 6) % 7) na [0, oo) rostouci 8) na (—o00,0) a na (0,00) klesajici 9) f~'(y) = %(1 + logyy) 10)
[Yy) =y —kproy € [2k,2k + 1) k € Z 11) ano, 0 < a,, < 2 12) ohrani¢end zdola a,, > 0 13) rostouci
14) klesajici 15) 2 16) —1 17) 2 18) 4 19) 0 20) oo 21) ano; je rostouci a shora ohraniéené 22) 2+ e, —e 23)
(22 +1) ((33— %)%g) 24) (22 =Bz + 1)(a2 +V3a+ 1)(a2 +1) 25) 1+ & — 8 4 55 96) =1 _ -1 97
soumérné kolem osy y 28) Dom f = (0,1) U (1,00), f(z) — {22 29) Dom f = R, f je 2—7r periodické rozsifeni

X, T € [*57%)
T, TE [%737#)

ohraniend v R\ {zo} 41) x = 1 odstranitelnd, z = —1 typu A3 42) z = 0 druhého druhu

funkee g(z) = 30) 2 31) = 32) 2 33) 2 34) ¢ 35) 3 36) 5 37) —oo 38) 039) 0o 40) f je
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Kapitola 2

Diferencialni pocet funkci jedné
promeénné

2.1 Derivace

2.1.1 Definice

Necht f je funkce a xg € R. Existuje-li vlastni limita lim M
T—zo X — T

, nazyvame ji derivace funkce f v bodé

xo a oznacujeme ji f’(xp).
Je-1i tato limita nevlastni, fekneme, Ze funkce f ma v bodé xy nevlastni derivaci.
Neexistuje-li tato limita, fekneme, Zze funkce f nemd derivaci v bodé xg.

2.1.2 Poznamky

1. M4-li funkce f derivaci v bodé zg, pak je v tomto bodé a né&jakém jeho okoli definovana. (Existuje okoli
O(xo) bodu xg takové, ze O(xg) € Dom f.) (Viz 1.6.2.1)

2. Funkce f méa v libovolném bodé zy € Dom f nejvyse jednu derivaci. (Viz 1.6.7.1)
3. Derivace je definovana pouze v zo € R. Nelze definovat derivaci v oo nebo —oo.
4. Existence a hodnota derivace f’(zg) je lokdlni vlastnosti funkce f v bodé xg.
f(z) — f(20)

f(wo +h) = f(wo) misto lim ——————~,
h T—To r — X

5. Oznacime-li x = xg + h, lze v definici 2.1.1 psat }llin%)

6. Lze definovat i jednostranné derivace funkce f v bodé xy:

f(x)—f(l‘o) — lim f(xo)—f(fﬂo—h)

. , o
Derivace zleva f’ (zo) = xll)g_ o am -
, - flx) = f(=o) . flzo +h) — f(xo)
D ! =1 —r 2 =] .
erivace zprava f! (xo) Jm 0 Rm .

Funkce f ma v bodé z¢ derivaci prévé tehdy, kdyz v ném mé derivaci zprava a derivaci zleva a plati
fixo) = fL(x0). (Viz 1.6.12)

7. Necht {(z,y) € R?: y = f(z)} vyjadiuje kiivku v roviné (s kartézskymi soufadnicemi). Rovnice tecny
k této kiivce v bodé (xg, f(z0)) = (zo,y0) je

Y—Yo = f’(ﬂfo)(l“ — Zo),

rovnice normdaly v témze bodé je



2.1.3 Véta

Ma-li funkce f v bodé xg € Dom f derivaci, je v tomto bodé spojita.

D.: Necht f'(zg) existuje. Pak

f(xgz : iéwO) (z — x0) + f(:vo)> =

= f(wo) lim (x —0) + f(w0) = f'(w0) 0+ f(x0) = f(ao),

lm f(x) = lim (f(x) — f(xo) + (o)) = mn(

T—x0 T—xo T—xTo

a tvrzeni plyne pfimo z definice 1.7.1. [J

2.1.4 Poznamky

1. Opacné tvrzeni neplati. Funkce spojita v bodé xy nemusi mit v tomto bodé derivaci.

“ el ol _
Napiiklad 2 b
apifklad pro f(x) = |z je f (wo) = _,+| - ?‘ T a0 o
0 —x
/ —_ L _— = —
f*(x())_zl—»o— x—0 wLO— z b

2. Analogicky plati: Ma-li funkce f v bodé o € Dom f derivaci zprava (resp. zleva), pak je v tomto bodé
Spojita zprava (resp. zleva).

2.1.5 Véta
Necht funkce f, g maji derivaci v bodé zg € Dom f N Dom g. Pak plati:

1. Pro kazdé ¢ € R je (cf) (xo) = cf'(z0)-
2. (f +9)(wo) = f'(wo) + g'(x0), (f —9)(w0) = f'(w0) — g'(x0)
- (f9)(xo) = f'(w0)g(xo) + f(20)g' (x0)-

. Je-li g(x0) # 0, pak (;) (20) = f’(xo)g(x;)%;")(xo)g’(xo).

Analogicka tvrzeni plati i o jednostrannych derivacich.

w

>~

D.:
1 gim ST iy ) — o)
9. mh_g:lo f(.%‘) + g<x);ffg;(0$0) + g(xo)) _ 3}320 f(x) - f(xﬂa)jf igo(x) - g(l‘o)) _ f/<-750) + g/(CUO)-
5ty Jhle)~ Fritan) _ y,, Slalte)~ Slalte) + late) - fano)
T—xo xTr — T—Tg T — X9

= tim [FE =) g0y o DI paogan) + ool o0)

(Posledni rovnost platl ponévadz podle 2.1.3 je lim g(z) = g(xo).)
T—T0

1 1
1\’ =~ oz _ 1 ’
n <> (o) = lim £ 9G0) _ pn 9(xo) — g(x) __92(560)_
T—zo T — Xg z—zo  x—x9 g(x)g(zo) g%(xo)
Dokazovany vztah nyni plyne z predchoziho.

O

Tvrzeni véty lze strucné zapsat:
u !
(cu) =cu', (utv) =u £, (w) =v'v+u, (;) =
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Matematickou indukci lze tvrzeni zobecnit:

(crfi+cafa+ - +enfn) (o) = cifi(zo) + cafs(zo) + -+ cnf(20),
(fifofs- - fo1fn) (m0) = fi(wo)fa(wo) fa(wo) - fu—1(w0) fu(wo) +
+ f1(@o) f2(x0) fa(wo) - -+ fr—1(x0) fr (o) + - +
+f1(x0) f2(20) f3(20) - - - fa—1(20) fr,(20).

2.1.6 Véta (o derivaci slozené funkce)

Necht funkce f mé derivaci v bodé ug € R a necht funkce ¢ mé derivaci v bodé zg € R takovém, ze ¢(z¢) = uo.
Pak slozend funkce F : z +— f(p(x)) mé derivaci v bodé zq a plati F'(xg) = f'(uo)¢’(z0) = f/(¢(x0))¢’ (x0).

D.:

F(z) = F(zo) _ flp(2)) = fp(wo)) p(x) — p(w0)

T — o p(x) — p(xo) T — o
Jestlize existuje ryzi O(z) takové, ze p(z) # @(xo) pro kazdé x € O(zg), pak podle 1.6.8 je

T—To r — X uU—ug U — Ug T—To Tr — X

Necht v kazdém ryzim O(zg) \ {zo} existuji body = takové, pro néz p(x) = ¢(xg). UkdZeme, ze pak
¢’ (x9) =0 a také F'(x¢) = 0, tedy ze plati dokazovany vztah.
Bud {z,} takovd, ze v(x,) = ¢(xo), Tn # xo, Tn, — To. Pak podle 1.6.4
¢'(29) = lim ¢(x) — ¢(z0) — lim o(zn) — ¢(20) —0.
T—xo xr — Xo n—00 Ty — o
Bud nyni {z,} libovolné takova, Ze =, # zo, x, — x¢. Oznacme

A={neN: p(z,) = ¢(xo)}, B={neN: p(xn) # (o)} .

bro m e A joug F8) = Flan) _ Fgln) = fplan)) _
Ty — X0 In — To

Je-li B konec¢nd, existuje ng € N, ze pro n > ng je n € A, tedy pro n > ng je

F(x,) — F(x
znamena, ze lim M =0.
n—00 Ty — o
Je-li B nekone¢na, existuje vybrané posloupnost {z,, }3>, C B. Déle

tig Flns) = Flao) _ o F(p(@n)) = F(#(20)) @(2ne) — #(z0) _

koo T, — &0 EHOO) <P(($7Sk) — p(z0) Ty, = To
 (zn,) — (20
= f 1 - =0
felwo)) lim ==—r )

nebot klim ©(xn,) = ¢(x0), jelikoz ¢ je spojitd v xg. Z 1.6.4 plyne F'(z0) = 0. O

2.1.7 Véta (o derivaci inversni funkce)

Necht funkce f je ryze monotonni a spojitd na intervalu J. Necht yg je vnitini bod intervalu J a nechf funkce
f méa v tomto bodé derivaci f’(yo) # 0. Pak funkce f~! inversni k funkci f m4a derivaci v bodé x¢g = f(yo) a

D.:

1
plati (f~1)(z0) = o)
Ponévad? f je ryze monotonni, pro z # zg plati y = f~1(x) # f~1(x9) = yo. Tedy podle 1.6.8 plati:
T e a1 B S, ! _
T—To Tr — X T—To T —To T—To f(fil(m)) - f(fil(xo))
7M@) = (o) @) — f~(zo)
_ 1 1
~ o T 700 )
Y—%

(Pfedposledni rovnost plyne ze spojitosti funkce f.) OJ
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2.1.8 Definice

Bud M C Dom f mnozina bodd, v nichz mé funkce f derivaci. Pak zobrazeni g — f'(x¢) je funkci s definiénim
oborem M. Tato funkce se nazyva derivace funkce f a oznacuje se f’.

2.1.9 Prehled vzorct pro derivaci

1
v 17 . /] : [

(1) prokazdé ce Rjecd =0 (11) (arcsinx) Ve
(2) (2%) =ax*! (12) (arccosz) = f\/liiﬁ
xT x 1

(3) (e%) =e (13) (arctga) = T2
x x 1
(4) (a*) =a*lna (14) (arccotgz) = 1i a2
(5) (Inz) = 1 (15)  (cw) =cu/
x
1
! __ o, /
(6) (log,x) = e (16) (uzxv) =u +wv
(7) (sinz) =cosz 17 (w) =v'v+u’
(8) (cosz) = —sinz (18) (E)l = vy — !
v v2
!
9) (tgz) = CO; - 19)  (u*) =u® <v’ Inu -+ #;)
1
(10) (cotg) = 5 20 (f(e(@) = f'(ela)o' (@)
D.:
c—c
1) 1 =0.
e =0
(3) li Miezor "~ a vzorec plyne z 1.6.14
Lim - = e lim vzorec plyne z 1.6.14.

1 1 1
(5) Podle 2.1.7 je (Inz) = — = =—.

ev - elnx T

(2) S vyuzitim 2.1.6 dostaneme (2?)" = (e?!"*) = e*n%(glnx)’ = gl
T
(4) (a®)' = (e*m2) = e*Ma(xlna)’ = a*(z) Ina = a® Ina.
Inz\’ 1 1
6) (1 '=—) = —(lna) = .
(6) (log, =) (lna) lna(nx) zlna
(7) S vyuzitim 1.6.9.9 dostaneme
. sin(z + h) —sinz . sinxzcosh +coszsinh —sinzx
lim = lim =
h—0 h h—0 h
) . cosh—1 . sinh ) . cosh—1
=sinz lim —— 4+ cosz lim —— =sinz lim ——— + cos x.
h—0 h h—0 h h—2>0 h
cosh—1 cos?h—1 —sin’h sinh sinh
Dale im ——— =lim —F—— = lim ———— = — i li =1-0=0.
ale P h P h(cosh +1) P h(cosh + 1) P h P cosh+1
(8) (cosz) = (sin(x + %)) =cos(x + §) -1 = —sinz.
. / 2 .2
sinx cos“ r + sin“ x 1
9) (t I = = = .
) (tg) (cosz) cos? x cos?
cosz\’ —sin’x —cos?zx 1
10) (cotgz) = ( - ) = = — .
( ) ( & ) sinx sin® x sin? z
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1 1 1 1
11) Podle 2.1.7 je (arcsinz)’ = — = = = .
D) Ie { ) (siny)"  cosy \/l—sin2y V1 — a2

1 1 1
12) Podle 2.1.7 je (arccosz)’ = = _.
(12) Je ( ) (cosy)’ smy \/1 — cos2 V1—2z2
1 1 1 1
13) Podle 2.1.7 je (arctgz) = = = = .
(13) je (arctg x) (tgy)’ CO;Q - sin Cz(/)-si;czs2 y tg y+1 a22+1
1 1 1 1
14) Podle 2.1.7 j t I = = = - = — .
(14) Podle je (arccotg x) (cotgy) = .12‘/ ~sin? y —cos’y 2211
sin? ¢ cosZ y
(15)-(18) 2.1.5
li !
(19) (u¥) = (e”ln“), =evlnu <v' Inwu+ Uu> =u’ (U’ Inwu+ Uu>.
U U
(20) 2.1.6
O

2.1.10 Piiklady

az? +1
1. y= \ T beR, 0<a<hb.
1 = arccos 1 a, , a

;o ba? +1 2ax(ba® +1) — 2bx(az® +1)
vo= \/THQ az® + 1 (b2 + 1)2
bx? +1
(bx? + 1) (abx® + ax — abx® — bx) (a —b)x

Vb2 —am2\/ax2+1(bx2+1)  |aVb — avaa® + 1 (ba? +1)
vVb—a
= sgnzx .
Vaz? +1(bx? +1)

2. y= Yz =ar =ern?,
1 11 oz
y = W(—ﬁlnx—l—x-x) = 3 (1—-Inz)

3. Napiste rovnici teény a normaly k hyperbole zy = 1 v bodé A = (%, 2).

1 1
Y= z’ y = T2 y/(i) =—4
teCna: y—2 = —4(z-13) normala: y—2 = 3(@-1)
2y—4 = —8xr+4 8y—16 = 2zr-1
de4+y—4 = 0 2c —8y+15 = 0
4. y= Yz, 20=0
1 1
y = % 2 pro x # 0, hn})% s = 00, derivace v bodé 0 je nevlastni.
5. y= Va2, 20=0
/o2 1 / 0) = U 2 1 _
Vo= s ur(0) = lim sn = 4o
1
— : 2 —
y(0) = lim 3o = —oc

Funkce tedy nemé v bodé 0 derivaci ani nevlastni derivaci.

6. y=sgnx, x9g =0

. . sgnzx

(sgna)y—o = lim =——>— = lim=— = o0

Pro nevlastni derivaci neplati tvrzeni véty 2.1.3. (Proto také nevlastni derivaci nepovazujeme za derivaci.)

sgnz — sgn0
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2.2 Derivace vyssich radu, diferencial

2.2.1 Definice

Bud f funkce, kterd mé derivaci na mnoziné M; C Dom f a bud zq € M;. M4-li funkce f’ derivaci v bodé x,
nazyvame tuto derivaci druhou derivaci funkce f v bodé xg a znacime ji f"(xo).

Obecné: Bud f funkce, kterd méa na mnoziné M, _; C Dom f (n — 1)-tou derivaci f™~ Y a bud zo € M, _;.
Mé-li funkce f("~1) derivaci v bodé o, nazjvame tuto derivaci n-tou derivaci funkce f v bodé zo a znacime ji

F (o).

2.2.2 Vzorce pro n-tou derivaci

(1) (xa)(n) =ala—1)---(a—n+1)z* " (2) (e:c)(”) — et
(3) ()" =a""a @) (nz)® = (1)1 2 ;1)!
(5) (sinz)™ = sin (:c + ng) (6) (cosz)™ = cos (a: I n%)

(7) (U’U)(”) = ( g ) w™y + ( Tll ) w= Dy 4. 4 ( n7—l ) ) wor=1 4 ( Z ) wp™ =

:2 < 7; ) u(P=y(®) (Leibnizova formule)
i=0
D.: Ve vsech pripadech matematickou indukci. Prvni krok indukce vzdy bezprostifedné plyne z 2.1.9. Ukdzeme
indukéni krok.

(1) (xa)(n) = (xa)(n—1)>’ = (a(a — 1) e (a —n+ 2),’Ba_n+1)l =a(a — 1) c(a—n+2) (xa—n-l-l)/ _
=ala—1)---(a—n+2)(a—n+1)z* "

(3) (ax)(n) = ((@®)" V) = (a* " a)/ =(@®)In" ta=(a"Ina)n" ta=0a"In"a
(4) (lnx)(") = ((lnx)(n—l))/ = ((-1)11—2 (nmn_?)‘> = (=1)""2%(n — 2)!7(_7;: D = (-1t (nx—nl)'
(5) (sinz)™ = ((sinx)("_l))l = (sin(z+ (n—1)%)) =cos (z + (n — 1)T) = sin (x +nT)

(6) Analogicky jako (5)

(7) ()™ = ((w)*D) = (z ( -1 ) u<nu>v<i>)' _

=0

n—1 ) ur=y 4 3° ( ’Z:ll ) W=Dy —

i=1

n—1 n—1 n—1 n—1 N n—1
— (n) (n—1),,(3) (n) —
("o Juer B (75 )+ (100w (07 )

n—1 n . . n n . .
= u(n)v _|_ Z ( i ) u(n_l)v(l) J'_ uv(n) = Z ( i ) u(n_l)v(l) D
=1

=0

2.2.3 Definice

Bud f funkce definovana v néjakém okoli bodu xy € R. Rekneme, Ze tato funkce je diferencovatelnd v bodé xy,
jestlize existuje 6 € R, § > 0 takové, ze (zg — §, 29 + §) C Dom f, a existuje funkce 7 : (xg — 6,29 + ) — R

60



takova, ze }llirr%) 7(h) = 0 a existuje a € R takové, ze pro h € R, |h| < 0 je f(xo+ h) — f(xo) = ah + h7(h).

V tomto ptipadé se linedrni funkce h — ah nazyva diferencidl funkce f v bodé xo a znadi se df(xo).

2.2.4 Poznamky
1. Vyjadteni f(xo + h) — f(xo) = ah + h7(h) je mozné pii libovolném a € R. Stadéi polozit

() = o0t M= S Zah.

Podstatné je vsak volit a tak, aby %irr%) 7(h) = 0.

2. Rozdil f(xg + h) — f(xo) se nazyva priristek funkce f v bodé x¢ pFi priristku h nezdvisle proménné a
znadi se Af(xzg)(h), struéné Af(xg).
Pro diferencovatelnou funkei plati Af(zg)(h) = df(zo)(h) + h7(h).

2.2.5 Véta

Funkce f je diferencovatelna v bodé zy € R pravé tehdy, kdyz mé v tomto bodé derivaci. V tomto piipadé
a= f'(xp).

D.:

=: f'(xo) m f(@o +h) = f (o) = lim(a+7(h)) =a+ }llLIBT(h) = a.

=1
h—0 h h—0
f(wo +h) — f(wo) — f'(wo)h
h

<: Necht f mé derivaci v bodé zy. Polozme a = f'(x¢), 7(h) = . Pak

(Lot IO o)) = o) = 7o) =0

lim 7(h) = lim
h—0 h—0

O

Plati tedy df(xo)(h) = f'(z0o) - h, df (@o)(h) = f'(xg); struéné dfgll“o) = f'(z0)

Z tohoto vyjadreni plyne geometrickd interpretace diferencidlu: Diferencial je pfirtstek funkce naméfeny na
tecné, tedy Af(xzo) = df(zo). Toho lze vyuzit k pfibliznému vypoétu funkénich hodnot.

Napiiklad: Vypodet v/4.02. f(x) =v/x, xo =4, h = 0.02, f(x¢) =v4 =2

/ _ 1 ! _ — — / — - —
f(x)—ﬁ, f(4)_ﬁ_§, df(4) = f'(4) - h = 222 = 0.005
(Pfesnd hodnota je 2.00499)

Je-li f(z) =z, pak f'(zg) =1 pro kazdé zg € R, df(zo)(h) = h, struéné dz = h. Lze tedy psat

df(zo) = f'(zo)dz, neboli f'(xq¢) = ddexo)7 struéné f' = df Je-li y = f(x), lze psat y' = %
x

dz’ dz

Za pouziti této symboliky dostanou nazorny tvar vzorce pro

e derivaci slozené funkce: % = ﬂdj
dr dedzx
df1 1 d d 1
e derivaci inversni funkce: £y = g = d—;, neboli d—;j = @
dx dz

2.2.6 Poznamka — zavedeni diferenciali vyssich rada

Necht funkce f méa v bodé o n-tou derivaci f(") (x¢), n > 1. n-ty diferencidl (diferencidl n-tého ddu) definujeme
jako zobrazeni d” f(zg) : h — f(™)(x0) - ", symbolicky d” f(zo) = £ (20)dz".

d"f(x) _ d"y
daxm dan’

Za pouziti této symboliky lze n-tou derivaci zapsat f(™)(z) =
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2.3 Obecné véty o derivaci

2.3.1 Véta (Rolle [1652 — 1719])
Necht funkce f spliiuje predpoklady:
(i) je spojita na [a, b],
(ii) v kazdém bodé intervalu (a,b) m4 vlastni nebo nevlastni derivaci,

(ili) f(a) = f(b).
Pak existuje ¢ € (a,b) takové, ze plati f'(c) = 0.

D.: Jeli f konstantni, 1ze podle 2.1.9.1 za ¢ vzit libovolny bod z (a, b).
Necht f neni konstantni. Podle 1.7.12 existuje ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = max{f(z): x € [a,]]}.

Necht nejprve f(c) > f(a) = f(b).
f(x) = f(o)

Podle (ii) existuje f'(c) € R*. P¥ipustme f’(c) > 0, tedy lim
r—cC xr—C

(z) = f(o)

Existuje ryzi okoli O(c) \ {c} takové, ze pro z € O(c) \ {c} je / pr—

> 0.
> 0.

<0, coz je

Zvolme z1 € [a,b] N (O(c) \ {c}), 1 > c. Pak 21 — ¢ > 0, f(x1) — f(c) <0, tedy %:f(c)
spor.

Analogicky vylouéime moznost f’'(c) < 0. Je tedy f'(c) = 0.

Pokud f(a) = f(b) = max{f(z) : = € [a,b]}, polozime ¢ = min{f(z) : = € [a,b]} a provedeme analogické
avahy. [

Z dtkazu plyne, Ze za c lze volit bod, v némz nabyva funkce f své extrémni hodnoty. Neplyne z ného, ze
jiné body s vlastnosti f’(¢) = 0 neexistuji.

Vsechny tfi pfedpoklady véty jsou podstatné.

2.3.2 Dusledek

Bud f funkce spojitd na intervalu J, kterd ma na tomto intervalu n-tou derivaci. M&-1i f na J n kofentu (t.j.
existuji zo, x1,..., 2, € J, ze f(xg) = f(x1) = --- = f(x,) = 0), pak existuje ¢ € J takové, ze f(™)(c) = 0.

D.: Volme oznaceni tak, ze xg < x1 < -+ < xp,.
Na intervalech [x;,x;41] C J, ¢ = 0,1,2,...,n — 1 spliiuje f pfedpoklady Rolleovy véty. Existuji tedy
et € (wy,2i41) CJ, i=0,1,2,...,n — 1 takova, ze f'(c}) = 0.
Na intervalech [c},¢j 4] C J, i = 0,1,2,...,n — 2 spliiuje f’ pfedpoklady Rolleovy véty. Existuji tedy
cZ e (ct,ct ) CJ,i=0,1,2,...,n— 2 takova, ze f"(c}) = 0.
Analogicky postupujeme dale.
V n — 1-nim kroku ukazeme, Ze existuji cg ', cf ! € J takova, ze f(" "V (cg™t) = f () = 0.
Na intervalu [cp—*, ¢} ~!] spliuje tedy f("~1) predpoklady Rolleovy véty a tedy existuje
ce (ch ™t et C J takové, ze f(M)(c) = 0.0

2.3.3 Véta (Lagrange [1736 — 1813], 1. véta o stifedni hodnoté, véta o prirastku
funkce)
Necht funkce f spliiuje predpoklady:
(i) je spojita na [a, b],
(ii) v kazdém bodé intervalu (a,b) m4 vlastni nebo nevlastni derivaci.

Fb) - fla)

Pak existuje ¢ € (a,b) takové, ze plati f'(c) = 5
—a
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D.: Polozme F(x) = (b—a)f(xz) — (f(b) — f(a))z. Funkce F spliiuje pfedpoklady 2.3.1:
(i): plyne z 1.7.6
(ii): plyne z 2.1.9(2) a 2.1.5.
) —

(iii): F(a) = (b—a)f(a) = (f(b) — f(a))a = f(a)(b—a+a) = f(b)a=bf(a) —af(b)
F(b) = (b—a)f(b) = (f(b) = f(a))b = f(b)(b —a—b) + f(a)b = bf(a) — af(b)

(
Existuje tedy ¢ € (a,b), ze F'(c) = 0.
£8) ~ f(a)

F(z) = (b—a)f'(z) = (f(b) = f(a), 0= F'(c) = (b—a)f'(c) = (f(b) — f(a)), z Cehoz f'(c) = ——F—
O

2.3.4 Dausledky
1. Spliiuje-li funkce f na intervalu [a, b] pfedpoklady 2.3.3, pak pro libovolnd x1, x5 € [a,b], 1 # o existuje
x2) — f(x .

Lﬁ:fl)’ neboli f(x2) — f(a1) = f'(§) (w2 — 1)

To —
f(x2) = f(z1) — pfirtstek funkce f mezi body z1, x2. Odtud je odvozen jeden z ndzva véty.

¢ mezi 1 a x4 tak, ze plati f/(€) =

2. Necht funkce f je spojitd na [a,b] a necht pro kazdé x € (a,b) je f'(x) = 0. Pak je f konstatntni na [a, b].
D.: Budte z1, 23 € [a,b] libovolné. Pak podle pfedchoziho f(z3) = f'(£)(xe — x1) + f(z1) = f(z1). O

3. Necht funkce f, g jsou spojité na [a,b]. Maji-li f, ¢g vlastni nebo nevlastni derivaci na [a,b] a plati-li
f'(z) = ¢'(x) pro kazdé x € (a,b), pak existuje ¢ € R takova konstanta, Ze f(x) = g(x) + ¢ identicky na
[a, b].

D.: Polozme h(z) = f(z) — g(z). Pak h/(z) = f'(z) — ¢'(x) = 0 a podle pfedchoziho h(z) = ¢. O
2.3.5 Véta (Cauchy [1789 — 1857], 2. véta o stfedni hodnoté, véta o podilu pfi-
rustka funkce)
Necht funkce f, ¢ spliiuji predpoklady:
(i) jsou spojité na [a, b],
(ii) v kazdém bodé intervalu (a, b) existuje vlastni nebo nevlastni derivace f’(x) a vlastni derivace ¢'(x) # 0.

f®) = fla) _ f'(e)
g(b) —g(a)  g'(c)

Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze plati

) —
D.: g spliluje pfedpoklady 2.3.3, existuje tedy d € (a,b) takové, zZe M = ¢'(d) # 0, z ¢ehoZ plyne
—a
g(b) — g(a) # 0, takZe zlomek na levé strané tvrzeni véty ma smysl.
Polozme F(x) = (g(b) —g(a)) f(x) — (f(b) — f(a))g(z). Pfimo ovéiime, Ze tato funkce spliiuje piedpoklady
2.3.1. Existuje tedy ¢ € (a, b) takové, ze F’'(c) = 0.

Tedy 0 = (g(b) — g(a))f'(c) = (f(b) — f(a))g'(c), z ¢ehoz plyne tvrzeni. O

; _ ?8 t € la,b] — parametrické vyjadieni néjaké kiivky.
fEZ; — f(a — smérnice sefny, vedené body A = (g(a), f(a)), B = (g(b), f(b)).
g(b) —gla

)P0 1
=00 g0 Yy

7Z dukazu Lagrangeovy véty je vidét, ze Lagrangeova véta je dasledkem Rolleovy véty. Z dukazu Cauchyovy
véty je vidét, ze Cauchyova véta je dusledkem soucasné Rolleovy a Lagrangeovy véty. Bezprostiedné je ale vidét,
7e Lagrangeova véta je disledkem Cauchyovy véty a Rolleova véta je disledkem Lagrangeovy véty. VSechny tfi
véty jsou tedy ekvivalentni.

je smérnice tecny v bodé C = (g(c), f(c)).
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2.3.6 Véta (Johann Bernoulli [1667 — 1748], de ’'Hospitalovo pravidlo [1696])

Necht f, g jsou funkce, zo € R* a necht lim f(z) = lim g(z) =0 nebo lim |g(z)| = .
T—x0 Tr—To

T—x0
! !

Existuje-li lim fl(a:) € R*, existuje i lim 1 (@) a plati lim M = lim f/(x)

A% (@) A% (o) “P R g@) T e ()

Stejné tvrzeni plati i pro jednostranné limity.

/

Je-li lim f(x) = lim g(x) =0 a funkce § je spojitad v bodé zg € R, diikaz je snadny:

T—x0 T—x0
L F(@) ~ f(@o)
! /
T—T — — -0
o Z@) S0 R o S@) = f) o f@ 0 )
w=z0 g'(x)  g'(wo) o 9(@) —g(z0)  amw0 g(z) —g(z0) =m0 g(x) =0 =m0 g(x)
T—To Tr — X
Dtkazy de ’'Hospitalova pravidla v ostatnich pfipadech lze nalézt v literatufre.
!
Poznamka: Jestlize lim f(z) = lim g(x) =0 nebo lim |g(z)| =occ a lim f/ém; neexistuje, nelze z toho
T—xo T—xo T—Tg z—z0 §'(X
usuzovat nic o existenci a hodnoté lim M
A% g(a)
o . T —sinx Lo 1l=== 10 . (x —sinz) . l—cosx L
Napriklad Ilirrgo Pup—— IILH;O sz =10 1, ale lclgg@ m = J:11_>er10 T sne neexistuje.

x

2.3.7 Zobecnéni:
Nechf n € N a nechf pro k € {1,2,...,n — 1} plati lim f®)(z) = lim ¢*)(x) = 0 nebo lim |¢¥) ()| = .
r—Xo

T—TQ T—T0
(n)
Existuje-li lim M, existuje i lim /(@)

AT (2) L e a obé limity jsou shodné.

Jinymi slovy: de 'Hospitalovo pravidlo 1ze pouzivat opakované

2.3.8 Poznamka o neuréitych vyrazech

Necht f, g jsou funkce, g € R* takové, Ze lim f(z) =a € R*, lim g(z) =b € R*.
T—To

T—To

f@) o 1)

1. = b = 0 t 9: 1 _— = .
‘ PO Sk gl@) T e ¢(@)
li
2. a=+00, b= o0, typ =:  lim —f( ) li f/(:):)
a—wo g(x)  a—w0 g’ ()
3.a=0,b= o0, typ 0 occ: Jdlgrll f(x)g(x) = lli)rrll % = lli)rrll %x)’ coz je néktery z predchozich typt.
’ ’ 9(@) * T@
@~ 7

X . T g(x f(z . . 0

4. a =b = Fo0, typ co — oc: Tlinéo(f(x) —g(x)) = mhﬁrgo ﬁ, coz je typ g-
z)g(x

lim z)In f(x
5. a=b=0,typ 0% f(z)9®) = es@MI@ Tim fa)9@ = e " onie typ 0. o0,

T—xo

lim z)1n f(x
6. a =00, b=0, typ 0c®:  lim f(z)9(®) = e "0 st ), coZ je typ 0 - oco.

Tx—T0

lim z)In f(x
7. a=1, b= oo, typ 1°°: lim f(x)g(z) — om0 g(z)In f(x)

r—Xo

, coz je typ oo - 0.
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2.4 Tayloruv vzorec

2.4.1 Oznacdeni

Budte f, g funkce, xg € R*.

Symbol f(z) = O(g(x)),x — xo, struénéji f = O(g),x — xo znadi: existuje okoli O(zy) C Dom f N Dom g
bodu z( a konstanta k € R tak, Ze pro vSechna x € O(zo) plati |f(x)| < k|g(x)|. Nékdy se v takovém piipadé
tika, ze funkce f je mald Tddu g.

Symbol f(xz) = o(g(x)),x — =g, struénéji f = o(g),z — o znaéi lim f@) = 0. Neékdy se v takovém

a—zo g(x)
pripadé tika, ze funkce f je nekonecné mald Tddu g.

2.4.2 Definice
Budte f, g spojité funkce, zo € Dom f NDom g, n € NU{0}. Rekneme, 7e funkce f, g maji v bodé o styk rddu
alespon n, jestlize lim M =0.

z—xo (T — CL‘())”

Funkce f, g maji v bodé zq styk fadu alespont n, pokud f(z) — g(x) = o ((x — 20)™),z — xo.

Poznamka: Je-li rovinnd kiivka grafem funkce f, kterd ma v x¢g € Dom f derivaci a funkce g je déna
predpisem g(z) = f(xo) + f/(z0)(z — xo), pak funkce f a g maji v bodé z( styk fddu alespoii 1. (Te¢na ke grafu
funkce m4 s grafem funkce styk faddu alespori 1.)

— — — / J— —
D.: lim f(@) —g(z) — lim f(@) = f@o) — ['(wo)(x — wo) — lim f(@) = f(xo)

T—To T — To T—To Tr — X9 T—To T — o

= f'(x0) =00

2.4.3 Véta

Necht n € N a funkce f, g maji v bodé zyp € Dom f N Dom g spojitou n-tou derivaci. Funkce f a g maji v bodé
x styk fadu alespon n praveé tehdy, kdyz plati

f@o) = g(z0), f'(z0) =g (z0), ["(x0) =g"(z0), -+, [ (20) = ¢ (x0).

D.: V obou éastech ditkazu budeme pouzivat oznaéeni F(x) = f(x) —g(x), Gi(z) = (x—x0)* pro k € NU{0}.
Ponévadz existuje F(™) (z0), existuji na jistém okoli bodu zg i F®) pro k € {0,1,2,--- ,n — 1} a jsou to
podle 2.1.3 funkce spojité v bodé x.

Podle 2.2.2.1 je G\ () = k(k —1)--- (k — [+ 1)(x — 20)*~!. Viechny funkce G\ jsou v bodé o spojité a

0, l#k
lati G\ (20) = { :
Plati G (r0) =Yy, 1=k
«: Necht F(x) = F'(z0) = F"(wg) = -+ = F("(24) = 0. Pak s vyuzitim 2.3.7 plati
(n) (n) (n)
0= F (o) _F (o) = lim Frz) = lim Flz) = lim _F@) .
n! G’I(’:L) (‘TO) T—T0o G’EL”) (SU) T—To Gn(-r) T—xTo (iL’ — (E())n
F
=: Nechf lim _F@) =0.
xT—xT0 (1‘ — (L‘O)n
Kdyby existovalo k € {1,2,...,n} takové, ze F(xq) = F'(xg) = F"(x0) = --- = F* " D(z5) =0 a
F®)(24) # 0, pak by s vyuzitim 2.3.7 platilo
Fk) Fk) Jal)) F F
o) o) _ g, FO) oy, Py, P
! G\ (xg) o @M () emwo Gr(z)  emw (2 — 20)
F
= lim Pl (x — )" % =0,

T—xTo (J? - 33‘0)"

coz by byl spor.
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2.4.4 Definice

Budf funkce, a € Dom f. Necht funkce f ma v bodé a derivace az do n-té véetné. Polynom

"(a ae (n) n
Tmf,a(x):Tn(x):f(a)—l—fl(!)(x—a)+f2(!)(a:—a)2—|—- fn.( (x—a)" kz_of (x —a)”
se nazyva Tayloriv polynom stupné n funkce f v bodé a (se stiedem a).
Je-li a = 0, nazyva se tento polynom Maclauriniv.
2.4.5 Véta
Pro Taylorav polynom plati
To(a) = f(a), Tp(a)=f'(a), T(a)=f"(a), -, T{(a)=f"(a).

D.: Tu(a) = fla) + = (a—a)+f,;(!a)(a—a)z—k-“-i-T(a—a)":f(a)

" (n) a
1@y = 20 T gy Lo oo 130) = 1)
" "(a (n) a
T/ () = f2(! )2+ f3§ )3~2~(x—a)+~~~+ / n!( )n(n—l)(ac—a)”*2 T"(a) = f"(a)
/@

ol =1) -2 TV (a) = [0 (a) O

Z vét 2.4.3 a 2.4.5 bezprostiedné plyne

2.4.6 Dusledek

Necht funkce f ma v bodé a € Dom f n-tou derivaci a necht T, s, je Taylortiv polynom stupné n funkce f
v bodé a. Pak funkce f a T), r, maji v bodé zg styk radu alespon n.

2.4.7 Priklad (Maclaurinovy polynomy nékterych elementarnich funkci

L f(@) =
f(@) = f'(= )—f”(ﬂg)—":f(")(l‘):f, tedy f(0) = f'(0) = f"(0) = --- = f™(0) =1
Ta(e) =1+ 3+ 5+ +%=k§0m—!

2. f(z) =sinx

f(0) =0, f(0) =cos0=1, f(0) = —sin0=0, f(0) = —cos0=—1, f'(0) =sin0=0,...,
f(2n—1)(0) — (_l)n—l’ an(O) -0

5
TQn—l(I) = TQn(I) =r— — + =i cee (71)n71

—~

I2k71

@n—1)! ,f;(*l)kil 2k —1)!

f(z) =cosz

f(0)=1, f(0)=—sin0=0, f’(0)=—cos0=—-1, f(0) =sin0 =0, f"'(0) =cos0=1,...,
7N () = (—1)m, (o) = 0

72 e r2n n 22k
Ton(@) = Tonga () =1 = 5y + Zp — -+ (=1)" o kz::o(_l)k o
4. f(z) =In(1+ )
f(0) =0, |
Podle 2.2.2.4 je f*)(z) = (—1)k—1m, a tedy ) (0) = (=11 (k — 1)
2 3 4 n n k
T.(x) :x—%—k%_% ...+(_1)n71% :kzzzl(_l)kﬂ%



5. flx)=(1+2)* aeR

f(0) =1,

Podle 2.2.2.1 je [(1 + 2)?]®) = a(a — 1)(a —2)--- (a — k + 1)(1 + 2)*F, a tedy
f®0)=ala—-1)(a—=2)--- (o —k+1).
)

—a—-2)---(a—k+1
Definujme < @ > = o(a a=2)-(a + ) Pak
k k!
_ o @ 9 o 3,
Tn(m)—1+(1>x+<2)m+(3>m+ +< ) ( )
Pro a € N, a < n je Maclauriniiv polynom rozepsédnim vyrazu (1 —|— z)® podle binomické véty.

2.4.8 Véta (Brook Taylor [1685 — 1731])

Bud f funkce, a € Dom f, n € N. Necht existuje okoli O(a) bodu a takové, Ze funkce f ma (n + 1)-tou derivaci
v kazdém bodé z O(a). Bud z € O(a). Pak v otevieném intervalu s krajnimi body @ a z existuje ¢islo ¢ takové,
Ze plati

f"(a)
2!

f"(a)

(x —a)+ (x—a)*+--+

D.: Bud zo > a, o € O(a) libovolné.

- Tn .
W’ neboli f(20) = Tn(xo) + K(xo —a)" .
Dale polozime F(z) = f(x) — Ty (z) — K(x — a)"*! pro x € [a, x].
Funkce F' ma podle 2.1.3 a 2.1.5 na [a, xo] spojité derivace az do n-té, nebot f ma na tomto intervalu
(n + 1)-tou derivaci a Ty, (z), (z — a)"*! maji derivace vSech fadi.

PoloZzime K =

Podle 2.4.5 plati F(a) = F'(a) = F"(a) = --- F("(a) = 0.
Déle F(xg) = 0. Tedy F spliiuje na [a,x¢] pfedpoklady 2.3.1. odtud plyne, Ze existuje ¢; € (a,xzq) Ze
F'(c;) = 0.

To déale znamen4, Ze funkce F spliiuje na [a, ¢1] pfedpoklady 2.3.1, z ¢ehoZ plyne, Ze existuje c2 € (a,c1)
ze F"(co) = 0.
Tak pokracujeme dale. Nakonec ukazeme, ze existuje c,, a < ¢, < x¢ takové, ze I (”)(c) =0.
Celkem tedy dostaneme, ze funkce F(™) spliiuje na [a, c,,] predpoklady 2.3.1, z ¢ehoz plyne, Ze existuje
c€ (a,c,) C (a,z0) ze FHN(¢) = 0.

. s Fr D (e)
Piitom F("+1(¢) = £+ (c) — 0 — K(n + 1)!, z éehoz plyne K = CEEE
Dokézali jsme tedy platnost vzorce pro x = xzg > a, xg € O(a). Ponévadz x¢y > a byl libovolny, plati
vzorec na pravém okoli bodu a.
Jeho platnost na levém okoli bodu a dokdzeme analogicky. [

Poznamky

e Vzorec uvedeny ve vété lze zapsat: f(z) = T, (x) + Ry (x). Tento vzorec se nazyva Taylordv (pro a = 0
Maclauriniv); vyraz R, (x) se nazyva zbytek v Taylorové vzorci nebo Tayloriv zbytek.

F (o)

(n+1)!

Existuji i jiné tvary zbytku, vzdy vSak plati R, (z) = o ((x — a)™),z — a.

Vyraz R,(x) = (x — a)"*! se nazyva Lagrangetiv tvar (Taylorova) zbytku.

e Cislo ¢ lze napsat ve tvaru ¢ = a + O(x — a), kde © € (0,1).

e Je vidét, ze Lagrangeova véta 2.3.3 je specidlnim pfipadem véty Taylorovy (pro n = 1).
Naopak, Taylorova véta byla dokdzana jako dtsledek véty Rolleovy 2.3.1

2.4.9 Priklad (Zbytky Maclaurinovych polynomiu nékterych elementarnich funkci)
Sr. 2.2.2

L f(z)=e", Ru(2) = ——;
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sin(@zx + nw) .

2. f(z) =sinz, Rop_1(z) =

(2n)!
cos(Ox + 2l
3. f(x) =cosx, Rop(x) = T 1)2‘ 2nt1
xn+1

4 f@) =l +1), Ru(@) = ()" o emyen

(07

. f(x) =(1+2) R,(z)= ( nal > (1 +@x)a7n—1xn+1

(@)

Taylorova véta slouzi k pfibliznému vypoctu funkénich hodnot

2.4.10 Priklad
Najdéte Maclauriniiv polynom, kterj na intervalu (—%, %) aproximuje funkci f(x) = sinx s pfesnosti 1075,

R.:

n 2k—1 1
B k1 T sin(@x 4+ nw) o,
sin = Tanea(@) + Rona(2) = 2 (D g+ =0y,
sin(Qx +nm) o, _ |2 _ (5)*"
‘R2n—1(1’)| - (2 )l - (2n)' < (277,)'

Snadno ovétime, Ze |Rg(z)| < 0.00002 a |Rq1| < 0.0000005 < 1075, Tedy staci vzit

.133 .135 .737 x9 .1311

Ty(z) =a — — - '
n(z) = + " 362880 39 916 800

6 ' 120 5 040
0

2.5 Prubéh funkce

2.5.1 Véta

Necht funkce f mé v bodé xg € Dom f vlastni nebo nevlastni derivaci. Je-li f'(x) > 0 (resp. f'(z) < 0), pak je
f v bodé xg rostouci (resp. klesajici).

D.: Necht lim 28 =SE0) 4 b existuie O(no) takové, 7e 100 —F(0)

T—To T — X9 r — X
Je-li z € O(xp), © < zo, pak z —xg < 0 a tedy f(x) — f(zo) <0, tj. f(z) < f(zo)-
Je-li z € O(xg), > xo, pak x —xo > 0 a tedy f(x) — f(zo) > 0, tj. f(z) > f(zo)-
Druhé tvrzeni dokazeme analogicky. [

> 0 pro kazdé z € O(zg).

2.5.2 Véta

Necht funkce f je spojita na intervalu J a m4 zde vlastni nebo nevlastni derivaci. f je rostouci (resp. klesajici) na
J préavé tehdy, kdyz f’(z) > 0 (resp. f'(x) < 0) na J, pfiéemz rovnost f'(z) = 0 neplati na z4dném subintervalu
intervalu J.
D.: =: Necht f je rostouci na J, ¢y € J libovolny. Pro € J, x > xg je f(z) > f(zo) aproz € J, x < xq je
f(z) < f(zo), tedy @) = f(zo) > 0 pro x € J. Odtud plyne, ze f/'(z9) = lim f@) = f(@o)
T —x

0 T—To T — X9
Kdyby rovnost f/(z¢) = 0 platila na intervalu I C J, byla by podle 2.3.4.2 funkce f konstantni na I.

> 0.

<: Budte x1,22 € J, 21 < 3. Na [z1, 23] funkce f spliiuje pfedpoklady 2.3.3 a tedy existuje £ € (x1,x2)

1) — f(z

o) = Flwa) = f'(€) > 0, coz znamena, ze f(z1) < f(z2).
Tr1 — T2

f je tedy neklesajici na J a ponévadz na zddném subintervalu neni konstantni, je rostouci.

takové, zZe

Druhé tvrzeni se dokaze analogicky. [
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2.5.3 Definice

Rekneme, Ze funkce f mé v bodé xg € Dom f lokdini mazimum (resp. minimum), jestlize existuje okoli O(z¢)
bodu z¢ takové, Ze pro kazdé x € O(z¢) N Dom f bodu xq plati f(z) < f(xo) (resp. f(x) > f(=zo)).

Lokalni maximum (resp. minimum) se nazyva ostré, jestlize existuje ryzi okoli O(zo) \ {zo} bodu z( takové, ze
pro kazdé z € (O(xo) \ {zo}) NDom f plati f(z) < f(xo) (resp. f(x) > f(=zo)).

Lokalni maxima a minima souhrnné nazyvame lokdini extrémy, pripadné ostré lokdlni extrémy.

Rekneme, ze funkce f ma v bodé g € M C Dom f absolutni mazimum (resp. minimum), na mnoziné M,
jestlize pro kazdé x € M plati f(x) < f(xo) (resp. f(z) > f(zo))-

Absolutni maximum (resp. minimum) se nazyva ostré, jestlize pfislusné nerovnosti jsou ostré.

Absolutni maxima a minima souhrnné nazyvame absolutni extrémy.

2.5.4 Poznamky

1. M4-li funkce v bodé g € Dom f lokalni extrém a existuje-li vlastni nebo nevlastni f’(xg), pak f/(zo) = 0.
(Plyne bezprostiedné z 2.5.1.)

2. Body, v nichz f'(z¢) = 0 nazgvame staciondrni body funkce f.
Bezprostiedné z predchoziho tvrzeni vyplyvd, Ze funkce muZe mit lokdlni extrém bud ve staciondrnim
bodé a nebo v bodé, kde neexistuje vlastni ani nevlastni derivace.

3. Stacionarni bod nemusi byt bodem lokalniho extrému.
Napi. f(z) =22, f/(0) =0, f'(x) = 32% > 0 pro x # 0. Tedy podle 2.5.2 je f rostouci na R.

2.5.5 Véta

Necht funkce f je spojitd v bodé zp € Dom f. Existuje-li levé ryzi okoli L(zg) \ {zo} bodu zg, v némz je f
neklesajici (resp. nerostouci) a pravé ryzi okoli P(zg) \ {zo} bodu zp, v némz je f nerostouci (resp. neklesajici),
pak mé funkce f v bodé z( lokdlni maximum (resp. lokalni minimum).

Existuje-li levé ryzi okoli £(zg)\{xo} bodu x¢, v némz je f rostouci (resp. klesajici) a pravé ryzi okoli P(zo)\{zo}
bodu zg, v némz je f klesajici (resp. rostouci), pak mé funkce f v bodé z( ostré lokdlni maximum (resp. ostré
lokalni minimum).

D.: Necht f je v L(x9) \ {z0} neklesajici a v P(xg) \ {zo} nerostouci. Podle 1.6.15 je
lim f(x) =sup{f(z): z € L(zo) \ {zo}}, mgg;+f(x) =sup{f(z) : © € P(zo) \ {zo}}. Ponévadz f je

spojitd v zg, je f(zg) = 12%— f(z) = Jdlgr(l){_f(nc) =sup{f(z): z € (P(xo) UL(x0)) \ {mo}}.
Necht f je v L(xo) \ {zo} rostouci a v P(xg) \ {zo} klesajici. Bud = € L(zg) \ {zo} libovolny. Pro

21 € (z,20) € L(x0) \ {0} je f(x) < f(x1) < f(wo) = sup{f(z) : = € L(xo) \ {zo}}.
Podobné ukazeme, ze pro x € P(xg) \ {zo} je f(zo) > f(2).
Analogicky ukadZeme platnost tvrzeni v ostatnich pripadech. [J

Obracena véta neplati. Ma-li funkce f v bodé x¢ lokalni extrém, nemusi byt v zddném ryzim jednostranném
okoli monotonni.
Predpoklad o spojitosti funkce f je podstatny.

2.5.6 Dausledky

1. Necht funkce f je spojitd v bodé zg € Dom f a existuje levé ryzi okoli L(zo)\{zo} bodu ¢ a pravé ryzi okoli
P(x0)\{zo} bodu xy takova, ze funkce f méa vlastni nebo nevlastni derivaci f'(x) na (P(zo)UL(x0))\{z0},
pficemz f'(x) > 0 (resp. f'(z) < 0) na L(xo) \ {zo} a f'(x) < 0 (resp. f'(x) > 0) na P(xg) \ {zo}. Pak

ma f v bodé xg ostré lokdlni maximum (resp. minimum).
D.: plynez255az2510

2. Necht f/'(z9) = 0 a necht funkce f mé v bodé zo vlastni nebo nevlastni druhou derivaci. Je-li f”(x) < 0,
mé f v bod& xq ostré lokdlni maximum, je-li f”(z¢) > 0, m4 f v bod& xy ostré lokalni minimum.
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D.: Jeli f"(x9) <0, je f'(x0) v bodé ¢ podle 2.5.1 klesajici. Existuje tedy ryzi levé okoli £(z) \ {xo}
bodu zg takové, ze f/(x) > 0 na L(xg) \ {zo} a existuje ryzi pravé okoli P(xg) \ {0} bodu zo takové,
ze f'(z) < 0 na P(xg) \ {zo}-

Analogicky ukézeme platnost druhého tvrzeni. (]

2.5.7 Poznamka o absolutnich extrémech

Necht funkce f je spojitd na [a,b]. Podle 1.7.12 nabyva f na [a,b] své nejvétsi i nejmensi hodnoty, tedy svého
absolutniho maxima a absolutniho minima. Absolutnich extrémi nabyva bud v bodech lokalnich extrémt nebo
v krajnich bodech intervalu [a, b].

2.5.8 Definice

Rekneme, 7e funkce f je konvewni (resp. konkdvni) na intervalu J C Dom f, jestlize pro kazdé tii body

x1,T2,23 € J, x1 < 29 < xg plati f(xs) < f(x1) + W(Qfg — 1)

31

x3) — f(z

(vesp. f(x2) = f(a1) + %@2 —z1) ).
Rekneme, ze funkce f je ryze konvezni (resp. ryze konkdvni) na intervalu J C Dom f, jestlize pro kazdé tii body
x1,%2,23 € J, x1 < w2 < x3 plati f(xz) < f(x1) + W(@ —x1)

3— 1

x3) — f(z
+ M(xz —z1)).

T3 — I1

(resp. f(z2) > f(z1)

2.5.9 Véta

Funkce f je konvexni na intervalu J C Dom f pravé tehdy, kdyz pro kazdé t¥i body =1, 9,23 € J, 21 < 2 < T3
je splnéna néktera z ekvivalentnich podminek

f(x2) — f(x1) e f(z3) — f(21)

(V1)

b

To — IT1 - T3 — T1
(Va) f(xs) — f(z1) < f(xs) — f($2)7

T3 — IT1 T3 — T2
(Vs) f(z2) — f(z1) < flas) = @)

T2 — T1 T3 — T2

Nerovnost v téchto podminkéch je ostra pravé tehdy, kdyz funkce f je ryze konvexni na intervalu J.
Funkce f je konkavni na intervalu J C Dom f pravé tehdy, kdyz pro kazdé t¥i body =1, 9,23 € J, 1 < 2 < T3
je splnéna néktera z ekvivalentnich podminek

f(x2) — f(x1) > f(zs3) — f(21)

(A1)

b

To — T1 - T3 — T1
(As) f(xs) — f(x1) > f(xs) — f(x2)7

T3 — IT1 T3 — T2
(o) L2 S) , S0 o)

Nerovnost v téchto podminkéch je ostra pravé tehdy, kdyz funkce f je ryze konkdvni na intervalu .J.

D.: Podminka (V1) je zfejmé ekvivalentni s podminkou v definici 2.5.8.
Upravime podminku (V1):

(3 —z1)(f(22) — f(21)) < (22 —21)(f(23) — f(21))
r3f(x2) —w3f(w1) — 21 f(v2) + 21 f(21) < 22f(23) — D2 f (71) — 21 f(23) + 21 f(71)
zof(z1) +x3f(w2) + 21 f(23) < 21f(22) +22f(23) + 23f (1)
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Déle upravime podminku (Vs):

(x3 —x2)(f(x3) — f(z1)) < (23 —21)(f(23) — f(22))
r3f(x3) — w3 f(w1) — 2o f(w3) +x2f(21) < w3f(23) — 23f(22) — T1f(23) + 21 f(22)
zof(x1) + @3 f(w2) +21f(23) < 21f(w2) +22f(23) +23f (1)

Odtud je vidét, ze podminky (Vi) a (V2) jsou ekvivalentni. Stejné (prostym rozndsobenim) ukadZeme
ekvivalenci podminky (V3) s podminkami (V1) a (V).
Tvrzeni pro konkavni funkce dokazeme analogicky. []

2.5.10 Véta

Necht funkce f mé na intervalu J C Dom f derivaci f’. Je-li funkce f konvexni (resp. konkdvni) na J, pak pro
kazdé dva rizné vnitini body z,xzo € J plati f(x) > f(xo)+ f'(z0)(x —x0) (resp. f(x) < f(xo)+ [ (x0)(x —x0)).
Je-li funkce f ryze konvexni (resp. ryze konkavni) na J, pak pro kazdé dva rtizné vnitini body z,z¢ € J plati

f(@) > f(zo) + ['(zo)(x — o) (resp. f(z) < f(zo) + f'(wo)(x — 20)).
D.:

e Bud f konvexni funkce na J a x, 2o libovolné vnitin{ body intervalu J.
f(©) = flwo) _ f(z) = f(zo)

§—xo T — T

Necht nejprve zg < x. Podle (V1) pro libovolné & € (zg,x) plati

(@) — f(zo)

Limitnim pfechodem & — 1z dostaneme f/(zg) <
r — X

,neboli f(zg)+ f'(zo)(z—x0) < f(2).
Flwo) = F(@) _ flzo) = ()

To— T - ro— &
< ['(wo), neboli f(x) > f(xo)+ f'(xo)(x — o).
e Je-li f ryze konvexni na J, pak podle jiz dokdzaného pro kazdé dva vnitfni body x,xy € J plati

f(@) > f(zo) + f'(z0)(z — z0). Pripustme, Ze existuji vnitini body x1,z3 € J, 71 < z3 takové, Ze

f(x3) = f(z1) + f'(z1) (23 — 21).

Podle (V1) — s nodifikaci pro ryze konvexni funkce — pro kazdé x5 € (1, z3) plati

f(x2) — f(x1) < f(x1) + f'(z1) (w3 — 71) — f(21)

Necht nyni z < z. Podle (V3) pro libovolné £ € (z,z¢) plati
f(xo) — f(x)

o — T

Limitnim pfechodem £ — xy dostaneme

To — X1 xr3 — I1
fles) = f@) _
BT

flx2) < flzr) + f(z1) (22 — 21),

coz je spor s jiz dokdzanym (pfi oznadeni x = xo, xg = x1).
Analogicky s vyuzitim (V3) vylouéime moznost existence vnitinich bodd z1,z5 € J takovych, ze

f(a1) = f(x3) + f'(ws) (21 — w3).
Tedy pro vSechny vnitini body =, xo € J plati f(x) > f(zo) + f'(z0)(z — 20).

e Tvrzeni o konkdvni funkci dokdzeme analogicky.

O

2.5.11 Véta

Necht funkce f mé na intervalu J C Dom f derivaci f’. Funkce f je ryze konvexni (resp. konkdvni) na intervalu
J pravé tehdy, kdyz f' je na J rostouci (resp. klesajici).

D.: =: Budte z1, 25 € J, 1 < 23 libovolné. Podle 2.5.10 je f(z2) > f(x1) + f'(z1)(z2 — x1) a
f(z1) > f(z2) + f'(x2)(z1 — x2), neboli w > f'(z1) a w < f'(z2).
Odtud f'(x1) < f'(z2). 2 L
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<: Sporem. Necht f’ je rostouci na J a pfipustme, Ze f neni ryze konvexni, tedy Ze existuji
f($2) - f(‘rl) > f(SCg) - f($2) (SI‘. (\/3))
To — T1 €T3 — T2
Podle 2.3.3 existuji & € (z1,22) a & € (x2,23), Ze
J(z2) — fl= J(z3) — flw2
el 2 J@) _ gy o JED 0D _ ey,
Ty — X1 T3 — T2
Ziejmé &1 < & a ponévadz f' je rostouci, je f/(&1) < f'(&2), coz je spor.

xr1,x2,23 € J, 1 < x9 < x3 takové, ze

Tvrzeni o konkavni funkci dokazeme analogicky. [

Odtud a z 2.5.2 plyne

2.5.12 Dusledek

Necht funkce f mé na intervalu J spojitou prvni derivaci a vlastni nebo nevlastni druhou derivaci. f je ryze
konvexni (resp. konkavni) na J pravé tehdy, kdyz f”(x) > 0 (resp. f/(x) < 0) na J, pfi¢emz rovnost f’(z) =0
neplati na zddném subintervalu intervalu J.

2.5.13 Definice

Necht f je funkce spojita v 2o € Dom f a necht existuje vlastni nebo nevlastni derivace f'(x¢). Rekneme, 7e x
je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje levé ryzi okoli L(xo) \ {0} bodu zg a pravé ryzi okoli P(zo) \ {zo}
bodu z( takové, ze f je ryze konvexni na L£(zg) \ {zo} a ryze konkévni na P(xg) \ {20}, nebo naopak f je ryze
konvexni na P(xg) \ {zo} a ryze konkavni na L(xo) \ {zo}.

2.5.14 Poznamky

1. Je-li 2y inflexni bod funkce f a f’ je spojitd v bodé xy. Pak f’ ma v bodé z( ostry lokilni extrém.
(s1. 2.5.6.1, a 2.5.12).

2. Je-li xg inflexni bod funkce f a existuje vlastni nebo nevlastni druhé derivace f”(xg), pak f”(z¢) =0
Opacné tvrzeni neplati. Z f”(x¢) = 0 neplyne, Ze by z¢ byl inflexni bod funkce f.
Naptiklad: f(z) = 2%, f”(z) = 1222, f”(0) =0 a v bodé 2o = 0 neni inflexn{ bod funkce f.

2.5.15 Definice

Rekneme, 7e piimka p : = zg je asymptotou bez smérnice funkce f, jestlize funkce f mé v x( alespoii jednu
nevlastni jednostrannou limitu.

Rekneme, Ze pfimka p : y = ax + b je asymptotou se smérnici funkee f, jestlize funkce f je definovana v okoli
oo (resp. —oo) a plati Ian;o(ax +b— f(x)) =0 (resp. wEmoo(ax +b— f(x)) =0).

Libovolna funkce mize mit nejvyse dvé asymptoty se smérnici, mize vSak mit libovolny pocet asymptot bez
smeérnice.

2.5.16 Véta

Pifimka y = ax + b je asymptotou se smérnici funkce f pravé tehdy, kdyz lim (@) =a, lim (f(z)—azx)=0b
( lim f@) =a, lim (f(z)—ax) b>.

r——00 I T— —00
b—
D.: =: Pokud lirﬂrzl (ax +b— f(z)) = 0 pak podle 1.6.7.7 a 1.6.7.4 také liI:E %f@) =0, tedy
0=a— lim M,neboli lim @:a

rz—+oo I r—+oo o

Dale z EI:? (ax+b— f(z)) =0plyne 0 = lim (ax — f(x))+batedy lim (f(x)—ax)="0.

li
r—to0 r—+o0

«: Jestlize lim (f(z) —az) =0, pak lirﬂrzl (ax+b— f(z)) = liI:E (ax — f(x))+b=-b+0b=0.0

r— 00
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2.5.17 Postup pri vySetfovani prubé&éhu funkce

1.

2.

Ur¢ime Dom f; pokud je to mozné, tak nulové body funkce f a intervaly, na nichz je f kladnd a zaporna.

Vypocitame f’; uréime nulové body f’ (staciondrni body); body, v nichz f’ neni definovéna; body, v nichz
/' je kladnd a zéporna (Tj. uréime intervaly monotonnosti a lokalni extrémy.)

Vypocitame f”; uréime nulové body f”; body, v nichz f” neni definovana; body , v nichz f” je kladna a
zaporné (Tj. uréime intervaly konvexity a konkavity, inflexni body.)

Vypo¢éitame pFislusné jednostranné limity v ,hrani¢nich bodech” Dom f (Tj. najdeme vSechny asymptoty
bez smérnice). Najdeme obé asymptoty se smérnici (pokud existuji).

Vypoéitame funkéni hodnoty ve vyznacénych bodech (stacionarnich, inflexnich), pfipadné v nékolika dalsich
bodech. V inflexnich bodech miiZe byt uziteéné vypoéitat hodnotu derivace.

2.6 Rovinné krivky

2.6.1 Definice

Necht I C R je interval, ¢,7 : I — R spojité funkce. Mnozina C' = {(p(t),9(t)) : t € I} C R? se nazyva
(rovinnd) kfivka, funkce ¢, ¥ se nazyvaji parametrizace krivky C'.
Je-li I = [a,b], body A = (p(a),¥(a)), B = (¢(b),1(b)) se nazyvaji krajni body krivky C. Kfivka C se nazyva

uzavrend, jestlize A = B.

e Jedna krivka muze mit vice parametrizaci. Naptiklad

o(t) = cost
Y(t) =sint’

&(t) = cost

@(t) = cos 2t
(t) = —sint’

telo2n, By —gin2t

t e [0, t € [0, 2n],

jsou tfi riizné parametrizace kruznice se stiedem (0,0) a polomérem 1.

e Je-li f spojitda funkce, Dom f je interval, pak graf funkce f je kfivka s parametrizaci

o(t)
P(t) = f(t)

=t

,t € Dom f.

o Je-li C = {(¢(t),9(t)) : t € I} kiivka, to vnitini bod intervalu I a funkce ¢ je na okoli bodu ¢ ryze
monotonni (k tomu staci, aby ¢ méla v bodé ¢, spojitou derivaci a ¢'(tg) # 0), pak existuje interval
J C R, ktery obsahuje bod () a existuje funkce f definovand na J tak, ze {(z, f(z)): x € J} C C.

D.:

Necht existuje okoli O(tg) bodu ¢y takové, ze ¢ je na O(tg) ryze monotonni. Na O(t) existuje funkce
@1 inversni k funkci ¢. Ozna¢me J = ¢(O(ty)). Pro z = ¢(t) € J definujme f(x) = (o~ (z)). O

2.6.2 Poznamka o derivaci funkci danych parametricky

e Necht C = {(p(t),9(t)) : t € I'} je kiivka, ¢, 9 maji spojitou derivaci na I a necht ¢'(t) # 0 pro kazdé
t € I. Pak existuje funkce f definovand na intervalu J = {p(t) : t € I}, kterd ma na tomto intervalu

D.:

/
t
derivaci, pfi¢emz plati f'(x) = Zj'ét; pro x = p(t) € J.
Ze spojitosti ¢’ a z podminky ¢’(t) # 0 na I plyne, ze ¢'(t) > 0 pro kazdé t € I, nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdé t € I a tedy podle 2.5.2 je  na I ryze monotonni. Podle 1.2.16.2 existuje funkce ¢! inversni
k .
Definujme f(z) = ¢(¢~*(2)) pro z = (1)
1 "(t
Podle 2.1.6 a 2.1.7 je f'(x) = [(¢ 1 (x))] = ¢ (¢~ (z)) - ¥ ) O

¢'t) o't

e Necht jsou splnény podminky pfedchoziho tvrzeni a necht funkce ¢, 1 maji na I druhé derivace. Pak také

funkce f ma na J druhou derivaci a plati f”(z) =

PV — SOV

IOk ox=(t)ed.
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w’(sﬂ1(%)))'_@’(901(:6))1#”@01(%))—@”(90l(x))t//(@l(fﬂ)) 1 4
¢ (e~ (x)) (' (7! (2)))? (1)

e Analogicky lze postupovat pii vypoctu vyssich derivaci.

D f'(x) = (f'(a)) = (

e S pouzitim ,diferencidlni symboliky* lze predchozi tvrzeni zapsat:

_dy _dy(t) _ ¢i(t)dt () %

fl(z) = = = = = )
( dz de(t) 'Ot ¢'(t) S
W) e - ()" (1) Py de dy du
iy = W@ _ dew IO O 1 O R A O il O W vl il 2
& Pt ()t CIOE (3

2.6.3 Definice

Rekneme, Ze kiivka C je oblouk (jednoduchd krivka), jestlize existuje jeji parametrizace @, 9 takové, Ze zobrazeni
t— (@(t),1(t)) je bijektivni.

Kiivka se nazyvéa jordanovskd (jednoduchd uzaviend), jestlize je uzaviend a existuje jeji parametrizace ¢, :
[a,b] — R takovd, ze plati implikace ¢1,t2 € [a,0], 0 < |t; —t2| <b—a = (p(t1),¥(t1)) # (@(t2), ¥(t2)).

Jestlize ki¥ivka C neni uzaviend a neni obloukem, pak pro jeji libovolnou parametrizaci p,v : I — R

existuji t1,t2 € I, 11 # 3 tak, Ze (o(t1), ¥(t1)) = (@(t2),¥(t2)). Bod (p(t1),9(t1)) = (9(t2),¥(t2)) se nazyva
vicendsobng bod (bod vétveni) kifivky C.

2.6.4 Definice

Bud C kiivka, ¢,1 : I — R jeji parametrizace. Necht ¢, je vnitini bod intervalu I a A = (¢(to), ¥(to)) neni
vicendsobny bod kiivky C' a necht existuji derivace ¢'(to), 9¥'(to) a plati (¢'(to))? + (¢'(to))? # 0. P¥imka 7
prochézejici bodem A, jejiz smérovy vektor je (¢'(to), ¥’ (to)) se nazyva tecna ke kitvce C' v bodé A.

2.6.5 Poznamka

Necht kiivka C je grafem funkce f, Dom f je interval a f mé derivaci v bodé xq. Pak

o(t) =t . o
, t € Dom e parametrizaci C.
0(t) = f(0) Jooder N
o o o . s 12 . T = X9

"(t) =1, ¥'(t) = f'(t). Teéna ke k¥ivce C v bodé& (g, f(zo)) mé parametrické rovnice )
S =1, w0 = /1) (0, £(20)) mit e o
Eliminaci parametru ¢ dostaneme obecnou rovnici te¢ny = — xg = w, neboli y — yo = f'(zo)(z — xo).

Zo

Tedy definice 2.6.4 souhlasi s tim, jak byla te¢na ke grafu funkce zavedena v 2.1.2.7.

Priklad:
~x=p(t) =acos®t
"y =1(t) = asin®t
¢'(t) = —3acos®tsint, ¢/(t) = 3asin®t cost.
Te¢na ke kiivee C existuje v kazdém bodé (p(t),1(t)) takovém, ze
0 # (¢'(£)? + (¥'(t))? = 9a® cos* tsin® t + 9a? sin® t cos? t = 9a? sin® t cos? ¢, tedy pro t & {0, i, 7, 37}

,t€[0,27], a € R, a > 0 je jordanovskou kfivkou.

2.6.6 Definice

Necht C' je oblouk nebo jordanovska kiivka. C' se nazyva hladkd, existuje-li jeji parametrizace ¢,9 : I — R
takova, ze

(i) ¢'(t), ¥'(t) existuji pro kazdy vnitini bod ¢ € I. Je-li C uzavtend, I = [a, b], existuji
¢’y (a), ¢ (b), ¥y (a), ¥_(b) aplati ¢/, (a) = ¢’ (b), ¥/ (a) =¥ (D).
(

(' ()% + (¥'(t))? # 0 pro kazdy vnitini bod ¢ € I. Je-li C uzaviena, I = [a,b], navic plati
(4 (@) + (¥ (a))? # 0 # (¢1(0))* + (¥ (b))
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C se nazyva po castech hladkd, existuje-li koneény pocet hladkych kifivek Ci,Cs,...,C, takovych, ze C' =
CiuCyU---UC,.

Kiivka je hladka, jestlize nema vicendsobné body a existuje k ni tecna v kazdém bodé, ktery neni krajni.

2.6.7 Definice

Budte C1 = {(¢1(t),%1(t)) : t € I}, Co = {(p2(t),v2(t)) : t € I} kiivky a necht (zo,y0) = (¢1(t1), ¥1(t1)) =
(p2(ta),¥2(t2)) € C1 N Cs neni ani krajni ani vicendsobny bod zadné z kiivek C1, Cy. Rekneme, Ze kiivky C a
Cy magi v bodé (xo,yo) styk tddu alespori n € NU {0}, jestlize

bud existuji kladna ¢isla g, § a funkce f1, fo takové, Ze
(tl - 5,t1 +6) g [1, (tQ — 5,t2 +5) g IQ, (ZO - 5071‘0 + 50) Q Domf1 ﬂDOme,
{(z, f1(x)) : 2o — 0o <z < xg+ 00} = {(1(t),¥1(t)) : t1 —d <t <t; + 0},
{(1'7f2($)) txg— 0 < x < x0+ (50} = {((pg(t),’l/Jg(t)) it — 0 <t<ty+ 5},
a funkce f1, fo maji v bodé zq styk fadu alespon n,

nebo existuji kladné éisla g, € a funkce g1, g2 takové, ze
(t1 —e,t1+¢€) C I, (ta—e,t2+¢) C Iz, (Yo — €0,%0 + €0) € Dom gy N Dom g,
{(91(1),9) : yo —e0 <y <wo+eo} ={(p1(t),1(t)) : t1 —e <t <t1+e},

{(92(v),y) = yo — g0 <y <yo+eo} ={(p2(t), ¥a2(t)) : t2 —e <t <tz+e},
a funkce g1, go maji v bodé yg styk fadu alespon n

2.6.8 Definice

Necht C je kiivka, K je kruZnice se stfedem (xg,ys) a polomérem r a (zo,y0) € CN K.

Kruznice K se nazyvéa oskulacni kruznice krivky C v bodé (xo,yo), jestlize kiivky C, K maji v bodé (zo,yo)
styk fadu alespon 2.

Stied oskula¢ni kruznice se nazyva stred kiivosti krivky C' v bodé (xo,yo), polomér oskulaéni kruznice se nazyva
polomér kiwosti kiivky C v bodé (xg,yo), jeho pfevracend hodnota — se nazyva kiivost kiivky C' v bodé (x¢, yo).

r
Mnozina vSech stfedu kiivosti kfivky C' ve vSech jejich bodech se nazyva evoluta kiivky C.

2.6.9 Véta

Bud C = {(¢(t),%(t)) : t € I} hladka kiivka, to vnitini bod intervalu I a necht funkce ¢, 9 maji v bodé ¢o druhé
derivace. Necht (z9,y0) = (¢(to), ¥(to)) neni vicendsobny bod kiivky C' a plati ¢’ (to)v" (to) — ¢’ (to)¥ (o) # O.
Pak mé kfivka C' v bodé (xg,yo) jedinou oskulaéni kruznici o stfedu (zg,ys) a poloméru r, kde

)W),
s = 2l0) = i te) — o o) (i) )
s — qu(tO) + (50 (tO)) + (d) (tO)) l(to) ,

' (t0)9" (f0) — ¢ (to) i (f0) ©
((¢'(£0))2 + (¥'(0))2)*/2
¢/ (t0) 4" (f0) — ¢ (t0) ¥ (to)]

D.: Poznamenejme, Ze z existence druhé derivace funkce ¢ v bodé t( plyne spojitost jeji prvni derivace v tomto
bodé.
Necht nejprve ¢’ (tp) # 0. Pak nastava prvni pfipad z definice 2.6.7.
Necht K = {(zs + rcost,ys + rsint) : t € [0,27]} je oskula¢ni kruznice k¥ivky C v bodé

(o,90) = (p(to), ¥(to)) = (xzs + rcos Ty, ys + 7sin ).
Podle 2.4.3 je

D~ (@0)) = flo), ¥ (07" (20)) = f'(x0), ¥ (7 (w0)) = f"(x0),
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kde f je funkce definovana v okoli bodu x¢ a dani parametricky rovnicemi kruznice K. Podle 2.6.2 je

V' (to) 7 COS T

g, —1
= — —_ t
Vi) ¢'(to) —rsinTo cor o
V(o Mzo)) = ' (to)9" (to) — " (to)¢'(to) _ (=rsinTo)(=rsin7o) — (=rcos7o)(rcosmo) _
(¢'(t0))? —r3 sin® 7
1
T rsin® To
Mame tedy soustavu ¢tyf rovnic pro ¢tyfi nezndmé gy, xs, ys, T
o(tg) = =zs+rcosty,
P(ty) = ys+rsinTg,
/
t
d}/( 0) = —cotgo,
¢’ (to)
¢ (to)y" (to) — ¢"(to)¥'(to) _ 1
(¢'(to))? rsin® g’

ktera ma jediné feseni dané formulemi v tvrzeni véty.
Necht nyni ¢/(tg) = 0. Pak, ponévadz kiivka C je hladkd, ze vztahu (¢'(¢0))? + (¢'(t9))? # 0 plyne
' (tg) # 0 a nastava druhy piipad z definice 2.6.7. Tento piipad vySetiime analogicky. OJ

2.6.10 Dausledek

Necht funkce f ma v bod& xg druhou derivaci f”(zg) # 0. Pak graf funkce f ma v bodé& (zg, f(z0)) oskulaéni
kruznici, pro jejiz stfed a polomeér plati

1+ (f'(x0))?
f”(xo)

1+ (f'(x0))? L (4 (f(20))*)*?
-

f/(xo) , Ys = f(ﬂfo) + f”(xo) ) - |f//( )

rs = o —

Priklady:

1. Urcete kiivost paraboly y = 22 v jejim vrcholu.

R.:  f(z) =22, f'(x) =2z, f/(0)=0, f'(z)=2, %:2, O

o(t) = acost

t) = bsint’ t € [0, 2n].

2. Najdéte evolutu elipsy E
R.: ¢/(t) = —asint, ¢"(t) = —acost,
Y'(t) = bceost, 111”( ) = —bsint,
(@' ()2 + (¢’(t))2 = a®sin®t 4 b2 cos? t,

o (" (t) — " (t)' (t) = absin® t 4 abcos®t = ab.
Parametrické rovnice evoluty:
2 52 2 a2 2 _p2
t+0b t t —-b
¢ = acost— 220 —2 % Cheost = 220 (a® — a®sin®t — b% cos? t) = T 77 cosdt
a a
2 52 2 (e :
t+b t t
y = bsint— @ sm —2 O Casint = %(b2 —a%sin®t — b%cos? t) = sin® ¢
a
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2.7 Cviceni

Vypocitejte derivaci funkce

D ) =wE 1) (1), 2) f(z) =\/2v/2va,

3) fz) = %; 4) f(x) =vsinz,

5) f(@) = e* (cosx +sina), 0 1) =\ e

7) f(x) = 22 logs , 8) f(z) = tg(sinx),

T
9) f(z) =Iny/ 1-1-%7 10) f(x) = v arcsin, | mxﬁ + arctgy/x —/x,

1) fa) =¥t Voo LT 19 fa) = 3

+ 2 arctg

\/m ++v1 1+
13) f(x) = 2", 14) f(z) = Larctg V1 + 27+ LIn

Najdéte rovnici tecny a normaly ke grafu funkce
15) y = 2" bodé (2,7), 16) y = 2% v bodé (z0, ?).
17) Uhlem kiivek rozumime thel teden téchto kiivek ve spole¢ném bodé. Uréete thel grafu funkce y = 22 a
kiivky =2 + 3% = 1.
18) Na grafu funkce y = 23 najdéte bod, v ném# je tecna rovnobézna se secnou spojujici body (—1,?) a (?,8).
Vypocitejte limity

Vi+zt+1
Vitat—1

tgr — 1 1
19) lim 25— 20) lim ——,
r—Z sindx z—0+ Insinx
1 1
21) lim zsin 2, 22) lim < _ >
T—00 x rz—0 \ T et —1
. 271 . ¥ —z
23) zlir(r)1+x ’ 24) ;IL% nz —x+1’

r—00 €T

1
25) lim (\6/:1064—:105 — \G/xG—x5), 26) lim (gc—xQIn (1—1—)).

Najdéte Maclaurintiv polynom stupné n dané funkce

2
1
27) f(z) = %ﬁil n=4,  28) f(a)=vI—2z+a% — V1—3z+4a3, n=3,
29) f(x) = Vsina3, n=71, 30) f(x) =tgz, n=>5.
Vysetfete pribéh funkce
T 1‘3 22

31

f(2) = 32) f(x) = 33) f(e) =we™ %, 34) f(2) = VI 5.

) /1277 17 2( + 1)27

35) Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu soucinu m-té a n-té mocniny kladnych éisel, jejichz soucet je a.

36) Jaky nejvétsi povrch mitize mit valec vepsany kouli o poloméru R?
)

37) Jaky nejmensi objem miize mit kuzel opsany kouli o poloméru R?
2 2
. x )
38) Na elipse o + =l
vytvori se soufadnymi osami trojihelnik nejmensiho obsahu.
39) Jakou vyseé je tfeba vyfiznout z kruhu o poloméru R, aby zbyvajici ¢ast bylo mozno svinout do kornoutu

0 maximalnim objemu?

= 1 najdéte v prvnim kvadrantu bod takovy, ze tecna k elipse vedena timto bodem

Vysledky: 1) _:z:TJZEl /2 2) 3) (1354;2)2 4) \/coszw 5) e*(sinz + (2z + 1) cosz) 6) _Mﬁ
7) wlogz ez? 8) Gmema? 9 ~wosw arcsm\/i 11) 2$11fi) 12) 350’ #5in 27 1n 3 13) (2Inx + 1)z® +1 14)
-t 15) 2 +2y—4=0,20—y—1=016) 2x9x —y — 22 = 0,2 + 2wy — 1o — 223 = 0 17) asi 70°37'46"

x ¥/ (14+x4)3
18) (—1,-1),(1,1) 19) —1 20) 1 21) @ 22) § 23) 1 24) —2 25) % 26) 3 27) 1+ 2z + 222 — 22 28) 2% — 243
29) x — &a” 30) « + $2® + 22° 31) Dom f = R\ {—1,1}; lich4; nulovy bod 0; rostouci (—oo, —V/3], [v/3,00);
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klesajici [—v/3, 1), (=1,1), (1,v/3]; lokdlni minimum f(v/3) = &, lokalni maximum f(—/3) = &, konvexni
(—o00,-3), (—=1,0], (1, ] konkévni [—3,—1), [0,1), [3,00); inflexni body f(3) = 3, f(—3) = —32; asymptoty
x=1, z=-132) ornf R\ {—1}; nulovy bod 0; rostouci (—oo,—3], (—1,00); klesajici [—3, —1); lokalni
maximum f(—3) = —2f; konvexni [0,00); konkdvni (—oo,—1), (—1,0]; inflexni bod f(0) = 0; asymptoty
r=-1,x-2y—2=0 33) Dom f = R; lich4; nulovy bod 0; rostouci [—1, 1]; klesajici (—oo, —1], [1, 0o]; lokalni
minimum f(-1) = — \%; lokalni maximum f(1) = f’ konvexni [—/3,0], [/3, 00); konkavni (—oo, —/3], [0,4/3];

inflexni body f(—/3) = <\/:3, f(0)=0, f(/3) = /93’ asymptota y = 0 34) Dom f = R; nulovy bod 1; klesajici

(=00, 0); konvexni (—oo, ]7 [1,00); konkdvni [0,1]; inflexni body f(0) =1, f(1) = 0; asymptota y = —x 35)
nejvétsi hodnota (m‘_‘m) m™n™, nejmens{ hodnota neni 36) 7 R?(1 —&-«[) 37) 37TR3 38) (\[ f) Prin = ab

39) vytiznout thel 27 (1-1/2), Vs = 3R’
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Rovnice v kartézskych

Parametrické rovnice

Rovnice v polarnich

soufadnicich soufadnicich
Kruznice 22 +y? = a? T =acost r=a
y =asint
2y p
Elipsa —+ =1 T =acost r=———" 0<e<l1
a? b2 1+ ecosyp
y =bsint
2 1o p
Parabola y° = 2px r=—t r=—-
2p 1+ cosy
y =
2 2
Y a p
Hyperbola — —==1 = r=—"— €>1
yp a? b2 cost 1+ ecosyp
y = tbtgt
Cassiniovy (22 +y2)? — 2e%(22 —y?) = a* — &* 72 = e2 cos? 2¢p £/ et cos? 2¢p + at — et
kiivky
: 2 2\2 20,2 2 1414 2
Bernoulliova (z* + y*)* = 2a%(x* — y*) x :\ﬁatl A r = a\/2cos? 2,
lemniskata y :\/Eatﬂ pe[-T, TIu[3r, 5]
1+ ¢4 404 4074
Cykloida * ++/2ay — y2 = aarccos — x = a(t —sint)
z —+/2ay — y? :a<27r—arccos y = a(l — cost)
Kardioida (22 + 9% — a?)? = 4a?((x — a)? + y?) z =a(2cost —cos2t) | r=2a(l — cosyp)
(srdcovka) y = a(2sint — sin 2t)
Asteroida x2/3 4 42/3 = a?/3 x = acos® %
(hvézdice) y = asin® %
2 2
Archimedova v_ th r=ap, >0
x a
spirala
Hyperbolicka Y_ tg % r= e
z Va?+y? @
spirala
1 2 2
Logaritmicka Y_ tg ( ln\/ery> r = aek?
T k a
spirala

Tabulka 2.1: Nékteré kiivky
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Kapitola 3

Integralni pocet funkci jedné proménné

3.1 Primitivni funkce

3.1.1 Definice

Budte f, F funkce definované na intervalu I. Rekneme, Ze funkce F je primitivni k funkci (je neurcitym inte-
grdlem z funkce) f na I, jestlize na tomto intervalu plati F’ = f. Oznaceni: F(z) = [ f(z)dz.

3.1.2 Poznamky

1. Pokud néktery z krajnich bodu intervalu I do tohoto intervalu patfi, je potfeba v tomto bodé uvazovat
prislusnou jednostrannou derivaci.

2. Primitivni funkce je podle 2.1.3 spojita na I.

3. Primitivni funkce byva nékdy definovana obecnéji: F' je primitivni k f na I, jestlize mnozina
{rel: F'(z)# f(x)} je nejvyse spoetnd. (F'(x) = f(x) skoro vSude na I.)
V tomto smyslu je naptiklad F'(z) = |z| zobecnénou primitivni funkei k f(z) = sgna na I = (—00,00).

3.1.3 Priklady

3

1. 5= Ja?dz  mna (—oo,00).

1
2. = In|z| = / —dz na intervalu, ktery neobsahuje 0.
x

3.1.4 Véta (o existenci primitivni funkce)
Ke kazdé funkci spojité na intervalu I existuje na tomto intervalu funkce primitivni.

D.: Bude proveden pozdsji (3.4.6). O

3.1.5 Véta

Je-li F' funkce primitivni k f na I a ¢ € R, pak F + ¢ je rovnéz primitivni k f na I.

Jsou-li F' a G funkce primitivni k funkci f na intervalu I, pak existuje konstanta ¢ € R takova, ze G(z) = F(x)+c
pro kazdé x € I.

Je-li F funkce primitivnd k f na I pak {F 4 ¢: ¢ € R} je mnoZina v8ech funkei primitivnich k funkei f na I.

D.: (F(z)+c¢) = F'(x) 4+ 0= f(x), druhé tvrzeni plyne z 2.3.4.3, t¥eti je diisledkem prvnich dvou. O
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3.1.6 Nejdulezit&jsi neurcité integraly

xn+1

f:v"dx:m7 n#—1 [e*da =e”
dx a®
&y rdr =1 4>0,a#1
fx n |z [ a*dx ma © ,a #
d
f1+x 5 = arctga = —arccotgz [ sinzdz = — cos z
x
d 1
fl—x#:éln’lji [ cosaxdr =sinx
S dz = arcsinz = — arccos x i dz = —cotgz
V1—a2 sin? &
dz dz
=1 241 =t
[ o n|r++v22 £1 | ooy = ter

F@)
[ gy =l s @)

Kazdy z uvedenych vzorci plati na libovolném intervalu, na némz je funkce za znakem | definovéna.
Platnost uvedenych vzorci lze ovérit derivovanim.

3.1.7 Véta
Necht [ fi(z)dz = F;(z) na intervalu I, ¢; € R pro i € {1,2,...,n}. Pak

/(clfl(x) +eafo(z) + -+ enfu(x))de = 1 Fi(z) + coFa(z) + - -+ ¢ Fr(z) na I.

D.: Plyne ptfimo z 2.1.5. [J

Véta tika, ze neurcity integral je linedrni operator na mnoziné funkci.

3.1.8 Véta

1
Necht [ f(z)dz = F(z) na I. Pak [ f(az +b)de = ~F(ax+b)naJ={x €R: ax +be I}.
a
1 "
D.: Podle 2.1.6 je|—F(ax +b)| = —F'(ax + b)[ax + b)' = F'(ax +b) = f(ax +b). O
a a

3.1.9 Priklad
1+ cos2x 1 (:r sin2x> _ x+sinzcost

2 _ _ 1
Jcos?axdr = [ 5 dz 5 5 5

3.1.10 Véta (metoda “per partes”)

Necht funkce u, v maji derivaci na intervalu I. Existuje-li na I primitivni funkce k jedné z funkci v'v, uv’,
existuje 1 ke druhé z nich a plati [ «'(z)v(z)dz + [w(z)v'(z)dz = u(z)v(z) na I.

D.: Necht existuje primitivni funkce k «’v. Podle 2.1.5 je (uwv)’ = v'v + wv’, tedy wv’ = (uv) — v'v.

J(u(z)v(z))'dz = uw(z)v(z) na I, [ o (z)v(z)dr existuje a tedy podle 3.1.7
Ju(x)v'(z)de = u(z)v(z) — [u'(x)v(x)dx na I, coz je vzorec z tvrzeni véty. OJ

3.1.11 Poznamky

1. Je-li alespoti jedna z derivaci v/, v’ spojitd na I, jsou pfedpoklady véty 3.1.10 splnény.
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2. Vzorec uvedeny v 3.1.10 ve tvaru

/u(x)v’(w)dx = u(x)v(x) — /u’(:ﬂ)(z)’udx

dava metodu integrace v pripadé, kdy integrovana funkce je sou¢inem dvou funkci, z nichz jedna je derivaci
znamé funkce.

3. Metodou ,,per partes“ jsou feSitelné zejména tyto typy integrali:

o [z"e™dx @ w(z)=z", v =e”
o [z"cosaxdr : wu(x)=a", v =cosax
o [z"sinaxdzr : wu(z)=2", v/ =sinax
o [zMarctgaxdzr : wu(z) = arctgax, v =a"
g : gazx,
o [z"arccotgaxdr : wu(x) = arccotgaz, v’ =z"
o [a™arccosaxdr : wu(x) = arccosaz, v/ =z"
o [z"arcsinazdr : w(x) = arcsinaz, v’ = 2"
a n . _ n ! a
o [z%logy adr : w(z)=logyz, v =21
Priklad: .
JInzdz = zlnz— [dr = z2lnz—2z = zln=—
e
1
u=1Inz u ==
, x
= 1 =X

3.1.12 Véta (substituéni metoda)
Necht f je funkce definovana na intervalu I a ¢ je prostd funkce, kterd mé derivaci na intervalu J takovém, Ze
o(J) =1. [ f(z)dz existuje na I pravé tehdy, kdyZ na J existuje [ f(p(t))¢’(¢)dt; v tomto pripadé plati:

F@) = [ f@)de = [ fe@)@dt =) . 60 = [ fe®)e O = [ fa)s =6l @)

Dus Podle 2.1.6 pokud —F(x) = f(2), pak SF((0) = FIo(0)7/(6) = Fo(0)9(0).

Podle 2.1.6 a 2.1.7 pokud %G(t) = f(p(¥))¢'(t), pak

d -1 _ (-1 L -1 I( 1 1
L, Gl @) =06 (w))(p,@)—f(w(w (#)))#' (¢ (m))m

= f(z). O

Schéma pouziti véty je jednoduché:

Je®)e'®)dt = [ flz)de = F(z) = F(e(t))

plt) = =
Ot)dt = dx

nebo

[f@)dz = [fle®)e'B)dt = G(t) = G~ ()

= p(t)
dz = ¢/(t)dt
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3.1.13 Priklad

t int t i V1— 22
JV1—2a2dx = f\/l—sin2tcostdt = [cos?’tdt = +SH; cos :a,rc51nx+2x x

r = sint
dx = costdt

Predposledni rovnost plati podle 3.1.9.
f(x) =V1—22, I=[-1,1], ¢(t) =sint, J =[-F, 5]

3.1.14 Integrace racionalnich funkci

V rozkladu racionélni funkce na parcidlni zlomky (viz 1.5.15) se vyskytuji zlomky tvaru
D cx+d

@) " [ —aP ¥

111 1 .
fidx = fg: 1—-mtm1  1—m(z—a)m1’ m #
(@ —a)m e In|t| =In|zx — al, m=1
r—a =t
de = dt

cx+d _ ¢ 2z-—a) n ac+d
(R D) (R L D (R e

2 dt ! L1 L n#1
I (x;a)2ndl' =f = 1—nt1  1—n(x—a)?+p2)1
(= a)? +0% t It = In|(z — a)2 + b2, n=1
(x—a)>+b* = t
2(x —a)dxe = dt
I dz S N S
[(l’ _ Cl)2 + bZ]n - (b2t2 + b2)n - p2n—1 (t2 + 1)77,
r—a = bt
dz = bdt
dt
OZnaéme Kn = f m Pak
dt
K, = /7t2+1 = arctgt
dt ¢ ¢
K, = = n | —————dt =
ey ~ vy P mrom
u - 1 o - —2nt
B (t2 4 1)» B (t2 4 1)+l
o= 1 v o=t
t dt dt
= —— 2 — =
CEST ”(f CEEE (t2+1)"+1)
= —— +2n(K,, — K,
@ +1)
t t 2n —1
Tedy K, = —5———— + 20K, — 20K, 1. Odtud K41 = " K.

(t2+1)

@107 2n
Neboli (piSeme-li n — 1 misto n)

t 2n—3

K, =
2(n —1)(t2 +1)n! * 2n —2

anl
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3.1.15 Poznamka
Je-li R racionalni funkce pak nésledujici integraly lze transformovat na integréaly z racionédlni funkce:
o [ R(u(z))u'(z)dz, kde u je libovolna funkce —— substituce u(z) =t

o [R(e“*)dz — substituce e** =1t

3.1.16 Definice

Polynom ve dvou proménnyjch je funkce P : R? — R tvaru
P(z,y) = an,oxn+an—1,1$n_1y+an—2,290n_2y2+' cdagny" - ~+a2,ox2+a1,1xy+ao,2y2+a1,ox+ao,1y+ao,o.

Raciondlni funkce ve dvou proménngjch je funkce R : R? — R tvaru

R(z,y) =

kde P, @ jsou polynomy ve dvou proménnych.

3.1.17 Integraly, které lze transformovat na integraly z racionalni funkce

Symbolem R(zx,y) budeme zna¢it racionalni funkci ve dvou proménnych z, y.

b b
1. [R|x, (/W dr — substituce -= To_ .
C$+d C.T+d

2. [R(zVaz® +bx+c)dz  (Eulerovy substituce)
a>0: +azZ +bx+c=+/ar +t
c>0: +Vax? + bxr + ¢ = xt ++/c
ar® +br +c=alr —ar)(r — a9) : +/ax? + bz +c=t(x — ay)

3. Binomické integraly [ 2™ (a + bz")Pdz, kde m,n,p € Q.

peEL: z =tN, kde N je spoleény jmenovatel ¢isel m a n
1
mtlez. a+bz™ =tV kde N je jmenovatel zlomku p
n
1
mtl +p€eZ: % +b=1t", kde N je jmenovatel zlomku p
n T
4. [R(sinz,cosxz)dx — substituce tgg =t

V nékterych pripadech Ize volit jednodussi substituci:

R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosz) : sine =t
R(—sinz,cosx) = —R(sinz,cosx) : cosx =t
R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosz) : tgx =1t

3.1.18 Poznamka

Primitivni funkce k funkci elementarni nemusi byt elementarni, mtze byt tzv. vyssi funkci. Vys$simi funkcemi
jsou zejména
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sin x Cos T
Ik dz = Si(x) sintegralsinus® i dz = Ci(x) sintegralcosinus“
dz . . . 216 2
o= Li(x) ylogaritmusintegral Je " dx Gaussova funkce
nx
[sinz?dz, [cosz?dx Fresnelovy integraly
m+1 m+1
Binomické integraly [z (a + bz™)Pdz, pokud zadné z ¢isel p, + , + + p neni celé.
n n

Neni zndmo obecné pravidlo, které by umoznilo rozhodnout, zda primitivni funkci neumime vyjadrit jako
elementarni v disledku nevhodnych integrac¢nich metod, nebo zda skutecné vyjadiuje vyssi funkei.

3.2 Urcity integral

V celém tomto odstavci bude f ohrani¢end funkce definované na uzavieném intervalu [a, b].

3.2.1 Definice

Délenim uzavieného intervalu [a,b] rozumime mnozinu D = {xzg, z1,...,z,} takovou, Ze

a=x9 <21 <x2< - < Tp_1<Ty=n>

Cisla g, 21,...,7, nazyvame délici body, intervaly [zo,z1],[z1,22], ..., [Tn_1,2,] nazyvame délici intervaly
déleni D.

Cislo v(D) = max{x; —z;_1 : i =1,2,...,n} nazyvdme norma déleni D.

Symbolem ¥([a, b]) oznac¢ime mnozinu v8ech déleni intervalu [a, b].
Jsou-li Dy € ¥([a,b]), Dy € 9([a,b]) takovd, ze D1 C Dy (tj. kazdy délici bod D; je soucasné délicim bodem
D,), fekneme, Ze déleni D je zjemnénim déleni D;.

3.2.2 Definice
Budte D = {z¢,1,...,2,} € ¥([a,b]), m; = inf{f(z) : x € [w;-1, 2]}, M; = sup{f(z) : = € [v;_1,2,]}. Cislo

S(D7f) = Zmi((l}i — l‘ifl)

nazveme dolnim souctem a ¢islo
n

S(D, f) = Mi(x; — xi1)

i=1

nazveme hornim souctem prislusnym k funkci f a déleni D.

(Poznamenejme, ze existence ¢isel m; a M; je zarucena ohrani¢enosti funkce f.)

3.2.3 Tvrzeni
1. Pro libovolné D € ¥([a, b]) plati s(D, f) < S(D, f).
D.: plyne z toho, ze m; < M; ax; —x;_1 >0proi=1,2,...,n. O
2. Je-li Dy € 9([a,b]) zjemnénim D, € ¥([a, b)), pak s(D1, ) < s(Da, f), S(D1, f) > S(Da, f).

(Pfi zjemnéni déleni se dolni soudet nezmensi a horni souéet nezvétsi.)

D.: Necht Dy mé o jeden délici bod vice, nez Dy, tj.
Dy ={zo, 21, -, Th1, Tk, -, Tn}, Do ={To,T1,...,Th1,2, Tk, Tn}
Oznacme m; = inf{f(x) : = € [z;—1,24]},1=1,2,...,n
m;q; = lnf{f((E) S [1’]67172]},
my =inf{f(z): z € [z, 21]}.
Pak zfejmé my < mj, mi < mj a tedy
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my(xy — Tp—1) = mp(xp — 2) + mp(z — 2p—1) < my(xp — 2) + mp (2 — Tp—1).
Odtud plyne

k—1 n
s(D1, f) = Zmz(mz — Zi—1) + mk(zk — Tp-1) + Z mi(z; — xi—1) <
i=1 i=k+1

n

k-1
< Zmz(xb —xi—1) +my(xg — 2) + my(z — zp—1) + Z mi(z; —2i_1) = s(Da, f).
i=1 i=k+1

Analogicky ukézeme, ze S(D1, f) > S(Da2, f).
Pokud Ds mé o p délicich bodt vice nez Dy, ukdzeme platnost tvrzeni p-nasobnym opakovanim téze
avahy. [

3. Necht m = inf{f(z) : = € [a,b]}, M = sup{f(z) : x € [a,b]}. Pak pro kazdé D € 9¥([a, b]) plati
m(b—a) <s(D,f) < S(D,f) < M(—a).

D.: plyne z 1. a 2., nebot {a,b} € ¥([a,b]) a kazdé jiné déleni je zjemnénim {a,b}. O

Mnoziny {s(D, f) : D € 9([a,b))} a {S(D, f): D € 9([a,b])} jsou tedy ohrani¢ené. Obé& jsou zfejmé
neprazdné. To podle 1.1.7(R14) znamend, Ze nasledujici definice je korektni.

3.2.4 Definice
Cislo

f(z)dz = sup{s(D, f) : D € ¥([a,b])}

a\\@

nazyvame dolni integrdl funkce f na intervalu [a,b] a ¢islo

b
/f(x)dx —inf{S(D, f): D € 9(a,b))}
nazyvame horni integrdl funkce f na intervalu [a, b].

3.2.5 Tvrzeni
Necht m = inf{f(z) : x € [a,b]}, M = sup{f(z) : « € [a,b]}. Pak plati

b

Fz)dz < / F@)de < M(b—a).

a

m(b—a) <

@\\Q_

D.: plyne z 3.2.3.3 a z definice 3.2.4. O

3.2.6 Definice

Rekneme, 7e ohranicend funkce f je na intervalu [a,b] integrace schopna (integrovatelnd, integrabilni) v Rie-
mannové smyslu, jestlize

V tomto pfipadé definujeme jeji Riemanniv integrdl

b b

/ f(x)dz = /b F(z)da =

a

2
~
—~
&

o,
]
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Jestlize

/bf(x)dx</bf(ac)dx

fekneme, Ze funkce f neni na intervalu [a, b] integrace schopna v Riemannové smyslu.

3.2.7 Priklady

1. f(x) =c€Rpro z € [a,b].
Pak m = M = c a tedy podle 3.2.5 je

b
c(b—a) /

(x)d:lc <c(b—a),

|/\
D\\

z ¢ehoz plyne

Sl _.
~
—~

b b
:E)dx:/f(x)dx:/f(x)dwzc(bfa).
2. f(z) = x(z) na [0, 1].
D = {xg,21,...,2} € ¥([0,1]), m; =0, M; =1 pro kazdé i € {1,2,...,n}. Tedy

n b
Zmz Ti — Tq— 1 ZO<$'£_$7, 1 /

flz)de =1

3
g\\@

S(Daf):ZMZ '_le Z]- :Ezl —.’ﬁn—.’ﬂo—l
i=1
a x(z) neni integrabilni na [0, 1].

3.2.8 Definice

Necht D = {zg,z1,...,2,} € ¥([a,b]), & € [wi—1,2;]. Mnozina E = {&;,&s,...,&,} se nazyva vybér represen-
tanti delicich intervali deélent D.
Cislo

n

o(D, f,B) =Y f(&) (@i — wia)

i=1

se nazyva integralni soucet prislusny k funkci f, déleni D a vybéru representanti =.
Ponévadz m; < f(&;) < M;, plati s(D, f) < o(D, f,2) < S(D, f).

Posloupnosti v Sirsim smyslu rozumime zobrazeni mnoziny N do libovolné mnoziny.
Lze tedy mluvit o posloupnosti déleni daného intervalu: N — ¥([a,b]). Rekneme, 7e posloupnost déleni
{Dn}22, € Y([a,b]) je nulovd, jestlize lim v(D,) = 0.
n—oo

h—
Ke kazdému § > 0 existuje D € 9([a, b]) takové, Ze v(D) < . (Staci polozit n = {(sa} + 1 a interval [a, b]

rozdélit na n stejné dlouhych délicich intervalt.)
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3.2.9 Véta

Bud {D,}22 libovolné nulova posloupnost déleni intervalu [a, b]. Pak plati

lim s(Dy, f) =

n—00

m\\o_

f@@dx,gggosulhf)zu/jﬂwdx

Je-li navic f integrabilni na [a,b] a E,, je libovolny vybér representantii délicich intervalt déleni D,,, pak plati

hm $(Dp, f) = hm S(Dn, f) = hm o(Dp, f,En) = /f

D.: Nejdiive dokdzeme pomocné tvrzeni: Ke kazdému e > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro kazdé D € ¥([a, b)),
v(D) < ¢ plati

S(D, f) < /f(x)daH—e.

Ponévadz f je ohranicend, existuje h € R, h > 0, ze |f(z)| < h pro x € [a, b].
Podle 3.2.4 a podle 1.1.6(s2*) existuje D1 = {vo,y1,---,¥p} € ¥([a,b]), ze

/f )dz < S(D1, f) /f dz+f

Polozme § = E Pak 6 > 0. Bud D = {z1,22,...,2,} € ¥([a, b]) libovolné takové, ze v(D) < 6.

Déle polozme D2 DUD;y ={z1,2,...,2m} Podle 3.2.3.2 je S(Ds, ) < S(D, f).
Délici intervaly [x;_1, ;] rozdélime do dvou druhi:

intervaly 1. druhu, jestliZze uvnitf ného nelezi zadny délici bod y;
intervaly 2. druhu v opa¢ném ptipadé

Kazdy délici interval 1. druhu je rovnéz délicim intervalem déleni D5. Tento interval ptispiva k S(D, f)
ik S(Da, f) tymz séitancem M;(z; — z;—1), tedy v rozdilu S(D, f) — D(Da, f) se neprojevi.

Uvnitt kazdého intervalu [z;_1,z;] 2. druhu lezi alesponl jedno z €isel y1,ys, ..., yp—1, COZ Znamena,
ze intervalt 2. druhu je nejvyse p — 1.

Interval druhého druhu pfispiva k S(D, f) séitancem M;(xz; — x;—1), ktery je v absolutni hodnoté
mensi nebo roven hv(D) < hd. Absolutni hodnota pfispévku vSech intervala 2. druhu k S(D, f) je
tedy < hép.

V D, je kazdy interval [x;_1,x;] 2. drubu rozdélen délicimi body x;—1 = 2, < 2,41 < -+ < 25 = @;.
Ozna¢me M|, = sup{f(z) : « € [zk—1,2x]}. Opét |M}| < h a tedy absolutni hodnota pfispévku
intervalu [z;_1, ;] do sou¢tu S(Da, f) jest

S

Z M (zk — 25-1)| < Z h(zk — zp—1) = h(zs — 2r) = h(z; — xi—1) < hv(D) < hd.
k=r+1 k=r+1

Absolutni hodnota ptispévkid vSech intervalii 2. druhu k S(Ds, f) je tedy < hdp.

Odtud plyne, ze S(D, f) — S(Da, f) < 2hép = %, neboli S(D, f) < S(Day, f) + =

Podle 3.2.3.2 je S(Da, f) < S(D1, f) a tedy

f(a)da + = + =

S(D.f) < S(Da, f) + 5 < S(D1. ) + S+

DN ™
A\
g\\c—

coz je pomocné tvrzeni.
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Bud nyni € € R, ¢ > 0 libovolné. Podle pomocného tvrzeni existuje § € R, > 0 takové, ze pro kazdé

D € ¥([a,b]), v(D) < ¢ plati
b

S(D, f) < /f(a:)daH—e.

a

Ponévadz
b
S0 = [ fo)ds,
plati

b
S(D,f)—/f(a:)dx <e.

Ponévadz posloupnost {D,,} je nulové, k § > 0 existuje ng € N takové, Ze pro n > ng plati v(D,,) < §. To

znamena, ze pro n > ng plati
b

(D f) - / fla)de| <e,

a

neboli

lim S(D,, f) =

n—oo

g\\@
-
—~
o
o,
8

Analogicky dokazeme
b
lim s(D,, f) :/f(:v)dx.

Je-li f integrabilni na [a,b], je

takze

n—o0

b
lim S(Dy, f) = nhlglo $(Dp, f) = /f(a:)dx

Posledni tvrzeni véty nyni plyne z nerovnosti s(D, ) < o(D, f,2) < S(D, f) az 1.3.7. O

3.2.10 Véta (Nutna a dostatecna podminka integrability)

Funkce f je na [a,b] integrabilni préavé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje D € J([a,b]) takové, Ze

S(D,f)—S(D,f) <e.

D.: =: Necht f je integrabilni. Budte £ > 0 libovolné a {D,}52; C ¥([a,b]) libovolnd nulova. Podle 3.2.9

existuje ng € N, ze
b b
(D ) = [ F)te] < 5. |SDe)— [ Hlorte| < 5.

a a
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Tedy pro D, plati

S<Dn07f)_S(Dnoaf) = ‘S(Dnovf)_S(Dnovf” <
b b
< |SOn - [ sds] +| [ f@)de - s(Da )| <
- - - a a

«: Necht je podminka splnéna. Bud ¢ > 0 a D € 9([a, b]) takové déleni, ze S(d, f) — s(D, f) < e.

Protoze
b

/&@mxsﬂDJx

a

f(z)dz = s(D, f),

@\\(’_

plati

/bf(x)dx—/bf(x)dm<e.

a

Ponévadz ¢ je libovolné, je mozno posledni nerovnost splnit pouze tehdy, kdyz

/f@ﬂx<jf@ﬂw

Ponévadz opacna nerovnost plati podle 3.2.5 vzdy, jest

a f je integrabilni. O

3.2.11 Véta

Je-1i funkce f monotonni na [a,b], pak je na tomto intervalu integrabilni.

D.: Necht pro uréitost je f na [a,b] neklesajici.
Je-li f(a) = f(b), je f na [a, b] konstantni a podle 3.2.7.1 je integrabilni.
Necht f(a) < f(b). Bud € > 0 libovolné a D = {zg,z1,...,2,} € ¥([a,b]) takové, ze v(D) <

m; =inf{f(z): © € [wi—1, 2]} = f(zi1), Mi=sup{f(z): @ € [z;—1, 2]} = f(z;), tedy

fb) = fla)

M-
~
—~
5
3
=

S(D,f)—s(D,f) = :)(ﬂﬂi*fﬁi—l)*Zf(zi—l)(Ii* i—1) =

= Z(f(xi) — f@ic)) @i —wic1) <Y (fl@i) = fwioa))v(D) =
= v(D)(f(z1) = f(zo) + f(x2) — f(z1) + flan) = f(zn-1)) =
= v(D)(f(zn) — f(z0)) = v(D)(f(b) - f(a)) = (f(b) - f(a) =

Podle 3.2.10 je f integrabilni na [a,d]. O
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3.2.12 Véta

Je-li funkce f spojitd na [a, b], pak je na tomto intervalu integrabilni.
€

D.: Bud f spojitd a € > 0 libovolné. Podle 1.7.20 je f na [a,b] spojitd stejnomérné, tedy k P > 0 existuje
—a

0 > 0 takové, Ze pro z,y € [a,b], |z —y| <0 je |f(z) — f(y)| < £

Bud D = {zg,1,...,2,} € ¥[a,b]), v(D) <6, e

m; = inf{f(z) : « € [zi_1, 4]},

M; =sup{f(z): = € [x;—1,zi]}.
Podle 1.7.12 existuji y; € [zi—1, 4], 2; € [wi_1, ;] takové, Ze f(y;) = my, f(zi) = M;.
Dale |y; — zi| < 6 a tedy f(z) — f(y;) = M; — m; < ﬁ Odtud

n n

S(D, f)—=s(D,f) = Zf(zi)(ﬂci—xi—l)—Zf(yi)(xi—wi—l) = Z(f(zi)—f(yi))(l“i—xi—l) <
< < Z(mi—xi,l) = bia(b_a) = ¢

b—a 4
=1

a podle 3.2.10 je f integrabilni na [a,b]. O

3.2.13 Definice
Mnozina M C R se nazyva nulovd, jestlize ke kazdému € € R, € > 0 existuje konecny pocet otevienych intervali

(a1,01), (az,b2), ..., (an,by) takovych, ze > (b; —a;) <ea M C (ag,b1) U (az,b2) U---U (an,by).
i=1

Plati

e Kazdé kone¢na mnozina je nulova.

e Sjednoceni kone¢né mnoha nulovych mnozin je nulovd mnozina.
e Mnozina ¢lentt konvergentni posloupnosti je nulova.

e Mnozina ¢lend posloupnosti, kterd mé kone¢ny pocet hromadnych bodt, je nulova.

3.2.14 Véta
Je-li mnozina bodu nespojitosti funkce f na intervalu [a, b] nulova, pak je f integrabilni na [a, b].

D.: Bude proveden pozdéji (3.3.15). O

1
s an | 0 :071727"'
Priklad: [a,b] = [0,1], f(z) = <2n+1 2”] "
0

0, T
1
Mnozina bodi nespojitosti M = {271 :neN } tvori konvergentni posloupnost. Je to tedy nulovad mnozina, coz

b
znamena, Ze f je integrabilni na [0,1]. (Plati [ f(x)dz = 3.)
a

3.2.15 Véta (Leibnizova [1646 — 1716] — Newtonova [1642 — 1727] formule)
Necht funkce f je integrabilni na [a,b] a necht funkce F je spojitd na [a,b] a na (a,b) primitivni k f. Pak

b

/f(x)d:v =F(b) — F(a).

a
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D.: BudD = {xo,z1,...,2,} € ¥([a,b]). F spliluje na [z;_1, z;] pfedpoklady 2.3.3. Existuje tedy &; € (z;-1,%;)
takové, ze F(xz) - F(xi_l) = F’(fz)(xz - .’I}i_l) = f(&)(xz - .’L‘i_l).
Oznacme = = {&1,&a,... &, ). Pak

n

o(D, f,E) = Zf& wi—wi1) =y (F(x;) = F(zi-1)) = F(b) - F(a).

i=1

To znamena: Pro libovolné D € ¥([a, b]) existuje vybér representantii = takovy, ze o (D, f,E) = F(b)—F(a).
Bud nyni {D,}5, libovolna nulovd posloupnost déleni intervalu [a,b]. Ke kazdému D,, existuje vybér
representant =, takovy, ze o(D,, f,E,) = F(b) — F(a). Podle 3.2.9 je

b

/f(a:)dx = lim o(Dy, f,E,) = F(b) — F(a).

n—oo
a

O

Budeme pouzivat oznaceni [F(x)]% = F(b) — F(a).
3.2.16 Poznamka
Je-li funkce G spojita na [a,b] a na (a,b) primitivni k f, pak podle 3.1.5 je G(x) = F(z) + ¢ a tedy
[G(2)]a = [F(x) + o = (F(b) +¢) = (F(a) + ¢) = F(b) — F(a) = [F ()] -

To znamena, Ze formule z véty 3.2.15 nezéavisi na vybéru primitivni funkce.

3.2.17 Priklad

1
/x2 arctg xdx
0
z? arctg x Je na [0, 1] spojita, tedy podle 3.2.12 integrabilni.
3
% arctgx + — ln(x +1) - % je primitivni k 22 arctg r a na [0, 1] spojita. Tedy
/ 3 1 27t 1 11
/IQarcthdx = %arctngr gln(:n2 +1) - ZL = garctgl + 61n2 —5~ glnl =
0
17 1 1
T PN WA S NP
31 tgtog = plr-2+h?)

3.2.18 Definice

Rekneme, 7e funkce f definovana na (a,b) je na tomto intervalu integrace schopna (integrovatelnd, integrabilni)
v Newtonové smyslu, jestlize existuje funkce F' spojita na [a,b] a primitivni k f na (a,b).
V tomto pfipadé definujeme jeji Newtonuv integrdl

/ F@)de = F(b) — F(a).

Véta 3.2.15 fika, Ze je-li funkce f integrabilni na [a,b] v Riemannové i v Newtonové smyslu, pak se jeji
Riemanniv a Newtontv integral rovnaji.
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3.2.19 Poznamky

1. Integrace ,per partes® pro urcité integraly:

2. Substitu¢ni metoda pro urcité integraly:

b w(b)
/&ww»¢@Mv:/fww
a v (a)

b e (b)
/ﬂ@m= / Fe(®)e! ()t
a e 1(a)

3.3 Vlastnosti Riemannova integralu

V celém odstavci bude pojem ,jintegrabilni funkce®* znamenat funkci integrace schopnou v Riemannové smyslu.

3.3.1 Véta
Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a,b], ¢,d € R, ¢ < f(z) < d pro kazdé x € [a, b]. Pak

b

c(b—a) < /f(sc)dx <d(b-a).

a

D.: Plyne z 3.2.5, nebot ¢ < inf{f(x): = € [a,b]}, d > sup{f(z) : = € [a,b]}. O

3.3.2 Dausledky
1. Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a, b]. Jestlize f(x) > 0 pro kazdé z € [a, b], pak

/bf(x)dx >0.

2. Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a, b]. Jestlize |f(x)| < ¢ pro kazdé x € [a, ], pak

b

/f(o:)dx <c¢b—a).

a

S

D.: Plyne z nerovnosti —c(b —a) < [ f(z)dz < c¢(b—a). O

S|

3.3.3 Véta (aditivita vzhledem k integrovanym funkcim)
Necht f a g jsou funkce integrabilni na intervalu [a,b]. Pak je i funkce f + g integrabilni na intervalu [a,b] a

plati
b

/b(f(x)+g($))d$—/f(x)der/bg(x)dx.

a
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D.: Bud D = {x,21,%2,...,2,} € ¥([a,b]) libovolné a oznaéme
m; = inf{f(x) : © € [x;-1,2:]}, n; = inf{g(x) : @ € [x;-1, 2]}, pi = Inf{f(x) + g(x) : © € [x;-1, 2]}
Na intervalu [z;_1,x;] plati m; + n; < f(x) + g(z) a tedy m; + n; < p;, coz znamena, ze
my(z; — zi—1) +ni(zi — zi-1) < pi(es — i—1).
Sec¢tenim téchto nerovnosti pro ¢ od 1 do n dostaneme s(D, f) + s(D,g) < s(D, f + g).
Bud nyni {D,, }22, libovolné nulova posloupnost déleni intervalu [a, b]. Pak plati
$(Dyp, f) + $(Dp, g) < s(Dy, f + ¢g) a limitnim pfechodem n — oo dostaneme podle 3.2.9, 1.3.5.1 a 1.3.6.2

b b

/f(w)dw+/g(x)dx < /b(f(x)+g(x))dx.

a a

Analogicky odvodime

/(f(x)+g(x))da: < /f(x)d:v—i—/bg(x)dx.

7 téchto nerovnosti plyne tvrzeni. [J

3.3.4 Véta (homogenita vzhledem k integrovanym funkcim)

Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a, b] a ¢ € R. Pak funkce cf je integrabilni na intervalu [a, b] a plati

b b
/cf(x)dx _ c/f(x)dx.

D.: Necht D = {zg,z1,22,...,2,} € ¥([a,b]) libovolné a oznacme

m; =1inf{f(x): © € [z;-1, 2]}, M; =sup{f(x): z € [x;-1, ]},
n; = inf{ef(z) : © € [wi—1, 2]}, Ny =sup{cf(z): x € [x;-1, 2]}

Pro ¢ = 0 je tvrzeni ziejmé.

Necht ¢ > 0. Pak je n, = ¢cm;, N; = cM; a tedy s(D,cf) =cs(D, f), S(D,cf) =cS(D, f).
Pro libovolnou nulovou {D,}52; C ¥([a, b)) plati:

n—oo

cf(x)dx = lim s(Dy,cf) = cnliérr;o $(Dp, f) = c}f(x)dx,

8 et —

n—oo

cf(x)dx = lim S(D,,cf) = cnILH;OS(Dn,f) = cff(x)dx,

z ¢ehoz plyne tvrzeni.
Necht ¢ < 0. Pak n; = ¢M;, N; = em; atedy s(D,cf) = cS(D, f), S(D,cf) = es(D, f) a dikaz dokoné¢ime

s vyuzitim nulové posloupnosti {D,,}22; C 9¥([a,d]). O
3.3.5 Dusledek (linearita Riemannova integralu)

Necht f1, fa,..., fn jsou funkce integrabilni na intervalu [a,b] a ¢1,ca, ..., ¢, € R. Pak je funkce
cf1 + cafo+ - + cpfn integrabilni na intervalu [a, b] a plati

/b(clfl(:c)+02f2(x)+~-+cnfn(x))dx—cl/bfl(x)dx+02/bf2(x)dx+-~-+cn/bfn(x))dx.

a a a
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3.3.6 Véta (monotonie vzhledem k integrovanym funkcim)

Necht f a g jsou funkce integrabilni na intervalu [a, b]. Jestlize pro kazdé x € [a, b] plati f(z) < g(z), pak

/a " flayan < / gfa)da

D.: Prozx € [a b] je g(x) — f( ) > 0 a tedy podle 3.3.2.1 a 3.3.5 je
b

0§f — f(z) dx—fg yda — [ f(z)dz. O

3.3.7 Véta

Necht funkce f a g jsou integrabilni na intervalu [a, b]. Pak je také funkce fg integrabiln{ na intervalu [a, b].

D.:

Necht nejprve f(z) >0, g(x) > 0 pro x € [a,b].

Ponévadz funkce f a g jsou integrabilni, jsou ohranic¢ené a tedy existuje k € R, k > 0 takové, ze

fl@) <k, g(x) <k proz € [a,b].

Bud € € R, € > 0 libovolné. K &islu £ 50 existuji podle 3.2.10 déleni Dy, D5 intervalu [a,b] takova. ze

2k
€
S(D1, f) —s(D1, f) < % S(Da, g) — s(D2,g) <
Polozme D = {zg,21,...,2n,} = D1 U Ds.
Podle 3.2.3.2 plati s(Dq, f) < s(D, f), S(D1,f) > S(D, f) a tedy

S(D, f)—s(D, f) <S(D1, f) *S(th) <

£
2k

T
Obdobné: S(D,g) — s(D, g) < ﬂ
Oznacme
m; = inf{f(z): © € [z;—1,x]}, M; = sup{f(z) : © € [zi—1,x]},
n; = inf{g(z) : = € [wi—1, 2]}, N; =sup{g(z): z € [a:z 1, %4},
= inf{f(z)g(x) : € [wir, 2]}, P =sup{f(x)g(x): v € [wi1, mi]}.

Na intervalu [z;_1, 2;] plati 0 < m; < f(z) < M;, 0 < n; < g(z) < N; atedy min; < f(x)g(z) < M;N;.
Odtud déle plyne m;n; < p; < P; < M;N;, neboli P; — p; < M;N; — m;n; = N;(M; — m;) + m;(N; — n;).
Ponévadz N; < k, m; < k, plati P, — p; < k((M; — m;) + (N; — n;)). Posledni nerovnost vynasobime
(z; — x;—1) a takto vzniklé nerovnosti se¢teme pro i=1,2,...,n. Dostaneme:

S(D. fg) = s(D, fg) < kK(S(D. f) = s(D, f) + S(D.g) = s(D.g)) < k (5 + 57 ) =<

Podle 3.2.10 je funkce fg integrabilni.

Necht nyni jsou f, g libovolné. Opét existuje k € R, ze f(z) <k, g(z) <k pro z € [a,]].

Podle 3.3.5 jsou funkce k — f(z) > 0, k — g(x) > 0 integrabilni a podle prvni ¢asti diikazu je integrabilni
i funkce h(x) = (k — f(x))(k — g(x)).

Ponévadz f(x)g(z) = h(x) + kf(z) +kg(z) — k?, je funkce fg podle 3.3.5 integrabilni na intervalu [a, b]. O

3.3.8 Véta

Necht funkce f a g jsou integrabilni na intervalu [a, b]. Je=li |g(z)| > ¢ > 0 pro z € [a, b], pak je také funkce =

f
g

integrabilni na intervalu [a, b].

D.:

Necht g(z) > ¢ > 0 pro = € [a,b].
Bud ¢ € R, € > 0 libovolné. K &islu c?e > 0 existuje podle 3.2.10 takové D = {xg,z1,...,2,} € ¥([a,b]),
ze S(D,g) — s(D,g) < c%e.

Ozna¢me
i = inf{g(z): z € [x;-1, 2]}, M; = sup{g(x) : (i1, 23]},
' f{ Lo e ]} Ni=s { L
n; =1 — - T Li—1,Lq ) i = Sup I»L axz
9(x) ' g(w) *
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1 1

Plati n, = —, N; = —, m; > ¢, M; > c. Odtud dostaneme
M; m;
N,—nj=———=—— < —=(M; —m;).
¢ ’ m; Mz mZMZ - 02( ‘ l)
Tyto nerovnice vynasobime (z; — x;_1) a sefteme pro ¢ = 1,2,...,n. Dostaneme

s <D, ;) s (D, ;) < 4(5(D,g) ~ 5(D,g)) <=

1
Podle 3.2.10 je funkce — integrabilni na [a, b].
g
1
Je-li g(x) < —c < 0 pro x € [a, b], je podle prvni ¢asti diikazu funkce —— integrabilni na [a, b] a tedy podle
g
1
3.3.4 je také — integrabilni na [a, b].
g

Tvrzeni véty je nyni disledkem 3.3.7, nebot

Q [

e
g

Poznamka: Predpoklad |g(z)] > ¢ > 0 nelze obecné nahradit slabsim pfedpokladem |g(z)| > 0, nebot

v takovém pfipadé funkce = nemusi byt ohranicena.
g

. z, € (0,1
Napt: [a,b] = [0, 1], f(x) =1, g(r) = 0.1,
1, z=0
f@) _[L e
g je integrabilni na [0,1] podle 3.2.14, ——= = ¢ z’ * ’ neni ohraniéena.
9(x) 1, z=0

3.3.9 Véta

Je-li funkce f integrabilni na intervalu [a, b], pak také funkce |f]| je integrabilni na intervalu [a, b] a plati

/bf(x)dx </b|f(x)|dx.

D.: Bude €R, > 0 libovolné. Existuje D = {xg,21,...,2,} € ¥([a,b]) takové, ze S(D, f) — s(D, f) < e.
Oznacme
m; = inf{f(x): © € [x;_1, 2]}, M; =sup{f(x): z € [r;—1,x]},
n; = inf{|f(x)| : © € [xi—1, 2]}, Ny =sup{|f(z)|: = € [xi_1, 2]}

Budte 2,y € [;—1, z:]. Pak [f(2)|=|f(y)| < [f(2)—f(y)| < Mi—m;. Odtud plyne, Ze pro pevné zvolené y je
|f ()] < |f(y)|+M;—m;. Z vlastnosti suprema plyne N; < |f(y)|+M; —m;, neboli | f(y)| > N; —(M; —m;).
Z vlastnosti infima nyni plyne n; > N; — (M; — m;), neboli N; — n; < M; —m,.

Posledni nerovnice vynasobime (x; — x;—1) a se¢teme pfes i = 1,2,...,n.

Dostaneme S(D, |f]) — s(D,|f]) < S(D, f) — s(D, f) < € a podle 3.2.10 je funkce | f| integrabilni.

Déle pro x € [a, b] plati f(z) <|f(x)], —f(z) < |f(z)| a tedy podle 3.3.6

b b b b

[t < [iaiae, - [ s < [ 5@

a a a a

COZ znamena
b b b

- [Wite < [ o< [1r@)a.

a a

a to je nerovnost v tvrzeni véty. [J
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Poznamka: Obracené tvrzeni neplati. Napt. pro f(z) = x(z) — 3 je |f(z)| = 3, coZ je funkce integrabilni,
ale

1 1
/f(x)dx = —% <5;= /f(m)dm
] 0
(St. 3.2.7)
3.3.10 Véta (1. véta o stfedni hodnoté integralniho poétu)

Necht funkce f a g jsou integrabilni na intervalu [a,b], g(z) > 0 pro = € [a,b], m = inf{f(x) : = € [a, b]},
M = sup{f(z) : = € [a,b]}. Pak existuje u € [m, M] takové, Ze

/bf(ﬂf)g(ﬂﬁ)daszu/bg(x)dx.

D.: Ponévadz m < f(x) < M a g(z) > 0, plati mg(z) < f(x)g(z) < Mg(x) a tedy podle 3.3.6 a 3.3.4 je

b
/g(ac)do:.

S

m/bg(x)dl’ < /bf(l’)g(il?)dw <

b
Je-li [ g(z)dz = 0, pak podle 3.3.6 a 3.3.4 je
b b b b
0= m/g(z)dx = /mg(x)dx < /f(:c)g(z)dx < /Mg(:c)d:c = M/g(x)dx =0

b
a tedy [ f(z)g(xz)dz = 0. Rovnost v tvrzeni véty je splnéna pro libovolné p € R.
a

b
Je-li [ g(z)dz > 0, polozime

[ f(z)g(x)dx

=
{ g(z)dz
Pak
b b b b
m [g(x)dz [ f(z)g(v)da [ f@)g(x)dz M [ g(x)dx
m = ba < b == : b < b =M
[ g(z)dx [ g(z)dx [ g(z)dx [ g(z)dz
U

3.3.11 Dausledky

1. Necht funkce f je navic spojitd. Pak existuje ¢ € [a, b] takové, Ze

b
[ @@t = 1) [ gz,
D.: plynez 1.7.15. O
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2. Necht m a M maji stejny vyznam jako v 3.3.10. Pak existuje p € [m, M] takové, ze

b

[ e = o - a).

a

D.: volbou g(z) =1. 0

3. Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b]. Pak existuje ¢ € [a, b] takové, Ze
b
[ f@pe = )0~ a).

3.3.12 Véta (aditivita vzhledem k integra¢nimu oboru)

Necht a,b,c € R, a < b < ¢ a f je ohrani¢end funkce definovana na [a, c]. Pak plati

Je-li funkce f integrabilni na [a,d] i na [a, ¢|, pak je integrabilni i na [a, c] a plati

j fla)de = /b f(a)dz + / f(a)dz.
a a b

D.: Necht {D/,} je nulovd posloupnost déleni intervalu [a,b] a {D!'} je nulova posloupnost déleni intervalu
[b, c]. Pro kazdé n € N polozme D,, = D, U D/.
Pak je D,, € 9([a,b]), v(Dy) = max{v(D,),v(D/)}. Tedy nlLII;O v(D,) = 0, neboli {D,}°2; je nulova
posloupnost déleni intervalu [a, c|.
Daéle s(Dy, f) = s(D.,, f)+s(D, f), S(Dy, f) = S(D.,, f)+S(D%, f), z ¢ehoz limitnim pfechodem n — oo
s vyuzitim 3.2.9 dostaneme prvni tvrzeni.
Je-li funkce f integrabilni na intervalech [a, b] a [b, ¢], plati

/cf(sc)dx:/bf(:c)dx+/cf(m)dx:/cf(x)dx7
a 0 / J

f(:n)dfr—k/cf(x)dw7 /cf(x)dx:/bf(x)dx—i—/cf(x)dx.
3 a a b

m\\o_

coz je druhé tvrzeni. [J

3.3.13 Poznamky

1. Druhé tvrzeni véty 3.3.12 neplati pro Newtoniiv integral.
Napt.:a=-1, b=0, c=1, f(z) =sgnz.

2. Vétu 3.3.12 lze indukci zobecnit na libovolny kone¢ny pocet intervalu:
Jsou-li ay,as,...,a, € R takova, Ze a1 < as < --- < a, a funkce f je integrabilni na kazdém intervalu
[ai—1,a;], 1 =2,3...,n, pak je f integrabilni i na intervalu [a1, a,] a plati

Qn, n a;

/f(x)dwz Z / f(z)dz.

a1 =257,
Analogické tvrzeni plati pro horni a dolni integral.
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3.3.14 Véta (monotonie vzhledem k integra¢nimu oboru)
Necht funkce f je integrabilni na intervalu [a, b] a necht [¢,d] C (a,b). Pak je f integrabilni i na intervalu [c, d].

D.: Necht {D,}, resp. {D!}, resp. {D!'} je nulova posloupnost déleni intervalu [a, ¢], resp. [¢, d], resp. [d, b].
Pro kazdé n € N polozme D,, = D, UD/ UD)'.
Pak je {D,,}5%; nulova posloupnost déleni intervalu [a, b] a plati
S(Dn, f) = (D, £) + 5(D) + (D), S(Dus f) = S(Dl f) + S(DL) + S(D).
Odtud dostaneme limitnim pfechodem n — oo s vyuzitim 3.2.9

/f dxf/f dx+/f /b()dx, / d:zrf/f /d()der/bf(:r)dz.
b d

Odectenim téchto rovnosti dostaneme

O

3.3.15 Dikaz véty 3.2.14

D.: BudeeR, > 0 libovolné.
Ponévadz funkce f je na intervalu [a, b] ohranicend, existuje k € R, k > 0 takové, ze —k < f(z) < k pro
kazdé = € [a, b].
Bud M mnozina bodi nespojitosti funkce f. PonévadZ je tato mnozina nulové, existuji

A1,02, -y Apy b1, b0, by ERa< a1 <bp <as<by<---<a,<b,<b
takové, e M C (a1, b1) U (az,ba) U+ U (an,bn) a 3 (b — a;) < %
i=1
Pfedpoklddejme, ze a < ay, b, < b. (V opaéném piipadé bychom provedli analogické avahy.)
Na kazdém z intervalt [a,a1], [b1,a2], ..., [bn-1,Gn], [bn,b] je funkce f spojitd a tedy podle 3.2.12
integrabilni.
Na kazdém intervalu (a1, b1), (ag,bs), ---, (an,b,) podle 3.2.5 plati
b; bi
—k(b; —a;) < /f(x)dm < /f(x)dx <k(b—a), i=1,2,...,n.
a; a;

Podle 3.3.13.2 je
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a bn i=1 bi
ay b n—1 %i+1
€
= /f(z:)d:c—i—/f(x)dx—kz f(:c)dx—g.
a bn i=1 bi
Analogicky ukaZeme, Ze
b a1 b n_1 %it1
/f(:r,)d;v < /f(x)dx+/f(x)dx+z fa)dz + 5
a a b i=1 s

Odtud

Ponévadz € > 0 bylo libovolné, je

O

3.3.16 Véta

Necht f, g jsou ohrani¢ené funkce na intervalu [a, b] a necht mnozina M = {x € [a,b] : f(z) # g(x)} je nulova.
Je-li jedna z funkci f, g integrabilni na [a, ], je integrabilni i druhd z nich a plati

b b
/ F(z)dz = / g(z)dz .

D.: Necht funkce f je integrabilni a bud € € R, € > 0 libovolné.
Bud k € R, k > 0 takové, ze —k < g(x) < k pro z € [a, b].
Ponévadz M je nulova, existuji a < a1 < by < ag < by < -+ < a, < b, <b takové, ze

M C (a1,b1) U (a2,b2) U+ - U (@nsby), 3 (b —ai) < o
i=1

i=
Podle 3.3.14 je funkce f na kazdém z intervald [a, a1], [b1, as], [b2, as], - . ., [bn, b] integrabilni.
Na kazdém z téchto intervali jsou funkce f, g shodné, tedy i g je na nich integrabilni a plati

ay a as az b b
/f(;v)dxz /g(x)dx, /f(x)dx:/g(:v)dx, ...,/f(x)dx:/g(x)dx.
a a by b1 br bn
Na kazdém z intervalt [a;, b;] plati
b; bi
—k(b; —a;) < /g(m)dx < /g(x)dm < k(b; — a;)

Aj41

g(x)dz > 71f(a:)dx+/bf(x)dx+§ / f(z:)d:z:fg,
a b =1y,

n

ai41

g(x)dz < 7f(x)dx+/bf(x)dx+§ / f(x)dx+§,
a b =1y
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z ¢ehoz opét vyplyne

V dtsledku véty 3.3.16 neni pii tivahach o Riemannovu integralu nutné predpokladat, ze ohranic¢ena funkce
je definovana na celém intervalu [a,b]. Stadi, je-li definovand na [a,b] s vyjimkou nulové mnoziny. Zejména lze
tedy hovofit o funkci integrabilni na otevieném intervalu (a,b).

3.4 Integral jako funkce horni meze

3.4.1 Umluva

Necht a € R a funkce f je definovéna v a (tj. a € Dom f). Pak klademe [ f(z)dz = 0.

b
Necht a,b € R, a > b a necht funkce f je integrabilni na intervalu [b, a]. Pak klademe [ f(z)dz = — [ f(z)d.

Snadno ovérime, ze pii této rozsifené definici zistavaji v platnosti vSechna tvrzeni predchoziho odstavce.

Nechtf funkce f je integrabilni na [a,b] a = € [a,b]. Podle 3.3.14 je funkce f integrabilni na [a,z]. Funkci
xT

F(z) = [ f(t)dt definovanou na [a, b] nazyvame integrdl jako funkce horni meze.

3.4.2 Véta

Necht funkce f je integrabilni na [a, b]. Pak je funkce F(z) = [ f(t)dt spojita na [a, b].

a

D.: Bud z¢ € [a,b], € > 0 libovolné.
Ponévadz f je integrabilni, je ohrani¢end a tedy existuje ¢ € R takové, Ze |f(z)| < ¢ pro = € [a, b].

Polozme § = —.
c
Bud z € [a,b] N (zo — 6, o + J) libovolny. Pak

F(zo) - F(2) = | [ f(t)dt - ff(t)dt] - ‘f f(tdt

(Prvni nerovnost plyne z 3.3.2.2) O

§|m—x0|c<6c:§c:€.
c

3.4.3 Véta

x

Necht je funkce f integrabilni na [a,b] a spojitd v zo € [a,b]. Pak funkce F(z) = [ f(t)dt m4 derivaci v z a

a
plati F'(z¢) = (o).
V ptipad€ zo = a nebo g = b se jedna o prislusnou jednostrannou derivaci.

s . , . .o ey € . . P
D.: Bud ¢ > 0 libovolné. Ponévadz f je spojita v xg, k 2 > 0 existuje § > 0 takové, ze pro

x € (10 — 6,20 + 0) N [a,b] plati |f(z) — f(w0)| < g
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Tedy pro x # xg, x € (xo — 0,20 + 6) N [a, ] plati

F - F z Zo B
%)fagsm_f(%) = x_lxo /f(t)dt—/f(t)dt _%ﬁxo%) _
- x_lmo /f(t)dt—/f(xo)dt -
1 xT
T ez /(f(t)*f(ffo))dt <
1 ’ . .
1 g
- \x—x||x 170|§<5
Tedy lim L&) =F@) _ 4 v 0
T—T T — Tg

3.4.4 Daisledek
Je-li funkce f spojitd na [a,b], pak F(z) = ff(x)dt mé na [a, b] derivaci a plati F'(z) = f(x).

a

Bud f integrabilni na [a, b], ¢ € [a, b] libovolny, pevné zvoleny bod. Funkce f je na intervalu s krajnimi body
¢, ¢ € [a,b] (tj. na intervalu [c, x] pro z > ¢ nebo [z, ¢| pro « < ¢) podle 3.3.14 integrabilni. Lze tedy definovat

funkci F(z) = ff(t)dt.

3.4.5 Poznamka

x

Necht f je funkce integrabilni na [a,b] a ¢ € [a,b]. Pak je funkce F(z) = [ f(t)d¢ spojita na [a, b].

(&

Je-li funkce f spojitd v bodé zg € [a,b], mé funkce F = [ f(t)dt v tomto bodé derivaci a plati F'(zo) = f (o).

x

D.: Podle 3.4.1 a 3.3.12 je ff(t)dt = [ f(t)dt - fcf(t)dt.

a
(&3
J f(t)dt je konstanta, tedy spojita funkce majici nulovou derivaci. Tvrzeni nyni plyne z 3.4.2 a z 3.4.3. O

a

3.4.6 Véta (o existenci primitivni funkce)

K funkci f spojité na intervalu J existuje na tomto intervalu funkce primitivni.

D.: Je-li interval J uzavieny, plyne tvrzeni z 3.4.4.
x
Necht J neni uzavieny. Zvolme pevné ¢ € J a polozme F(z) = [ f(t)dt.

F je definovéna na celém .J, nebot pro x € J je funkce f spojitéf na uzavieném intervalu s krajnimi body
c a x a tedy podle 3.2.12 integrabilni.

Bud xg € J libovolny. Zvolme a,b € J, a < min{c,zo}, b > max{c, zo}.

Pak ¢ € [a,b], zo € [a,b] a [ je spojitd na [a,b]. Podle 3.4.5 tedy plati F'(x¢) = f(zo).

Ponévadz x¢ € J byl libovolny, plati F’(z¢) = f(x¢) pro kazdé z € J. O
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b
Je-li f integrabilni funkce na [a, b], lze analogicky uvazovat integrdl jako funkci dolni meze G(x) = [ f(t)dt,

x
C

nebo obecnéji G(z) = [ f(¢)d¢ pro ¢ € [a, b].

T

3.4.7 Poznamka

Necht funkce f je integrabilni na [a, b], ¢ € [a,b]. Pak je funkce G(z) = [ f(t)dt spojita na [a,b].

Je-li funkce f spojitd v bodé ¢ € [a, b], ma funkce G v tomto bodé derivaci a plati G'(z¢) = — f(zo).

3.5 Nevlastni integraly

b
V dosavadnich Gvahéch o [ f(z)dz jsme pfedpoklédali

(i) a,b € R, tj. interval (a,b) ma konec¢nou délku,
(ii) f je ohranicend na (a,b).

V tomto odstavci rozsifime pojem integralu na ptipady, kdy néktery z téchto predpokladt neni splnén. V takovém
ptfipadé mluvime o nevlastnich integrdalech.

Nejdrive budeme uvazovat nesplnéni prvniho predpokladu.

3.5.1 Definice
Necht a € R a f je funkce definované na [a, 00), kter4 je integrabilni na kazdém intervalu [a, ], kde b > a, b € R.

Polozme F'(t) = ftf(:c)dx.

oo
Existuje-li vlastni limita lim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral [ f(z)dz konverguje a klademe

—
t—o0o a

t—oo

?f(x)dx = lim F(¢).

Neexistuje-li vlastni limita tlim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral [ f(z)dz diverguje.
— 00
a

a
Analogicky definujeme konvergenci nevlastniho integralu [ f(z)dz, a € R.

Je-li funkce f definovana na R a integrabilni na kazdém uzavifeném intervalu, pak pravime, ze nevlastni integral
a

[ f(z)dz konverguje, jestlize pro néjaké a € R konverguji nevlastni integraly [ f(z)dz a [ f(z)dz a klademe

— 00

_?O flx)de = _fa f(z)dz + T f(x)da.

3.5.2 Priklady

> dx

1.1fﬁ,keR
tda 11701 1 s
k=1: F(t)lftiiv[lnx]ﬁlntlnl, tliréloF(t):w

o0

d

Tedy f x—f konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1.
1
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2. [e*dz, keR
0
? e ket 1 ekt 1 k>0
k;«éO:F(t):fe"”dxz{— ] =—— , lim F(t) =< k’
0 kolo &k ko t—oo 0o, k<0
¢
k=0: F(t)= [dz =t lim F() =00
0 t—o0
Tedy [ e~ **dx konverguje pro k > 0 a diverguje pro k < 0.
0
*  dx
3. —
_{C 14 22
Lodeim = lim ft Y lim [arctg z]f = lim arctgt = Z
0 1+ x2 t—oo 0 1+ x2 t—o00 0 t—00 2
0 dz . 0 dzx . . T
_{o T+a2 till}lootf 1+a2 tllrgloo[arctg 2l? = ti}lfnoo(i arctgt) = 3
% dx
Ted — =
i _{o 1+a2 "
4. [ coszdx
0
t 00
F(t) = [ coszdx = [sinz]}) = sint, tlim F(t) neexistuje, [ coszdx diverguje.
0 —oe 0

n, r=né€cN
0, z¢N

ot

f(2)dz, kde f(z) = {

F(t) = Of F(@)dz = 0, tedy :fo F(x)dz = 0.

Nevlastni integral mtze konvergovat, i kdyz je integrovana funkce neohranicena.

V tvrzenich 3.5.3 — 3.5.8 budeme pfedpokladat, Ze vSechny uvaZzované funkce jsou definovany na [a, o0), a € R
a integrabilni na [a, b] pro kazdé b > a.

o0
Tato tvrzeni se tykaji integrald typu [ f(z)dz. Po prislusné upravé predpokladt vsak plati i pro integraly
a

typu _]l f(x)da.

3.5.3 Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium)
Integral [ f(z)dz konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému e > 0 existuje zgp > a takové, Ze pro kazda dvé

t1,tg € R, t1 > xg, T2 > 2o plati < eE.

75f2f(:r)da?

t1

D.: Plynez 1.6.6. O

3.5.4 Véta (Srovnavaci kriterium)

Necht na intervalu [a, 00) plati 0 < f(z) < g(x).

Konverguje-li [ g(x)dz, konverguje i [ f(z)dz.

Diverguje-li [ f(z)dz, diverguje i [ g(z)dx.
a a
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oo
D.: Necht f g(x)dz konverguje. Podle 3.5.3 existuje xg > a takové, ze pro kazd4 t1,t2 € R, t1 > xg, t2 > 29

tfzg(x)d:r

t1

plati <e.

Volme oznaceni tak, ze t; < ta. Pak podle 3.3.2.1 je fg )dx > 0, f f(z)dz > 0.

t1 t1

Tedy . (Prvni nerovnost plyne z 3.3.6)

f f(x)dz

to

=[f(z d:z:<fg )dax =
ty

Podle 3.5.3 ff(x)dx konverguje.

o0
Necht [ f(z)dx diverguje. Podle prvni ¢4sti dikazu nemtze f g(z)dx konvergovat. O
a a

3.5.5 Véta (limitni srovnavaci kriterium)

f(@) =c € R*.

Necht funkce f, g jsou nezdporné na [a,b) a necht existuje lim ——
2—o0 g(x)

oo (o]
Je-li ¢ < 0o a konverguje-li [ g(z)dz, pak konverguje i [ f(z)dz.

a

Je-li ¢ > 0 a diverguje-li [ g(z)dz, pak divergujei [ f(z)dz

D.: Necht ¢ < 0o a [ g(z)dz konverguje.

f(z)

Bud & > 0 libovolné. Existuje g € R, x¢ > a takové, Ze pro x > x plati ¢ — e < ﬁ < ¢+ ¢, neboli
g(x

(@) <(cte)g(@).

7 konvergence f g(x)dz plyne konvergence f g(x)dz a tedy i konvergence f ¢+ ¢)g(x)dz. Odtud podle

Zo Zo

3.5.4 plyne konvergence [ f(z)dz a tedy i konvergence [ f(z)dz

zo
Necht ¢ > 0 a [ g(x)dx diverguje.
1
: g(ﬂf) - €< o0
| c .
T—00 f(x) O7 Cc =00

Kdyby [ f(z)dz konvergoval, pak by podle prvni ¢asti dikazu [ g(z)dz konvergoval. O

3.5.6 Dausledky
/(@)

1. Necht funkce f, g jsou nezdporné na [a,b). Jestlize lim ﬁ = ¢ € (0,00), pak oba nevlastni integraly

(o] o0
[ f(z)dz a [ g(x)dz bud soucasné konverguji, nebo soucasné diverguji.

2. Bud f nezdporna funkce na intervalu [a, 00).

o Jestlize existuje k € R, k > 1 takové, ze lim z* f(z) < oo, pak [ f(z)dz konverguje.

Tr—00

o Jestlize existuje k € R, k <1 takové, ze lim z*f(z) > 0, pak [ f(z)dz diverguje.
—00 b

o Jestlize existuje k € R, k > 0 takové, ze lim e*® f(z) < oo, pak [ f(x)dz konverguje.
a

r—00
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o Jestlize existuje k € R, k < 0 takové, ze lim e**f(z) > 0, pak [ f(z)dz diverguje.
T—00 a
D.: 3.5.5,3.5.2.1a3.5.2.2.

3.5.7 Véta (Nutni podminka konvergence nevlastniho integralu)

r—00

Necht [ f(z)dx konverguje a necht existuje lim f(z) =c € R*. Pak ¢ = 0.
a
D.: Pfipustme ¢ > 0.
Podle definice limity existuji o > a a k > 0 takové, Ze pro x > x¢ je f(x) > k.
[ kdx = Jim k(t — xo) = co. Podle 3.5.4 diverguje [ f(z)dz a tedyi [ f(z)da — spor.
Zxo — Zxo a

Moznost ¢ < 0 vyloucime analogicky. [

Poznamka: Predpoklad o existenci lim f(z) nelze obecné vynechat, jak ukazuje 3.5.2.5.

r— 00

3.5.8 Véta

Konverguje-li [ |f(z)|dz, pak konverguje i [ f(z)dz.

< e. Volme t1 < ts.

F1f@)lde

t1

D.: Bud ¢ > 0 libovolné. Podle 3.5.3 existuji zg > a a t1,ts > x( takové, Ze

Pak < ¢ (prvni nerovnost plati podle 3.3.9).

:f 1/ (@)|da

:ff(x)dx s:f ()| de =

Tvrzeni nyni plyne z 3.5.3. O

3.5.9 Definice
Necht f je funkce definovana na [a,00) a integrabilni na [a,b] pro kazdé b > a. Rekneme, Ze nevlastni integral

(o) oo
[ f(z)dz konverguje absolutné, jestlize konverguje [ |f(x)|dz.

a

Poznamky:
e 7Z 3.5.8 plyne, ze konverguje-li [ f(z)dz absolutné, pak konverguje.

(oo}

e Je-li f nezdpornd funkce na [a,00) a integral [ f(z)dz konverguje, pak konverguje absolutné.
a

Nyni budeme uvazovat nesplnéni druhého z predpokladt uvedenych na zacatku odstavce.

3.5.10 Definice

Necht a,b € R, a < b a nechf funkce f je definovana na [a, b). Rekneme, Ze b je singuldrni bod funkce f, jestlize
f neni ohraniéend na [a,b) a pro kazdé 5 € (a,b) je integrabilni na [a, J].

3.5.11 Definice

Necht f je funkce definovana na [a,b) a necht b je jejim singuldrnim bodem. Pro ¢ € [a,b) polozme
¢

F(t) = [ f(z)de.
a

b
Existuje-li vlastni lim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral [ f(z)dz konverguje a klademe
t

—b— a
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b

J f(z)dz = lim F(t).

a t—b—
b
Neexistuje-li vlastni tlim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral [ f(x)da diverguje.

—b— a

Analogicky definujeme singularni bod a pro funkci definovanou na intervalu (a, b] a konvergenci nebo diver-

b
genci nevlastniho integralu [ f(z)dz.
a

3.5.12 Priklad

Ldx
— keR, k>0
{xw €R, k>

1
L ! —, k<1
Ic;él:F(t)—fdx—{ ! 1] 1k<1tk1_1>, lim F(t)=< 1-Fk’ <
t

x 1—kak-1 t:1— t—0+ ~ ks 1
k=1 F(t)—fld—x—[l ! =Inl—Int=—1Int, lim F(t) =
= 7,: o nrj;y =In nt = Il,t_l)IélJr =00

Id
Tedy [ I—f konverguje pro k < 1 a diverguje pro k > 1.
0

b
Pro nevlastni integraly typu [ f(z)dz plati tvrzeni analogické 3.5.3, 3.5.4, 3.5.5 a 3.5.8. Ditkazy se provedou

shodnym zptisobem.

3.5.13 Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium)

b

Integral [ f(z)dz, kde b je singuldrni bod funkce f konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému e > 0 existuje
a

xo € [a,b) takové, ze pro kazda dvé t1,ts € (9,b) plati <e.

;]gf(a:)dx

3.5.14 Véta (Srovnavaci kriterium)

Necht b je singuldrnim bodem funkce f i funkce g a necht na intervalu [a,b) plati 0 < f(z) < g(z).
b b
Konverguje-li [ g(z)dz, konverguje i [ f(z)dx.

b b
Diverguje-li [ f(z)dz, diverguje i [ g(z)dz.

3.5.15 Véta (limitni srovnavaci kriterium)

Necht b je singuldrnim bodem funkce f i funkce g, funkce f, g jsou nezdporné na [a,b) a nechf existuje

im L% — e R,
z—b— g(x)

b b
Je-li ¢ < 0o a konverguje-li [ g(z)dz, pak konverguje i [ f(z)dz.
a a

b b
Je-li ¢ > 0 a diverguje-li [ g(z)dz, pak diverguje i [ f(z)dx.

3.5.16 Véta

b b
Necht b je singuldrnim bodem funkce f. Konverguje-li [ |f(x)|dz, pak konverguje i [ f(z)dz.
a a
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b
Analogicka tvrzeni plati i pro nevlastni integraly typu [ f(z)dz, je-li a singularnim bodem funkce f.
a

3.6 Aplikace urcitého integralu

3.6.1 Prumérna hodnota (integralni pramér) veli¢iny y = f(z) na intervalu [a, 0]

3.6.2 Plocha rovinného obrazce
1. Obrazec v kartézskych soufadnicich uréeny nerovnostmi a < z < b, f1(z) <y < fo(x).

b

5 = / (fol) — fu(a))da

a

2. Obrazec v kartézskych souradnicich ohrani¢eny uzavienou ki¥ivkou o parametrickych rovnicich

?QJC f 5(%) , t € [a, B]. K¥ivka je orientovana kladné, tj. tak, Ze plocha lezi nalevo od kfivky.
B B 1 B
s = - v = [s@yoa = 5 [0y - Ouoa
« [e% «

3. Plocha, kterou opisuje pravodi¢ ki¥ivky, zadané v polarnich soutadnicich rovnici r = r(¢), a < ¢ < 3.

B
1
s = 5 [P
«
3.6.3 Délka rovinné krivky
. ) T, . x=ux(t)
1. Ktivka zadédna parametrickymi rovnicemi y=y(t)’ t € [a, .

B
s = [VEOr+ O
«
2. Kfivka je grafem funkce y = f(z) na intervalu [a, b].

b
s = [VIFF@rds

3. Ktivka zaddna v polarnich soufadnicich rovnici r = r(p), a < ¢ < 3.

B

s = / VDR T (7 (9)dg

(e
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3.6.4 Objem télesa

1. Teéleso ohranicené rovnobéznymi rovinami vzdalenymi od sebe na vzdalenost a se znamymi plochami feza
S(x) rovinami rovnobéznymi s podstavami ve vzdélenosti x.

V = /aS(x)dx

2. Téleso vzniklé rotaci podgrafu funkce f na intervalu [a, b] kolem osy x.

3. Téleso vzniklé rotaci podgrafu funkce f na intervalu [a, b] kolem osy y.
b
V = Qw/xf(w)dm

3.6.5 Plocha plasté rotacniho télesa

1. Téleso vzniklé rotaci kiivky o parametrickych rovnicich gyc i Z(%) ,t € o, O]

B

s = 2r [ O @OF+ O

[e3

2. Téleso vzniklé rotaci grafu funkce y = f(z) na intervalu [a, b].

b

s=%/wmw+mwwm

a

3.7 Numericka integrace

3.7.1 Lemma

Bud f funkce definovand na intervalu [a,b], kterd mé na intervalu (a,b) druhou derivaci. Pak ke kazdému
x € [a,b] existuje € € (a,b) takové, Ze
/(6

7(33—60—7(3:—@)(()—3:).

D.: Oznaéme P(z) = f(a)+ W(aj —a). Pak P je jinedrn{ polynom a plati P(a) = f(a), P(b) = f(b).
Tedy pro z = a nebo = = b plati formule v tvrzeni pfi libovolném ¢ € (a,b).

Bud z € (a,b) libovolny pevné zvoleny bod a polozme F'(z) = f(z)—P(x)— m

Pak plati F(a) = F(b) = F(xg) = 0. Podle 2.3.1 existuji & € (a, o) a & € (x0,b) takové, Ze

F'(&) = F'(&) = 0. Déle opét podle 2.3.1 existuje £ € (£1,&2) takové, ze F'(£) = 0.

Pro kazdé x € (a,b) plati P"(z) =0, [(z—a)(b—2)]" = =2, tedy 0 = F"(£) = (&) +2M.
f”(f) (xo a)(b -TO)

Odtud f(zg) = fT(xo —a)(b—x0)+ P(x0) a ponévadz g € (a,b) bylo libovolné, je tvrzeni dokazano.
O

(x—a)(b—2x).
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3.7.2 Lemma

Bud f funkce definovana na intervalu [a, b], kterd ma na intervalu (a, b) druhou derivaci takovou, ze | f”(z)| < M
pro kazdé x € (a,b). Pak pro kazdé = € [a, b] plati

fa)+ PO oy Mt anpavar) < 1) < 5@+ 20T 00y M2 @ rpyaran.
D.: Podle 3.7.1 je pro kazdé z € [a, b]
1) - st@) - HO=LO | Vo)) < et a0y - a,

z ¢ehoz plyne tvrzeni. [

3.7.3 Véta (lichobéznikové pravidlo)

Bud f funkce definovana na intervalu [a, b], kterd ma na intervalu (a,b) ohrani¢enou druhou derivaci a bud
n € N. Oznacme

b—a

)

h:
n

r;=a+th, 1=0,1,2,...,n,

Tn(F,0,0) = S (o) +27(a1) + 27 (22) -+ 2/ (a 1) + f (),
M =sup{|f"(z)|: = € (a,b)}.

Pak

b
In(f,a,b)—/f(x)dx < %(b_“) .

a

n2

D.: Prokazdéie {0,1,2,...,n—1} je

Tig1
' i+1) — f(@: M
/ (f(mi) + M(ﬂﬁ — i) £ 5 (¢ = (w + wir1)z + xixz‘+1)) de =
Ti4+1 — Tg 2
’ Tit1
i+1) — f(@: M
= / (f(ﬂfz) + M(m —x;) 7($2 — (zi + Tiy1)z + ZCiZCi+1)) dzr =
. _ X )27 %41 M 3 2 Tt
_ f(xz)($z+1 _ xz) + f({L’H—l) f(frz) (LE .’L’z) 4+ = £ _ (331 + $i+l)£ + TiTig1T _
h 2 |, T 2|3 2 .
i+1) = f(zi) B> | M [}y, —af o —
= hf(m) + Mf M 2Oy )T T L (i — 3i) ) =
2 2 3 2
2 ) ) 2 2 X ) 2
= P 1 Fn) + %h <1‘1+1 + m13+1x1 +ai ozt 295;1302 + I $i+1xi) _

NS N>

(F(@) + £(os)) & (o — ot = of) = J(H(@) + Son)) F 15"

Podle 3.7.2 a 3.3.6 plati

Tif1

S0 + ) - 5t < [ e < G + faa) + 5.

>

T4

Sectenim téchto nerovnosti pro n od 0 do n — 1 a s vyuzitim 3.3.13.2 dostaneme

Tn

S an) 20 (1) + 2 (w3) ++ 2f () + @)~ gt < [ fa)de <

Zo
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>

S R (Fw0) + 2f(0) + 2 (e2) o+ 2 () + S ) + Tghn,

[\

coz je tvrzeni. [J

M (b—a)? b
Ponévadz lim 3( 2“) =0, je podle 1.3.7 lim I,(f,a,b) = [ f(z)dz.
n

n—oo n—oo

a

3.7.4 Véta (Simpsonovo [1710 — 1761] pravidlo)

Bud f funkce definovana na intervalu [a,b], kterd mé na intervalu (a,b) ohranifenou étvrtou derivaci a bud
m € N sudé. Oznacme
b—a
h = )
m
z;=a+th, 1=0,1,2,....,m,

T (f0,8) = 5 (F (o) + 4 (e2) + 21 (22) + 47(w3) + 2 (@) + -+ 4 1) + Flam)
N = sup{lf )] : 7 € (a,0)}
Pak

b
Jm(f,&b)_/f(x)dw < %fo(b—ak.

mA
Myslenka dtikazu: Na kazdém z intervalll [za, Tokt2] nahradime funkei f kvadratickym polynomem

(x — wop+1) (T — Top2) f(w2r) | (@ — w2p) (T — Tops2) f(@2n41) | (@ — 2ok) (@ — D2p41) f(T2842)
(362k - $2k+1)($2k - 332k+2) ($2k+1 - $2k)($2k+1 - $2k+2) (372k+2 - $2k)($2k+2 - $2k+1) ’

pro ktery plati f(xor) = P(xa2r), f(22r+1) = P(@ort1), f(@ars2) = P(Top42). O

P(z) =

3.8 Cviceni

Najdéte primitivni funkci

1—z\° (1—-2x)3 x?
1 d ——
)f( " ) z, 2) [ T dz, 3)f17x2dx,
1 2 1— 2 2x+1_ z—1 3z 1
4)f\/ S xdx, 5)f75d:r, 6)fe, i x,
V1—z% 10 e? +1
dz
7 1 — sin 2z dx, 8) [tg?zdz, 9) | —,
) W= ) Je ) s
dz dz dzx
10 —_— 11 P a—— 12 _
)f\/3x2_2’ )flJrcosx7 )flJrsin:c’
23 da dx 1 1
13 _ 14 —_ 1 —sin—d
)fo—Z’ )f(l—kx)\/f’ 5)fx28mx “
dz dz
16) [ tgxd 1 _ 1 e
) [tgwdz, 7)feg”—s—e‘m’ 8)fm’
19) [2z" Inzdz, 20) [ 2?sin2zdz, 21) [sinz In(tgz) dz,
1 —vr+1 dzx
92 te zdz, 93) [— VT s, 24 ,
) Jarctgzda e Y
dzx dzx dz
2%5) [— < %) [ ——b 27 ,
)f(l—:c)2 1— a2 )fac3\/x2+1 )fx—l—\/x2—|—x+1
28) [ cos® dz, 29) [sinb5z cosz dz, 30) f(2—|—co(zr) "
dz dz rdr
31 32 _.
) 2sinz — cosz + 5’ ) (asinx + beosz)?’ 33) [ N1 a2
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Rozhodnéte o konvergenci nevlastnich integralt
oo x? 2 dx oo n®
34) [ ————d 35) | — 36) [ ——dz.
)sz4f:172+1 s ){lnx’ ){ T v

Vypocitejte plochu obrazce ohrani¢eného danymi k¥ivkami (z, y jsou kartézské souradnice, r, ¢ polarni)

37)y:|10g10x|,y:0,le—lo,:rzlo, 38) y=(xr+1)2, x =sinmz, y =0,
22 2

39) — + i 1, 40) y? = 22(a® — 2?),
2 _ 2 2 _ 32

41) x =2t — 2, y = 2t2 — 13, 42)x:a cos® t, y:a sin® ¢
a

. p s T
43) r = asin 3p, 44)T:17(:osg0 p=1 p=1=,

45) (2% + y2)2 = 2a’xy.
Vypocitejte délku kiivky

46) y =Va3, 0 <z <4, 47) y =In(cosz), 0<r <a< 3,
a2 — b2 a— b
48) x = a(t —sint), y = a(l — cost), 0 <t < 2m, 49) x = cos®t, y = sin® ¢
a
50)r:asin3§, 51) r =ap, 0 <@ < 2.
Vypocitejte objem télesa ohrani¢eného plochami
22 y2 c x2 2 2

54) Vypoéitejte objem télesa vzniklého rotaci obrazce ohrani¢eného kiivkami y = 2z — 22, y = 0 kolem osy = a
objem télesa vzniklého rotaci téhoz obrazce kolem osy y.
55) Vypocitejte objem télesa vzniklého rotaci obrazce ohrani¢eného kiivkami o parametrickych rovnicich z =
asin®t, y = bcos® t kolem osy z a objem télesa vzniklého rotaci téhoz obrazce kolem osy y.
56) Vypocitejte povrch télesa vzniklého rotaci asteroidy 22/3 4+ 42/3 = ¢2/3 kolem osy z.
L d
57) Vypoditejte f % pomoci lichobéznikového pravidla s n = 8 a odhadnéte chybu. Vysledek porovnejte
0 :I:
s presnou hodnotou.

Vysledky:

1) z—L1—Ina2?2) —if (14 32— 2224 $2%) 3) 1 ln‘ ) arcsinx + In |:c +V1+22|5) =15 (l)x -
2 (%) 6) 3e2*—e+1 7)sgn (z — T) (sinz—cosx) 8) tgz—x 9) m ﬁ In|v3z —+/322 —2| 11)
tg £ 12) tg (£ — Z) 13) ‘fl ””J_%‘ 14) 2 arctgy/z 15) cos 1 16) —In | cos z| 17) arctge” 18) In (V1 + €2* —1)—
19) = g™t rInz— :1)2 0) zsinzcosx — 2&% cos2z 21) In|tg Z| — coszIn(tg ) 22) warctgx — Iny'1 + 22 23)
—6t7+ 8454 3¢1—2¢3—3t2+6t+31In(t>+1) — 6 arctg t, kdet = Yz +124)/z— =2 vte) 1 1ln(Vz+V/1+2)
25) 3(1 1)2\/1—352 26) V2 4 1 1'“'””'2 27) 5 %lnm, kde t = x+\/ac2+ac—|— 28) sinx —

cos cos T 3tg 3+1 —cosz
%sm x + fsm z 29) —4 cosdx — 75 cos 6z 30) gln% 31) farctg fﬁ 32) a(asm b oo T)
33) 215 — 2t 4 3t, kde t =V/1 + V/x? 34) konverguje 35) diverguje 36) konverguje pro k < —1, diverguje pro
n s a”—b 2
k> —137) QIn10-81 38y 42 39) rgp 40) 463 41) & 42) $x LU y3) mat 4g) ¥ (34 4./2) 45) a? 46)

5 (10V10 — 1) 47) Intg (% + 7) 48) 8a 49) M 50) 222 51) |l (m/l ¥ e +Inv/2r +VI 4772) 52) 2abe
53) &mabc 54) 1o, Sw 55) S=mab®, = mwa?b 56) L27q2 57) 0.6941, chyba< 0.003, pfesna hodnota 0.6932
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Cast II

Diferencialni pocet funkci vice
proménnych a diferencialni rovnice
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Kapitola 4

Metrické prostory

4.1 Pojem metriky

4.1.1 Definice

Bud P # () mnoZina a p : P? — [0, 00) zobrazeni, které pro vSechna z,y, z € P spliiuje

(M1) p(z,y)=0ez=y (axiom totoznosti)

(M2)  p(z,y) = p(y, x) (axiom symetrie)

(M3)  p(x,y) + p(y,2) > p(x,z) (trojuhelnikové nerovnost)
Zobrazeni p nazyvame metrika na P, prvky mnoziny P nazyvame body metrického prostoru (P, p), ¢islo p(z,y)
nazyvame vzddlenost bodu x, y.

4.1.2 Priklady

1. Diskrétni metricky prostor

1, z#y

P # () libovolnd mnozina, p(z,y) = { .
0, z=y

2. Metrika na R
P =R, p(z,y) = |z -yl

3. Metriky na R"
P=R", ©=(x1,%2,...,24),y = (Y1,Y2,---,Yn) € R"

n
p2(z,y) =4 > (2 — y;)? euklidovskd metrika
i=1
n
p1(x,y) = o — il sou¢tova metrika (taxikaiskd metrika)
i=1
Poo(x,y) = max{|z; —y;|: i =1,2,...,n} maximalni metrika

Axiomy (M1), (M2) jsou splnény triviadlné. (M3) ovéfime postupné:

n n n n
p1: p1(x,y) + p1(y, 2) = Zl w5 — yil + Zl lyi — 2| = Zl(|5€i —yil + lyi — zil) 2 Zl |z — zi| = p1(z, 2)
1= 1= i= i=
Poot poo(xay)+poo(y>z):max{|xlfyl| Z‘:1327"'&”}+Ina‘x{‘yi*Zi|: 2:132aan}2
> max{|x; — yl| +lyi — 2| i=1,2,...,n} > |z — yi| + lys — 2:] > |x; — 2| pro libovolné
i€{1,2,3,...,n} a tedy poo(z,y) —i—pooy, ) > max{|z; — z]|:i=1,2,...,n} = peol(x, 2)

p2: Vyjdeme z nerovnosti E uv; <y | Z u | Z v? (Cauchy-Bunakovski-Schwarz)

=pi+aq, vi=q: Z(}%"‘Qz)% < Z(pz +qi)? Z q?
=1

=1
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i=1

U =Pis Vi =pi+ ¢ Zpi(pﬁqi)é\/Zp? > (pi + 4i)?

Sec¢tenim: > (p; + ¢;)? \/Z pi +¢;)? < Z zer\/Zsz)
i=1 =1 i=1

i=1

i=1
Piseme-li v posledni nerovnostl r; — y; misto p; a y; — z; misto ¢;, dostaneme

(S o

p2(x,2) < p2(z,y) + pa(y, 2)

neboli E (pi+q:)?2 < Z p? \/ > ¢? (Minkowského nerovnost)

4. Bud P = CJa, b] — mnozina funkci spojitych na intervalu [a, b]
pc(f, ) max{|f( ) g(x)|: © € [a,b]} metrika stejnomérné konvergence

f |f(x x)|dx integralni metrika

1.7.12 ukazuje, ze pc je definovana korektné. (M1) a (M2) jsou opét splnény trividlné.
Platnost (M3) pro pc ovéfime podobné jako v piipadé p., na R™.
Platnost (M3) pro p; ovéfime s vyuzitim 3.3.6 a 3.3.3:

o) = [1f@) = h@lde = J17@) - g(e) + 9(x) — hia)lds <

ab b
< JUf@) = g@)] +|g(z) = h(z)Ddz = [[f(z) - g(z)|dz + [|g(z) — h(z)|[dz =
= pi(f,9) +p1(g;h) .

5. Bud P = /., — mnoZina ohraniéenych posloupnosti
poo({an}, {bn}) = sup{la, — b, : n € N}

Platnost (M1), (M2) a (M3) ovéiime stejné, jako v piipadé p., na R™.
4.1.3 Definice

Bud (P, p) metricky prostor. Pro a € P, r € R, r > 0 definujeme:
Kla,r] ={z € P: p(z,a) < r} — uzaviend koule se stfedem a a polomérem r,
K(a,r)={z € P: p(z,a) < r} — oteviend koule se stfedem a a polomérem r,
Speciélné: oteviend koule O.(a) = O(a) = K(a,€) se nazyva (epsilonové) okoli bodu a.

Ziejmé plati: € < 6 = O(a) C Os(a).

4.1.4 Definice

Bud (P, p) metricky prostor. Pro §) # A, B C P definujeme:

p(A, B) = inf{p(a,b) : a € A, b € B} — vzddlenost mnoZin A, B,

d(A) =sup{p(z,y) : x € A, y € A} — pramér mnoziny A.
Jestlize mnozina {p(z,y) : * € A, y € A} neni ohranicend shora, klademe d(A) = oo
Vzddlenost bodu x od mnoZiny A definujeme: p(z, A) = p({z}, 4).

4.1.5 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Rekneme, 7e mnozina A je ohranicend, jestlize d(A) < oo.
Mnozina A je zfejmé ohranifend, jestlize existuje bod a a ¢islo r > 0, ze A C K(a,r).
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4.1.6 Poznamka

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Pro x,y € A definujeme p4(z,y) = p(x,y). Zobrazeni p4 je ziejmé metrika
na A.

4.1.7 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Metriku p4 zavedenou v 4.1.6 nazyvame metrikou indukovanou na mnoziné
A metrikou p. Metricky prostor (A, p4) nazyvdme podprostorem metrického prostoru (P, p). Piseme (A, pa) C
(P, p).

4.1.8 Véta

Budte (P1,01), (P2,02) metrické prostory. Polozme P = P; x P, a definujme zobrazeni p : P2 — [0,00)
predpisem

p((z1,22), (Y1, 92)) = \/(Ul(Il»yl))2 + (02(w2,92))"
Pak p je metrika na P.
D.: Nejdiive dokédzeme pomocné tvrzeni: Necht (R, o) je metricky prostor a a, b, ¢ € R. Pak existuji a, 3,y € R?
takové body, zZe
U(av b) = pz(a, ﬁ>7 U(b7 C) = p2(ﬁ>'7)’ U<a7 C) = p2(a, ’7)7
kde p; je euklidovska metrika na R2.
Pro struénost oznac¢me r = o(a,b), s = o(a,c), t = o(b, ). Nyni stadi volit

r2 4 g2 — 2 \/(27“5 —r2— 52+ 12)(2rs + 12 + 52 — t2)>
2r ’ 2r '

04:(0,0), BZ(T’O)a Y= (

(Jedné se o konstrukei trojuhelnika v roving, zname-li délky stran.)
Necht (z1,x2), (y1,¥y2), (21, 22) € P.

e Pro (x1,x2), (y1,92) je p ((x1,x2), (y1,y2)) = 0 pravé tehdy, kdyz o1(x1,y1) = 0 a o3(z2,y2) = 0, coz
podle (M1) nastane pravé tehdy, kdyz z1 = y1 a 22 = ya, tedy (21, 22) = (y1,y2). p spliiuje (M1).

o p((a1.32), (1.32) =/ (01(01,92))* + (02(w2,92)) =/ (01(y1,21))* + (02(y2, 32))* =
= p((y1,92), (x1,22)), takze p spliiuje (M2).
e Podle pomocného tvrzeni existuji realna ¢isla &1, &2, €3, &4, M1, M2, N3, N4, (1, C2, (3, (4 takova, ze

2 2 2

or(1,yn) = 4| DG —m)? or(mz) =D (G =% oy ) =4 | D (m— G2
=1 =1 =1
4 4 4
oa(w2,y2) = | D (& — m)? oa(w2, 22) Z\ G- G2 oa(ya, ) =4 > (i — )2
i=3 i=3 i=3
Pak
4
p((x1,22), (y1,92)) = | D (& —m)? = pa (1, €2, 8a), (1, 72,13, m))
i=1
4
p((W1,92), (21,22)) = 4| D= G)% = p2 ((m1,m2,m3,m0), (G1s G, G3, Ca))
i=1
4
p((e1,72), (21,22)) = (| D& —C)? = p2((€1,€2,85,64), (G1r G20 G5, Ca))
=1

kde po je euklidovskd metrika na R*. Ponévadz py splituje nerovnost (M3), splituje ji také p.
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4.1.9 Definice

Budte (Py, 01), (P2,02) metrické prostory, P = P; X P5 a p metrika definovand v 4.1.8. Prostor (P, p) nazyvame
(kartézskgm) soucinem prostord (Py,01) a (Pa,09).

4.1.10 Definice

Budte (P, p1), (Pe,p2) metrické prostory. Zobrazeni f : P — P» se nazyva isometrické (izometrie), jestlize

p2(f(x), f(y)) = p1(z,y) pro viechny dvojice bodi (z,y) € P?.
Jestlize existuje izometrie f : Py — Ps, Fekneme, Ze prostory (Py, p1), (P2, p2) jsou isometrické.

Napftiklad vsechna shodné zobrazeni znamé z geometrie jsou izometriemi.

4.1.11 Poznamka

Isometrické zobrazeni je prosté.

D.: Kdyby existovaly body x,y € P; takové, Ze f(z) = f(y), pak by podle (M1) platilo
0= pa2(f(2), f(y)) = p1(z,y) # 0, coz by byl spor. O

Tedy metricky prostor a jeho isometricky obraz lze povazovat za dvé kopie téhoz prostoru.

4.2 PodmnozZiny metrického prostoru

4.2.1 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Bod a € P se nazyva

vnitind bod mnoZiny A, jestlize existuje € > 0 takové, ze O.(a) C A,

— unéj§i bod mnoziny A, jestlize existuje € > 0 takové, ze O (a) N A =0,

hranicni bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati O (a) N A #£ 0, O(a)N(P\ A) # 0,

— bod uzdvéru mnoziny A, jestlize p(a, A) = 0,

— hromadny bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé € > 0 plati (Oc(a) N A) \ {a} # 0,

— dzolovany bod mnoZiny A, jestlize existuje € > 0 takové, ze O.(a) N A = {a}.
Mnozina vSech vnitinich bodi mnoziny A se nazyva vnitiek mnoziny A a znaéi se A° (nékdy int A),
Mnozina vSech hrani¢nich bodd mnoziny A se nazyva hranice mnoZiny A a znaéi se A (nékdy fr A),

Mnozina vSech bodl uzavéru mnoziny A se nazyva uzdveér mnoziny A a znadi se A (nékdy cl A),
Mnozina vSech hromadnych bod mnoziny A se nazyva derivace mnosiny A a znaci se A’.

Priklad P =R, p(x,y) = |z — y|
a) A=(0,1): A°=(0,1), 0A={0,1}, A=0,1], A’ =10,1]
b) A=1[0,1)NnQ: A°=0, 0A=10,1], A=10,1], A =[0,1]

b) A=[0,1]u{2}: A°=(0,1), 0A=1{0,1,2}, A=10,1]U{2}, A’ =0,1]
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4.2.2 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A, B C P. Pak plati

1L 0=0,0°=0.
2. P=P P°=P
3. A°CACA

D.: 1. — 4. je trivialni

6. € P\(P\A)® ©zg(P\A)° & (Ve>0)(D#0(x)N(P\(P\A)=0:(z)NA) <+
< p(r,A)=0zc A
re€P\P\A ©rx¢gP\Ascec:=pa,P\A) >0 (Vyec P\A)(p(z,y) >¢)
S O (x)N(P\A) =0 0O (z) CAs e A°

5. € A°NB° =xe€ A’ ANz € B°= (Fe1)(O, (x) C A) A (Fe2)(Oc,(z) C B) =
= Onin{e,,00}(7) CANB =2 € (ANB)°
x€(ANB)° = (Fe>0)(O () CANB) = (Fe > 0)(O:(x) CAANO(z) C B) =
=S>zr€eA°NxeEB°=xe€ A°NB°
S vyuzitim 6., jiz dokdzané ¢asti a de Morganovych pravidel dostaneme
AUB =[P\ (P\A)]U[P\(P\B)?]=P\[(P\A)°N(P\B)°]=P\[(P\A)N(P\B)]" =
=P\[P\(AUB)]°=AUB

7. Bud x € A. Pak 0 = p(z, A) = inf{p(z,y) : y € A} > inf{p(z,y) : y € A}, nebot podle 3. je A C A a tedy
{p(z,y) : y € A} D {p(x,y) : y € A}. Ponévadz ale inf{p(z,y) : y € A} = p(z, A) >0, jest p(x, A) =0 a
tedy = € 4, t.j. A C A. Opacné inkluze plyne z 3.

Druhou c¢ast tvrzeni dokazeme analogicky. [J

4.2.3 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Mnozina A se nazyva oteviend, jestlize A = A°, mnozina A se nazyva
uzaviend, jestlize A = A.

Zejména podle 4.2.2.6 A° je oteviena mnozZina, A je uzaviend mnoZina.

4.2.4 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Mnozina A je oteviend préavé tehdy, kdyz P \ A je uzaviend; mnozina A
je uzaviend pravé tehdy, kdyz P\ A je oteviena.
D.: Necht A = A°. Podle 4.2.2.6 je A= P\ P\ A. Z toho plyne, ze P\ A=P\ (P\ P\ A) =P\ A a tedy
P\ A je uzaviena.
Necht P\ A= P\ A. Pak podle 4.2.2.6 je A°=P\P\A=P\(P\A) =A.
Platnost druhého tvrzeni ukazeme analogicky. [J
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4.2.5 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a 7 soustava vSech otevienych mnozin prostoru (P, p). Pak plati
(T1) PeT, 0eT,

(T2) Ae7T,BeT=ANBeT,

(T3) Vee)(A,eT)=JA eT.
el

.t (T1) Plyne z 4.2.2.1 a 4.2.2.2.

(T2) Je-liz € ANB, pak v € A = A°, x € B = B° a tedy existuji €1, €2, ze O, (x) C A, O (z) C B.
Polozime-li € = min{ey, 2}, pak O (z) C AN B, tedy kazdy * € AN B je vnitinim bodem, coz znamen4,
ze AN B je oteviena.

(T3) Necht z € |J A,. Pak existuje ¢g € I, Ze © € A,,. Ponévadz A,, je otevien, existuje € > 0 takové, ze
el
O(z) CA,CUA.O
el

4.2.6 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a F soustava vSech uzavienych mnozin prostoru (P, p). Pak plati
(i) PeF, DeF,
(i) Ae F, Be F=AUBEF,

(i) (MeeI)(A, e F)= (A €F.

D.: Plyne z 4.2.4, 4.2.5 a z de Morganovych pravidel. [J

4.2.7 Poznamky

7 4.2.5 plyne, ze prunik libovolného konecného systému otevienych mnozin je oteviend mnozina; z 4.2.6 plyne,
ze sjednoceni libovolného kone¢ného systému uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.
Prinik nekoneéného systému otevienych mnozin nemusi byt oteviena mnozina:

oo
11
A, = <, —],neN ﬂ Ay = {0}, coz neni oteviend mnozina v R s metrikou p(z,y) = |z — y|.
n’'n
n=1
Sjednoceni nekoneéného systému uzavienych mnozin nemusi byt uzaviend mnozina:

1 1 o
Ay =|-1+=1-=|, neN. | ]A,=(-1,1).
[ i n} neN |J A= (-1,1)

n=1

4.2.8 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Pak 9A = AN P\ A.
D.: z€9A & (Ve>0)(O(x)NA#D#O(x)N(P\A) & (Ve>0)(p(z,A) <eAp(z,P\A) <e) &
& p(x,A)=0Ap(x,P\A) =0 & z€ ANP\A.O

4.2.9 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Mnozina A se nazyva hustd v prostoru (P, p), jestlize A = P.
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4.2.10 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Mnozina A je hustd v P pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ > 0 a kazdému
x € P existuje a € A, Ze p(z,a) < &, t.j. a € O (x). (Neboli kdyz kazdy bod x € P je hromadnym bodem
mnoziny A.)

: ,=“: Necht A = P. Vezmeme ¢ > 0 a 2 € P libovolna. S vyuZitim vlastnosti 1.1.6(i2*) dostaneme

r€P=A= p(x,A) =0=inf{p(z,a): a € A} =0 = existuje a € A, 7e p(z,a) <e.

,<=“: Jestlize existuje z € P\ A, pak podle 4.2.4 a definice oteviené mnoziny existuje € > 0, ze O-(z) C P\ A,
tedy p(x,a) > ¢ pro kazdé a € A. Podle 4.2.2.3 je A C A, coZ znamen4, Ze p(x,a) > € pro kazdé a € A. O

4.3 Konvergence

4.3.1 Definice

Bud (P, p) metricky prostor a {x,}>° ; posloupnost bodii z P (t.j. zobrazeni N — P). Rekneme, ze posloupnost
{zn}52, konverguje k bodu x € P (je konvergentni v P) a piSeme lim z, = z (struéné limz,, =z, z, — x),
n—oo

jestlize lim p(x,,z) = 0.
n—oo

4.3.2 Priklady

1. (P, p) diskrétni (viz 4.1.2.1)
T, — 2 < (Ang € N)(n >ng =z, =)

2. (R% py) (viz 4.1.2.3)
(TnsYn) = (2,y) & — , Yy — y v R s metrikou p(x,y) = |z — y|.

D.: (zn,yn) — (z,y) & 0 = lim(|z, — x| + |yn — y|) = lim|z,, — x| + lim|y,, — y|. AvSak podle 1.3.5.1
lim |z, —z| > 0, lim|y, — y| > 0, takze lim |z, — 2| =0, lim |y, —y| = 0. O

Analogické tvrzeni plati pro vSechny metrické prostory z 4.1.2.3.

3. (Cla,b], pc) (viz 4.1.2.4)
fn — f v tomto prostoru < (Ve > 0)(3ng € N)(Vn > no)(Vz € [a,b])(|fn(z) — f(2)] < €).
(M&-li posloupnost funkei definovanych na intervalu [a, b] vlastnost uvedenou na pravé strané ekvivalence,
fekneme, ze posloupnost funkci {f,}59 stejnomérné konverguje na intervalu [a,b] k funkci f.)

D.: fn— f v (Cla,b], po) < (Ve > 0)(Fno € N)(Vr = no)(pc(fa, ) <€) &
< (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(max{|fn(x) — f(z)] : x € [a,b]} <e) &
& (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vz € [a,b])(| fn(z) — f(z)] <e) O

4.3.3 Definice

Bud (P, p) metricky prostor a {z,,}°; posloupnost bodii z P. Rekneme, 7e posloupnost {x,}°° ; je ohranicend,
jestlize mnozina {x, : n € N} je ohrani¢end ve smyslu definice 4.1.5.

4.3.4 Véta

Bud (P, p) metricky prostor. Pak plati
1. Kazda posloupnost {z,,} C P méa nejvyse jednu limitu v P.
2. Posloupnost konvergentni v (P, p) je ohrani¢end v (P, p).

3. lim z, =z € P pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x,, } vybranou z {z,} plati klim T, = .
— 00

n—oo

D.: 1.3.3,1.34,1.3.14.0
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4.3.5 Definice

Bud (P, p) metricky prostor a {z,,}°° ; posloupnost bodt z P. Rekneme, e posloupnost {z,, }°°; je cauchyovskd,
jestlize ke kazdému e > 0 existuje ng € N, Ze pro vSechna m,n > ng je p(zm,n) < €.

4.3.6 Veéta

Bud (P, p) metricky prostor a {z,}52; posloupnost bodt z P. Je-li {z,,}2; konvergentni v (P,p), pak je
cauchyovska.

D.: Necht 2, — x a bud € > 0 libovolné.
€ €
K = > 0 existuje ng € N, ze pro vSechna n > ng je p(z,,x) < 3
Pro libovolné m > ng a libovolné n > ng tedy s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti plati p(zm,2,) <

€ € o
P(Tm, ) + p(Tn, ) < 3 + ) =e. U

Obrécené tvrzeni obecné neplati: P = (0,1), p(z,y) = |z — y|, {z,}52; = {£1}52, je cauchyovska, ale neni
konvergentni; 0 ¢ P.

4.3.7 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a A C P. Mnozina A je uzaviend v (P, p) pravé tehdy, kdyZ pro kazdou konvergentni
posloupnost {z,,} C A, z, — z plati z € A.

.t ,=“ Necht A = A, {z,,} libovolna konvergentni, z,, — z. Kdyby = ¢ A, pak by ¢ = p(x, A) > 0 a tedy pro
kazdé x,, by platilo p(x,,x) > €, coz by bylo ve sporu s z,, — .

,<=*“ Necht plati podminka. Bud y € A libovolny bod. Pak p(y, A) = 0. Podle 1.1.6(i2*) ke kazdému 1 > 0
existuje z,, € A, ze p(zn,y) < % To znamend, Ze pro takto vytvorenou posloupnost {z,} plati
lim p(x,,,y) =0, =, — y. Z podminky plyne, ze y € A. Tedy A C A a podle 4.2.2.3 A= A. [J

4.3.8 Definice

Bud P mnoZina a p, o metriky na P. Rekneme, Ze p a o jsou ekvivalentni metriky na P, jestlize pro kazdou
posloupnost {z,,}2°; C P plati: x,, — x v (P, p) pravé tehdy kdyz z,, — « v (P, 0).

4.3.9 Piiklady
1. P =R". Metriky p1, p2, poo zavedené v 4.1.2.3 jsou ekvivalentni:

o= (af, 2k, .. 2F) e R, o = (21, 29,...,7,) € R™.

klim o =xv (R", p1) & (Ve > 0)(3ko € N)(Vk > ko) (Vi € {1,2,...,n})(|zF — 2;] < ¢)
klim x, =2 v (R" pg) & (Ve > 0)(Fko € N)(VEk > ko) (Vi € {1,2,...,n})(|2F — z;| < ¢)
klim =2 v (R", pso) & (Ve > 0)(3kg € N)(Vk > ko)(Vi € {1,2,...,n})(|JzF — 2] < &)

2. P = Cla,b]. Metriky pr a pc (viz 4.1.2.3) nejsou ekvivalentni:

(n+1a+(n—1) (n—1a+ (n+1)b
0, xe[a, o }U[ o b
) 2nz—(n+1)a—(n—1)b (n+1a+(n—-1)>b a+bd
fal®) = b—a ’ xe( on T2 ] ’
—2nz+ (n—1a+ (n+1)b a+b (n—1Da+(n+1)b
b—a ’ me( 2 2n >

~
Il
o
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b — Qa
o1 ) = [ fulw)de = 2%

2n
pc(fn, f) =1

4.3.10 Poznamka

Budte p, o ekvivalentni metriky na P. Z 4.3.7 plyne, Ze mnozina A C P je uzaviend v (P, p) pravé tehdy, kdyz
je uzaviena v (P, o). Z 4.2.4 déle plyne, Zze mnozina A C P je oteviend v (P, p) pravé tehdy, kdyZ je oteviena
v (P, o).

4.3.11 Véta
Budte p, o metriky na mnoziné P. Jestlize existuji kladné konstanty a, b takové, Ze pro vsechny dvojice bodu
(z,y) € P? je

ao(z,y) < p(z,y) < bo(z,y),

pak jsou metriky p a o ekvivalentni.

D.: Necht je podminka splnéna, x € P, a necht {z,}5°; C P je takova posloupnost, ze lim o(z,,z) = 0. Pak

a0 (Tp,x) < p(zn,x) < bo(xn,z) az 1.3.7 plyne lim p(z,,z) = 0.
1 1
Ditkaz se dokonéi analogickou tivahou s vyuzitim nerovnosti gp(x,y) < o(z,y) < —p(z,y), kterd je
a

ekvivalentni s nerovnosti v podmince véty. O

4.4 Uplné a kompaktni prostory

4.4.1 Definice

Metricky prostor (P, p) se nazyva uplng, jestlize v ném mé kazdé cauchyovska posloupnost limitu.

4.4.2 Priklady
1. Prostor R s metrikou p(z,y) = |x — y| je podle 1.3.22 tplny.

2. Prostory (R™, p1), (R™, p2), (R™, poo) (viz 4.1.2) jsou Gplné:
Je-li posloupnost {z¥}2° | = {(z,25,...,2%)}2° | cauchyovska v prostoru (R™, p1), pak je zfejmé kazda
z posloupnosti {z¥}20 | {5122 ... {2k }2° | cauchyovska v prostoru (R, p1). Pak podle 1.3.22 kazda tato

posloupnost je konvergentni v (R, p1), klim h =z, klim x5 =a9,..., klim zF = z,. Odtud vyplyne, ze
— 00 —00 —00

i posloupnost {#%}° | je konvergentni v prostoru (R", pl),klim % = (z1,29,...,7,) € R™.
— 00

Podle 4.3.9.1 jsou metriky p1, p2, poo €kvivalentni.

3. Diskrétni metricky prostor (P, p) (viz 4.1.2.1) je tplny.

Bud ¢ = 1. p(2y,2mm) < 3 pravé tehdy, kdyz x,, = z,,. Tedy je-li {z,}52, cauchyovskd, pak je od jistého

indexu pocinaje stacionarni a to podle 4.3.2.1 znamend, Ze je konvergentni.

4. Q s metrikou indukovanou p; neni tplny:
Napi. {(1+ 1)"}°2; konverguje v (R, p1) ke & Q.

5. Prostor (Cla, b], pr) (viz 4.1.2.4) neni tplny:

[a,b] = [-1,1]
-1, z€[-1,1)
fale) = nx, zel-1,1],
1, =ze(i1]
R
PI(fn7fn+p)—ma

lim pr(fn, fnep) = 0, tedy {fn} je cauchyovska. Avsak jedind mozn4 limita posloupnosti funkei {f,,} je
n—oo
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-1, ze€[-1,0)

funkce f(z) =¢0, =0 , coZ neni spojitd funkce, f ¢ C[—1,1] a tedy {f.} neni v (C[-1,1], pr)
1, z€(0,1]

konvergentni.

6. Prostor (Cla, b], pc) (viz 4.1.2.4) je Gplny:
Bud {f,}52, libovolna posloupnost funkci cauchyovska v (Cla, ], pc).
Bud € > 0 libovolné ¢islo. K nému existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n,m > ng je pc(fn, fm) < €.
Bud xq € [a, b] libovolny bod. Pak pro n,m > ng je

[fn(@0) = fm(20)| < max{|fn(z) — fm(z)| : = € [a,b]} = pc(fn, fm) <&,
coz znamens, ze ¢iselnd posloupnost {f,(20)}52; je cauchyovska a tedy podle 1.3.22 konvergentni.
Ponévadz g € [a, b] byl libovolny bod, existuje lim f,(x) pro kazdé x € [a, b].

n—oo

Definujme funkci f : [a,b] — R pfedpisem: f(z) = lim f,(x).
Ukézeme, Ze sup{|fn(z) — f(x)| : = € [a,b]} — O:
Ponévadz {f,} je cauchyovska, tak k g > 0 existuje n; € N takové, ze pro vsechna n,m > n; je
e (frs fm) < g Pro kazdé x € [a,b] a v8echna n,m > n; je tedy |fn(x) — fi(z)| < %, coz podle 1.3.5.1
znamena, ze pro kazdé x € [a,b] a kazdé n > ny je lm |f,(x) — fm(z)| < % Tedy pro n > n; a kazdé
T € [aab] je |fn(x) - f($)| = lim ‘fn(‘r) - fm(gj)‘ < %7 takze pro n > n; je

€
sup{|fn(2) = f(2)]: z € [a,b]} < 5 <e.
Zbyva ukazat, ze funkce f je spojita.

Podle pfedchoziho tvrzeni k % > 0 existuje ny € N, ze sup{|fn, () — f(z)|: z € [a,b]} < =

3
Bud z; € [a,b] libovolny bod. Ponévadz funkce f,, je spojitd, k ¢islu g > 0 existuje d > 0, Ze pro vSechna

x € [a,b] takova, Ze |z1 — x| < § je | fny (z1) — fr, ()| < % Pro z € [a,b] takové, Ze |x; — x| < § tedy plati

£(@2) = F@)] = 11(@1) = fua(02) + Fag(01) = Lo @) + Fra() = @) <
< 1F(@0) = Fua o) |+ o (@) = &) + (o) = £(2)] <
< up{[ () = S@)] 2 2 € (00} + o 01) = Fuo @]+ 590 {1 s (2) = S@)] 2 @ € fa.b]} <

< 3 + 3 + 3= €, coZ znamena, ze funkce f je spojita v bodé x1 € [a, b]. Ponévadz tento bod byl libovolny,
je f spojita na [a, b].

4.4.3 Véta

Je-1i metricky prostor (P, p) Uplny a mnozina A C P je uzaviend, pak metricky prostor (A, pa), kde pa je
metrika indukovana metrikou p, je uplny.

D.: Bud {z,}32, libovolna cauchyovskd posloupnost. Ponévadz (P, p) je Gplny, existuje lim z, = x € P.
n—oo

Podle 4.3.7je x € A. O

4.4.4 Definice

Bud (P, p) metricky prostor. Rekneme, Ze metricky prostor (Q, o) je tiplngm obalem metrického prostoru (P, p),
jestlize

(i) (Q,0) je tiplny prostor,
(i) (P p) € (Q,0),

(iii) Mnozina P je husta v (Q, o).

Napiiklad (R, p1) je Gplnym obalem (Q, p1).
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4.4.5 Véta

Ke kazdému metrickému prostoru (P, p) existuje jeho tGplny obal. Tento tuplny obal je uréen jednozna¢né v tomto
smyslu: Jsou-li (Q1,01) a (Q2,02) dva tplné obaly prostoru (P, p), pak (Q1,01) a (Q2,02) jsou isometrické.

Kroky dukazu:

1. Na mnoziné vSech cauchyovskych posloupnosti z prostoru (P, p) definujeme relaci ~ vztahem:

2. Ukéazeme, ze ~ je ekvivalence.

3. Polozime @ = P| ~ (rozklad mnoziny P podle ekvivalence ~). Prvky mnoziny @ jsou t¥idy ekvivalence
~. Oznad¢ime [{z,}] € Q takovou tiidu ekvivalence, ze {z,} € [{zn}].

4. Polozime o([{zn}], [{yn}]) = nh—>Holo (T, yn). UkdZeme, Ze o nezalezi na vybéru representanti a ze o je

metrikou na Q.

Ztotoznime [{z,z,...}] € Q s x € P. Pak je (P,p) C (Q,0).
Ukézeme, Ze prostor (Q, o) je tplny.

Ukazeme, 7e P = Q.

® N> w

Ukézeme, Ze je-li (Q1,01) Gplnym obalem prostoru (P, p), pak (Q,0) a (Q1,01) jsou isometrické. [

4.4.6 Definice

Rekneme, Ze metricky prostor (P, p) je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti jeho bodii Ize vybrat posloupnost
konvergentni.
Rekneme, ze mnozina A C P je kompaktni, jestlize podprostor (A4, p4) je kompaktni.

4.4.7 Véta

Je-li A kompaktni mnozina v metrickém prostoru (P, p), pak je A uzaviend a ohranic¢ena.

D.: Pripustme, ze A # A, tedy Ze existuje # € A\ A. Pak p(x, A) = 0 a podle definice infima existuje
{zn} C A, ze p(xy,2) — 0, neboli x,, — x. Pro kazdou vybranou posloupnost {x,, } z posloupnosti {z, }
je podle 4.3.4.3 klim Tn, =2 & A, coz je spor s kompaktnosti A.
— 00

Pfipustme, Ze A neni ohranicend. Bud z; € A libovolny bod. Existuje x5 € A\ K(x1,1). (Kdyby neexis-
toval, byla by mnoZina A ohrani¢end.) Déle existuje z3 € A\ K(x1, p(x1,22) + 1) atd. Posloupnost {x,}
i kazd4 posloupnost z ni vybrand neni cauchuovskd, nebot p(z,,x,) > 1 a tedy podle 4.3.6 nemize byt
konvergentni. [

4.4.8 Véta

Mnozina A C R" je kompaktni v (R™, p1) pravé tehdy, kdyZ je v tomto prostoru uzaviend a ohrani¢en.

D.: Nutnost podminky plyne z 4.4.7. Dokazeme jeji dostatecnost.
Bud {z*}2, = {(:cl,xg, ...,zF)}22, posloupnost bodt z A. Ponévadz A je ohranifena, je kazdd z ¢i-
selnych posloupnostl {x¥}2e |, i = 1,2,...,n ohrani¢end. Podle 1.3.19.1 lze z kazdé {zF}?°, vybrat

posloupnost {x '}7°, konvergentni. Vybereme tedy z posloupnosti {x’f } x—; konvergentni posloupnost

1 0 _ 1
{z11},5_, a oznacime 29 = lim z7*. Potom z posloupnosti {z5"}.°_, vybereme konvergentni posloup-

K1—00

nost {xQZ}H _, a ozna¢ime 2% = lim z72. Tak postupujeme dale, az z posloupnosti {xn" 1}

K2 —00 Kn—1=1
bereme konvergentm posloupnost {x’“”""},,i _1, kterou budeme pro prehlednost znacit {In}l:v a oznacCime
0= hm z!,. Timto postupem ziskdme posloupnost { (2, 2h, ...

l—o0

vy-
o ;. ,

T ’xﬁz)}z:p ktera je vybrana z posloup-

k .k - 1y — (0 .0 0

nosti {(zf,25,... ak }1:1 a plati lli)nolo(a:l,@, cony @) = (2%, 29, ...,z

b ) = 2°. Ponévadz A je uzaviena,
je podle 4.3.7 2% € A. O

Z ekvivalence metrik p;, p2, poo (viz 4.3.9.1) plyne, Ze analogické tvrzeni plati i pro (R™, p2) a (R™, pso)-

127



4.4.9 Véta
Je-li metricky prostor (P, p) kompaktni, pak je uplny.

D.: Bud {z,}52, libovolna cauchyovska posloupnost v prostoru (P, p). Ponévadz (P, p) je kompaktni, existuje
posloupnost {x,, }7°; vybrana z posloupnosti {z, }7% takova, Ze klim Tn, = € P.
—00
Ukazeme, %ze z = lim z,.
n—oo
Bud & > 0 libovolné é&islo.

€
Ponévadz {z,, }32, konverguje k z, tak k = > 0 existuje ko € N takové, Ze pro k > ko je p(xn,,z) < =.

2
> 0 existuje n; € N takové, ze pro n > n; a m > ny plati

DO M| ™

Ponévadz {z,}52, je cauchyovskd, tak k

g
nam<7
(T, Tm) < 5

Polozme ng = max{ni,ng, } a necht n > ng a k > ko jsou libovolna &isla. Pak také ny > ng. S vyuzitim
trojuhelnikové nerovnosti dostaneme

13 g
P(xmm) < p(l'mxnk) + p(xnk’x) < ) + ) =g,

coz znamena, ze x = lim x,. O
n—oo

4.5 Zobrazeni metrickych prostori

4.5.1 Definice

Budte (P, p), (Q,0) metrické prostory, F : P — Q.

Rekneme, Ze zobrazeni F je spojité v bodé x¢ € P, jestlize ke kazdému okoli V bodu F(z¢) v (Q, o) existuje
okoli U bodu zq v (P, p) tak, ze F(U) C V.

Rekneme, Ze zobrazeni F je spojité na P, jestlize je spojité v kazdém bodé z € P.

Zobrazeni F je spojité v bodé xg, jestlize (Ve > 0)(35 > 0)(Vx € P)(p(x,2z0) < § = o(F(x), F(xg)) < €).

4.5.2 Véta

Budte (P,p), (Q,o0) metrické prostory. Zobrazeni F' : P — @ je spojité na P pravé tehdy, kdyz ke kazdé
oteviené mnoziné V C F(P) existuje oteviend mnozina U C P takovd, ze F(U) C V.

D.: =: Necht F je spojité, V' C F(P) oteviena. Ke kazdému yy € V existuje g € P takové, ze F(xzo) = yo.
Ponévadz V' je oteviend, k libovolnému yg € V existuje gy, > 0 takové, ze Ofyo (yo) C V. K gy, existuje

by > 0 takové, Ze F'(Os, (20)) C O, . Mnozina U = |J Os, (7o) je podle 4.2.5(T3) oteviend a zfejmé
YoV
plati F(U) =V.

«<: Bud z( € P libovolny bod, V' okoli bodu F(z¢). Existuje oteviend U C P takové, ze F(U) C V. Ponévadz
U je oteviend, existuje okoli O(zg) bodu zg takové, ze O(x¢) C U. Pak F(O(xg)) C F(U) CV atedy F
je spojité v bodé xg. [

4.5.3 Véta (Heineova podminka)

Budte (P, p), (Q,0) metrické prostory. Zobrazeni F' : P — @Q je spojité v bodé xg € P prévé tehdy, kdyz pro
kazdou posloupnost {x,}°2 ; bodt z P takovou, Ze z, — xo v (P, p) plati F(z,) — F(zo) v (Q,0).

D.: =: Necht {z,} C P, z,, — xo.
Bud O.(F(xo)), € > 0, libovolné okoli bodu F(xg) . Existuje § > 0 takové, ze F(Os(x0)) C O (F(x0)).
K 6 > 0 existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n > ng je p(z,, o) < &, neboli z,, € Os(xo).
Odtud plyne, ze F(zy,) € O(F (o)) pro vSechna n > ng, neboli o(F(x,), F(x9)) < € pro vSechna n > ng.
To ovSem znamena, ze F(z,) — F(xo).
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<: Necht plati podminka a p¥ipustme, ze F' neni spojité v bodé zq. Pak existuje okoli V' = O.(F(x¢)) bodu
F(z0) takové, ze v kazdém okoli U bodu zq existuje z, ze F(x) € V. Zejména v okoli O1 (xg) existuje bod
x, takovy, ze F(x,) € V. Plati x,, — z¢ a tedy F(z,,) — F(xg), coZ znamena, Ze existﬁje ng € N takové,
ze 0(F(xp,), F(z0)) < ¢, tedy F(zp,) € O(F(z9)) =V, coz je spor. O

4.5.4 Véta

Budte (P, p), (Q,oc) metrické prostory, A C P, F': P — @ spojité zobrazeni. Je-li mnozina A kompaktni, pak
je 1 F(A) kompaktni.

D.: Necht A je kompaktni a bud {y,} libovolna posloupnost bodii z F(A4). Ke kazdému y,, € F(A) existuje
xn € A takové, Ze F(x,) = y,. Ponévadz A je kompaktni, lze z posloupnosti {x,} vybrat posloupnost
konvergentni {z,, }, klim Tn, = 2o € A v (P,p). Oznaéme yo = F(x9). Pak yo € F(A) a podle 4.5.3
klim Yny, = klim F(zyn,) = F(xo) = yo v (Q,0). Nasli jsme tedy posloupnost {y,,} vybranou z {y,},

— 00 — 00
kterd konverguje k yo € F'(A). To znamend, ze F(A) je kompaktni mnozina. O

4.5.5 Dusledek (Weierstrassovy véty)

Redalna funkce spojita na uzavieném intervalu je na tomto intervalu ohrani¢ena a nabyva na ném své nejvétsi a
nejmensi hodnoty.

D.: Uzavieny interval [a, b] je podle 4.4.8 kompaktni v (R, p1) a tedy podle 4.5.4 je f([a, b]) kompaktni. Podle
4.4.8 je f(]a,b]) ohrani¢end a uzaviena.
K L > 0 existuje y, € f([a,b]) takové, ze sup f([a,b]) — L < yn, y» — sup f([a,b]) a podle 4.3.7 je
sup f([a,b]) € f([a,b]). Funkee f nabyva na [a,b] svého suprema, tedy své nejvétsi hodnoty.
Analogicky ukadZzeme, Ze funkce f nabyva na [a,b]) i své nejmensi hodnoty. O

4.5.6 Véta

Budte (P, p), (Q,0), (R, 7) metrické prostory, F': P — @, G : Q — R. Je-li zobrazeni F spojité v bodé zg € P
a zobrazeni G je spojité v bodé F(zg) € @, pak je sloZené zobrazeni G o F' : P — R spojité v bodé xg. Je-li
zobrazeni F' spojité na P a zobrazeni G je spojité na @), pak je sloZzené zobrazeni G o F': P — R spojité na P.

D.: K O(G(F(z9))) C R existuje O(F(x¢)) C Q, ze G(O(F(x0))) € O(G(F(xo))), ponévadz G je spojité
v F(xzo).
K O(Ig(xo)) C Q existuje O(xp) C P, 7e F(O(x0)) C O(F(x0)), nebot F je spojité v xg.
Nyni G o F(O(z0)) = G(F(O(x0))) € G(O(F(0))) € O(G(F (o).
Druhé tvrzeni je dtsledkem prvniho. [J

4.5.7 Definice

Budte (P,p), (Q,o) metrické prostory, F' : P — . Rekneme, Ze zobrazeni F je stejnomérné spojité na P,
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje & > 0 takové, Ze pro kazdé dva body z,y € P takova, ze p(z,y) < ¢ plati
o(F(x), F(y)) <e.

Stejnomeérné spojité zobrazeni je zfejmé spojité.

4.5.8 Véta (Heine - Cantor)

Bud (P, p) kompaktni metricky prostor, (@, o) metricky prostor, F' : P — @ spojité zobrazeni. Pak je F
stejnomérné spojité.
D.: Necht (P, p) je kompaktni a F': P — @ spojité.
Pfipusfme, Ze F' neni stejnomérné spojité. Pak existuje ¢g > 0 takové, Ze ke kazdému § > 0 existuji
x,y € P tak, ze p(z,y) < d a o(F(z), F(y)) > eo.
K= % existuji z,,yn, € P, 7e p(zn,yn) < % a o(F(xn), F(yn)) > €o. Ponévadz P je kompaktni, 1ze
z posloupnosti {z, }72, vybrat posloupnost {x,, }?° ; tak, ze klim Tn, = xo € P.
— 00
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Dale p(zo, Yn, ) < p(x0, Tn,) + pP(@ny, Yn,) — 0 pro k — oo a tedy také klim Ynp = To-
— 00

Podle 4.5.3 plati o(F(xn,, ), F(yn,)) < 0(F(xn, ), F(x0)) + 0(F (o), F(yn,)) — 0 pro k — o0, coz je spor
s o(F(z), F(y)) = 0. O

4.5.9 Definice

Budte (P, p), (Q,o) metrické prostory, F : P — Q.

Rekneme, ze zobrazeni F je lipschitzovské, jestlize existuje konstanta L € R, L > 0 takova, Ze pro vSechny
x,y € Pje o(F(x),F(y)) < Lp(z,y). Konstanta L se nazyva Lipschitzova konstanta.

Rekneme, Ze zobrazeni F je kontrakce, je-li lipschitzovské s konstantou L < 1.

4.5.10 Véta

Budte (P, p), (Q,0) metrické prostory, F' : P — Q. Je-li zobrazeni F lipschitzovské, pak je stejnomérné spojité
(a tedy také spojité).

D.: Necht F je lipschitzovské s konstantou L. Bud ¢ > 0 libovolné. Polozime § =

Mm

)<L6:L%:5.D

/—\

Jsou-li z,y € P libovolné body takové, ze p(x,y) < d, pak o(F(x), F(y)) < Lp(z

4.5.11 Ptiklady

1. Bud f redlné funkce definovand na intervalu [a, b], kterd m4a na tomto intervalu ohrani¢enou prvni derivaci.
Pak f je lipschitzovska s konstantou L = sup{|f’(z)|: = € [a,b]}.

D.: Podle 2.3.4.1 ke kazdym =,y € [a, b] existuje £ z intervalu o krajnich bodech z a y takové, ze

@)= fly) = ['(§)(x —y).
Odtud |f(z) — f(y)| = |f'(Ollx —y| < Llz —y[. O

2. (Cla,b],pc), (R,p1), F:Cla,b] — R definované piedpisem F(f) = [ f(z)dz.

b

b
o pi(F(f), F(g)) = |[ f(x)dz — [ g(x)dz| =

a

F(F @) - ga))de

b
< [max{|f(§) — ()] : € € [a, b]}dz = max{|£(£) — g(&)| : £ € [a,b]} [duw =

a a

= (b—a)pc(f.9)
(prvni nerovnost plati podle 3.3.9, druha podle 3.3.6.)

Zobrazeni F' je tedy lipschitzovské s konstantou b — a, coz podle 4.5.10 znamenad, Ze je spojité.

e 7 4.5.3 plyne: Jestlize posloupnost funkci { f,,}52; spojitych na intervalu [a, b] konverguje k funkei f
v prostoru (Cla, b, pc) (stejnomérné konverguje k funkei f, sr. 4.3.2.3), pak plati
b b

b
J flx)dx = fnlinéo fn(x)dxznlirgoff,L(x)dx

4.5.12 Definice

Budte (P, p), (Q,c) metrické prostory, F : P — Q a 79 € P hromadny bod. Rekneme, 7e zobrazeni F md
v bodé xg € P limitu yo € Q a piSeme lim F(z) = yp, jestlize ke kazdému okoli V' bodu yo v (Q, o) existuje
T—Tg

okoli U bodu zg v (P, p) tak, ze F(U \ {zo}) C V.
Ztejmeé plati:
e lim F(z) =y < (Ve >0)(30 > 0)(Vz € P)(0 < p(x,20) < § = o(F(z), F(xg)) < €).

T—x0

e Jestlize ma zobrazeni{ F' v bodé z( limitu F(xg), pak je v tomto bodé spojité.
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e lim F(z) = yo pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x,,}22 ; bodi z P takovou, Ze pro kazdé n € N

T—xo

je xn £ xo a x, — x0 v (P, p) plati Fx,) — yo v (Q,0).

4.5.13 Definice

Necht P je mnozina a F : P — P. Bod = € P se nazyva pevny bod zobrazeni F, jestlize F(z) = x.

4.5.14 Véta (Banach [1892-1945], o kontrakci)

Bud (P, p) tplny metricky prostor, F' : P — P kontrakce. Pak existuje jediny pevny bod zobrazeni F'. Tento
pevny bod je limitou posloupnosti {2, }5% ;, kde x1 € P je libovolny bod a z, 1 = F(z,).

D.: e Nejdiive ukdzeme, ze posloupnost {z,}, z,+1 = F(z,) je cauchyovska:
Pro libovolné n € N plati p(@,, 2p1) = p (F(@n-1), F(2n)) < Lp(tn-1,2n) = Lp (F(zp—2), F(z,-1)) <
< L?p(xp_9,Tp_1) = < L" p(z1, 29).
Odtud a z (M3) plyne, Ze pro libovolna n,p € N plati
P(Tn, xnﬂn) < p(Tn, Tng1) + p(Tpy1, Tug2) + 00+ P($n+p—1, xnﬂ)) <
<L (e, o) + L7p(w1, 20) + L (e, 20) + -+ - + LM TP2pay, 29) =
— (Ln—l _,’_Ln +Ln+1 4+ +Ln+p—2) p(thz) — (1 +L+L2 +'~-+Lp_1) Ln_lp(l‘l,l'z) —

1-LP p(z1,x2)
Ln—l < Ln—l )
1- 1L p(z1,22) < 1_I

— 0 pro n — 00, nebot L"~! — 0 pro n — oo.
e Ponévadz (P, p) je Gplny, existuje g = lim z, € P.
n—oo

o p(xo, F(20)) < p(x0,n) + plan, F(20)) = p(wo, 2n) + p(F(2n-1), F(20)) <
< p(zo,zpn) + Lp(xp_1,20) — 0 pro n — oo nebot lim p(xp,x,) = lim p(x,_1,2¢) = 0 pro n — oc.

e Je-li y jiny pevny bod zobrazeni F', pak p(y, zo) = p(F(y), F(x0)) < Lp(y, xo).
Odtud plyne, ze (1 — L)p(y,2z) < 0 a ponévadz O < L < 1, musi byt p(y,z¢) = 0. O

4.5.15 Aplikace (Newtonova itera¢ni metoda)

Necht redlnd funkce g ma na uzavieném intervalu I druhou derivaci a nenulovou prvni derivaci. JestliZe existuje
l9(x)g" (z)]|
2
(¢'(x))

xo a plati zg = lim x,,, kde posloupnost {x,}>° ; je ddna rekurentné:

€ > 0 takové, ze pro kazdé x € I plati < 1—¢, pak rovnice g(z) = 0 m4 na intervalu I jediny kofen

n—oo
x1 € I je libovolné ¢islo, z,41 =, — g/(a:n) .
9 (zn)
D.: Uvazujme metricky prostor (I, p) s pfirozenou metrikou p(z,y) = |x — y|. Tento prostor je podle 4.4.8
kompaktni.
Definujme funkci f : I — R pfedpisem f(z) = z— gl(x) . Cislo zg je kofenem rovnice g(x) = 0 pravé tehdy,
g (z

kdyZ je pevnym bodem zobrazeni (funkce) f. Podle 2.3.3 plati p (f(z), f(v)) = | f(x)—Ff ()| = | ()| |z—yl,
kde ¢ je né&jaké ¢islo mezi x a y. Oznaé¢me L = sup{|f'(¢)| : £ € I'}. Podle pfedpokladu

£ = 1- <9’<€>>29<5>g"<5>| _

(9'(6))?

pro kazdé £ € I. Funkce f je tedy kontrakci a tvrzeni plyne z 4.5.14. [
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4.6 Cviceni
[z —yl
L+ -y
2) Vypoditejte vzdalenost funkei f(z) = In(1 +z) a g(z) =
e —

1) Ovétte, ze p(z,y) = In(1+|z—y|) ao(z,y) = jsou metriky na R. Jsou tyto metriky ekvivalentni?

TV prostoru C[0, 1] s metrikami pc a pj.

3) Vypoditejte vzdalenost mnoziny M = {(x,y) eER?: y> \/|:c|3} od bodu (%,0) v prostoru (R?, ps)

4) Vypocitejte vzdalenost bodu (3,2) od mnoZiny M = {(x,y) ER?: y+bx < O}, kde b > 0, v prostoru
(RZ’ Pl)-
5) Vypoditejte pramér mnoziny M = {f(z) = 2™ : n € N} v prostoru (C[0, 1], pr).
6) Najdéte vnitiek, uzévér, hranici a derivaci mnoziny A = {1 : n € N} U[1,2)U((2,3) N Q) v prostoru (R, p).
7) Rozhodnéte, zda plati tvrzeni: Jsou-li mnoziny A, B uzaviené a p(A, B) = 0, pak AN B # (. Pokud ano,
dokazte; pokud ne, uvedte protipiiklad.
8) Mohou existovat neprazdné podmnoziny A, B metrického prostoru takové, ze A C B, A# Ba AN B = (?
Pokud ne, dokazte; pokud ano, udejte priklad.

a—+

9) Necht F je zobrazeni prostoru (Cla, b], pc) do prostoru (R, p) dané ptedpisem F(f) = f . Rozhodnéte,

zda je toto zobrazeni spojité. Je stejné definované zobrazeni spojité na prostoru (Cla, b], pr)?

10) Necht A, B jsou neprazdné uzaviené a disjunktni mnoZiny v prostoru (P, p). Najdéte spojité zobrazeni
1, z€A

0, z€B’

11) Rozhodnéte, zda zobrazeni F : [0,1] — [0,1] dané pfedpisem F'(x) =+/x je Lipschitzovské. Existuje pevny
bod tohoto zobrazeni?

12) Najdéte kofen rovnice cosz = x s pFesnosti na ¢tyfi desetinnd mista.

F: P — R (R uvazujeme s pfirozenou metrikou p) takové, ze F(x) =

e—1 2—2¢
pokud b>15) £ 6) A°=(1,2)U(2,3), A={L:neN}uU[L,3], 04={L:neN}uU[2,3], 4 ={0}U[1,3]
7) Ne. Napi. v prostoru (R?, p3) jsou mnoziny A = {(z,0) : > 1}, B = {(z, 1) : 2 > 1} uzaviené a p(A, B) =
0. 8) Ano. Napf. v prostoru (R, p) mnoziny A = [0,1] N1, B = [0,2] N Q. 9) Ano, ne 10) F(z) = %
11) Ne. Dokonce dva: 0 a 1 12) 0.7391

Vysledky: 1) Ano 2) In(e — 1) — €2 =0.1233, 2In2 — 1=2¢ = 0.0953 3) /125 4) 2+ 3b pokud b < 1, 3+ 2,
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Kapitola 5

Diferencialni pocet funkci vice
proménnych

5.1 Spojitost a limita

5.1.1 Definice

Bud M C R"™, M # (. Zobrazeni f : M — R nazveme (redlnou) funkci n (redlngch) proménngch.
Mnozina M se nazyva definiéni obor funkce f a znaéi se Dom f, mnoZina f(M) se nazyvéa obor hodnot funkce
f aznadi se Im f.

ZéplS y:f(l'), y:f(x17x277x’n)
pron=2: z= f(z,y)
pron=3: u= f(z,y,2)

a p.

5.1.2 Definice

Bud f funkce n proménnych. Rekneme, Ze tato funkce je ohranicend, je-li mnozina Im f ohrani¢ena (jakozto
podmnozina R).

Na mnoziné R™ uvazujeme nékterou z ekvivalentnich metrik p1, ps2, poo (sr. 4.1.2.3 a 4.3.9.1). Na mnoziné
Dom f potom je pfislusna indukovana metrika. Funkci n proménnych lze tedy povazovat za zobrazeni metrického
prostoru Dom f na metricky prostor Im f. O funkci f fekneme, Ze je spojita, stejnomérné spojita, lipschitzovska,
je-li toto zobrazeni spojité, stejnomérné spojité, lipschitzovské. Lze pouzit vSechna tvrzeni z 4.5.

Nebude-li feceno jinak, budeme pouzivat maximalni metriku po.. V tomto pripadé
O.(z) = Oc(z1, 22, .. .yxp) = (k1 — €, 21+ &) X (k2 — e, +€) X -+ X (T — &, Ty, + €).

Abychom mohli i pro funkce n proménnych zavést pojem nevlastni limity, definujme okoli nevlastnich bodu:
x=(x1,22,...,2,) € (R")", O(z) = (a1,b1) X (az,b2) X -+ X (ap, by)

r,—e, x; €R r;+e, x;€R
kde a; = { —oo, r;=—00, b; =21 oo, zi=o00 , 1=1,2,...,n.
ceR, x;=00 ceR, x;=-00

5.1.3 Definice

Bud f funkce n proménnych, xo hromadny bod mnoziny Dom f. Rekneme, ze funkce f md v bodé zg limitu a € R*
apiSeme lim f(z) = a, jestlize ke kazdému O(a) existuje O(zg) takové, ze pro kazdé x € (O(zo)NDom f)\{zo}
T—x0

plati f(z) € O(a).

133



5.1.4 Véta (Heineova podminka)

Funkce f n proménnych mé v bodé zq limitu a pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {z, }2° ; takovou, ze
2, € Dom f pro kazdé n € N, x,, # ¢ a x,, — x¢ plati f(z,) — a.

D.: Analogicky dtkazu 4.5.3. Véta jiz byla dokonce obecnéji zformulovéna za 4.5.12 [J

5.1.5 Véta
1. Funkce f ma v bodé xy nejvyse jednu limitu.

2. M&-li funkce f v bodé z¢ limitu a € R, pak existuje okoli O(xg) takové, ze funkce f je na
(O(x9) NDom f) \ {xo} ohranicena.

3. Necht lim f(z) =0 a existuje okoli O(z) takové, ze funkce g je na (O(zo) N Dom f) \ {zo} ohranicena.

T—T

Pak xhj;l f(x)g(z) = 0.

4. Necht lim f(z) =a €R, lim g(z) =b € R. Pak plati:
T—x

T—T0

i |£(2)] = [a]

Jim ((2) +g(x)) = a+b.
i (£(2) — g(2)) =a —b.
lim (f(@)g()) = ab.

Je-li navic b # 0, pak lim M —_—
a—zo g(x) b

5. Necht existuje okoli O(x¢) takové, ze pro x € (O(xzp) N Dom f N Dom g N Dom h) \ {z} plati

f(z) <g(x) < h(z).
Jestlize lim f(z) = lim h(z) =a € R*, pak lim g(x) = a.

T—x0 T—To

D.: Analogicky dikazu podobnych tvrzeni v 1.6. O

5.1.6 Véta (vypocet limity funkce dvou proménnych)
Funkce z = f(x,y) mé v bodé (xg,yo) limitu a € R pravé tehdy, kdyz existuje p > 0 a funkce g : (0, p) — [0, 00)
takova, ze lim g(r) =0a
r—0+4
|f (2o + 7 cosp,yo + rsing) —al < g(r)

pro kazdé r € (0, p) a kazdé ¢ € [0, 2m).
D.: Na R? uvazujme euklidovskou metriku ps.

Bud € > 0 libovolné. Ponévadz lir(J)nJrg(r) = 0, existuje § > 0 takové, ze pro r € (0,9) je g(r) < e.

Tedy pro z € Os((zo,y0)) \ {(z0,y0)} plati | f(z,y) —a| <e. O

2+ (y—1)%y

Piiklad: f(z,y) = Pty 12’

(z0,90) = (0,1).

72 cos? ¢ + (1 4 rsin p)r? sin® o rt4r? sin® o
= 2

flrcosp, 1+ rsing) = =1+rsindyp

2 cos? o + r2sin’ ¢ T
lir(r)1+(1 + 7sin® p) = 1, coz ukazuje, ze a by se mohlo rovnat 1.
T —

|f(rcosp, 1 +rsing) — 1| = |rsin® ¢|

2 -1 2
Pongvadz lim rsin’g|=0,je  lm S TWZUW_,
Tt (@)= (wo,y0) 2 + (y — 1)
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5.2 Derivace

5.2.1 Definice
Bud f funkce n proménnych, 2° = (29,29,...,2%) € Dom f.
Polozme ¢(z) = f(29,29,...,29 1, 2,29, ,,29 ,,...,20%). Ma-li funkce (jedné proménné) ¢ v bodé z? vlastni

L (2),

K3

0
derivaci, nazveme tuto derivaci parciding derivact funkce f podle i-té proménné v bodé x° a znaéime ji 3

For(a®), £l (@), ().

of (mo) = lim

ox; Tz T—

0 .0 0 0 .0 0 0 .0 0 0,0 .0 0
f@f, 29, 2) 2,2 1,27, xy) — f(ad, 2y, w) ) al w2
5 .

g

Ma-li funkce f parcidlni derivaci f,, ve vSech bodech néjaké mnoziny M C Dom f, je tato parcidlni derivace

sama funkci. Znac¢ime ji p feir fos f|/i‘
ZT; .

5.2.2 Poznamky

1. Z definice 5.2.1 plyne jednoduché pravidlo pro vypocet parcidlnich derivaci:
T1,X2, .y Tie1, Lit1, Tit2, - - -, Ty POVAZUjeme za parametry a x; za proménnou, podle niz derivujeme.

2. Funkce, ktera ma v bodé z° parcialni derivace podle vSech proménnjch, nemusi byt v tomto bodé spojita.
. 1, zy=0
Napt. f(z,y) = {

, f2(0,0) = f,(0,0) =0 a f neni spojita v (0,0).
0, zy#0

5.2.3 Véta
Necht funkce f a g maji na oteviené mnoziné M C Dom f N Dom g parcialni derivaci fl’i, g"i. Pak jejich soucet,
rozdil a soucin maji parcialni derivaci podle i-té proménné na M a plati:
(f % 9)ly(2) = f1,(x) + gly(a),
(F9) (@) = Fi(@)9(@) + F(@)g; (@),
L fag@) - fa)g) ()

Ve v8ech bodech mnoziny M, v nichz g(z) # 0 navic plati <f> (x) 5
9/ (9(2))

D.: Plynez 2.1.5. 0

5.2.4 Véta (o stfedni hodnoté)

Necht funkce f mé parcialni derivace ve vSech bodech mnoziny [a1,b1] X [az,b2] X - -+ X [an, b,] C Dom f podle
v8ech proménnych. Pak existuji ¢isla & € (a1,b1),&2 € (az,b2),...&, € (an,b,) takova, ze

f(b1,b2, ... bn) = flar,az, ... a,) = Zf\/i(bhbm o bic1, & aign aige, - an)(b — ).
i=1

Zejména pro n = 2: f(x1,y1) — f(2o0,%0) = f2(&, yo) (@1 — x0) + fy(x1,m)(y1 — Yo), kde & € (z0,x1), 1 € (Yo,91)-

D.: Provedeme pro n = 2. S vyuzitim 2.3.3 dostaneme:

f(x1,91) = f(xo,y0) = f(x1,y1) — f(21,90) + f(21,90) — f(w0,%0) = fy(x1,m) (1 —yo) + [2(§, yo) (x1 — 20).
O

5.2.5 Definice

Necht funkce f m4 parcialni derivaci podle i-té proménné na oteviené mnoziné M C Dom f, 2° € M. Existuje-li
parcialni derivace funkce f"i podle j-té proménné v bodé z°, nazveme tuto derivaci druhou parcidini derivact

0% f e
e (2°), fo,x, (2°), vz, (), f"i”j(aso). V pripadé, ze i # j,
0T

funkce f podle i-té a j-t€ proménné a znacime ji
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mluvime o smisené parcidlni derivaci.
Analogicky definujeme parcialni derivace vyssich fada v bodé x.

Také parcidlni derivace vyssich fadu lze povazovat za funkce.

5.2.6 Véta (Schwarz [1843 — 1921])

Necht funkce f ma parcidlni derivace fq,z;, fz;z; spojité v bodé 20, Pak jsou tyto derivace zaménné, tj.
fzizj ('TO) = ijzi (x0)~
D.: Provedeme pro n = 2.
h h) — h — h
Polozme F(h) = f(@o +h,yo +h) — f(xo + }ly20) f(zo,yo + ) + f(@o, yo)

e(y) = f(zo + h,y) = f(zo,y), ¥(z) = f(z,y0 + h) — f(2,50)-
S vyuzitim 2.3.3 dostaneme

1 1
F(h)= 15 (o +h) = ¢(yo)) = 53¢ (o + I1h)h =

= %(fy(% + hyo + V1h) = fy(@o,yo + V1h)) = %fyw(xﬂ + U2k, yo + 1h)h =
= fya(zo + V2h,yo + V1h), kde 91,92 € (0,1).
Analogicky odvodime
F(h) = %(Tﬂ(xo +h) = ¥(20)) = fay(zo + V3h,yo + V4h), kde U3,94 € (0,1).
Tedy fyz(xo +V2h, Yo +V1h) = fry(xo + I3h, yo + V4h) a ze spojitosti druhych parcidlnich derivaci plyne
pro h —0: fyac(wanO) = fa:y(w07y0)' U

5.2.7 Dusledek

Ma-li funkce f na oteviené mnoziné M C Dom f spojité parcialni derivace az do fadu m, pak hodnota m-té par-
cialni derivace v libovolném bodé této mnoziny zavisi pouze na tom, kolikrat se derivovalo podle i-té proménné
(i=1,2,...,n), nikoliv na potadi, v jakém se derivovalo.

5.2.8 Definice

Bud V,, n-rozmérny vektorovy prostor nad R, f funkce n proménnych, 2° € Dom f, 7 € V,,.
Polozme ¢(t) = f(2° + t¥). M4-li funkce ¢ derivaci v bodé 0, nazveme tuto derivaci derivaci funkce f ve sméru
7 v bodé z° (smérovou derivaci) a znacime ji fi(z°), fz(x).

Ma-li funkce f derivaci ve sméru ¢ ve vSech bodech néjaké mnoziny M C Dom f, je tato smérové derivace
sama funkci, znac¢ime ji fz.

5.2.9 Poznamky
- ~~ DR .
1. Je-li €; = (0,0,...,0, 1 ,0,0,...,0) (€1,€3,...,8&, je standardni baze V,,), pak fz = f|/i'

2. Pro smérové derivace plati:

(f£9)s = fotom,
(f9)s = fsg+ fgs
( S > _ feg—Tfgs
9) s g
3. Existuji-li smérové derivace f5(z°) pro vSechny @ € V,,, funkce f nemusi byt spojitd v z°.
1

Napf. f(z,y) = 0’ Sinak

y=2*z>0 . .y : y ] e
ma4 derivace v (0,0) v jakémkoliv sméru, ale neni v tomto bodé spojita.
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5.2.10 Véta (o stfedni hodnoté)

Necht funkce f mé derivaci ve sméru @ ve vSech bodech tsecky {z : z = 2% + t0,t € [0,t0]}. Pak existuje
9 € (0,1), ze plati
F(@® +to®) = f(z°) = to fs(a® + VtoT) .

D.: Polozme p(t) = f(2°+1t%). Podle pfedpokladu pro kazdé t € [0, o] existuje ¢’(¢). To podle 2.1.3 znamena,
Ze ¢ je spojita na [0,¢p]. Odtud déle podle 2.3.3 plyne ¢(tg) — ¢(0) = ¢’ (Vto)to, coZ je tvrzeni. O
5.2.11 Véta

Bud f funkce n proménnych, ¢ € V,,. Jestlize existuje fz(z), pak pro kazdé ¢ € R existuje f.z(x) a plati
fes(z) = cfa(x).

5.2.12 Véta

Bud f funkce n proménnych, @ € V,, ¥ € V,,, 2° € Dom f. Necht fz existuje v z° a je spojitd v néjakém okoli
O(2°) a necht fz(2°) existuje. Pak existuje fz,7(2°) a plati fz5(2°) = fa(2®) + fz(z).

D.: Polozme p(t) = f(z° + t(@ + ¥)). S vyuzitim 5.2.10 dostaneme
p(t) —(0)  f(a°+ti+10) — f(2° +10) + f(2° +17) — f(2°) _
' (ﬂﬁ+¢ﬁ+ﬂ0—f@°ﬁw) f (20 +t7) — f(2°)

P t
= tfﬁ(x():_ vtv) + f tvt) i) fa(@®) + f3(2°) pro t — 0.

O

Poznamka: Predpoklad o spojitosti fz v n&jakém okoli O(x°) obecné nelze vynechat.

zy(x +y)
Napt.: f(r,y) = 2 +g? Ex’y;¢io’oi, (29,5°) = (0,0), @ = (1,0), 7 = (0,1).
0, z,y) = (0,0
£o(0.0) = im XD o g 0.0) = 1 P0FD — 0. 10.0) + 0.0 =0
Faro(0,0) = lim D

5.2.13 Definice

Bud f funkce n proménnych, 2° € Dom f a necht ma f v 2° derivaci ve sméru kazdého vektoru @ € V,, a necht
funkce ¢ : V,, — R dana predpisem o(7) = f5(z°) je linedrni formou na V,,, coz znamend, Ze existuje vektor
d €V, takovy, ze ¢(¥) = d - ¥, kde - znadi skaldrni soucin. Pak vektor @ nazveme derivaci (gradientem) funkce
f v bodé 2° a zna¢ime @ = f'(2°) = Vf(2°) = grad f(z°).

Ma-li funkce f derivaci ve vSech bodech néjaké mnoziny M C Dom f, pak je tato derivace zobrazenim
M — V,, (vektorovou funkei). Znaéime ji f/, Vf, grad f.

5.2.14 Poznamky

1. Necht funkce f m4 derivaci ve sméru kazdého vektoru @ € V,, kterd je spojitou funkci na oteviené mnoziné
M C Dom f. Pak podle 5.2.11 a 5.2.12 ma f na M derivaci.

~~
2. Necht f/(z°) = @ = (a1,az,...,a,), (@) = fz(z°) =a- v, € = (0,0,...,0, 1 ,0,0,...,0).
Pak (&) = @ - &;
Tedy a; = fgi(xo) = f|/i(x0)7 f/(x()) = (f‘/17f|/27' . ’7f|/n7)'
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3. Funkce, kterd mé v bodé z( derivaci, nemusi byt v tomto bodé spojité. (Stejny piiklad jako v 5.2.9.3)

4. Geometricky vyznam derivace:
Necht f mé derivaci v bodé z° € Dom f. Pak pro libovolny vektor ¥ € V,, plati
f5(2%) = f/(2°) - 7 = [|f(2°)|]||7]| cos @, kde « je tihel, ktery sviraji vektory f’(z°), @.
Odtud plyne, ze f(2°) je maximalni pro cosa = 1, tj. pro a = 0, tedy v p¥ipadé, ze vektory f’(z°) a @
jsou rovnobé&zné. To znamena, 7e smérova derivace je nejvétsi ve sméry f/(x0).
Gradient — smér, ve kterém funkce nejrychleji roste.

5.3 Diferencial

5.3.1 Definice

Necht f je funkce n proménnych, 20 = (29,29, ...,29) vnitini bod Dom f. Rekneme, Ze funkce f je diferenco-
vatelnd v bodé x°, jestlize existuji realna ¢isla a1, as, . .., ay, takova, ze plati
lim F@Y+hy, 2+ hoy oo 20 +hy) — £(29,29,...,29) — (a1hy + ashe + - + anhy) _o
(h1,h2,...shn)—(0,0,...,0) V2 +h3+ -+ h2

Linearni funkce df(x°) dana ptedpisem (hy,hs,...,h,) +— (arhy + azhs + --+ + anhy,) se nazyva (totdini)
diferencidl funkce f v bodé «°.

Ekvivalentni formulace: Funkce f je diferencovatelna v bodé x0, jestlize existuji redlna é&isla aq, as,. .., a, a
funkce n proménnych 7 tak, ze

f(x(l)—l—hl,xg—i—hg,...,x%—&—hn)—f(x(l),xg,...,x%) =

= (a1h1 +0,2h2+~'~+0,nhn)+\/h%+h%+"'+h% T(hl,hg,...,hn),
pricemz
li hi,ho,...,hy,) =0.
(h1,ha,.., hi,r)nﬂ(o,o ..... 0) 7l hasee s hn)
Definice 5.3.1 je v souladu s definici 2.2.3

\/h% +hZ+ -+ h2 je euklidovskd vzdalenost bodu (hi, ha,...,h,) od poéitku soustavy soufadnic. Misto
ni lze uvazovat vzdélenost v libovolné ekvivalentni metrice.

5.3.2 Véta
Je-li funkce f diferencovatelna v bodé z°, pak je v tomto bodé spojita.
D.: f(z) = f(2°) = f(a] + (w1 — 29), 2§ + (22 — 2]),..., 2], + (20 — 7)) — f(a},25,...,27) =

=(a1(z1 — 29) + az(w2 — 29) + - - + ap(x, — 2))+

/(@1 — 202 + (22 — 23)2 + -+ (zn — 20)2 7((z1 — 29), (22 — 29), ..., (, — 29)),

z ¢ehoz plyne lim f(x) = f(2°). 0O

5.3.3 Véta

Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x°, pak mé v tomto bodé parcialni derivace podle vSech proménnych a
n

plati a; = fl’l(wo),ag = f|’2(x0), cey Oy = f"n(aco), neboli df(2°)(h1, ha,... hyn) = > f‘/i(xo)hi.
i=1

D.: 7Z53.1ab5.21 plyne

f(x(f,acg,...,x?_l,x?+h,x?+1,...7x2)—f(x(l),xg,...,x%)—aih: f|'i($0)—az', h>0
al-—f"i(aco)7 h<0

= 1'
0= fim ]

a tedy f[;(wo) = a;. O
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5.3.4 Véta

M3-li funkce n proménnych f v bodé z° spojité parcidlni derivace podle vSech proménnych, pak je v tomto
bodé diferencovatelna.

D.: Pro stru¢nost zapisu provedeme pro n = 2.
Ze spojitosti parcidlnich derivaci plyne jejich existence v jistém okoli bodu (xg, yo)-
S vyuzitim 5.2.4 dostaneme:
f(xo + h,yo + k) — f(xo,y0) — fe(20,y0)h — fy(xo,y0)k

li =
(h,k)lin(ovo) Vh? + k2
Jz(xo +91h,yo)h + fy(zo + h,yo + V2k)k — fo(xo,y0)h — fy(wo,y0)k

= lim
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2

h k
= lim =(xo+91h,yo) — fz(xo, ———+ lim To+h, yo+192k)— fy,(xo, —_— =
(h,k‘)—>(0,0)(f ( 0 1 yO) f( 0 yO))m (h,k)—>(0,0)(fy( 0 Yo 2 ) fy( 0 yO))m
= h k
Posledni rovnost plyne z 5.1.5.3, nebot f, a f, jsou spojité a | ——=| <1, | ———| < 1.0
5.3.5 Poznamky
1. Podobné jako za vétou 2.2.5 lze zdtvodnit, ze prirtstky hi,he,...,h, nezavisle proménnych muzeme

oznalit dzy,dxs, ..., dx,.

n 0 0 0
Diferencial pak zapiseme df(z) = 3° £/ (2%)dz; = L) gy 1 @) g L 01D g,

= Oy O Oy,

d= id:l:l + id:z:g +- idxn

o0x1 0xo Oz,
Zejména: df(z,y) = fu(z,y)de + fy(z,y)dy
B _of of
df = fede + fydy = 8gcd:ch aydy
0 0
d = gpde+5ody

2. Tec¢na rovina
Rovina z = az + by + ¢ v prostoru R® se naz§va teénd rovina ke grafu funkce z = f(z,y) v bodé
T = (0, Y0, f(w0,0)), jestlize
f(xo,90) = azo + byo + ¢,
flx,y) —ax —by —c

(@)= (@o.w0)/(z — 20)2 + (¥ — yo)?

7Z téchto rovnic dostaneme:
f($7y) - f($07y0) +f(5507y0) —ar — by —C _

0:
(z,y)—(w0,y0) \/(x —20)% + (y — y0)?
. ] f(z,y) = f(wo,y0) — alz — m0) — b(x — yo)
= 1m .
(2.4)—(x0,50) V(@ —20)2+ (y — y0)?

Podle 5.3.1 je tedy df(x,y)(x — 0,y — yo) = a(x — xg) + b(y — yo), takze podle 5.3.3
a= fz(%o,%0), b= fy(zo0,y0)-

Z prvni rovnice dostaneme ¢ = f(zo,v0) — Zofz(Z0, Yo) — Yo fy(Z0,Yo)-

Rovnice tecné roviny tedy je z = fo(zo,%0)(x — x0) + fy(0,%0)(y — Yo) + f(20,Y0)-
Oznacime-li zg = f(zg, yo), je rovnice tecné roviny

z— 20 = (f(z0,%0), fy(20,%0)) - (* — 20,y — Yo),

neboli
Z—Zy= f/(x07y0) : (x — 0,y — Yo)-
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Obecné v (n 4+ 1)-rozmérném prostoru je rovnice te¢né nadroviny ke grafu funkce n proménnych y = f(x)
v bodé z°

y—f(@°) = f(z%) - (z —a°).
3. Geometricky vyznam diferencialu: pfirtstek funkce méfeny na teéné nadroviné.
f@) = f(2°) + df (2°)(z — 2°).

4. Piiklad funkce dvou proménnych, kterd ma v bodé (0,0) derivaci, je v tomto bodé spojita, ale k jejimu
grafu neexistuje v tomto bodé te¢na rovina:

x, y=222>0
2 x
—y—x, —<y<atxz>0
flay)=q = 0 2
20— %, 2?<y<22®,x>0
x
0, jinak

Spojitost a existence derivace v daném bodé tedy jesté nezarudi diferencovatelnost funkce.

5.3.6 Definice

Rekneme, 7e funkce n proménnych f je tridy C™ v bodé 2° € Dom f, existuje-li okoli O(2°) bodu x° takové, ze
O(2°) C Dom f a funkce f ma na O(x°) spojité viechny parcilni derivace az do fadu m véetné.

Rekneme, Ze funkce n proménnych f je tidy C™ na oteviené mnoziné M C Dom f, je-li tfidy C™ v kazdém
bodé mnoziny M.

Rekneme, Ze funkce n proménngch f je tiidy C™ v bodé x° € Dom f, je-li v tomto bodé t¥idy C™ pro kazdé
m € N.

Rekneme, Ze funkce n proménnych f je tridy C*> na oteviené mnoziné M C Dom f, je-li tiidy C* v kazdém
bodé mnoziny M.

Z 5.3.4 plyne, ze funkce t¥idy C' v bodé 2° je v tomto bodé diferencovatelna.

5.3.7 Definice

Necht funkce n proménnych f je tiidy C™ v bodé x°. Diferencidl m-tého ¥ddu funkce f v bodé z° definujeme
vztahem

! w0y
" f(20) (1 o h) = ) mt 0PI g . i

i1lig! - i) OOz - .. Ot
i1+t Fin=m 1+%2 n 8.231 8‘1:2 Oz

| ™ 0 . . .
dmf(z°) = 3 m O qoirdafe . daty =

iligl - i) 9ozt ... Oxln n
i1 i iy = 11702 n' 0x1'0zy - - Oxy

B 0 0 0 o
= <6de1 + 87562(1172 +e axndmn) f(z")

dm

0 0 0 m
—d —~4d T,
<8:L‘1 T1F 0xo Tpoot o0xy, v )

Zejména pro n = 2:

dmf(a:o,yo)(h,k) = Xn: ( m ) whlkﬂn—1

P ) 8(Eiaym7l
" O™ f(2o,y0) « 4o s [ o \"
d"™ f(zo,y0) = Z ( T ) (de dy™ " = (Mdz + E);ydy> f(zoyo)

=0
d2f = fmcdxz + 2fmydxdy + fyydy2
de = fzx:rdx3 + 3fxmydx2dy + 3fxyyd$dy2 + fyyydy3
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5.3.8 Definice

Budte ¢1, 9, - . ., gn funkce n proménnych. Funkce n proménnych F se nazyva kmenovd funkce diferencidlu

g1(x1, e, .. xn)dey + go(x1, 22, ...y xp)des + - - + gn (21, 22, . . ., Tp)day,

n
na oteviené mnoZiné M C (] Dom g;, jestliZe na této mnoziné plati

i=1
n
F"l(x) = gl(x),Fl'Q(x) = gao(x),. .. 7F|/n(93) = gn(x), tj. dF = > g;dx;.
i=1
5.3.9 Véta
n
Necht g1,92,...,gn jsou funkce n proménnych, které jsou tiidy C' na oteviené mnoziné M C () Dom g;.
i=1
Kmenova funkce diferencialu gidaxy + godzs + - - - + gndx, existuje pravé tehdy, kdyz
9gi _ 9g;
a.%'j (9:171
pro v8echna i,j =1,2,...,n, i # j.
D.: Provedeme pron = 2.
=: Nechf existuje kmenova funkce F, dF = gidx + gody. Pak F, = g1, F,, = go.
Derivace Fyy = g1y, Fyz = goz jsou spojité a tedy podle 5.2.6 zdménné. To znamena, Ze
g1 992
. 091 0go .
<«: Necht By~ 92 Pro (xo,y0), (z,y) € M takové, ze {(xo+t(x —xo),yo+t(y—1yo)) : t €[0,1]} C M
Y x
T Y
polozme F(z,y) = [ ¢1(t,y)dt + [ g2(xo,t)dt. Pak podle 3.4.3
Zo Yo

Fm(l.?y) = gl(x7y)
Dale s vyuzitim 2.3.3 dostaneme

J o1ty +h)dt — [ gi(t,y)dt

o [ ; ;
_— = 1 0 0 =
By / g1(t, y)dt Lim -
o
ety h) gty 7
= }lbli%/ . dt = }113%) g£|2(t,y+19h)dt =

) Zo

= }{in})/géu(t,yﬂ%)dt = lim(ga(w,y + Vh) = ga(wo,y +0N) =

Zo

= g2(7,y) — g2(%0,9)

Odtud Fy(x,y) = g2(z,y) — g2(w0, y) + g2(x0,y) = g2(, y).
O

5.4 Derivace slozené funkce, Tayloruv vzorec

5.4.1 Véta (fetézové pravidlo)

Necht f je funkce m proménnych a g1, go, ..., gm jsou funkce n proménnych, které maji spojité parcidlni de-
rivace prvntho fadu v bodé z° = (29, 29,...,2%). Oznaéme u§ = g;(2°),ud = g2(20),...,u8, = gm(20). Je-li
funkce z = f(u1,uz,...,uy,) diferencovatelnd v bodé (ul,u3,...,u), pak méa slozena funkce n proménnych
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z = F(xy,29,...,2,) = f(1(z1,22,...,2Zn), g2(x1, T2, ..., &), ..., gn(X1,Z2,...,2,)) parcidlni derivace prv-

niho f4du v bodé 20 = (29, 29,...,2%) a plati
m m
of dg;
1,0 .0 0y _ N ¢/ (,0 0 0y / (.0 0 0y _ 0.0 01995 0 0 0
Fli(xl,a:Q,...,xn)— E flj(ul,uQ,...,u”)gjli(acl,x%...,xn)— E 3 (ul,uQ,...,un)a (x7,25,...,2,),
=1 =1 B
strucné
0z 0z Ouq L 0z Oug T 0z Ouy,
Ox; Oup Ox;  Ousg Ox; Ou,, Ox; '
nebo

Z:Ei = Zul ulwi + ZuZU2Ii + . + Zu" unmi )
D.: Provedeme pro m =n =2, u=u(z,y), v=uv(z,y), up = u(To,Yo), vo = v(To,Yo);
Za: F(z,9) = f(u(z,y),v(z,y)).
F fa 5 _F
af(iUano) = lim (zo + h,y0) (%0,%0)
€ h—0

h
_ i (@0 + By yo), v(zo + hyy0)) — f(u(zo, o), v(20,50))
h—0
Ponévadz f je diferencovatelna v (ug, vg), existuje podle 5.3.1 a 5.3.3 funkce 7 = 7(h, k) takova, ze
lim 7(h,k)=0a
(h,k)—(0,0)

f(u(zo + h,yo),v(xo + h,yo)) — fluo,vo) =

= fuluo,vo)(u(zo + h,y0) — uo) + fu(uo,vo)(v(xo + h,yo) — vo)+

+v/(u(zo + R, y0) — u0)? + (v(wo + h, yo) — v0)? T(u(zo + h, yo) — uo, v(zo + I, Yyo) — Vo) .

Oznaéme a(h) =+/(u(zo + h,yo) — u0)2 + (v(zo + h, yo) — v0)? T(u(wo + h,yo) — o, v(zo + R, Yo) — Vo).

Pak 6*F(950’ZU0) = jim %(fu(%,vo)(u(ﬂ?o + h,y0) — uo) + fo(uo, vo)(v(x0 + h,yo) — vo) + a(h)) =

or
. a(h)

= fu(uo,vo)usz (20, yo) + fu(uo, vo)vz(To, yo) + }ILLH%) o

Ukéazeme, ze lim M = 0: Podle 2.3.6
h—0 h
I (w(wo + h,yo) — u0)* + (v(zo + hyyo) —v0)*
P h? -
iy 200 + Ry yo) — uo)us (o + yyo) + 2(v(o + Ay yo) — vo)ve(wo + yyo) _
h—0 2h

= (’um(l‘g, yo))Q + (Ua:(anyO))Z )

v (o + h,yo) — u0)? + (v(wo + h, yo) — vo)?
h

je ohranicend a tvrzeni plyne z 5.1.5.3.

tedy funkce
Dokézali jsme tedy

oF
%(ﬁo,yo) = fu(uo,v0)uz (0, y0) + fo(uo,v0)va (0, Yo) -

Analogicky dokazeme

oF
afy(%,yo) = fu(an UO)uy(-ranO) + fv(u07UO)Uy(x07y0)~
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5.4.2 Poznamky

1. Vzorce ve vété 5.4.1 lze zapsat maticove:

Oouq ouq Ouy
a—xl, 67$2, ey a
8U2 8’&2 3u2
0z 0z dz\ [0z 0z 0z Oxy’ Oz’ 7 Om,
Oy, QU Oy,
8:101 ’ 81'2 oY 8mn

2. Pomoci fetézového pravidla lze pocitat i druhé parcialni derivace:
Necht funkce u = u(z,y), v = v(x,y) maji druhé parcidlni derivace v bodé (zg, yo). Oznacme
up = u(ro,%0), vo = v(xo,yo). Je-li funkce z = f(u,v) tifdy C? v bodé (ug,vo), pak slozend funkce
z=F(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)) mé druhé parcidlni derivace v bodé (zo,yo) a v ném plati

Fm:z: = fuuui + zfuvuzvz + fvvvg; + fuumc + fvvmz
Fzy = fuuumuy + fuv(umvy + uyvz) + fvvvzvy + fuury + fvvzy
Fyy = fuuu?/ + 2fuvuyvy + fv'uvg + fuuyy + fvvyy

D.: Odvodime prvni formuli. Ostatni lze odvodit analogicky.

Frw = (ZI)I = (Zuur + Zvvz)z = (Zu)mum + ZyUge + (Zv)zvz + ZyVge =
(Zuuux + Zuvvac)ux + (Zvuuac + Zv'uvx)vx + ZylUzy + 2oV =

= ZulU) + ZuvlaVs + ZoullaVs + ZouVi + Zullzs + Z0Vzz -
Odtud jiz plyne dokazovand formule, nebotf podle 5.3.6 a 5.2.6 je zyp, = 2pu = fuw. I

3. Predchozi vzorce si lze pamatovat pomoci formalni mocniny nebo soucinu. Napft.:

Dou, D on\_ 0 (0w, & uon & (o0’
Oudxr  Owdx)  ou \ox Oubv Ox Ox ~ Ov2 \Ox ) ’

coz jsou prvni tfi ¢leny prvniho vzorce.

4. Analogicky lze poditat i derivace vysSich fadu.

5.4.3 Véta (Taylor)

Necht funkce n proménnych f je v bodé zg = (29, 29,...,20) tiidy C™*+!, tj, existuje okoli O(2°) bodu x°
takové, Ze f mé na ném spojité parcialni derivace az do fadu m + 1 véetné. Bud z = (21,29, ...,2,) € O(2°).
Pak existuje ¥ € (0,1) takové, ze plati

f(x17x27"'7xn) :f(x?’xg7"'7x9l)+
1
+F(fml(x?,xg,...,m2)(x1—ﬂc(l))+fx2(x(1),xg,...7x2)(x2—xg)+~-+fmn(:c(1],x8,...,x2)(xn—m%))—i—---ﬂ—
1 m! omf(29,29,...,29) Oni oni ;
+— — . Do () — )i (g — 29)2 - (2, — 20) P
m i1+i2+Z-+i iy alil e inl 027 00 - - Oy (o1~ )" (=2 = 22) (#n = 2n)
1 (m+1)! o™ f(2? +I(xr —29),...,2° + I(z, — 20)) Oviy 0Ny,
+4(m+1)! Z i1ligl- iy 89&?---5@# (1 — x7) (ajn—xn) .
i i =mtl

D.: Polozme F(t) = f(2? +t(x1 — 29), 25 + t(xa — 29),. .., 28 +t(z,, — 20)). Tvrzeni nyni plyne z 2.4.8, 5.4.1
ab.4.240
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Vzorec v predchozi vété se nazyva Taylortv.
Polynom n proménnych

T (1,02, .. xn) = f(29, 29, ..., 20)+
1
+F(f$1(x(1]a$(2)7 s 75[?1)(:1"1 - x(l)) + fxz(‘r(l)vx& s 71’2)($2 - {Eg) +oo fxn(x(l]axgv s 7x2)(xn - x%)) +oet
1 m! omf(x9,29,...,29) ; ; ;
4+ _ : ) 2 »n (.131—330)“(.1?2—.130)12"'(33 —.130)1"—1—
m! z'1+v:2+;-z'n=m irligl - ip! Ozl Ozl - Oxlp ! 2 noom

se nazyva Tayloriv polynom m-tého stupné funkce f se stiedem x° a vyraz

R (x1,22,...,2pn) =

_ 1 > (m+ 1! 0™ f(af + 92y —a?),... 2] +9(zn — 2}))

— 0\i1 0\in
(m+1)! iplighe iy dalt - Oxly (21 —27) (n — )

i1t tin=mt1

se nazyva zbytek v Taylorové vzorci.

Taylortv vzorec lze stru¢néji zapsat pomoci diferencidli:

1 1
Tn(z) = f(gco)—f—Fdf(xO)(xl—x(l),...wn—xg)—l—Ede(xO)(acl—x(l’,...,xn—a?%)—l—---—i—
1 ! !
+%dmf(x0)(xl - x(l]a ceey Ip — x%)
1
Rufe) = o d a8 + 0 —a8), o+ 0l 22)

5.5 Prubéh funkce vice proménnych

5.5.1 Definice

Rekneme, 7e funkce f nabyvd v bodé x* lokdlniho maxima (resp. minima), jestlize existuje okoli O(x*) bodu x*
takové, ze O(z*) C Dom f a pro kazdé x € O(z*) plati f(z) < f(z*) (resp. f(z) > f(z*)).

Jsou-li tyto nerovnosti pro x # z* ostré, mluvime o ostrém lokalnim maximu (resp. minimu).

(Ostra) lokalni maxima a minima nazyvdme souhrnné (ostré) lokding extrémy.

5.5.2 Priklad
1. f(z,y) = V2?2 +y? mé v bodé (x*,y*) ostré lokdlni minimum, nebot f(z,y) > 0 = f(0,0) pro kazdy
(z,y) € R\ {(0,0)}.

1, (x,y):(0,0)
0, jinak

mé v bodé (z*,y*) ostré lokdlni maximum.

2. f(%y):{

V bodé ostrého lokalniho extrému funkce nemusi byt diferencovatelna ani spojita.

5.5.3 Definice

Rekneme, ze z* € R" je staciondrnim bodem funkce f, jestlize f mé v tomto bodé parcidlni derivace podle
vsech proménnych a plati

f|/1(17*) = f|/2(33*) == f|/n(33*) =0.
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5.5.4 Véta

Necht funkce f ma v bodé z* € R"™ lokilni extrém a necht v tomto bodé existuji vSechny parcidlni derivace
funkce f. Pak x* je stacionarnim bodem funkce f.

D.: Kdyby f‘/i(x*) > 0, pak by podle 2.5.2 existovalo € > 0, ze

* * * * * * * * * * * *
fal, o5, i m) —e,xi g, ,x) < fal, 25, .. w2, 27, ..., 1)

* * * * * * * * * * * *
flal, o5, i o) Fe,xi g, ,xn) > fal, a5, .. @, %], X, ..., )
a tedy by v * nemohl byt lokdlni extrém.

Podobné vylou¢ime moznost f;(z*) < 0. O

Poznamka: Stacionarni bod nemusi byt bodem lokalniho extrému. Napt. f(z,y) = 22 —y2, (z*,y*) = (0,0).

5.5.5 Definice

Je-li z* € R™ stacionarnim bodem funkce f a f pfitom nenabyva v z* lokalniho extrému, fekneme, ze =* je
sedlovy bod (sedlo) funkce f.

5.5.6 Neékolik pojmu z linearni algebry

n

e Nechf A = (a;;) je symetricka matice, h = (h1,hay ... hy)T €V, ®(h) = hT Al = > aijhihj kvadra-

ij=1
ticka forma. .
negativné semidefinitni ‘D(}j) <0
- y . . negativné definitni . -y , > ®(h) <0
Rekneme, Ze matice A je positioné semidefinitni plati-li pro kazdy nenulovy h € V, o (l_i) >0
positivné definitni @(ﬁ) >0

Rekneme, ze matice A je indefinitni, existuji-li vektory i_i, ke Vi, ze <I>(E) <0, <I>(E) > 0.
e Plati:

— Symetrickd matice A je positivné (resp. negativng) definitni pravé tehdy, kdyz vSechna vlastni ¢isla
matice A jsou kladné (resp. zdpornd).
Symetrickd matice A je positivné (resp. negativné) semidefinitni pravé tehdy, kdyz vSechna vlastni
¢isla matice A jsou nezdporné (resp. nekladnd).

— Symetrickd matice A je positivné definitni pravé tehdy, kdyZ vSechny hlavni minory matice A, tj.
determinanty
aip a2 a3

air a2
5 21 Q22 0423 g ey det A

aii,
a1 a2

az1 as2 Aass

jsou kladné.

Symetrickd matice A je negativné definitni pravé tehdy, kdyz hlavni minory matice A stfidaji zna-
ménka pocinaje zapornym.

5.5.7 Véta

Necht z* € R™ je stacionarni bod funkce f a nechf f je tiidy C? v bodé z*. Polozme A = (a;;) = (fli; (7))
Je-li matice A v positivné (resp. negativné) definitni, ma funkce f v bodé z* ostré lokdlni minimum (resp.
maximum).

Je-li matice A indefinitni, funkce f neméa v bodé z* lokalni extrém.

D.: Necht A je positivné definitni.
Bud i = (h,ha, . .., hy) € V,, libovoln, ale pevné zvoleny vektor. Polozme Fyp(z) = > fli;(@)hih;.
1

1,]=
Ponévadz funkce f je t¥idy C? v bodé z*, je funkce F}: spojitéd v bodé 2* a ponévadz (f"” (z*)) je positivné
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definitni, existuje okoli O(z*) bodu z* takové, ze pro kazdé = € O(z*) je Fy(x) > 0.
Ponévad# h byl libovolny vektor, tak pro viechny z, & € O(x*) plati F_,«(2) > 0.
Nyni podle 5.4.3 je pro x € O(x*)

F) = F@) 4 g D0 Myl 0 — 2 — o) g~ a]) = F@) 4 5 Fa e (@ 40— ),

ij=1

kde ¢ € [0,1]. Tedy a* 4+ d(z — 2*) € O(z*) (uvazujeme euklidovskou metriku) a f(x) > f(z*), coz
znamena, ze funkce f nabyva v bodé x* svého ostrého lokalniho minima.

Tvrzeni pro maximum se dokaze analogicky.

Necht A je nyni indefinitni. Pak existuji vektory h = (h1, ha, .. .,hn)J_c' = (k1,ka,...,kn) € V,, takové,

ze > f;(@ )hih; <0a > fl.(z")kik; > 0. Ponévadz f je t¥idy C? v bodé z*, existuje okoli Oy (x*)
i,j=1 ,j=1

bodu z* takové, Ze pro vSechna x € O1(z*) je 3. f[;(®)hih; <0a > [ (x)kik; > 0.

i,j=1 i,j=1
Bud Os(z*) libovolné okoli bodu z*, dp,, 0 takova kladné éisla, ze 1 = «* + 6hﬁ € O1(z*) N Oz(z*) a
T2 = x* + 0k € O1(x*) N Oz(z*).
S vyuzitim 5.4.3 dostaneme

Fla) = £ + 5 D2 Hle + 0605 hiy < f(a"),

ij=1
Fla2) = Fa) + 5 D2 Myl + 00 R)0Tiky > F(a°)

i,j=1
takze v bodé z* neni lokalni extrém funkce f. [J

Je-li matice (f];;(2")) positivné nebo negativné semidefinitni, nelze o kvalité stacionarniho bodu rozhodnout.

5.5.8 Dusledek

Necht funkce dvou proménnych f je tiidy C? ve svém staciondrnim bodé (z*,y*). Jestlize

D($*7y*) = f$w<x*’y*)fyy($*7y*) - (f$y('r*7y*>)2 >0,
pak m4 funkce f v bodé (z*,y*) ostry lokdlni extrém a to minimum, pokud f..(z*,y*) > 0 a maximum, pokud

faz(z®,y*) <O0.
Jestlize D(z*,y*) < 0, pak v bodé (z*, y*) lokalni extrém nenastava.

D.: Prvni tvrzeni bezprostfedné plyne z 5.5.7 a z tvrzeni o minorech v 5.5.6.
Necht D(z*,y*) < 0. Uvazujme kvadratickou formu

D(hi,ha) = faa(@ y" )03 + 2fuy (@, y ) haha + fy (a*,y")h5 =
* * h 2 * * h * *
= h% faca:(aj Y ) - +2fwy($ Y )71"’—.]07,1.1;1(3j Y ) .
h2 h2

Ponévadz D(z*,y*) < 0 mé4 kvadraticky polynom P(A) = fuu (2%, y*)A? + 20y (z*, y* )X + fyy(z*,y*) dva
realné rtizné kofeny, coz znamend, %e nabyva kladnych i zdpornych hodnot. Existuji tedy vektory (hq, hs)
a (h1, ho) takové, ze ®(hy,hs) > 0 a ®(hy, he) < 0. To znamend, 7e forma P je indefinitni. O

5.5.9 Definice

Bud f funkce n proménnych, M C Dom f. Rekneme, Ze funkce f nabjva v bodé xz* € M globdlniho minima
(resp. mazima) na mnoziné M, jestlize f(z) > f(z*) (resp. f(z) < f(2*)) pro kazdé = € M. Jsou-li nerovnosti
ostré pro kazdé x # x*, mluvime o ostrich globdlnich minimech (resp. mazimech) na M.

(Ostra) globalni maxima a minima nazyvame souhrnné (ostré) globdini extrémy funkce f na mnoziné M.

Misto slova ,globalni“ se nékdy pouziva slovo ,absolutni.
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5.5.10 Poznamka

Je-li bod globalniho extrému z* na mnoziné M vnitfnim bodem této mmnoziny, pak je x* bodem lokalniho
extrému.

Funkce f tedy muZe mit globalni extrém na mnoziné M v bodé lokdlniho extrému funkce f nebo v hrani¢nim
bodé mnoziny M, pokud tento bod do mnoziny M patii.

5.5.11 Poznamka
Necht funkee f je tiidy C? v bodé 2° = (29,29, ...,29).

Grafem funkee g : (21,22,...,2,) — f(2%) + f]}(2°) (21 — 2f) + fly(a®)(x1 — 28) + - + f{, (2°) @y — 20) je
podle 5.3.5.2 te¢na nadrovina ke grafu funkce f v bodé z°.

Necht A = (a;;) = (f"ij(xo)).

Stejnym zpusobem jako v dikazu véty 5.5.7 1ze dokézat:

Je-li matice A positivné definitni, pak existuje okoli O(z°) bodu z° takové, ze pro vsechna z € O(z°) je
f(x) > g(x). Body grafu funkce f v okoli bodu x° lez nad te¢nou nadrovinou, funkce je v bodé 2° konvexni.
Je-li matice A negativné definitni, pak existuje okoli O(z%) bodu z° takové, ze pro vSechna x € O(z) je
f(z) < g(x). Body grafu funkce f v okoli bodu ° lezi pod te¢nou nadrovinou, funkce je v bodé z° konkavni.

5.6 Implicitni funkce

5.6.1 Definice
Necht F je funkce dvou proménnych, (x¢,yo) € R? je takovy bod, ze F(zo,y0) = 0 a § > 0 je reélné ¢&islo.
Rekneme, 7e funkce y = f(z) je na (zo — 0,29 + ) zaddna implicitné rovnici F(x,y) = 0, jestlize pro
x € (xg — 0,x0 + ) je F(x, f(x)) =0.
5.6.2 Véta
Necht F' je funkce dvou proménnjch a jsou splnény predpoklady:

e existuje (xo,y0) € Dom F, ze F(xg,y0) = 0,

e existuje a € R, a > 0, ze F je spojitd na mnoziné R = (zg — a,zo + a) X (yo — a,yo + a) N Dom F,

OF
e F' m4 spojitou parcidlni derivaci podle y v bodé (z9,yo) a plati M #0.
Y

Pak existuje kladné ¢islo 0 a jedind spojitd funkce y = f(x), kterd je na (xo —d, zo + ) zaddna implicitné rovnici
F(z,y) = 0.

D.: Na R? uvazujme metriku p,, a polozme d = F,(z0,y0). Podle predpokladu je d # 0.

|d|

Ponévadz F, je spojita v bodé (zo, o), k 5 > 0 existuje € > 0 takové, Ze pro
. d
(’I’,’y) S OE(I(),yO) = ($0 —&,7o +€) X (yO — &% +€) Je |Fy((13,y) - d| < %7
neboli pro (z,y) € O-(z0, o) je
Fy(z,y)| 1
11— 2 <o 5.1
- B0 (1)

Bud Q = {g € Clzg — e,20 — €] : g(z0) = Yo, |9(z) — yo| < € pro z € [xg — &,20 — €]}. Pro g € Q tedy
plati g(xo) = yo, F(20,9(x0)) = F(zo,y0) =0, g i F jsou spojité a tedy k ¢ existuje 6; > 0 takové, ze pro
x € [wg — 01,20 + 1] je

<e. (5.2)

‘9(95) T a Yo
Polozme 6 = min{e, 01} a P = QN Clxg — 0, z¢ + 6]. Mnozina P tedy obsahuje funkce z Q, jejichZ definiéni
obor je ziZen na [xg — d,xg + 9.

. Je-1li funkce f

Definujme zobrazeni T' : P — Clzg — d, 29 + J] predpisem: T'(g)(x) = g(x) — M
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F

pevnym bodem zobrazeni T (sr. 4.5.13), pak f(x) = f(z) — w
F(x, f(z)) =0pro x € [xg—d,x9+ 9], tj. f je spojitd funkce, kterd je na (xo— d, 29+ J) implicitné zadana
rovnici F(z,y) = 0.
Existenci jediné funkce f této vlastnosti dokdzeme pomoci Banachovy véty o kontrakci 4.5.14.
Na P uvazujme metriku stejnomérné konvergence pc (viz 4.1.2.4). Pak

F(zo,9(zo
T(g)(wo) = g(wo) — Fleo 5(w)) _ Yo pro g € Q.

IT(g)(z) — yo| < € podle (5.2) pro = € [xg — d,20 + 6], tedy T'(g) € P.
S vyuzitim 2.3.4.1 dostaneme

pc(T(9), T(h)) = max [T(g)(z) = T(h)(x)| =

ro—0<z<z0+d

pro x € [xg — d,x0 + 9], neboli

_ F(z,9(x)) F(z,h(z))|
T o-d2n2a0ts 9(x) = d — h(z) + d ’

T e dteSrots g(x) — h(z) — Fy(x,f)(gglx) — h(z)) ‘ B
= laGo) = wio)l [ - P

Piitom & lezi mezi hodnotami g(x) a h(x), g,h € P, tedy £ € O(yo), takze podle (5.1) je
1 1
< - — = —
pe(T(9),T(h) < 5 max  lg(z)—h(x)] = 5pclg.h),

coz znamend, ze T je kontrakce na P. [J

5.6.3 Poznamka
Jsou-li splnény predpoklady véty 5.6.2, existuje jedind spojitd funkce f dand implicitné rovnici F'(z,y) = 0.
Kromé ni miZe existovat vice nespojitych funkei g, pro néz F(z, g(z)) = 0.

Napt.: F(z,y) = y(y — 1), (zo,%0) = (0,0)

f(x)=0, gi(x) = 0, 20

L 250 g2(x) = x(x), ...

5.6.4 Véta

Necht jsou splnény piedpoklady véty 5.6.2 a necht navic md F na R spojité parcidlni derivace. Pak funkce
y = f(x), kterd je v okoli bodu (zg,yo) implicitné zaddna rovnici F'(x,y) = 0 mé& v bodé z( derivaci a plati

/ _ Fu(wo,0)
f(wo) = _Fy(xo,yo) .

D.: F(z, f(x)) =0 na okoli bodu z¢. Derivovanim tohoto vztahu podle z (sr. 5.4.1) dostaneme

Fy(x, f(z)) + Fy(z, f(x)) f'(z) = 0.

Dosazenim zy za x a snadnou upravou dostaneme dokazovany vztah. O

5.6.5 Poznamka

Necht jsou splnény piedpoklady véty 5.6.2 a necht navic ma F na R spojité druhé parcidlni derivace. Pak funkce
y = f(z), kterd je v okoli bodu (xg,yo) implicitné zadédna rovnici F(z,y) = 0 ma v bodé xy druhou derivaci.
Lze ji vypocitat postupem analogickym postupu pfi dikazu véty 5.6.4.

Analogicky lze postupovat pii vypoc¢tu derivaci vyssich Fadu.

5.6.6 Definice

Necht F je funkce ti{ proménnych, (zo,%0,20) € R? je takovy bod, Ze F(z0,%0,20) = 0 a § > 0 je realné &islo.
Rekneme, ze funkce z = f(x,y) je na (zo — 0,20 +0) X (yo — 0,40 + 8) zaddna implicitné rovnici F(z,y,z) =0,
Jestlize pro x € (xo — 0,0 +6), y € (yo — 6,90 + ) je F(x,y, f(x,y)) = 0.
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5.6.7 Véta
Necht F je funkce t¥{ proménnych a jsou splnény predpoklady:
e existuje (xo, Yo, 20) € Dom F, Ze F(x0, Yo, 20) = 0,

e existuje a € R, a > 0, ze F' je spojitd na mnoziné
R = (.To—a,l‘0+a) X (yO—%yO“‘a) X (Zo—CL,Z()—f—a)ﬂDOI’I’lF,

aF 9 )
e F' m4 spojitou parcidlni derivaci podle z v bodé (zo, yo, z0) a plati w

£0.

Pak existuje kladné ¢islo ¢ a jedind spojita funkce z = f(x,y), kterd je na (xg — §,20 + 6) X (yo — &, y0 + 9)
zadéna implicitné rovnici F(z,y,z) = 0.

D.: Modifikovany dikaz véty 5.6.2 [

5.6.8 Véta

Necht jsou splnény piedpoklady véty 5.6.7 a necht navic md F na R spojité parcidlni derivace. Pak funkce
z = f(z,y), kterd je v okoli bodu (zg,yo, 20) implicitné zaddna rovnici F(z,y,z) = 0 ma v bodé (zo,yo)
parcialni derivace a plati

Fy (20,0, 20) _ Fy(zo0,y0, 20)

o, - - ) Lo, = ’
.f:C( 0 yo) FZ(,’]’,‘O’yO7ZO) fy( 0 yO) Fz($0ay0720)

D.: Pfimym vypoctem jako u 5.6.4 [

5.6.9 Poznamky

1. MA-li funkce F' na R spojité druhé parcidlni derivace, pak mé i funkce z = f(z,y) v bodé (z¢, yo) druhé
parcidlni derivace. Lze je vypocitat analogickym postupem.
Analogicky lze postupovat pii vypoctu derivaci vyssich radu.

2. Analogicky lze definovat implicitné zadanou funkci n proménnych, dokazat jeji jednoznacnou existenci a
pocitat jeji derivace.

5.7 Diferencovatelna zobrazeni

Zobrazeni F' : R® — R™

(Ilaan s 7xn) = (fl(xlax% s 71’71),]02(1’1,1'2, s 7xn)7 s 7fm(x1’:1725 s ,$n))
Zobrazeni F' je uréeno m funkcemi n proménnych f1, fo, ..., fm. Tyto funkce nazyvame slozky nebo souradnicove

funkce zobrazeni F, piseme F = (f1, fo,. .., fm)-
Dom F' = Dom f; x Dom f3 x --- x Dom f;,.

5.7.1 Poznamka

Zobrazeni F = (f1, f2,.-, fm) : R® — R™ je spojité v bodé 2° = (29,29,...,2%) € R™ pravé tehdy, kdyz
v8echny funkce fi, fa,..., fm jsou spojité v tomto bodé.

D.: =: Bud ¢ > 0 libovolné. K nému existuje § > 0 takové, ze pro kazdé

(r1,22,...,2,) € Os(2d,29,. .., 20) = (29 — 8,29 + ) x (2§ — 6,29 + &) x -+ x (28 — 6,29 + 9)
plati

F(xlvx%“'yxn) € Os(fl(xl,icz,...,l’n),fz(l'l,ZQ,...,iﬂn),...7fm(l'1,1'2,...,$n)):

= (fi(2},23,...,25) =& filad, a3, ..., 2p) +€) X
x(fo(29,29, ..., 20) — &, fo(a,29,...,20) +e)x, ..., x
X(fm(x?7xg""7x97,) _57 fm(x?7x(2)7"'7x?l) +E) ‘
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Jinymi slovy: k € > 0 existuje § > 0, %e pro (z1,xa,...,2,) € Os(2%,29,...,29) je
fil@,2e, . my) € (F(29,29, .. ,20) — &, fi(29,29,...,29) +¢),

tedy f; je spojita funkce. To plati pro kazdé j € {1,2,...,m}.

«: K e > 0 existuje §; > 0, Ze pro (21, %2,...,2n) € O, (29, 29,...,20) je
fj(xlax%"'?xn) € (fj(‘r(l)vx&vx?z) _gvfj(x(l)vxga"w n)+€) J=12...,m.
Polozime § = min{41,da, ..., 0, . Pak pro (z1,7a,...,2,) € Os(29,29,...,2%) je
F(21,22,...,1,) € O(F(29,29,...,2°)). O
5.7.2 Definice
Rekneme, 7e zobrazeni F' = (f1, fa, ..., fm) : R™ — R™ je diferencovatelné v bodé x° = (29,29, ...,20), jestlize

kazda z funkci f1, fo, ..., fm je diferencovatelna v tomto bodé.
Zobrazeni dF'(z°) : R® — R™ dané predpisem

(1, hay ... hy) = (dfi(29)(hi, hoy .y hy), dfa(22)(Ra, hay ooy By ooy dfn (20) (B, By oo b))

se nazyva diferencidl zobrazeni F v bodé (29,29,...,29).

Zobrazeni F' se nazyva diferencovatelné, je-li diferencovatelné v kazdém bodé z Dom f.

5.7.3 Poznamky

1. Diferencial zobrazeni F = (f1, fa,..., fm) : R* — R™ v bod& 2° = (29,29,...,29) je linearni zobrazeni
uréené matici A = (a;;) = gf;(ﬂ)) =( i/|j(x0))'
D.: o/
> 671(330);%
) dfi(2%)(hy, o, ... hy) k=1 9Tk .
1 n 1
o dfo(2°)(hy, hay ... ) 5> 0F2 0y, hy
. — = k=1 axk = A- . O
i . i
dfm(l‘ )(hlahQa"'ahn) n f
Z 87( )

2. Jelli f:R" — R funkce n proménnych diferencovatelna v bodé z° = (29,29, ..., g) pak se podle 5.3.5.
v okolf bodu z° , jeji piirtistek chova jako linedrni funkce df(x°)%, f(x) = ( %) ~ df(z°)(z — 29).
Je-li tedy F(f1, fa,---, fm) : R® — R™ zobrazeni diferencovatelné v bodé x° = (29,29, ...,2%), pak pro
x z okoli bodu 20 plati

noOfi
filz) = f1(29) df1(2°)(x — 2°) 2 o )k = )
fo(@) = fola?) dfa(2%)(x — 2°) 55 92 0y — a0

F(x) - F(2%) = ~ =| k=10%k
0 0 0 " Ofm o 0
fm (@) = fin(2?) dfm(2”)(z — 2%) (2°) (xp, — 29)

k=1 Ozg

(70
_ (Wz(l‘ )> (@—a0) = dF(%)(@ — a0).
8xj
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5.7.4 Definice

Necht zobrazeni F = (fi, f2,..., fm) : R* — R™ je diferencovatelné v bodé z° = (29,29, ...,2%). Matice
Ofi 0y 9f 0 Of1 0
o («Y) R () ... o, («Y)
oo | Py SRy DR
F'(2%) = (fi|j($ ) = 1 T2 In

Ofm

O
@) S

oxy,

Ot

s (z°)

se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F' v bodé z° (derivace zobrazeni F v bodé x°).
Je-li n = m pak se determinant Jacobiho matice zobrazeni F' v bodé z° nazyva Jacobidn (Jacobiho determinant)

zobrazeni F' v bodé x°. Oznaduje se

O(f1, far. -y [n)

O(x1, T2, ..., xy)

D(f1, fas---5 fn)

0
D(z1,29,...,25) (7).

J(F(29)),

(%),

5.7.5 Poznamka

Je-i F' = (f1, fo, .-, fm) : R™ — R™ diferencovatelné zobrazeni, pak zobrazeni x — F’(x) je zobrazenim Dom F'

do mnoZiny matic typu m x n. Zna¢ime ho F’.
Je-li F = (f1, fa,...,fn) : R™ — R" diferencovatelné zobrazeni, pak zobrazeni z +— J(F(x)) je funkci n

proménnych.

5.7.6 Véta (o derivaci sloZzeného zobrazeni)

Necht F = (f1, f2;-- -y fm) : R® = R™, G = (g1,92,---,9p) : R™ — RP jsou diferencovatelna zobrazeni. Pak
slozené zobrazeni H = (hy, ha,...,h,) = Go F : R™ — RP je také diferencovatelné a pro jeho Jacobiho matici

plati
H'(x1,29,...,2,) = G'(F(x1,22,...,70)) - F'(z1,22,...,7,).

Je-li n = m = p, pak pfi oznaceni (y1,¥2,...,Ym) = F(x1,22,...,2,) pro Jacobidny zobrazeni F, G, H plati

J(H(x1, 29, .., 2,)) = J(G(y1,Y2, - - o, Ym))J (F (21,22, ..., Tpn)) -

D.: hi($17x27"'7xn> :gi(fl(l‘hmZa---7xn)7f2<xl>x2a'"7xn)7"'7fm(-r17x2a--'amn))'
Podle 5.4.1 je
Oh;
axj(‘rhxzv"-;xn) =

p
= Zgak(fl((xl’l'?? cee ,.’En),fg((fﬁl,xz, cee 71'77«)’ . '7fm(x13x27 cee 7xn))fllc|j(x17x23 cee 7xn)
k=1

proi=1,2....p, j=1,2,...,n.
Druhé tvrzeni plyne z véty o determinantu soucinu matic. [J

5.7.7 Véta (o lokalni inversi)

Necht zobrazeni F : R" — R™ je diferencovatelné v bodé (z9,29,...,2%) a F(29,29,...,22) = (49,49, ...,42).
Je-li Jacobiho matice F’(29,29,...,22) regularni (tj. det F’(z9,29,...,29) = J(F(29,29,...,2%)) # 0), pak
existuje okoli O(29,29,...,2%) bodu (z9,29,...,2%), v némz je zobrazeni F prosté, tedy existuje inversni

zobrazeni F~1: F(O(29,23,...,2%)) — R". Inversni zobrazeni F~! je diferencovatelné v bodé (y?,49,...,49)

a pro jeho Jacobiho matici plati

(F_l)/<y?7yg) s 7y2) = (F/(x(l)vxgv s ’m%))_l .
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Naznak ditkazu: Pokud F(29,29,...,2%) = 0 tak na O(z9,29,...,2%) plati

0

n ; )

F(x1,29,...,2,) ~dF (29,29, ..., 2%) (2 — 2%, 29 — 25, ... 2, — 20).

Linearni zobrazeni na pravé strané priblizné rovnosti je prosté pravé tehdy, kdyz jeho matice, tj. Jacobiho
matice zobrazeni F, je regularni.

Jacobiho matice identického zobrazeni F~1o F, F~t o F(xy,22,...,7,) = (z1,22,...,7,) je jednotkova
matice F.

Podle 5.7.6 plati E = (F~ 1)/ (F(29,29,...,2%)) - F'(29,29,...,29), z ¢ehoz bezprosttedné plyne dokazo-
vany vztah. [J

5.7.8 Definice

Rekneme, Ze zobrazeni F' = (f1, fa, ..., fm) : R* — R™ je tiidy C*, k € NU{oc} v bodé 2° = (29,29, ...,29),
jestlize kazd4 z funkci f1, fo, ..., fm je tiidy C* v bodé x°.

Rekneme, 7e zobrazeni F' = (f1, fa,..., fm) : R* — R™ je tiidy C*, k € NU{oo}, jestlize je tiidy C* v kazdém
bodé Dom F'.

Poznamka: Je-li zobrazeni F t¥idy C*, pak Dom F je otevienad mnoZina.

5.7.9 Poznamka

Rekneme, 7e matice A o n sloupcich a m ¥adcich je reguldrni (v zobecnéném smyslu), jestlize jeji hodnost je
rovna min{m,n}, tj. ma-li maximalni hodnost.
Tedy je-li m = n, det A # 0 (jak je obvyklé v linearni algebfe)

n > m, fadky matice A jsou linedrné nezavislé

n < m, sloupce matice A jsou linedrné nezavislé
Je-li n < m a matice A je reguldrni, pak linedrni zobrazeni ® : V,, — V,,,, ®(0) = A - ¥ je prosté. Kdyby totiz
existovaly vektory #, ¥ € V,, takové, Ze @ # ¥ a (@) = ®(¥), pak by

Jinymi slovy, existovala by linedrni kombinace sloupcti matice A s koeficienty, které by nebyly vSechny nulové,
rovnajici se nulovému vektoru, coz by znamenalo, Ze sloupce matice A nejsou linearné nezavislé a to by byl spor.

5.7.10 Definice
Bud F = (f1, f2y. .., fm) : R" — R™ zobrazeni. Rekneme, Ze zobrazeni F je reguldrni, jestlize je t¥idy C' a pro

kazdé x € Dom F je matice F’(x) regularni.

Poznamka: Je-li zobrazeni F' : R™ — R™ regularni a n < m, pak ke kazdému bodu x € Dom F' existuje
okoli O(x) C Dom F takové, ze F je na O(z) prosté.
Zdtvodnéni plyne z 5.7.3.2 a z 5.7.9.

5.7.11 Véta (o implicitnim zobrazeni)
Necht F = (f1, f2, -+, fm) : R?T™ — R™ je zobrazeni, které spliiuje predpoklady
e existuje bod (20,4%) = (29,29,...,22,49,49,...,9%) € Dom F takovy, ze F(z°,1°) = 0,

e existuje okoli O, (2°,4°) bodu (29, 29,...,2%,49,49,...,90 ) takové, Ze F je spojité na O, (2°,4°)NDom F,
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e vSechny prvky matice

Py =| o @y) 5, @) Dy, DY)
Tyl(x’y) @(1773/) (9?/7(1772%)

of

of

jsou spojité v bodé (2°,9°) a plati det Fy,(z°,y°) # 0.

Pak existuje okoli Os(z°) bodu (29,29, ...

pro kazdé z € O5(2°) je F(z,G(z)) = 0.

rrn

Jsou-li navic v bodé (2°,9%) spojité vSechny prvky matice

of

%) v R" a jediné spojité zobrazeni G : Os5(2°) — R™ takové, ze

0 ) 9
TQ(-TJJ) Ti;(%,y) %(x,y)
8f2 8f2 af2

Fx($7y) = 871:1<x7y) ai‘m(x’y) axn ($7y) 7
Ofm Ot af,.
aiml(l'7y) aixz(l',y) a‘in (J?,y)

pak je zobrazeni G diferencovatelné v bodé x° a pro jeho Jacobiho matici plati

G'(2%) = —(Fy(a®,9°) 7" Fa(a®,4°) .

Naznak dukazu: Prvni tvrzeni v podstaté fikd, Ze za uvedenych pfedpokladii lze z rovnice F(x,y) = 0

vypoditat y = G(z).

Je-li F' diferencovatelné v bodé (z°,1°), pak podle 5.7.3.2 je

0 = F(I7y) ~ dF(IEO)(x—IO,yfyO) —

n 8f1 0 0 0 m afl o o .

2L (29, _ n 01 (0 0

kgl D (2%, y°) (z xk) 321 dy; (2%, y )(yj yj)

P2 (00 40w — ) + 35 2200, 49) 4 — 40

_ kgl Oy (x°,9y°) (@ — 23) +j§1 Dy, (2%, y )(yj yj) B
a7 ; - + , . a0
kz=:1 Dz (2 y") @k — ay) ; Dy, (2°,9°)(y; — v?)

Fo(2%,9°) - (x — 2%) + F (2°,4°) - (y = o°).

Z predpokladu det F, (2%, y°) # 0 plyne existence (Fy,(z°,y°))~! a z ptiblizné rovnosti
0~ Fp(2°4°) - (z — 2°) + F, (2% y°)(y — y°) plyne ptiblizna rovnost

y— 3"~ —(F, (@ y") " (Fa(a®30) - (& — 2%) = (—(F, (% 9") - Fu(a®,4") - (& — 2%),

neboli

y =y’ + (—(Fy(2°,y°) 7"
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Takze y lze z rovnice F(x,y) pfiblizné vypoditat.
Soucasné

Y= Gla) ~ P +dGE") (@ —2%) = G'(a°) - (z —a?),
takze Jacobiho matice zobrazeni G' v bodé z° je ddna vzorcem z druhého tvrzeni véty.
Presny dukaz lze provést precizaci uvedené myslenky pomoci pfislusnych limitnich pfechodu.
Jind metoda dikazu spociva ve ,vicerozmérné modifikaci“ dikazu véty 5.6.2. O

5.8 Diferencovatelné variety

5.8.1 Definice

Budte m,n € N, 1 < m < n. Rekneme, e mnozina M C R" je m-rozmérnd nadplocha v n-rozmérném prostoru,
jestlize ke kazdému y = (y1,¥y2, ..., yn) € M existuje jeho okoli O(y) v R™, oteviend mnozina U, C R™ a prosté
spojité zobrazeni Fy : U, — R" tak, ze y € F,(U,) = O(y) N M.

Je-li kazdé ze zobrazeni F,, y € M navic regularni, fekneme, ze M je m-rozmérnd (diferencovatelnd) varieta

v n-rozmérném prostoru.
Je-li kazdé z reguldrnich zobrazeni F,, y € M navic tfidy C*, fekneme, ze M je m-rozmérnd varieta tridy C*
v N-r0ZMEerném prostoru.

e n-rozmérné nadplochy (variety) v n-rozmérném prostoru jsou oteviené mnoziny.
e Jednorozmérné nadplochy se nazyvaji krivky, dvourozmérné nadplochy se nazyvaji plochy.

e Jednorozmérné variety se nazyvaji hladké kiivky, dvourozmérné variety se nazyvaji hladké plochy.

Poznamenejme, ze hladké jordanovska kiivka definovand v 2.6.6 a hladky oblouk {(¢(t),¢(t) : t € I}, kde T
je otevieny interval jsou hladkymi kfivkami v pravé uvedeném smyslu. Definice 2.6.6 je vSak ponékud obecnéjsi,
zahrnuje i oblouky s jednim nebo obéma krajnimi body.

5.8.2 Véta

Budte g1, 9o, - . ., g diferencovatelné funkce n proménnych, n > k. Polozme

M = {(z1,22,...,2,) € Domg; NDomgs N---NDom gy :

g1(z1, 22, ..., 2n) = ga(x1, T2, ..., 2p) = - = gr(w1, 22, ..., 2,) = 0}.
Jestlize v kazdém bodé x = (z1,22,...,2,) € M je hodnost matice

891 3{]1 agl

B, (z) Dig (z) Dz, (z)

0go 09 092

67331(3:) 87:102(:6) 87%(50)

dgr g, g,

B, @) 5 s (z) Dz, (z)
rovna k, pak mnozina M je (n — k)-rozmérnou diferencovatelnou varietou.
D.: Bud (#1,&3,...,%,) € M. Ponévadz matice

%(@ %(55 g1 (2
611 81‘2 o 8-7371,
dg2 .. 092 . g2 .
n
g, g, i .
87:1(‘%) 87:2(@ T 9 (2)
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je regularni, existuji vesmés rtzné indexy ji,j2,...,jk € {1,2,...,n} takové, ze matice

991 . dg1 . on .
a2, (2) oz, @) ... a2, (2)
992 . g2 . 092 .
a2, (2) oz, @) ... a2, (2)
dgr .. g . . dgr. ..
8$J’1 (x) 61‘]‘2 (!.C) o 8$jk (if)
je reguldrni. Oznac¢ime-li i1, 49, .., 9,k vesmés ruzné indexy z {1,2,...,n} \ {j1,d2,- -, Jk }s

T = (Tiy, Tig,--+Tip_1),Y = (Tjy,Tjy, ..., T4 ), Pak jsou splnény predpoklady 5.7.11. Existuje tedy ote-
viend mnozina Uz, 4,....4,) = O(&) C R"~* a zobrazeni O(a1,39,..,3n) : O(F) — O(F) C R* takové, Ze pro
kazdé x € O(x) je (z,0(1,2s,....5,)(2)) € M. Polozime F(z, 5, . 3.)(%) = (T, 0(21,20,....5,)(T))-

Stejnou konstrukci lze provést v kazdém bodé z M. [

Rekneme, 7e varieta M z véty 5.8.2 je zaddna rovnicemi g;(z1,22,...,2,) =0, i=1,2,...,k.

5.8.3 Heuristicka tivaha

Bud ¢ diferencovatelna funkce dvou proménnych. Pak M = {(x,y) € R? : g(z,y) = 0} je jednorozmérna
0
diferencovatelnd varieta (hladka kfivka). Bud (Z,§) € M takovy, ze 6—9 # 0. Pak podle 5.6.2 existuje funkce

y = y(z) takova, ze v okoli & jeji graf splyva s M. Teéna ke grafu funkce y(z) v bodé (Z, §) je dédna rovnici

y—9=y'(@)(x—-%).

=>
<

9:(%,9)

gy(i“, )

)

Pfitom y'(%) = — , takZe obecnd rovnice tecny je

92 (2, 9)x + 9y(2,9)y — 9(%,9)T — g4 (2,9)) = 0.

Normalovy vektor ke grafu funkce y(z) v bodé (&,9) tedy je (92(%,9), 9y(2,9)) = grad g(&, 9)
vektor ke kiivce M v bodé (Z,9) je tedy kolmy k vektoru grad ¢(z, §).

9'(Z,4). Tecny

5.8.4 Pojmy z linearni algebry

Necht V,, je n-rozmérny unitarni prostor (vektorovy prostor se skaldrnim soudinem) a ¥y, ¥s,..., 0, € V,.
Ozna¢me Lin(¥y, ¥, . .., Uy, ) podprostor prostoru V,, generovany vektory vy, ¥s, . .., Uy, (linedrni obal mnoziny
vektort {v1, U2, ..., Um}).

Je-li W C V,, vektorovy podprostor, oznaé¢me W+ jeho ortogonalni doplnék (vektorovy podprostor, jehoz kazdy
prvek je kolmy k libovolnému prvku z W), tzn. je=li 4 € W a ¢ € W+, pak @ -7 = 0.

5.8.5 Definice

Necht funkce g1, go, . . ., gr spliiuji pfedpoklady 5.8.2, M je diferencovatelnd varieta zadand rovnicemi
gi(z1,22,...,2,) =0, i =1,2,...,k anecht (&1, &a,...,&,) € M. Vektorovy prostor

NM(QAil, §72, e ,.fn) = Lin(g’l(£17§32, . ,f?n),g/2<.’f}17.’f72, ey JA}n)7 e ,g;(fl,iﬁg, - 7.’17,‘”))
nazyvame normdalovy prostor k M v bodé (T1,32,...,4n)-
Vektorovy prostor
T (21,82, ..., 8n) = WNar(E1, 82, ..., 2n))"
nazyvame tecny prostor k M v bodé (Z1,Z2,...,2n)-
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5.8.6 Véta

Bud M diferencovatelna varieta zadana rovnicemi g;(z1, 22, .. .
T = (81, &a,..

Pak existuje vektor h € Ty;(2), o € R a zobrazeni ® : R — R” takové, e = — & = ah + ®(a) a lin})
T

,&n) =0, i=1,2,...,k a necht
., &n) € M je pevné zvoleny bod, x = (x1,22,...,2,) € M je libovolny.

o(7)

T

QL

(nulovy vektor).

D.: Libovolny vektor i € V,, lze vyjadiit ve tvaru ¥ = p+ ¢, kde p € Tar(2), 7€ Tar(2)F = Ny (2).
Tedy také & — & = @ + o, kde @ = (ug, ug,...,u,) € Tpr(2), W= (w1, ws,...,w,) € Ny (&).
Polozme o = ||z — £|| a pro a # 0 polozme h = (hy, hy, ..., hy) = E, tedy @ = ah.

!

Daéle ozna¢me ®(«) = (p1(a), p2(),...,on(a)) = (w1, ws,..
Je-liao =0, pak v =2, @ =W = 0 a tedy ®(0) = 0.
Necht vektory @ = (v],v3,...,vl), j = 1,2,...,n — k tvoi{ bazi tecného prostoru 7y;(Z). Ponévadz

r n

.y W)

f=a—i0—w=z—ah—®(a) e Ma®(a)Li prokazdé j = 1,2,...,n—k, musi 1 (a), pa(a), . .., on(a)
spliiovat systém rovnic
gi(x1 — ahy — p1(a), ze — ahy — 4)02(04)7:--;3:71 — ah, — gpn(a)) = 0, i=12,...,k (53)
vigi(a) +vapa(@) + -+ vhpn(a) = 0, j=1,2,....,n—k )

Levou stranu tohoto systému lze povazovat za zobrazeni G : R"*! — R™ jimZ zobrazujeme (n + 1)-tice

Cisel (o, 1,02, 0n).
Budeme aplikovat vétu o implicitnim zobrazeni 5.7.11 a pouzivat oznaceni v ni zavedené.

Ga(a, 1,5 0n) =
oq1 g1
—a—i(x1—ah1—901, --axn_ahn_QOn) _a%(xl_O‘hl_@h'"’x”_ahn_@)
n
0go 992
—87931(331 —ahy — @1, T — ahy — pp) —5%(»’61 —ahy =1, T — ahn — @)
n
g g
— _Til(xl_ahl_(pl, --azn_ahn_wn) _%(1‘1_O‘hl_@l?"'?xn_ah”_@)
n
v3 vy,
v? v2
'U?_k ’U;r;jik

Prvnich k fadkt této matice je linearné nezavislych podle 5.8.2, poslednich n — k fadki je také linedrné
nezavislych, nebot vektory @', #2,..., 7" % tvoii bazi vektorového podprostoru. Libovolny z poslednich
n — k ¥adkid je linedrné nezavisly na libovolné linearni kombinaci prvnich k& fadkt, nebot je to vektor
ortogonalni k libovolnému z nich. Podobné libovolny z prvnich k£ fadka je linedrné nezavisly na libovolné
lineadrni kombinaci poslednich n — k fadkt. Matice G je tedy regularni, jsou splnény predpoklady véty
5.7.11, takze @1, @2, ..., ©n lze ze soustavy rovnic (5.3) vyjadiit jako funkce proménné c.

Mame tedy definovéno zobrazeni ® : R — R”™ takové, ze ®(0) = 0.

Dale plati

Ga(a74p17'- -7@”) =
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091 dg1

*hlaTcl(iEl —ahy — @1, Ty — @y — o) = — hn@(l’l —ahy =1, T — ahy — @)
0 0
—hla—gg;(xl—ozhl—gpl,...,xn—ozhn—(pn)—~~~—hna—gi(x1—ahl—gpl,...,xn—ahn—gp)
0 0
— 7h187i]i(x17Oéh175017"‘71'717ahn7§0n)7"'7hn£($17O‘h1741017"'71,77«70[}1”7%0) ’
0
0
0
takze .
Ga(0. 01, o) = (=h- gh(@), =B~ gh(@), ..., —h - gi(), 0,0,...,0) = 7,
nebot vektory & a g5(&) jsou kolmé pro jakékoliv i € {1,2,...,k}.
Odtud podle 5.7.11 plyne, ze ¢} (0) = ©4(0) =--- = ¢, (0) = 0 a dale podle 2.3.6
lim 220 _ j=1,2,...,n.0
T—0 T

5.9 Vazané extrémy

5.9.1 Definice

Bud f : R® — R, M C Dom f. Rekneme, 7e funkce f nabyvd v bodé¢ & = (&1, %2, ...,2,) € M lokdlniho mazima
(resp. minima) vzhledem k mnoziné M, jestlize existuje okoli O(&) bodu z takové, ze pro kazdé x € O(&) N M
plati f(z) < f(2) (resp. f(z) = f(2)).

Jsou-li nerovnosti pro « # & ostré, mluvime o ostrém lokdlnim mazimu (resp. minimu) vzhledem k mnoZiné M.
(Ostra) lokalni maxima a minima nazjvame souhrnné (ostré) lokdlni extrémy vzhledem k mnoZiné M.

Necht f,g1,92,...,gm jsou funkce n proménngch tiidy C', m < n. Ulohu: najit lokalni extrémy funkce f

vzhledem k diferencovatelné varieté zadané rovnicemi g;(x1,z2,...,2,) =0, n=1,2,...,m, tj.
f(z1,29,...,2,) — extrém
g1(x1,22,...,2,) =0
92(117x27~-~71'n):0 (54)
gm(x17m27 s 7xn) = 0

nazyvame konecnédimenziondlni hladkou extremdlni dlohou s omezenimi typu rovnosti. Strucné dlohou na vdzany
(podminény) extrém.

5.9.2 Definice

Funkci £ : R*t™+1 _ R danou piedpisem

E(x17x27’ .. 7xn7)‘07)\17' . 7>\m) = )\Of(xlvx27 e ,.’ﬂn) + Z)‘kgk(xlax27 cee 7xn)
k=1

nazyvame Lagrangeovou funkci ulohy (5.4), ¢isla Ao, A1, ..., A\, nazyvame Lagrangeovy multiplikdtory.
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5.9.3 Véta (Lagrange 1797)

Je-li & = (i‘l, j}Q’ .
alespon jeden je nenulovy tak, ze

., &n) FeSenim ulohy (5.4), pak existuji Lagrangeovy multiplikdtory Ag, A1, . ..

, Am, Z nichz

0 0
—L(&1, 82, o, By Aoy ALy ooy Am) = oo = —L(81, 32, .o, By Aoy ALy o5 Am) = 0. 5.5
Do (&1, 2o Zns Ao, M ) Oz, (21, &2 Ty Aoy A1 ) (5.5)
D.: Necht Z je bodem lokélnfho minima ulohy (5.4).
8E(A“ B, Ao, A Am) = A f(@1,2 A)—l—i)\a (1,7 i)
—L(Z1, %2,y Tpy A0y Ay ey Am) = No=—f (21, T2, ..., & —gi(21, T2, ..., Zn),
0z 1,22 0, A1 Oaxj 1,22 2 kaxjgk 1, %2
j=1,2,....n
Podminka (5.5) mé tedy ve vektorovém zépisu tvar
)\Of’(zﬁh“%%‘“’j")+Z)‘kg;€(£1’i2""’£"):5'
k=1
Pfipustme, Ze vektory f/'(&1,&a,...,&n), 91 (21,2, .., &n), g5(Z1, &2, .., &n), ..., gh (1, T2, ..., &n) jsoOu
line4drné nezavislé. .
f(x) = f(2)
91(x)
Uvazujme zobrazeni F: R® — R™*! dané predpisem F(z) = 92(x)
gm ()

Podle naseho predpokladu je hodnost matice

o .. 0 ... a ,,.
87z1 () 87932 (%) m (%)
0 R 0 . 0 .
376191(515) 87@91(95) ﬁgl(@
0 R 0 . 0 .
876192(@ 873292(95) %92(53)
0 . 0 . 0] .
alegm(x) %gm(x) oz, Im ()
rovna m + 1. Bez (jmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze proménné jsou ocislovany tak, ze
o . . o .. 0 .
oo (2) Tos (2) T f(&)
o0 R 0 . 0 R
8758191 (%) 879291(36) Tt g1(%)
det 0 R 0 . 0 R #0.
8758192(33) 87@92(3?) Tt 92(2)
0 R 0 . 0 .
a5 9m\T a 9m T . 9m\T
7Y (2) 905? (2) drny? (2)
To znamend, ze zobrazeni G : R™*1 — R™+! dané piedpisem
f(xlax27 L axm7xm+1)jm+27 i‘m-‘r:’)a v 732‘77,) - f(§:17'%2)
gl(xlv T2y ey Ty Tm41, ‘%m+27 i’m+37 e ;‘%n)
G(xl’ L2y 7xm+1) = 92(731, T2y .oy Tms Tm+1, jj7rL+27 jjm—i—?n .. 7£7a)
gm(l’l, T2y evoy Tim,y merl, jm+2; jm+3a L) 7',%7’7,)
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spliiuje predpoklady 5.7.7. Odtud plyne, Zze ke kazdému dostate¢né malému & > 0 existuji

x1(€),x2(€), ..., Tmy1(e) takové, ze
f(xl(s)axQ(E)v"‘7$m+1(€)a‘%m+2vi’m+3w“7‘%71)_f(:%l;‘%Za"'vi'n) = —¢€

91(1’15),$2(5),~--,25m+1(€)7im+2,§7m+3,-~-,~’En) = 0
gg(l‘1€),$2(€), ce ,Z‘m+1<€),i‘m+2, i‘m+3, AN ,.f?n) =0
gm($15),$2(5)»~--,13m+1(€)7@m+2,57m+3,-~-7~’En) = O

Nasli jsme tedy bod (z1(g),z2(€),. .., Tm+1(€), Tm+2, Tm+3, - - - &n) € O(&) N M takovy Ze

flz1(e),z2(8)s - o Tmt1(€), Tmt2, Tnt3s - -y &n) = f(Z1,82,...,3,) — e < f(&), coz znamend, Ze & neni

bodem lokélniho minima dlohy (5.4) a to je spor.

Vektory f/'(&1,%2,..-,%n), g1(&1, Z2, ... &n), g5(T1, B2y Tn)s - o g (81,22, . . ., Tpn) jsou tedy linedrné

zavislé, z ¢ehoz plyne tvrzeni véty.
Pro lokalni minimum se dtikaz provede analogicky. [J

5.9.4 Poznamky

1. Véta 5.9.3 poskytuje ndvod na vyhledani bodu ,podezielého z toho*, Ze v ném miZe mit tloha (5.4)
lokélni extrém: Resime soustavu n + m rovnic

m

0 . .
Moz [(Z1, 82, ., Zn) + D M

oz P %gk(il,:ﬁz,...,%) =0, i=12..,n

(5.6)
gj(i'l,ifb,...,fjn) = 0, j:1,27...,m

pro n +m + 1 neznamych &1, &, ..., Tn, Ao, A1, -- -, Am. M&-1i tato soustava FeSeni takové, ze \; # 0 pro
néjaké [ € {0,1,...,m}, pak (Z1,&2,...,2,) je bod, v némz tloha (5.4) mZe mit lokdln{ extrém.
Soustava rovnic (5.6) je pro Lagrangeovy multiplikdtory Ag, A1, ..., Ay, linedrni. To znamend, ze multipli-
katory jsou urCeny jednoznacné az na nenulovou multiplikativni konstantu. Staci tedy polozit A; = 1 a
fesit m + m rovnic pro n + m neznamgych.

2. Ao nemusi byt nenulovy.
Uvazujme naptiklad tlohu najit lokalni extrém funkce f(z,y) = z za podminky g(z,y) = 22 +y2 = 0.
Pak (&,9) = (0,0) je feSenim této tlohy (nebot je to jediny bod vyhovujici podmince).
Kdyby Ao = 1, pak by L(z,y,1,\) = x + M2 + 3?) a systém rovnic (5.5) by mél tvar

14+2\z = 0,
2\y =
. . . 1 ) L L9 | ~2 1
Z prvni rovnice dostaneme A # 0, potom & = 2 a ze druhé rovnice y = 0. Pak ale 2° + g~ = e #0.

3. Jsou-li vektory g1 (%), g5(%), ..., g, (&) linedrné nezavislé, pak Ao # 0 a tedy lze polozit Ag = 1.
(Toto tvrzeni plyne z dikazu véty 5.9.3)

4. Geometricky vyznam podminky (5.5) pro pfipad n = 2, m = 1 a rovnici g(x,y) = 0 je urcena hladki

krivka:

A
Podle ptedchozi poznamky je A\g # 0 a tedy f/'(Z,9) = f)\—(l)g'(i, ), coz znamend, ze vektory f'(&, ) (smér
nejrychlejsiho rastu funkce f v bodé (&,9)) a ¢'(#,9) (smér normély ke kiivce dané rovnici g(z,y) = 0

v bodé (&, 9)) jsou rovnobézné.

5.9.5 Véta

Necht (#1,Z9,...,%n) € M, &1,%2,...,Tn, Ao = 1, A1,..., A spliuji (5.5) a necht funkee f, g1,92,...,gm jsou

t¥idy C? v bodé (#1,%2,...,%,). Oznaéme L” = L(Z1,82, . &, L, A1, Am) |- (L7 je Etvercova

833,»81,3
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matice Fadu n.)

Jestlize pro kazdy vektor h € T,,(2) plati h” - £ - h > 0 (vesp. hT - L - h < 0), pak v bod& (21,2, ..., 4n)
nabyva funkce f lokdlniho minima (resp. maxima) vzhledem k mnoziné M.

Jestlize existuji vektory h.k € T (2) takové, ze RT - L' h<0<KkT. L'k, pak v bodé (&1, &a, ..., &,) funkce
f lokédlniho extrému vzhledem k mnoziné M nenabyva.

Naznak dukazu: Podle 5.8.6 lze vektor z — & pro libovolny bod = € m vyjadfit ve tvaru x — & = ah + D(a),

D)

kde £ je jednotkovy vektor z Tn(2) a lin%) — =0.
o— «

Pro kazdy bod = = (x1,x9,...,2,) € M je f(x1,x2,...,2,) = L(x1, T2, ..., Tn, 1, A1, A2,y Am)-
Funkei L(z1,22,...,2Zn, 1, A1, A2, ..., Ap) budeme povazovat za funkci n proménnych 1, zs, ..., z,. Po-
névadz plati (5.5), je dL(z, 1, A\1,..., A;m) = 0 a tedy s vyuZitim 5.4.3 pro « € M plati:

F@) = L@ LA, An) = L(i‘,l,)\l,...,Am)+%dgﬁ(x+19(m—a?),l,)\l,...,/\m)(z—sﬁ) =
= f(:i')+%dzﬁ(lﬂrﬂ(l’f:i:),l,)\l,...,)\m)(aﬁJr(I)(a)) =
2
= f(:i:)+%dZL(erﬂ(xfi),l,Al,...,Am)(h)+%dzﬁ(z+19(:177i),l,Al,...,)\m)(é(a)).

Tedy

Fla) = F(@) = S PLla 49— )1 M, An)(B) + %d?ﬁ(x O — ) A ) (B(a).

Druhy s¢itanec na pravé strané je v absolutni hodnoté maly pro malé «, znaménko prvniho s¢itance je
pro x dostateéné blizké 2 stejné, jako znaménko vyrazu h” - £ - h. O

5.9.6 Poznamka

Z vé&t 5.9.3 a 5.9.5 plyne ndvod na FeSeni tlohy (5.4) v p¥ipadé, ze vektory g} (z), g5(x), ..., g, (z) jsou linedrné

nezavislé pro jakékoliv z € R™:

(i) Vytvotime Lagrangeovu funkci

m

ﬁ(l‘l,ﬂ?g,...,l’n,17A1,...,Am) :f(x17x27'"7xn)+Z)\kgk<xlam25"-axn)~

k=1
(ii) Najdeme &1, &a,...,&n, A1, ..., Ay jako FeSeni soustavy rovnic
9 . . .
%ﬁ(xl,xg,...,xn,l,/\l,...,/\m) = 0, j=1,2,...,n
J
gk(i‘l,i‘g,...,i‘n) = 0, k‘:l,Q,...,m

(iii) Ze systému linedrnich rovnic

0gr(Z Ogr(Z Ogr(Z
gk(x)hl—F gk(gj)h2+"'—|— gk(gj)hnzo, k=1,2,...,m
0x1 0xo ox,
vypocteme m z proménnych hi, ho, ..., h, v zavislosti na n — m zbyvajicich.

(iv) Vypocitame druhy diferencial Lagrangeovy funkce
d2£(§717£27 s 7‘%na 1, )‘17 )\27 BERE) )\n)(hh h27 SERE) hn) )

pfiéemz (hq, ha, ..., h,) je vektor vypoéitany v pfedchozim kroku a uréime jeho znaménko. Je-li kladné,
nastava v bodé (&1, &a, ..., Z,) lokdlni minimum tlohy (5.4), je-li zdporné, pak maximum.
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5.10 Vektorové funkce, skalarni a vektorova pole

5.10.1 Poznamky o vektorech v R3

1. Oznadeni:

a, 5, e — Vektog, 0 — nulovy vektor

a= ( ai, ag, a3) b= (bl, bg, bg) e sloiky vektoru

a=|d=+/a3+ai+a3, B= |b], ... — velikost vektort

- 1

a® = —d,... — jednotkovy vektor stejné orientace, jako vektor @
@

7.7,k — baze vektorového prostoru R3 (@ = a1+ ax7+ azk)
Pokud nebude hrozit nedorozumeéni, nebudeme rozliSovat mezi vektorem a jeho umisténim.

Uhlem vektort rozumime orientovany duty thel, kterd tyto vektory sviraji.
Q= @b — thel vektorfi a, b v tomto poradi.

2. Skalarni soucin vektoru a, b:
G b= aﬁcosc_ﬂ;: afcosp

@-b=afcosp = afBcos ) = B(acos p): Skaldrni soucin vektori @, b je souéin velikosti jednoho z vektorit
a velikosti kolmého pramétu druhého z vektort do sméru prvniho.

Pro libovolné vektory a, 5, C plati:

(i) @-b=0 < @=dnebob=3dnebo alb

(ii) @-@=ca%cos0=0a?, a=Va-a, a®-a® =1
b - -
(iii) cos¢ b a
(iv) @-b=1b-a, s(@-b) = (s@)-b=a- (sb) pro libovolny skaldr s
(v)a-b+d)=ada-b+a-¢

Je-li T,j’,E ortonormélni baze, tj. ¥’ v¥=7- 7= k-k= 1, 7-7=7-k=7 k=0 (a tak tomu bude v tomto
odstavci vzdy), pak
@b = (a1T+ asl+ azk) - (b7 + by + bsk) =
= ayby7 T+ aybo? T+ arbsi- k + aghi] T+ ashaJ T+
+asbs7- k4 asbik - 7+ agbok - 7+ azbsk -k =
= ai1by + azb2 + asbs

3. Pravotocivy systém tii vektori:
Systém vektort d, b, v tomto poradi je pravotocivy, jestlize @b e (0,7), bé € (0, 7).

4. Vektorovy soucin vektoru d, b:
axb=v,kde || =afsindb, @-v="0-9 =0 a systém vektorti @, b, ¥ je pravotocivy. (Je to vektor kolmy
k roviné urcené vektory d, b, jehoz velikost je ¢iselné rovna ploSe rovnobézniku uréeného vektory d, b a
orientovany podle pravidla pravé ruky.)

Pro libovolné vektory a, 5, C plati:

(i) 1@ x b] = afsing = a(Bsing) = aff, (o= ab).
Je-li tedy b’ kolmy primét vektoru b do roviny kolmé k vektoru @, je @ x b=d x b’

sb) pro libovolny skalar s
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D.: geometricky.
d kolmy k roviné papiru, b’, ¢’ kolmé priméty vektorti b, c.
Oznaéme @y = &'b’, py = b'(@ x @), w3 = (d x &)(a x I_;)

—

(@xb+axd) b +¢) = (@xb)-b'+@xa) b +@xb)-&+@xa- & =
0+ ' cos(—p2) + 'y cos(p1 + 2 + ) +0 =
= af’y'(cospa + cos(m — p2)) = af'y (cosps —cosps) = 0
atedy (@x b-+axd)L(b' +¢&), coz znamena @ x (b’ +¢&')° = (@ x b+ @ x &)°.
Déle rovnobéznik urceny vektory ¢’ a b’ je podobny rovnobéimiku uréenému vektory @x &a @ x b
a ponévadz |d x b| = af’, |d x ¢] = ary/, plati
@ixb+axd=alb +é&=ax® +&)
Tedy @ x (b’ + &) =@ x b—+a x a vzhledem k (i) je tvrzeni dokdzano. [J

-

(v) @xb=0 < @=0nebob=0nebo a||b (tj. @ = xb pro n&jaky skalér )

(vi) Je-li ortonormalni béze 7, 7, k navic pravotociva (tj. *x 7= K, Tx k=7 kx7= 7) pak

Axb = (a17+ azJ+ ask) x (174 baJ+ bsk) =
= a1bi TX T+ ashy X T4 agby k X T+ arbaTX T+ asba TX T+ asbo k x T+
+a1b3 7 X E—&—agbgj'x E+a3b3Ex k=
= —asbi k +asby 7+ arba k — asba 7 — aibs 7+ azbs 7 =
= (asbs — asby)7T— (aibs — asby)7+ (arbs — asby)k =

_ ag asg - a1 as N ay az g

= by b " oy s 7T by by |F
B 77k
Vektorovy soucin lze tedy symbolicky zapsat @ x b= a; a2 a3
by by b3

5. Jesté jedna interpretace vektorového soucinu:
Necht néjaké téleso rotuje kolem pevné osy s tthlovou rychlosti w. Zavedeme vektor & tak, aby byl rovno-
bézny s osou rotace, mél velikost w a byl orientovan tak, ze polozime-li na osu rotace pravou ruku s prsty
ve sméru rotace, bude & sméfovat na stranu palce.
Na ose rotace zvolime vztazny bod O a polohu libovolného bodu télesa popiseme smérovym vektorem 7.
Necht 7= b+ a, kde b le#i v ose rotace a @ je na néj kolmy.
Velikost rychlosti bodu uréeného polohovym vektorem 7 je || = w|d)|. Vektor ¢ je kolmy k vektoru & i k vek-
toru d@ a systém vektort J, @, U je pravotocivy. Lze tedy psat 0 = dxd = J x (F— l_;) = FXT—BXb =G xT,
nebot b||@.

6. SmiSeny soucin vektoru @, 5, c:
[@bd = @ - (b x Q).
Oznacme ¢ = be, ¥ = @(b x &). Pak |b x & = Bysin g,
@-(bx &) =afysinpcost = (acosd)(Bysin @),
tedy |[@bc]| je objem rovnobé#nosténu uréeného vektory @, b, &

Uhel ¥ mtize byt vétsi nez pravy. V tom piipadé by vektor @ sméfoval na opac¢nou stranu, nez na obrazku,
systém vektoru @, b, ¢ by nebyl pravotocivy.

Plati:
(i) Jestlize [@bd] = @ - (b x @ > 0 pak je systém vektorit @, b, & pravotodivy.
(i) @-(bx &) = (@xb)-c
D.: Podle 4.(vi) je

a; az as
L7 by b by b b1 be
a-(bxad)=a 31— ay 3 1 +as =| b by b3
cy C C1 1 C2
1 C2 C3
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ap az as
C3 = b1 b2 b3
€1 C2 (3

as

ai ayp a2
by b3

co + by by

C1 —

5.10.2 Definice
Zobrazeni f: R — R3, f(t) = (f1(t), f2(t), f3(t) = fL(t)T+ f2(t)T+ f3(t)k nazgvéame vektorovou funkci.
Realnou funkci jedné realné proménné budeme nékdy nazyvat skaldrni funkce.
Poznamky: fje spojita v to pravé tehdy, kdyz fi, f2, f3 jsou spojité v to
tlintl f(t) = d pravé tehdy, kdyz tlintl fi(t) = aq, tlirgl fa(t) = ag, tliI? f3(t) = as.
—lo —lo —to —to

—

Derivace: %(to) = f’(tg) = tli»IItl() %{O@O) = f1(to)v+ f4(to)7+ fé(to)E

Maé-li vektorova funkce f derivaci v bodé tg je v ty spojita.

5.10.3 Véta

Budte f, g vektorové funkce majici derivaci, ¢ skalarni funkce majici derivaci. Pak

d(f+g df  dg

e A7 s A )
de¢ de de
d(ef) _de > df
9. —2d) _ TF L
@ a! TYa
d(f-g) _df . - dg
3. =2 2
at P It
d(f xg) _df . z d§
D.: 1. a 2. jsou pfimé dusledky 2.1.5.
i £ _i _ fr ’ ’ / ’ /_diJF S 7 @
3. dt(f'g)—dt(f191+f292+f393)—f191+f191+f292+f292+f393+f393— a g+ f- Qi

4. %(fx g) = % ((f293 — f392)7— (f193 — f391)7+ (f192 — f291)E) =

= (fhgs + fogh — fi92 — F305)T— (figs + figh — fogr — fsg)T+ (flge + frgs — fogr — fogi)k =
= (fh95 — 159207~ (Figs — F390)7+ (Flg2 — fogl) K + (fogh — f592)7— (frgh — fagi)T+ (Frgh — fogi)K =
=[x g+ xg

0

5.10.4 Véta

Bud f nekonstantni jednotkova funkce, tj. f(t) - f(t) = 1 pro kazdé ¢ € Dom f, ktera mé v kazdém ¢ € Dom f
derivaci. Pak vektory f(t) a f'(t) jsou kolmé pro kazdé ¢ € Dom f.

D.:
PP d
AR /a
df = z df
. =L —
dt I+ dt
df = o ,
2 i f =0 z ¢ehoz plyne tvrzeni. ([l
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dff  d dy = dfo a0
Podle 5.10.3.2 je d—{ = ((g{ ) = d—ffo + wd— a podle 5.10.4 je foj_g Dostali jsme tedy rozklad
derivace vektorové funkce na slozku rovnobéznou s touto funkci a na slozku na ni kolmou.

5.10.5 Poznamka

Graf spojité vektorové funkce 7 je kfivka v prostoru R3. Ma-li funkce 7 v bodé ¢, derivaci riiznou od &, pak
pfimka o parametrické rovnici

p(t) = 7to) + (t — o)™ (to)
je tecnou ke kiivce ¥ = 7(t) v bodé 7(tp):

201 A _(+ =
t—to  t—1p t—to t—1p

5.10.6 Definice

Funkci f : R* — R nazyvame skaldrni pole, zobrazeni § : R? — R3 naz§vame vektorové pole.

7= (z,y,z) — polohovy vektor bodu (z,y, 2)

Slozky vektorového pole jsou skalarni pole.

5.10.7 Diferencialni operatory

3] 0 0 -
Hamiltoniv operdtor (symbolicky vektor) V.= —7+ —7+ a—k (Gte se ,nabla“)

or Oy
Je-li f skalarni pole, definujeme jeho gradient: grad f = Vf = gﬂt ?jur ?k
Y
Gradient skalarniho pole je vektorovym polem.
Je-li f vektorové pole, definujeme jeho
0 9] 0 -~ - 0 0 19)
divergenci: divg =V - § = (8—7 a— T+ % k) (1 7T+ g27+ g3k) = % + 5%/2 + (9923
ro7
0 0 0 0 0 0 -
rotaci: rot g =V X § = 9 Q 2 :<93 g2>z (g?,_g1)j,+(gg_g1>k
dr Oy Oz dy 0z ox 0z ox dy
g1 92 g3
991 991 Og1
or Oy 0z
gradient: gradg = Vg = % % %
995 093 Ogs
or Oy 0z
Divergence vektorového pole je skalarni pole, rotace vektorového pole je vektorové pole.
2 2 2
Laplacetiv operator A =V -V = a— + 6— + 8— prifadi skaldrnimu poli skalarni pole, vektorovému poli
o0x2  Oy? 022

vektorové pole.

5.10.8 Véta

Necht ¢, 1 jsou skaldrni a @, ¥ vektorova pole. Pak plati

1. grad(evy) = ¢ grad ¢ + @ grad ¢p.
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. 0 e D s D i 08 OV Oe B Bo Db
D.: grad(py) = 6w(wb)%+ ay(sm,b)wr 8Z(<P¢)k—¢axz+s@axz+way1+<payj+wazk+<pazk O

2. div(p?) = grady - T+ @ divd

. . Opvy  Opvy  Opvs  Jy dv; Oy vy = Oy Ovs
D.: d = =2 A 4 g2, %7 250
(i) Ox * oy * dy 5‘xv1+<p8x +8y02+(p8y +6‘zvg+(p5‘z
3. div(d x ¥) =U-rot i — @ - rot ¥
D.: div(ixv) = 2(uvfuv)fg(uvfuv)Jrg(uvfuv)—
- = g \uats T ustz) = 5 (avs —usty) 4 5 {unvz —uavy) =
_ Qup  Ov o Oug o Ovy o Ow o Ovs o Oug o Ov
T o T T 2T 9 T oy BT ey T ey T ey B
JOu O, 0w Du
0z 2T 9" T 02 9 T

O

4. grad(d - ¥) = ¥ - grad @ + @ - grad ¢. Pfitom - na pravé strané rovnosti zna¢i maticové nasobeni, vektory
povazujeme za radkové.

3
D.: grad(d-9) = grad(ujvy + usvy +ugvs) = grad Y wv; =
i=1
3. [ 0Ouy ov; 3. [ 0Ouy ov; 3. [ Ouy; ov; B
3 Qui 3 aui 3 8ui 3 81),‘ 3 a’l)i 3 8’1)1' -
Ou - 0w Ouy G duy Ovy
Ooxr Oy 0z Joxr OJy 0z
— ).%%%4_(””“).%%%
- V1,V2,73 ax ay 62’ 1, 42, U3 83] ay 82
Oug  Jug Dug vy vy Jvg
or Oy 0z Jr Oy Oz

O

5.10.9 Definice

Vektorovd ¢dra vektorového pole § = G(7) je kiivka v R? takov4, Ze vektor g(7) je tecnym vektorem k této kiivce
v bodé urc¢eném polohovym vektorem 7.

Je-li vektorové pole modelem proudéni kapaliny, vektorové ¢ary se nazyvaji proudnice. Je-li vektorové pole
modelem silového pole (gravita¢niho, elektromagnetického, ...), vektorové ¢ary se nazyvaji silocdry.

Mé-li vektorova &ra pole § parametrické rovnice 7 = 7(t) = z(t)7+ y(t)7+ 2(t)k, pak podle 5.10.5 je
dzx dy dz

_— = _ = _— = b 1.
dt g1, dt g2, dt g3, neboll

dr dy dz
g 92 g3

Tato rovnice se nazyva diferencidlni rovnice vektorové cdry.
Naopak, jestlize diferenciély slozek vektoru 7= 7(t) spliiuji pfedchozi rovnici, pak

g2dx — g1dy = 0, g3dy — godz =0, g3dz — g1dz = 0.
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Odtud

=y
Sy
=

0= (g3dy — g2d2)7— (g3dz — g1dz)7+ (g2dx — gldy)E =|dzr dy dz |=dfxg,

g1 92 g3
tedy vektory dr a ¢ jsou rovnobézné.
5.10.10 Definice
Bud § = §(¥) vektorové pole. Existuje-li skalarni pole f = f(¥) takové, ze § = —grad f, pak se § nazyva

potencialové pole a f se nazyva potencidl vektorového pole g.

5.10.11 Véta

Vektorové pole § = §(7) je potencidlové s potencidlem t¥idy C? pravé tehdy, kdy# rot§ = ¢ v kazdém bodé
Dom g.

D.: Necht § je potencidlové pole a f je jeho potencial. Pak

_of O O eay Q90 092 D91 _ 095 092 _ g3
n oz’ 92 oy’ 93 0z Yoy 0z’ 92 0z’ 9z 0y
~_ (993 092\ . (093 Og1\ . (992 Ogi\; _ .
Odtud rot g = (8y az)z (63: 9% 7+ o Dy k=o0.

Opac¢na implikace plyne z 5.3.9. [J

5.10.12 Poznamka (ospravedlnéni pojmu rotace)

Necht tuhé téleso rotuje kolem pevné osy prochazejici poc¢atkem soustavy soufadnic Ghlovou rychlosti &. (sr.
5.10.1.5)

Rychlost kazdého bodu télesa o polohovém vektoru 7= z2'+ y7’+ 2k je U =4 X 7, neboli

V1 = W22 — W3y, V2 = W3x — W12, U3 = W1y — WaT .

Uhlové rychlost & nezéavisi na * a tedy

vy Juz _ _1(0vs Ouvy
8. b Ay e w179 dy Oz
o _ - duz _1(0vn Ovs
0z = Y2 ox w2, w2 = 2\ 0z ox
O _ 0 _ L (v Ou
oy W p T W =5 \ar Oy

Odtud plyne, ze

G L ((Qvs _Ov2), (Ovs _Ovi). (Ova Oui)p\ 1~
2 Oy 0Oz or 92 )7 ox Oy 2 ’

Uhlové rychlost rotace (ve vyznamu ,otac¢eni“) tuhého télesa je rovna poloviné rotace (ve viznamu ,diferencialni
operator”) rychlosti jeho bodi.

Predstavime-li si vektorové pole jako proudici kapalinu a je-li alesponn v jednom bodé rotace tohoto pole
nenulova, Ize si okoli tohoto bodu predstavit jako tuhé téleso, které rotuje. Neboli ze v kapaliné je vir.

Proto pole g, které ma (alespon v jisté oblasti) nenulovou rotaci, se nazyva wvirové. Potencidlové pole se
nékdy nazyva nevirove.
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5.11 Cviceni

Zjistéte, zda existuje limita funkce y = f(z,y) v daném bodé (zo, yo); pokud ano, vypoditejte ji.

w2y? w3y?
1 S — 2 =2V
) Hew) = s (00, D) J) = . (0.0)
22 +y(y —1)2 xy
T T (0,1 4 =t
9 fla) = S 00, ) ) = o te e (0.00),
T
5) f(mvy) = Slnm: (OO, 00)7 6) f(xay> = logl(x + y)7 (170)
Vypocitejte parcialni derivace prvniho a druhého fadu funkci
T T+
D@y =yt 8 fey) =), 9) f(e,y) = arctg 7.
1 z\”
10 x,y) =Y, 11 T, Y, 2) = e, 12 x,y,z2)=|—] .
) 1o ) 10,2) S ) 1:2) (y)
13) Ukaizte, ze funkce f(z,y) = In\/(z — a) —b)2 (resp. f(z,y,2) = 1A\/(z — a)? —b)2+4+(z—10¢)?)

spliuje Laplaceovu rovnici fyz + fyy =0 (resp fm + fyy + [z =0).
14) Najdéte derivaci funkce f(x,y) = 22 — 2y +y? ve sméru jednotkového vektoru, ktery svira tihel o s kladnym
smérem osy z, v bodé (1,1). Pro jaké « je tato derivace nejvétsi, nejmensi, rovna nule?
2 2
15) Vypocitejte smérovou derivaci funkce f(z,y) = 1 — % - z—Q
a
Y

x a b
vektoru vnitfni normaly ke krlvce 5 + b2 =1 v bodé ( 77
16) Vypocitejte tihel mezi gradlenty funkce f(z,y,z) = 22 + y? — 22 v bodech (,0,0), (0,¢,0).
17) Najdéte piiklad funkce z = f(x,y), kterd je v bodé (0,0) spojitd, mé v ném derivaci, ale nemé diferenciél.
Vypocitejte prvm diferencial dané funkce v daném bodé

18) f(z,y) = arctg (\f 1), 19) f(w y,Z) = ivyz, (e,1,0).

a b
v bodé | —=, —= |, ve sméru jednotkového
(ﬁ ﬂ) :

2 2

20) Najdéte rovnici tecne roviny k elipsoidu 2y St U b2 + % =1v bodé (z1,y1,21).
Zjistéte, zda nasledujici vyrazy jsou d1ferenc1aly neJake kmenové funkce. Pokud ano, urcete ji.
d d dx — zd
21) —F Y 99) YL~

1+22  1+92 222 4 2zy + y?’
23) (322 — 3yz + 2)dx + (3y? — 32z + Iny + 1)dy + (322 — 3zy + 1)d=.
Najdéte prvni a druhé parcidlni derivace slozenych funkci

24) u(e.) = £ (L), 25) ule.y) =/ (xy, "”;) 26) (i, y,2) = f (”C y).

Yy oz
Ukazte, ze funkce u spliiuje danou rovnici (p, 1 jsou libovolné funkce).

27) s — 2y = 0, u(w,y) = p(@® +2),  28) aup +ayuy + frus = nu, u(w,y,2) =" (L, ),

« .TB
Postupnym derivovanim eliminujte z vyraza funkce ¢, 1.

30) u(z,y) =+ o(zy), 31 u(z,y,z)=plx—yy—2), 32)u(z,y) = e@)(y).
Diferencialni rovnice transformujte do novych proménnych &, n

33) T%Upy — Y2 uyy = 0, 5_,7 n = xy.
34) YPUyy + 22Uy — 2TYULy = TUL + YUy, § =/ + Y2, n= arctg%.

35) (1 + 2?)uge + (1 + y*)uyy + zuy + yuy =0, §:ln‘y+ 1+y2’, n :ln’z+\/1+z2|.
Urcete Taylortiv polynom 2. stupné s danym stfedem nasledujicich funkci

1
36) f(r.y) = arctg L (0.0), 3T) f(@.g) =2, (L)
3.4 .3 1 53
38) fley,2) = L e, (1,1,1),
Najdéte stacionarni body danych funkci a urcete jejich druh

39) fla,y) =2 =y +2y -1, 40) f(a,y) = 2 +y? —2xy+2x—2y+1

41) f(z,y) = 2® + y3 — 3zy, 42) f(x,y,2) =23 +y* + 5 —3xz — 2y + 22,

43) f(z,y,2) = 2y?23(1 — 2 — 2y — 32), 44) f(x,y,z) =sinx + siny + sin z — sin(z + y + 2).
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45) dokazte, ze rovnice z* — zy + y* = 1 vyjadifuje v okoli bodu (0, 1) jistou funkci y = y(x). Zjistéte, zda je
tato funkce v bodé 0 konvexni nebo konkavni. )
46) Vysetiete pritbéh funkce y = y(z) dané implicitné rovnici (22 +y?)” = 22 — y2.
Vypoditejte druhy diferenciél funkce z = z(x, y), dané implicitné, v obecném bodé
47)521115—1—17 48) zyz =+ y+ 2.
Y

z
Najdéte lokdlni extrémy funkce z = z(x,y) dané implicitné rovnici
49) 22+ 2+ 22 —wz—yz + 22+ 2y + 22 =2, 50) 22 + 3% + 22 = a2

51) Napiste rovnici teény ke kruznici, kterd je priiikem roviny = +y + 2z = 0 se sférou 22 + y% + 22 = 1, v bodé
V6 V6 V6
56 8 )
2) Najdéte extrémni vzdalenosti po¢atku soutadnic od bodi kiivky dané rovnici 522 + 6xy + 5y = 8.
53) Budte ¢, 1 skalarni pole. Vypocitejte div (p grad ).
4) Bud ¥ vektorové pole. Vypocitejte grad div @.

Vysledky: 1) neexistuje 2) 0 3) 1 4) neexistuje 5) neexistuje 6) neexistuje 7) f, =y + i, fy=2— 5,
1 1 2 -1 20—2y —2
f:mc = 0 fyy = 37 Ty — 1-— y2 8) fr = vay = z_;émfzm = W»fyy = (;:_y )zvf:ry z+yy)

)fac*zz_i_lafyfﬁafmx: 2+1)27fyy 2+1 zyf;pyfo:[o) fx_yxy 1,fy:xy1nx
fow = (Y? —y)2¥72, fyy = l"y(lnx) s oy =27 1(1 +ylnz) 1) fo _\/( 2+y +z2)3’fy \/(ac2+:/y+z
f — —z f _ 272 —y —2? f —x +2y —2? f _ —z2 —y 24222
2T Jarry 0 T Ty W T Jorpray 1 T Ty
_ 3xy — 3xz — 3yz _z(z\" __z(zY)’ _(2\ e
foy = Jris fo = Wuyzﬂz)s,fyz— Wu) fo=2(2) f=-2(2) = (%) me,

fox = zi ( ) s fyy = 2Z <§>Z,fzz = (%)Z< ) s foy = —;— (%)27]‘{“ - 1+lenf (%)z’

fyz = Lzl (%) 14) cosa +sina, 7, I, 37 nebo 7” 15) Y——— 16)

Y

222 —y, x>0,y € [22,22?)
17) f(z,y) =<2y — 2%, x>0,y¢€ (%2,:62) 18) dr 4 % 19) dx 20) =5+ + 9% 4 23 =1 21) arctg lewyy
0, jinak
22) —arctg ¥ 23) 23 + 1P + 2% —Bayz + 2r + 2+ ylny 24) u, = - (4) ,uy = L7 (¥),
uae = g (207 (2) + 217 (2) gy = 22" (3) sy = =35 (/" () + 217 (£)) 25) e =uffy + 5
uy = 2ffy = 2 iy ax = y2f|/{1 +2f{1 + 3712f|/é27“yy = x2f|/11 2w2 f|/{2 + 4f|22 3f\/27
Ugy = xyf\” - if(ég +f|/1 - y%f\lg 26) u, = lf‘/puy = ;2f|1 + f\27uz = Z2f‘27uzz = f|11a
Uyy = 4f|11 y2zzf\12 z2f\/§2+y%f|/17“zz: z4f\22 z3f|/2vuzy 3f\11+yzf\12 2f\1a“wzz 22f|127
Uy, = 22 f‘12 f|22 = f|’2 30) zug — yuy = x 31) up + uy + u, = 0 32) uugy = uyly 33) ugy = 2—17] ¢
34) uy, =0 35) u55+um, =036) T+x—2y37) 1 —y+ay
) (-1 +(y—1)2+-1)2-@@-Dy—1)—(x—-1)(z—1)— (y —1)(z — 1) 39) (0,1) sedlo
40) na pfimce y = x+1 (neostré) lokdlni minimum 41) (1, 1) ostré lokaln{ minimum, (0, 0) sedlo 42) (2,1, 4) ostré
lokélni minimum, (1,1,1) sedlo 43) (%,1, 1) ostré lokalni maximum, (0,y, 3(2y — )), (z,0,y), (x,y,O) nejsou
ostré lokalni extrémy 44) (2t g, 2kbly 2htl
45) konkavni 46) Bernoulliho lemniskata 47) _zy(ydm zdy)” 48) (1_2w)2 (y(yz — 1)da? + 2zdzdy + z(zz — 1)dy?)

S, ST, 2 77) ostré lokdln{ maximum, (kw, km, k) ostré loklni minimum
2(z+2)3

49) Zmin = 2 (=3 =6, -3 —=V6) = —4 — 2/6, zmax = 2 (3 +V6, -3 +V6) = —4 + 2/6

50) Zmin = 2(0,0) = —a, Zmax = 2(0,0) = a. 51) x = @ tty=% —t, z= f 52) Nejmensi vzdalenost 1
je od bodit (@@) (f@ fg); nejvétsi vadalenost 2 je od bodit (v2, —v/2), (f\f 2.v2) 53) Vo Vap + oAt
54) rotrot U + AV
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Kapitola 6

Obycejné diferencialni rovnice

6.1 Zakladni pojmy

6.1.1 Definice
Bud G C R? mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R. Rovnice

v = f(t,) (6.1)

se nazyva obycejna diferencialni rovnice prvniho vadu rozieSend vzhledem k derivaci.
Resenim této rovnice se rozumi diferencovatelna funkce = : J — R, kde J C R je interval, kterd spliiuje
podminky

(t,z(t)) € G, 2'(t) = f(t,z(t)) pro kazdé t € J.

Graf feSeni rovnice (6.1) se nazyva integrding krivka.

6.1.2 Piiklad
G={(ta)eR2: t >0}, f(t,z) = %

Funkce x(t) = kt, kde k € R je FeSenim rovnice 2’ = % na intervalu J = (0, 00).

Diferencialni rovnice mize mit vice reseni.

6.1.3 Definice

Necht G, f maji stejny viznam jako v 6.1.1 a necht (tg,20) € G je libovolny bod. Uloha najit feseni rovnice
(6.1), které spliiuje podminku
l‘(to) = X0 (62)

se nazyva pocdtecni nebo Cauchyova iloha, podminka (6.2) se nazyva pocdtecni nebo Cauchyova podminka.

Priklad: Necht tg > 0, g € R. Funkce x(t) = %t je feSenim tlohy
0

= %, x(to) = g

na intervalu J = (0, 00).

6.1.4 Definice

Nechf = z(t) je FeSenim tlohy (6.1) (6.2) na intervalu .J a & = Z(t) je feSenim tlohy (6.1) (6.2) na intervalu J,
to € JN.J. Jestlize J C J a pro kazdé t € J je z(t) = Z(t), fekneme, 7e feseni z = x(t) je prodlouzenim Feseni
Z = Z(t) a ze TeSeni & = Z(t) je ziZenim Teseni x = x(t). Jestlize feSeni x = x(t) tlohy (6.1) (6.2) neni ztZenim
zadného jiného FeSeni této tlohy, fekneme, ze x = x(t) je uplnym (neprodluZitelngm) FeSenim Glohy (6.1) (6.2).

V dalsim budeme pod pojmem ,ieSeni“ rozumét Gplné feseni.
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6.1.5 Priklad

0, r<a - et e i e
2(t) =0, z(t) =13, z(t) = , kde a > 0 je libovolné éislo, jsou tfi rtiznd Gplné feSeni tlohy
(x—a)®, z>a

2’ =3Va22, x(0) = 0.

6.1.6 Definice

Bud g funkce dvou proménnych. Rekneme, 7e g je obecnym vesenim rovnice (6.1), jestlize ke kazdému (g, z0) € G
existuje Cy € R takové, ze x = x(t) = g(t, Cp) je FeSenim tlohy (6.1) (6.2).
Reseni tilohy (6.1) (6.2) se nazyva partikuldrni veseni rovnice (6.1).

Priklad: x = Ct je obecnym feSenim rovnice z piikladu 6.1.2.
Rovnice z prikladu 6.1.5 nema obecné feSeni.

6.1.7 Geometricka interpretace

Rovnice (6.1) pfifazuje kazdému bodu z G pravé jednu hodnotu 2’ = f(¢,x), tedy kazdému bodu (t9,z0) € G
lze piifadit smérovy vektor teény k integralni kiivce v bodé (tg, xo), tj. piimky & — x9 = f(to, x0)(t —to). Tento
vektor ma soutadnice (1, f(to,zo)). To znamen4, ze rovnice (6.1) definuje na G vektorové pole. Toto pole se
nazyva smérové pole rovnice (6.1).

Kazda integralni k¥ivka rovnice (6.1) je vektorovou ¢arou smérového pole (sr. 5.10.9). Smérové pole tedy
poskytuje pfedstavu o pribéhu feSeni rovnice (6.1).

Vrstevnice funkce f, (tj. kfivky zadané rovnici f(t,x) = ¢) se nazyvaji izokliny rovnice (6.1). Jsou to kfivky,
na nichz maji vektory ze smérového pole stejny smér.

6.1.8 Definice
Bud G C R™! mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R™. Rovnice

x' =f(t,x), kde x' = (2}, 2),...,2)) (6.3)
se nazyva systém n obycejnych diferencidlnich rovnic prunitho 7ddu nebo n-vektorovd obycejnd diferencidlni
rovnice prunitho rddu.

Pocateéni podminku k rovnici (6.3) 1ze zadat:

x(tg) = x° = (29,29,...,29). (6.4)

Pojmy FeSeni, obecné Feseni, partikuldrni feSeni, tiplné feSeni rovnice (6.3) jsou analogiemi téchto pojmi z jed-
norozmérného pripadu. Obecné Feseni zavisi na n parametrech.

6.1.9 Definice
Bud G C R"*! mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R. Rovnice
A (A O L) (6.5)

vy

se nazyva obycejna diferencialni rovnice n-tého fddu rozieSend vzhledem k nejuyssi derivaci.
Resenim této rovnice se rozumi n-krat diferencovatelna funkce x : J — R, kde J C R je interval, ktera spliuje
podminky

(t,z(t),2' (1), 2" (t),...,2" V@) e G, 2™ (&) = f(t,x(t), 2 (t), 2" (t),..., 2"V (t)) pro kazdé t € J.
Pocatecni (Cauchyovu) podminku pro rovnici (6.5) zaddvame ve tvaru
x(to) = mo, 2'(to) = o}, 2" (to) = x2,..., 2" (k) = 2571, (6.6)

1,2 n—1
kde (to,zp, 25, ..., 25 ") € G.
Uplné feseni, obecné feseni, partikularni feseni rovnice (6.5) definujeme analogicky jako u rovnic prvniho fadu.
Obecné feseni zavisi na n parametrech.
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6.1.10 Poznamka

Reseni pocatecni tlohy (6.5), (6.6) je ekvivalentni s fesenim pocate¢niho problému pro systém n diferencialnich
rovnic prvniho fadu:

Ty = X2
xh = a3
(6.7)
x4 = Tn
l’; = f(tamlax%"'vxn)
a1 (to) = o, wa(to) = a3, ..., wn(to) = x5 ', (6.8)
v tomto smyslu: Je-li x = z(t) FeSenim ulohy (6.5), (6.6), pak n-tice funkci 1 = z, 290 = 2/, 23 = 2", ..., 2, =
2(™=1) je fegenim tlohy (6.7), (6.8) a je-li n-tice funkel x1 = z1(t), 22 = x2(t),. .. T, = T,(t) FeSenim tuloh
J Yy s J ) ) ) Yy

(6.7), (6.8), pak je funkce © = z(t) = x1(t) FeSenim ulohy (6.5), (6.6).

6.2 Elementarni metody reseni ODR

6.2.1 Exaktni rovnice

, o fw) o 0fhw)  dglta)
¥ = o) pficem? o = By
0 = f(t,z)dt—g(t, z)dz.

Za uvedenych podminek je f(t,2z)dt — g(t, z)dx totdlnim diferencidlem néjaké funkce F' dvou proménnjch (sr.
5.3.9), pficemz plati dF'(¢,z) = 0. Obecné feseni dané rovnice je tedy implicitné zaddno rovnici F(t,z) = C,
kde C' je realna konstanta.

6.2.2 Rovnice se separovanymi proménnymi »’ = f(t)g(x)

Rovnosti g(z) = 0 je implicitné zadano singuldrni (konstantni) FeSeni.

Rovnosti

je implicitné zadano obecné feseni dané rovnice.

Rovnosti
x t
dé
oS d
/ 9(§) / fr)dr

xo

je implicitné zadano partikuldrni FeSeni této rovnice, které spliiuje po¢ateéni podminku (6.2).

, . T
6.2.3 Homogenni rovnice ' = f (;)
t
Zavedeme funkci u = u(t) = ? Pak x(t) = tu(t), 2’ = u + tu’. Dosazenim do ptvodni rovnice dostaneme
v = f(u) —u ,

coZ je rovinice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci u.
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t+b
6.2.4 Rovnice typuz’ = f < attor C)

at + x4+

l.c=v=0. Pakf(at+bx>

a+b¥ , L .
W =f a dana rovnice je homogenni.
e x

a+ 3%

2. 2+ #£0, g:é:k.
a b

u —a

Zavedeme funkci u = u(t) = at + bx. Pak v’ = a+ bz’ a tedy 2’ = . Dosazenim do ptvodni rovnice

u—+c
u = a+bf ,
ku + vy
coZ je rovnice se separovanymi proménnymi pro nezndmou funkci u.

3. 2 4++%2+£0, aff # ba.
Necht m a n jsou feSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic

dostaneme

am+bn = —c
am+pfn = —v.
Zavedeme funkce u = u(t) =t —m
v=0o(t) =z —n.
Pak dt = du, dz = dv,
at+bx+c=alu+m)+blv+n)+c=au+bv+ (am+bn)+c=au+ b,
at+Br+vy=alu+m)+Bv+n)+y=cau+ v+ (am+bn)+v=au+ (v

Dané rovnice piejde na tvar

dv f au + bv

du ou+pv)’
coz je rovnice typu 1. pro nezndmou funkei v = v(u).

6.2.5 Linearni rovnice 2/ = a(t)z + b(t)

1. b(t) = 0 (homogenni rovnice)
Je to rovnice se separovanymi proménnymi. Partikuldrni feSeni poc¢ateéniho problému (s podminkou (6.2))
je:

w% - t
e = /a(r)dr

To to
t

Ine—Inzy = /a(T)dT

to
¢
x = xoexp/a(T)dT
to

Obecné feseni homogenni linearni rovnice lze tedy zapsat
t

x = Cexp/a(T)dT.

to

2. b(t) # 0 (nehomogenni rovnice)
Reseni hledame ve tvaru



(metoda variace konstanty). Pak 2’ = (C'(¢) + a(t)C(¢)) exp f 7)d7. Dosazenim do dané rovnice dosta-

to
neme
¢ ¢
(C'(t) + a(t)C(t)) exp/a(T)dT = a(t)C(t) exp/a(7)d7’+b(t)
to to
to
c't) = ¥ )exp/a(T)dT
t
¢ to
Clt) - Clte) = / b(o) exp / a(r)dr | do
to o
Obecné feseni nehomogenni rovnice tedy je
¢ to ¢
z(t) = const+/ b(o) exp/a(f)dT do exp/a(T)dT.
to o to
Partikuldrni FeSeni spliiujici po¢ateéni podminku (6.2) je
¢ t t
z(t) = |xzo +/ b(o) exp/a(T)dT do exp/a(r)dr.
to a to

Jsou-li koeficienty konstantni, a(t) = A, b(t) = B, pak
B B
z(t) = (a:o + A) eAlt=to) _ 1

Jiny postup pfi feSeni nehomogenni rovnice:

o —alt)r = b(t) /) e Ja®dt
le— Ja(t)dt _ (t)xe Ja(®)yat _ b(t)e J a(t)d
d
_ - f a(t)dt — a(t
g (:Ee ) b(t)e™

pe—Ja®dt  _ /b(t)e_f a(t)dt g4

r = ej'a(t)dt/b(t)e—j‘a(t)dtdt

6.2.6 Bernoulliova rovnice 2/ = a(t)r +b(t)z", reR
1 1 1
Zavedeme funkci u = u(t) = z(t)*~". Pak v = uT—+, 2’ = 1 uT !4/, Dosadime do dané rovnice:
—r
uTru = a(t )ul Fb(utr ) (1 —r)uTT

1—r

o = (I—=r)a(t)u+ (1—r)bt),

Coz je linearni rovnice pro neznadmou funkci u.
Jsou-li koeficienty konstantni, a(t) = A, b(t) = B, lze pouzit substituci



pak

a tedy

- (D))

1, A Ay — B
- - (A+B
1Y ( TP B) A
r o, A%y — AB+ AB Ay — B
-7 = Ay— B A
y = (1-r)Ay,
coz je linearni homogenni rovnice.
6.2.7 Rovnice neroziesena vzhledem k derivaci F(t,z,2') = 0

Zavedeme funkci p = p(t) = 2/(t).

1. Rovnice autonomni  F(x,z') =0
Rovnici F(z,p) = 0 miZe byt implicitné zaddna funkce p = p(z). Rovnici F(x, p(z)) = 0 derivujeme podle
proménné z:

%(w,p) + %(x,p)ji =0
oF
dz oF ’
87]7(1'71))

coz je rovnice pro neznamou funkci p nezdvisle proménné x rozieSena vzhledem k derivaci. Je-li p = p(z)
feSenim posledni rovnice, pak rovnice se separovanymi proménnymi 2’ = p(z) je feSenim ptivodni rovnice;
jeji obecné Tesenti je tedy implicitné zadano rovnici

/ dz
—— = t+ const.
p(x)

2. Rovnice nezavisejici na nezndmé funkci  F(t,2’) = 0.
Rovnici F(t,p) = 0 derivujeme podle proménné ¢:

OF oF  dp
E(t’p)—’—@ip(t’p)dt =0
oF
dp E(t“@)
a ~  oF ’
Fp(t’p)

coZ je rovnice pro neznamou funkci p = p(t) roziesend vzhledem k derivaci. Je-li p = p(¢) FeSenim posledni
rovnice, je funkce x = z(t) = [ p(t)dt obecnym FeSenim dané rovnice.

3. Clairautova rovnice z =tz + g(z’).
Rovnici = tp + g(p) derivujeme podle proménné ¢:

dp  , dp
- =X
P p+ dtJrg(p)dt
dp
0 = (t+gdnZ
(t+9P)y,
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d
Musi tedy byt dlz — 0 nebo t = —g/(p).
7 prvni rovnosti a dané rovnice dostaneme obecné feseni
x(t) = ct+g(c),
kde ¢ € R je libovolna konstanta; z druhé rovnice dostaneme parametrické vyjadieni singuldrniho feSeni
t = —4(p)
z = —pg'(p)+a(p),
kde p je parametr.

4. Lagrangeova rovnice x =tf(z') + g(z').
Rovnici = tf(p) + g(p) derivujeme podle proménné ¢:

p = IO i)
p—flp) = (tf’(p)+g’(p))%

Ma4-li rovnice p— f(p) = 0 FeSeni p = ¢, pak x(t) = ct + ¢; je singuldrnim FeSenim dané rovnice. Konstantu
¢ ur¢ime dosazenim do dané rovnice:

ct+ ¢ tf(c) +g(e)
a = t(flc)—c)+gle)

a ponévadz f(c) = ¢, je ¢1 = g(c). Singuldrni feSeni Lagrangeovy rovnice tedy je

2(t) = ct+g(c),

kde ¢ je feSenim rovnice ¢ = f(c¢) (je pevnym bodem funkce f).
Pro p # f(p) dostaneme
dt_ tf'(p) +9'(p)

dp — p—f
coz je linedrni rovnice pro neznamou funkci ¢ nezavisle proménné p. Oznacime-li jeji feSeni t = t(p) = ®(p),
pak

t = @(p)

z = f(p)®(p)+9(p)

je parametrickym vyjadrenim obecného feseni Lagrangeovy rovnice.

6.2.8 Rovnice typu 2’/ = f(x)

Rovnici vynasobime 2z':

22'2" = 22'f(x)
d dz
a (@) = 2@
Polozime-li p = 2/, mame
d , dx
il — oYt
P 3/ @)
dp? dz dz
wa - A0y
dp?
dr = 2f(x)

p? = 2/f(x)dx.
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Polozime déle F(z) =2 [ f(z)dz a dostaneme

p = £/F(z)
dz - _ +/ F(x)
dt ’

coz je rovnice prvniho fadu se separovanymi proménnymi.
6.2.9 Rovnice typu F(t,z® ) 2M) = 0, ke {l1,2,...,n—1}
Polozime 3 = y(t) = z(*)(t) a dostaneme rovnici

Fty,y',y", ..y M) =0,

coz je rovnice fadu o k nizsiho, nez dana rovnice.

6.2.10 Autonomni rovnice typu F(z,2',2",...,2M) = 0

Polozime p = p(t) = 2/(t). Pak

o = @ _ dpdr dp
dt dz dt dz
oo (N _od dp\de ((dp)? L d%
T a\la) T @w\la)a T (4 Pa2 | P

Postupujeme-li tak dale, vidime, ze

) d dk-1
SO

da’ "7 dakt

pro kazdé k € N. (fi je néjaka funkce k proménngch.) Dosazenim do pivodni rovnice tedy dostaneme

dp dp d?p dp dqn—t! _
F('r7p7pdx7f3 (p’(izn7clx2 7"'7fn p7£7"'7m - 07

d dnfl
G(z,p,p p) =0,

neboli

dx’ 7 dant

coz je rovnice fadu o jedna nizstho, nez dana rovnice.

6.2.11 Rovnice homogenni v z,2',2",... z"
Necht F' je funkce n + 1 proménnych spliiujici podminku
F(z0,c21,¢29,...,c2p) = cF(20,21,22,...,2n) (6.9)

pro kazdé ¢ € R a kazdé (29, 21, 22, .., 2n) € Dom F.
Resgeni rovnice
F(t,z, 2’ 2" ... ,2™) = 0

Ize hledat ve tvaru z(t) = e/ ¥()4¢ kde y = y(t) je nova neznamé funkce. Je totiz

- yef y(t)dt
/- y’ef y(t)dt +y2e~f y(t)dt _ (y' —|—y2)ef y(t)dt
o (y// + ny/)ej y(t)dt + (y/ + yQ)yej y(t)dt _ (y// + 3yy/ + y3)ej y(t)dt

Dosadime-li z téchto rovnic do dané rovnice, vypadne vzhledem k podmince (6.9) faktor e/ v(dt 3 dostaneme
rovnici fadu o 1 nizsiho, nez byla dana rovnice.
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6.2.12 Ekvidimensionalni rovnice

Rekneme, Ze rovnice
F(t,z,2,... ,x(”)) =0

je ekvidimensiondlni v nezdvisle proménné, jestlize zména métitka nezavisle proménné t — at pro kazdé
a € R\ {0} nezméni jeji tvar. Transformace ¢t = e” pfevede danou rovnici na rovnici autonomni (typ 6.2.10).

6.3 Existence a jednoznacnost feseni systému ODR

T1
To n
Budeme se zabyvat tlohou (6.3), (6.4). Pro vektor x = . definujeme normu |x| = > |z;].
: i=1
In

Poznamenejme, ze funkce p definovana na (R")2 predpisem p(x,y) = |x—y| je metrikou na R™. (Je to taxikarska
metrika, 4.1.2.3.)

6.3.1 Lemma
Bud f spojitd na G C R™*!. Funkce x = x(t) je fesenim tlohy (6.3), (6.4) na intervalu J pravé tehdy, kdyZ pro

kazdé t € J je (t,x(t)) € G a
¢

x(t) = x°+ / £(s,x(s))ds. (6.10)

to
D.: ,=¢ Necht x = x(t) je feSenim ulohy (6.3), (6.4) na J. Pak

d
EX(S) = f(s,x(s))

na J. Integraci této rovnosti podle s v mezich [to, ] dostaneme:

X)), = / £(s, x(s))ds

x(t) — x(ty) = / £(s, x(s))ds

a vzhledem k (6.4) funkce x = x(t) spliiuje (6.10).

to
,<=* Necht funkce x = x(t) spliiuje (6.10). Pak x(t9) = x* + [ f(s,x(s))ds = x°, tedy je splnéna podminka
to
(6.4). Derivovanim (6.10) podle ¢ dostaneme (6.3). O

Necht C1(J) je mnozina (vektorovych) funkei x = x(t) diferencovatelnych na uzavieném intervalu .J ta-
kovych, 7e x(tg) = x°. Na této mnoziné zavedeme metriku p(x,y) = max{|x(t) — y(t)| : t € J} (met-
rika stejnomérné konvergence, sr. 4.1.2.4). Prostor (C*(J), p) je tplny (sr. 4.4.2.4). Dale definujme zobrazeni
F:CY(J) — C(J) piedpisem:

F(x)(t) = xo—i—/f(s,x(s))ds.

Reseni tlohy (6.3), (6.4), tedy funkce, ktera splituje (6.10), je zfejmé pevnym bodem zobrazeni F.

Podaii-li se tedy ukézat, ze F je kontrakce tiplného metrického prostoru (C1(J), p) (sr. 4.5.9), z Banachovy véty
4.5.14 vyplyne, Ze existuje jediny pevny bod tohoto zobrazeni, tedy Ze existuje jediné diferencovatelné reseni
ulohy (6.3), (6.4).
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6.3.2 Véta (Picard [1856 — 1941] — Lindelsf [1870 — 1946])
Budte a,b € R, a,b > 0, to € R, x° € R™. Oznaéme J = [to,to +a], D = {x € R" : |x —x° < b},
m = max{|f(t,x)| : (t,x) € J x D}, § = min {a, :;L} Necht funkee f : J x D — R je spojité a vzhledem k x

Lipschitzovské (tj. existuje L € R tak, e plati |f(,x) — f(t,y)| < L|x — y| pro véechna t € J, x,y € D). Pak
existuje pravé jedno feseni poc¢atec¢niho problému (6.3), (6.4) definované na intervalu J = [to, to + 4]
Toto TeSeni je (stejnomérnou) limitou posloupnosti funkei {x, (¢)}5°, kde
X1 = XO
t

Xpy1 = x0+/f(s,x(s))ds, k=1,2,3,...
to

D.: Funkce y(t) = F(x)(t) je podle 3.4.3 diferencovatelnd, y'(t) = f(¢,x(t)). To znamen4, 7e zobrazeni F'
definované pied vétou zobrazuje C*(J) do sebe. Bud K > L. Na C!(J) zavedeme metriku p* vztahem

p*(x,y) = max {e_K(t_t°)|x(t) —y@t)]:te J} :

Tato metrika je na C'(J) ekvivalentni s metrikou stejnomérné konvergence p, nebot

e Fop(x,y) < p*(x,y) < p(x,y).

Prostor (C1(J), p*) je tedy tplny. B
Polozme P = {x € C'(J) : |x(t)—x°| < bpro kazdé t € J}. Podle 4.4.3 je (P, p*) plny prostor. Zobrazeni
F zobrazuje mnozinu P do sebe, nebot pro kazdou funkci x € P plati
¢ ¢
P()() — x| = /f(s,x(s))ds < /\f(s,x(s))|ds < (t—to)m < om <b.

to to

Ukézeme, Ze F' je kontrakei prostoru (P, p*):
¢ t
PUEGF(Y) < ¢ KWIFE)O - FE)O] = o K00 [tsx(s)ds - [ ty(s)ds| <

to to

IN

o~ K(t—to) / I£(s,%(s)) — £(s,y(s))|ds <

t

e~ K(tto) / Lix(s) — y(s)|ds =

to

IA

t
= L/e_K(t_s)e_K(s_t°)|x(s) —y(9)|ds <

to
t

L/e’K(t’s)p*(x, y)ds =

to

IN

* 1 — —s '
= Lp*(x,y) [Ke K *)} =

s=tg

= %P*(XQ’) (1—e*K(H°)) <

IN

L.

?p (X7 y) .
S . L y . .

Ponévadz L < K, je — < 1, coz znamena, ze F je kontrakce. [J

K
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6.3.3 Poznamky

1. Posloupnost funkci zavedend v 6.3.2 se nazyva Picardova posloupnost postupnych aproximaci.

2. Analogické tvrzeni plati, nahradime-li v 6.3.2 interval J = [to, to+a] intervalem [ty — a, tg] nebo intervalem

[to —a,ty + a].
fl(taxlvxZM"amn)
. fa(t, 21,22, 2n) NN )
3. Ma-li funkce f(¢,x) = ) ohranicené parcidlni derivace vsech slozek podle kazdé
fn(taxlax% ce 71;71)
z proménnych x1,s,...,%, na mnoziné J x D (zavedené v 6.3.2), pak jsou pfedpoklady Picardovy —

Lindeldfovy véty splnény.
D.: Mnozina J x D je podle 4.4.8 kompaktni. Z ohranicenosti parcialnich derivaci funkce f plyne existence

¢isla
371 t,X .

M = :
max{ o, ,2,

,n,j=1,2,...,n, (t,X)ijD} .

Podle 5.2.4 je pro viechna t € J ax,y € D:

(60 £ = BOIAR) - L)l =

n n
af,
= Z Zaitx17$25"'7xk717§k7yk+1,'"ayn)(wk_yk) S
k=
n n f
< > ) 87 (t, 21,22, Th=1, &y Yht 1, -+, Yn) | |2l — k| <
i=1 k=1
n n
< M|zy — yl fZMleyl = nMx—y],
i=1 k=1 i=1
takze funkce f je vzhledem k x Lipschitzovska s konstantou nM. [
6.3.4 Dusledky
filt, o1, 9,000 )
. , fa(t w1, 22, ) NN
1. Ma-li (vektorova) funkce f(¢,x) = . ohranicené parcidlni derivace vSech slozek
fn(t7l'17172, v axn)
podle kazdé z proménnych x1,xs,. .., 2, v jistém okoli bodu (to,x°), pak poc¢ate¢ni problém (6.3), (6.4)
ma v okoli ty jediné TeSeni.
2. Méa-li (skalarni) funkce f(t,21,xa,...,2,) v jistém okoli bodu (tg, o, x}, 23, ..., x}) ohrani¢ené parcialni
derivace podle kazdé z proménnych x4, xa, ..., x,, pak po¢iteéni problém (6.5), (6.6) mé v okoli ¢y jediné

FeSeni.

6.3.5 Véta (Peano [1890])

Budte a,b € R, a,b > 0, ty € R, x° € R”. Ozna¢me J = [to,tg +a], D = {x € R* : |x — x°| < b},
- b -
m = max{|f(¢t,x)| : (t,x) € J x D}, § = min{a, } Necht funkce f : J x D — R™ je spojitd. Pak existuje
m
alespoii jedno feSeni pocateéniho problému (6.3), (6.4) definované na intervalu J = [tg,tg + 4.

D.: Viz Kalas, Rab: Obycejné diferencialni rovnice, str. 67-70. O

179



6.4 Globalni vlastnosti feSeni systému ODR

6.4.1 Véta (o existenci aplného FeSeni)

Necht funkce f : G — R" je spojita na oteviené mnozingé G' C R™*!. Je-li x = x(t) feseni rovnice (6.3), pak je
toto FeSeni bud uplné, nebo existuje Gplné feseni y = y(t), které je prodlouzenim FeSeni x.

D.: Viz Kalas, Rab: Obycejné diferencialni rovnice, str. 73-76. [J

6.4.2 Definice

Bud G C R""!. Rekneme, Ze funkce f : G — R" je lokdlné lipschitzovskd v G vzhledem k x, jestlize ke
kazdému (7,a) € G existuje okoli O, 5 C G a &islo L;, € R tak, Ze pro vSechna (¢,x),(t,y) € O, a plati
|f(t7 X) - f(t7 y)| S LT7a|x - y|

6.4.3 Véta (o globalni jednoznacnosti)

Necht funkce f : G — R" je spojitd a lokalné lipschitzovskd v G vzhledem k x a nechf x = x(t), y = y(¢) jsou
dvé Teseni (6.3). Jestlize existuje to takové, ze x(t9) = y(to), pak x(t) = y(t) pro vSechna ¢, v nichz jsou FeSeni
X, y definovéna.

D.: Pripustme, Ze existuje b > to takové, ze x(b) # y(b). Ozna¢me ¢ = inf{t : x(¢) # y(¢)}.
Funkce x, y jsou spojité (ponévadz jsou diferencovatelné).
Ukézeme, zZe x(c) = y(c):
Piipustme, Ze x(c) # y(c). Polozme ¢ = |x(c) — y(c)|.
KS>0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé ¢t € (¢ — d,¢) je |y(t) —y(o)| < i a |x(t) —x(o)| < Z
Ponévadz pro t € (¢ — §,¢) je x(t) = y(t), plati pro t € (¢ — 4, ¢):

NI
W~ o
rO| ™

e = [x(c) = y(e)] = [x(c) =x(t) +y(t) = y(c)| < [x(c) =x(B)] + [y(t) —y(c)| <

coz je spor a tedy x(c) = y(c).
Podle 6.3.2 existuje « takové, Ze pro ¢ € [c,c + a] je x(t) = y(¢), coz je spor. O

6.4.4 Definice

Bud x = x(t) plné feseni rovnice (6.3) definované na intervalu (5,7), kde —o0 < S < T < 0.

Rekneme, ze £ € R™ je w-limitni bod reseni x, jestlize existuje posloupnost {t;}$, takova, Ze ty < T pro
v8echna k € N, lim ¢, =T a lim x(¢) = &.

. k—oo k—oo

Rekneme, ze & € R™ je a-limitni bod Teseni x, jestlize existuje posloupnost {t;}32, takova, ze tx > S pro
v8echna k € N, lim ¢, =S a lim x(t;) = ¢&.

8 k—o0 k—o0

Rekneme, ze £ € R" je limitni bod Tesent x, jestlize je w-limitnim bodem nebo a-limitnim bodem.

Mnozina vSech w-limitnich bod feseni x se nazyva w-limitni mnoZina feseni X, mnozina vSech a-limitnich bod
feSeni x se nazyva a-limitni mnoZina Teseni X, mnozina vSech limitnich bodi feSeni x se nazyva limitni mnozina
resent X.

6.4.5 Priklady

1. z = e je Uplné feseni rovnice 2’ = ax definované na intervalu (—oc,00). Je-li a > 0, je 0 a-limitnim
bodem tohoto Feseni a w-limitni body toto feseni nema. Je-li a < 0, je 0 w-limitnim bodem tohoto feseni
a a-limitni body toto feseni nema. Je-li a =0, je 1 a- i w-limitnim bodem tohoto feseni.

1
t

1
2. z =sin n je iplné feSeni rovnice =’ = — 2 definované na intervalu (—oo, 0). Interval [—1, 1] je w-limitni

mnozinou tohoto feseni.
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’ Y

= tgt . PRI .  cos? , . T
3. x C.OS & je uplné feSeni soustavy rovnic cos” 1 definované na intervalu (—7, 7>.
y = sintgt Yy = T 2’9
cos?t

Limitn{ mnoZina tohoto fefen{ je {(x,y) € R?: 22 + y? = 1}.

6.4.6 Véta

Necht funkce f : G — R" je spojitd na oteviené mnoziné G C R"™! a x = x(t) je tplné feseni rovnice (6.3)
definované na intervalu (S, T). Pak plati:

T = 0o nebo kazdy w-limitni bod feSeni x lezi na hranici G.

S = —o0o nebo kazdy a-limitni bod feSeni x lezi na hranici G.

D.: Bud x = x(¢) uplné feseni rovnice (6.3) definované na intervalu (S,T"), T' < oo a bud ¢ jeho w-limitni bod.
Kdyby (T,€) € G, pak by existovalo okoli Or¢ bodu (T, &) takové, ze Or¢ C G, nebot G je oteviena.
Podle 6.3.5 by existovalo feSeni y = y(¢) rovnice (6.3) s poc¢ateéni podminkou y(7) = & definované na
[T,T + 6], kde ¢ je vhodné (malé) ¢islo. Funkce

B _)x(t), S<t<T
Z_Z(lt)_{y(t), T+

by byla FeSenim rovnice (6.3), které by bylo prodlouzenim feSeni x, coz by byl spor s tplnosti feseni x.
Pro a-limitni bod se ditkaz provede analogicky s vyuzitim ,levostranné varianty“ véty 6.3.5. O]

6.4.7 Dausledek

Necht J = [tg,0), D={x € R": |z| < a}, kde tp € R a0 < a < 0o a necht funkce f : J x D — R" je spojitéa.
Jestlize existuje spojitd funkce g : J — R takova, Ze Uplné feSeni x = x(¢) rovnice (6.3) definované na (S,T)
spliuje pro kazdé ¢ € [to,T) podminku |x(¢)| < g(t) < a, pak T = cc.

6.4.8 Dusledek

Necht J = [tg,00) a funkce f : J x R™ — R™ je spojita. Jestlize existuje m € R takové, ze pro kazdé
(t,x) € J x R™ — R™ plati |f(¢,x)| < m, pak kazdé plné Teseni rovnice (6.3) je definovano pro vSechna ¢ > tg.

D.: Bud x = x(¢) Gplné feSeni rovnice (6.3). Podle 6.3.1 je

t

x(t) = x(to) + /f(s,x(s))ds.

to
Pro kazdé ¢, pro néz je x(t) definovano, plati
t t
(O] = fxto) + [ £s.x(6))ds| < bxlto)| + [ £ x(s)lds <
to to

IN

1x(to)| + m(t —to) .

Tvrzeni tedy plyne z 6.4.7, polozime-li g(t) = |x(to)| + m(t — to). O

Toto tvrzeni umoziuje rozhodnout, zda lze kazdé Feseni rovnice (6.3) prodlouzit do nekone¢na, aniz bychom
toto feseni znali.
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6.4.9 Véta (o spojité zavislosti FfeSeni na poc¢ate¢nich podminkach a parametrech)

Bud Q oteviend mnozina v R1*"+" a necht funkce g : 2 — R" je takova, Ze pro vSechna (7,&, ) € Q,
TR, £ €R”, A€ R™ ma pocatecni problém

x' = glt,x,\), x(r) = ¢

pravé jedno tplné feseni x = x(t) = x(¢;7,&, \). Pak toto feSeni, chapané jako zobrazeni RIF1Tn+m _ Rn je
spojité.

D.: Viz Kalas, Réb: Obycejné diferenciilni rovnice, str. 82-83. [J

Tato véta k4, Zze zméni-li se malo funkce f v rovnici (6.3) a mélo se zméni pocateéni podminka (6.4), pak
se feSeni nového — zménéného — problému lisi na koneé¢ném intervalu malo od feseni ptivodniho problému.

6.5 Systémy linearnich ODR

6.5.1 Poznamky

1. Normy vektorid a matic

€
X9 n
Normu vektoru x = ) definujeme predpisem |x| = Y |z;].
: i=1
Tn
ail a2 ... Qin
. a1 a922 e agn . . . n
Normu matice A = . . ) ] definujeme predpisem [A| = > |aij;l.
: : . : 521
apn1 QAp2 ... Qpn

Na mnoziné vektori zavadime metriku p(x,y) = |x — y|,
na mnoziné matic zavadime metriku p(A, B) = |A — B|.

2. Plati: |A - x| < |A] |x].

D.: Pro libovolné i,k € {1,2,....n} je |aix| < > |ai;|. Odtud plyne
j=1

|Ax| = ‘(Z%k%)‘ =
k=1 i

n

> kalzn:ilaijl = (gl%) zn:imzﬂ

k=1 i=1 j=1

n

E Aik Tk

k=1

n n n
<D

1 i=1 k=1 k=1

n n
i |zx] = (xklzazﬂ)
i=1

IN
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3. Vektorové a maticové funkce

xl(t) t t
w=| " 2wy Eo=xw=wm), [xoa= [nw
n(t) o ‘o
a11(t) aa(t) ... a1a(t)
A) = agl'(t) a22.(t) . (1277:(t) (a0
am(t) wna(t) o an()
SO=20=(@,0). [Aes= | a0

Vektorova (maticova) funkce je spojitd, jsou-li vSechny jeji slozky spojité.

Systém linearnich obycejnych diferencialnich rovnic je tvaru

() = ano + an®rs + ... + awe. + bi()
(1) = an(er + am®rs + ... + (D)o, + blt)
D) = amr + s - e+ am@oe + ba(l)
Pri oznaceni
an(t) awlt) ... aw(t) bi(t) 21 (t)
) = 021.(75) a22.(t) a2n.(t) b= szt) Xt = m.(t)
an®) an(l) . () ba() 22 (1)

Ize tento systém zapsat v maticovém tvaru
x' = A(t)-x+Db(t). (6.11)
Tuto rovnici nazyvame nehomogenni linearni rovnici. Spolu s rovnici 6.11 budeme uvazovat poc¢ateéni podminku

x(t)) = x°. (6.12)

6.5.2 Véta o existenci a jednoznac¢nosti feSeni

Necht maticova funkce A = A(t) a vektorové funkce b = b(¢) jsou spojité na intervalu J C R. Pak méa pocateéni
problém (6.11), (6.12) pravé jedno feSeni, které existuje na celém intervalu J.

D.: Vzhledem k 6.3.2 a 6.4.3 staci ukazat, ze ke kazdému 7 € J existuje okoli O, C J takové, ze funkce
A(t)x + b(t) je Lipschitzovska vzhledem k x na R™ x O,.
Je-li 7 vnitini bod intervalu J, existuje a € R, a > 0 takové, ze [t —a, 7+ a] C J.
Polozme L, = max{|A(t)| : t € [T —a,7 + a]} (toto maximum existuje podle 1.7.12), O, = (1 — a,T + a).
Pak pro kazdé t € O, a kazdé dva vektory x,y € R" plati podle 6.5.1.2

[A(t)x +b(t) — (A(t)y + b(1))| = [A(t)x — A(t)y

=[AB)x -y < [AD)| x -y < L, x —y].
Je-li 7 pravy krajni bod intervalu J, polozime O, = (7 — a,7], Ly = max{|A(t)| : T—a <t < 7} a

provedeme analogickou tvahu.
Pro levy krajni bod intervalu J provedeme ditkaz podobné. [
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6.5.3 Poznamka

Reseni problému (6.11), (6.12) lze hledat jako limitu Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci. Zejména
pro A(t) = A = (a;;) (konstantni matice) a b(t) = 0 je (oznacime-li £ jednotkovou matici):

() = % = ()

t t /o
x'(t) = x0+/A~x0ds: x?—|—/ Zaijx? ds| = |z +Za” (t —to)
j=1

to

x%(t) = / Za““ xk—I—Zakj (s —to) ds =

to

= x4+ Zalkxkt—to +Zza’ka’fﬂ t_to) =

k=1j=1

= xO+A~x0(t—to)+(A-A)'X07(t7t0)2 = (E+A(t—t0)+f(t—t0)2)~xo

2
A? Ak
Xk(t) = <E+A(t_t0)+2[(t_t0)2++k:'(t—t0)k) 'XO
Rovnici
x = A(t) .x (613)

nazyvame linedrni homogenni rovnici pridruZenou k (6.11).

6.5.4 Véta (princip superpozice)

Jsou-li x = x(t), y = y(¢) feSeni rovnice (6.13), pak také c;x(t) + cay(t), kde ¢1, ¢ jsou konstanty, je FeSenim
rovnice (6.13).

D.: %(clx +eoy) =ax + ey =cAlt) -x+cAlt) -y = AR) - (aax) + A(t) - (c2y) = A(t) - (aax + c2y) O

6.5.5 Véta

Je-li maticovd funkce A = A(t) = (a;;(t)); ;=1 spojita na intervalu J, pak mnozina vsech feseni rovnice (6.13)
tvori n-rozmérny vektorovy prostor.

D.: x(t) = o je feSenim rovnice (6.13).
Podle 6.5.4 je libovoln4 linedrni kombinace FeSeni (6.13) FeSenim (6.13).
Je-li x1,x2,... x" baze n-rozmérného vektorového prostoru a y* = y*(¢) jsou fefeni rovnice (6.13) s po-
¢atecnimi podminkami y*(tp) = x*¥, k =1,2,...,n, pak y*(t),y2(t),...,y"(t) jsou lineArné nezavislé pro
kazdé t € J:

Kdyby existovalo t; € J a konstanty ¢y, cs, ..., ¢, ne vSechny rovny nule takové, ze

c1yt(t1) + coy?(t1) + - + cny™(t1) = o, pak by podle 6.5.4 také

z = z(t) = a1yt (t) + coy?(t) + - - - + ¢,y (t) bylo fesenim rovnice (6.13) s po¢ateéni podminkou
z(t1) = o. Ponévadz ale x(t) = o je feSenim (6.13), vzhledem k jednoznac¢nosti FeSeni (sr. 6.5.2)

by z(t) = o.
Zejména tedy z(tg) = 1y (to) + cay?(to) + - - + oy (to) = c1x* + cox® + -+ + ¢,X" = 0, coz
by byl spor s linedrni nezévislosti vektortt x',x2,...,x".
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Dimense prostoru vsech feseni je tedy alespon n.
Bud y = y(t) libovolné feseni rovnice (6.13) a polozme X = y(to). Pak X = k1x! + rox% + -+ + Kk, X" pro

vhodné konstanty k1, Ka, ..., kn, nebot x!,x2,...,x" je baze. To znamen4, Ze
y(to) = k1yt(to) + kay?(to) + - - - + kny™(to). Podle principu superpozice je
z(t) = y(t) — k1y'(t) — k2y?(t) — - - - — kY™ (t) také fesenim rovnice (6.13); pfitom z(to) = o. Vzhledem

k jednoznacnosti feseni rovnice (6.13) je z(t) = o pro vSechna t € J a tedy
y(t) = k1yt(t) + kay?(t) + - - - + Kk, y"(t) pro viechna t € J. To znamena, 7e funkce
yi=yl(t),y? = y2(t),...,y" = y"(t) tvoi{ bazi prostoru vsech feseni rovnice (6.13). O

6.5.6 Definice
Libovolnd baze prostoru vech feSeni rovnice (6.13) se nazyva fundamentdlni systém fesent rovnice (6.13).

Necht y! = yi(¢),y? = y2(t),...,y" = y"(t) je fundamentélni systém feseni rovnice (6.13). Obecné feseni
této rovnice je
y=y(t) = ay'(t) + ey’ )+ +ey"(h).

Oznacme
vit) w3 .. ) .
y -y < | B0 B0 ol | | @
yi.(t) yi.(t) y;;'(t) Cn

Matice Y = Y (t) se nazyva fundamentdini matice TeSeni systému (6.13). Tato matice je v disledku linedrni
nezavislosti sloupcti reguldrni, det Y (¢) # 0 pro kazdé ¢ € J. Obecné FeSeni rovnice (6.13) lze zapsat

y=y(t)=Y()-c.
Partikuldrni feSeni poc¢ate¢niho problému (6.11), (6.12) jey =y(t) = Y (t) - %, kde ¢® = Y (¢y) ! - xV. Tedy
y=y(t) = Y () Y(to) %O
Pro fundamentalni matici feseni systému (6.13) Y = Y (t) zfejmé plati Y'(t) = A(¢) - Y (¢).

6.5.7 Véta

Obecné feeni rovnice (systému) (6.11) je souétem obecného FeSeni pfidruzené homogenni rovnice (6.13) a
néjakého partikularniho feseni rovnice (6.11):

x(t) =Y (t) - c+x(t),
kde Y (t) je fundamentalni matice FeSeni rovnice (6.13) a %(¢) je libovolné feSeni rovnice (6.11).
D.: x(t) =Y(t)-c+x(t) je FeSenim rovnice (6.11), nebot x’ =Y’-c+x%x' = A4-Y-.c+A-x+b=A-(Y-c+x)+Db.
Reseni problému (6.11), (6.12) je x(t) = Y (¢) - € + %(t), kde c® = Y (¢¢) "} (x* — %(t0)). O
6.5.8 Nalezeni partikularniho FesSeni rovnice (6.11) — metoda variace konstant

Resen{ rovnice (6.11) hleddme ve tvaru X = %(t) = Y (¢) - ¢(t), kde ¢ = c(t) je néjaka vektorova funkce. Pak

¥ = Y c+Y-¢d/ = A-Y.-c+Y- ¢
¥ = A-X+b =A-Y-c+b
Odtud
Y(t)-c'(t) = b(t)
) = Y()~'b)



kde 7 je konstantni vektor.

Obecnym Fesenim rovnice (6.11) je tedy

t

x(t) = Y(t)~n+/Y(t)~Y(s)*1'b(s)d5.

to

Aby toto feseni spliiovalo po¢ateéni podminku (6.12), musi platit x° = Y (o) -, neboli n = Y (t5) ! - x°. ReSeni
pocate¢niho problému (6.11), (6.12) je tedy

x(t) = Y(t)-Y(to)_l-x0+/Y(t)~Y(s)_1-b(s)ds.

to

6.6 Linearni diferencialni rovnice vyssiho radu

™ 4 a1 ()™ fan o)™ 4o pa (D)2 +at) = f(t), (6.14)
funkce an_1,an_2,...,0a1,aq, f jsou definované na néjakém intervalu J C R.
Je-li f(t) =0, rovnice se nazyva homogenni, v opaéném ptipadé nehomogenni.
Rovnice
2™ a1 (02" an o ()" 24 a2 Fagt)r = 0 (6.15)

se nazyva pridruZend homogenni rovnice k rovnici (6.14).
Spolu s rovnici (6.14) uvazujeme po¢ateéni podminky

x(to) = wo, ' (to) =y, ..., 2V (tg) = 2071, (6.16)

Podle 6.1.10 je rovnice (6.14) ekvivalentni s vektorovou rovnici (se systémem rovnic)

xl == X9
rh = x3
Ty = Ty,
v, = —ap_1()rp —an_2(t)Tn_1 — - —a1(t)z2 — ao(t)z1 + f(t)

Odtud a z 6.5.2, 6.5.4 a 6.5.5 plynou

6.6.1 Véta (o existenci a jednoznaénosti FeSeni)

Jsou-li v8echny funkce ag,as,...,a,_1, f spojité na intervalu J C R a ¢y € J, pak ma pocatedni problém (6.14),
(6.16) pravé jedno feSeni, které existuje na celém intervalu J.

6.6.2 Véta (princip superpozice)

Jsou-li © = x(t), y = y(t) FeSenim homogenni linedrni rovnice (6.15) a ¢, ¢z jsou libovolné konstanty, pak také
z = z(t) = crz(t) + cay(t) je FeSenim této rovnice.

6.6.3 Véta

Jsou-li vSechny funkce ag,aq, ..., a,—1 spojité na intervalu J C R, pak mnozina vSech feSeni rovnice (6.15) tvori

n-rozmérny vektorovy prostor.
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6.6.4 Definice

Béze x1 = x1(t), x2 = x2(t), ..., zn = x,(t) vektorového prostoru vsech feSeni rovnice (6.15) se nazyva funda-
mentdlni systém tfeseni rovnice (6.15).
Reseni 21 = x1(t), 22 = 22(t),..., 2% = x1(t) rovnice (6.14) jsou linedrné nezavisla na intervalu .J, jsou-li
vektory
1 () 3 (t) k(1)
t)

7" ") 5
linearné nezavislé pro kazdé t € J.
Tvoii-li funkce z1 = z1(t),z2 = 22(t),...,xn = x,(t) fundamentalni systém FeSeni rovnice (6.15), pak
obecné Feseni této rovnice je © = x(t) = c1x1(t) + coxa(t) + -+ - + cpxn(t), kde ¢1, ca, . . ., ¢, jsou konstanty.

6.6.5 Definice
Budte o1, 2, ..., om funkce. Funkce

e1(1) pa(t) ©m (1)
©1(t) ©5(t) O (t)
W =W(t) = W(t; 1,92, .., pm) = det . . )
e (IR e () o V(1)

se nazyva wronskidn funkci @1, @2, ..., Pm.

6.6.6 Véta

Funkce 1 = z1(¢), 22 = 22(t),...,2, = x,(t) tvofi fundamentdlni systém FeSeni rovnice (6.15) préavé tehdy,
kdyz kazdé z nich je feSenim této rovnice a jejich wronskian je v néjakém bodé intervalu J nenulovy.

D.: plyne z poznamek za 6.5.6. [

Z jednozna¢nosti feseni rovnice (6.15) také plyne, Ze je-li wronskidn feSeni rovnice 6.15 nenulovy v jednom
bodé intervalu J, pak je nenulovy ve vSech bodech intervalu J.

6.6.7 Véta

Bud z1, 29, ..., 2z, fundamentdlni systém FeSeni rovnice (6.15). Obecné FeSeni rovnice (6.14) je
x=z(t) = crx1(t) + cama(t) + - + cpan(t) + Z(t)

kde ¢y, ¢, ..., ¢, jsou konstanty a &, je libovolné partikuldrni feSeni rovnice (6.14).

D.: plynez 6.5.7. 1

6.6.8 Metoda variace konstant

Reseni rovnice (6.14) hleddme ve tvaru

T=2(t) =c1(t)x1(t) + ca(t)xa(t) + - + cn(t)zn(t),

kde ¢1(t), ca(t), ..., cn(t) jsou funkee a x1(t), 22(t) ..., x,(t) je fundamentalni systém Feseni rovnice (6.15).
O funkcich ¢, co, ..., ¢, budeme predpokladat, Ze splnuji systém rovnic
a1+ chzo+--+cx, = 0
i +chab+--+cx, = 0
(6.17)
c’lxgnd) + c’zxénfz) 44 C,nstnfz) = 0
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Pak

P o= duitari++dr, e, = ary+ e,
= qritar] +o+dqa ety = azl +o ey
j(n—l) _ Cll’gnil) 4ot Cnxgln_l)
B = e gt 0 4 )
Soucasné ale plati
W = —a,  ()F"Y —a, o ()ED — o — 0 ()F — ao(t)E + f(t) =
_ —an,l(clxgnfl) oty — (e 4 entl) —aolerzf - enmn) Ff =
61(—an719€§n_1) — - —a1ry —aoxy) + -+ cn(_anflxsy,n_l) — o — iy, — apTy) + f =

= clxgn) . Ny

(Posledni rovnost plyne z toho, Ze x1, 22, ..., z, jsou feSenimi pfidruzené homogenni rovnice.)
Celkem tedy dostaneme

a4l = (6.18)
Systém rovnic (6.17) a (6.18) je soustava n linedrnich rovnic pro n neznamgych ¢}, c, ..., c,. Determinant této

soustavy je wronskidn fundamentalniho systému feSeni rovnice (6.15), je tedy podle 6.6.6 rizny od 0 a systém
rovnic (6.17), (6.18) mé jediné feSeni ¢} (t) = ¢1(t),ch(t) = wa(t),...,c,(t) = ©n(t). Integraci téchto rovnic
uréime c¢q(t), ca(t), . .., cn(t).

6.6.9 Homogenni linearni rovnice s konstatntnimi koeficienty

2™t an_ 12" P an 0" 24 +agr = 0. (6.19)

Resen{ ptedpoklddéme ve tvaru z(t) = . Pak

2 (t) = XM, 2 (t) = XM, L, 2 (1) = AmeM
a tedy
NeM 4, AT 4o, oAV 2eM 4 agheM 4 apget = 0
A4y A N a2 g tay = 0.

Posledni rovnice se nazyva charakteristickd rovnice linearni diferencialni rovnice (6.19)

(i) Jsou-li A1, Ay dva riizné koteny charakteristické rovnice, pak x1(t) = et x5(t) = e*2* jsou linedrné
nezévisla feSeni rovnice (6.19).

D.: Ze to jsou feSeni, je vidét z pfedchozi ivahy, linedrné nezavislé jsou proto, ze vektory

1 1
A1 A2
22 22 . sy y e 1
1 a 2 jsou pro A\; # Ay linearné nezévislé. [
PV PV

(if) Je-li A\g k-ndsobny kofen charakteristické rovnice, pak funkce
z1(t) = et xo(t) = teot, a3(t) = t2eMt, ... x(t) = tF~lerot jsou linedrné nezavisla feseni rovnice
(6.19).
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et —e
D.: Jsou-li e*o?  eM? feseni rovnice (6.19), pak podle 6.6.2 je také funkce SV feSenim rovnice
0 — A1
— telot
(6.19). Limitnim pfechodem A; — A s vyuzitim 2.3.6 dostaneme, Ze — = tero? je také Fesenim

(6.19) (sr. 6.4.9).

Analogicky lze ukazat, ze také t2eot, t3erot . tF=lerot jsou Feseni rovnice (6.19).
Dale je
W(0; et terot ¢2erot  th=lehot) —

1 0 0 e 0 e 0

Ao 1 0 ... 0 ... 0

A2 20 2 0 .0

N (- A 2( ol ) m( o )Ag“ (k=)

takze funkce x1(t) = e*!, xo(t) = terot, x3(t) = t2eot, ... x4 (t) = tF~Le?o! jsou linearné nezavislé.
O

(iii) Jsou-li Ay = a4+ i, A2 = a — if k-ndsobné komplexné sdruzené kofeny charakteristické rovnice, pak
x1(t) = e cos Bt, xo(t) = te® cos ft, w3(t) = t2e cos fBt, ..., xp(t) = t*1e™ cos ft,
Tpp1(t) = et sin Bt, wpyo(t) = te® sin ft, xpy3(t) = t2e sinft, ..., zop(t) = t*"Le* sin Bt
jsou linedrné nezévisld feseni rovnice (6.19).
D.: tlelatif)t le(e—if)t () < ¢ < K jsou linedrné nezavisla feseni rovnice (6.19) podle (ii). Tedy také

1 . .
xo41(t) = 3 (tee(a+‘5)t + tze(o‘_‘ﬁ)t) = tfe® cos it

1 : .
T (t) = > (tle(a+1ﬁ)t _ tee(aﬂa)t) — ™ sin Bt

jsou linedrné nezavisla feSeni rovnice (6.19). O

6.6.10 Eulerova rovnice t"z™ + a, 11" 12" + ap_ot" 22" 2 + - + agta’ + agr = f(t)

Zavedeme substituci t = e7, tj. 7 = Int. Pak

, _dr  drdr  1ldo
TS W T o tar
y _d(ldz) = 1ld= 1d%z dr 1 d?z dz
o= a(m) S e tiaew T t?(dﬂ_dr>
o (LR E)) L2 () (B By (0 iy
dt \¢2 \dr2 dr t3 \dr? dr t2 \dr3 dr2)/ dt t3 \ d7r3 dr2 dr
Dosadime-li do dané rovnice, vypadnou faktory ¢, t2, ..., t", takZe dostaneme rovnici s konstantnimi koeficienty.
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6.6.11 Riccatiho rovnice 2/ = P(t)z? + Q(t)z + R(t)

/(¢ Puy — (P! Py " Py 12
Zavedeme substituci z(t) = —yi(). Pak 2’ = — vy ( 2y2-|- y')y -_Y 2y Yy :
P(t)y(t) P2y Py P?y Py
a tedy
" Pl 2 P 12 /
Y v oy~ _ Py Qy 4R
Py  P%y  Py? P2y2 Py
1 1 Pl
Pyt Py <P+Q>y/R -0

Pl
y' - (+Q> y'—PRy = 0,

P
coz je linedarni homogenni rovnice druhého fadu.
6.6.12 Nalezeni fundamentalniho systému FeSeni rovnice z” + P(t)z' + Q(t)z = 0

v pripadé, Ze jedno feSeni je znamé
Pfedpoklddejme, Ze zndme jedno nekonstantni feSeni xq = 21 (¢) dané rovnice. Zavedeme substituci
z(t) = z1(t)y(t).

Pak 2/ = 2ly + z19/, 2’ = 2y + 221y + 219", tedy

iy + 221y + x1y” + Pryy + Pryy' + Quyy 0
r1y” + (227 + Px1)y' + (27 + Pry +Qa1)y = 0
/
y//+<P+2x1>y/ — O’
T

coZ je rovnice typu 6.2.9 pro neznamou funkci y = y(t).
Polozime z(t) = y/(t). Pak

— % = z (t) = — — 1IN 2

mz = [ /(P(t)+2x1(t)>dt /P(t)dt In(a1 (1))
. _ 1 —rprwma
O = o '

Odtud plyne, Ze

a tedy druhé feseni dané rovnice je

2a(t) = 21(t) / me_f P(at gy

Ponévadz plati
1 z [ m%e_ /P

Wi(t,x1,22) =
( 1 2) .%'11 xllf%%e_fP"‘ie_fP

— e—fP(t)dt > 0’

tak x1 = x1(t), zo = x2(t) tvor{ fundamentalni systém fesSeni dané rovnice.
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6.7 Diferencialni nerovnosti

6.7.1 Definice

Reseni 2* = z*(t) tlohy (6.1), (6.2) se naz§va mazimdlni vesent, jestlize pro kazdé feseni x = x(t) této tlohy
plati z(t) < z*(t) pro vSechna t, v nichZ jsou obé feSeni definovana.
Reseni z, = z.(t) tlohy (6.1), (6.2) se nazyvd mminimdlni Fesend, jestlize pro kazdé feseni x = x(t) této tlohy
plati z,(t) < z(t) pro vSechna ¢, v nichz jsou obé Feseni definovana.

6.7.2 Véta (srovnavaci)

Necht tg € R, 0 < a < oo, J = [tg,0), G ={(t,x) € R""! : t € J,|x| < a}. Necht déle f : G — R" je spojita
funkce a g : J x [0,a) — [0,00) je spojita funkce takova, Ze |f(t,x)| < g(t,|x|) pro (¢,x) € G. Bud ug > |x°| a
u* = u*(t) maximalni feseni tlohy

u =g(t,u), wu(to) =uo

na intervalu J. Pak kazdé tplné Feseni ulohy (6.3), (6.4) je definovano pro vSechna ¢ € J a plati
|x(t)| <u*(t) proteJ.

D.: Viz Kalas, Rab: Obycejné diferencialni rovnice, str. 91. O

6.7.3 Dusledek

Necht symboly tg, a, J, G maji stejny vyznam jako v 6.7.2. Necht funkce f : G — R" je spojita a necht existuje
spojita funkce ¢ : J — [0, 00) takova, ze

£t %) < p()x| pro (t,x) € G

a oo
/(p(T)dT < 00.
to
Pak pro kazdé x° € R™ takové, Ze
|x0|exp/g0(7')d7' <a
to

jsou uplna Feseni ulohy (6.3), (6.4) definovana pro vSechna ¢ € J a plati

t
|x(t)| < \x0|exp/<p(7)d7' prote J.

to

D.: Plyne z 6.7.2 volbou g(t,u) = ¢(t)u, ug = |x°|.
Jediné uplné (tedy maximalni) feseni tlohy v’ = @(t)u, u(to) = ug je podle 6.2.5

t

u(t) = ug exp/gp(T)dT.

to

O

6.8 Autonomni systémy
Budeme uvazovat systém rovnic

x = f(x), (6.20)



kde f : Q@ — R™, Q C R” oteviend. (6.20) se nazyva autonomni systém obycdejnych diferencidlnich rovnic,
se nazyva fdzovy prostor. V celém odstavci budeme predpokladat, ze f je spojitd funkce takova, Ze pocateéni
problém: (6.20) s podminkou

x(tg) = x° (6.21)

ma jediné feseni pro kazdé tg € R, xg € ().

6.8.1 Véta

Je-li x = x(t) FeSenim ulohy (6.20), (6.21), pak pro kazdé 7 € R je y = y(t) = x(¢t + 7) FeSenim rovnice (6.20)
s pocate¢ni podminkou y(tg — 7) = x°. Je-li x definovano na intervalu (t1,t2), je y definovdno na intervalu
(tl —T,tQ —T).

D.: y'(t)= %x(t +7)=fx(t+71))==1f(y@) O

Tato véta ukazuje, ze autonomni systémy popisuji déje invariantni vzhledem k posunuti v case.
Bez Gjmy na obecnosti se tedy u autonomnich systémt mizeme omezit na pocate¢nimi problémy s pocatecni
podminkou

x(0) = x°. (6.22)

Reseni x = x(t) problému (6.20), (6.22) lze interpretovat budto jako graf zobrazeni x : R — Q, nebo jako
kiivku v prostoru {2 zadanou parametricky. Tuto kfivku nazveme x trajektorii reseni x.

;L _ .
Piiklad: x, ~ Y mé obecné feseni o(t) = asint+ bC(.)St .
y = -z y(t) = acost—bsint

Ponévadz x(t)? + y(t)? = a? + b?, jsou trajektorie feseni kruznice se stiedem v pocatku.

6.8.2 Véta

Jsou-li x = x(t), y = y(t) TeSeni systému (6.20), pak jejich trajektorie budto splyvaji, nebo nemaji zadny
spole¢ny bod.

D.: Necht x(t1) = y(t1). Podle 6.8.1 je z = z(t) = x(t + (t1 — t2)) FeSenim rovnice (6.20) s pocatecni
podminkou z(t2) = x(t;). Trajektorie FeSeni z a x zfejmé splyvaji. Soufasné ale z je FeSenim rovnice
(6.20) s pocateéni podminkou z(t2) = y(t2) a z predpoklddané jednoznacné Fesitelnosti problému (6.20)
s libovolnou pocateéni podminkou plyne z = y. (I

6.8.3 Definice

Bod x° € Q se nazyva staciondrni bod (rovnovdzny bod, ekvilibrium, kriticky bod, singuldrni bod, degenerovand
trajektorie) rovnice (6.20), jestlize £(x°) = 0.
Trajektorie rovnice (6.20) se nazyva cyklus, je-li uzavienou kiivkou.

6.8.4 Véta

Trajektorie FeSeni autonomniho systému (6.20) jsou jednoho z typi:
— Stacionarni body (odpovidaji konstantnim fesenim);
— Cykly (odpovidaji nekonstantnim periodickym feSenim);
— Trajektorie, které samy sebe neprotinaji.

D.: Plyne z 6.8.2. 0

Ve zbytku tohoto odstavce se budeme zabyvat autonomnimi systémy v roviné

/

= f(1'7y)
y = g(z,y) (6.23)
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6.8.5 Definice

Kiivka zadand implicitné rovnici f(z,y) = 0 (resp. g(z,y) = 0) se nazyva z-nulklina (resp. y-nulklina) rovnice
(6.23).

Prusecik nulklin je staciondrni bod, te¢na k trajektorii v jejim priseéiku s z-nulklinou (resp. y-nulklinou) je
rovnobéznd s osou y (resp. x).
6.8.6 Definice (typy stacionarnich bodu v rovinég)
Stacionarni bod (xg,yo) systému (6.23) se nazyva
bod rotace, jestlize v jeho libovolném okoli lezi cyklus, obsahujici (xg,yo) ve svém vnitiku;

stred, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, ze kazda trajektorie s (xg, yo) € U je cyklem obsahujicim (zg, yo)
ve svém vnitiku (stfed je specidlnim pfipadem bodu rotace);

ohnisko, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii s (zg,yo) € U plati

lim (x(t),y(t)) = (x0,%0)

t——o0

lim (2(t),y(t)) = (zo,yo) nebo

t—o0
a pro orientovany thel 1(t), ktery svird vektor (z(t),y(t)) — (zo,yo) s néjakym pevnym vektorem plati

tlim ¥ (t) = oo nebo tlim ¥ (t) = —oo nebo tlir_n ¥ (t) = oo nebo , lim ¢(t) = —o0

(trajektorie se pfiblizuje ke staciondrnimu bodu (nebo se od ného vzdaluje) po spirale);

uzel, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii s (zg, yo) € U plati

lim ((t), y(t)) = (20, y0) nebo lim (x(t),y(t)) = (0, ¥0)

t—o0 t——o0

a pro orientovany uhel 1 (t), ktery svird vektor (z(t), y(t)) — (zo,yo) s néjakym pevnym vektorem existuje
vlastni tlim ¥ (t) nebo . lim (t);
— 00 —— 00

sedlo, jestlize existuje jen kone¢ny pocet trajektorii (z,y) = (z(t), y(t)) takovych, ze

tli)rgo(x(t)v y(t)) = (x()vyo) nebo t_lér_noo(x(t), y(t)) = (x()vyo)'

6.8.7 Stacionarni body linearniho homogenniho autonomniho systému

S

y =
Jestlize aj1a20 — ajaaz; # 0, je (0,0) jedinym staciondrnim bodem tohoto systému. Charakteristickd rovnice
systému je

11T + a2y

6.24
21T + a2y ( )

A — (a11 + aze) A + arrase — ajgaz; = 0.

Pokud aj1a22 — a12a21 # 0, neni 0 jejim kofenem. V tomto pfipadé muze charakteristickd rovnice mit

(i)

dva realné kladné kofeny

dva realné zaporné kotfeny

dva realné kofeny opac¢nych znamének
dvojnasobny kladny realny kotfen
dvojnasobny zaporny redlny kofen
komplexné sdruzené korfeny a + i3, a > 0
komplexné sdruzené koteny a +if,a < 0

komplexné sdruzené koteny +i(
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(0,0) je uzel, tiir}loo(x(t),y(t)) = (0,0);

tEIPOO(I(t), y(t)) = (07 O)a
je ohnisko, tlirgo(x(t),y(t)) =(0,0);



6.8.8 Véta

Budte P, @ funkce dvou proménnych spojité v okoli poéatku. Nechtf ai1ass — ajzas1 # 0 a necht existuje e > 0
takové, ze
L P 10y
11 1+e
@y—00) (|2 + |y|)

=0.

Uvazujme autonomni systém
/

¥ = anz+ay+ P(z,y)

!

6.25
Yy = anzr+any+Qx,y). ( )

Je-li bod (0,0) uzlem nebo ohniskem pro systém (6.24), pak je stejného typu i pro systém (6.25).

Je-li bod (0,0) stiedem pro systém (6.24), pak je bodem rotace nebo ohniskem pro systém (6.25). Je-li bod
(0,0) sedlem pro systém (6.24) a funkce P, @ maji spojité parcidlni derivace podle obou proménnych v okoli
pocatku, pak je (0,0) sedlem i pro systém (6.25).

D.: Hartman: Ordinary Differential Equations, kap. VIII [

6.8.9 Dusledek

Necht (z0,y0) je staciondrnim bodem systému (6.23) (tj. f(zo,y0) = g(z0,y0) = 0) a funkce f, g maji spojité
druhé parcidlni derivace podle obou proménnych v okoli bodu (zg, y9). Oznacme

0 0 0 0
fi= yi(ﬂﬁo,yo), fo= afz(xo,yoﬁ g1 = éTi(on,yo), 92 = %(xo,yo)

a IleChﬁ f1g2 — f291 75 0.
Pak je bod (zg,yo) uzlem, ohniskem nebo sedlem pro systém (6.23), je-li pocatek stacionarnim bodem stejného

typu pro linedrni homogenni systém
o

Yy = Q1T+ g2y.
Je-li pocatek stfedem pro systém (6.26), je bod (zg, yo) budto ohniskem nebo bodem rotace pro systém (6.23).

D.: Plynez 6.8.8 az54.3.0

6.8.10 Definice (Persidskij)

Necht x¢ = x¢(t) je feSeni systému (6.20) definované na intervalu [0,00). xo se nazyva stejnomérné stabilni,
jestlize ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé to > 0 vSechna FeSeni x = x(¢) systému (6.20) spliiujici
podminku |x(tg) — xo(t0)| < d existuji pro vSechna t > ty a splituji pro né nerovnost |x(t) — xo(t)| < €.

6.8.11 Definice (Ljapunov [1857 — 1918])

Necht xg = x¢(t) je FeSeni systému (6.20) definované na intervalu [0, 00). X se nazyva stejnomérné asymptoticky
stabilni, je-li stejnomérné stabilni a existuje & > 0 tak, Ze pro kazdé t; > 0 a vSechna FeSeni x = x(t) systému
(6.20) spliujici podminku |x(t1) — x0(t1)| < 0 plati tlim |x(t) — x0(t)] = 0.

—00

Ze struktury prostoru Feseni linearniho homogenniho systému s konstantnimi koeficienty plynou

6.8.12 Véta

Reseni x¢ = x¢(t) = 0 linearniho homogenniho systému s konstantnimi koeficienty
xX' =A-x (6.27)

je stejnomérné stabilni pravé tehdy, kdyz kazdy kofen charakteristické rovnice |A — AE| m4 nekladnou redlnou
¢ast a kazdy kofen s nulovou realnou ¢asti je jednoduchy.
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6.8.13 Véta

Reseni x9 = xo(t) = 0 linedrniho homogenniho systému s konstantnimi koeficienty (6.27) je stejnomérné
asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz kazdy kofen charakteristické rovnice |A — AE| mé zépornou redlnou
Cast.

Uvazujme nyni perturbovany linedrni systém s konstantnimi koeficienty

xX'=A-x+gx). (6.28)

6.8.14 Véta

1
Bud Y = Y (t) fundamentalni matice feSeni systému (6.27). Jestlize existuji konstanty K > 0 a v < 7 takové,

ze

/|Y(t)Y(s)*1|ds < K prot>0 (6.29)
0

lg(x)| <~lx| prox e,
pak TeSeni xg = xo(t) = 0 je stejnomérné asymptoticky stabilni.

D.: Kalas, Rab: Obycejné diferencidlni rovnice, str 130 — 131 O

Poznamka: Podminka (6.29) zarudi stejnomérnou asymptotickou stabilitu nulového FeSeni systému (6.27).
Véta tika, ze je-li perturbace g v jistém smyslu dostateéné mald, zistava zachovana stejnomérna asymptoticka
stabilita nulového feseni rovnice (6.28).

Z hlediska aplikaci je dilezité vySetfovani stejnomérné asymptotické stability konstantnich feSeni (stacio-
néarnich boda) rovnice (6.20).
Je-li f(x°) = o, pak podle 5.4.3 je

f(x) :A-(x—xo)—i—rl(x—xo)7

kde A = (aij) = (g{f
J

stantnich FeSeni rovnice (6.20) lze pfevést na vySetfovani stejnomérné asymptotické stability nulového feSeni
rovnice

(x0)> a ry je Tayloriv zbytek. VySetfovani stejnomérné asymptotické stability kon-

/

y = A-y+ri(y)
a tu vysetfit podle 6.8.14.

6.9 Eulerova numericka metoda feSeni ODR
Uvazujme poc¢atecni problém (6.3), (6.4). Pro malé h > 0 plati

_x(t+h) —x(1) '

E(tx(1) = /() ~ =
Oznacéme x° = x(to), x! = x(to + h), x? = x(to + 2h), ..., x* =x(to + kh), ... Pak je
x' = x*+hf(tg,x°) = %
x? ~ x'+hf(to+h,x') =~ X'+ f(to + h, %)
xP o~ xFTU 4 (to + kR, xMTY) = %P f(tg 4+ kR, XFTY)
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< 4 kK p o
Konecéna posloupnost {xk}kzo definovana rekuretné
0 _ O

ko _ ~k 1—|—hf(t0+kh k= 1)7 k=1,2,....K

M

e

aproximuje feseni tlohy (6.3), (6.4) v bodech tg,to + h, ..., to + Kh.

6.10 Cviceni

d
1) 2t(2x — 3)dt + (2 + 1)dz = 0 )d—fz t—z
2
1
3) te®dx + lar—o HVI+2dr+V22 —1dt =0
x
dt t+z
t3d —tx)dt = — =
5) t?dx + (2% — tx) 0 6) dgl? p—
7 (tsm;fmcos?)dtthcos;dsc:O 8) Qd—acfx*et/2
9) tdx + xdt = sintdt 10) (t— 132" +4(t —1)?x =t +1
11) e*zdt + 2(te** — x)da: =0 12) (2% + 1)dt + (2tz + 1)dz =0
13) (t+x)dt+( 2?)dr =0 14) tdr — zdt + t3dt =0
15) (t2 t—x)dt—l—tdsz 16) (cost + z cost)dt + dz = 0; x(w/2) =0
(t

17) 2’ + 2z =t; x(0) =2 18) (t + 2x)dt + (v + 2t)dx = 0; (1) =1
19) Urcete konstanty a, b, ¢ tak, aby rovnice (at? + bz?)dt + ctx dz = 0 byla exaktni a vyTeste ji.

Iﬁeste ro(i/mce
x x
20) " +d——0 21) 2" +t’ =0 22) ta" — 22" =0
23) Pfedmét o hmotnosti m je v ¢ase ty = 0 shozen s véze. Odpor vzduchu je pfimo tmérny rychlosti jeho padu.
Urcete, jakou drahu urazi za cas t.
Ukazte, ze © = u(t) je feSenim dané rovnice a rovnici vyfeste.
U)u=12 22" —20=0  25) u=vi x”+4%20(t>0)

Reste rovnice (Cauchyovy tlohy)

26) 2" + 22 =0 27) x4+ 62" + 52 =0 8) z + 62" +9x =0
9) 2" — 22" + 42 =0 30) 2" —x=0; 2(0) =1, 2/(0) = -2 31) 2"’ +4x =0; 2(0) =0, 2/(0) = 2
2) 2" +2' =t )x”—!—x—smt 34) 2" —z=¢'
5) " — 3z’ — 10x = -3 )x — ' =sint 37) 2" — 32’ =3 — 12t
38) 2" + x = cotgt 39) 2" — 8z’ = &8 40) 2" + 22" =12 — ¢t
Reste systémy rovnic
41) ' =-2z+y 42) o' = -z — Zy+ 3
y' =3r—4y Y =2%z+y—t
43) 2’ + 3z + 2y = 5sint 44) 42’ + 9y + 2z +3ly =€t
Yy — 2x + Ty = 8cost 3+ Ty +x+24y =3
, 3 c : 2
Vysledky: 1)z = §+m 2)e =e'+C 3)ez(x—1)+§+ln|t| =C4(x+/22-1)t+/t2+1)=C
t 1 C t+C C — cost
5)x = Wit C ) In(t? + 22 )—i—alrctg%:C7)m:taurcsin—8);102—’_Tet/2 9):3:&
t3—3t+C’ > +C C—uz  t* z? t3
10)z = 11)t = _2x12t=7 13 tr+" =C14)z = Ct—— 15)z = Ct—t>—tIn|t
o =S W 2 ¢ = )2+x+3 o 3 1) nft
. t 9 1 t3
16)z = el~sint — 17)x:§+1e—2t—Z 18)t2 + 4tz + 22 = 6 19)c = 2b; %+btx22020)m201e_t+6’2

C

+ 2
= 25 4 e 1) 24)a = =4 Gof?

2z = Cy [e */2dt + Cy 22)z = Cit* + Cot + Cs 23)t

k2
25) \/(Cl In |t| + 02) 26)1‘ =(Cq1 + Che™ 2t 27).’)3‘ =Cie” by CQG_St 28).’1,' = (01 + Cgt) —3t
—t ot
29)x = e(C} cosv/3t + Oy siny/3 ) 30)z = ?)ET 31)x =sin2t 32)z = C; + Coe™ ' + 5 —t
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t t 3
33)1‘ = (Cqcost+ Cysint — cos ) = Cle + Czeit + 7 35):13 = C1e5t + Cy e 2t + E
t —sint 344t 1 t
36)x = C1 + Cae + % 37)x = Cy + Cae® +2t% + % 38)x = Cy cost+Cysint —sintln —i—‘ic(;s
sin
tY st —2t ot e —5t —t —5t
39 = Cq + CQ+§ €% 40)x = C1 4 Cae +Efz+if§4l)x—Ae + Be ™'y = Ae™" — 3Be

Ae~ 5 + Bte 5t + 3gg sint — ggg cost,y = 248 _5t + Bte™® + M sint + 2;2 cost

=e ¥ (Acost + Bsint) + 3te! — 322y =e 4 ((B— A)cost — (B + A)sint) — Se' + &

%~z
I

)

42)x = Ae!/® + Be™!/3 — 6t,y = —2Ae!/3 — Be7!/3 + 9t + et +9
3)
4)

»Jk»-lk

z~z
\
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Kapitola 7

Uvod do variac¢niho poctu

7.1 Funkcional a jeho variace

7.1.1 Definice

Bud V' vektorovy prostor nad R. Zobrazeni ||-|| : V' — R se nazyva norma, jestlize
(N1) (Voy, 22 € V(|21 + 22| < 1] + [22])
(N2) (Vz € V)(Va € R)([az| = |af [])
(N3) (Ve € V)(z # 0 = |z] # 0)

7.1.2 Poznamky

Norma ma vlastnosti:
L o] =0
D.: 0= 0z pro libovolné x € V. Tedy podle (N2) je ||0] = [|0z| = |0] |z| =00
2. (Ve e V)(|z] = 0)

D.: S vyuzitim (N1), (N2) a 1.:
1 1 1 1 1
lzl = Sl + lzl) = Szl + 1 =1 Jlz]) = S (=] + |=2]) = 5 |z + (=2)] = S |0] = 0. T

7.1.3 Poznamka

Bud V vektorovy prostor nad R a ||-| norma na ném. Zobrazeni p : V2 — R definované ptedpisem
p(z,y) = |z — y| je metrikou na V.

D.: p(z,y)=|z—y|=0 <z —y=0 (podle (N3),7.1.1,7.1.2) &z =y

ple,y) = e =yl =1 =1 |y — 2| = |y — «] = p(y, )
ple,z) = o —z| = e —y +y - 2| <o -yl + ]y — 2] = p(z,y) + p(z,2) O

Oznaceni: O = 0. = O, v ={r €V |z| <e}

7.1.4 Definice

Bud V' vektorovy prostor nad R. Zobrazeni v : V' — R se nazyva funkciondl (na vektorovém prostoru V).
Funkcionél na V' se nazyva linedrni, jestlize pro vSechna xz,y € V a a € R plati

vz +y] = v[z] + v[y], v[az] = av|z].
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7.1.5 Poznamka

Linedrni funkciondl v na vektorovém prostoru V' (chépany jako zobrazeni metrického prostoru V' s metrikou
zavedenou v 7.1.3 do metrického prostoru R s pfirozenou metrikou) je spojitym zobrazenim prévé tehdy, kdyz
v je spojité v 0 (nulovém vektoru).

D.: Necht zobrazeni v je spojité v 0 a bud ¢ > 0 libovolné ¢islo. K ¢ existuje § > 0 takové, Ze pro kazdy vektor
z € V takovy, ze ||z|| < ¢ plati |v[z]| < e.
Bud nyni « € V libovolny vektor. Pro kazdy vektor y € V takovy, ze |z —y| < J plati |v[z] — v[y]| =
|v[z — y]| < &, coZ znamend, Ze v je zobrazeni spojité vz € V.
Opacna implikace je trividlni. O

7.1.6 Definice

Bud v funkciondl na redlném vektorovém prostoru V' s normou ||, € V a A C V vektorovy podprostor.

A nazveme prostor piipustnych vektord, prvky z A nazveme variace (priristky) argumentu funkcionalu v.
Variace argumentu funkcionalu v se nékdy znadi dx.

Déle necht L(x) je linedrni funkciondl na prostoru pfipustnych vektortt A. Jestlize existuje funkcionédl 7 na A
takovy, Ze Ain%] 7[h] = 0 pFidemz plati

Avlz] = vz +h] —vfz] = L(x)[h] + |A] 7[A]

pro vSechny vektory h € A N O. Pak linedrni funkciondl L(x) nazveme variace funkciondlu v (v prostoru V
s normou ||-| na vektoru x vzhledem k mnoziné A) a znaéime L(z) = dv(x).

7.1.7 Véta

Bud v funkciondl na redlném vektorovém prostoru V' s normou ||, = € V a bud A prostor pfipustnych vektori.
Definujme zobrazeni ¢ : R x V' x (AN Q) pfedpisem ¢(a, x, h) = v[x + ah]. Existuje-li variace funkciondlu v na

x vzhledem k A, pak dv(z)[h] = %@(O,x, h).

D.: Avfz] =¢(a,z,h) —¢0,2,h), Aa=a—-0=«

A 0w = tim POEN Q@ h) L Avda] o du@)ak] + Jah] rlak
o " adu(@) W] lal bl rlan] C0 S o o

= lim QT aa T = Su(@)[A] + A lim sgn(a)rfah] = dv()[A]
|

7.1.8 Definice

Bud v funkcional na redlném vektorovém prostoru V' s normou ||, = € V' a bud A prostor pfipustnych vektori.
Rekneme, ze funkcional v nabyva na x € V lokdlniho mazima (resp. minima) vzhledem k A, jestlize existuje O
tak, ze pro kazdy vektor h € O N A je vx] > vz + h] (resp. v[z] < v[z + h]).

Rekneme, 7e funkciondl v nabyva na = € V ostrého lokdlniho maxima (resp. minima) vzhledem k A, jestlize
existuje O tak, Ze pro kazdy vektor h € (O N .A)\ {0} je v[z] > v[z + h] (resp. v[z] < v[z + h]).

(Ostra) lokalni maxima a minima nazyvame souhrnné (ostré) lokdini extrémy funkciondlu v vzhledem k A.

7.1.9 Véta

Bud v funkciondl na redlném vektorovém prostoru V' s normou ||, @ € V a A prostor pfipustnych vektort.
Jestlize funkcional v nabyvd na z € V svého lokdlniho extrému vzhledem k A a existuje-li variace dv(z), pak
dv(z) = 0 (tj. funkciondl, ktery kazdému vektoru z A pfifadi éislo 0).

D.: Necht v nabyva na « € V svého lokdlniho maxima vzhledem k A a necht existuje dv(z).
Piipustme, Ze existuje takovy vektor h € A takovy, ze dv(z)[h] > 0.

d
Podle 7.1.7 je d—gp((),x, h) > 0. To podle 2.5.1 znamen4, ze funkce (-, x,h) (tj. funkce ¢ chiapand jako
e

funkce pouze prvni proménné, p¥i¢emz druhou a tfeti proménnou povazujeme za parametry) je rostouci
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v okoli nuly. Existuje tedy & > 0 takové ¢islo, Ze pro vSechna o € (0,a) je ¢(a,z, h) > ¢(0,2,h). Bud

€ > 0 libovolné a a € <O,min {d, ”Z”}) Pak ah € A (nebot A je vektorovy podprostor) a ah € O,
(nebot |ah| = a |k < HETH Ih] = ¢).

Pro ah € A tedy plati, ze
v[z + ah] = p(a,z,h) > ¢(0,2,h) = v[z],

coz znamena, ze funkcional v nenabyva v x svého lokalniho maxima.

Analogicky ukdzeme, Ze nemuze existovat vektor h € A takovy, aby dv(x)[h] < 0. Celkem tedy pro kazdy
vektor h € A je dv(z)[h] = 0.

Pro minimum se diikaz provede analogicky. [J

7.1.10 Definice

Bud v funkcionél na realném vektorovém prostoru V' s normou |-| a A bud prostor pfipustnych vektort. Vektor
x € V se nazyvé extrémdlni vektor (stru¢né extrémdla) funkciondlu v (vzhledem k prostoru pfipustngch vektori
A), jestlize ov(x) = 0, tj. dv(z)[h] = 0 pro kazdy vektor h € A.

7.2 Ulohy s pevnymi konci

b
7.2.1 Ulohy typu [ F(s,z(s),2/(s))ds — extr, z(a) = 1, 2(b) = 12

Je-li F dvakrat diferencovatelna funkce tfi proménnych, V' prostor funkci definovanych a spojité diferencovatel-
nych na intervalu [a,b] a na V je zavedena nékterd z norem

lzlo = max{[z(t): t € [a,b]}
|z|, = max{max{|z(t)|: t € [a,b]}, max{|z'(t)|: t € [a,b]}},

pak
v[z] = /F(s,w(s),x’(s))ds

je spojity funkcional na V.

Polozme A = {h € V : h(a) = h(b) = 0}.

Hleddme lokélni extrémy funkcionélu v vzhledem k A. Navic pozadujeme, aby pro funkci z € V, v niz se
extrém realizuje, platilo z(a) = x1, #(b) = z2, kde x1,22 € R jsou pfedem dané konstanty. V piipadé normy
|-y mluvime o silngch extrémech, v piipadé normy ||, mluvime o slabych extrémech. (Nabyvé-li funkciondl v
na z silného extrému vzhledem k A, nabyva na této funkci i slabého extrému.)

Vyuzijeme 7.1.7 a 7.1.9:

b
o(a,x,h) = /F(s,x(s) + ah(s),z'(s) + ah’(s))ds,

dv(z)[h] = %@(O,xﬁ) = /(Fm(s,x(s),w’(s))h(s)+le(s,x(s)w’(s))h’(s))ds.

Podle 3.2.19.1 je
b b .
/Fx/(s,x(s),x’(s))h’(s)ds = [le(s,m(s),x’(s))h(s)]z—/(@Fx/(s,x(s),x’(s)o h(s)ds
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a ponévadz h(a) = h(b) = 0, plati
b

dv(z)h] = /(Fx(s,x(s)m'(s))—in/(s,x(s),x’(s)O h(s)ds = 0.

Tato rovnost mé platit pro libovolnou funkci h z prostoru pfipustnych funkci A, takze pro ¢ € [a, b] musi
byt splnéna Fulerova rovnice

d
F,——F, =0,
dt °

v rozepsaném tvaru
F:C — Fx/t — Fx/xx/ — Fx/x/x// = 0

Reseni (integralni ktivky) Eulerovy rovnice spliiujici podminky
x(a) =x1, x(b) =2
jsou extrémaly funkcionalu v. Jsou to funkce podeztelé z toho, ze na nich nabyva funkcional v lokalniho extrému.
Reseni Eulerovy rovnice v nékterych specidlnich piipadech:

1. F nezavisi na 2':

E.(t,x) = 0
Rovnice neni diferencialni, jeji feseni nezévisi na volitelnjch konstantach. Uloha: najit extrém funkcionalu

b
vlz] = [ F(s,z(s))ds s podminkami z(a) = z1, 2(b) = z2 obecné nema Feseni.

2. F zavisi pouze na z':
1"
Fz/mll’ = 0

Odtud F,/,» = 0 nebo 2"’ = 0.

Je-li 2" =0, pak x(t) = C1t + Cy, kde Cy, Cy jsou konstanty.

Je-li Fyrpy = 0 a A je kofenem této (nediferencidlni) rovnice s nezndmou 2/, pak z(t) = At + C, kde C je
konstanta.

Extrémalou je tedy tusecka.

3. F nezavisi na t:
Fp — Fpp2' — Fppa” = 0
d
Ponévadz % (F—2'Fp) = Fpo! + Fpa — 2" Fy — 2/ (Fprpt! + Fppa!) = @' (Fy — Fppa! — Fppa),
Eulerova rovnice pfejde na tvar
d
T (F-2'Fy) =0,

neboli
F—.TIFI/ = C,

kde C' je konstanta.

b
7.2.2 Ulohy typu [ F(s,x(s),x/(s))ds — extr, x(a) = x!, x(b) = x>

Je-1i F dvakrét diferencovatelnd funkce 2n+1 proménnych, V prostor (vektorovych) funkei R — R™ definovanych
a spojité diferencovatelnych na intervalu [a,b] a na V' je zavedena néktera z norem

Ixly = |1, 22,...,2.)7|, = Zmax{|xi(t)| :t€[a,b]}

HXH1 = H(-rhx?v'-'axn)T”l

Zmax{max{|xi(t)| i t € [a,b]}, max{|z;(t)| : t € [a,b]}},

202



pak

je spojity funkcional na V.
Polozme A= {h € V : h(a) = h(b) = 0}.
Hleddme lokalni extrémy funkciondlu v vzhledem k A.
Polozme h? = (hy, ho,...,h,)T € A, kde hy = 0,hy =0,...,hi_1 =0,hj11 =0,...,h, =0 aslozka h; je
libovolna (i = 1,2,...,n).
Analogicky jako v 7.2.1 odvodime
0 = dv(x)[h’] =

b
= / (Fmi (s,21(8), ..., xn(5),2'(5),...,2'(s)) — %Fm;(s, x1(8), ..., 2n(8),2'(8),. .. ,x’(s))) hi(s)ds

a

1=1,2,...,n,

z ¢ehoz dostaneme soustavu Eulerovych diferencialnich rovnic druhého fadu

d .
Frtf&FI; =0, i=1,2,...,n
Jejim feSenim spliujicim podminky
zi(a) =z}, x;(b) = 22, i=1,2,...,n

jsou extrémadly funkcionalu v — (vektorové) funkce podezielé z toho, Ze na nich nabyva funkcional v lokdlniho
extrému.

b
7.2.3 Ulohy typu [ F(s,z(s),2'(s),z"(s),...,2(s))ds — extr, x(a) = ag,

2'(a) = a1y oo oy 27 (a) = ap_1, 2(b) = By, 2'(b) = B1y « vy 2V(D) = B4

Je-li F' (n + 1)-krat diferencovatelnd funkce n + 2 proménnych, V' prostor funkci definovanych a (n + 1)-krat
spojité diferencovatelnych na intervalu [a,b] a na V je zavedena nékterd z norem

|z, = max {max{\x(t)| .t € [a,b]}, max{|2' ()| : t € [a,b]},...,max{|z®)(t)|: t € [a,b]}}
k=0,1,2.....n,
pak
b
vlz] = /F(s, z(s),2'(s), 2" (s), ...,z (s))ds
je spojity funkcional na V.

Polozme A= {h €V : h(a) = h'(a) =---=h("V(a) =0 = h(b) = h'(b) = --- = K"~ D(b)}.
Opét vyuzijeme 7.1.7 a 7.1.9:

b
ola,z,h) = /F (s, z(s) + ah(s),z'(s) + ah'(s), 2" (s) + ah”(s),..., ="M (s) + ah(”)(s)) ds,

b
d
dv(@)lh] = ——¢(0,2,h) = / (Fxh+Fx/h’+Fx/h”+~-+Fx<n>h(”))ds -

a

b b b b
= / F,hds + / Fuh'ds + / Furhds + -+ / Fmh™ds
a a a a
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Druhy az (n + 1)-ni integral upravime podle 3.2.19.1

b b q b 4

/Fw/h’ds = /d— —/£ hds

/ Fd d ’ 4z 4z

/Fxnh”ds = quh /d— wir - [dstth+/d 5 Funhds = /d 5 Forhds
b b
/ Fmh™ds = (-1)" / 1o Feonhds

Ma-li na funkci x € V' byt extrém funkcionalu v, musi podle 7.1.9 byt
/ d d? d”
so)nl = [ (FTdSFT/+d§FT//~-'+(1)” = )hd _

pro libovolnou funkci h € A. Odtud dostaneme Eulerovu-Poissonovu diferencidlni rovnici

d d2 dm
F,— —F,+—F, —--- —1)"—F_n = 0.
T ds x+ds2 v +(=1) dsn =™

Jeji FeSeni (integralni ki¥ivky) splitujici podminky
z(a) = ag, 2'(a) = aq, ..., x("fl)(a) =an_1, (b) = Bo, 2'(b) =P, ..., m("fl)(b) = Bh_1

jsou extrémaly uvazované varia¢ni tlohy. Jsou to funkce podezielé z toho, ze na nich nabyva funkcional v svého
lokélniho extrému.

Analogicky jako v 7.2.2 lze ukazat, ze nutnou podminkou pro extrém funkcionalu

b
x| = / F(s,21(5), 2, (), 27(8), oo, 2™ (), 2o (8), @ (5), 2 (5), -, 2 (5))ds

je soustava rovnic

2 ng
F,. —EF,+d—Fw;/—.--+(—1)” d

T Qs T g2 F(n~) =0, :=12....m

dsmi oz " ’

7.3 Ulohy s volnymi konci

b
7.3.1 Ulohy typu [ F(s,z(s),2/(s))ds — extr, z(a) = x;

Je-li F' dvakrat diferencovatelna funkce t¥i proménnych, V' prostor funkci definovanych a spojité diferencovatel-
nych na intervalu [a, b] a na V' je zavedena nékterd z norem

lzlo = max{[z(t): t € [a,b]}
|z], = max{max{|z(t)|: t € [a,b]}, max{|z'(t)]: t € [a,b]}},

pak
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je spojity funkcional na V.

Polozme A= {h € V : h(a) = 0}.

Hleddme lokélni extrémy funkcionélu v vzhledem k A. Navic pozadujeme, aby pro funkci z € V', v niz se
extrém realizuje, platilo z(a) = x1, kde ;1 € R je pfedem dana konstanta. V piipadé normy |-, mluvime
o silngch extrémech, v pfipadé normy ||, mluvime o slabych extrémech.

Vyuzijeme 7.1.7 a 7.1.9:

b
o(a,z,h) = /F(s,x(s) + ah(s),z'(s) + ah’(s))ds,

(Fr(s,2(5),2'(s))h(s) + Fu (s, 2(s),2' (s))1'(s)) ds .

[« %)
<
—
=5
=
Il
3
S
—~~
VO
&
>
~
Il
Q\Q_

Podle 3.2.19.1 je

b b
[ Fats o). D95 = [Fulosae)a’ O, = [ (5726026 ) s

a ponévadz h(a) = 0, plati

su(@)[h] = Fm/(b,x(b)w’(b))h(b)—f—/(Fm(s7m(s)7x’(s))—in/(s,x(s),x’(s))> B(s)ds = 0.

a

Tato rovnost plati pro kazdou pf¥ipustnou funkci h € A pravé tehdy, kdyz funkce z splituje na [a,b] Eulerovu
rovnici

a tzv. podminku transverzality

7.3.2 Bolzova uloha ®(x(a), z(b)) + [ F(s,z(s),2'(s))ds — extr

a

Je-li F' dvakrat diferencovatelna funkce t¥i proménnych a ¢ diferencovatelnd funkce dvou proménnych, V' prostor
funkei definovanych a spojité diferencovatelnych na intervalu [a, b] s nékterou z norem

lzlo = max{[z(t)|: t € [a,b]}
(E1R max{max{|z(t)| : t € [a,b]}, max{|z'(t)| : t € [a,b]}},

pak

je spojity funkcional na V.
Polozme A = V. Hleddame lokalni extrémy funkcionalu v vzhledem k A. V piipadé normy |-|, mluvime
o silnych extrémech, v ptipadé normy |-|; mluvime o slabych extrémech. Opét vyuzijeme 7.1.7 a 7.1.9:

b
o(a,z,h) = @ (z(a) + ah(a), z(b) + ah(b)) + /F(s7 x(s) + ah(s),x'(s) + ah’(s))ds,



b
= Dy (z(a), z(b)) h(a) + @y (z(a), z(b)) h(b) + / (Fyp(s,2(5),2' (s))h(s) + Fu (s, z(s), 2" (s))h'(s)) ds.

Opét podle 3.2.19.1 je

b b
/Fx/(s,x(s)7x’(s))h/(s)ds = [Fz/(s,x(s),x’(s))h(s)]l;—/(in/(S,x(s)7x’(s))> h(s)ds

takze

Tato rovnost plati pro kazdou p¥ipustnou funkci h € A pravé tehdy, kdyz funkce x splituje na [a,b] Eulerovu
rovnici

d
F, = —Fy
dt
a podminky transverzality
% (a> x(a), CL'/(CL)) = (I)a?(a) (x(a), x(b)) ) Fw’(bv .%'(b), x/(b)) = _(I>fb(b) (x(a)v CL‘(b)) .

Poznamenejme, ze volbou ® = 0 dostaneme tilohu predchoziho typu bez omezeni z(a) = z;.

7.3.3 Ulohy typu [ F(s,z(s),2'(s))ds — extr, x(a) = 2,

Necht F je dvakrat diferencovatelna funkce tif proménnych, C!([a, 00)) mnozina funkeci definovanych, ohrani-
¢enych a spojité diferencovatelnych na intervalu [a, 00), V = C([a,00)) x R. Na V lze zavést normu

I(@,T)lly = max{|7|,sup{lz(t)| : t € [a,00)}} .

Pak

ol(z,7)] = / F(s,2(s),'(s))ds

je spojity funkcional na V.
Polozme A = {(h,v) € V : h(a) = 0}.
Hleddme lokalni extrémy funkcionalu v vzhledem k A za podminky z(a) = 1. Opét vyuZijeme 7.1.7 a 7.1.9:

T+av

o0, (2,7, (1)) = / F(s,2(s) + ah(s), 2'(s) + ak'(s))ds,

%(p(a, (z,7), (h,v)) = vF (1 + av,z(t + av) + ah(T + av), 2’ (1 + av) + al/ (T + av)) +

T+av

+ / (Fy (s, z(s) + ah(s), 2’ (s) + ah’(s)) h(s) + Fu (s, 2(s) + ah(s),z’'(s)ah/(s)) h'(s)) ds,
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d

s, (B v)] = o

<Oa (‘Tﬂ T)v (ha V)) =

T

vF (1,2(7),2' (1)) + / (Fy (s,2(s),2'(s)) h(s) + Fu (s,2(s),2'(s)) W (s)) ds.

a

Ponévadz podle 3.2.19.1 a vzhledem k h(a) =0 je

/le(s,x(s)w’(s))h’(s)ds = [Fm/(sw(s),x’(s))h(s)]z—/(;SFQE/ (s,x(s)w’(s))) h(s)ds =

= Fulraln) ' Or) — [ (§F0 (o006 ) s

tak plati

0 = dv(z,7)[(h,v)] =

d

vE (1,2(7),2' (7)) + For (1, 2(7), 2 (7)) W (T) Jr/ (Fr (s,2(s),2'(s)) — $Fx/ (5,35(5),9:'(5))) h(s)ds.

a

Tato rovnost je splnéna pro kazdou dvojici (h,v) € A préavé tehdy, kdyz funkce x spliiuje Eulerovu rovnici

F, = —Fy
dt

a podminky transverzality

F(r,z(7),2'(1)) = 0, Fp (r,2(7),2'(1)) = 0.
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Kapitola 8

Nekonecné rady

8.1 Pojem rady a jejiho souc¢tu

8.1.1 Definice

Necht {a,,}>2, je posloupnost redlnych ¢isel. Polozme

S1 - ai ,

So = ap+ag,

$3 = a1 +az+as,

Sp = a1+taz+---+an.

(&)
Posloupnost {s,}°2 ; se nazyva posloupnost édsteéngch soudti nekoneéné fady > a.
n=1

o0 o0
Poznadmka: Budeme uvazovat i nekoneéné fady tvaru 3 an, >, an ap.
n=0 n=k

o0
Prvky posloupnosti {a,}52 ; se nazyvaji éleny fady > an.
n=1

8.1.2 Definice

o0
Bud ) a, nekonecéna rada a {s,}>2, posloupnost jejich ¢asteénych soucti.
n=1
o0
Jestlize existuje vlastni limita lim s,, = s, fekneme, ze fada > a, konverguje, ¢islo s nazjvame jejim souctem

n=1
00

a piSeme s = Y ay,.
n=1

o0
Neexistuje-li vlastni limita lim s,,, fekneme, ze fada Y a, diverguje. Je-li pfitom lim s, = +oo, Fekneme, Ze
n=1

o0 o0

fada Y a, uréité diverguje, neexistuje-li ani nevlastni lim s,,, fekneme, ze 7ada Y a, osciluje.
n=1 n=1

8.1.3 Priiklad — Geometricka rada

oo
Zaq”fl:a+aq+aq2+aq3+~'
n=1

n—1

Cleny fady: a,, = aq
Céstecné soucty: s, =ay +az+---+ap, =a+aqg+---+aqg" t=a(l+q+--+q¢" "
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Plati:

sng1 = a(l+q+-4+¢"'+¢") = at+agl+qg+-+¢"") = a+gs,
Sp+1 — an+1+sn = aqn+sn
Odtud
aq" 4+ s, = a-+qsy
sn(l—q) a(l—q")
1_qn
Sn = a
l—q

Je-li |q| < 1, pak lim ¢™ = 0; je-li ¢ > 1, pak lim ¢" = oo; je-li ¢ < —1, pak neexistuje vlastni ani nevlastni limita
posloupnosti {¢"}22 ;; je-li ¢ = 1, nemé predchozi vyjddieni smysl a je s, = na.
o0

a
Celkem: Geometrickd fada > aq™ ! konverguje pro |q| < 1 a mé soucet T
n=1

, urCité diverguje pro ¢ > 1 a

osciluje pro g < —1.

8.1.4 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

(o]
Rada ) a, konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro véechna n > ng a
n=1

m € N plati |an+1 +any2+--+ an-&-m‘ <e.

D.: Plyne bezprostiedné z 1.3.22. [J

8.1.5 Véta (nutni podminka konvergence)

o0
Jestlize fada > a, konverguje, pak lima,, = 0.
n=1

D.: Necht Y a, =lims, = s. Pak lima,, = lim(s,, — s,—1) =lims, — lims,,_ 1 =s—s=0.0
n=1

oo
Poznamka: Tato podminka neni postacujici — lim% =0ale > % urcité diverguje do +oo. Viz 1.1.2.1.
n=1

8.1.6 Definice

(o] o0
Budte > a, nekoneéna fada, n € N libovolné pevné zvolené. Rada R, = > apik = any1 + Api2+apiz+- -
n=1 k=1

o0 o0
(utvofend vynechdnim prvnich n ¢lenti fady > a,) se nazyva n-tg zbytek fady > ay.
n=1 n=1

8.1.7 Véta

o0
Konverguje-li fada Y a,, konverguje i kazdy jeji zbytek a plati lim R,, = 0.

n=1

(oo}
Konverguje-li alespoii jeden zbytek fady > a,, konverguje i tato fada.
n=1

oo
D.: Necht Y a, konverguje. Ozna¢me {0 }7° ; posloupnost ¢asteénych souctti zbytku R,,. Je o = Spqk — Sp-
n=1
Posloupnost {s,, 41}, konverguje a tedy podle 1.3.6.4 konverguje i {0y }7° ;.
Déle lim R, = lim (lim o4) = lim (lim (sp4 — $,)) = lim (s —s,) =s—s=0.
n—oo n—oo k—oo n—oo k—oo n—00
n

o0
Konverguje-li Ry, je R, € Ratedy > ar = > ar + Ry, coz jakozto soudet dvou realnych ¢isel je redlné

k=1 k=1
¢islo. O
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8.1.8 Véta (asociativni zakon)

oo

Necht fada Y a, konverguje a necht {n;}72, je rostouci posloupnost pfirozenjch ¢&isel. Ozna¢me ng = 0 a
n=1

poloZzme

by = Ong 141+ Ony 42+ -+ apy

&) o0 o0
Pak fada > by konverguje a plati > by = > ay.
k=1 k=1 n=1

o0 [ee]
D.: Posloupnost ¢astecnych souétt fady Y by je vybrana z posloupnosti ¢asteénych souctt fady > an:
k=1 n=1
ar+ag+as+---=

=(a1+az+ - +an)+ (@14 ans2+ -t ap)+ A (G 41+ Ay 2+ Fan,) o=
=bi+by 4+ b+
Tvrzeni nyni plyne z 1.3.14. O

[e.e]
Poznamka: Predpoklad o konvergenci fady > a, je podstatny:
n=1

1-141—-141—-1+--- osciluje, posloupnost ¢aste¢nych souctid je 1,0,1,0,1,0,...
1-nHn+1-H+1-1)4+---=04+04+0+---=0

I+ (-1+1)+(-1+D)+(-1+1)+---=140+04+0+---=1
Radal—1+4+1—-1+1—-1+---= > (—=1)"*! se nazyva Grandiho.

n=1
8.1.9 Véta (distributivni zakon)

o0 o]
Necht fada ) a, konverguje a necht ¢ € R je libovolné ¢islo. Pak konverguje i fada ) ca, a plati
n=1 n=1

oo

oo
E Cy = C E Ay .
n=1 n

=1

oo
D.: Oznalme s, ¢asteéné soucty fady > a,
’rLO:ol
sl CGastecné soucty fady > can,.
n=1
Pak s/ = ca; +cas + -+ - + ca, = ¢(ay + ag + -+ - + ap) = ¢sy,. Tvrzeni nyni plyne z poznamky za 1.3.6. O

Poznamka: Komutativni zdkon obecné neplati.

8.1.10 Véta

(oo} (oo} [e.e]
Konverguji-li fady > a,, Y. b,, pak konverguje i fada Y (a, + b,) a plati
n=1 n=1 n=1
oo o0 o0
D (@ntba) =3 antd bo.
n=1 n=1 n=1

o0
D.: Oznalme s, Casteéné soucty fady > an,
no:ol
s!, Gastecné soulty fady > by,
njol
Sy, Gastecné soucty fady > (an + by).
n=1
Pak S, = (a1 +b1)+(ag+ b))+ -+ (an+by) =(a1+az+---+ay)+ (b1 +ba+---+by,) =5, + 5.
Tvrzeni nyni plyne z 1.3.6.2 [J
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8.1.11 Véta

o0 o0 o0
Necht fady > al, > a2,..., 3 aF konverguji a necht c1, ca,..., ¢ jsou redlna &isla. Pak fada
n=1 n=1 n=1
o0
3 (cral + cpa2 + - - - + cpak) konverguje a plati
n=1
(oo} oo (oo} (oo}
1 2 k 1 2 k
> (c1a), + caal + - Fepah) =1y ah+e» al4-tep Y ak,
n=1 n=1 n=1 n=1
neboli
o~ k k )
E E Cmany = E Cm E ay'.
n=1m=1 m=1 n=1

D.: Uplnou indukei z 8.1.9 a 8.1.10. O

Poznamka: Zejména pro ¢; = ¢c3 = -+ = ¢, = 1 dostaneme
(%) k k 00
m __ m
DIDILHED DI
n=1m=1 m=1n=1

Symbol k v posledni formuli nelze nahradit symbolem co.

8.1.12 Véta (Cauchyova o aritmetickych pramérech)

a a/ DR a
Necht {a,}22, je posloupnost takovd, ze lim a, = a € R*. Pak lim — R Bk L a.

n—00 n—oo n

a1 +az+-- +ay

D.: Oznacme b, =

n
Pfipustme limsup b, > lim a,. Zvolme &isla «, 8 € R tak, ze

n—00 n— oo

lim a, < a < B < limsupb, .

n—oo n—00

Existuje ny € N, ze pro kazdé n > n; je a, < a. Pro n > n; tedy plati

ay+az+---+ap artag+--+ap, Ape1tap42+ -+ an
b, = = + <
n n n
ap+ag+ -+ an, +a(n—n1)
n n '

Pro n — oo konverguje prava strana této nerovnosti k a. To znamena, ze existuje ny € N takové, Ze pro
n > mng je b, < a < (. Odtud plyne, ze limsupb,, < (3, coz je spor.

n—oo
Plati tedy limsup b, < lim a,.
—00 n—o00
Analogicky ukdZeme, Ze lim a, < liminfb,.
n—oo n—oo
Celkem tedy je lim a, <liminfb, <limsupb, < lim a,, z ¢ehoz vyplyne tvrzeni. [
n—oo n—oo n—00 n—o00

8.1.13 Poznamka o sumaci divergentnich rad

Oscilujicim fadam jsme dosud nepfifazovali zadny symbol jako jejich soucet. Nékdy je ale uzitecné i takovym
fadam néjaky ,soucet” priradit. Takova zobecnénéd sumace musi splinovat jisté pfirozené podminky:

(i) Je-li " a, = a ve smyslu definice 8.1.2, musi byt > a, = a v zobecnéném smyslu.
(ii) Je-li Y a, = a, > b, = b v zobecnéném smyslu a «, 3 jsou redlnd ¢isla, pak > (aa, + Bb,) = aa + (b

v zobecnéném smyslu.
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Sumace, ktera splituje (i) a (ii), se nazyva reguldrni.
o0
Cesarova [1859 — 1906] metoda (metoda aritmetickych praméra): Necht > a, je fada a {s,}72
n=1

= a, pak klademe Y a, = a v Ce-

n=1

S S DRI S
posloupnost jejich ¢astec¢nych soucti. Jestlize plati lim ks i
n—oo n

sarové smyslu.
Z 8.1.12 plyne, ze Cesarova sumace je regularni.

8.2 Rady s nezapornymi ¢leny

o0
> an, a, >0 pro kazdé n € N.

n=1

8.2.1 Véta

o0
Rada > s nezdpornymi ¢leny bud konverguje nebo urcité diverguje k +oo. Konverguje pravé tehdy, kdyz
n=1

posloupnost jejich ¢astecnych soucti je ohranicena.

D.: spt+1 = Sy + apy1 > S,. Posloupnost ¢astecnych soucti je neklesajici a tvrzeni plyne z 1.3.4, 1.3.9 a
1.3.12.5. O

Poznamka: Vsechna nésledujici tvrzeni mohou byt formulovana se zménénymi pfedpoklady. Misto ,,pro
kazdé n € N lze psat ,existuje ng € N, Ze pro vSechna n > ng“. (Sr. 8.1.7)

8.2.2 Véta (Integralni Cauchyovo - Maclaurinovo kriterium)

Necht f je funkce definovana na [1,00), ktera je zde nezdporna a nerostouci. Necht f(n) = a,, pro kazdé n € N

o] o0
Pak fada ) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje nevlastni integral [ f(z)dz.
n=1 1

D.: Ponévadz je f na [1,00) monotonni, je podle 3.2.11 integrabilni na [1,b] pro kazdé b > 1.
Ozna¢me J,, = [ f(z)dz.
1
Pro kazdé = € [i,i + 1], i € Nplati a; = f(i) > f(z) > f(i+ 1) = a;41 a tedy

i+1 i+1 i+1
a; = /aidx > /f(x)dx > /aiﬂdx = a1 .
i i i
Sectenim téchto nerovnosti proi =1,2,...,n — 1 dostaneme

a1+a2+---+an_1=sn_1Z/f(x)dmZJnZa2+a3+--~+an=sn—a1,
1

neboli
Sp — a1 SJnSSnfl-

Necht [ f(z)dz konverguje. Pak podle 1.6.4 konverguje posloupnost {.J,,} a tedy podle 1.3.4 je ohrani¢ena.
1

Existuje K € R, ze J,, < K pro kazdé n € N. Celkem s,, < K + a1, je shora ohrani¢end a neklesajici, tedy
o0
konvergentni (podle 1.3.9) a podle 8.2.1 jei > a, konvergentni.

n=1

(o)
Necht [ f(z)dz diverguje. Ponévadz f je nezdporna, je funkce F(t) = [ f(z)dz neklesajici a tedy
1

me—

f(x)dz = oo. Odtud lim J,, = oo a také podle poznamky za 1.3.11 lim s,,_; = lims,, = co. O
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8.2.3 Priklad

=1
2

konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1. (Viz 3.5.2.)

8.2.4 Véta (prvni srovnavaci kriterium)

o0 o0
Necht > an, > b, jsou fady s nezdpornymi ¢leny a necht pro vSechna n € N plati a,, < b,,. Pak plati:

n=1 n=1

[e.e] [ee] oo [e.e]
Konverguje-li fada Y b, konverguje i fada »_ a,; diverguje-li fada »_ a,, diverguje i fada »_ b,.
n=1 n=1 n=1 n=1

o0
D.: Oznalme s, Casteéné soucty fady > an,
n=1

(o]
5!, Castecné soulty fady > by.
n=1
Pak s, =a1+as+---4+a, <by+by+---+b,=5,.
Je-li lim s}, = b < oo, pak pro vSechna n € N plati s, < s, < b, nebot posloupnost {s],}5 ; je neklesajici.
Posloupnost {s,,}52; je také neklesajici a je shora ohrani¢end, coz podle 1.3.9 znamen4, Ze je konvergentni.
Je-li lim s,, = 00, je podle pozndmky za 1.3.11 také lim s/, = oo. O

8.2.5 Definice

[ee] o0 [ee]
Budte Y a, a > b, fady s nezdpornymi ¢leny. Je-li a, < b, pro viechna n € N, nazyva se fada > b,
n=1 n=1 n=1

oo} oo} o0
magjorantou fady > an, fada > a, se nazyva minorantou fady > b,.
n=1 n=1 n=1

Vétu 8.2.4 1ze preformulovat: S konvergentni fadou s nezapornymi ¢leny konverguje i kazda jeji minoranta,
s divergentni fadou s nezapornymi ¢leny diverguje i kazda jeji majoranta.

8.2.6 Véta (limitni srovnavaci kriterium)

oo o0 a
Necht > a, je fada s nezdpornymi, > b, fada s kladnymi ¢leny a nechf existuje lim b—n = ¢ € R*. Pak plati:
n=1 n=1 n

o0 o0
Je-li ¢ < 0o atada ) b, konverguje, pak konverguje i fada . a,.
n=1 n=1

(o] [ee]
Je-li ¢ > 0 afada ) b, diverguje, pak diverguje i fada > a,.

n=1 n=1

%) o0
D.: Necht ¢ < co a fada > b, konverguje. Posloupnost {Z"} je podle 1.3.4 ohranicend, existuje tedy
n=1 n

5 < K, neboli a,, < Kb,. Rada Y. Kb, je podle 8.1.9 konvergentni,
n n=1

n=1
. a
K € R, ze pro vsechna n € N je —

o0
takze podle 8.2.4 je konvergentni i fada »_ a,.

n=1

o0
Necht ¢ > 0 a fada ) a, diverguje. K ¢ € (0,¢) > 0 existuje ng € N takové, ze pro v8echna n > ng je

n=1
an > ¢ — ¢ > 0. Polozme k = min ﬂ,a—z,...,aﬂ,c—e . Pak pro vsechna n € N je an > k, neboli
bn bl b2 bno bn
ap, > kb,. Kdyby fada ) b, konvergovala, pak by podle 8.1.9 a 8.2.4 konvergovala i fada Y a,, coz by
n=1 n=1
byl spor. [J
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Dusledek: Budte > a, a Y b, fady s kladnymi ¢leny. Jestlize existuje lim Z—" € (0,00), pak fady > an,

n=1 n=1 n n=1

(o)
> by, soudasné konverguji nebo diverguji.
n=1

8.2.7 Véta (odmocninové (Cauchyovo) kriterium)

o0
Necht > a, je fada s nezédpornymi ¢leny. Existuje-li takové ¢ € [0, 1), Ze pro vSechna n € N plati /a, < g,

n=1

o0 o0
pak fada ) a, konverguje. Plati-li pro nekoneéné mnoho indext n nerovnost /a,, > 1, pak fada > a, urcité
n=1 n=1
diverguje.

D.: Jeli ¢/a, < q, pak a, < ¢™ a prvni tvrzeni plyne z 8.2.4 a 8.1.3.
Je-li /a,, > 1 pro nekoneéné mnoho indext n, pak a, > 1 pro nekoneéné mnoho indexti n a nemize byt
lim a,, = 0. Druhé tvrzeni tedy plyne z 8.1.5 a 8.2.1. J

8.2.8 Véta (limitni odmocninové kriterium)

o0
Necht > a, je fada s nezdpornymi ¢leny a necht existuje lim {/a,, = ¢ € R*.
n=1

o] o0
Je-li ¢ < 1, pak fada Y a, konverguje, je-li ¢ > 1, pak fada ) a, urcité diverguje.

n=1 n=1

D.: Nechf ¢ < 1abud e € (0,1 — ¢). Pak existuje ng € N, ze pro véechna n > ng je {/a, < ¢c+¢ < 1. Prvni
tvrzeni plyne z 8.2.7 a 8.1.7.
Necht ¢ > 1 a bud € € (0,c — 1). Pak existuje ng € N, ze pro vSechna n > ng je {/a, > ¢ —¢e > 1. Druhé
tvrzeni plyne z 8.2.7. [J

8.2.9 Véta (druhé srovnavaci kriterium)

o0 e b
Budte Y a, a Y, b, fady s kladnymi ¢leny a necht pro vSechna n € N je dnt1 < L Pak plati:

n=1 n=1 G, n

[e.e] oo o0 [ee]
Konverguje-li fada Y b,, konverguje i fada > a,; diverguje-li fada > a,, diverguje i fada > b,.

n=1 n=1 n=1 n=1
D: o<l g by b
ay b1 a2 ba an—1 b1 1
a a
Vynéasobenim téchto nerovnosti dostaneme 0 < — < b—n, neboli a, < b—lbn.
aiq 1 1
o0 o0 a
Konverguje-li fada Y b,, konverguje podle 8.1.9 i fada > b—lbn a tedy podle 8.2.4 konverguje fada
n=1 n=1 Y1

o0

> anp.

n=1
o0 oo

Necht fada »_ a, diverguje. Kdyby fada > b, konvergovala, pak by podle jiz dokdzané ¢asti véty fada
n=1 n=1

[e.e]
> a, konvergovala a to by byl spor. O

n=1

8.2.10 Véta (podilové (d’Alembertovo [1717 — 1783]) kriterium)

o0
Necht > a, je fada s kladnymi ¢leny. Existuje-li takové ¢ € [0,1), Ze pro vSechna n € N plati nerovnost
n=1

Ap+1

o0 o0
< ¢, pak fada Y a, konverguje. Plati-li pro vSechna n € N nerovnost > 1, pak fada Y a,

Qp n=1 anp n=1
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an—i—l qn+1
D.: —— <g¢=—— aprvni tvrzeni plyne z 8.2.9 a 8.1.3.
an q

. An41
Jeli 2+

> 1, pak an41 > an, posloupnost {a,}>2 ; je kladné a neklesajici, nemtze tedy byt lima,, = 0.
a
Druhé tvrzeni plyne z 8.1.5. O

8.2.11 Véta (limitni podilové kriterium)

Ap+1

o0
Necht > a, je fada s kladnymi ¢leny a necht existuje lim
n=1 Gy

=c e R*.

(oo} [e.e]
Je-li ¢ < 1, pak fada Y a, konverguje, je-li ¢ > 1, pak fada _ a, urcité diverguje.

n=1 n=1

D.: Necht ¢ <1labude € (0,1 — c). Pak existuje ng € N, ze pro véechna n > ng je nt1 <c+e <1 Prvni

n

tvrzeni plyne z 8.2.10 a 8.1.7.
td u . . v v . a/

Necht ¢ > 1 a bud € € (0,c — 1). Pak existuje ng € N, Ze pro vechna n > ng je ntl s e - €, tedy
a

n
ant1 > (¢ —€)an > an, posloupnost {a,}32; je kladné a rostouci, nemize tedy byt lima, = 0. Druhé
tvrzeni plyne z 8.1.5. OJ

8.2.12 Lemma

Bud {a,} posloupnost kladngch ¢isel. Jestlize lim fnl

n—oo (U

=a € R*, pak nllrréo va, = a.

- ¢ 1 . On41
D.: Ukézeme, Ze limsup /a, < lim =
n—oo n—oo an

Je-li a = o0, je tvrzeni trivialni.

an+1

Necht a < 0o a zvolme b € R, b > a. Existuje ng € N, Ze pro n > ng je < b. Tedy
429
a a a
Sotl g Zmot? g S
Ang Anp+1 Ap—1
z ¢ehoz vynasobenim dostaneme
In  p=mo
ng
Odtud
Vi < b
Ze spojitosti exponencialni funkce plyne
lim b " = lim b~ =b.
n—oo n—oo
Dale
lim /a,, = lim ewhono =1
n—oo n—oo
Celkem tedy limsup {/a, <b.
n—oo
Ponévadz b > a bylo libovolné, je limsup /a, < a.
n—oo

. . . An+41 .. .
Analogicky ukédzeme liminf ¢/a, > lim —— = q, takze celkem a < liminf /a,, < limsup ¥/a, < a. O
8 Y n—oo n = n—oo ’ ~ n—oo n= n—»oop n =

Z lemma plyne: pokud lze dokazat konvergenci fady s nezapornymi ¢leny pomoci podilového kriteria, pak ji
Ize dokézat i pomoci kriteria odmocninového. Podilové kriterium tedy neni silnéjsi, nez odmocninové.
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8.2.13 Dalsi kriteria konvergence
oo
Bud > a, fada s kladnymi ¢leny.
n=1
1. Logaritmické kriterium:
e Inay . y > o y =
Necht existuje lim Ton c. Je-li ¢ < —1, pak fada > a, konverguje, je-li ¢ > —1, pak fada ). a,
nn n=1 n=1
diverguje.
2. Raabeovo kriterium:

s a . . e L . e
Necht existuje limn ( L 1) =c. Je-li ¢ > 1, pak fada > a, konverguje, je-li ¢ < 1, pak fada > a,
Ap+1 n=1 n=1

diverguje.

3. Gaussovo [1777 — 1855] kriterium:
Necht existuje € > 0 a ohrani¢end posloupnost {0,,}52; takové ze

(oo}
Je-li A > 1, pak fada > a, konverguje.

n=1

Je-li A < 1, pak fada Y a, diverguje.

n=1

Je-li A=1ap>1, pak fada > a, konverguje.

n=1

Je-li A =1ap <1, pak fada > a, diverguje.
n=1

8.3 Rady absolutné a neabsolutné konvergentni

8.3.1 Véta
o0 (&)
Bud {a,}22; posloupnost. Jestlize konverguje fada Y |ay|, pak konverguje i fada Y ay.
n=1 n=1

D.: Necht > |a,| konverguje a bud & > 0 libovolné.
n=1

Podle 8.1.4 existuje ny € N takové, ze pro kazdé m € N a n > ng plati

[ans1] 4 [anga] + -+ |anim| | = |ant1] + [any2] + - + |[angm| < € a tedy

lant1 + antz + -+ ngm| < lang1| + |lant2] + - + |antm| < €, coZ podle 8.1.4 znameni, Ze
o0

> a, konverguje. O

n=1

8.3.2 Definice

o0 o0
Bud {a, }5°; posloupnost. Rekneme, Ze fada Y a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada > |ay|.
n=1 n=1

(o] o0

Rekneme, ze fada Y. a, konverguje neabsolutné (relativné), jestlize konverguje, avsak fada Y. |a,| urcité di-
n=1 n=1

verguje.

8.3.3 Poznamky

1. Jestlize konverguje fada s nezdpornymi (nekladnymi) ¢leny, pak konverguje absolutné.
o0

2. Ponévadz fada Y |a,| mé nezaporné ¢leny, plati pro absolutni konvergenci analogicka kriteria jako v 8.2.
n=1
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o0
3. Konverguje-li fada > a, neabsolutné, pak ma podle 8.1.7 nekone¢né mnoho kladnych a nekoneéné mnoho
n=1
zapornych c¢lenti.

8.3.4 Véta

o0
Jestlize fada > a, konverguje absolutné, pak
n=1

o0
Z Qn
n=1

[es)
< 2 lanl.
n=1

o0 o0
D.: Oznaéme s, posloupnost ¢astecnych souctt fady > a, a S, posloupnost ¢asteénych souétt fady > |a,|.
n=1 n=1
Pak |s,| = a1 + a2+ -+ an| < |ar| + |az| + - - + |an| = S,. Podle 1.3.6.1 a 1.3.5.1 je
o0
-
n=1

o0
lim s,| = lim |s,| < lim S, = > |a,|. O
n—oo n—oo n—oo n=1

8.3.5 Véta

o0 oo
Jestlize fada Y a,, konverguje absolutné a {c,}5 ; je ohrani¢end posloupnost, pak fada ) ¢,a, konverguje
n=1 n=1
absolutné.
D.: Existuje k € R, Ze |c,| < k pro kazdé n € N. Bud ¢ > 0 libovolné. Podle 8.1.4 existuje ng € N takové, ze
€
pro kazdé n > ng a kazdé m € N plati |apt1| + |ant2| + - + |@ntm| < T Tedy také
cnt1an41]| + |eny2ani2| + -+ + |enpmanim| = [entallans1| + |ens2l lantal + - + [entm| |[antm| <

g
< k|an+1| + k‘an+2| 4+ k|an+m| = k(|an+1| + |an+2‘ +eee |an+m|) < k% =&,

o0
a tedy podle 8.1.4 fada Y. cpa, konverguje. O

n=1

8.3.6 Definice

o0
Rada ) a, se nazyva alternujict, jestlize plati apa,+1 < 0 pro kazdé n € N. (T.j. ¢leny fady sti¥idaji znaménka.)
n=1

18

Je-li {a, }°°; posloupnost kladnych &isel, pak jsou fady > (—=1)""la, a > (—1)"a,, alternujici.

i

n=1

8.3.7 Véta (Leibnizovo [1646 — 1716] kriterium)

oo

Necht {a, }°°; je nerostouci posloupnost kladnjch ¢isel. Alternujici fada Y (—1)""!a,, konverguje pravé tehdy,
n=1

kdyz lim a, = 0.

n— o0

D.: Nutnost plyne z 8.1.5.
Necht lim a, = 0.

n—oo
Ponévadz {a,} je nerostouci posloupnost kladnych éisel, pro kazdé k € N plati ar, — ax+1 > 0.
Pro vSechna n € N a kazdé m € N sudé plati

0 < (an+1 - an+2) + (an+3 - an+4) +--+ (an+m—1 - an-i—m) =
= QOnp+1 — (an+2 - an+3) — = (an+m72 - an+m71) — Qp+4m S
S anJrl 9

a pro vSechna n € N a kazdé m € N liché plati

0 < (an+1 - an-}-2) + (an+3 - an+4) +-+ (an+m—2 - an-{—m—l) + Gntm =
= Gp41 — (an+2 - an+3) - (an+4 - a/n+5) - (aner—l - an+m) <
S Qp41 -
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Tedy pro vSechna n,m € N plati
0 < Gng1 — Qpga + Ang3 — Gnpa+ 4+ (1) appn < any1.

Bud € > 0 libovolné. Ponévadz lim a, = 0, existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati a,, < e.
n—oo
Pro libovolné n > ng a kazdé m € N tedy plati

|(_1)nan+l 4 (_1)n+1an+2 Lt (_1)n+m—1an+m| —

= |(_1)n”an+1 —Qpy2+tapy3 —Apya + -+ (—l)m_lan+m| =

m

-1
= Unt1 — Ung2 + Any3 — Apyg + -+ (—1) Ontm < Gpy1 < €,

o0

coz podle 8.1.4 znamen4, 7e fada Y. (—1)""'a, konverguje. (J
n=1
8.3.8 Priklad
% (1)
Leibnizova tada Y konverguje.
n=1 w1
Ponévadz podle 1.1.2.1 fada ). — diverguje, konverguje Leibnizova fada neabsolutné.
n=1

8.3.9 Poznamka

Piedpoklad, Ze {a,}52 je nerostouci posloupnost, nelze v 8.3.7 vynechat.
Napriklad rada

= 2+ (-1)" 3 1 3 1 3 1 3
_1”7:_1 - — — - - = — .= — ..
nz::l( ) n +2 3+4 5+6 2n—|—1+2n—|—2

diverguje. Kdyby tato fada konvergovala, pak by podle 8.1.8 konvergovala také fada

1—1—§ + 1—I—§ + 1_,_% +-F ! + 5 + —}—&-E-i-g-i- —I—%—&-
2 3 4 5 6 2n+1  2n+2 212 30 4n? + 6n + 2 ’
avSak podle 8.2.6 fada ). % diverguje, nebot
n=0
4n+1 2
lim 74n2+16"+2 = lim _dntn =
n—oo = n—oo 4n2 + 6n + 2

n

a harmonické fada Y % podle 8.2.3 diverguje.

n=1

8.3.10 Dalsi kriteria neabsolutni konvergence

1. Dirichletovo [1805 — 1859] kriterium
Necht {¢,}22 je nerostouci posloupnost nezapornych ¢isel s lim ¢, = 0 a necht posloupnost ¢asteénych

n—oo

o0 o0
souctd fady ) a, je ohraniCend. Pak fada ) c¢,a, konverguje.
n=1 n=1

2. Abelovo [1802 — 1829] kriterium
Necht fada ) a, konverguje a {¢,}52; je monotonni ohrani¢end posloupnost. Pak fada Y c,a, kon-

n=1 n=1
verguje.
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8.3.11 Definice
Necht {A\,}52; je permutace mnoziny N (posloupnost pfirozenych ¢isel takova, ze kazdé éislo se v ni vyskytuje

o0 o0 o0
pravé jednou) a necht Y a, je nekoneéna fada. Pak fada > ay, se nazyva prefazenim tady Y. a,. (Rada

n=1 n=1 n=1
(oo} o0
> ay, vznikla z fady > a, prefazenim.)
n=1 n=1

Napriklad: a1 +as +az + a4+ - -
as+ay+ag+az3+asgtas+---
a1 +az+az+as+ar+ag+agt+a +ag+---

8.3.12 Definice

(o) o0
Rekneme, ze pro konvergentni fadu Y a, plati komutationi zdkon, jestlize kazda fada > ay, vznikld z této
n=1 n=1
fady prefazenim konverguje a mé tyz soucet.
Rada, pro niz plati komutativni zédkon, se nazyva bezpodminecne konvergentni, fada, pro niz neplati komutativni
zékon, se nazyva podminéné konvergentni.

8.3.13 Véta

oo

Pro absolutné konvergentni fadu Y a, plati komutativni zédkon, t.j. absolutné konvergentni fada je bezpodmi-
n=1

necné konvergentni.

D.: Necht > |ay| konverguje a bud £ > 0 libovolné.
n=1

Podle 8.1.4 existuje € N takové, ze pro kazdé n > r, m € N plati |apt1| + |ant2| + - + |antm| < e.
Cisla 1,2,...,7 se vyskytuji v permutaci {\,}>2; mnoziny N. PonévadZ jich je koneéné mnoho, existuje
teN, ze {1,2,...,r} CT{\.}\_;.

Pro libovolné n >t a k € N plati |ax,,,| + [ax, .| + -+ + e, | < lars1] + |ars2| + - + [arim], kde
r+m je nejvétsi z indextt Apt1, A2, .-y Angk. Tedy |a>\n+1| + |a)\n+2| + -+ |a>\n+k{ < e apodle 8.1.4

o0
fada ) ay, konverguje absolutné.
n=1

o0 o0

Oznacme s, Gastecné soucty fady > a, a S, ¢asteéné souéty fady > ay,. Pro n > max{r,t} plati
n=1 n=1

|80, = Sul =la1 +ag+ -+ ar + a1 +arpa+ - Fan — (ay, +an, +-+ay,)| <

< |ar+1| + ‘ar+2‘ +F |a7"+m| <g,

tedy lim (s, —S,) =0, coz znamena lim s, = lim S,. O
n—oo n—oo n—oo

8.3.14 Lemma

o0

Necht > a,, je neabsolutné konvergentni fada. Pak fada sestavend z jejich kladnych (resp. zapornych) ¢lentt je
n=1

urc¢ité divergentni k +oo (resp. k —o0).

o0 o0 o0
D.: Necht > p, je fada s kladnymi ¢leny sestavend z kladnych ¢lend fady > a, a > (—¢,) je Fada s kladnymi

n=1 n=1 n=1
o0
¢leny sestavend ze zdpornych ¢lent fady > ay.
n=1
o0
Oznacme s,, ¢asteéné soucty fady > an,

n=1

o0 o0
s ¢astedné soucty fady > pn, s, Castecné soucty fady > (—qn).
n=1 n=1
Budte k, ! takova pfirozena disla, Ze s, = sz — s, . Pfitom k+ 1 =n a pro n — oo také k — oo, [ — oo.
Kdyby klim sf €Ra llim s; € R, pak by |a1| + |az| + - + |an| = s + s, , z éehoz by vyplynulo, ze fada
e de o] — 00
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o0

> ay, konverguje absolutné.
n=1

Kdyby klim s;r =00 a llim s; € R, pak by podle 1.3.12.2 a 1.3.4 platilo llim $n =00 afada Y. ap by

n=1
divergovala.
o0
Kdyby klim s;: €eRa llim s; 00, pak by platilo llim s, = —o0 afada Y. a, by divergovala.
— 00 —00 — 00

n=1
Podle 8.2.1 tedy je lim s} = lim s, = oo. O
k—oo l—o0

8.3.15 Véta (Riemann [1826 — 1866])

Z libovolné neabsolutné konvergentni fady lze vhodnym prefazenim obdrzet fadu konvergentni k libovolnému
predem danému ¢islu, fadu urcité divergentni nebo fadu oscilujici.

D.:

o0
Necht > a, je neabsolutné konvergentni fada a nechf {p,}>2; je posloupnost jejich kladnych ¢lent,
n=1

o0 o0
{=¢n}22 je posloupnost jejich zapornnych ¢lenti. Podle 8.3.14 jsou fady > pn, > ¢, urdité divergentni
n=1 n=1
k +o0.
Bud a € R libovolné. Bud n; € N nejmensi ¢islo s vlastnosti
p1+p2+--+pp, >a.

Bud m; € N nejmensi ¢islo s vlastnosti

pr+pet+-- P, —q1—q——Qmy, <.

Déle bud n, > n; nejmensi ¢islo s vlastnosti

pr+pet+- -+ Py —@1—q = —Qmy T Pny+1 T Pngr2+ Py >0

a mo > m1 nejmensi ¢islo s vlastnosti

PrL+p2+ -+ Pny =@ — g2~ qm; TPni+1 T Pny42 T T Pny — Gmi+1 — Gmi42 — 0~ Gmy < Q.

Atd. -

Vysledkem je jista fada vznikld prefazenim fady > a,. Nechf {s,}52, je jeji posloupnost ¢asteénych
n=1

soucti.

Je-li s, > a, pak s, — a <posledni kladny ¢len.
Je-li s, < a, pak s, —a >posledni zédporny ¢len.
Tedy q; < s, — a < pg pro vhodné k, .

o0

PonévadZ > a, konverguje, je podle 8.1.5 lim ¢ = klim pr =0 a tedy lim s, = a.
— 00

n=1 l—o0 n—00
o0
Déle ukazeme, ze fadu Y a, lze pfefadit tak, aby vznikla fada divergovala k +oo.

n=1

Bud n; € N takové, Ze
pr+p2t-+pn, >1.

Bud ns € N, ny > n; takové, zZe
Pr+p2+ Py — @ A Pry1 FPpyr2 o Ppy > 2.
Bud n3 € N, n3 > ns takové, Ze
Pr+pet -+ DPny — @t Pyl T P2t Pry — Q2 F Prpt1 + Prgie T Dpy > 3.
Atd.

Vysledkem je fada urcité divergujici k 4o0.
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oo
Analogicky 1ze ukazat, Ze fadu Y a, lze pfefadit tak, aby vznikla fada divergovala k —oo.
n=1

oo
Nakonec fadu ) a, prefadime tak, aby vysledkem byla fada oscilujici.

n=1

Bud n; € N takové, Ze
pr+pe+-+pn, >1.

Bud m; € N takové, Ze
pr+p2t-tpn —@ 2=~ gmy < 1.

Bud no € N, ny > ny takové, ze
prtpet-t P —@— G2 = = Gmy +Pry+1 FPogy2 o ppy, > 1

Atd.
Vysledkem je oscilujici fada. O

Z Riemannovy véty plyne, Ze neabsolutné konvergentni fada je podminéné konvergentni.

8.4 Dvojné rady

8.4.1 Definice

Zobrazeni f : N2 — R se nazyva dvojnd posloupnost.

Zapis: f(m,n) = fn, 1€bO Gmn, bin, - - -
{@mn Yo ne1, Struéné {am, }

Cisla @, se nazyvaji cleny této posloupnost. Lze je usporadat do schématu (nekoneéné matice):

a11 a2 @13
a21 Ag22 @23
azr asz2 asg

8.4.2 Poznamky

Snadno lze definovat ohrani¢enost dvojné posloupnosti: Existuji konstanty k£, K € R Ze pro vSechna m,n € N
je k < amn < K.

Nelze definovat monotonnost dvojné posloupnosti. Lze definovat monotonnost vzhledem k jednomu indexu:
{@mn}on n=1 je monotonni vzhledem k druhému indexu, je-li posloupnost {a,, };2; monotonni pro kazdé m € N.

8.4.3 Definice

Rekneme, Ze dvojna posloupnost {@mn}5s n=1 M limitu a € R, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuji ¢isla mg, ng € N
takova, ze pro kazda dvé m,n € N, m > mg, n > ng plati |am, — a| < e.

Piseme lim a,,, = a, lima,,, = a, amn, — a.
m,n— 00

M4-1i posloupnost {a,,,} limitu a € R, fekneme, Ze je konvergentni.

8.4.4 Poznamky

1. Analogicky lze definovat nevlastni limity dvojné posloupnosti.

2. Neékteré véty o limitach posloupnosti lze snadno pfenést na dvojné posloupnosti. Zejména 1.3.3, 1.3.5.1-3,
1.3.6 a 1.3.7.
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3. Konvergentni dvojné posloupnost nemusi byt ohranicena.

1 2 3 4
11 11
Naprtiklad } 1 1 } ma limitu 1 a neni ohranicena.

8.4.5 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

Dvojné posloupnost {a,, } konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému £ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé
dvé dvojice (m,n), (p,q) € N? takové, Ze m > ng, n > ng, p > no, q > ng plati |amn — ape| < €.

. ,=“ Trividlni (analogicky jako 1.3.22).

»<=* Polozme b,, = a,, (diagonalni posloupnost). {b,,}52; je cauchyovskd, existuje tedy lim b, =a € R.
n—oo

UkéZeme, %e také lim a,,, = a. Bud € > 0 libovolné.
m,n— o0
€ . . . P €
K 3 > 0 existuje n; € N, Ze pro m > ni, n>ni, p>ny, ¢ > ng plati |amn — apge| < 3

5 €
K 3 > 0 existuje ny € N, Ze pro n > ny plati |b, — a| < 7
Pro kazdé n > ng = max{nj,ns} plati
e €
|@mn — a| = |amn — @nn + b — | < |amn — Apn| + |bn — a| < 5—1—5:5. O
8.4.6 Definice
Bud {a@mn 55 ,—1 dvojnd posloupnost a polozme
m n
D IS
i=1 j=1 i<m
Jj<n

o0
Dvojné posloupnost {s,,,} se nazyva posloupnost édstecnych soucti dvojné fady > Gmn = Y. Gmn.

m,n=1
Rekneme, ze dvojnd fada Y am, konverguje a md soucdet s, jestlize lim s, = s € R. Rekneme, Ze tato
m,n— o0
dvojnd fada urcité diverguje k co (k —o0), jestlize Um S, =00 ( lim 8y, = —00).
m,n— oo m,n— o0

8.4.7 Poznamky

Snadno 1ze dokazat nasledujici tvrzeni:
[e.e]
1. Nutnd podminka konvergence dvojné fady > amn je lLm  ap, =0.
mon=1 m,n— o0

(amn = Smn — Sm—1n — Smn—1 1 Sm—1 n—l)

2. Cauchyovo - Bolzanovo kriterium:

o0
Dvojné fada > am,, konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro
m,n=1

kazdé dvé dvojice (m,n), (p,q) € N? takové, ze m > ng, n > ng plati



3. Jestlize > ampn=a€R, > bun=0b€ER, ¢1,c2 € R, pak

m,n=1 m,n=1

Z (Clamn + CQbmn) = Z Amn + C2 Z bmn

m,n=1 m,n=1 m,n=1

oo
4. Necht ay,y > 0 pro véechna m, n € N. Dvojna fada >  am, konverguje pravé tehdy, kdyz posloupnost
m,n=1
jejich ¢astecnych souctt je shora ohranicena.
oo
5. Necht pro vSechna m, n € N plati 0 < @y, < bypp. Potom: konverguje-li fada Y. by, pak konverguje i
=1
oo oo oo o
fada > amp; diverguje-li fada > amn, pak diverguje i fada > .

m,n=1 m,n=1 m,n=1

o0 o0
6. Konverguje-li fada > |amnl|, pak konverguje i fada > amn.
m,n=1 m,n=1

8.4.8 Definice

o0 oo
Rekneme, ze dvojna fada >  amn konverguje absolutné, jestlize konverguje dvojna fada > |amn]-
m,n=1 m,n=1

8.4.9 Véta (komutativni zakon pro dvojné fady)

oo
Necht dvojnd fada >  ay,, konverguje absolutné a nechf N? = |J Ny je disjunktni rozklad mnoziny N? a
m,n=1 kel
necht kazdd mnozina N}, je vyjadiena ve tvaru koneéné nebo spocetné posloupnosti.

Je-li mnozina Ny nekone¢nd, pak fada . @, absolutné konverguje.

(m,n)EN}
oo
Ozna¢ime-li Y amn = 2k, pak plati > 2z = > apmp. Plitom je-li mnozina I nekone¢nd, fada Y zj
(m,n)ENy kel m,n=1 kel
konverguje absolutne.
Naznak dukazu:
Mnozinu N? Ize vyjadfit jako prostou posloupnost {(my,n1), (ma,na), ..., (my,n),...}.
oo oo
Oznadime-li b; = am, n,, lze Fadu 3 b, povazovat za prefazeni dvojné fady > amn.
=1 n=1
o0 o0 oo o
Podle 8.3.13 fada Y b; konverguje absolutné a plati > b, = > amn.-
=1 =1 m,n=1

o0
Ziejmé > |amn| < D) |amn| a tedy podle 8.4.7.4 fada >  am, konverguje absolutné.

(m,n)eNy m,n=1 (m,n)eNy
o0
Radu >z, = > > amn | lze povazovat za pfefazeni fady Y b;.
k k (m,n)€ENy =1

Podle 8.3.13 fada Y z; konverguje absolutné a plati >z = > b;.
k i I
(Podrobny dikaz viz napf. Jarnik, Diferencidlni pocet II, Véta 39) O

8.4.10 Sumacni metody dvojnych rad

Konstrukce popsana v predchozi vété se nazyva sumacéni metoda dvojné fady. Aplikovat suma¢ni metodu na
dvojnou fadu Y @y, znamend

— Mnozinu N? vyjadfit jako sjednoceni koneéné nebo spocetné posloupnosti po dvou disjunktnich mnozin
Ny.

— Kazdou mnozinu N usporadat do koneéné nebo spocetné posloupnosti.
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— Utvofit soucty (fady) Y.  amn = 2k-
(m)n)eNk

— Utvotit soucet (fadu) > z.
%

Jestlize dvojné fada Y a,, konverguje absolutng, pak konverguje absolutné i kazda takto vytvofena fada a
plati Y amn = > 2.

Nékteré vyznamné sumacni metody:

e Sumace po ctvercich

Ny = {(1’1)}
;)’( ,2)}

Ny ={(2,1), (2, 1,2
N3 = {(3v 1)7 (37 )a (373)7 (2a 3)’ (17 3)}

Pak Y amn = a11 + (a21 + a22 + a12) + (ag1 + ag2 + asz + asz + ai3) + - - -

e Sumace po diagondldch
Ny = {(1’ 1)}
Ny = {(2a 1)’ (17 2)}
N5 = {(37 1)» (27 2)7 (173)}

Pak 3" amn = a11 + (a21 + a12) + (as1 +ag2 +a13) + -

e Dvojndsobné rady
Nk = {(ka 1)7 (kv 2)3 (kv 3)a cee } (k—t}lf fédek)
nebo
N, = {( k), (2,k),(3,k),...} (k-ty sloupec)

Pak > amn= > (3 amn> nebo 3 pn = > (f; a,,m>

m,n=1 m=1 \n=1 m,n=1 n=1 \'m=1

8.5 Soudin rad

8.5.1 Definice

oo o0 oo
Budte Y an, Y, b, nekoneéné fady. Jejich soucinem rozumime dvojnou fadu >  Cpmn, kde cmpn = amby.
n=1 n=1 m7n:1

8.5.2 Véta

(o) o0
Necht fady > a, =a, Y. b, = bkonverguji absolutné. Pak jejich sou¢in > ¢, konverguje rovnéz absolutné
n=1 n=1 m,n=1

o0
aplati > cpnn = ab.
m,n=1
D.: Oznaéme s = |am|, t = |bal,
Pm Castecné soucty fady > |a,|, oy Castecné soucty fady > |by],
Pm Castecné soucty fady > a,, 6, Casteéné soucty fady > by,
Smn Céstedné soucty dVOJne fady > [Cmn| = D lambnl.
Sm Z E la;b;| = Z |a;] E |bj] = pmon < st a podle 8.4.7.4 > |cyy| konverguje, tedy > ¢
i=1j=
konverguje ;,bsolutne
Na dvojnou fadu Y ¢,y 1ze aplikovat sumaci po ¢tvercich.
Dostaneme Y ¢y = 11 + (€21 + 22 + c12) + (€31 + €32 + €33 + co3 +¢13) + -+ -
Céstecné soucty této fady jsou
51 =c11 = a1by = p101
59 = c11+(co1 +co2+c12) = arby+asby +asba+a1ba = (a1 +a2)by + (a1 +a2)be = (a1+a2)(by+b2) = pad2
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Sn = PnOn O

Aplikaci néjaké sumacéni metody dostaneme konkrétni tvary soucini fad.

Sumace po ¢tvercich = Dirichletiv soucin Tad

(Z an> <Z bn> = a1b1 + (agbl + 0,2[72 —+ a1b2) —+ (a3b1 —+ a3b2 —+ agbg + a263 —+ albg) + - =
n=1 n=1

0 n—1 n—1

n=1 =1 i=1

Sumace po diagonalach = Cauchyiv soucin rad

(Z an) (Z b") = a1b1 + (a2bi + a1b2) + (agbr + agbs + a1bs) +--- = Z Zakbn—k—i-l
n=1

n=1 n=1k=1
(Z a'n> (Z bn) = Z Z agbn—k
n=0 n=0 n=0 k=0
8.5.3 Véta

o0 (o] o0 o0
Necht > a, = a, > b, = b jsou konvergentni fady a necht > ¢, je jejich Dirichletiv soucin. Pak > ¢,
n=1

n=1 n=1 n=1

o0
konverguje a plati > ¢, = ab.
n=1

o0
D.: Oznacime-li p,, ¢astecné soucty fady > an,
n=1

o0

oy, Gastecné soucty fady > by,
n=1
(oo}

Sn, Casteéné souty fady Y. ¢,
n=1

pak analogicky jako v dikazu véty 8.5.2 ukdzeme, Ze s, = p,0n, z ¢ehoz podle 1.3.6.3 vyplyne
o0

lim s, =ab, tedy > ¢, =ab. O

n=1

Poznamka: Pro Cauchyiiv souéin podobné tvrzeni neplati:

y (=1)" y = e .,
Polozme a,, = b,, = . Podle 8.3.7 fad Qs b,, konverguji.
V1N + 1 Y ngo ngo W

o0
Necht > ¢, je jejich Cauchytv souéin, tedy

n=0

n 1 1 1 ey 1
e = ) (\ﬁ\/n+l+\/§\/ﬁ+\/§\/n—l+ +\/n+1\ﬁ>7

1 1 1 1
c + + +ot = >
fea] Vivn+1 V2yn V3yn—1 RV

1 1 1 1 n+1

+ + + ot = =1,
vVn+lvn+1l Vn+lvn+1 Vn+1lyn+1 Vn+1yn+1 n+1

o0
takZe nemuze platit lim ¢, = 0 a podle 8.1.5 fada Y ¢,, nekonverguje.
n—0oo n=0
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8.5.4 Véta (Mertens [1840 — 1927])

Nechf fady Z an = a, Z b, = b konverguji a alespoii jedna z nich absolutné. Necht Z ¢, je jejich Cauchyuv
n= O n=0

souéin. Pak Z ¢, konverguje a plati Z ¢, = ab.
n=0 n=0

D.: Necht Y a,, konverguje absolutné a ozna¢me p,,, resp. oy, resp. s, ¢astecné soucty fady > a,, resp. Y b,
resp. y_ ¢,. Pak

lim p, = a,
lim o, = b,
n—oo
Sn = agbo + (aphy + a1bo) + (apba + a1by + azbg) + - - - + (agbn + arbp—1+ -+ + anby) =

= ao(bo+ b1+ +bp)+ar(bo+bi+-+bu1)+-+anby =

= ag0np +a10p—1+ -+ anoop

Ozna¢me 3, =0, —b. Pak 0, =b+ (6, a lim &, = 0. Tedy

sp = ap(b+Bn)+a1(b+Bn-1)+ - +an(b+ o) = blag+ar+---+an)+aofn+ai1fn1+---+anfo.

Oznaéme w,, = apf, + a18n_1+ -+ + anBo Pak s, = bp, + w,. Nyni stadi ukdzat, Zze lim w, = 0, nebot

n—oo

lim bp, =0 hm pn = ab.

n—oo

Rada Y |ay| konvergu‘]e7 to znamen4, Ze mé ohranic¢ené ¢dstecné soucty, neboli existuje m € R, m > 0, Ze
lag| + |a1] + -+ |an] <m, n=0,1,2,...

lim 8, =0, to znamend, ze posloupnost {3,}°2, je ohrani¢end, neboli existuje k € R, k > 0, ze

n—oo

|B7’L|<ka n:0,1,2,...

o . ’ v v . v/ E . . v v 7 z
Bud ¢ > 0 libovolné. Ponévadz lim 3, = 0, k ¢islu o > 0 existuje ny € N, ze pro kazdé n > n; plati
m

n—oo
€
< —.
[5n] 2m
> |an| konverguje, takze podle 8.1.4 k ¢islu % > 0 existuje ng € N, Ze pro kazdé n > ny a p € N plati

lant1| + |anta| + -+ antp| < %

Bud ny = max{nj,ns}. Pro libovolné n > 2n( plati

|wn| = |a0ﬁn+a1ﬁn71+"'+anﬁ0| <
< aol[Bal + laa| |Br-1l + - + |ang | |Br—no| + |ano+1l |Ba—no—1] + -+ + |an| 1Bo| <
13
< (|a0|+|a1|+"'+|ano‘)%+(|ano+l‘+|ano+2|+"'+‘an‘)k f+ﬁk €,

coz znamena lim w, =0. O

n—oo

8.5.5 Véta (Cesaro [1859 — 1906])

Necht Z a, = a, Z b, = b jsou konvergentni fady a necht Z ¢n, je jejich Cauchytv soudin. Je-li {s,}5%,

n=0 = n=0

= ab.

+s51+--+s
posloupnost ¢astecnych souctu rady E cn, pak h %0 ! n
n=0 0 n+1
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D.: Oznac¢me p,, resp o, Casteény soucet fady i Qp, TESp. io: b, a dale a, = p, — a, By, = 0, — b. Pak

lim p, =a, lim o, =5, lim «a, = lim ﬁzzi 0, pn = an—zl—oan, on=b+ .
{Lfé(if"lkazu Vét;/lg.cg.él jsme uﬁgzogli, 7€ szﬁ:ooaoan +ai0,-1+ -+ apog. Odtud plyne

so+ 81+ -+8, = agog+ (ago1 + a10¢) + -+ + (agon + a10p—1 + -+ + anog) =
(ao+ar+---+an)og+ (ag+ar1+--+an_1)o1+---+apo, =
(a+an)(b+ o) + (a+ an-1)(b+B1) +--+ (a+ao)(b+5,) =
= (n+1Lab+a(Bo+ P+ -+ Bn) +blao+ a1+ -+ a,) +

+anfo + an_11 + -+ apfh

Dale
So+s1+ -+ sn Bo+ B+ +Bn agt+a;+--+ay, oo+ an_181+ -+ b
= ab+a +b + .
n+1 n+1 n+1 n+1
Podle 8.1.12 je lim 20X 01t 4B dotart-Fan
n—00 n+1 n—oo n—+1
oo+ an_161+ -+ by

K dokonceni diukazu tedy staci ukazat, ze lim =0.
n—oo n+1

Posloupnosti {a,}, {8,} jsou podle 1.3.4 ohranicené, a tedy existuje k € R, k > 0 takové, ze
lan| <k, |Bn] <k pro kazdé n € N.

Bud nyni € > 0 libovolné.
3

9 . . . . 9 . . . .
K P > 0 existuje n1 € N, ze pro n > nq je |a,| < z a existuje ny € N, Ze pro n > ns je |3,| < .

Bud ng = max{ni,na}. Pro n > 2n( plati
@0 + @1Bn-1 4 -+ + Qng Bnno + Ang410n-no—1 + -+ anflo| <
(laol 1Bn| + | [Bn—al + -+ - + lono | [Bnno ) + (o 41l [Bnno—1l + - - + lan[ [Fo]) <
(k%+k%+--~+k%) + (%k+%k++%k> = (n+1)e.

oo+ o181+ -+ afp -
n—+1

e. O

To znamena, Ze pro n > ng je

7 8.1.12 a 8.5.5 bezprostfedné plyne

8.5.6 V&ta (Abel [1802 — 1829)])

o0 (o] o0 o0
Budte > a, = a, Y, b, = b konvergentni fady a > ¢, jejich Cauchyiiv souéin. Jestlize > ¢, konverguje,
n=0 n=0 n=0

n=0
o0
pak > ¢, = ab.
n=0
o0 oo
Poznamka: Porovndnim s 8.1.13 vidime, Ze plati i obecnéjsi tvrzeni: Budte Y a, =a, >, b, = b konver-
n=0 n=0

[ee] [ee]

gentni fady. Jestlize jejich Cauchytiv sou¢in Y ¢, konverguje v Cesarové smyslu, pak > ¢, = ab v Cesarové
n=0 n=0

smyslu.

8.6 Posloupnosti a fady funkci

8.6.1 Definice

oo
Necht f,, n € N a f jsou redlné funkce takové, ze Dom f C [\ Dom f,.

n=1

oo
Rekneme, Ze posloupnost funkci {f,,}52; bodové konverguje k funkci f na mnoziné M C () Dom f, a piSeme
n=1
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lim f, = f, jestlize pro kazdé © € M &iselnd posloupnost { f,(z)} konverguje k f(z), neboli kdyz pro kazdé
x € Mje lim f,(z) = f(x).

Mnozina {ac € ( Dom f,, : {fn(z)} konverguje}, se nazyva obor bodové konvergence posloupnosti funkci { f,}.
1

n=

Posloupnost funkei {f,,} bodové konverguje k funkei f na mnozing M, jestlize ke kazdému e > 0 a kazdému
x € M existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng je |fn(z) — f(z)| < e.
Vsimnéme si, ze ¢islo ng zavisi na € i na .

M4&-1i kazdd z funkci posloupnosti {f,} néjakou vlastnost, limitni funkce f = lim f, tutéz vlastnost mit

n—oo
miize, ale nemusi.

— Jsou-li vSechny funkce f,, nezédporné (nekladné), je i funkce f nezdpornéd (nekladnd).
— Jsou-li vSechny funkce f, neklesajici (nerostouci), je i funkce f neklesajici (nerostouci).
— Jsou-li vSechny funkce f,, klesajici (rostouci), nemusi byt funkce f klesajici (rostouci).

Napft. f,(x) = %, f(z) = le fu(z) = lim )

n—oo n

— Jsou-li vSechny funkce f,, ohrani¢ené, nemusi byt funkce f ohranicené.

Napf. fn(x) = T:_ ] na intervalu (0,00), f(x) = lim f,(z) = -
— Jsou-li vsechny funkce f,, spojité, nemusi byt funkce f spojitéa.
0 —-1,1
Napf. f,(z) = 2?", z € [-1,1], f(z) = lim f,(z) = 1’ T|€ ( ) 1)
n— oo , x|l =

8.6.2 Definice

o0
Rekneme, 7e posloupnost funkei {f,,} konverguje stejnomérné na mnoziné M C (| Dom f,, k funkci f a piSeme
n=1

fn 2 f, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng a kazdé x € M plati

fule) — f(@)] < e .

Vsimnéme si, ze ¢islo ng zavisi pouze na €.

Jestlize posloupnost funkci {f,,} konverguje na mnoziné M k funkci f stejnomérné, pak na této mnoziné
konverguje k funkci f bodové. Opak obecné neplati.

Je-li mnozina M uzavienym intervalem [a,b] a kazda z funkci f,, je spojitd, je stejnomérnd konvergence
téchto funkci konvergenci posloupnosti v metrickém prostoru (Cla,d], pc) (sr. 4.1.2.4). Podle 4.4.2.6 je tento
prostor uplny, coZ znamenad, Ze stejnomérna limita spojitych funkci je funkci spojitou.

8.6.3 Priklady

2nx

e Posloupnost funkei { f,,} konverguje na intervalu [1, 2] stejnomérné k funkci f(z) = 0.

2 2 2
D.: Bud e > 0 libovolné. PoloZme ng = [ + 1} Pak ng > -, — <e.
€ €

no
, 2nx 2nx 2 2
Pron > mo plati |fu(@) = f@) = fn(@) = 52 < 5z = 7 S0 S <50

e Posloupnost funkci { f,, } konverguje na intervalu [0, 1] bodové k funkci f(x) = 0, ale tato konvergence neni
stejnomérna.
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2z

2nzx =
D.: lm ———= = lim —2—=0 libovolné x € R.
o T =, 7y = 0 pro libovolué o
2ni 2 . .
fa(E) = H—ﬁ =5= 1 pro kazdé n € N. Pro ¢ € (0,1) je tedy |fn(2) = f(2)| = |fu(2)| = 1> e
nZ

O

8.6.4 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

(o]

Posloupnost funkci {f,} konverguje stejnomérné na mnoziné M C (| Dom f, pravé tehdy, kdyz ke kazdému
n=1

e > 0 existuje ng € N takové, Ze pro v8echna n > ng, m > ng a kazdé € M plati | f,(z) — fu(z)| < e.

¢ ,= analogie 1.3.22

»<=“ Pro kazdé x € M je ¢iselnd posloupnost {f,(z)} cauchyovska. Existuje tedy bodova nlinéo fn=1.
Ukéazeme, ze f, = f.
Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje ng € N, ze pro n,m > ng a kazdé x € M plati | f,,(x) — fn(z)] < g
Odtud |u(r) ~ f(@)] = lim_|fae) = fm()| < 5 <o O

Poznamka: Posloupnost funkci, kterd ma vlastnost z 8.6.4, se nazyva stejnomérné cauchyouvskd.

8.6.5 Véta

oo
Necht posloupnost funkei {f,,} konverguje stejnomérné na mnoziné M C (] Dom f, k funkci f a necht g je
n=1

funkce ohrani¢ena na M. Pak gf, =% gf na M.

D.: Existuje k € R, Ze |g(x)| < k pro kazdé x € M.
Bud ¢ > 0 libovolné. K % > 0 existuje ng € N, Ze pron > ng a x € M plati |f,(x) — f(z)| < = Nyni pro

k
kardé & € M a2 no plati [9(2) () — 9(2) ()| = |g(@) | a(@) = F(2)] < b =2, O

8.6.6 Véta

o0

Budte {f»}, {gn} posloupnosti funkci a M C ( () Dom fn> N ( Domgn> Jestlize f, = f, gn =S gna M
n=1 n=1

pak fn +gn 3 f+gna M.

D.: Bud ¢ > 0 libovolné.

K = > 0 existuje ny € N, Ze pro vSechna x € M an > ny je |fno(z) — f(z)] <

K

IO S TRSY
CTRORNCYRGY

> 0 existuje ng € N, Ze pro v8echna z € M an > ns je |gn(z) — g(z)| <
Tedy pro vsechna x € M a n > ng = max{ny, na} plati

[Fa(@) + 90(@) = F(@) = 9(@)] < fu(@) = F@)] + |ga(@) — g(@)| < 5 + 5 =¢. O

8.6.7 Dausledek

Necht f} = f4 07 2 % fF 3 f% ayeo,. o € RO Pak
k k
afftefi+tali =Y afi 2> af
i=1 =1
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8.6.8 Definice

Bud {f,} posloupnost funkci, M C [\ Dom f,. Pro kazdé n € N polozme s, = f1 + fo+ -+ fn. Posloupnost

n=1

o0
funkei {s,,} se nazyva posloupnost édstecnych soucti tady funkei > fn.

n=1

o0

Rekneme, Ze fada funkci > f, bodové konverguje na mnoZiné M a md zde soucet s, jestlize {s,} bodové
n=1

konverguje k funkci s na M.

o0 oo
Mnozina {x € () Dom f,, : > fu(x) konverguje}, se nazyva obor bodové konvergence tfady funkci > fp.
n=1

n=1
o o0
Rekneme, ze fada funkci > f, stejnomérné konverguje na mnoziné M a md zde soudet s, jestlize {s,} stejno-
n=1

mérné konverguje k funkci s na M.

> fn = s bodové na M, jestlize pro kazdé x € M je > fn(z) = s(x).
n=1

n=1

Jestlize fada funkci konverguje na néjaké mnozin€é stejnomérné, pak na ni konverguje bodové. Opak obecné
neplati.

8.6.9 Véta

fF = s* konverguji ke svym souétiim stejnomérné na mnoziné

NgE

o0 (oo}
Necht fady funkei > fl=s!, > f2=45% ...,
n=1

n=1 n

1

j=1 \n=1 n=1 \j=1 j=1

k 00 . 00 k . k )
MC (N ( () Dom fﬂl) acy,ca,...,cp € R Pak fada ) <Z qf,{) konverguje stejnomérné k " ¢;s’ na M.
D.: Plyne z 8.6.7. J

8.6.10 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

oo o0
Rada funkci Y f,, konverguje stejnomérné na mnozing M C () Dom f,, pravé tehdy, kdy% ke kazdému € > 0
n=1 n=1

existuje ng € N takové, ze pro v8echna n > ng, m € Na x € M plati | fr+1(2) + fos2(x) + - + form(z)| < e.

D.: Aplikaci 8.6.4 na posloupnost ¢asteénych soucti. [

8.6.11 Definice

o0 o0

Rekneme, Ze fada funkcl > f, konverguje na mnoziné M C () Dom f,, absolutné, jestlize pro kazdé x € M
nO:ol n=1

konverguje (¢iselnd) fada > |fn(2)].
n=1

8.6.12 Véta (srovnavaci kriterium)

oo

Domgn) a necht |fu(2)] < gn(2)
=1

n—=

Budte {f,}22; a {gn}52; posloupnosti funkci, M C ( () Dom fn> N (
n=1

o0 oo
pro vSechna n € N a x € M. Jestlize fada funkci > g, konverguje stejnomérné na M, pak fada funkcei > f,

n=1 n=1
konverguje na M stejnomérné a absolutne.

D.: Nejprve poznamenejme, Ze z podminky |f,,(z)| < gn(x) plyne, Ze vSechny funkce g,, jsou nezaporné.

Absolutni bodové konvergence plyne z 8.2.4. Ukazeme, Ze konvergence je stejnomérné.
Bud € > 0 libovolné. Podle 8.6.10 existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n > ng, m € N, x € M plati

|gn+1($) + gn+2(x) i gn+m(x)| = gn+1(x) + gn+2(l‘) et gner(x) <e.
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Tedy

|fror1 (@) + [for2(@)| + -+ [ foym(z)] <
In+1(x) + gna2 (@) + -+ gnam(z) < €.

| frt1(®) + fot2(®) + -+ frim(2)]

O

8.6.13 Dusledek (Weierstrassovo [1815 — 1897] kriterium)

Bud {f,}5; posloupnosti funkci, M C [\ Dom f, a necht pro vSechna n € N a x € M plati | f,(z)| < a, € R.

n=1

(o] o0
Jestlize (¢iselnd) fada > a, konverguje, pak fada funkei Y f, konverguje absolutné a stejnomérné na M.
n=1 n=1

8.6.14 Kriteria stejnomérné konvergence

oo
Bud {f,}52, posloupnosti funkei, M C [\ Dom f,.
n=1
{fn}52, se nazyva nerostouci (resp. neklesajict) na M, jestlize pro kazdé = € M je ¢iselnd posloupnost
{fn(z)}22, nerostouci (resp. neklesajici). Je-li {f,}22; nerostouci nebo neklesajici, nazyva se monotonni.
{fn}22, se nazyva stejnomérné ohranicend na M, jestlize existuje konstanta k € R takova, Ze pro vSechna
x € M a vSechna n € N je | f, ()] < k.

1. Dirichletovo kriterium:
Necht posloupnost funkci {g,,}5°; je monotonni na M, g, — 0 na M a posloupnost ¢asteénych soucétl

(o] o0
fady funkci > f, je stejnomérné ohraniend na M. Pak fada . f,gn stejnomérné konverguje na M.
n=1 n=1

2. Disledek Dirichletova kriteria:
Necht éiselnéd posloupnost {a, }°2 ; je monotonni takové, ze lim a, = 0 a posloupnost ¢astecnych soucti

n—oo

oo o0
fady funkci Y f, je stejnomérné ohrani¢end M. Pak fada funkci > a, f, stejnomérné konverguje na M.
n=1 n=1

3. Abelovo kriterium:

o0
Necht posloupnost funkei {g,, }22 ; je stejnomérné ohraniend na M a necht fada funkcei Y f, stejnomérné
n=1

o0
konverguje na M. Pak fada > f,gn stejnomérné konverguje na M.

n=1

8.7 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti a rad

8.7.1 Véta

Necht posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J C (Dom f, k funkci f. Je-li kazda

z funkel f,, spojita v bodé xg € J, pak je f spojitd v bodé xg.

D.: Bud ¢ > 0 libovolné. -
Ponévadz f,, % f na J, existuje ny € N, ze pro n > ny, x € J plati | f,(z) — f(x)] < 3
Ponévadz f,, je spojitd v xp, existuje § > 0, Ze pro x € (xg — §, 9 + 6) N J plati | fr(z) — fn(z0)| < %

Ponévadz f,(xo) — f(xo), existuje no € N, Ze pro n > ngy plati | f,.(xo) — f(z0)| < g
Pro n > max{ni,n2} a kazdé = € (xg — d,z9 + ) N J plati

@) = f@o)] = 1F(@) = fal@) + ful@) = fulwo) + fulro) = J(@o)] <
< @) = ful@)| +1Fal@) = Julwo)| + [ falao) = flwo)| < S+5+5 = e
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8.7.2 Dusledek

Necht posloupnost funkci {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J C ((Dom f, k funkci f. Je-li kazda
z funkci f,, spojitd na J, pak je f spojita na J.

8.7.3 Véta (Moore [1882-1974] - Osgood [1864-1943])

Necht posloupnost funkci {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J C ((Dom f,, k funkci f. Necht oy € J
nebo z je krajni bod intervalu J a necht pro vSechna n € N existuje lim f,(z) = a, € R. (V pfipadé, Ze x¢ je
T—x0
krajni bod intervalu J, jednd se o pfislusnou jednostrannou limitu.) Pak existuje lim a, € Ra lim f(z) € R
n— 00 T—Tq

a plati lim a, = lim f(z), neboli
n—oo T—xTQ

lim (lim fn(x)> = lim (hm fn(x)) .
n—oo \ T—xg T—1T9 \Nn—00

D.: Bud e > 0 libovolné. .
Podle 8.6.4 existuje ny € N takové, ze pro vSechna m,n > ng, x € J plati |f,(2) — fu(x)] < 7
€
Limitnim pfechodem pro x — ¢ dostaneme |a,, — a,| < 3 < e. Posloupnost {a,} je tedy Cauchyovska a
podle 1.3.22 existuje lim a, =a € R.
n—0oo

Ukézeme, ze lim f(z) = a:

T— 0
fn = fmnalJ = existuje ny € N, Ze pro n > na, z € J je |fu(x) — f(2)| < %
ZILH;O fa(x) =a, = existuje d >0, Z%e prox € ((xg — d, 20+ 0) \ {zo}) NJ je |fn(z) —an| < %
nlin;o an = a = existuje ng € N, Ze pro n > ng3 je |a, — a| < %

Pro n > max{ny, na} plati |£(2) — a| = |f(@) = fu(@) + ful2) —an +an—a| < S+ -4+ =c O

8.7.4 Véta

Necht posloupnost funkei { f,, } konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C () Dom f,, k funkci f. Necht vSechny
funkce f, jsou na [a, b] integrabilni v Riemannové smyslu a zy € [a, ] je libovolny. Pak funkce f je integrabilni
x €T
na [a,b] a pro kazdé z € [a,b] plati [ f(t)dt = lim [ f,(t)dt, neboli
xo

zo

x

/ (nlgrolo fn(t)) dt = lim i fa@)dt |,

xo
pfiGemz konvergence posloupnosti funkei na pravé strané je stejnomérnd na intervalu [a, b].

D.: Nejdiive ukdzeme, ze f = lim f, je integrabilni. Bud € > 0 libovolné.

n—oo 6
4(b—a)’
Ponévadz funkce f,, je integrabilni, podle 3.2.10 existuje déleni D = {zg,x1,...,2x} € ¥([a,b]) takové,

e S(D, fag) = (D, fa) < 5
Oznacme 71; = inf{fn, (z): @ € [x;_1, 2]}, M; =sup{fn,(x): = € [x;_1, 2]},
m; = inf{f(z) : © € [x;_1, 2]}, M; = sup{f(x): x € [x;—1, 2]}

Ponévadz f,, = f, existuje ng € N takové, Ze pro vSechna z € [a,b] plati | f, (z) — f(2)] <
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€ ~ e _ -
Pak |, —my| < ———, |M; — M, , takze M; — m; < M; — i, Dal
ak |m; m|<4(b—a) | |<4(b—a) ak¥e e < m+2(b_a) ile
k k lc
S(Daf) _3(D7f) = ZM’L(:El _-’Eifl) —Zmi(wi—xi,l) = Z(MZ _mi)(wi_l’if]) <
-t =1 i=1
. "~ S
< N — 1 e =
< ;( m+2(ba)>(x Ti_1)
k k
= Z(Ml_ml) (‘T’L xzfl)‘f' < (xi_xifl) —
; 2(b—a) “
=1 =1
€ € g
= S(Dafwzo)—S(D,an)+§ < §_|_§ =g,

coz podle 3.2.10 znamend, Ze funkce f je integrabilni.
Ozna¢me RJa,b] mnozinu vSech Riemannovsky integrabilnich (a tedy ohranicenych) funkei definovanych
na intervalu [a, b]. Pro ¢, 9 € Ra,b] polozme

ps (i, ) = sup{|p(z) — ¢ ()| - @ € [a,b]}.

Analogicky jako v 4.1.2.4 ovéfime, Ze (R[a, b, ps) je metricky prostor a snadno nahlédneme, ze stejnomérna
konvergence posloupnosti funkei integrabilnich na intervalu [a, b] je konvergenci posloupnosti v prostoru
(Rla, b], ps). (Podle prvni ¢asti dikazu je prostor (Rla,b], ps) uplny.)

Definujme zobrazeni F : R[a,b] — Cla, b] pfedpisem

Pro ¢, € Rla, b] plati:
po(F(p), F(¢)) = max{|F(¢)(x) - F(¢)(z)]: z € [a,b]} =

— max /x<p(t)dt—/w¢(t)dt cx€fa,b ) =

Zo

= max /(g@(t) —P)dt| : x € [a,b] p <
< max /|g0(t) —@)|dt| : x € [a,b] p <

< max /sup{|<p(7') — (1) : T €[a,b]}dt| : xz € [a,b] p =

Zo

= max{|(z —z0)|ps(p,¥) : z € [a,0]} = max{(b—x0), (z0 —a)} ps(p,¥).

Oznacime-li tedy L = max{(b — x¢), (xo — a)}, je pc(F(p), F(¢)) < Lps(p,1), coz znamend, ze F je
Lipschitzovské zobrazeni a podle 4.5.10 spojité.
Podle 4.5.3 pfevadi spojité zobrazeni metrickych prostort konvergentni posloupnost na konvergentni po-
sloupnost a plati

lim F(f,) :F(lim fn) ,

n—oo n—oo
coz je formule z tvrzeni véty. Navic konvergence posloupnosti v prostoru Cla, b] je stejnomérnou konvergenci
posloupnosti funkci. [J
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8.7.5 Véta

Necht posloupnost funkei { f,, } konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C () Dom f,, k funkci f. Necht vSechny
funkce f,, jsou na [a,b] integrabilni v Riemannové smyslu. Pak funkce f je integrabilni na [a, b] a plati

b b
[ f@t)dt = lim [ f,(¢)dt, neboli

b

/ (Jm fu()dt = lim /b Falt)dt

a

D.: plyne bezprostiedné z 8.7.4 a z toho, ze z konvergence stejnomérné plyne bodova. [

8.7.6 Véta

Bud {f,} posloupnost funkci diferencovatelnych na otevieném intervalu J C (| Dom f,,. Necht existuje ¢ € J
takovy bod, Ze (Giselnd) posloupnost {f,(xo)} konverguje. Jestlize posloupnost funkci {f;} konverguje stej-
nomérné na J, pak posloupnost {f,} konverguje stejnomérné na J k diferencovatelné funkci f, pro niz plati
f(z) = nILrI;O f1(z) pro kazdé = € J, neboli

(im fu@) = tm @), 4 % (lim fu(@)) = tim (icfn(x)) .

n—oo

D.: Piedevsim poznamenejme, Ze vzhledem k 3.3.16 zlstava véta 8.7.4 v platnosti, zaménime-li [a, b] za (a, b).
Podle 3.4.3 a 3.1.5 existuje posloupnost {c,} takova, ze

ful@) = ca + / fi(t)dt.

Odtud plyne, ze f,(xg) = ¢, a tedy podle pfedpokladu existuje ¢ = lim ¢,. Podle pfedpokladu déle

existuje funkce g takova, ze f;, 3 g na J. Pro x € J polozme

x

f(2) :ch/g(t)dt.

Zo
Funkce f je podle 3.4.3 diferencovatelnd. Podle 8.7.4 [ f/(t)dt = [ g(t)dt, takze
xo xo

fn=co+ [ fLt)dt = ¢+ [ g(t)dt = f a podle 3.4.3 pro kazdé x € J je f'(z) = g(x) = lim f)(z). O
xo Zo

n—oo

Poznamky:
1. Predpoklad o existenci xg € J takového, Ze existuje lim f,(z9) € R nelze obecné vynechat.
n—oo
Napi.: fo(x) =n, fl, =0 2 0, avSak {f,} nekonverguje.

2. Z ptedpokladu stejnomérné konvergence posloupnosti diferencovatelnych funkei { f,,} neplyne (ani bodova)
konvergence posloupnosti funkei {f }.

1
Napf.: fn(x) = Esinnx, J = (=2m,2m). Pak f, 33 0, f/(z) =cosnz, f(r)=cosnm=(-1)".

Nésledujici véty plynou z predchozich uZitim posloupnosti ¢asteénych souctt fady funkci.

8.7.7 Véta

Necht fada funkci ) f,, konverguje stejnomérné na intervalu J C (|Dom f,, k funkci f. Je-li kazd4a z funkei f,
spojita na J, pak je f spojitd na J.
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8.7.8 Véta

Necht fada funkci Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu J C (|Dom f,, k funkei f. Necht zg € J nebo zg je
krajni bod intervalu J a necht pro vSechna n € N existuje lim f,(z) = a,, € R. (V p¥ipadé, Ze x je krajni bod
Tr—T(

intervalu J, jedné se o pfislusnou jednostrannou limitu.) Pak fada Y a, konverguje, existuje lim f(z) € R a
T—T0
plati >~ a, = lim f(z), neboli
T—x0

2 <Lm f"(”) = Jlim (Y ful@) -

8.7.9 Véta

Necht fada funkei Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C (| Dom f,, k funkci f. Necht vSechny funkce
fn jsou na [a, b] integrabilni v Riemannové Smyslu a xg € [a,b] je libovolny. Pak funkce f je integrabilni na [a, b]

a pro kazdé z € [a,b] plati [ f(t)dt =3 f fn(t)dt, neboli

/ (3 50) / fatyit ] |

pri¢em? konvergence fady funkci na pravé strané je stejnomérnd na intervalu [a, b].

8.7.10 Véta

Necht fada funkei Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C (| Dom f, k funkeci f. Necht Véechny funkce

fn jsou na [a,b] integrabilni v Riemannové smyslu. Pak funkce f je integrabilni na [a,b] a plati f f)dt =

ffn dt neboli

b

/b(an(t)) dt =y /fn(t)dt

a

8.7.11 Véta

Bud Y f,, fada funkci diferencovatelnych na otevieném intervalu J C (| Dom f,,. Necht existuje z¢ € J takovy
bod, 7Ze (Giselnd) fada > f,,(xo) konverguje. Jestlize fada funkci » f/ konverguje stejnomérné na J, pak fada
> fn konverguje stejnomérné na J k diferencovatelné funkei f, pro niz plati f/(x) =Y f/ (z) pro kazdé = € J,

neboli
(En0) = Sa@. b 4 (Ca@) = X (40@).

8.8 Mocninné rady

8.8.1 Definice

Bud {a,}22, posloupnost redlnych ¢isel, zg € R. Mocninnd (potenéni) fada se stiedem xq a koeficienty ay, je
o0

fada funkci > a,(x — z)".
n=0

oo
Specielné pro zo = 0 jde o fadu . a,2" = ap + a17 + asz? + azz® + - - -.
n=0
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oo oo
Substituce y = x — z¢ prevede fadu Y a,(x —x0)™ v fadu Y a,y". Proto se v prvni ¢asti tohoto odstavce
n=0 n=0

o0
(po 8.8.11) omezime na mocninné fady tvaru Y a,z™.

n=0
Mocninna fada konverguje ve svém stfedu a ma zde soucet ag.

8.8.2 Definice
[ee] [ee]

Bud ) a,z™ mocninné fada. Jestlize tato fada konverguje pro kazdé z € R, fekneme, Ze fada > apz™ vidy
n=0 n=0

o0
konverguge. Jestlize tato fada pro kazdé = # 0 diverguje, fekneme, ze fada > a,a™ vidy diverguje.
n=0

Priklady:

o0
1. Rada Y n"z" vidy diverguje.

n=1

2
Bud z; € R libovolné. Pro n > — je [n"a}| > 2" — oo, a tedy nemize byt lim n"z7} = 0. Podle 8.1.5

‘$1| n— oo

o0
(Giselnd) fada Y n"al diverguje.
n=1

o0
2. Rada Y. Z: vidy konverguje.

n=1
In+1
| (nFI)! T . A a1 R g y :
lim ——F— = lim = 0, takze podle 8.2.11 &iselnd fada > Z; fada absolutné konverguje.
n—oo ’%’ n—oo N 1 n=1 n:
8.8.3 Véta

o0
Bud > a,2™ mocninnd fada.
n=0

o0
Jestlize existuje zo € R takové, ze (Giselnd) fada Y a,z{ konverguje, pak pro kazdé = € R, |z| < |zo| Fada
n=0

o0
> anz™ konverguje absolutné.

n=0
[ee]
Jestlize existuje zo € R takové, ze (¢iselnd) fada > a,zf diverguje, pak pro kazdé x € R, |z| > |zo| Fada
n=0
oo
anx™ diverguje.
n=0
o0
Jestlize mocninna fada Y a,z™ ani vzdy nekonverguje, ani vzdy nediverguje, pak existuje r € R takové, ze
n=0

tato fada konverguje absolutné pro kazdé x € R, |z| < r a diverguje pro kazdé x € R, |z| > r.

D.: ¢ Necht > a,zf konverguje. Bud z € R, |z| < xg.

n=0
[ee]
Ponévadz Y a,xj konverguje, podle 8.1.5 je lim |a,zf| = 0 a tedy podle 1.3.4 existuje k € R, Ze
— n—oo

n=0
lanzl| < k pro kazdé n € N.

n

<k

n
X

J— n
lanzg| o

Pro x € R, |z| < |xo| plati |an,a™| =

x
€T

n
X
n
anTq —n
Lo

E
z9

Podle 8.1.3 fada ) k
n=0

n o0 o0
konverguje a tedy podle 8.2.4 konverguje i fada Y. |a,z"|, neboli > a,a™
n=0 n=0

konverguje absolutné.

[ee] (oo}
o Necht Y anxf diverguje. Kdyby existovalo x; € R, |z1| > |zo| takové, Zze by > anz] konvergovala, pak

n=0 n=0

o0
by podle jiz dokdzané ¢asti konvergovala i fada Y a,zf.
n=0
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o0 [e.°]
e Oznatme M = {ac ER: >0, > apa” konverguje}. Ponévadz Y a,z™ vidy nediverguje, existuje
n=0 n=0
podle predchoziho tvrzeni horni zavora mnoziny M. Podle 1.1.7 existuje r = sup M € R.

(o]
Je-llizeR,|z| >r, pakz € M, > a,a™ diverguje.

n=0
Je-li z € R, |z| < r, pak podle 1.1.6(s2*) existuje g € M takové, Ze xo > |z|. Podle prvniho tvrzeni fada
[e.e]

> apz™ konverguje absolutné. O
n=0

8.8.4 Definice

Cislo 7 z 8.8.3 se nazyva polomér konvergence mocninné fady . a,z"

n=0

, a otevieny interval (—r,r) se nazyva
konvergencéni interval této fady.
o0

Jestlize fada > a,a™ vzdy konverguje, klademe r = oo, jestlize tato fada vzdy diverguje, klademe r = 0.
n=0

n

Priklad: 3

n=1 N
Pro x =1 se jedné o fadu harmonickou, tedy podle 1.1.2.1 divergentni.
Pro x = —1 se jedna o fadu Leibnizovu, tedy podle 8.3.8 konvergentni.

V tomto ptipadé je tedy r = 1, konvergené¢ni interval je (—1,1), obor konvergence je [—1,1).

8.8.5 Véta (Cauchy [1789 —-1857] - Hadamard [1865 — 1963])

Bud > a,2™ mocninné fada a r jeji polomér konvergence. Pak

— = limsup {/|ay].

n—oo

Pfitom klademe r = 0 pro limsup {/|a,| = 00 a r = oo pro limsup {/|a,| =0

n—oo n—oo

D.:

e Necht limsup {/|a,| = 0. Ukadzeme, Ze Z anx” vidy konverguje.

n—oo

Bud zg € R, xg # 0 libovolné. Pak

> 0 = limsup {/|a,|. Tedy existuje ng € N, Ze pro n > ng

|-T | n—o0

n 1 1 n B 1 n
| > /|an|, tedy <2> ol > |ay|. Odtud |ay,| |zo|™ < <2> .Rada Y <2) podle 8.1.3

konverguje a tedy podle 8.2.4 fada ) a,x konverguje absolutné.

lati
pa12

e Nechtf limsup ¥

n—oo

Bud zp € R, zg # 0 libovolné. Pak pro nekoneéné mnoho indext n plati {/|a,| >

ap| = 0o. Ukdzeme, Ze Y an,a™ vzdy diverguje.

1
—— a tedy pro
|z
nekoneéné mnoho indext n plati |a,||xg|™ > 1. To znamend, Ze nemize byt lim a,zj = 0 a tedy

n—oo
podle 8.1.5 fada > anzf diverguje.

e Necht 0 < a = limsup {/|a,|.

n—oo
1
— Bud zp € R, 0 < |zg| < —. Ukézeme, Ze Y a,x konverguje.
a
1 1 1
Zvolme b € R, |zg] < b < . Pak 5 > a a tedy existuje ng € N, Ze pro n > ng je ¥/|an| < 5

1 " n
Odtud ¥/|an||zo| < |’ lanzB| < b”|x o|” = <1;)0|> . Ponévadz @ < 1, fada ) <|:Cb|)

podle 8.1.3 konverguje, a tedy podle 8.2.4 fada Y a,z{ konverguje absolutné.
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; 1 (s . . .
— Bud zp € R, |zg| > —. Ukdzeme, ze > anzy diverguje.
a

1
Pro nekoneéné mnoho indexid n plati {/]a,| > 2ol |anzy] > 1 a nemize byt lim |a,xf| = 0.
To n—o0

Podle 8.1.5 fada Y a,af diverguje.
(]

8.8.6 Dausledek

a
Bud {a,} posloupnost kladnych ¢isel. Jestlize existuje lim —ntl

= a € R*, pak mocninnd fada ) a,2™ mé
n—oo Oy

1
polomér konvergence r = — (pfitom klademe r = 0 pro a = co a r = 0o pro a = 0).
a

D.: Plynez 8.2.12. 0

8.8.7 Véta

Necht mocninnd fada > a,2™ mé polomér konvergence r > 0. Pak tato fada konverguje stejnomérné na libo-
volném uzavieném intervalu [a,b] C (—r,7).

Konverguje-li fada > a,r™, pak mocninnd fada ) a,2™ konverguje stejnomérné na uzavieném intervalu [a, 7]
pro libovolné a € (—r, 7).

Konverguje-li fada Y a,(—7)", pak mocninné fada ) a,x™ konverguje stejnomérné na uzavieném intervalu
[-r, a] pro libovolné a € (—r, 7).

1
D.: Polozme ¢ =r — 3 (r — max{]al, |b|}). Pak pro kazdé zg € [a,b] je |zo| < ¢, tedy |anx]| < |anc™|. Podle
8.8.3 fada Y |a,c"| konverguje a tedy podle 8.6.13 fada Y a,z™ konverguje absolutné a stejnomérné na
[a, b].
Necht fada > a,r™ konverguje. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme pfedpokladdat r = 1. (V opa¢ném piipadé
T
lze pouzit substituci x — —.)
r
(Ciselnd) fada > a, = > a,1" konverguje.
Ukézeme, 7e fada funkci > a,z™ konverguje stejnomérné na [0, 1].
Bud € > 0 libovolné. Podle 8.1.4 existuje ng € N takové, Ze pro n > ng a libovolné m € N je
€
‘an+1 + (p4-2 +---+ an+m| < 5
Bud z € [0,1). Pak
|an+1x’n«+1 + an+2mn+2 + -+ an+mxn+m| =

— |an+1(xn+1 o In+2 + In+2 o :L,n+3 + $n+3 L xn+m + xn+m) +
+an+2(xn+2 _ xn+3 + xn+3 L xn—‘—m 4 xn+m) et

-1
+an+m71($n+m _ xn-}-m +x7L+TYL> + anerxn—&-m‘ —

= |an+1(xn+1 — ") + (a1 + an+2)(xn+2 - xn+3) +
(@1 F Gngo F Gng3) (@™ — 2" b (Gt F Gy o G ) (2T ™)
+(an+l + Ap+2 + -+ an+m)xn+m| ==

= |(1 - x)[an+1xn+1 + (anJrl + an+2)$n+2 + (an+1 + apy2 + an+3)x"+3 4+ 4
+(@n41 + anp2 + - + an+m—1)xn+m71] + (ant1 + ang2 + - + an+m)x"+m| <

< (1 o x)s(xn+1 + $n+2 + xn+3 N l,nerfl) +{_:xn+m _

-1
€ n+1 1- xn+m € n+m € n+1 2n+m n+m n+1
"+ —x = (""" —x +x <ex < €.

2 11—z 2 2( ) <

Tedy pro kazdé x € [0,1] je |anp12"T + @pi22™ 2 + - + apima™ ™| < &, coz podle 8.6.10 znamena, ze
fada funkci ) a,z" konverguje stejnomérné na [0, 1].

Tteti tvrzeni lze dokazat analogicky. [

= (1-2)
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8.8.8 Vd&ta (Abel [1802 — 1829])

Necht mocninnd fada y  a,2™ ma polomér konvergence r. Pak soucet s této fady je funkce spojita na intervalu

(77’5 T’) .
Necht 0 < r < co afada Y a,r™ (resp. fada Y a,(—7)") je konvergentni. Pak soucet s fady > anz™ je funkce
zleva spojitd v bodé r (resp. zprava spojitd v bods —r).

D.: Véta plyne z 8.8.7, 8.7.7 a 8.7.8.

8.8.9 Poznamky

o0
1. Necht mocninnd fada Y a,z™ mé polomér konvergence r. Pak fada
n=0

n=1

ma také polomér konvergence r. (sr. 8.7.9)

D.: limsup 1/ = lim sup U hmsup Yl =1-r=r0
n—oo n—oo

2. Nechf mocninna fada Z anz™ ma polomeér konvergence r. Pak rada
n=0

oo o /
Z(n + Dagppiz™ Z napx"” " = <Z anx">
n=0

n=0
mé také polomér konvergence r. (sr. 8.7.11)

3. Necht mocninna fada Y a,2™ mé polomér konvergence r. Pak soucet s(z) této fady mé na (—r,r) derivace
v8ech tadt, pfiCemz k-tou derivaci obdrzime k-nasobnym derivovanim této fady ,Clen po ¢lenu* a vznikla
mocninnd fada ma opét polomér konvergence r.

8.8.10 Priklad

x

€T d x 50
arctg(x) = /&arctgtdt = /1+t2 = /Z nM2rdt =
J -

0

(=}

x

oo o0 t2n+1 x 0 1.2n+1
= 1" [ 2ndt = —1)" = _1)»
S fema = S s ] = S
n=0 0 n=0 n=0
T = arctgl = i(—l)" ! = 7T:4i(—
4 = 2n+1 =
499999
4 Z = 3.141590653589793240462643383269502884197
2n+1

(Podtrzenim jsou vyznadeny nespravné cifry; jsou ¢tyfi na prvnich ¢tyficeti desetinnych mistech.)

8.8.11 Definice

Bud f funkce, kterd mé& v bodé xg € R derivace vSech fadu. Taylorovou Tfadou funkce f v bodé xy rozumime
mocninnou fadu

f'(wo)
1!

f" (o)
2!

f/// (l,o)

(JU — 1‘0)2 + 2

0 (1) (g
f($0)+ ($—$0)3+"' — Z%fn('o)(x_xo)n

Specielné pro x¢ = 0 mluvime o Maclaurinové tadé.
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8.8.12 Véta

Necht funkce f ma v bodé xg € R derivace v8ech fadu. Jeji Taylorova fada konverguje na né&jakém intervalu J
obsahujicim bod x( k funkci f pravé tehdy, kdyz pro posloupnost jejich Taylorovych zbytkad plati lim R, = 0.
n—oo

D.: Vyuzijeme vétu 2.4.8 a oznadeni v ni pouzivané. Pro posloupnost {s,} ¢asteénych souétt Taylorovy fady
plati s, (z) =T, (z) = f(z) — R,. O

8.8.13 Véta

o0

Necht mocninnd fada > a,(z — z¢)
n=0

souctu f v konvergenénim intervalu (£ (zg) = a,n!).

"™ ma polomér konvergence r. Pak je tato fada Taylorovou fadou svého

D.: Analogicky jako 2.4.5. 0

8.8.14 Definice

Funkce f se nazyva analytickd v bodé xo € R, jestlize existuje okoli O(zg) bodu zy takové, Ze na ném lze f

o0
vyjadiit jako soucet mocninné fady. T.j. pro z € O(xo) plati f(z) = > an(z — z)".

Funkce f se nazyva analytickd na otevieném intervalu J, je-li analyticfiaﬂ v kazdém z € J.

Je-li funkce f analytickd, jeji vyjadfeni mocninou fadou (rozvoj do mocninné fady) je Taylorovou fadou.
Zejména analytickd funkce f ma derivace vSech rad.

Opacné tvrzeni neplati. Funkce, kterd mé derivace vSech fadd nemusi byt analyticka.
e Il x40
0, =0

fada 0 + 0z + 022 + 02 + - -+ m4 na intervalu (—oo, o) soucet 0, a pfitom f(z) > 0 pro x # 0, coz znamena,
ze funkce f neni v bodé 0 analyticka.

Piiklad: Funkce f(z) = ma v bodé 0 derivace vSech fadd rovny 0, tedy jeji Maclaurinova

1
D.: Jeliz > 0, pak f(x) = e~ 1/z () = — —1/17
T
2 1
fla)=——e "+ e /" =P

T

1
x x)
" / 1 1 —1/’1‘ —1/’1‘ 1 —1/x :
" =P ~ 2 + P2 T=P - e /% kde P35 je polynom, atd.

lir{)l fM)(z) = lim P, < ) —1/% = lim P,(t)e"'/* =0.
r—04

z—04 x t—o0

e~1/% kde P, je polynom,

1
Je-li z < 0, pak f(z) =e'/*, f'(z) = f—e =1 <) e'/% kde Q1 je polynom,
x?

2 1 1
f(z) = ﬁel/w + ?el/w =Q3 (x) e'/* kde Q5 je polynom, atd.

1
1 (n) = li — l/x: 1 — -t =
i S0 = g @0 () = Jim @u-e =0

Celkem tedy je f(™(0) = lin%) fM(z)=0.0
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8.8.15 Maclaurinovy rady nékterych elementarnich funkci

0o g
1Loer=3 = =
e nz::O g r =00
00 x2n+1
: _ _1\n _
2. sinz = nZ::O( 1) Gnr 1l =00
00 x2n
3. = 1) =
cosx nz()( ) o) r =00
0o "
4. In(l+z)= > (-1)"t— r=1, ze€(-11]
n=1 n
5. (14+x)~ E(Z)x”, r=1, xze€(-1,1)
n=0
00 x2n+1
6. arctgz = nZ::O(—l)”m, r=1, ze€[-1,1]

Sr. 2.4.7 a 8.8.10.

8.8.16 Aplikace mocninnych rad
1. Vypocet funkénich hodnot

2. Vypocet limit

3. Vypocet derivaci

4. Vypocet urcitych i neurcitych integrala

5. Sumace ¢iselnych rad

6. Vypocet obecného ¢lenu posloupnosti zadané rekurentné

7. ReSeni pocatecnich tloh pro obycejné diferencidlni rovnice

8.9 Cviceni

Najdéte soucty rad
) is+ss+ss+5+ D i+s+tstatstat o

3) §+§+ﬁ+?51+%+"' 4) 1+ qcosa + q?cos2a + ¢® cos3a + . ...
Rozhodnéte o konvergenci fad

= n = 3 3 n!
5) n; \/7% 6) n; 000 T 7) n; T 2 = n
. o0 _ n(n—1) S -
9) > % 10) 3 (351) ) X w12 Z (14 52)

13) Dokazte, ze fada prevracenych hodnot ¢lenti aritmetické posloupnostl diverguje.
Rozhodnéte o konvergenci a absolutni konvergenci tad

W) F G 19 S Ay 1 X me o m

n=1

(?}Bn je fada divergentni.

118

17) UkaZte, Ze druha mocnina (chapana jako Cauchyiv soucin) konvergentni fady

n=1

Najdéte obory konvergence a absolutni konvergence fad funkci

x " (—1)"+?
18) Zl i 19) z_jlm 20) Z s
21) 3 % 22) 3. v 23) Zl (2t
= .92n " n T n K In z"
24) 21 n2—a"(1—x) 25) Zom (m) 26) Z (1+ )
n= n= :
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Rozhodnete zda uvedené rady konvergujl na daném intervalu stejnomérné

) X G (22 W) R deieo et 53 20) X 5t L)

n=0

NaJdete polomeéry konvergence mocmnnych fad

30) z v (a>1) 31) S S (a>0,b>0) 32) 3 (znﬂ)" 2n

n=1? n=0 n=0
N aJdete obory konvergence mocninnych rad
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36) 1+z;2m2 37) 1—z— z2 38) lfzi:ﬂ
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n=1 n=0

nacciho posloupnost 1,1,2,3,5,8,13,21,..., a,, = ap—1 + an_2, |z| < @ 38) Z (cos )", |z| < 1

= n n n z2"
39)} 55 (n+ 00 ) o o] < 1 40) 55 BB [o] < 141) 55 (-1 i ] < 1
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Kapitola 9

Fourierovy rady

9.1 Hilbertuv prostor

9.1.1 Definice

Bud V redlny vektorovy prostor a ( . ‘ . ) : V xV — R zobrazeni, které pro vSechna u,v,w € V spliiuje
podminky:

(Ul) u#0=(u|u)>0,
(wlo)=(v]u),

(au|v)=a(ul|v),

U

(U2

(U3
U

)
)
)
O8) (utvlw)=(ulw)+(v]w)

Zobrazeni ( . ‘ . ) se nazyva skalarni (nebo téz vnitini) soucin vektori.

9.1.2 Poznamky
Lu=0&(ulu)=0
D.: Je-li u =0 pak u = Ov pro libovolny vektor v € V a tedy podle (U3) je
(u‘u):(Ov‘u):O(v‘u)zO
Je-1i ( u ‘ U ) = 0, podle (U1l) nemtze byt u # 0. O
2. (u‘av):a(u‘v)

D.: (u‘av):(av‘u):a(v‘u):a(u‘v)
Prvni rovnost plyne z (U2), druhd z (U3) a tfeti opét z (U2). O

3 (ulvtw)=(ulv)+(ulw)

D.: (u‘v+w):(v+w‘u):(v‘u)—|—(w‘u)

(v )+ (u]w)
Prvni rovnost plyne z (U2), druhd z (U4) a tfeti opét z (U2). O

9.1.3 Véta (Cauchyova [1789 — 1857] - Bunjakovského [1804 — 1889] - Schwarzova
[1843 — 1921] nerovnost)

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . ‘ . ) Pak pro vSechna u,v € V plati

[(ulo)] <y/(ulu)(o]v).

pficemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz vektory u, v jsou linedrné zavislé.

247



D.: Necht ( U ‘ v ) # 0. Pro kazdé o € R podle (U1), 9.1.2.1 a pravidel pro pocitani se skaldrnim soucinem
plati
Og(au—i—v‘au—l—v):aQ(u‘u)—i—Qa(u‘v)—i—(v‘v),
coz znamend, ze kvadratickd rovnice s neznamou «

(u‘u)a2+2(u‘v)a+(v‘v):0 (9.1)

mé nejvyse jeden redlny koren, tedy 4 ( u | v )2 —4(u|u)(v|v) <0, nebot koeficient u o? je
kladny. Odtud plyne dokazovana nerovnost.

Ukézeme, Ze jsou-li vektory u, v lineadrné zévislé, nastane ve Schwarzové nerovnosti rovnost. Nechf tedy
v = fu, pak

(ulo)l = 18(ulu)l =8 (ulu)(ulu)=y/(ulu)(pu|pu) =
= J(ulu)(v]|v).

Nakonec ukézeme, Ze nastava-1i ve Schwarzové nerovnosti rovnost, jsou vektory u, v linedrné zavislé. Necht
2
tedy(u‘v) :(u‘u)(v‘v)
(o)

Je-li ((w|u ) #0, mé rovnice (9.1) kofen o = —

a pro takové a je ( au+v | au+v ) =0,

coz podle 9.1.2.1 znamen4, ze au + v = 0, neboli v = —au.
Je-li ( U ‘ U ) =0, je tvrzeni trividlni. O
9.1.4 Véta
Bud V reédlny vektorovy prostor se skalarnim souéinem ( . ‘ - ) Pro u € V polozme |ul| = ( U ‘ U ) Pak pro

vsechna u,v € V, a € R plati
(N1) u#0< |u| >0,
(N2) feu] = [af [ul,
(N3) fu+ o] < fu] + o]
D.: Jediné netrividlni tvrzeni je (N3). S vyuzitim 9.1.3 dostaneme:
lu+o)® = (utv|utv) = (u|lu)+2(ulv)+(v|v) =
[l +20 Cu v ) [+ 1ol < Jl® +2y/Culw ) Colv )+ 1ol = (ul+D?

O

Cauchyovu - Bunjakovského - Schwarzovu nerovnost 1ze zapsat:

[(ufo)<lullvl nebo (ulov)®<|ul? ol

9.1.5 Definice

Bud V reélny vektorovy prostor a ||-| : V' — R zobrazeni, které pro vSechna u,v € V, a € R spliiuje podminky
(N1), (N2), (N3) z 9.1.4. Pak |-| se nazyva norma (na vektorovém prostoru V).

9.1.6 Véta

Bud V redlny vektorovy prostor s normou ||-||. Definujme zobrazeni p : V x V' — R pfedpisem p(u,v) = |u — v|.
Pak p je metrika na V.

D.: Axiomy totoZnosti a symetrie jsou zfejmé. Trojuhelnikova nerovnost plyne z (N3):
plu,w) = u—w| =fu—-v+v—w| < |u—-2v|+v—-w|=puv)+p(v,w). O

Je-li V realny vektorovy prostor se skalarnim soudinem ( . ‘ . ), budeme V uvazovat soucasné s normou
zavedenou v 9.1.4 a s metrikou zavedenou v 9.1.6.

248



9.1.7 Véta

Bud V reédlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem ( . ‘ . ), pak zobrazeni ( . ‘ . ) : V xV — R je spojité.

D.: NaV x V zavedeme metriku ps predpisem pa((uy,v1), (u2,vs)) :\/Hul —ug|® + o1 — va>.
Pro vSechny dvojice (u1,v1), (ug,v2) € V x V plati

lur — ua| < p2((u1,v1), (uz,v2)), v —v2| < pa(ur,v1), (uz,v2)) .

Bud (ug,vg) € V x V libovolna dvojice a € > 0 libovolné ¢islo. Polozme

2
v (ol + Twol)? + 22 = Juo| — ol
2 .

Pak § > 0 a 62 + (Juo] + |vo]) 6 = g

Bud dale (u1,v1) € V x V libovolna dvojice takova, ze pa((u1,v1), (ug,vo)) < 0. Pak s vyuZitim 9.1.3
dostaneme

|(u1‘v1)—(uo‘vo)| |(U1—U0‘U1—Uo)+(U0‘U1—Uo)+(u1—uo‘vo)| <

< J(uwr—uo|vi—vo )|+ |(uo|vi—vo )[+](ur—uo|ve )| <
< Jlur = uol Jor — voll + uol |vr — voll + fvoll [ur — uoll <
€
< 52+||u0|\5+||vo||5:§ < e,
coZ znamena, ze zobrazeni ( . ‘ : ) je spojité v (ug,vg). Ponévadz (ug,vo) byla libovolna dvojice z V x V|

je toto zobrazeni spojité na V x V. [J

9.1.8 Dausledek

Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soudinem ( . ‘ . ) a {v,}29 posloupnost vektorit takova, ze
lim v, =v. Pak lim |v,| = |v| a pro libovolny vektor u € V plati lim (v, |u )= (v |u ).
n—oo n—oo n—oo

D.: Plynez 4.5.3. O

9.1.9 Definice

Bud V reélny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem ( : ‘ : ) Rekneme, Ze vektory u,v € V jsou ortogondlni
a piSeme ulv, jestlize u #0 # v a ( U ‘ v ) =0.

Rekneme, ze mnozina S C V je ortogondlni, jestlize pro kazdé dva rizné vektory u,v € S je ulv. Jestlize navic
pro kazdy vektor u € S plati |u| = 1, nazyva se mnozina S ortonormdlni.

. . . . 1 .
Je-li mnozina S ortogonalni, je mnozina {|”u :u € S ¢ zfejmé ortonormalni.
U

Oznaéeni: Je-li V vektorovy prostor a S C V', pak podprostor generovany mnozinou S (linedrni obal mnoZiny

S, mnozinu vSech linedrnich kombinaci vektort z S) ozna¢ime Lin(S).
Mohutnost mnoziny M oznacime card M.

9.1.10 Véta (Gramova [1850-1916] - Schmidtova [1876—-1959] ortogonalizace)

Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soudinem ( . ‘ . ) a S C V konetna nebo spocetné linedrné
nezévisld mnozina. Pak existuje ortonormalni mnozina R C V takov4, ze Lin(S) = Lin(R) a card S = card R.
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D.: Necht S = {uy,us,...}. Definujme vektory x1,2s,... a uy,us,... takto:

1
1 = Uy V1 = 7”331”%1
1
za=uy— (uz | v1 ) v2 =
2
k . 1
Tpg1 = U1 — 2 ( Upgr | 05 ) v Vkt1 = ——Tht1
i=1 Hﬂfk+1\|

Tento postup kondéi, je-li mnozina S koneéné vycerpanim vSech jejich prvka. Jinak muzeme neomezené

pokracovat. Polozime R = {vy,vs,...}. ZFejmé je card S = card R.

Uplnou indukei ovéiime, Ze vektor v, je linedrni kombinaci vektortt w1, us, . .., u, a naopak, vektor u,, je
linedrni kombinaci vektort vy, va, ..., v,. Tedy Lin(S) = Lin(R).

Je-li mnozina {x1,xs,...,x} ortogonalni, tak pro kazdé j € {1,2,... k} plati

i=1

k
(o les) = (=3 (o [ )

)) -

= (“k+1\xa‘)— (uk+1\vi)(vi\%‘) =

-

i=1

E

1
= () =3 (o |0 ) =g (1] 2y ) -
i=1 |l
= (uk+1‘$]‘ )_(UkJr]_‘x]‘ ) = 0.
Tedy xpi1lz; pro kazdé j € {1,2,...,n}, coz znamend, ze mnozina {z1,Zs,...,Zk, Try1} je ortogo-

néalni. Z principu matematické indukce plyne, Ze mnozZina {z1, 2, ...} je ortogonalni a tedy mnoZina R je
ortonormalni. []

9.1.11 Poznamka

Bud V redlny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . ‘ ) {un}n 1 posloupnost vektorid z V. Pro kazdé
n € N polozme s, = Z u;. Rekneme, Ze nekonecnd vada vektord Z u, konverguje k vektoru s a piSeme
i=1 n=1

s

u, = S, jestlize lim s, = s v prostoru s metrikou zavedenou v 9.1.4.
n—oo

9.1.12 Véta

Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem ( . ‘ . ), {u,}22; ortonormélni posloupnost vektoru
z V a {7,}52, posloupnost redlnych ¢isel.

o0 oo
e Je-li prostor V tplny a ¢iselnd fada . 42 konverguje, pak také fada vektortt Y. v,u, konverguje.
n=1 n=1

o0 o0
e Jestlize fada vektortt > v, u, konverguje k vektoru v € V, pak ¢iselna fada Y +2 konverguje a pro kazdé
n=1 n=1
neNplatifyn:( v ‘ U, )

n
D.: Oznalme s, = > Yrug.
k=1

oo
Necht V je aplny a . 42 konverguje. Bud € > 0 libovolné. Podle 8.1.4 existuje ng € N takové, Ze pro

n=1
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n+m

>

n >ng, me N je <e.Pron>ng, p>ng, p>njetedy

k=n-+1
p 2 p p
sy —sal® = | S | = ( S | B wk) _
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
p p p
= > > wulwly) = Y R <e
k=n+1j=n+1 k=n-+1

coz znamend, ze posloupnost {s,}52; je cauchyovskd a protoze je V tplnyg, je tato posloupnost konver-
gentni.
o0 o0
Necht Y y,u, = v € V. Kdyby Y. 42 = oo, pak by z analogického vypoctu jako v piedchozim kroku
n=1 n=1
vyplynulo, Ze posloupnost {s,}52; by nebyla cauchyovska, coz by byl spor s jeji pfedpoklddanou konver-
genci.
S vyuzitim 9.1.8 dostaneme

n— o0

n n
(v]u ) = lim (Z:l%'ui Ug, ) = nh_{I;OZ%( up |up ) = nhjgo% = Yk -

i=1

9.1.13 Definice

Bud V realny vektorovy prostor se skaldrnim soudinem ( . ‘ . ), {u,}22; ortonormélni posloupnost vektoru
zVaveV. Cislavy, = ( v ‘ Up, ) se nazyvajl Fourierovy koeficienty vektoru v vzhledem k ortonormdlni

o0
posloupnosti {u, }52; atada > v, u, se nazyva Fourierova fada vektoru v vzhledem k ortonormdlni posloupnosti
n=1

{Un}%o=1'

9.1.14 Véta

Bud V reélny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem ( . ‘ . ), {un }52; ortonormalni posloupnost vektorti z V,
v €V, {v}52, posloupnost Fourierovych koeficienti vektoru v vzhledem k posloupnosti {u,}32; a {6,}52,
libovolna posloupnost realnych ¢isel. Pak pro kazdé n € N plati nerovnost

n n
o= v < o= B
i=1 i=1
(mezi vSemi linedrnimi kombinacemi vektori uy, usg, .. ., u, ma od vektoru v nejmensi vzdalenost ta, jejiz koefi-

cienty jsou Fourierovymi koeficienty vektoru v) a

2 n
2
= || =)
=1

n
U= E Vilhi
i=1

(Besselova identita).
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D.: Dokazovana nerovnost i Besselova identita plynou z rovnosti

" 2
Che Z Biwi
i=1

I
=

[\~

!
N
E?J
E

Zﬁz ’U‘Uz +22ﬁ1ﬁ] ul‘u] ) =

=1 =1 j5=1

||U||2—225i%+25¢2 = ||U||2+Z(ﬂi2—2ﬁi%') =

Jol® +Z P=qf) = ol Z% +Z

O

9.1.15 Dusledek (Besselova [1784 — 1846] nerovnost)

Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem ( . ‘ ) {u,}22; ortonormélni posloupnost vektoru
zV,v eV, {7,}22, posloupnost Fourierovych koeficientii vektoru v vzhledem k posloupnosti {u,}22 . Pak

plati
n
2
> < el
i=1

Z Besselovy nerovnosti a z 9.1.12 plyne, Ze v Gplném prostoru Fourierova fada libovolného vektoru konverguje.

9.1.16 Véta

Bud V reélny vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem ( . ‘ . ), ktery je tplny, {u,}>2 ; ortonorméalni posloup-

(o)
nost vektort z V a v € V. Fourierova fada Y v,u, vektoru v vzhledem k {u,}22; konverguje k vektoru v
n=1

pravé tehdy, kdyz plati
o0
2
o= lvl
n=1

(Parsevalova rovnost).

D.: Podle 9.1.8 a 9.1.14 plati

%)
v = E TnUn
n=1

2 n

v Z%‘Uz‘

i=1

2 n o
. 2 2
~ i (m —zﬁ) N
i=1 n=1

= lim
O

9.1.17 Definice

Reélny vektorovy prostor, ktery je Uplny a v némz existuje nekonec¢na ortonormalni podmnozina se nazyva
Hilbertuv prostor.

9.1.18 Priklad

[ee]
Necht ¢? je mnozina posloupnosti {c;}2°; takovych, ze fada Y a? konverguje.

i=1
(o)

Jsou-li {;}82,,{3:}22, € €% pak fada > «;3; konverguje absolutné.
i=1
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D.: |a;6;| < max{a?, %}
k k k =) 00
> max{af,f7} < 3T o+ 3 B < X af + 30 57 < oo
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
o0
Rada s nezépornymi ¢leny Y max{a?, 3?2} ma ohrani¢enou posloupnost ¢dstecnych soudéti. Podle 8.2.1
i=1
o0
tato fada konverguje, takze podle 8.2.4 konverguje i fada Y |a;0;|. O
i=1
02 tvoii redlny vektorovy prostor a lze snadno ovéfit, ze zobrazeni ( . ‘ . ) 1 2 x 2 — R definované pro

(oo}
u={a;}32 € 0% v={B;}2, € (* piedpisem ( u | v ) =3 a;f; je skalarni soucin.

i=1
0, i#J oo . .
1 Z 7&] Pak zfejmé pro kazdé n € N je e, € (2, |en| = 1,
y =1
(en|em )=0pron+#m. Tedy {e,}32, je ortonormalni posloupnost v ¢2,
Bud u = {a;}22, € ¢? libovolny vektor. Fourierovy koeficienty tohoto vektoru vzhledem k {e, }2°; jsou

Polozme Ep = {57”}1021, kde 5ij = {

Tn = u‘en g Qi0pi = Oy -

Dale

n
u — E ;€e;

i=1

n
u— Yy ae; ) =
i=1

lim
n—oo

= lim u‘u —250[2 u‘eL +E Eaaj ez‘ej) =
n—oo
=1 j=1
(oo} n n
= lim E a?—2§ af—&—g a? | = lim g a? =0,
n—oo n—oo
i=1 i=1 i=1 i=n+1

takze Fourierova fada libovolného vektoru u € ¢? konverguje k .

9.2 Prostor £*(a,b)

Necht a,b € R*, a < b.
Symbolem C?(a, b) ozna¢ime mnozinu vsech funkci f spojitych na intervalu (a,b), pro néz f ))2dz < oco.
Jsou-li a,b € R a lim+ f(z) e R, lirlI)1 f(z) € R, je nerovnost trividlni. V opa¢ném piipadé rlka, 7e prislusny
r—a rT—0—

nevlastni integral konverguje.

9.2.1 Poznamky
b b
1. Jsouwli f,g € C%(a,b), pak [|f(z)g(z)|dz < 00 a —c0 < [ f(x)g(x)dz < occ.

D.: Necht uvazované integraly jsou nevlastni. (V opacném piipadé by tvrzeni bylo trividlni.)

b

b b b
/ F@)g(x)ldz < / max{(f(2))2, (g(x))*}dz < / (f(2))de + / (9())*dz < oo

a

Druhé nerovnost plyne z 3.5.8. [J

2. Jsou-li f,g € C%(a,b), pak také f + g € C?(a,b) a pro kazdé a € R je af € C?(a,b).
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b

/ d:c+2/f dm+/(())2dx§

b

/( dx+2/f dx+/(g( )2dz <

a
b

/ dx+2/\f |dx+/(())2dx < oo,

a

(f(2) + g(x))*dz

Se—
IN

IN

/b(af(ai))de = a2/b(f(x))2dx < 0.

O

3. C?(a,b) tvoii redlny vektorovy prostor, nulovym vektorem je funkce f = 0. (Budeme ji znadit 0.)

D.: Plyne bezprostiedné z predchoziho tvrzeni. [

b
4. Zobrazeni ® : C*(a,b) x C*(a,b) — R dané piedpisem ®(f,g) = [ f(z)g(x)dz je skaldrnim soucinem.
D.: Nejprve poznamenejme, ze zobrazeni ® je podle 1. definovano korektné.
Oveéfime platnost podminky (U1):
Necht f # 0. Pak existuje xg € (a,b) takové, Ze f(xo) # 0 a ze spojitosti funkce f plyne existence
okoli O(xg) = (w9 — 6,29 +9) C (a,b) bodu zq takového, ze (f(z¢))? > € > 0 pro viechna z € O(xzy).

zo+0
Podle 3.3.1 je [ (f(z))?dz > 22§ a tedy
93076
b xo—0 o+
O(f,f)=[(f(x)?dz = [ (f(x))*dz+ f z))?dz + f z))%dx > 0+ 2e5 + 0 > 0.
a a zo—8 zo+6

Platnost podminek (U2) — (U4) je zfejma. O

< \/f de\/f ))2dx .

D.: Plyne z pfedchoziho tvrzeni a z 9.1.3. I

5. Jsou-li f,g € C%(a,b), pak ff( x)dz

9.2.2 Definice

Bud f funkce definovand na intervalu (a, b).

Rekneme, ze funkce f je po cdstech spojitd, je-li mnozina jejich bodi nespojitosti kone¢na.

Rekneme, Ze funkce f je po cdstech monotonnd, existuji-li ¢isla zg, x1, ..., T, € R* takova, Ze

a=129 <z <+ <Tp_1<x,=D>ba funkce f je monotonni na kazdém z intervaltl (z;_1,2;), 1 =1,2,...,n

Symbolem EQ(a, b) ozna¢ime mnozinu vSech po ¢astech spojitych funkci f definovanych na intervalu (a,bd),

pro néz f ))2dx < oo.

Pro kazdou funkei f € £2(a,b) oznaéime symbolem N(f) mnozinu jejich bodt nespojitosti.

9.2.3 Poznamky

B b
1. Na mnoziné £?(a,b) definujme relaci ~ piedpisem: f ~ g < [(f(z) — g(x))?dz = 0. Pak ~ je relact

ekvivalence na mnoziné £2(a, b).

254



D.: Reflexivita a symetrie jsou ziejmé.
Necht f ~ g, g ~ h. Budte zg,x1,...,7, € R* takovd, ze a = 29 < 71 < - < Tp_1 < T, = b a
N(f)UN(g) UN(h) C {xo,21,...,2,}. Pak kazd4d z funkci f, g, h je spojitd v kazdém intervalu

(xi-1,x;) a plat fl (f(z) — g(x))*dz = ? (9(z) — h(x))?dx =0, i =1,2,...,n

XTj—1 Tj—1

S vyuzitim 9.2.1.5 dostaneme

o
IA
—
~
—~
&
|
>
—~
8
N—
N—
[\v]
o,
8
I
—
=
—~
153
N—
|
<«
—
8
N—
_l’_
<«
—
=
N—
|
=
8
N—
N—
[\v]
o,
8
Il

RO / () = g(a)) (&) — )z +0 <

IN

22

x

o
zzl 7 x))Qdm\l 7(g(w)—h(x))2dx = 0.

b
takze [(f(z)— h(z))?dz =0, coz znamena f ~ h. OJ

IA

_ b
2. Jsowli f, g, f1,01 € L2(a,b) aplati f ~ f1, g ~ g1, pak —oco < [ f(z)g(z)dz = [ fi(2)g1(z)dz < oo.

D.: Budte zg,21,...,z, € R* takovd, Zea =29 <21 < -+ < Tp_1 < Tp =Dba
N(f)UN()UN(fl)UN(Ql)C{zo,ml,u T}
Pak ff z)dr = Z f f(x)g(z)dz a f,g € C*(x;—1,2;) pro kazdé i = 1,2,...,n. Z 9.2.1.1 tedy

i=1a;_1
b
plyne —co < [ f(z)g(z)dz < cc.

Dale podle 9.2.1.2 f, g1, f=f1,9—g1 € C*(xi—1,x5) a [ (f(z)—fi(x))?dz = [ (9(z)—gi(z))*dz =0
pro kazdé i = 1,2,...,n. S vyuZzitim 9.2.1.5 dostangrlié s
b . .
0 < /f@m@mx_/ / ontends| =

b
/ (f(@)g(@) — F@)an(@) + F(2)gr(x) — fi(2)gr())de

b
/f(l‘)(g(x) — g1(x))dz + /(f(x) — f1(2))g1(z)dz

b

/ (@) — fi(2))r (2)dz

<
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= 13 [ @)@ - a@is|+ |3 [ (@) - Aol <
= 3| [ 1@ - at@de] + 30| [ (@) - A <

Odtud plyne rovnost mezi integraly. O

3. Jsou-li f1,91, f2,92 € EQ(a,b) takové, ze f1 ~ fa, g1 ~go aa € R, pak f1 +g1 ~ fo+ g2 a af; ~ afs.

D.: 0= fb(fl(m) — fa(2))?dx = jlz((fl(x) — fa(x)) — 0)2dx, takze f; — fo ~ 0. Podle predchoziho je

jlz(f1($) — f2(2))(91(2) — go(w))dz = fbo(gl(ﬂf) — g2(z))dz = 0, tedy

a

b b
/ (F1(@) + 91(2)) — (fale) + ga(@)))Pdz = / (Fu(@) — Fal@)) + (92(x) — ga(a)))Pdz =

b

b b
- / (f1(x) — fola))?de +2 / (h1(@) — o)) (02(x) — gal))dz + / (61(2) — g2(2))dz = 0.

a

Dale
b b
/(afl(x) —afy(z))?dr = o? /(fl(a:) — fa(z))?dz = 0.

O

Pro kazdé f € L£2(a,b) polozme (f) = {h € L2(a,b) : f ~ h}. Neboli: mnoziny (f) jsou t¥idy rozkladu
mnoziny £2(a,b) podle ekvivalence ~, (f) € £2(a,b)/ ~; (f) = (g9) & f ~g.

Oznac¢me L2(a,b) = L?(a,b)/ ~ .

Dale pro (f), (g) € £L*(a,b), a € R klademe

(f)+49) = {(fi+ag) (soucet)
of) = (af) (n4sobeni skaldrem)

pricemz f1 € (f), g1 € (g). Podle 9.2.3.3 soucet ani ndsobeni skaldrem nezavisi na vybéru representantt f1, g1.
Mnozina £2(a, b) tvoii redlny vektorovy prostor. Jeho nulovym prvkem (0) je tiida obsahujici funkci f = 0.
Zobrazeni (- | - ) : £%(a,b) x L*(a,b) — R definované pro (f), (g) € £L(a,b) predpisem

b
()= / (@)1 (@)de,

kde f1 € (f), g1 € (g), nezavisi podle 9.2.3.2 na vybéru representanti fi, g;.
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Necht f; € (f). Pak plati
b

(D )Z/(f1(a7))2da: >0,

b
(0 145)=0 = [(i@)de=0 = fin0= 0 ()= (1) =0,

Je tedy splnéna podminka (U1) z 9.1.1. Platnost podminek (U2) — (U4) je zfejma. Zobrazeni ( - | - ) je skalarnim

souc¢inem na £2(a,b).

_ 'V dalsim budeme pro zjednoduSeni zapisu prvky mmnoziny L2(a,b) znadit stejné jako funkce z mmoziny
L2(a,b). (Ti{dy rozkladu ztotozilujeme s representanty.)
Vzdélenost dvou funkei f, g v prostoru £2(a,b) je

b

I — gl = / (f(z) - gla))2da

a

a nazyva se stredni odchylka funkci f, g
Konvergence posloupnosti funkci v prostoru £2(a,b) se nazyva konvergence (posloupnosti funkci) podle

stredu.

9.3 Fourierovy rady vzhledem k trigonometrickému systému

Uvazujme prostor £2(—m,7) a posloupnost funkci
{1, cos z,sinx, cos 2z, sin 2z, . .., cos nx, sinnz, . .. }.

Plati

™

(1\1):/@:277,

—T

9 1+ cos2nx 1 sin2nz]”
( cosnx ‘ cos N ) = cos“nxdxr = ——dz = |-+ =,
2 2 an |
[ [1-cos2 1 sin2na]”
( sinnx ‘ sinnx ) = sin® nzdz = ﬂdx T i =,
2 2 an |
g . -
( 1 ‘ oS nT ) = /cosnxdm = {nsmmﬁ} = 0,
. [ 1 g 1
(1|sinnz ) = [ sinnadz = |—=cosna = ——((-)"=(-D™) = o0,
n . n
. [ 17 .
( sinnz | cosmz ) = [ sinnzcosmadr = 5 (sin(n + m)x + sin(n — m)z)de = 0.

Odtud plyne, Ze uvazovand posloupnost funkci je ortogonalni v prostoru £2(—, ) a tedy posloupnost funkci

1 1 1 }
cosz, sin x, cos 2z, sin 2z, . cosnx, —sinnx, . ..
{, oL f f \f \f \/7? NS
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je ortonormalni posloupnosti funkci v prostoru £2(—, 7). Tato posloupnost se nazyva trigonometricky systém
funkct.

Je-li f € L2(—m, ), pak Fourierova fada této funkce vzhledem ke zminéné ortonormélni posloupnosti je

1 ad COS NI sin nx
ayg — + E oy —— + O ——— |,
°Vor n_1< tT B VT )
kde

K

Qg = \/%_/f(x)dx, a, = \;E_/f(x)cosnxdx, By = %/f(m)sinmcdax n=123,....

—Tr

Tuto fadu lze zapsat v prehlednéjsim tvaru

oo
% + Z(an cos nx + by, sinnzx) ,
n=1
kde
™ ™
1 1
an = f/f(x)cosnxdx, n=20,1,2... b, = f/f(x)sinnacdm, n=12....
0 0
—r -7

7 9.1.16 a 8.3.13 plyne

9.3.1 Véta

Bud f € £?(—m, 7). Fourierova fada funkce f vzhledem k trigonometrickému systému konverguje k funkci f
podle stfedu (v metrice prostoru £2(—n, 7)) pravé tehdy, kdy#

2 o0 (o9}

Qa

St an+y b= 1P
n=1 n=1

Z 9.1.4 a 8.1.5 plyne

9.3.2 Véta

Necht f € L2(—m,7) a ag,a1,as,...,b1,ba, ... jsou Fourierovy koeficienty této funkce vzhledem k trigonomet-
rickému systému. Pak lim a, = lim b, = 0.
n—oo n—oo

9.3.3 Vé&ta (Dirichlet [1805 — 1859))

Nechf funkce f je ohranicend, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni na intervalu [—7, 71]. Pak jeji Fourierova
fada vzhledem k trigonometrickému systému bodové konverguje na intervalu [—m, 7] k funkci f, pFi¢emz

f(x), x € (—m,m), fjespojitd v x
f(x) = % (tlim f(t)+ tlim+ f(ﬂ) ) x € (—m,m), f nenispojitd v x
% (tli§r+f(t) + tEITIrl_ f(t)) , ze{-mm}

D.: Viz V. Novak, Nekonec¢né rady.
Poznamenejme jen, ze podle 1.6.15 piislusné jednostranné limity existuji. [
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Ziejmé f ~ f, t.j. f = f v prostoru L2(—, 7).

(Bodovy) soucdet Fourierovy fady vzhledem k trigonometrickému systému je 27m-periodickd funkce. Tedy
(bodovy) soucet Fourierovy fady je 2m-periodické rozsifeni funkce, kterd je na intervalu (—m, ) ekvivalentni
(ve smyslu 9.2.3.1) funkei f.

Je-li f € L&(—7, ) sudd funkce, pak b, =0, n =1,2,... a Fourierova fada této funkce vzhledem k trigo-
nometrickému systému ma tvar

ao

foe) ™
2
+Zancosnx kde an:f/f(m)cosna:dm, n=0,1,2,....
2 — s
n= 0

Tato fada se nazyva kosinovd (fada funkce f).
Je-li f € L%(—m,7) lichd funkce, pak a, = 0, n = 0,1,2,... a Fourierova fada této funkce vzhledem
k trigonometrickému systému ma tvar

oo 2 7T
Zansinmc kde b,, = f/f(x) sinnzdx, n=0,1,2,....
™
0

n=1

Tato fada se nazyva sinovd (fada funkce f).

9.3.4 Priklad

Necht f(z) =« pro « € [—m, 7). Je to funkce lich4, proto a, =0, n=0,1,2,....

1/ 17 1 T
b, = f/xsinnmdx = - [—mcosnx} —Q—f/cosnxdx =
T T n I ()
1 1 1 1 . -
= —|-——-mcosnm — —mwcosnm)+ — [sinnz]’ | =
T n n n
2 2
= —— = —Z(=1\)" = 1 n+l1 <
cosnw n( ) (-1) .
Tedy pro z € (—m,7) je
s 1 n+1
T = 22( sin nx
n=1
oy ™.
Zejména pro ¢ = §Je
T = (=Dt oaw 11 e
Z =9 — =201-=-4+=--= =2
2 nz::l ST I=g+5-7+) ;2n+1’

tedy

= (=yn
T = 4; 1’
9.3.5 Véta (Dirichlet [1805 — 1859] - Jordan [1838 — 1922])

Necht funkce f je 2m-periodickd, ohrani¢end, po ¢dstech spojita a po ¢4stech monotonni na intervalu [—m, 7). Je-
li f spojité na intervalu (a,b), pak Fourierova fada funkce f vzhledem k trigonometrickému systému konverguje
stejnomérné k funkci f na kazdém uzavieném podintervalu intervalu (a, b).

D.: Viz V. Novak, Nekoneéné rady.
Poznamenejme jen, Ze interval (a,b) nema zadny vztah k intervalu [—m, «]. O
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9.3.6 Priklad

f(x) = 2% pro x € [-m, 7. S vyuzitim vysledku 9.3.4 dostaneme

x x x
e (71)n+1 ) 0 (71)n+1 )
= 2 [tdt = 2 2 —_— t|dt = 4 —_— tdt =
f(x) / / ( Z ——sinn Z - sinn
0 0 n=1 n=1 0
= (1) = (1)
= 4y L C[—cosnt = 4 0-— =
nz::l p n[ cos nt|y nz::l 3 (cos 0 — cosnx)
B © (_1)n+1 B © (_1)n+1 ° (_1)n+1
= 4ZT(1—COSME) = 4ZT—4 Ty cosna
n=1 n=1 n=1
g & D
(Vypocet je korektni, nebot fada ) 5— (1 — cos nz) konverguje absolutné.)
n=1 n
Soucasné plati
Joe) ™ ™
ag (—1)ntt 1 / 1 9 1, 4 w2
— = 4 =~ 7 @@ = d = — d = — a0 = —
2 nz::l n? or | @z = o Jarde = Gl = 3
Tedy pro = € [—m, 7] je
2 0 n+1
-1
r? = 7;—4;( n)2 COSNT .
Zejména pro r = 7 je
2 s n+1 2 s n+1 2 oo
o _ T (=1 _ (=1 no_ T 1
T = §74Z B} cosnm = 374 n2 (71) = ?4»42?’
n=1 n=1 n=1
z ¢ehoz
— 1
2 _
™ = 6 Zl ol

Mimochodem také vyslo

e n+1
2 _ Z(_l) M

9.3.7 Fourierovy fady funkci z prostoru £%(a,b)

Necht f € £2%(a,b) je ohrani¢end, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni. Polozme

b—a a+b
gt)=f < 5 t+ ; ) Pak g je ohranicend, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni funkce definovana
T

2c —a—b
na intervalu [—m, 7] a plati f(z) =g <xba7r>. Podle 9.3.3 je
—a
g(t) ~ % + ;(an cosnt + B, sinnt), kde
1 [ 1
anp = — [ g(t)cosntdt, n=0,1,2,... Bn = — [ g@)sinnzdt, n=1,2,....
™ T
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20 —a—>b 2 2 b+a

Substituci t = —— , dt = dz a pfi oznaceni p,, = ——nmw, ¥, = ——nn dostaneme
b—a b—a b—a b—a
cosnt = cos(ppT — 1Y) = €OSPpT CoSYy + sinpx sin,
sinnt = sin(p,x — ) = sing,x cos, — cos @, sin, ,
b
2
— g(pnx — V) cos(ppx —p)dx =

b—a

a

b b

2

= 7 (cos Un / f(z) cos ppxda + sinty, / f(z)sinppzdx |
—a

g(pnz — ) sin(ppr —)dr =

&

Il

S

| o
IS
e

Il
>
| | no
Q
—_

b b
cos Yy, / f(z)sinppzdr — siny, / f(z) cos ppxdx

Oznaéme
b
2 2
a, = bia/f(a:)cosbﬁﬂaxdx, n=0,1,2 ...,
¢ 9.2
b (9.2
2 2nmw
by = i dr, n=0,1,2,....
b_a/f(x)smb_azx n
Tedy
2 —a—>b ag > . . .
flx) =g —3—a ") ~ 3 + Z[(an €oS Yy, + by, sin )y, ) (cos ppx cosy, + sin ppx siny,) +
—a
n=1
+(by oSy, — ap sin )y, )(sin ppx cos, — cos ppx sinyy,)] =
o0
- + Z[(cos O cos? 1y, + sin @, sini, cos, —
2 n=1
— sin @,z sin, cosy, + cos e,z sin® 1y, )a, +
(cos ppx sin, cos, + sin p,x sin’ ¥, +
+sin @,z cos? 1, — cos @, sin 1, cos,)b,] =
— % + Zl(an COS P + by sin g, ) .
To znamena, Ze
> 2 2
flz) ~ % + nzzjl (an cos ﬁﬂam + by, sin A Tram) , (9.3)

kde koeficienty a,,, b, jsou ddny vztahy (9.2).
Pro bodovou a stejnomérnou konvergenci fady (9.3) plati véty analogické 9.3.3 a 9.3.5.

9.3.8 Priklad

VVVVV

Tato funkce méa zfejmé periodu 1. Najdeme jeji Fourierovu fadu na intervalu [0, 1].

" //<> o[]S ) ek -
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1

an, = 2 /xcos 2nradr + /(1 —x)cos2nmxdr | =
0 1
2
B 1 . T . 1 !
= 2 —— sin2nwx + il cos 2nmx . + pve sin2nmwx — pve sin2nmwxr — yrm) cos2nmx 1 =
2
1 1 1 0, n sudé
= 2 5 CosSnT — - cos T = -1 -1) =
4n T men? T anine + 4n2m2 7r) n2m? ((=1) ) ——5—5, n liché

by = 2 xsin 2nrrdr + /(1 —z)sin2nmedr | =

1
2

!
(=
(=
!
|
(=

1 1
2 1
= 2 [4112 5 sin2nme — —ZZW cos 2n7rx} . + {sz cos2nmx — ] sin2nmx — o €08 2mr:c} 1) =
2
2 + L L L + L 0
= —— COSNT + =—— — —— — —— COSNT + ——cosnm | =
a0 2nmt 2nm 4nm 2nm

Celkem

m\w

- 1
z:: m COSs 2(2n + ].)

Zejména pro z = 0 dostaneme
1 1 - 1
0= -—-= . mr =8y —
4 7r2ng6(2n+1)2’ T ;(2n+1)2

9.4 Fourieruv integral

Bud f spojit4 funkce definovana na intervalu (—oco, o) takova, ze [ |f(t)|d¢ konverguje. Dale bud ¢ > 0.

—00

Podle 9.3.7 pro kazdé x € (—5, 5) je

- 2 2
flx) = a;+;<ancosz7rx+bnsin7x>,

kde
2

an = -

4
3
2 2
7 f(t)cos%tdt, n=20,1,2,... bn:f/f(t)sin%tdt, n=12....
4

&\mm
DN

2

Tedy

fl@) = /f dt—i—z /f (costcos2£x+ 2£tsm2zﬁx> dt =

- /f )dt + = i( i; x))dt.

Abychom dostali vzorec platny pro kazdé x € (—oo, ), provedeme limitni pfechod ¢ — oo.

vl M\N
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£
oo 5
Z konvergence nevlastniho integralu [ |f(¢)|d¢ plyne elim J f()dt| < oo a tedy
— 00

Vyraz

2 4 2 2
je integralni soucet pfislusny k funkci g(A) = cos A(t—x), déleni D = {0, %, 771-, o 77Z7r} intervalu [0, T]

27 4 2
a vybéru representanti { Z, 771'7 e ngw} (sr. 3.2.8). Lze tedy oéekévat, zZe za jistych pfedpokladt bude platit
o 2 2 T
lim T cos ﬂ(t —z) = /cos At — z)dA
{— 00 / /
n= 0
a také
1 o0 o0 1 o0 o0 ' oo .
flx) = = / / f@)cosA(t —x)dt | dX = = / cos Az / f(t) cos Atdt + sin \x / f(&)sin Atdt | dA.
0 T
0 —o00 0 —00 —00

9.4.1 Véta

Necht funkce f je definovana na intervalu (—oo, 00) s pfipadnou vyjimkou izolované mnoziny bodi. Je-li splnéna
alespon jedna z podminek

(i) integral [ f(t)dt absolutné konverguje,
— 00

(ii) funkce f a jeji derivace jsou po CGastech spojité na kazdém konefném intervalu, pfi¢emz piipadné body
nespojitosti jsou prvniho druhu a navic plati lim f(z) = lim f(x) =0,
Tr— — 00 Tr—00

pak pro kazdé x € R plati

% ( lim f(¢) + tgril_ f(t)) = /(a(/\) cos Az + b(A) sin Az) d,
0

t—x+

kde

a(\) = l/f(t)cos)\tdt, b(\) = %/f(t)sin)\tdt.

™

D.: V. Jarnik, Integrélni pocet II, str. 524 — 533. (Véta je tam dokézdna s ponékud obecnéjsimi pfedpoklady.)
|

Zejména je-li f v bodé x spojita, plati

flz) = / (a(X) cos Az + b(A) sin Az) dA.
0
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Je-li funkce f suda, pak

21\1\3

/f cos \tdt, b(\) = 0,
0

Je-li funkce f licha, pak

0, b(\) = % / F(t) sin M.

0

a(A)

Priklad: Funkci f(z) = e %%, 0 < z < 00, a > 0 vyjadfit Fourierovym integralem

a) jako sudou funkci

2 7 2 7 ; 2 7 .
a(A) = f/e_o‘t cos Adtdt = f/e_o‘tRee‘”\tdt = fRe/e(”\_o‘)tdt =
T v ™
0 0 0
2 1 : oo 2 1 2 o+ i 2a
- 2R |:(1A—a)t:| = 2R = ZR —
T —al® 0 D —a T 1A (a2 + A?)
2« T 0S AT
T = — dA
¢ T /a2+)\2
0
b) jako lichou funkci
2 i —at s 2 Ji —at it 2\
b(A) = ;/e sin A\tdt = ;/e Ime™Mdt = m
0
R //\Sln/\x
B a? 4+ \?
0

9.5 Aplikace Fourierovych rad
Reseni linearni diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty a s periodickou pravou stranou
2 +px +qr = f(t), (9.4)

kde p,q € R, f je redlna T-periodickéd funkce po ¢astech spojitd a po ¢astech monotonni na intervalu [0, T1.
Hledame partikularni T-periodické feSeni rovnice (9.4), které je po ¢astech spojité a po ¢éastech monotonni

na intervalu [0, 7.

2T
Ozname w = —.

Podle 9.3.7 pro vSechna ¢t € R, v nichz je funkce f spojita, plati

= 50 Z ap, cos nwt + by, sinnwt) |
kde
w [ w [ )
an = —/f(t) cosnwtdt, n=10,1,2,... by = — /f(t) sinnwtdt, n =1,2,....
7r T
0 0
Reseni rovnice (9.4) hleddme ve tvaru
Ao -
x(t) = Z A, cosnwt + B, sin nwt) .
n=1
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Jest
oo e}
2 (t) = Z nw (B, cosnwt — Ap sinnwt) ,  2"(t) = — Z n?w? (A, cosnwt + B, sinnwt) .
n=1 n=1
Dosazenim do rovnice (9.4) dostaneme

A oo
o 4 Z(((q —n?w? A, + pnwB,) cosnwt + ((¢ — n*w?)B,, — pnwA,,) sinnwt) =
n=1

2
= 20 i (ay, cos nwt + by, sin nwt)
-2 n=1 ! ! .
1=
Z nezévislosti (ortogonality) funkcei 1, coswt, sinwt, cos2wt, sin2wt, ..., cosnwt, sinnwt, ... plyne

q4o _ %

2 27
(¢ — n*wHA, +pnwB, = a,, 95)
9.5

—pnwA, + (¢ — nzwz)Bn = b,.

a
Pokud ¢ # 0, dostaneme z prvni rovnice Ay = =2,
Determinant soustavy linedrnich algebraickych rovnic (9.5) je
(¢ — n*w?)
—pnw

pnw 222 2,2 2
(q_n2w2) = (¢g—n"w”)" +pnw.
Necht nejprve komplexni ¢éislo inw neni kofenem charakteristické rovnice diferencidlni rovnice (9.4) pro kazdé
n € N, tedy

(inw)* +ipnw+q # 0,
(g —n’w?) +ipnw # 0,
(g —n*w?)? +p*n’w?® # 0.

V tomto pfipadé ma systém (9.5) jediné feSeni. Je-li navic ¢ # 0, mé diferencidlni rovnice (9.4) T-periodické, po
Castech spojité a po ¢astech monotonni feseni, které je Fourierovou fadou urceno jednoznacné az na izolovanou
mnozinu bod nespojitosti. Je-li ¢ = 0, ap = 0, m4 rovnice (9.4) nekoneéné mnoho T-periodickych FeSeni, které
se od sebe lisi o aditivni konstantu.

Jestlize pro néjaké ng € N je komplexni ¢islo inw kofenem charakteristické rovnice diferencialni rovnice (9.4)
aal + b5 # 0, nemé systém (9.5) feSeni. To znamen, Ze rovnice (9.4) nemé po ¢astech spojité a po astech
monotonni T-periodické feseni. V tomto pripadé mluvime o resonanci.

Jestlize pro né&jaké ng € N je komplexni ¢islo inw kofenem charakteristické rovnice diferencidlni rovnice (9.4),
aio + b%o = 0 a soucasné g # 0 nebo ag = 0, m4 rovnice (9.4) nekoneéné mnoho T-periodickych FeSeni.

Priklad:

2 —x = |sint|

Funkce f(t) = |sint| je m-periodickd, spojitd a suda. Je tedy w =2 a

o0
|sint| = % + z:ancos2mf7

n=1
pricemz
2 [ 1T .
an = f/smtcos2ntdt = f/(sm(1—|—2n)t+sm(1 —2n)t)dt =
™ )
B [cos(l +2n)t  cos(1— 2n)t} 1 ((—1)1+2" (=1)t=2n 1 1 ) B
1+42n 1—-2n 0 m 1+ 2n 1—-2n 1+2n 1-2n

0
1
T
2 1 1 B 4
- 7T<1+2n+1—2n> T ow(l—4n?)’
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Je tedy

cos 2nt
int 2 4
[sint| = Z FRCRE
Partikularni 7w-periodické feseni je
2 o0
-——+ Z(An cos 2nt + By, sin 2nt) ,
7T n=1
pricemz
4
—1—4nH4, = ——F—— —-1—4n*)B, =0.
(- = - (1)
4 TS
Odtud A, = m, B,, = 0 a tedy m-periodické feSeni je

Z cos 2nt
16nt —1"
Obecné Teseni pridruzené homogenni rovnice je Ae’ + Be~!, takZe obecné feseni dané rovnice je

2 4 S cos2nt
t) = Aef+ Be t -2 4 2y 2
z(t) e +oe 7T+ :116714—1

9.6 Cviceni

Rozvitite ve Fourierovu fadu na intervalu [—7, 7] funkce
1) fz) =2 2) f(@)=|e| 3) f(z) = |sinal
Rozviiite ve Fourierovu radu funkce
4) f(x) =e*, x € [~h,h] 5) f(z) =2, x € la,a+2]] 6) f(x)=wxcosz, z€[-F,F]
Rozviiite ve Fourierovu fadu periodické funkce
7) f(z) =sgn(cosx) 8) f(x) =arcsin(sinz) 9) f(x) = — [z]
Rozvinte ve Fourierovu fadu 27-periodické funkce, jestlize
0) f(z) =x proz € [0,7) a f je suda,
11) f(z) =x proz € [0,7) a f je licha,
2) f(z) = F prox € [0,7) a f je licha,
13) f(m):%z——proxe[o m) a f je suda,
a urcete soucty téchto rad.

Najdéte soucty rad

oo _1)k-1
14) Y &
k‘o:ol

—_
(%2
~
(18
=

k=1
1,1 1
16) p) @h-1)2 17) 1—§+g—7+..
1 1 1 1 1 1 1 1 1
18)1+g—7—ﬁ+ﬁ+ﬁ—... 19)1_5+7_ﬁ+ﬁ+

o)
Vysledky: 1)7T +4 Z 2k+1-1)2 cos(2k + 1)z 3) 2 — %k;:l m cos 2kx

ol
Il

BALS
v OM8

" coska 2) 5 —

4) 2shh 2h + Z h2+(k )2 (hCOS krx — wksin kZ»L + 1+ 2l Z (sm kma Cosk% — cos kra sin k)ﬂ'z)

e l

&)
6) &> ((4_,32) 1z sin 2kz 7) 4 Z (2k+)1 cos(2k + 1)z 8) 2 Z (2k+1 7 sin(2k + 1)z 9) 3 1_1 Z sin 2mhg
k=1

10) = — 4 Z ke cos(2k + 1) 11) 2 E "sinkz 12) Z sfEelr 13) Z CO(S2(Izk11)L 14) §; 15) %

16) = 17) 18) 7 19) ;%=
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Kapitola 10

Okrajové tulohy pro obycejné linearni
diferencialni rovnice druhého radu

10.1 Formulace uloh

Oznadeni: C*(0,¢) — mnozina funkei k-krat diferencovatelnych na (0, ¢), £ € R*.

10.1.1 Diferencialni operator

Budte a,b,c € C°(0,¢). Linedrni diferencidini operdtor druhého ¥ddu L = L(a,b,c) : C?(0,£) — C°(0,¢)
definujeme predpisem
Ly(z) = a(2)y’(z) +b(z)y'(z) + c(z)y(z), z€(0,0).

Rovnice
Ly = g€ C%0,¢)

je linearni diferencialni rovnice druhého radu; v pfipadé g = 0 homogenni, v opa¢ném nehomogenni.
Budte p € C1(0,¢), g € C°(0,¢). Pak operator L(p,p’, —q) dany vztahem

Lp,p", —q)y(z) = p(x)y" () +p'(x)y (z) — q(x)y(z) = (p(2)y'(2))" - q(z)y(z)

nazveme samoadjungovany. Kazdy linedrni diferencidlni operdtor druhého fadu L(a, b, ¢), pro jehoZ koeficienty
a, b plati
b(z) = d'(z), z€(0,0)

je samoadjungovany. Rovnice
—(p(2)y (@) +q(@)y(z) = f(z), =€(0,0)

se nazyva samoadjungovand nebo Sturmova - Liouvilleova rovnice.
Kazdou linearni diferencialni rovnici lze vyjadrit v samoadjungovaném tvaru.

D.: Bud b() /()
r) = :v—axx z) = eM®)
R
Pak
(@a@) = (@aw) = O ale) + e ate) = o) L ato) 4 ) ta) =
= p(x)b(z),
tedy
p(z)a(z)y” (z) + p(x)b(2)y' (x) + p(z)c(z)y(z) = p(z)g(x)
je samoadjungovand rovnice (p = —pa, ¢ = pc, f = pg).0
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10.1.2 Okrajové podminky

Budeme hledat feSeni rovnice

Ly(z) = f(x),
které splnuje nékteré z nasledujicich podminek.
Newtonovy podminky:
aoy(0) + 5oy’ (0) = wo, ary(f) + By’ (f) = y1,
piidemz o3 + 33 # 0 # o3 + (3.
Dirichletovy podminky:
y(0) = vo, y(O) = u.

(Jsou zvlastnim piipadem Newtonovych podminek pro ag = a3 =1, o = 51 =0.)
Neumannovy podminky:
y'(0) = yo, y'(0) = yi.
(Jsou zvl4stnim pifipadem Newtonovych podminek pro ag = a3 =0, o = 1 = 1.)
Podminky periodicnosti:
y(x) =y(x +¢) pro kazdé z € R.

Podminky omezenosti:
y(z) je omezend pro x — 0+, ary(f) + /1y’ (0) = y1,
nebo
aoy(0) + Boy’(0) = o, y(x) je omezend pro x — £ — .

Jakoukoliv okrajovou podminku nazveme homogenni, jestlize s libovolnymi dvéma funkcemi y;, yo, které
této podmince vyhovuji, vyhovuje téze podmince i jejich libovolné linearni kombinace k1y; + kayso.

Newtonovy podminky s yo = y1 = 0, podminky periodi¢nosti i podminky omezenosti s y; = 0 nebo yo =0
jsou homogenni.

Okrajova tloha, v niz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni se nazyva homogenni okrajovd uloha,
v opacném piipadé nehomogenni okrajovd tuloha.

10.1.3 Symetricky diferencialni operator

Rekneme, Ze operdtor L je symetricky na mnoziné M C C?(0,¢), jestlize pro viechny u,v € M plati

4 4
0/ Lu(z)v(z)dz = O/ u(z)Lo(z)dz .

Bud L = L(—p, —p’, q¢) samoadjungovany operator. Pak plati (s vyuzitim 3.2.19.1.)
4

j Lu(z)v(z)de — / w(@)Lo(@)de =



e Samoadjungovany operator L = L(—p,—p’,q) je symetricky na mnoziné funkci, které splituji homogenni
Newtonovy podminky.
D.: Jeli Gy # 0, pak v/ (0) = ——u(0),v'(0) = —%’U(O), takze v’(0)u(0) — w’(0)v(0) = 0.
0
Je-li ag # 0, pak u(0) = —%u’(O), 0(0) = —%v’(O), take opét v/ (0)u(0) — u/ (0)v(0) = 0.
0 0
Analogicky ovéfime, ze v'({)u(l) — u/(£)v(€) = 0. O
e Pokud funkece p je f-periodickd, pak samoadjungovany operator L = L(—p, —p, q) je symetricky na mnozing
{-periodickych funkci.

10.1.4 Homogenni okrajova uloha s parametrem

Necht A € R. Uvazujme homogenni okrajovou tlohu pro rovnici
Lv(z) = Mv(x).

Tato tloha ma vzdy trividlni feSend v = 0. Pokud existuje netrividlni feSeni v = v(z), nazveme ho vlastni funkci
okrajové ulohy a parametr A nazveme vlastnim cislem operdtoru L.

Je-li A vlastni ¢islo operatoru L a v = v(x) je pFislusné vlastni funkce uvazované okrajové tlohy, pak také
funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ € R vlastni funkci.

Jestlize vlastnimu ¢islu A odpovida k linearné nezavislych vlastnich funkci, fekneme, ze A je k-ndsobné viastni
cislo.

Ozna¢me M mnozinu funkei spliiujicich p¥islusné homogenni okrajové podminky. Je-1i operator L symet-
ricky na mnoziné My, a 0 % A1 # Ao jsou jeho dvé vlastni ¢isla, pak odpovidajici vlastni funkce jsou ortogonalni
v prostoru £2(0, £).

D.:
¢ ) ‘ . ¢ ¢
/vl(x)vg(m)dx = A—I/Alvl(x)vg(x)dx = )\—I/Lvl(x)vg(x)dx = A—l/vl(m)ng(m)dm =
0 0 0 0
‘

Ao
= )qo/vl(x)vz(x)dx.

¢ A
Kdyby [ v1(z)vs(z)dz # 0 pak by )\—2 = 1, coZ by byl spor. O
0 1

10.1.5 Sturmova-Liouvilleova tiloha

—(p(x)y (x)) +q(x)y(x) = My(z), x€(0,0),
aoy(0) + By’ (0) = 0 = ary(l) + B1y'(£).

e Kazdému vlastnimu ¢islu Sturmovy-Liouvilleovy tlohy prislusi pravé jedna normovana vlastni funkce.

e Sturmova-Liouvilleova tiloha m4a nekoneéné mnoho vlastnich ¢isel A1, Ao, ..., pro které plati
min{g(z) : € [0,]]} < A1 < A2 < -++; lim A\, = 0.
n—oo

e Vlastni funkce v,, = v, (z) odpovidajici vlastnimu éislu A,, ma v intervalu (0,¢) pravé n nulovych bodu.
Mezi kazdymi dvéma nulovymi body vlastni funkce v,, lezi pravé jeden nulovy bod vlastni funkce v, 1.

e Posloupnost {v,}2°; normovanych vlastnich funkci Sturmovy-Liouvilleovy tdlohy tvofi tiplnou ortonor-
mélni posloupnost na [0,4]. Tj. je-li funkce f € L£2(0, /), pak Fourierova fada funkce f vzhledem k or-
tognormalni posloupnosti {v, }5°; konverguje k funkci f podle stiedu (konvergence v prostoru £2(0,¢)).
Je-1i funkce f navic spojita a spliiuje homogenni okrajové podminky, je tato konvergence stejnomérna.

D.: J.Kalas, M. Rab: Obycejné diferencialni rovnice, MU Brno 1995, str. 158-163. Dtikaz je tam proveden
pro piipad p=1. 0
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10.2 ReSeni nehomogenni okrajové tilohy

10.2.1 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
Fourierova metoda

Ly(x) = —(p(=)y'(x)) +q(@)y(x) = f(z), € (0,0),
agy(0) + Boy'(0) = 0 = any(l) + Buy/(4).

e Najdeme posloupnost vlastnich ¢isel {A\,}52; a ortogonalni posloupnost pfislusnych vlastnich funkei
{vn}52; Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, tj. rostouci posloupnost ¢isel { A, }°2; a posloupnost funkei {v, }22 4,
které splnuji:

Lo, (z) = Mop(z),
g (0) + Bov,(0) = 0 = av,(€) + Bro, (£) .

e Funkci f vyjadiime ve tvaru
- 1
f@) = S duoala), kde dy = oy [ (OO,
n=1 0

e Reseni tlohy hleddme ve tvaru
y(x) = Z envn ().
n=1

Musi tedy platit

takze

z ¢ehoz plyne

pokud vSechna vlastni ¢isla jsou nenulova.
Hledané teSeni tedy je

oo ¢ £ oo
v = 3 [ rem@d = | (f(é)ZW) .
n=1"" Un 0 A

Oznacime-li

lze TeSeni zapsat



10.2.2 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
metoda variace konstant

Ly(z) = —(p(2)y'(2)) +q(x)y(z) = f(z), =€(0,0),
aoy(0) + oy’ (0) = 0 = ary(l) + B1y'(£).

e Najdeme feSeni u, v dvou pomocnych homogennich tloh

Lu = —(pu) 4qu = 0, apu(0) + Bou’(0) = 0,
Lv = —(pv') +qu = 0, ajv(l) + o' () = 0.
Funkce u, v nejsou urceny jednoznac¢né. Vezmeme ty, které jsou linearné nezavislé.

e Pro Wronskian W(z) = u(x)v'(z) — v/ (z)v(z) funkei u, v plati p(z)W(z) = K, kde K je nenulova
konstanta, nebot

W) = (p(w' —u'v)) = puv’ + pu'v' + puv” —p'u'v —pu’v —pu'v' =
= (" +pv)u — (pu" +puw = (pv') u—(pu) v = quu—quv = 0,
kdyby K = 0, pak by W = 0, coz by byl spor s linearni nezavislosti.

e Reseni tilohy hleddme ve tvaru
y(@) = a@)u(@)+ c(z)v(z),

kde funkce ¢y, ¢o spliuji

A (x)u(z) + dy(z)v(z) = 0, (10.1)
Lz = 1)
@) + @) = 28
(sr. 6.6.8). Plati tedy
1 0 v(z) | flz)v(a) 1 u(z) 0 __[(@)u(=)
=W | - e | T TR Y T wE | e -4 ‘ T x
(10.2)
e Funkce y(z) mé spliiovat okrajové podminky, tj.
ag [e1(0)u(0) + c2(0)v(0)] + Bo [} (0)u(0) + c1(0)u’(0) + c2(0)v(0) + c2(0)v"(0)] = 0,
ax [er(O)u(l) + 2 (O)v(0)] + Br [e1 (Ou(l) + e (O)u'(€) + 5 (Ov(l) + c2(OV'(€)] = 0,
po Gpravé s vyuzitim (10.1)
c1(0)(aou(0) + Bor'(0) + c2(0)(aov(0) + Bov'(0)) = 0,
c1(0)(aau(f) + Bru'(0) + c2(O)(erv(l) + fro' () = 0;
kazda z funkci spliiuje jednu okrajovou podminku, tedy
c2(0)(apu(0) + B0’ (0)) = 0,
c1(O)(aqu(l) + S/ (¢)) = 0,
takze
Cl(é) = O7 62(0) = 0. (103)

e Funkce ¢y, cg jsou FeSenim rovnic (10.2) s po¢ateénimi podminkami (10.3) a jsou tedy dany vyrazy

0 = & [fen©s, e - ¢ [reue
4 0
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e Reseni dlohy je
Oznacime-li

lze TeSeni zapsat

10.2.3 Greenova funkce
Funkci G : [0, 4] x [0,¢] — R nazveme Greenovou funkci homogenni okrajové ulohy
Ly(z) = —(p@)y' () +q(@)y(z) = 0, =z €(0,0),
agy(0) + Foy'(0) = 0 = ary(l) + Bry'(6).
kde p(x) > 0 pro x € [0,1], jestlize
(i) G je spojita pro x € [0,4] x [0, ¢],
(ii) G je symetrickd, tj. G(z,€) = G(§, x),
(iii) pro kazdé ¢ € [0, 4] ma funkce G(-,&) spojité derivace druhého Fadu,
) £)

(iv) pro kazdé € € [0, /] je funkce G(-, &) feSenim uvazované okrajové tlohy,

(v) £11,I?+ Gy(z,8) — lli)r?_ Gy(z,8) =— pro ¢ € (0,9).

1
(&)
Plati: M4-li uvazovana homogenni okrajova tiloha jen trividlni feseni y = 0 a jsou-li p € C1(0,¢), ¢ € C?(0,¥),
existuje pravé jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni okrajova tloha
Ly(z) = —(p(x)y'(z)) +a(@)y(z) = f(z), =z€(0,0),
aoy(0) + oy’ (0) = 0 = ary(f) + B1y'(£).

¢
- / F(6)G (. €)de
0

D.: I. Kiguradze: Okrajové tlohy pro systémy linedrnich obycejnych diferencidlnich rovnic, MU Brno 1997,
str. 82. Dikaz je proveden pro mnohem obecnéjsi situaci. [J

ma pak jediné feSeni tvaru

10.2.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami

x) 1’6(0,4),

Ly(z) = —(p@)y' ()" + q(x)y(z) = ;
Py (6) =

I
aoy(0) + Boy'(0) = wo,  0ay(l) +Pry

Jestlize funkce w = w(x) splituje okrajové podminky
apw(0) + Bow'(0) = yo, ayw(l) + fw'(f) = 1

a funkce u = u(z) je feSenim tlohy
Lu(z) = f(z) - Lu(z)
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s homogennimi okrajovymi podminkami
apu(0) + Bou’'(0) = 0 = aqu(l) + fru/ (),

pak funkce

je feSenim uvazované tlohy.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodussim tvaru, napiiklad polynom.

10.3 Cviceni

Reste okrajové tlohy

2
1) —y” —fy =0, z €(0,1); y(1) = yo, y je omezend pro x — 0.
2) — (22 ) =0, z €(1,00); y(1) = yo, l'Lm y(x) = 0.
3) — ( ')/ =0, z € (1,00); y(1) = yo, y je omezena pro x — oc.
4) —zy” —y' =0, x€(1,2),y(1)=1 y(2) = 0.
5) —x y” - xy +k%y =0, x € (0,0); y({) =1, y je omezend pro x — 0, ; k je parametr.
6) — y—y —z, x € (0,0); y(0) =y(£) =0.
7) —y" =sinz, z € (0,27); y'(0) =y/'(2m) = 0.
NaJdete vlastni funkce okraJ vych loh a vlastni ¢isla prislusnych operatort
)

8) —v" = Xv, x € (0,0); v'(0) ='(¢

9) —v” = v, z € R; v(z) =v(z+ 2m).

10) —v”" + qv = dv, z € (0,£); v'(0) =0, v(£) = 0; q je parametr.
Reste okrajové tilohy

11) —y" — w?y = f(x), = € (0,£); y(0) = y({) = 0; w je parametr.

12) —y" — 3y = % z € (0,m); y(0) = y(r) = 0.

13) Najdéte Greenovu funkci tlohy —y” +y =0, y(0) = y(1) = 0.

. n2—Inzx z\ Ik LN Y
Vislediy: 1) y(x) = 1o 2) y(e) = % 3) y(x) =y 4) y(x) = 9 "5 5) () = (2)"™ 6) nemé Feseni

7) y(z) =sinz —z + C, C je libovolna konstanta 8) A, = (%) y Un(x) =cos %, n=0,1,2,... 9) A\, = n?,
2

vp(x) = Cp, cosnz+ Dy, sinnz, Cy, D, jsou libovolné konstanty, Cy # 0,n =0,1,2,... 10) A\, = ¢+ (W) ,

L

vy (x) = cos (2""'1)”35 11) y(z) = Bsin o + 1 ff )sin BT (¢ — z)d¢ pro £ =k € Na [ f(§)sin£r¢d¢ = 0,
0

B je libovolna konstanta;

=1 ff sinw(é — z)d¢ — ;‘;;mff sinw(¢é — x)d¢ = 2¢ [ f(€) kzls";;ff#dg pro 2L ¢ N
0 =

sh(l—x)sh
12) y(z) = i sinke s = I (cosy/z — cotgV/3m siny/3z) + £ (z—7) 13) G(,&) = h( 5}};1)1 s, 0<g<axl
— k(k2-3) 6 6 s IZh(17£)7 0§1’<£§1

273



274



Kapitola 11

Specialni funkce a distribuce

11.1 Funkce I
11.1.1 Poznamky

o0
1. Nevlastni integral [ e *t*~!d¢ absolutné konverguje pro kazdé z > 0.

D.:

0

1
Je-li x > 1, integral fe’ttf“ldt neni nevlastni.

0
Je-li z < 1, vezmeme § € (0,x). Pak flir(1)1+ R I R flir(§1+ e t*% = (0 a podle 3.5.15 a 3.5.12

1
nevlastni integral [ |e~'t*~!|d¢ konverguje.
0

Dale je
1 1 11 1
lim ((z+1)Int —¢) = lim ((m+1)ln - ) =— lim T+ linr+1 = —o0,
t—00 T—0+ T T 704 T
nebot podle 2.3.6 plati
1 1
lim 7lnT = lim ¥ = lim —& =— lim 7 =0,
T—0+ T—0+ = T—0+4 —= T—0+
takZe podle 1.6.8 plati tlim ettt = tlim e it = tlim elet)Int—t — (0 < oo,
coz podle 3.5.6.2 znamené, ze [ |e~*t*~!| dt konverguje. OJ
1
2. Pro z > 0 polozme
I(z) = /e_tt”_ldt. (11.1)
0
Pro kazdé = > 0 a kazdé n € NU {0} pak plati
r 1
(z+n+1) (11.2)

PO = v D @rm)

Uplnou induke:
Podle 3.2.19.1 jeI'(z+1) = Te’ttrdt =—[e 4o, +x Te’ttzfldt = 2T'(z), takZe (11.2) plati pro
n=0. ’ ’

Podobné I'(z +n + 2) = }Oe*ttm+"“dt = — [e7ttm X 4 (z+n+1) Te*tt“r”dt =
=(@+n+)l(z+n+ 1()), coz je indukéni krok. O ’
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Podle (11.1) je
1) = /e_tdt = —[e_t}go = 1.
0

Z (11.2) nyni pro kazdé n € NU {0} plyne

B _ I'(n+2)  T(n+2)
I = 1 D) T

tedy pro kazdé n € N je I'(n) = (n — 1)!.

ti. T(n+2)=(n+1),

11.1.2 Definice

Funkce I" je pro kazdé x > 0 definovina vztahem (11.1), pro x < 0, = ¢ Z je funkce I' definovdna vztahem
(11.2), kde za n vezmeme [—z| = —[z] — 1, t.j.

DomI =R\ {0,-1,-2,...}.

11.1.3 Véta
1. Pro kazdé x € Dom T plati
(x4 1) =2l(x) neboli I'(z)=(zr—1)IT'(zx-1)

a pro kazdé n € N plati
Fz)=(x-1)(xz—-2) - (z—n)'(x—n).

2. Pro kazdé x € R\ Z plati

s
')l —x) = .
()T ?) sinmx
D.:
] . . : Lx4+1)
1. Pro z > 0 byl prvni vztah dokdzén v 11.1.1.2, pro € (—1,0) je podle definice I'(z) = —, ) coz
je prvni vztah a pro z < —1 je
I(x — [z]) Nx+1—[z+1])
zI'(x) == = =T'(z+1),
() zz+1)--(z—[2]-1) (z+1)(z+2)---(z+1—-[z+1]-1) ( )
coz je opét prvni vztah. Ten druhy z ného plyne indukci.
2. Necht z € (0,1). Pak
(oo} oo
D(2)[(1 - ) = /e*ttffldt/efﬁs*xds = // e (o) gmmr—1qsdt .
0 0 [0,00) % [0,00)
., t . U uv « . s [
Polozime u = s+t, v = —, nebolis = ——, t = . Podle véty o transformaci dvojného integralu
s v+1 v+1
dostaneme
i v+1\" [/ w \"v+1 U
I'(x)l'(1 - = - du | ds =
(z)r(1 =) / /e ( u ) (v—i—l) w (v+1)2 w)es
0 \o
® ® r—1 ® r—1
= /e*“du/v dv = /v dv.
v+1 v+1
0 0 0
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Podle zndmého vzorce z teorie integralu [Jarnik, 12, str. 277-281] je

oo

p*—1 ™
dv = — .
v+1 sin Tx
0
T

Necht > 1. Pak podle 1. je I'(z) = (z — 1)(x = 2) - -+ (z — [z])T'(z — [z]). 1 — & < 0, takZe podle

definice
) - I'(l—x+[x) ()T -2+ [2])
=) = e (-0 G-De-2 @)
x — [z] € (0,1), takze podle jiz dokdzaného je
M@M-0) = ()P -GN o) = ()P T =
= (¥ sin 7z cos w[x] — cos mx sin 7[x] = (-D¥ (—1)le] sin 72 " sinma
Necht = < 0. Pak podle definice je I'(z) = L~ [z]) a podle 1. je

x(x+1)--(x—[z] —1)

l-z)=—2(-2z—1)- (—z+1+2)T(1-2+[2]) = (-)Flz@+1)- (z - [z] - YT (1 — 2 + [2]).

Opét = — [z] € (0,1) a podle jiz dokdzaného
71'

™

L@l -2) = (-)F @~ )AL -2+ ) = (-1

(]
1

sinm(x — [z])

sinwz

Znéme-li T'(x) pro = € [3,1], 1ze podle 11.1.3 vypocitat I'(z) pro jakékoliv z € DomT. Jiz vime, ze T'(1) = 1.

Polozime-li v 11.1.3.2 x = 35, dostaneme

1\\? T _ 1
(= = —— =7 neboli I'(=) =+/r.
2 sin 5 2

oo o0 o0

Odtud také plyne

1 1 1./1
/e‘mzdx = i/e_tt_%dt = 5/e—%%—ldt = 5T (2) = g

0 0 0
Podle vét z teorie integralt zavislych na parametrech plati

iy F ot et
lim I'(z) = lim /e_ttw_ldt = [ S = 00, nebot lim —— = lim e
z—04 z—0+ t t=0+ 3 —0+
0 0
! r 1 1
lim I'(z) = lim I+1) = I'(1) lim — = —o0.
r—0— z—0— x r—0—

11.1.4 Logaritmicka derivace funkce I

¥(@) = D)

Omezime se na Dom ¢ = (0, c0).
Podle 11.1.3 plati

Yatl) = T4y

P(r) = w(x—n)—i—zxik proneN, n<x
k=1

1
T+ k

n—1
Y(x+n) = w(x)—i—z pron € N
k=0
(1l —xz)—9Y(x) = mcotgmz
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Tyto vztahy lze vyuzit pro vypodet hodnot funkce v, zndme-li ¢)(x) pro = € [%, 1].
Podle vét z teorie integralta zavislych na parametrech plati pro x > 0

d oo oo
I(z) = —/e_tt”’_ldt = /e_tt"’_llntdt. (11.5)
dx
0 0
Polozime v = —I"(1) = — [ e 'Intdt = 0.5772157--- (Eulerova konstanta). Dosadime-li v (11.4) 1 za z,
0

dostaneme

Yn+1) = _WJFZ%
k=1

Plati (tzv. Frullaniho integral)

T et _ ot
Int = /!dg. (11.6)
£
0
Dosadime do (11.5) a dostaneme
F/(I) _ /efttzfl /%df dt = /g e*&/e*ttzfldti/eft(§+1)tx71dt d¢ =
0 0 0 0 0
001 o0
= /g e_EF(aﬂ)—/e_t(EH)tx_ldt d¢.
0 0

Ve vnitinim integralu zavedeme substituci u = ¢(¢ + 1) a dostaneme

oo o0 r—1
du 1 1
7t(£+1)t$71dt _ / u< u ) _ / —um=1qy = T
0/e ) N A )

takze

M=
—
—~
2
+
—
N—
SN—"
[oN
S
Il
=
&
N—
o\g

@
| %
o
[oN
S
I
0\8

72"

—

2
&
—

S—

COZ znamena, ze
= —dl— | ———.
e =) e O/£(£+1)””

Ve druhém integralu zavedeme substituci ¢ + 1 = e:

/§§+1 / _1etr_/1—e—t
0 0 0

a v prvnim preznac¢ime integra¢ni proménnou. Dostaneme

W(z) = 7(6: - le_t;t) dt. (11.7)

Zejména pro x = 1 dostaneme




Odecteme-li posledni dvé rovnice, dostaneme

Zavedeme substituci = e~

Pron € [-1,1) je 1 = > n", takze
n=0
J 1= n_onzon ! T \nv1 nva)

(Vypocet je podle 8.8.8 korektni, nebot posledni fada konverguje.) Je tedy
(11.8)

= 1 1
lz) = _,Y—FZ()(nJrl _n+x) '

11.1.5 Rozvoj funkce I' ve Weierstrassuv nekoneény soucin

Podle (11.8) je
d . 1 1
—InT(t) = — -— .
at ®) 7+nz_;)<n+1 n—l—t)
Integrujeme-li tuto rovnost podle ¢ v mezich od 1 do « + 1, dostaneme
=z x
ml(z+1) = — (E-m(1+2)).
nl(z+1) yx + ; — 1+
Odtud dostaneme
1 1 T e z
-_ = yr T 1 7) .
e H e ( + o

Fz+1) = e []er
(@+1) = e ]e 1+27 [(x+1) L

n=1

38

11.1.6 Asymptotické vyjadieni funkce I

Z (11.7) s vyuzitim (11.6) dostaneme

'E+1) 7 i_ e et & = 7 e;t_ et & =
+1) 1—et o t et — 1 o
0

t

0
Tet_ett 1T 111
€ T Pt = [etar— [ (-2 ~teqy —
/ +2/‘3 /(2 t+et—1)e
0

/
0
1 7/1 1 1
= e+~ — [(z—= Q|
e+ ge /(2 t+et1>e
0

Zintegrujeme tuto rovnost podle £ v mezich od 1 do «:

1 F/1 1 1 Yet—e
Inl(z+1)—InT(2) = xlnmx+1+21nx/<2t+et_1> ; dt.
0
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1 1 1 1
Pfi oznacdeni f(t) = (2 7 —|— 1) — a s vywzitim I'(x + 1) = 2T'(z), T'(2) = 1 mame

Inl(z) = (:c— 1) Inz—z+1- /f(t)e_tdt—l—/f(t)e_”dt. (11.9)
0 0
Oznacme . N _
= [ f@wetdt, J = [ f)et?dt, w(z) = [ ft)e t*dt.
/ / /
Plati

f(t)e t2dt — /J? —tde ./fﬁk”%ﬁik/f(2>et”dt
0 0 0
11 1 \1 1/1 2 1 2\ o, _
((2 t+et—1>t 2(2 t+eU2—1>t>e dt =
t/2_|_1) 67t/2d 0 67t/2 1 dt
/( —1 ) t L_/<t _@—Jt’
0

takze (pfi vypocétu vyuzijeme (11.6))

0\8 0\8

J =

) —t/2 _ -t —t (2t —t/2 t t/2
_ / (e e) (e e )dt+1/e e at —
2t2 2 t
0 0
s et Lo=t/2) ¢ — (e=t — o—t/2 1.1
—_ / ( 2 ) (6 € )dt +Zln= =
12 2 2
0
Ty ot a—t)2 1 —t_ o—t/21° 4
:./224;17&_,m2: € ] —im2=
at t 2 t o
0
“t_e7t/2 1 1 1 11
= —limi—*IHQ = lim(—=e"?+e?)—-In2 = - —=In2
t—0 t 2 t—0 2 2 2 2
Polozime-li v (11.9) = = 3, dostaneme
Inv/m = = —1+J,
coz spolu s predchozim vysledkem da
1 1 1 1 1
I = ———Inmr+-—=-In2 = 1—=1In27.
2 2 2 2 2
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Dosadime do (11.9) a dostaneme

1 1
InT(z) = (x - 2> Inx—z+ §1n27r—|—w(m).

Funkce f je na intervalu (0, 00) klesajici, tlim f&)=0a
— 00

) tet —t — 2et +2 4 2t et 4tet —2et 41
lim f(¢t) = lim = lim =
t—0+ t—0+ 2t2 (et — 1) t—0+ 4t (et — 1) 4 2t2et
—el +e! +te! el + te

1. — 1' =
50+ (4+At)et + (4t +2t2)ef — 4 0+ 8+ 4t +4+8t+22)et | 127

COZ znamena, ze

_ —tx —tx —tx _ —tx _
lw(z)| = /f(t)e dt| < /|f(t)\e dt < o/ dt = o 7], = Ton
0 0 0
z ¢ehoz plyne, ze lim w(z) = 0, takZe pro velkd x lze psét
1 1 . 1
InT(z) ~ (z— 3 Inx—z+ 3 In 27, neboli I'z) ~V2ra® 2e". (11.10)
Odtud dostaneme
nl = T'(n+1) ~V2r(n+ 1)"+% e !
a ponévadz
1)n+3 emn—1 1 1\" 1 1
i (ED"2 e — L lim <1+) 145 = “el = 1,
n—oo nhtse—n € n—oo n n e
Ize psat
n! ~V2mn (E)
e
pro velkd n (Stirlingova formule).
11.2 Besselovy funkce
11.2.1 Definice
Obycejna linedrni homogenni rovnice druhého fadu
22y () + xy/ (2) + (2% —1vH)y(z) = 0, (11.11)
kde v € R, z € (0,00) se nazyva Besselova rovnice fadu v.
Rovnici (11.11) 1ze ekvivalentné zapsat
z (zy () + (@ = v)y(x) = 0.
11.2.2 ResSeni rovnice (11.11) Frobeniovou metodou
Reseni predpoklddame ve tvaru
y(r) = apr” +arz” Tt +agr” 4 = Z apx®tk (11.12)
k=0
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kde o € R je tzv. charakteristicky soucinitel, jehoz hodnotu uré¢ime pozdéji. Bez jmy na obecnosti lze pfedpo-
kladat, ze ag # 0 (ag je prvni nenulovy koeficient). Pak je

22y = apo(c—1)z° + ay(c+ Dozt + > ap(o+k)(o+k—1)zotk,
k=2
vy (z) = apoz’ + ai(c+1Dz°tt + Y ap(o+k)zotk,
k=2
??y(z) = 3 ap_oxtk,
k0:02
—vy(z) = —v2ap2” — Viarx®tt 3 (—vPag)zo R
k=2
Tedy
ao(0? — ) 4+ ay(0® 4+ 20+ 1 — vz + Z (ap(0? + 20k + k* —1?) + ap_2) 2°TF = 0,
k=2
takze musi platit
ap(c? —v?) = 0
ar(0®+20+1-2v%) = 0
ap(0? + 20k +k* —v*) +ar_o = 0, k=23, ...

7 prvni z téchto rovnic dostaneme tzv. charakteristickou rovnici
2 2 _ : _
o —v® =0, tjo = £v. (11.13)

Tento vztah dosadime do zbyvajicich rovnic a dostaneme

a1(20+1) = 0 (11.14)
an(20 +k)k+apo = 0, k=23, ... (11.15)
(i) 20 + k # 0 pro kazdé k € N.
Pak z (11.14) plyne a; =0 a z (11.15) ax = —ﬁ, tedy a1 =ag=a5=---=0.
Pro k = 2m ze (11.15) dostaneme
_ a2(m—2)
w = 2m-y _ Am-1)(m—-1+0) _ a2(m—2) _ _
am 4m(m + o) dm(m + o) 22m(m—1)(m+o)(m—1+o0)
_ (=1)™ao
22mmlm+o)m—1+0)---(1+o0)"
Zvolime a 1 a s vyuzitim 11.1.3.1 dostaneme
Vi = Vv VA .1.9.
= % To+1) "0
o (1"
2T emtoT(m+ DI (m+ o+ 1)
S vyuzitim (11.13) dostaneme formélni feSeni rovnice (11.11) ve tvaru
o 1 T\ 2ktr
= S (1)t 5) - 11.16
y(z) I;)( S S ETESIAY (11.16)

Abychom ovérili, ze se jedna o feSeni, je potFeba ukazat, Ze tato fada konverguje pro kazdé x > 0. Pro
polomér konvergence r mocninné fady

2k

> 1
- Z(_l)kz%r(k F1C(ktv+1)
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podle 8.8.5 s vyuzitim (11.10) plati

1_ limsup 2 L =
e BTk )T (k1)

1)
1
2

1
3 2k _
khjgo \/27r(k + 1)FH1/2(k £ v + 1)kEv+1/2e—2kFr—1 =0,
takze tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro kazdé z € R. Rada (11.16) tedy konverguje

absolutné a stejnomérné pro kazdé x > 0. (Pro x = 0 nemusi byt y(x) = 2 S(z) viibec definovéna.)

k
(ii) Existuje k1 € N, ze 20 + k1 =0, tedy o = _?1'
(ii.1) k1 je liché.
Z (11.15) dostaneme
ag—2
= ———F——, k=k+2,k+4,...
a k(k—kl), 1+ 2,k +4,
an—y = —apk(k—k1), k=35, k.

Koeficient ay, je dalsi volny parametr ovliviiujici feseni.
Polozime-li ag, = 0, dostaneme jako v pfipadé (i) a1 = a3 =a5=---=0.
Na koeficientech se sudymi indexy se nic neméni, feSeni rovnice (11.11) je opét dano fadou (11.16).

(ii.2) k; je sudé.
Z (11.15) pro k = 2(m + 1) dostaneme az,, = —2(m + 1)(2m + 2 — k1)ag(m+1), takze
apg — 72(27]{‘1)(12 = —2(2—kl)(—2(1+1)(2+2—k1)a4) = 22 '2(271’(51)(47161)(14 = e =
(=1)*1/22k (B /21 (2 — k) (4 — Ky) -~ (B — k1)ag, = O,

coz je spor s predpokladem. V tomto pfipadé tedy nelze porovnavanim koeficient najit feSeni rovnice
(11.11) tvaru (11.12).

11.2.3 Definice

Funkce
0o ‘ 1 x\ 2k+v
Ju(x) = I;)(_l)kr(k+1)F(k+V+1) (5)

se nazyva Besselova funkce pruntho druhu fddu v. Je-li pro néjaké k € NU {0} ¢islo k + v + 1 celé nekladné (t;.
k+v+1¢DomT), klademe k-ty ¢len uvazované fady roven 0.

Oznatme _ B
= kz_o(l)kl“(k;+1)l“zk+y+1) (9
Pak je J, (z) = (g)"uy(x).
11.2.4 Poznamka
uy (0) = r(u1+ o) =0

D.: Prvni vzorec plyne z toho, ze I'(1) = 1.

/ o0 2 o 2k—1 0 k x\2k-1
e = ;(71)k2r(k+1)r(k+u+1) ) - ;H)kf(kH)F(HV“) G -
e 1 N\ 2k—1
= ;(_l)kl“(k)l“(k—kqu 1) G

(Posledni rovnost plyne z faktu, ze I'(k 4+ 1) = kI'(k).) O
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11.2.5 Vlastnosti Besselovy funkce prvniho druhu
1. Funkce J,(z) je spojitd na (0, 00).
D.: Plyne z toho, Ze u,(z) jakoZto soucet mocninné fady je funkce spojita. OJ

1, v=20
2. lir(r)1+J,,(a:)= 0, v > 0nebo v eZ\ {0} .
co(-1) | v e (~00,0)\Z

D.: Plyne bezprostiedné z 11.2.4. J

8 (2 (@) = —o (@), (2 ,(@)) = ().
D.: Plati:

—v 4 —v = 1 AN l =
(ac Jy(x)) <2 Z(*l)kr(k+1)r(k+u+1) (5) ) N

s
=2 2(_1)k 2T (k + 1)121(3{ fr+1) (9%71 -
=2 g<_1)k T(k+ 1)F(k fr+1) (;)%71 -

= Z_Vgg:l(_l)k T (k)T (k1+y+1) @)M—l) =
-2 ]i(l)kﬂ Tk 1 1)r(1k oY) @)% =

= 2 g(_l)kr(k + 1)sz tv+2) (§>2k+1 -

= (g)u g(_l)kr(k + 1)ng +v+2) (g)%+1 -
= io:(_l)kr(k Tk i i)+ 1) (5)2k+u+1

k=0
Druhy vztah 1ze dokazat analogicky. [J
2v 1
4 Jon(@) = —Ju(@) = doa(@), Ji(z) = 5 (Jo-1(@) = Jusa(2)).

Prvni formule (rekurentni vzorec) umoziuje vypocitat J,11(x) ze znalosti J, (x) a J,_1(z); druha formule
je vzorec pro derivaci Besselovy funkce prvniho druhu.

D.: Prvni formuli z 3. vynasobime z”, druhou ™" a rozepiSeme derivaci souc¢inu. Tim dostaneme
v v
Iy (z) = Eju(m) = —Jyyi(@), J(x)+ EJV(QC) = Jo-1(2).

Odectenim téchto rovnic dostaneme prvni formuli, se¢tenim druhou. [

5. Plati
o 1 oo 2k
= —1)k =

2k

_ c- -1 kxi7
kz=0< : ((2k)1)?
kde (2k)!! = 2k(2k — 2)(2k — 4) - - - 2.
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[ 2 [ 2 .
6. J_1/2(x) = —cosz, Jija(x) = —sina.

D.: Ponévadz podle 11.1.3 je pro kazdé k € NU {0}

F(]H;) 1> (k2)<k2k21)1“<;) _ (2/%1)(221273)...1\/7? _

I
N\

=N

\
DO |

, ! 2k)!
plati D(k+ 1)T (k+ 1) = k!k!22k V= (222 VT a tedy

0o 1 N 2k—1/2 2 = 92k
Tar = SO sy () \/;;)(l)k@k)!
= \/700 i =2
= Ekz:o(_) @) = —cosz.

Druhy vztah se dokaze analogicky. [J

()" -

11.2.6 Véta (Nulové body Besselovych funkci celoé¢iselného Fadu)

Funkce J,, n =0,1,2,... mé jednoduché nulové body x,1,Zn2, Tns, ... takové, ze
0< Ty <Tpa < Tpz <---, lim x, =00
k—oo
a posloupnost {z,x },-, nema hromadné body. Funkce J,,, n = 1,2, ... ma navic n-nasobny nulovy bod z,o = 0.

D.: Viz napf. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
kap. XV. O

11.2.7 Véta (Orthogonalita Besselovych funkci celoc¢iselného #adu)
Besselovy funkce J,, n =0,1,2,... splnuji pro kazdé a > 0 a vSechna k,[ € N rovnost
a 0, -y
Tnk Tnl
[ (Fite) i (e ac= )
3 %az (Jng1(znr))®, k=1
kde x,x (resp. xy,) je k-ty (resp. I-ty) jednoduchy nulovy bod funkce J,,.

D.: Polozme f(€) = Ji, (%’“5) 9(&) = Jn (%g) Pak

YOty (tag), O (2 ()

a

Ponévadz J,, je feSenim Besselovy rovnice (11.11), plati

SO 7 (e () (209) -

s (24 () - ) p00).

2 Tpp\2 N2
e eae () - B)so=o

tedy
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Analogicky dostaneme

2 T \2  n?
40, 10 (=) 00

Prvni rovnost vynasobime £g, druhou vynasobime £ f a odecteme je:

a a

E(gf" = f9") + (af — f9') +&fg ((x"k)2 - (m”l)2> =0.

Po tpravée

22, — a2
E@f"+9 1 =g = f9") + (9f = o) + £fg=2 5= =0,
d / Ny _ Iil — xik
a (E(9f' = fg) = ——5"¢f g
Integraci posledni rovnosti v mezich od 0 do a dostaneme

2 .2 ¢
T tok [er©lec.

0

a(g(a)f'(a) - f(a)d'(a))

Ponévadz f(a) = J, (xf:ka) =0ag(a)=J, (%a) =0, plati

9 a
x

2

-z x x

0= M/&]n (L’“f) J, (ﬂg) de,

a a a

0

takze pro k # [ je dokazovand rovnost splnéna.

Ponévadz J,, spliiuje Besselovu rovnici (11.11), plati pro kazdé x > 0 rovnost
22T, (z) = n?J,(z) — aJ, (x) — 22T/ ().

Integraci per partes s vyuzitim této rovnosti dostaneme

222 (@) / 22 (2)J" (2)dz =

= 5 (@)’ = [ (@@ — 2 (@) ~ T @) I3(@)) do =

= %x2 (Jn(2))* —/ <n22 [(Jn(x))Q], _ F; (J%(m))ﬂ) dg —
%aﬂ (Jn(m))2 _ % (Jn(x))z n % (Jrll(x)f _z

L 2 / 2\ i 2

= ((n@)? + (71@)?) = 5 (a(@))*
Podle 11.2.5.4 je (J,(2))* + (J.(2))* = (Ju(2))* + (Jp_1(x) — Jns1(x))* a tento vyraz je podle 11.2.5.2
pro z z pravého okoli nuly ohranic¢eny. To znamené, ze
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. - 2 / 2] _
lim T [(n(@) + (1 @)°] = 0.
Dale podle 11.2.5.2 je také
1
lim —

2 p—
Jim 2 (nJa(@)* = 0.
Plati tedy

[e[m(5k)] ac = xa;k /”f (o (@))* do =
0 "o
= S [ (Unten® + o)) = 5 G| = 5 o))



Podle 11.2.5.3 je
/ n

—2 " g1 (z) = (27" p(2) = —WJn(x) +a "J (2),
takze J! (2nk) = —Jnt1(znk). Celkem tedy

Tk 2 a
[l ()] ae= 5 natenr?,
0
coz je dokazovana rovnost pro k =1[.

11.2.8 Véta

Nechf v € Z a v je feSenim Besselovy rovnice (11.11) linedrné nezavislé na J,. Pak | lim v(x)

r—04

= 0.

D.: Oznacme
Jo(x)  v(x)
Jy(z) v'(z)

wronskian funkei J,,, v. S vyuzitim faktu, Ze J, a v jsou feSenim rovnice (11.11) dostaneme

W= W(e) = W(a; Jyv) = = T (@) (@) - J)(x)0(a)

d d

—W=— (L' = Jw)=Jv + 0" —Jv—Jv =J0" —Jv=
dz dz
2 _ .2 _ / 2 _ .2 Ju _ J/ 1 1
(AT
x x x x
w
Wronskidn W tedy spliiuje diferencidlni rovnici W’ = ——, coZ znamend, Ze
x
C
W(z)=—,
()=

kde C' je né&jakd nenulova konstanta (nebot funkce J,, v jsou nezéavislé). Déle plati
Ao\ _ v WO
de \J, ) J2 J2 o xJ2

Bud a > 0 libovolné konstanta. Integraci posledni rovnosti v mezich od x do o dostaneme

v@) o f
T@ " C!ﬂ#@f’

kde D = v(@) je konstanta. Odtud plyne, Ze pro kazdé = € (0, «) plati

Ju ()
v(r)=J(z) | D-C | —————
=0 !HL@)
a tedy
i = im T) — im T QL
mlir(r)1+v(x) —DwLO+Jy( ) CIL0+JV( )/ﬁ(Jy(ﬁ))Q' (11.17)

(1+¢e)? v=0
X3 vez\ {0}
)

0 > 0 takové, Ze pro vSechna & € (0,6) je (J,j(f))2 < 1. Odtud plyne, Ze pro z € (0, §) plati

Bud & > 0 libovolné. Polozme 7 = { Pak n > 0 a podle 11.2.5.2 k nému existuje

« ) « «

de  f A 15
/g+!su«W n1x+!ﬂL@f’



tedy

[0} [e3

lim LZ/LQ+1 lim In > = oo,
2=0+ ) (T (§)) E(J,(€)° na—0t+ x

x

Odtud vzhledem k 11.2.5.2 a (11.17) déle plyne, Ze pro v = 0 je

mlg(r)lJr v(z) = (—sgnC) oo

a pro v € Z\ {0} podle de ’'Hospitalova pravidla a podle 11.2.5.4 je

o % !
. o ¢ n 6L L w (@)
Jig v =0 iy (o) [ G A - SR M 1 7
i T () (Ju(2))?
=-C I L _ C li 2
T T T T a0 1 (1 (@) — (7))

Podle 11.2.5.2 je funkce 2 — J,_1(x) — J,41 v pravém okoli nuly ohrani¢end a tedy =o00.

i, (2

11.2.9 Véta

Je-li v € Z, jsou Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_, FeSenim rovnice (11.11) a jsou linedrné nezavislé.
Tvofi tedy fundamentalni systém Feseni rovnice (11.11).
Je-li v =n € NU{0}, plati J_,,(z) = (=1)"J, () pro kazdé z € (0, c0).

D.:

Funkce J,, J_, byly v 11.2.2 nalezeny jako feSeni rovnice (11.11). Sta¢i tedy ovéfit tvrzeni o nezavislosti.
Je-li v =0, je tvrzeni trivialni. Bez jmy na obecnosti lze predpokladat, ze v > 0.
Wronskian funkci J,, J_, je

W(‘T7JV7J7V) = ’

Il
—~
s N8
~— —

N

<

AN

—~

8

S—

7N

—~

N8

SN—

|

N

¥

N

8

SN—

~_

I

—~

N8

N—

|

N

3

N

8

SN—

~~

—~

V]

SN—

N

<

<

8

SN—

~—

I

Podle 11.2.4 pro v € Z plati lir(r)lJr Wz, J,, J,,)' = 00, c0Z znamena, ze pro néjaké z > 0 je
r—

W(z,J,,J-,) # 0 a tedy podle 6.6.6 funkce .J,, J_, tvofi fundamentalni systém Ffeseni rovnice (11.11).
Necht n € N. Podle konvence v definici 11.2.3 je

> 1 T

2k—n
Jon(z) = Z(_l)kr(k+1)F(kfn+1) <5) B

k=n

- n 1 N\ 2k+n .
= O g (3) © GG,
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11.2.10 Definice

Funkce Y, definovana pro kazdé v € R a kazdé = € (0,00) vztahem

Y(x) = lim Je(x) cosmy — J_¢(x)

E—v sin 7T£

se nazyva Besselova funkce druhého druhu vddu v. (Nékdy také Neumannova funkce.)

Pokud v € Z, je jmenovatel zlomku za limitou nenulovy a tedy pro v ¢ Z lze psat

Yo () = Jy(x)cosmv — J_,(x) .

sin v

Je-li v = n € Z, jsou Citatel i jmenovatel zlomku za limitou nulové a limitu lze tedy vypocitat podle 2.3.6:

v = (| ) gy o) V_n) .

11.2.11 Véta

Funkce Y, je feSenim rovnice (11.11) pro libovolné v € R. Pro wronskian funkeci J,, a Y, plati W(«, J,,Y,) = —
X

(Funkce J, a Y, tedy tvofi fundamentalni systém FeSeni rovnice (11.11).)
D.: Viz napf. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
str. 58-76. 1

11.2.12 Poznamka

Besselovy funkce druhého druhu spliuji stejné vztahy, jako funkce prvniho druhu:

(szYu(x))/ = —z7"Y, 1 (2),
(myyu(x))/ = xVYu—l(m)a
Voal@) = V() - Yoa(o),
V@) = 5 0a() ~ Yeu (@)

11.3 Legendreovy polynomy

11.3.1 Definice

Legendretv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé = € R definovan vztahem

1 d" 2 n

Zejména

Py(z) =1 Py(z) = 5(3z* — 1) Py(z) = §(35z* — 3022 + 3)

Py(z) == Ps(z) = (523 — 3x) Ps(z) = £(632° — 70z* + 152)
Ponévadz

2 n o __ n _1\k.,.2(n—k) _ ( 1) n: 2n—2k __ ( ) 2n—2k
(z°-1) _Z<k>( 1)z —Zkg(n_k)gx _n!zk!(n—k)!x ’
plati
1 n N -1 k
Pn(af) = d ( ) 2n—2k.

o2n dzm £ Ok!(n—k)!



Tedy pro m € N je

R S G VA
P2m = x =
dx?m = 22mEl(2m — k)!

a1 (=1)"(4m = 2k) 4 o1 _
da2m—1 22 2mpl(2m — k) -
k=0

m— 2m—1
azmt (_1)k(4m —2k) 4okt _
dg2m—1 pors 22mEl(2m — k)!

2 T (DA =2k (dm = 2k = 1) i _

R 22mE1(2m — k)

q2m-2 2m71 (=1)F(4m — 2k)! Am—2k—2
dz2m=2 £ 22ml(2m — k)!(4m — 2k — 2)!

_ i (—=1)*(4m — 2k)! L2(m—k)
22mElN(2m — k)1(2m — 2k)! ’

k=0
analogicky
m—1
(—1)F(dm — 2k — 2)! I
Pm— = (m—k)—1
2m—1 ];) 92m=1[1(2m — k — 1)1(2m — 2k — 1)1 * :
souhrnné
3]
—1)*(2n — 2k)!
P, = (-1)7(2n — 2k) a2k (11.18)

pors 27kl(n — k)!(n — 2k)

11.3.2 Véta
Legendretv polynom P, je pro kazdé n € NU {0} FeSenim diferencialni rovnice

(1—2*)y"(x) — 229/ (x) + n(n+ )y(z) = 0.

1 2 2 _ 1 n—1
D.: Polozme n(z) = o '(:cQ — 1) Pak n/(z) = m(a;n—'), takze (2 — 1)n/'(z) = 2znn(x). Derivujme
n! n!
tuto nerovnost (n + 1)-krat (s vyuzitim 2.2.2.7):
2 (n+2) (n+1) n(n + 1) (n) (n+1) (n)
(22 = )y () + (n+ )220V (@) + S (@) = 2n (4D (@) + (0 + D (@) )
(® = D" (@) + 220"V (@) = n(n+ 1™ (@) = 0,

a ponévadz (™ (z) = P, (z), tvrzeni je dokdzéno. O]

Rovnici z tvrzeni véty lze také zapsat ve tvaru
(1 =2y (2)) +n(n + y(z) = 0. (11.19)

11.3.3 Véta

Posloupnost Legendreovych polynomt { Py, P, Ps, ...} je ortogonalni v prostoru £2(—1,1).

2
o1 PO kazdé n € NU {0}.

Posloupnost {\/g,\/gPl ,\/ng, N %Pn, e } je ortonormaln{ v prostoru £2(—1,1).

Norma Legendreova polynomu P, je |P,| =
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D.: Budte n,m € NU{0}. Rovnici (11.19) jednou napiSeme pro y(z) = P,,(z) a vyndsobime P, (), podruhé
ji napiSeme pro y(x) = P,(z) a vyndsobime P,,(x):

(1= 2?) P (2)) Pa() + m(m + 1) P (2)Pa(z) = 0,
(1- mQ)P,g(x)) P, (z) +n(n+ 1)P,(x) Py () 0.

Tyto rovnice odecteme, upravime a zintegrujeme v mezich od —1 do 1. Dostaneme

(1= 2P, () Pa(z) = (1 = 2*) Py()) Pr(x) + (m(m+ 1) = n(n+ 1)) Pa(z) Pn(z) = 0,
(1 = 22) (P, (2) Pa(@) = P (2) Py(@)))" + (m = n)(m + n + 1) Pa(2) Pm(z) = 0,
[(1 = 2%)(P}y(2) Pa(2) = Pru(2)Py()] ", + (m —n)(m +n +1) / Py(2)Pp(x)dz = 0,

-1
a ponévadz prvni sc¢itanec se rovnd nule, plati pro m # n
1

/ Py (2)Pp(x)dz = 0.

-1

Pro vypocet |P,|* = [ (Py(z))?dz pouzijeme n-krat metodu per partes. Pro zjednoduseni zapisu ozna-
1

¢ime Q(z) = (2% — 1)™ a uvédomime si, ze 1 a —1 jsou 2n-nasobné kofeny polynomu Q.

—1 —1
- () (e ) -

1 1

- ‘(273n!>2 Q@@ = - = (1 (23”!)2 [ @ @) -
~ (e <2n1n!)2/1(2n)!(5621)"dx - (1)”22(3(”73!!)2 j(erl)"(xl)”dx.

1

Pro vypocet integralu [ (z + 1)"(z — 1)"da opét pouzijeme n-krat metodu per partes:
2

1

/1(x+1)"(x1)"d:c _ {(erl)"(x_ "H} /n BN Gk M

n+1
-1

_ " /(x+1)”*1(a:—1)"+1dx -

n+1
-1
1n+2 1 1 1
N _n11 ([<$+1>"_1(x;+)2 }1_le/(wﬂ)”‘g(x—l)”“dx) =
B n(n—1) / e n _ _ nn—1)---1 n / ngy,. _
" G ) T D = e e (O s -
@) L@t ? (=22 (n])222n
B (2n)!(_1) { 2n+1 } - _(2n)!(_1) st~ Y 2n)!(2n+1)
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Celkem tedy

; O )| A () b e
/(Pn(x))de = (-1) 221 ()2 - (2n)!(2n+1)  2n+1°

TFeti tvrzeni je nyni zfejmé. [

11.3.4 Rekurentni vztahy pro Legendreovy polynomy

Pomoci (11.18) 1ze odvodit:

2n+1 n
P, = P, ———PF,_ =12,...
n-‘rl(x) n+1 z I’L(I) n+1 n 1(37)7 n y 4y
n
P (z) = W(Pn—l(x)_xpn<x))’ n=12....

11.4 Cebysevovy-Laguerreovy polynomy
11.4.1 Definice

Cebyseviiv-Laguerretiv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé x > 0 definovan vztahem

e” d"

Zejména
Lo(z) =1 Ly(z) = 5% — 22+ 1 Ly(z) = ot — 223 4+ 322 —da + 1
Li(z)=—z+1 Ls(z) = —ta® + 322 -3z + 1 Ls(z) = —gga° + oo — 323 + 5a? — o + 1

11.4.2 Explicitni vyjadieni CebySevova-Laguerreova polynomu

Necht L, (z) = Z ankz®. S vyuzitim Leibnizovy formule dostaneme

- n,Z( )dxk % = n,z< ) Yre—a ka - i(&)k (Z)a]j (11.20)

k=0

takze

Odtud dostaneme

n
On(k+1) k! (k+l> B Enlk!l(n — k)! _ k—n
anr,  (k+1)! <n> N (k-i—l)'n'(k—i— Din—k—-1)!  (k+1)2’
k

tedy

k—n n
An(k+1) = Wankv k=0,1,2,....,n -1, ano = (0) = 1.
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11.4.3 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy
S vyuzitim (11.20) dostaneme

nLy(z) = i(—w (Z) %xk +n,

k

@) = @ n0<—1>k () e = :<—1>’“ (+)

tedy

nLly(z) —xLl (x) = n—i—i(—l)k (Z) (k_l ol (% - 1) b = n—l—nil(—l)]C (Z) n};kxk =

k=1 k=1
n—1 n—1
B g(n\n—k , & n! n—k
= 2.1 <k> = 2 Kl(n—k)! Kl
k=0 k=0
n—1 k
_ _1\k (n—1)! r
- ”k:O( Vi —ronim — (@)

Odtud dostaneme vyjadieni derivace Cebysevova-Laguerreova polynomu pomoci tohoto polynomu a polynomu
nizsiho stupné:

L' (2) = 2 (Ln(x) — Ln_1(x)). (11.21)

813

S vyuzitim (11.20) také dostaneme

@ -t = S0 (1) (0] e+ 0 ey =

k=1
n—1
—1)! n Pl a1
= _qye(n ~1 ) (R
kz::l( T {n—k } oo T Y e
_ Til(_l)k (n — 1)! ah! + (_1>n an ! _
N = (k=D n—-Kk)!(k—1) (n—1)!
n—1 k n—1 k
_ R G VL rfn—1\z
= 2 (-1 Kn—k—Dlk DV ) g = L@
k=0 k=0
Méame tedy dalsi rekurentni formuli
L (z)— L, _(x)+ Lp_1(z) = 0. (11.22)
Z formuli (11.21) a (11.22) dostaneme
n

P (Ln(x) - Lnfl(x)) = L/n—l(QU) - Lnfl(x) )
tedy
Lo(@) = (1= 2) Loa(@) + S Ly (@), (11.23)

co? je formule pro vypodet Cebysevova-Laguerreova polynomu pomoci CebysSevova-Laguerreova polynomu stup-
né niz§iho a jeho derivace. NapiSeme-li tuto formuli pro n+1 misto pro n a za L], dosadime z (11.21), dostaneme

Lonl@) = (1= 2 1) 2 2 (Lalo) -~ Locala).

Tuto rovnici upravime na tvar

(n+1)Ly11(z) = 2n+1—2x)L,(z) —nLy_1(x).

Tento vzorec lze pouzit k postupnému vypoétu Cebysevovych-Laguerreovich polynomtl z prvnich dvou

Lo(z) =1, Li(x)=1-x.
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11.4.4 Diferencialni rovnice pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy

Derivovanim rovnice (11.21) dostaneme

n n
L) = 1 (Lale) — Lua (@) + 2 (L) ~ Ly (0)
Do této rovnice dosadime z (11.22) za vyraz L!, (x) — L], _;(x) a upravime:
n
eli(z) = = (La(®) = Lu-1(2)) = nLy-1(2),
" _ _nr n_
2Li(@) = —=L(@)+ (x n) L1(z).

Za vyraz L,_1(x) v posledni rovnici dosadime z (11.21) a dostaneme

xL!(x) = —%Ln(x)+ @

(~Z2@) + La(@))

po upraveé
L (z) = (x— 1)L () —nL,(z).

To znamen4, ze Cebysevovy-Laguerreovy polynomy L,, jsou fesenim diferencidlni rovnice
zy”(z) + (1 = 2)y/ (2) + ny(z) = 0,

nebo v samoadjungovaném tvaru ,
(ze™"y') +ne "y = 0.

Cebysevovy-Laguerreovy polynomy jsou fesenim této rovnice s okrajovymi podminkami

y(0) =1, lim e “y(z) = 0.

r— 00

11.4.5 Véta
Pro Cebysevovy-Laguerreovy polynomy plati

T . _ 1, m=n
O/Lm(a:)Ln(x)e dz = {07 mtn

D.: Pro kazdé 0 <! < n plati

dr! —z,.n ar = (_1)k k+n = k+l1
gt ) = g o Yk +n—1) - (k+1+1)a""
k=0 k=0
n '
k=0
takze
dnil —x , N
R iy 7 (e7"a") = 0; (11.24)
n—l
také plati P (e=*2™) = P(z)e™?, kde P(z) je n&jaky polynom, takze
dnfl
Jim L (@) == (e772") = 0 (11.25)

pro kazdé m € N.
Necht pro urcitost je m < n. UvaZujme integrél

oo

—T 1 r 7(17 n
J = /Lm(x)Ln(x)e de = —'/ dx” z")dx.
0

0
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K jeho vypoctu pouzijeme m krét metodu per partes a vztahy (11.24), (11.25):

S vyuzitim 11.4.2 dostaneme
()™ T (~1)m d 174
o o m n—m n—m
J = | —x_n _ —z_n .
n! / m! (m> T dgn—m (e7a") du n! / dan—m (e7"a") do
0

Je-li m = n, pak podle 11.1.2 je

1 Vi 1 1
J = = [e"ade = ST(n+1) = —=nl =1,
n! n! n!
0
Jeli m < n, pak podle (11.24) a (11.24) je

1 dqn—m-1 0

J = = " =0
n! |:dxn—m—1( ‘r ) 0

O

Z véty plyne, ze funkce
Un(x) = € ?Ly(x), n=0,1,2,...

tvoif ortonormélni posloupnost v prostoru £2(0, 00).

11.4.6 Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy

Zobecnény Cebyseviiv-Laguerreitv polynom stupné n € NU {0} je pro vSechna realnd z > 0 a s > —1 definovan
vztahem

s e’ —s d" —x,.n+s
Q;(x) = e @(e "ty

Tyto polynomy jsou fesenim diferencidlni rovnice
zy”(z) + (s + 1 — 2)y (2) + ny(x) =0,

nebo v samoadjungovaném tvaru
(z° e y) + ne ay = 0.
Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy spliiuji rekurentni formule

S

(n+D)Q () = 2n+s+1-2)Q(x) = (n+5)Q;_1(7)

d S _ 1 S s
@Qn(z) - E (nQn(z) - (’ﬂ + S)Qn—l(z)) 5
Qn(x) = Qi (2) = @ (),
d
SQi@) = ~QH@)
a rovnici

I'(n+s+1)
n!

0, m#n

, m=mn

[ @ @Qi@e e
0
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7 posledni rovnice plyne, Ze funkce

|
(bs — 8/2 —JC/Q # s :0 1 2
(z) = a7 L(n+s+1) Qn(@), n=0.12

tvoif ortonormélni posloupnost v prostoru £2(0, 00).

11.5 Cebysevovy-Hermiteovy polynomy
11.5.1 Definice

Cebyseviiv-Hermitetiv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé = € R definovéan vztahem

2 d” 2
Hn = (—=1)"e® —— e~ 7",
() = (-1)e e
Zejména
Hy(x) =1 Ho(x) = 422 — 2 Hy(x) = 162* — 4822 + 12
Hy(z) =2z Hj(z) = 823 — 12« Hs(z) = 322° — 16023 + 120z

11.5.2 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim Leibnizovy formule pro vypodcet vyssi derivace souc¢inu funkci dostaneme pro kazdé n > 1

dn+1 dn dr
Hyi(x) = (-1 e = e o (Fame ) = 20ne” oo (o) <

dJ}”+1 € dxn dxm
_— n n dk dn—k 2 w2 n da» 2 n dn—l 2
= 2(=1)" Z@ ar gre = AT [(0>$dz +(1> q1° ] =
k=0
n, 2 dn —z? n—1_xz? dn71 —z?
= 2z(—1)"e . —2n(=1)"""e 1® = 2zH,(z) — 2nH,_1(x),
tedy
Hp1(z) — 22Hy(z) + 2nH,—1(x) = 0. (11.26)

Této rovnice lze vyuzit k postupnému vypocétu Cebysevovych-Hermiteovych polynomi pomoci prvnich dvou.
Dale plati

d n 22 dar 2 n 22 dan 2 n 22 dqrtt 2
Hl (r) = — [(=1)"e e = 2x(—1)"e ey —(—=1)""le L =

= 2zH,(z) — Hy1(x).

Odtud s vyuzitim (11.26) dostaneme
H'(z) = 2nH,_1(z), (11.27)

tj. vyjadfeni derivace polynomu H, pomoci polynomu nizsiho stupné.
11.5.3 Diferenciilni rovnice pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim vztaht (11.27) a (11.26) dostaneme

Hyl(z) = 2nHa1(2)) = eHa(z) — Hpya(2)) = 2H,(2) + 20H, (x) = Hy, o (2) =
= 2H,(z) + 2zH) (x) — 2(n+ 1)H,(x) = 2zH](z) — 2nH,(z).

Pro kazdé n € NU {0} je tedy CebySeviiv-Hermitetiv polynom H,, () feSenim diferencialni rovnice

y"(z) — 22y’ (z) + 2ny(z) = 0, (11.28)

296



nebo v samoadjungovaném tvaru
!
(e*ﬁy') +2me "y = 0.
Poznamenejme jesté, ze Cebyseviiv-Hermitetv polynom je fesenim rovnice (11.28) s okrajovymi podminkami
x2

lim e ™ y(z) = lim e_xzy(x) = 0.

Tr——00 T— 00

11.5.4 Véta

Pro Cebysevovy-Hermiteovy polynomy plati

— 00

D.: Pro urcitost budeme pfedpokladat, ze m < n. Oznacme

Pro vypocet tohoto integralu pouzijeme m krat metodu per partes; pfitom vyuzijeme (11.27) a skute¢nost,
ze pro libovolny polynom P plati

lim efﬁp(x) = lim ef””zP(x) = 0.

r— —00 Tr— 00

o0

27 dn—1 :
J = (_1)n {Hm(x)e_lz} _/H,'Iﬂ(fl')me_lzdx =
—o0 X
— 00
n—1 r dnil —z? n—2 r dn72 —z?
x d’l’L—m
= ... = (=1)"""2"m! / dxnfme_ﬁdx.
Je-li m < n, pak
n—meom dn—m—l —z? -
J = (-1 m2"m! [dx”mle } = 0;
je-li m = n, pak podle (11.3) je
J = 2"n! / e dr = 2"nl/r.
O
7 véty plyne, ze funkce
e—x2/2
ty = ————= Hy(x), n=0,1,2,...

V/2rnly/m

tvoif ortonormélni posloupnost v prostoru £2(—oo, 00).
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11.5.5 Rekurentni vztahy pro koeficienty CebySevovych-Hermiteovych polynomi

Hledame Feseni rovnice (11.28) ve tvaru mocninné fady y(x) = Y. anrz”.

Plati
o0
2ny(x) = ZQnankxk,
k=0
2zy () = 2J:Zkankxk_1 = ZZkank:Ek,
k=0 k=0
y'(@) = Y klk—Dama™™? = 3 k(k— Dapa®™2 = 3" (k+2)(k + Daygezz”.

Po dosazeni do rovnice (11.28) dostaneme
Z [(k +2)(k + 1)ani2) — 2kank + 2nan;) 2 = 0,
k=0

a tedy
2(n — k)
X = ————— ank, =0,1,2,...,n—2.
Qn(k+2) (k+2)(k:+1)ak n=>0 n

11.6 Distribuce

11.6.1 Zakladni pojmy

Necht ¢ : R® — R je funkce n proménnych definovand na celém prostoru R™. Nosi¢ funkce ¢ definujeme jako
uzavér mnoziny {x € R" : ¢(x) # 0} a zna¢ime ho Supp .

Symbolem D oznac¢ime mnozinu funkei definovanych na R™, které zde jsou tiidy C*° (sr. 5.3.6) a jejichz
nosic¢ je kompaktni mnozina.

Na mnoziné D definujeme metriku p vztahem

gir-tiatetin

x7 0z - - - Oz

ooy ) = sup{\ - (%) — (x))| : x € R, <z‘1,z’27...,in>e<Nu{0}>"}.

Mnozinu D s touto metrikou nazyvame prostor testovacich funkci, jeho prvky nazyvame testovaci funkce.
Zobrazeni T : D — R, pro které plati

T(p+¢) = T(p)+T), T(ep) = cI(p), c€ER
nazyvame linedrni funkciondl na prostoru testovacich funkci. Obraz funkce ¢ pii zobrazeni T' budeme znadit
T(¢), T, T

Mnozinu vSech linedrnich funkcionaltt D — R nazyvame prostor dudlni k D a znacime ji D'.

11.6.2 Definice
Spojity linearni funkcional na prostoru testovacich funkci se nazyva distribuce.
Podrobnéji: Zobrazeni T': D — R nazveme distribuce, jestlize

Ve, €D)  T(p+4¢)=Te+TY,

(Vo € D) (Ve € R) T(ep) =Ty,
(V{en} CD) (Vo € D) @n — @ v prostoru (D, p) = Ty, — Te v R s pfirozenou metrikou.

298



11.6.3 Priklady distribuci

1. Necht f: R™ — R je funkce takovd, Ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C R"™ existuje kone¢ny integral
f f(x)dx (tzv. lokdiné integrabilni funkce). Definujme Ty € D’ vztahem

Tro = / () p(x)dx
Rn

Ty budeme také znacit ( f | ¢ ), nebo podrobnéji { f(x) | ¢(x) ).

Distribuce T' € D’ takova, ze existuje lokalné integrabilni funkce f pro niz Ty = < f ‘ % > pro vsechny
@ € D, se nazyva requldrni distribuce. Distribuce, kterd neni regularni, se nékdy nazyva singuldrni.
Kazdou funkci ¢ € D lze povazovat za regularni distribuci. Tedy D C D’. Proto se distribuce nékdy
nazyvaji zobecnéné funkce.

2. Diracova distribuce ¢ pfifadi kazdé testovaci funkci ¢ € D hodnotu ¢(0). Diracova distribuce neni regu-

larni. Pfesto se pouziva zapis

(51e) = (360 |90 ) = [a6pixax = w(0).

11.6.4 Nosic¢ distribuce

Rekneme, Ze distribuce 7' € D’ je na mnoziné Q C R” nulovd, jestlize T¢ = 0 pro kazdou testovaci funkci ¢ € D
takovou, ze Supp ¢ C Q.

Nosic¢ distribuce T je nejmensi (vzhledem k mnozinové inklusi) uzaviena mnozina takové, Ze na jejim komple-
mentu je T nulova.

11.6.5 Zakladni operace v prostoru distribuci

e Soucet distribuci T, S € D":
T + S € D' je distribuce, pro niz plati

(T+S)p = T+ Sy
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

e Nésobeni distribuce T' € D’ funkei a : R™ — R t¥idy C°°:
Je-li p € D testovaci funkce, pak ¢ ma kompaktni nosi¢. To znamena, ze také funkce ap ma kompaktni
nosic, tedy ap € D.
aT € D' je distribuce, pro niz plati
(aT)p = T(ap)
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
e Translace (posunuti) distribuce T € D o vektor h € R™:
Je-li ¢ € D, pak funkce ¢; definovana vztahem ¢;(x) = @(x + H) mé kompaktni nosi¢, je tedy také
testovaci funkeci.
Translace distribuce T € D’ o h je distribuce 7; T € D', pro niz plati

(7:T) ¢ = Tyj

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
Pro regularni distribuci uréenou funkei f plati

ThTf /f X+h /fx— dx.

Necht xg =0+ h. Translace Diracovy distribuce o vektor f_i, je distribuce §(x — x¢), pro niz plati

(o —x0) [ o) ) = { 600) | plx+7) ) = (o)

pro kazdou ¢ € D. Tato distribuce se nazyva Diracova distribuce soustredénd v bodé X.
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11.6.6 Derivovani distribuci

Necht f je diferencovatelné (a tedy lokalné integrabilni) funkce, ¢ € D. Pak plati

[ o
a(El

of

L oetox = //7
g

(x)p(x)dx; | das ... dzp_1dz, =

o0

I
\
\

[f(x)e(x)]5 - / f(x 8:101 x)dzy | dzg ... dzy_1da, =

(J
|

= / / /f(x)g—;pl(x)dxldxg...dmn,ldxn = —/f(x)g—z(x)dx,

R™

ponévadz Supp(fy) je kompaktni.
Jako zobecnéni této ivahy definujeme:

0
Parcidlni derivace podle pruni proménné distribuce T € D’ je distribuce —T', pro niz plati

81’1
0 Op
T = -T|—
(3% )w (‘9»””1)

oirtiztin o . Hirtiztin
( h _ i T)SO — (_1)11+12+~~1nT( h _ _ ()0) .

0x 0z - - - Dy 0x 0z - - - Oy

pro kazdou ¢ € D.
Obecné

Kazda distribuce ma derivace libovolného fadu.

Kazda lokalné integrabilni funkce f urcuje regularni distribuci. Tato distribuce mé derivaci libovolného radu.
V tomto smyslu lze Fici, ze kazda lokalné integrabilni funkce f ma derivaci libovolného fadu. Tato distribuce
vS8ak obecné neni funkci ale distribuci. Nazyvame ji distributivni derivact funkce f.

11.6.7 Heavisidova skokova funkce (distribuce)

Funkce H : R — R definované vztahem
1, >0

Hz) = {0 2 <0

je lokalné integrabilni. Urcuje tedy regularni distribuci, pro niz plati

(Hlp) = /OOH(sc)@(a:)da: = /ooap(x)dx.

Dale plati
(H o) = (H|J) = —/d(x)dx = @) = 0) = (b ),

tedy distributivni derivaci funkce H je Diracova distribuce (soustfedénad v bodé 0).
Obecné: Funkce H : R™ — R definovana vztahem

17 $1207$2207...$n20
0, jinak

H(ml,xz,...7$n) :{
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urcuje regularni distribuci:

<H‘g&> = / /'“/H(xlu‘rQW"7xn)90(x17w2;~~'7xn)d$1d$2"'d{l?n =
oo

Ponévadz
o n an
< axlamz---aan ‘ P > = (71) < H ‘ 8w1ax2-~6zn@ > =
oo o0 o0
o [ ] / AR daidas - d
= (- o | ———o(x1, 22, . .., 2y )dx1dTy - - -dz,, =
8.’)3161‘263?”(70 1,42, ’ 1 2 n
0 o
= T daodas - - - dz,, =
// /{axgaxs sa(:m,xz, yTn) o zodxs - - - dx
0 o 0
= // /8%2&%3 (O,xg,xg,...,xn)dxgdx3---dxn = ... =
0 0 0
= (=1)"¢(0,0,...,0) = ©(0,0,...,0),
. an _
Je 6I18$2---8$,LH = 9.

11.6.8 Distributivni derivace funkci jedné proménné

Necht funkce f : R — R je t¥idy C*° na kazdém z intervalti (—oc0,0), (0,00) a necht kazda jeji derivace je
lokalné integrabilni. Tato funkce urcuje regularni distribuci 7.

Oznatme o, = lim f(™(z) — lim f0™(z) a T} = ET T = a—2T T® = o T.
a0y z—0— F= o TF T a2t v f T gk
Pro kazdou ¢ € D plati
(e’ 0 (e’
Tip = —( K% — | f@)e( - | f — [ fa)¢ (z)dx =
/ / /
0 %)
= U@t [ F@ea)s - [F)e@]F + [ 1@l -
oo 0
= i f@)e(o) - Jim f@)p@)+ [ M@ -
— ) (i o)~ 1 1) + [ Feaan -
= ao¢(0)+/f’(w)90(:ﬂ)d:v =00 0] )+ (fle)=00(0|w)+Tpe,
symbolicky
T]/c =000 + Ty .
Obecné
k—1 o0
My = §j<—nkﬂ”*am¢@*m*”m>+‘/tﬂ“@»wuﬁu
m=0 s
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Symbolicky
k—1

TH = 3 a4 Ty

m=0

11.6.9 Konvergence distribuci
Rekneme, Ze posloupnost distribuci {7}, C D’ konverguje pro k — oo k distribuci T € D' a piseme

lim Ty =T,

k—oo

jestlize pro kazdou testovaci funkci ¢ € D je klim Tre = Ty (v tomto pfipadé jde o konvergenci ¢iselnych
—00

posloupnosti).

Necht {7} },—, € D’ je posloupnost distribuci takova, Ze pro kazdou testovaci funkci ¢ € D existuje limita
posloupnosti &sel {Typ} - ;. Definujme zobrazeni T : D — R pfedpisem

T(p) = leIEOTkw.

Pak T je linearni (to plyne z linearity kazdé z distribuci T}, a z vlastnosti limity 1.3.6) a spojité (dtikaz napt. v:
Laurent Schwartz: Théorie des distributions, Paris 1973). To znamend, ze T je distribuce.

11.6.10 J-vytvorujici posloupnosti

Necht {fi}r—, je posloupnost lokalné integrabilnich funkci na R™ takovych, Ze klim Ty, =0, tj.
— 00

Jim ( fi | ¢ ) =(0)

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D. Pak { fk}?;l se nazyva d-vytvorujici posloupnost, funkce fi se nazyvaji
impulsni funkce.
Priklady é-vytvorujicich posloupnosti:

1 1
kel < o k= k|, fo < -
fk(x) = 1 fk:(x) = 1
ko 2 sin kx
fu(@) = 7-© RS2 fr(r) = —

1 g ) . . , , v/ ;N .
fe(z) = ;m, kde {ax},_, je libovolna posloupnost kladnych ¢isel takova, ze klingo ap =0,
1 1 k ™m

— 4= — </
fule) = {0 T Emmrcos T Sl
0, || > ¢
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