Kapitola 2

Kombinatorika

2.1 Pocet moznych vybértu z predem daného sou-
boru

Budeme se zajimat o pocet moznych rozlisitelnych vybértu zadaného rozsahu
z néjakého predem daného koneéného souboru predméti, nikoliv nutné mnoziny.
V souboru, ktery neni mnozinou, mohou byt nékteré z predmétii navzajem neroz-
lisitelné. To si lze predstavit i tak, Ze néktery prfedmét mizeme vybrat opakované,
po vybéru ho vracime do souboru. Reseni takto formulovaného problému najdeme
jen pro Sest specidlnich situaci. P¥i feSeni neni podstatna vysledné formule (vzore-
¢ek), podstatny je zptisob, jak se k ni dospé&je. Analogické vahy lze totiz provadét
i v jinych, néjakym zpltsobem podobnych, situacich.

2.1.1 Variace k-té t¥idy z n prvku

Zakladni soubor je tvofen n vzajemné rozlisitelnymi prvky. Z nich vybereme k
prvka (smysl mé samoziejmé pouze piipad k& < n) a usporddame je do fady.
Napt. je-li zédkladni soubor tvotfen prvky a, b, ¢, d, e, z ného vybirame tii prvky a
usporadavame je, pak se vybér ‘acd’ lisi od vybéru ‘adc’.

Modelovou ulohou je problém, kolik rtéznych tfibarevnych vlajek tvorenych
svislymi pruhy lze vytvorit z pruha latky v barvach cervené, zluté, zelené, modré
a bilé. Pii feseni uvazujeme nasledujicim zpisobem: Prvni pruh (u Zerdi) mtizeme
vybrat z péti barev. Ztistanou ¢tyfi pruhy a z nich vybereme pruh druhé barvy.
Potom ziistanou t¥i pruhy a z nich vybereme posledni. Oznaéime-li barvy C, Z,
Z, M, B, lze moznosti schématicky znazornit obrazkem 2.1. V prvnim sloupci je
vybér prvniho prvku. Tento vybér bylo mozno uskute¢nit péti zpisoby. K vybra-
nému prvku vybereme (pfipojime tise¢kou) druhy; tento vybér je mozno k danému
prvnimu prvku uskutecnit ¢tyimi zpusoby. Nakonec k vybranym dvéma prvkim
vybereme tfeti; tento vybér k dané dvojici mizeme provést tfemi zpisoby. Vy-
sledny pocet vybéri (pocet tiibarevnych vlajek) tedy je 5-4 -3 = 60.
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Obr. 2.1: K 1loze o t¥ibarevnych vlajkach na str. 17

Stejné postupujeme, je-li rozsah souboru n a rozsah vybéru k. KdyZ oznacime
pocet variaci k-té t¥idy z n prvka symbolem v(n, k), dostaneme

v(in,k)=nn—-1)n-2)---(n—k+2)(n—k+1). (2.1)

2.1.2 Permutace n prvkua

Zakladni soubor je tvofen n rozlisitelnymi prvky. Vybereme je vSechny a uspo-
fadame do fady. Strucnéji: usporddame n rozlisitelnych prvki a ptame se, kolik
takovych uspotradani existuje.

Modelova tloha muze byt nasledujici: Mame Sest listecki a na kazdém z nich
jednu z dcislic 1, 2, 3, 4, 5, 6. Kolik Sesticifernych ¢isel mizeme vytvorit riznym
posklddanim téchto listeck za sebe? Jinak receno, kolik existuje Sesticifernych
Cisel, v jejichz zapisu se vyskytuje kazda z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 6 pravé jednou?

Je ziejmé, ze permutaci n prvki je tolik, kolik je variaci n-té tiidy z n prvka.
Tedy oznacime-li pocet permutaci n prvki symbolem p(n), dostaneme

p(n)=nn-1)(n-2)---3-2-1.
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Souéin n(n — 1)(n — 2)---3 -2 -1, tj. souéin vSech pfirozenych ¢isel od 1 do n
oznacime symbolem n!, ktery ¢teme ,n faktorial®,

nl=nn—1)(n-2)---3-2-1.

Faktorial je uvedenym sou¢inem definovan pro libovolné kladné celé ¢islo. V dal$im
uvidime, ze je vhodné ho zavést i pro nulu. Klademe

0l =1; (2.2)

tuto volbu lze zduvodnit tak, Ze existuje jediny zpusob, jak usporadat prvky prazd-
ného souboru — vzit prazdny soubor. Vzorecek pro pocet permutaci n prvki lze
pomoci faktoridlu struéné psat ve tvaru

p(n) = nl (2.3)

Odpovéd na otazku z modelové tlohy tedy je: 6! =6-5-4-3-2-1 =720.

Vzorecek (2.3) 1ze povazovat za vychozi kombinatorickou formuli a odvodit ho
podobnou uvahou, jaka je uvedena v 2.1.1. Pocet variaci k-té tfidy z n prvki lze
pak odvodit nasledujici tivahou: Vytvorime vSechny permutace n prvki; bude jich
n!. Permutace, které se shoduji na prvnich k£ mistech a na zbyvajicich n — k se
lisi, budeme povazovat za totozné (variace k-té tfidy totiz muZeme tvofit tak, ze
z permutace n prvki ,odf{zneme* poslednich n—k prvki). Pocet variaci k-té t¥idy
z n prvki je tedy tolikrat mensi nez pocet permutaci n prvki, kolik je moznych
uspofadani (tj. permutaci) n — k prvkd, tedy (n — k)!-krét mensi. Dostdvame tak
vzorecek pro vypocet poc¢tu variaci ve tvaru

n!

’U(TL, k) = m

(2.4)

Snadnym vypoctem (kracenim zlomki) se lze pfesvédcit, Ze ho lze upravit na tvar
(2.1):

n!
’U(?’L, k) = m =

nn—1)--n—k+1)(n-—kn-%k-1)---3-2-1

n-—k)n-k-1)---3-2-1
=nn—-1)---(n—k+1).
Dale plati, Zze pocet permutaci n prvku je vlastné poctem variaci n-té t¥idy z n

prvki, tj.
n! n!

| — — — -
nt=p(n) = v(nn) = (n—n)! o
7 této rovnice mizeme vypocitat
n!
0l=—=1.
n!

Tento vypocet ukazuje, Ze neni jind moznost, jak definovat 0!, nez vztahem (2.2).
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2.1.3 Kombinace k-té t¥idy z n prvka

Zakladni soubor je opét tvoren n vzajemné rozlisitelnymi prvky. Z nich vybereme
k prvki (smysl ma samoziejmé zase pouze piipad k < n) a neuspofadavame je.
Jinymi slovy, zajimame se o pocet k-prvkovych podmnozin néjaké n-prvkové mno-
Ziny. Pocet kombinaci k-té tf¥idy z n prvki budeme oznacovat symbolem c(n, k).

Jako modelovou tllohu mtzeme vzit: Na konferenci jisté politické strany se seslo
58 politikti. Maji ze svych fad zvolit a jmenovat tficlennou delegaci na kongres.
Kolika zptsoby to mohou udélat?

Predstavme si, ze mame jednu konkrétni kombinaci k-té t¥idy z n prvki; napii-
klad kombinaci ‘abd’ z péti prvki a, b, ¢, d, e. Z této jedné kombinace lze vytvorit
riznym sefazenim prvki celkem p(k) = k! variaci k-té t¥idy z n prvkid; v nasem
prikladu jich je 3! = 6: ‘abd’, ‘adb’, ‘bad’, ‘bda’, ‘dab’, ‘dba’. Z této tvahy vidime,
7e pocet variaci k-té t¥idy z n prvka je k!-krat vétsi, nez pocet kombinaci, tj.

v(n, k) = c(n, k) - k.
Z této rovnosti s vyuzitim (2.1) dostaneme

vin,k) nn—-1)---(n—k+2)(n—k+1)

k) = -
et k) = =4 k(k—1)---3-2-1 ’
nebo s vyuzitim (2.4)
n!
v(n, k)  (n—k)! n!
k = = = .
en. k) = =3 k! (n— k) k!
|
Vyraz T oznadime symbolem n , kterému fikame kombinac¢ni ¢islo a
(n— k) K! k

¢teme ho ,n nad k“. Formuli pro vypocet po¢tu kombinaci tedy muzeme zapsat
ve tvaru
n n!
Nyni mizeme odpovédét na otdzku z modelové ulohy. Moznych delegaci je

= 30 856.

58 58! 58 - 57 - 56

Kombinacéni ¢isla spliiuji jednoduché identity
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Prvni z nich je zfejméa z definice kombina¢niho ¢isla, druhou ovéfime nasledujicim
vypoctem:

n n n! n!
<k>+<k+1> B R VS Vs VT
n!(k+1) n!(n—k) nl(k+14+n—k)

G+D)ln—k)!  (k+D)n—k! (k+D(n—Fk!
nl(n+1) (n+1)! :(n+1)_

E+DIn—k)! F+D)m-k! \k+1

2.1.4 Variace k-té t¥idy z n prvku s opakovanim (vracenim)

Zakladni soubor je tvofen prvky, které jsou rozdéleny do n riznych druhi, prvky
téhoz druhu jsou navzajem nerozliSitelné. Prvki kazdého druhu je alespoil k. Po-
stupné vybirame po jednom prvku a fadime je za sebe. Celkem vybereme k prvkia.

Vychozi situaci si 1ze predstavit i jinym zptisobem. Zakladni soubor je tvo-
fen n rozlisitelnymi prvky. Vybereme z ného jeden, zapiseme si ho a vratime do
souboru. Pak vybereme dalsi prvek, zapiseme ho za prvni a vratime ho. To zo-
pakujeme celkem k-krét (zapoéitan je i vybér prvniho prvku). Vysledkem bude
zéznam sefazenych prvkia o délce k; kazdy z nich se miiZe libovolné krat opakovat.

Pocet variaci k-té t¥idy s opakovanim lze odvodit podobnou avahou, jako v pii-
padé variaci bez opakovani. Prvni prvek vybéru lze vybrat n zpisoby (ponévadz
v souboru je n druhti prvki nebo v pfipadé vraceni n rozlisitelnych prvki). Ke
kazdému vybranému prvku miizeme pi¥idat dalsi opét n zptsoby (pocet druhti v z&-
kladnim souboru zlstavd n nebo po vraceni je v souboru zase n prvki). Vybér
zopakujeme k-krat. Oznacime-li tedy pocet variaci k-té tfidy z n prvkia s opako-
vanim symbolem V' (n, k), dostaneme

V(n,k):n~n~n~~~~~n:nk.
_’_/
k-krat
2.1.5 Permutace s opakovanim v situaci (ki, ko, ..., k,)

Zakladni soubor je tvotfen k prvky, které jsou rozdéleny do n rtznych druht, prvky
stejného druhu jsou vzajemné nerozlisitelné. Prvki prvniho druhu je k1, druhého
ko atd. Samoziejmé ma smysl pouze piipad, kdy n < k, k1 > 1, ko > 1,... )k, > 1,
ki+ko+---+k, = k. Vybereme vSechny prvky a sefadime je. Jina formulace je, ze
mame n prvki, ze souboru vybiradme po jednom prvku, zapisujeme a vracime ho
do zékladniho souboru celkem k-krat. Vysledkem je k£ prvka sefazenych za sebou.
Ptame se, kolik mize byt takovych usporadanych k-tic, pokud vime, Ze prvni prvek

se vyskytuje ki-krat, druhy ko-krat, ..., n-ty k,-krat. V této interpretaci miuzeme
pfipustit i k; = 0 pro néjaké ¢ z mnoziny {1,2,...,n}, stdle ovem musi platit, ze
ki+ks+---+k, =k.

Ozna¢me hledany pocet symbolem P(kq, ko, ..., k). Pfedstavme si, Ze vSechny

prvky mame néjak oznacené, abychom rozlisili i prvky i-tého druhu a permutujeme
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je (rliznym zptsobem fadime). Takovych permutaci bude
pk) =plkr +ka+ - +ky)= (k1 +ka+ -+ k)l

Pokud odstranime oznaceni u prvniho druhu predmétii, nerozlisime permutace,
u nichz jsou prvky prvniho druhu na stejnych mistech. Napf. mame-li prvky dvou
druhti a, b a vybirdme 5 prvkd, pak pfi oznaceni pfedmétid obou druht jsou per-
mutace

ap b1 az by b3

ag b1 a1 bg b3

rizné, bez oznaceni prvki prvniho druhu nerozlisSime permutace

a b1 a b2 b3
a b1 a b2 b3.

Rozlisitelnych permutaci bude tolikrat méné, kolik je moznych permutaci k; prvki,
tedy kp!-krat. Analogickou avahu provedeme pro prvky vSech druht a dostaneme

plkr + kot +kn) (kr+ka+--+ky)!
Pk, ko, ... k) = _
(B ) p(k1)p(ke) - - p(kn) kol - k!

Jako modelovou tlohu pro zkoumanou situaci mizeme vzit nasledujici: Mame
sedm listeckli, na dvou z nich je napsana ¢islice 3, na tfech ¢islice 5 a na zbyvajicich
¢islice 8. Kolik raznych sedmicifernych ¢isel lze pomoci téchto listecku vytvorit?
V tomto pfipadé je n = 3, k = 7, ky = 2 (listecky s dislici 3), k2 = 3 (listecky
s Gislici 5) a ks =7 — (24 3) = 2 (listecky s éislici 8). Lze utvotit

77 7-6-5-4-3.2

= = =210
213!12! 2-3-2-2

P(2,3,2)
Cisel.

2.1.6 Kombinace k-té t¥idy z n prvkua s opakovanim (vrace-
nim), rozdélovani predmétu do prihradek

Vychozi situace je stejna jako v pfipadé variaci k-té t¥idy z n prvkd s opakovanim
(viz 2.1.4) s tim rozdilem, Ze nerozliSujeme vybéry, ve kterych jsou stejné prvky
rizné usporddané (neptihlizime k pofadi prvk).

Modelova tloha miize byt tato: V urné jsou kulicky péti barev — cCervené,
zluté, zelené, modré a bilé — vSechny v dostateéném mnozstvi, tj. od kazdé barvy
alespon jedenact. Vybereme jedenéct kulicek a dame je do pytliku. Ptame se, kolik
barevnych kombinaci muzZe vzniknout.

V tomto pripadé zavisi pouze na poctech vybranych predméti jednotlivych
druhd, coz znamena, Ze vybér je jednoznacné urcen usporadanou n-tici celych ¢isel
(/ﬁ,k/’g,...,kn) takovych, ze k1 > 0, ko >0, ..., ky, >0,a k1 + ke +---+ Kk, = k;
pritom ki znaci pocCet vybranych predméti prvniho druhu, k2 druhého druhu atd.
V modelové tloze mohou byt napiiklad vybrany t¥i cervené kulicky, dvé zluté,
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jedna zelena a pét bilych. V takovém pfipadé je ky = 3, ko = 2, ks = 1, kg = 0,
ks = 5. Uspotrddanou pétici (3,2,1,0, 5) mizeme také schematicky znazornit takto:

ooo|oo|o||ooooo7 (2.6)

tedy pomoci jedenacti kolecek a ¢tyt carek. Obecné lze kazdy vybér znazornit po-
moci k kolecek a n—1 ¢arek: pred prvni ¢arkou je tolik kolecek, kolik je vybranych
predméti prvniho druhu, mezi prvni a druhou c¢arkou je tolik kolecek, kolik je
vybranych pfedmétii druhého druhu atd. az za posledni, tj. (n — 1)-ni ¢arkou je
tolik kolecek, kolik je vybranych predmétti n-tého druhu. Jinak feceno, kazdy vy-
bér odpovida jedné permutaci s opakovanim v situaci (k,n — 1). Pocet kombinaci
k-té t¥idy z n prvkid s opakovanim, ktery ozna¢ime symbolem C(n, k), je podle
této tvahy roven poctu permutaci s opakovanim v situaci (k,n — 1), tj.

Reseni modelové tilohy je

= 3003.

15\ 15-14-13-12-11
0(5’“):(5) T 5.4-3-2

Podivejme se jeSté jednou na schéma (2.6). Stejné dobfe bychom ho mohli
charakterizovat jako znazornéni rozdéleni jedenacti predmétt do péti prihradek,
rozt¥idéni jedendcti objektt do péti druht. Odtud je vidét, Ze odpovéd na otdzku,
kolika zptisoby lze rozdélit k pfedmétii do n ptihradek, je opét C(n, k). Mizeme
pridat i podminku, Ze v kazdé prihradce méa byt alespon [ predméti. Pokud je
nl < k, pak je téchto zpisobi 0, predméti je totiz prilis mélo a podminku splnit
nemuzeme. Pokud je nl > k, mizeme si predstavit, Ze nejprve pridélime do kazdé
pfihraddky ! pfedméti (coz lze udélat jedinym zptsobem) a na dalsi pfidélovani
nam zbude o nl pfedméti méné. Zptisobi je tedy C(n,k —nl).

2.1.7 Dalsi priklady

Priklad 1. V nocleharné je 50 luzek. Urcete, kolika zptisoby je mozno na né
umistit 35 noclezniki.

7Z hlediska provozovatele ubytovny nezalezi na tom, kdo na kterém lizku lezi.
Podstatné je pouze to, ktera liuzka jsou obsazena. Z jeho pohledu tedy je mozno
lazka obsadit

¢(50,35) = <gg) - <‘;’g) _

_ 50-49-48-47-46-45-44-43-42-41-40-39-38-37-36
- 15-14-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2 B
=2,250829575- 1012
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zpusoby.
Z hlediska ubytovanych zalezi na tom, kdo na kterém ltzku lezi, jaké ma sou-
sedy ap. Z jejich pohledu tedy je

50!
v(50, 35) = T — 2325815505 10°2

zpusobi obsazeni lazek. [l

Priklad 2. Kolik riznych slov, i bez vyznamu, je mozno vytvorit pieskladanim
pismen ve slové LOKOMOTIVA? Kolik je mezi nimi takovych slov, v nichz nejsou
zédnd dvé stejnd pismena vedle sebe? A v kolika slovech se pravidelné stiidaji
souhlasky a samohlasky?

V uvedeném slové se vyskytuji jednou pismena A, I, K, L, M, T, V — je jich
7 — a tfikrat pismeno O. Ve slové samoziejmé na pofadi pismen zalezi. Mame
8 druhti pismen, jednoho druhu jsou tfi exemplafe, ostatnich po jednom. Pocet
vSech slov tedy bude

10!
PLLLLLLLS) = g~ 004800

Pfi hledéani odpovédi na druhou otédzku nejprve sefadime pismena A, I, K, L, M,
T, V. To mtuzeme udélat p(7) zptsoby. Kazdé ze tii pismen O mizeme zafadit na
zacatek slova, na jeho konec nebo do mezery mezi zbyvajicimi pismeny, tedy na 8
riznych pozic. Kazdou z téchto pozic mizeme vybrat pouze pro jedno O. Vybirame
tedy tfi pozice z osmi moznych, na které umistime nerozlisitelna pismena O. Tento
vybér lze udélat ¢(8, 3) zptusoby. Celkem tedy muzeme vytvorit

8!
p(7)c(8,3) =T (i) =Tl g = 7654876 =282240

slov pozadované vlastnosti.

Souhlasky jsou K, L, M, T, V a samohlasky A, I, O. VSechny souhlasky se vy-
skytuji po jedné, lze je tedy uspofadat p(5) zpisoby. Samohlasky A, I se vyskytuji
jednou, samohlaska O tiikrat. Lze je tedy sefadit P(1,1,3) zptisoby. Déle jsou dvé
moznosti volby, zda prvni pismeno bude souhldska nebo samohliska. Celkem tedy
mizeme vytvorit

51 (52
2p(5)P(1,1,3) =2 - 5! 3= % = 3600

slov, v nichz se stfidaji samohlasky a souhlasky. [l

Priklad 3. Kolika zptisoby lze rozdélit 50 stejnych kulicek mezi ¢tyfi chlapce?
Kolika zptisoby lze toto rozdéleni udélat tak, aby kazdy dostal alespon jednu ku-
licku?

Muzeme si predstavit, ze kazdy z chlapct je charakterizovan néjakou ,svou
prihradkou®, napt. pytlikem na kulicky nebo kapsou. Pak se jedna o rozdéleni 50
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predmétt do étyt prihradek. Podle posledniho odstavce 2.1.6 je odpovéd na prvni
otazku

53 53-52-51
4 = = =2342
C(4,50) (3) 3.9 3426
a na druhou
49 49 - 48 - 47
4.46) = = =18424.
O(4,46) (3) 18

O

Priklad 4. Kolika zpusoby lze mezi t¥i déti rozdélit 7 stejnych hrusek a 5
stejnych jablek?

Prakticky neomezené mnoha. Ovoce lze totiz krajet. Pokud z néjakého dtvodu
krajet nemtzeme (bojime se trazu, nemame ntz), rozdélime nejdiive hrusky, coz
lze C'(3,7) zplisoby, a potom jablka, coz lze udélat C(3,5) zptisoby. Jakékoliv
pridéleni hrusek Ize libovolné zkombinovat s libovolnym ptidélenim jablek. Celkem
tedy lze déti podélit

9\ (7 9 7
C(3,7)C(3,5) = <2> <2) = 71 ors; = 276

zpusoby.

Priklad 5. (dulezity) Urcete, kolik existuje podmnozin n-prvkové mnoziny.
1. zpusob feseni: Podle 2.1.3 vime, Ze pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové
mnoziny je c¢(n, k). V8ech podmnoZin véetné prazdné tedy je

e(n,0)+c(n,1) 4+ ¢(n,2) + -+ c(n,n— 1)+ ¢(n,n) :Zc(n,kz) :Z (Z)

k=0 k=0

2. zpusob FeSeni: Predstavme si, Ze vSechny prvky mnozZiny jsou sefazeny za
sebou. Konkrétni podmnozinu miizeme urcit tak, ze pod kazdy prvek napiseme
symbol 0 nebo 1 podle toho, zda tento prvek patil nebo nepatii do podmno-
Ziny. Napf¥. pro pétiprvkovou mnozinu {a, b, ¢, d, e} a jeji t¥iprvkovou podmnozinu
{a,c,d} mame

a b c d e
1 0 1 1 0
Pocet podmnozin tedy bude stejny jako pocet usporadanych n-tic prvka 0 a 1,
tedy pocet variaci k-té tiidy ze dvou prvki s opakovanim,

V(2,n) =2"

Dostali jsme vysledek ve dvou ruznych tvarech. Musi tedy platit

2”:271:(2)
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Tato rovnost je specialnim pripadem binomické véty

(a+0)" = Zn: (Z) "k

k=0
proa=b=1. O

Priklad 6. Kolika zptisoby lze na Sachovnici vybrat
a) dvé pole;
b) dvé pole rizné barvy;
) dvé pole nelezici v témze sloupci a téze fads;
d) dvé pole rizné barvy nelezici v témze sloupci a téze Fadé;
e) osm poli tak, aby v kazdém fddku a kazdém sloupci bylo pravé jedno;
f) k poli (1 < k < 8) tak, aby v kazdém fddku a kazdém sloupci bylo pravé jedno?

(¢]

a) Na Sachovnici je celkem 64 poli, vybirdme dvé a na uspofddani (pofadi)
vybranych poli nezélezi. Moznosti tedy je

4.
64) = 64-63 = 2016.

c(64,2) = ( ) 5

b) Na Sachovnici je celkem 32 poli bilych a 32 poli ernych. Pfedstavme si, ze
nejdfive vybereme pole bilé (to mizeme udélat 32 zptisoby) a k nému vybereme
pole ¢erné (coz muzeme udélat opét 32 zptisoby). Celkem tedy mame 32-32 = 1024
moznosti vybéru.

c¢) Tuto tlohu muZeme také zformulovat jako otdzku, kolika zpiisoby lze na
Sachovnici umistit dveé véze tak, aby se vzédjemné neohrozovaly. Nejprve vybereme
jedno pole, coz mtzeme udélat 64 zptsoby. Jako druhé jiz nemiizeme vybrat totéz
pole ani zadné pole ze stejné fady (kterych je 7) ani zaddné pole ze stejného sloupce
(kterych je opét sedm); mizeme tedy vybirat ze 64 —1—7—7 = 49 poli. P#i tomto
zpusobu vybirani bude ale kazdé dvojice poli ve vybéru dvakrat; jednou, kdyz
jedno pole vybereme jako prvni a zbyvajici jako druhé, podruhé naopak. Dvojic
poli zadanych vlastnosti bude proto dvakrat méné. Celkem tedy mutzeme vybrat
dvé pole pozadovanych vlastnosti

64 -49

=1
7 568

zpusoby.

Ulohu lze fesit i jingm zptisobem. Uréime, kolika zpiisoby lze vybrat dvé pole
nemajici pozadovanou vlastnost, tj. takovd, které lezi bud ve stejném sloupci nebo
stejné fadé. Vybereme jedno pole; to mizeme udélat 64 zptsoby. Potom vybereme
druhé; pro jeho vybér mame 7 + 7 moznosti — vybirdme ze sedmi poli v témze
sloupci a ze sedmi poli v téze fadé. Celkem tedy mizeme vybrat dvé pole uvazované
vlastnosti, jedno po druhém, 64-(7+7) zptisoby. Ponévadz ale ve vysledném vybéru
nezalezi na tom, v jakém poradi jsme pole vybirali, je vyhovujicich vybéru dvakrat
méné, tj. % 64 - (74 7) = 448. Pocet vybéri dvou poli pozadované vlastnosti je
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roven poc¢tu vech vybéri dvou poli (tloha a)) zmenSeny o pocet vybért, které
pozadovanou vlastnost nemaji, tedy 2016 — 448 = 1 568.

Uvaha vedouci k vysledku mtize byt jesté jina. Znovu zaéneme uréenim poétu
vybéri, které nemaji pozadovanou vlastnost. Dvé pole v témze sloupci miuZzeme
vybrat ¢(8,2) zptsoby, jeden sloupec miizeme vybrat 8 zpisoby, takze dvé pole
lezici v témze sloupci mtizeme vybrat 8-¢(8, 2) zptisoby. Stejnou tvahou lze ukézat,
ze dvé pole lezici v téze fadé, lze vybrat také 8 - ¢(8,2) zptusoby. Dvé pole lezici
v téze fadé nebo v témze sloupci lze tedy vybrat 8 - ¢(8,2) + 8 - ¢(8,2) zptsoby.
Pocet vybéra pozadované vlastnosti je opét

¢(64,2) — (8- ¢(8,2) + 8-¢(8,2)) = 64—263 - <8¥ +8~¥> — 1568,

d) Nejprve vybereme jedno bilé pole. Z 32 ¢ernych poli jiz nemtizeme vybirat
ze CtyT poli ve stejné fadé a ze ¢yt poli ve stejném sloupci, takze miizeme vybirat
z 24 moznosti. Dvé pole pozadovanych vlastnosti tedy mizeme vybrat 32-24 = 768
zpusoby.

e) Zafneme vybérem pole v prvnim sloupci. To mizeme udélat osmi zptsoby.
Ve druhém poli mame na vybér jiz jen sedm poli, nebot pole v fadku, na némz je
vybrané pole z prvniho sloupce podle podminek tlohy vybrat nelze. Jedno ze sedmi
poli ve druhém sloupci vybereme. Ve tfetim sloupci zistane na vybér Sest poli,
atd. Celkem tedy muZeme pozadovana pole vybrat 8-7-6-5-4-3-2-1 = 8! = 40320
zpusoby.

f) Vybereme k sloupctl, z nichz potom budeme jednotlivd pole vybirat. To
mizeme udélat ¢(8, k) zptsoby. Podobné jako v tloze e) miZeme v prvnim z vy-
brangch sloupcii vybrat jedno pole osmi zptisoby, ve druhém sedmi, atd. Po vybéru
sloupct tedy mizeme jednotliva pole (tj. fadky) vybirat 8-7--- (8—k+1) = v(8,k)
zpusoby. Pole pozadovanych vlastnosti muzeme tedy celkem vybrat

8 8! 812
o(8, k) (8, k) = (k:) R ICEDE

zpusoby.

Vsimnéme si, Ze dlohy c) a e) jsou specidlnimi pfipady tlohy f); tloha c¢) pro
k = 2, tloha e) pro k = 8. Vysledky jsou stejné, kazd4 z tvah vedouci k vysledku
v piipadé c) byla jina. O

Priklad 7. Urcete, kolik existuje Sesticifernych ¢isel, v jejichz dekadickém
zapisu jsou t¥i cifry sudé a tii cifry liché.

Sudé cifry jsou 0, 2, 4, 6, 8, liché jsou 1, 3, 5, 7, 9. Na prvni pozici mize stat
libovolna z péti lichych cifer nebo suda cifra rizna od 0. Pro ¢isla zac¢inajici sudou
cifrou je tedy jiny pocet moznych vybért prvni cifry nez v pripadé ¢isla zacinajiciho
cifrou lichou. Vénujme se proto nejprve ¢islim zacinajicim sudou cifrou.

Nejprve ur¢ime pocet ,konfiguraci“ dvou sudych a t¥i lichych ¢islic, tj. kolika
zpusoby lze urcit, na kterych pozicich budou sudé a na kterych liché cifry. Kazdou
takovou ,konfiguraci“ lze znazornit jako permutaci prvka s, s, I, [, . Takovych
permutaci podle 2.1.5 je P(2,3).
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Pro danou ,konfiguraci“ dvou sudych a tfi lichych cifer uré¢ime pocet moznych
konkrétnich vybéra cifer dané parity. Na kazdou pozici mtizeme vybrat libovolnou
z péti cifer, celkovy pocet moznosti tedy je 5-5-5-5-5 = 55,

Libovolnou ,konfiguraci“ mfizeme ,naplnit* libovolnym z 5° konkrétnich vy-
béru cifer a jim predfadit libovolnou ze ¢ty nenulovych sudych cifer. Celkovy

pocet moznosti tedy je
5!
5.4 5
P(2,3)-5°-4= 5131 5° 4.
Analogickou tvahou ukazeme, 7Ze Sesticifernych ¢isel splnujicich danou podminku
a zacinajicich lichou cifrou je
5! o
213! 575
Vsech ¢isel vyhovujicich zadané podmince tedy je
5! 5! 5!

2 5 9 k5 2 k5 _
2!3!5 4+2!3!5 5—2!3!5 9 = 281 250.

O

Piiklad 8. (ndroénéjsi ale zajimavy) Kolik je vSech permutaci n prvki aq,
as, ..., ap takovych, ze pro zadné ¢ € {1,2,...,n} neni prvek a; na i-tém misté?

Ozna¢me hledany pocet symbolem d,,. Je-li n = 1, je d; = 0 — jediny prvek
a1 muze byt na jediné, tj. prvni pozici. Je-li n = 2, je d3 =1 — jedinad permutace
vyhovujici podmince tlohy je asa;.

Bud n > 2. Rozdélme vSech d,, permutaci na n — 1 disjunktnich skupin podle
toho, ktery prvek je na prvnim misté (skupin je n — 1, nebot prvek a; na prvnim
misté byt nemtze). Vezmeme néjaké k z mnoziny {2, 3, ...,n} a budeme se zabyvat
skupinou permutaci, které maji na prvnim misté prvek a;. Tu rozdélime na dveé
disjunktni podskupiny: do prvni ddme permutace, které maji prvek a; na k-tém
misté, do druhé ty ostatni. V prvni podskupiné je d,,— permutaci — dvé mista,
prvni a k-té, mame obsazena, na ostatnich je zbyvajicich n — 2 prvkt umisténo
podle zadani dlohy. Permutaci ve druhé skupiné je tolik, kolik je vSech moznych
usporadani n — 1 prvka

az,as,...,Ak—-1,01, k41, Gk4+2, - - -, 0n

takovych, ze zadny prvek neni na té pozici, na niz je napsan. Tedy permutaci ve
druhé podskupiné je d,,_1. Permutaci v uvazované skupiné je celkem d,,_o+d,,_1.
Stejnou tvahu muzeme provést pro kazdou skupinu, tj. muzeme ji provést celkem
(n — 1)-krat. Tim dostaneme, ze hledany pocet permutaci je

dp=(n—1)(dp—2+dn-1).
Ponévadz zname d; a ds, mizeme vypocitat

ds = (3-1)(0+1)=2,
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ponévadz zname ds a d3, muzeme dale vypocitat

di = (4-1)(1+2)=9

a dale
ds = (65—1)(249) =44,
ds = (6—1)(9+44) =265,
d7 = (7—1)(44+265) = 1854,
ds = (8—1)(265+1854) = 14833,

atd. Vidime, Zze hodnoty d,, s pfibyvajicim n velmi rychle rostou, fesit lohu vy-
psanim vSech moznosti by pro vétsi n bylo prakticky nemozné. Jiny zpusob feSeni
tlohy bude uveden na str. 38. |

2.2 Prihradkovy princip

S rozdélovanim predmétii do piihrddek (sr. 2.1.6) souvisi i jednoduchy prihrdd-
kovy princip: Necht k, n jsou pfirozend ¢isla, k > n. Pri jakémkoliv rozdéleni k
predméti do n prihradek existuje prihradka, v niz budou alespon dva predméty.

Prihradkovy princip je obecnou formulaci popularni tlohy: ,,Zjistéte, zda mezi
obyvateli Brna existuji dva lidé, ktefi maji stejny pocet vlast.“ Tuto tlohu samo-
ziejmé nelze vyfesit spocitanim vlasti u vSech obyvatel Brna. Musime si pomoci
uvahou. Jeden ¢lovék m4 na hlavé maximalné 300 000 vlasti!, Brno mé 369 299 oby-
vatel?. Lidi, ktefi nemaji stejny podet vlast je nejvyse 300001 — tplné plesaty,
s jednim vlasem, se dvéma vlasy, atd. az nakonec ¢lovék s 300000 vlasy. Protoze
pocet obyvatel Brna je vétsi, musi mezi nimi byt dva lidé se stejnym poctem vlast.

Tato tloha je ukézkou ditkazu sporem. Ten sice zaruci existenci néjakého ob-
jektu — v naSem pripadé dvojice osob, které maji v jeden okamzik stejny pocet
vlasii — ale nedéava zadny navod, jak tento objekt najit. Navic ani nemtzeme znat
néjaké jeho dalsi vlastnosti — v nasem pripadé€ napf. nevime, zda jsou tyto osoby
téhoz pohlavi; Zen je totiz 194 148 a muzu 175151, tedy pocty nizsi, nez odhadnuty
maximalni pocet vlasti. Matematika mutze dat jistotu o existenci néceho, co nikdo
nikdy nevid€l, ani vidét nemohl a o c¢em dokonce ani nemiizeme vSechno védét.

2.3 Princip inkluze a exkluze

Budeme se zajimat o pocty prvku jistych koneénych mnozin; konkrétné tako-
vych, které jsou sjednocenim k jinych mnoZin. Pocet prvkit mnoziny A oznac¢ime
symbolem |A|.

LV literatufe lze najit rizné uidaje. Jako priimérny pocet vlasti na hlavé jsou v uéebnici L.
Borovansky a kol., Soustavnd anatomie c¢lovéka, Avicenum, Praha 1976 na str. 954 uvedeny
hodnoty 80000, 120000, 140000. Hodnota 300000 je vétsi nez dvojnasobek nejvyssi uvadéné
prumérné; mohl by to byt rozumny odhad maximalniho poétu vlast na jedné hlaveé.

2Udaj CSU z 31. 3.2004.
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2.3.1 Dvé nebo tii mnoziny

V pripadé k = 2, tedy v pfipadé dvou mnozin A, B, je situace jednoduché; je
znézornéna na obr. 2.2 a). Secteme-li poéty prvki v jednotlivych mnozindch, za-
pocitame tim prvky, které jsou obéma mnozindm spolecné (tj. prvky z AN B, které
jsou vyznadeny Srafované) dvakrat — poprvé spolu s prvky mnoziny A, podruhé
s prvky mnoziny B. Proto je musime odecist. Dostaneme

|AUB| = |A| + |B| - AN BY. (2.7)

a) pro dvé mnoziny b) pro t¥i mnoZiny
Obr. 2.2: K principu inkluze a exkluze

vvvvv

snadno odvodime prislusny vzorec. Secteme-li prvky v jednotlivych mnozinach,
zapocitavame tim prvky lezici v jednoduse Srafovanych oblastech dvakrat a prvky
lezici v trojité Srafované oblasti tfikrat. Kazdy z pranikai AN B, ANC, BNC
obsahuje jednu z jednodusSe Srafovanych oblasti a trojité Srafovanou oblast. Pti
odecteni poctlu prvku z téchto pruniku tedy odecteme prvky z jednoduse Srafova-
nych oblasti a soucasné odecteme trikrat pocet prvka z trojité srafované oblasti
(priniku AN BN C), tj. vSechny tyto prvky. Ony ovSem do sjednoceni mnozin
AU BUC patii, takZe je musime k celkovému poctu pricist. Dostavame tak vzorec

[AUBUC| =|A|4+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|. (2.8)

Ze vzorcl (2.7) a (2.8) i ze zplsobu jejich odvozeni vidime, Ze podet prvka
sjednoceni néjakych mnozin dostane jako soucet prvkia jednotlivych mmnozin od
kterého odecteme pocty prvkid prunikd téchto mnozin a k tomu, v pripadé tii
mnozin opét pri¢teme pocet prvka priniku mnozin. Z toho je také zfejmé, proc se
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uvedend kombinatoricka Gvaha nazyva princip inkluze a exkluze3.

Priklad 9. Od fteky se vraci skupina spokojenych rybait. Spokojeni jsou
proto, ze kazdy z nich néco ulovil. V jejich tlovku jsou dva druhy ryb, kapfi a
cejni. Kapra ulovilo osm rybard, cejna pét rybait, kapra i cejna si odnési tri
rybafi. Kolik je rybari? Kolik by bylo rybart v pfipadé, ze by dva z nich méli ve
svém tulovku i sumce, pficemz dva druhy ryb ulovili ¢tyfi rybari a zadny z téch,
ktefi ulovili sumce, neulovili cejna?

Ozna¢me K mnozinu rybaid, kteri ulovili kapra a C' mnozinu rybara, ktefi
ulovili cejna. Podle zadéni je |K| = 8, |C| = 5, |[K N C| = 3. Ponévadz kazdy
z rybait néco ulovil, je jejich pocet roven |K U C|. Podle (2.7), kde piSeme K
misto A a C misto B, dostaneme

IKUC|=|K|+|C|-|KNC|=8+5—3=10.

Na prvni otazku lze samoziejmé odpovédét i primocarou tvahou: Ponévadz tii
rybari ulovili kapra i cejna, tak jenom kapra ulovilo 8 — 3 = 5 rybaifd a jenom
cejna ulovili 5 — 3 = 2 rybari. Celkovy pocet rybara je soucet téch, ktefi ulovili
oba druhy, téch, ktefi ulovili jenom kapra a téch, ktefi ulovili jenom cejna, tedy
345+ 2 = 10 rybatt.

Oznac¢me dale S mnozinu rybait, ktefi ulovili sumce. Podle zadani je pocet
jejich prvki | S| = 2. Ponévadz zadny z rybait neulovil sumce i cejna, je SNC = ()
a tedy také SNCNK = (); to znamend, ze |SNC| =0, |SNCNK| = 0. Dva druhy
ulovili ¢tyfi rybafi, z nich tfi maji kapra a cejna, takze jeden ma kapra i sumce,
|K N S| = 1. Celkovy pocet rybait nyni podle (2.8) je

[IKUCUS|=|K|+|C|+|S|—|KNC|—|KNnS|—|CNnS|+|KNCNS|=
=8+5+2-3-1-0+0=11.

O

Priklad 10. Z pytliku, v némz jsou 3 zluté, 1 modré, 10 ¢ervenych a 19
zelenych kulicek nabereme hrst deseti kuli¢ek. Kolik riznych hrsti mizeme dostat?
Nejprve si predstavme, ze v pytliku je alespon deset kulicek od kazdé barvy.
Ozna¢me M mnozinu vSech moznych hrsti deseti kulicek uvedenych barev a A, B
podmnoziny mnoziny M takové, ze
A ...mnozina hrsti, v nichz je vice nez 3 zluté kulicky,
B ...mnozina hrsti, v nichz je vice nez 1 modra kulicka.
Hledany pocet hrsti bude |[M| — |AU B].
Podle 2.1.6 je

= 286,

13-12-11
M| = C(4,10) = <13) _Biz i

3 3-2

37 latinského includere — vlozit, pojmout, vsadit; excludere — vylouéit, nevpustit, zabranit
v pristupu. Tedy ,princip zahrnuti a odstranéni“ nebo ,princip zafazeni a vylouceni®.
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a podle principu inkluze a exkluze (2.7) je
|AUB| =|A|+|B|—-|ANB|.
Bud i € {4,5,6,7,8,9,10} a symbolem A; ozna¢me podmnoZinu mnoziny A
takovou, ze hrsti z mnoziny A; obsahuji pravé i zlutych kulicek. Ziejmé plati
10

Al = |Aa| + |As] + | Ag| + |A7| + |As| + [Ag| + A1 = D |Adl.
i=4
MizZeme si predstavit, Ze hrsti z mnoziny A; jsme vytvorili tak, Ze jsme vzali 4
zlutych kuli¢ek a k nim pridali hrst 10 — ¢ kuli¢ek zbyvajicich tii barev. Takovych
hrsti je C'(3,10 — ¢) a stejny je tedy i pocet prvki mnoziny A;,

|A;| = C(3,10 — ) = (122_ ’) .
Plati tedy
10
12-7\ 87 76 6-5 5.4 4.3 3.2 2.1
||§<2) sttt Tt =8

Analogickou tvahou lze odvodit, Ze

10 .
1B =Y (122_ ’) = 165.

=2

Budte nyni ¢ € {4,5,6,7,8,9,10}, j € {2,3,4,5,6,7,8,9,10} takova ¢isla, ze
i+ j < 10 a oznac¢me symbolem C;; takovou podmnozinu mnoziny M, Ze hrsti
z této mnoziny obsahuji praveé i zlutych a j modrych kulicek. Ziejmé plati

|A N B| = |C42| + |C43| + |C44| + |C45| + |C46| +
+ [Cs2| 4 |Cs3| + |Csa| + |Cs5] + |Co2| + |Cos| + |Coa| +

8 10—1

+|Cral + |Crs| + Csal = > D [Cijl -

i=4 j=2

Opét si mizeme predstavit, Ze hrsti z mnoziny C;; jsme vytvorili tak, Ze jsme vzali
i 7zlutych a j modrych kulicek a k nim jsme pfidévali 10— (¢ + ) kuli¢ek zbyvajicich
dvou barev. Tedy

1Oy = C(2,10 i — j) = (“‘1"3) i

a dale

|JANB| = (11 =6) + (11 = 7) + (11 — 8) + (11 — 9) + (11 — 10)+
F(11—7)+ (11— 8) + (11— 9) + (11 — 10) + (11 — 8) + (11 — 9) + (11 — 10)+
+ (11— 9) + (11 — 10) + (11 — 10) = 35.
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Celkem tedy
|AU B| =84+ 165 — 35 = 214,

takze mtzeme vybrat 286 — 214 = 72 riznych hrsti kulicek.

Ulohu lze fesit i jinou tivahou. Nejdiive spocitame vSechny hrsti, v nichz neni
modra kulicka. Mezi témi ur¢ime pocet téch, ve kterych je praveé ¢ zlutych kulicek.
Takovych hrsti je mozno vybrat C(2,10 — ¢). Hrsti, ve kterych neni modra kulicka
tedy je

3 3 .
Y o@10-i)=>" (1111> =11+10+9+8=38.
1=0 1=0

Analogicky odvodime, Ze hrsti, ve kterych je modra kulicka, je celkem

3 3 10 — i
20(2,9¢)Z< . ’> —10+9+8+7=34

i=0 i=0

Celkem je tedy mozno z pytliku nabrat 38 + 34 = 72 rdznych hrsti kulicek.
Dvéma riiznymi zptisoby jsme dostali stejny vysledek. Uvaha s vyuzitim prin-

cipu inkluze a exkluze je pro danou tlohu komplikovanéjsi; l1ze ji ale pouzit i

v obecnéjsi, méné prehledné, situaci. O

Na princip inkluze a exkluze se lze podivat i z jiného Ghlu. Uvazujme mnozinu
M néjakych prvki, které mohou, ale nemuseji, mit nékterou z vlastnosti «, 3,
v. Ozna¢me m = |M| pocet prvki mnoziny M; m,, resp. mg, resp. m. pocet
prvkd, které maji vlastnost a, resp. 3, resp. 7y; mag, resp. May, resp. mg, pocet
prvkd, které maji soucasné vlastnosti o i 3, resp. a i 7, resp. 3 i 7; magy pocet
prvkd, které maji vSechny t¥i vlastnosti; mqs g4+ pocet prvki, které nemaji zddnou
z vlastnosti «, 3, 7. Oznac¢ime-li dale A, resp. B, resp. C' mnozinu prvka z mnoziny
M, které maji vlastnost «, resp. 3, resp. vy, bude

m(l:|A|a mﬁ:|B|a m’Y:|C|7
mag = |AN B, Moy = |ANC|, mp, = |BNC|,
Magy = |ANBNC|.

Sjednoceni mnozin A U B U C' je mnozinou téch prvki, které maji alespon jednu
z vlastnosti a, 3, . Podle principu inkluze a exkluze (2.8) je

[AUBUC| =mq +mg+ my —Mag — May — Mgy + Magy. (2.9)

Celkovy pocet prvka mnoziny M je souctem vSech prvki, které maji alesporn jednu
z vlastnosti «a, 5, v a po¢tu prvki, které zadnou z téchto vlastnosti nemaji, tj.

|M| = |AUBUC| + Margryr-

Odtud dostaneme
ma/ﬁ/,yl = |M| - |AUBU C|
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a po dosazeni (2.9)

Mo/ gry = | M| —mq —mg — My + Mag + May + Mgy — Mapn. (2.10)

Priklad 11. Personalistka jisté firmy poskytla fediteli nasledujici informaci:
ve firmeé pracuje 250 muzu a 200 Zen, pritom 160 muzi a 140 Zen ma vysokoskolské
vzdélani, do prace dojizdi 180 muzi a 100 Zen, vysokoskolsky vzdélanych muzt
dojizdi 150 a vysokoskolsky vzdélanych zen 20. Co z toho mize Feditel usoudit?

Ve firmé podle udaju pracuje celkem 2504+200=450 lidi. Spocitame, kolik z nich
osob: « ...muzské pohlavi,

B ...vysokoskolské vzdélani,

~ ...dojizdi do zaméstnani.
PouZijeme oznaceni zavedené pfed prikladem. Pak hledany pocet je mqsg4/. Podle
podminek uvedenych v informaci je

me = 250, Mapg = 160,

mg = 160 + 140 = 300, Mo~y = 180,

m~ = 180 4 100 = 280, mgy = 150 4+ 20 = 170,
Magy = 150.

Podle principu inkluze a exkluze (2.10) je
Margry = 450 — 250 — 300 — 280 + 160 + 180 + 170 — 150 = —20.

To samoziejmé neni mozné. Reditel mize usoudit, ze personalistka si informace
vymyslela. O

Priklad 12. V pocitacové ucebné je tiicet pocitaci. Pfitom dvacet bézi pod
operacnim systémem Linux, osm ma pfipojen plochy monitor a dvacet pét ma
nainstalovanou CD mechaniku; alespon dva z uvedenych atributd méa dvacet po-
¢itacil, vSechny t¥i méa Sest pocitact. Kolik pocitact
a) ma alespoii jednu z uvedenych vlastnosti?

b) m4 pravé jednu z uvedenych vlastnosti?
¢) nemd Zadnou z uvedenych vlastnosti?

Oznacme:
L ...mnozZina pocitacl s opera¢nim systémem Linux,
P ...mnozina pocitact s plochym monitorem,

C ...mnozina pocitacd s CD mechanikou,

D;j -..pocet pocitaci, které maji pravé j z uvedenych vlastnosti,

aj ...pocet pocitact, které maji alespon jednu z uvedenych vlastnosti.
Ziejmé je a; = |L U P U C|. Déle polozme

s1 = |[LI+[P[+]C],
ss = |LNP|+|LNC|+|PNC],
s3 = |[LNnPNC|.

Podle zadani je
|L| =20, |P]=38, [C]=25,



2.3 PRINCIP INKLUZE A EXKLUZE 35

takze
s1 =20+ 8+ 25 =153

a dale
§3 = pP3 = 6

Pocet pocitact, které maji pravé dvé vlastnosti, je roven poctu pocitact, které
maji alesponn dvé vlastnosti zmensenému o pocet pocitaci, které maji prave tri
vlastnosti, tj.

p2 =20—6=14.

V souctu so je zahrnut pocet po a t¥ikrat pocet ps (viz obr. 2.2 b), v némz nahra-
dime mnoZinu A mnoZinou L a mnoZinu B mnozinou P), tj.

So=po+3ps=14+3-6=32.

a) Podle principu inkluze a exkluze (2.8), v ném? piSeme L misto A a P misto
L, plati
a1 =81 —So+ 83 =53—32+6=27.

b) Ziejmé je a; = p1 + p2 + p3, takze
pr=a1—p2—p3=27T—-14-6=171.

c) Podle vztahu (2.10), v némz |M| = 30, je poclet pocitaél, které nemaji
zadnou z uvedenych vlastnosti, roven

30 —s1+52—53=30—-53+32—-6=3.

Na otazku bylo mozné také odpovédét prostou tvahou: vsech pocitaci je 30, z nich
27 mé podle ¢asti a) alesponl jednu z uvedenych vlastnosti, takze zddnou z nich
nemaji 30 — 27 = 3 pocitace. [l

2.3.2 Obecny poc¢et mnozin

Pokud uvazované mnoziny misto symbola A, B, C oznac¢ime symboly A1, Az, As,
lze princip inkluze a exkluze pro t¥i mnoziny (2.8) zapsat ve tvaru

|A1 U A U As| =
= |A1| + |A2| + |As] — (|A1 N Ag| + |41 N As| + [A2 N A3]) + [A1 N Ax N Ag| =
3 3—1 3 3—2 3-1 3
=D C1AL=D0 D T TANA+HY Y DY JAinAnAl=
i=1 1=1 j=i+1 i=1 j=i+1l=5+1

2 3

3
=Y 1Al =D > AN Aj[+]A1 N Ay N A,
=1

i=1 j=i+1
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Tento zapis napovida, jak by bylo mozné vysledek zobecnit pro libovolné k:

AU Ay U-- U Ag| = Z|A|—Z Z |Ai, N Agy| +

= 11=142=11+1

k—2 k-1 k
22 2 ManAnndil--s
t11=1i2=t1+1i3=1i2+1
2 3 k—1
..+(_1)kz Z Z ‘AilmAigm"'mAik,l‘i‘
i1=1143=41+1 ip—1=tk—2+1

+(—1)k+1|A1ﬂA2ﬂ"'ﬂAk| =

k
=2 |y > A N A, N---N A | (2:11)

Jj=1 1<i1 << <i; <k

Vzorec jsme odvodili netiplnou indukci: ze vzorci platnych pro k=2 a k=3
jsme uhodli tvar vzorce pro obecné k. Ze toto haddani nebylo tiplné $patné, miizeme
overit tim, Ze se podivame, zda vzorec plati i pro néjaké dalsi piirozené ¢islo k rtizné
od 2 a 3. Tak také ukazeme pouziti vzorce (2.11).

Priklad 13. Ctyfti slova
BALET, BARON, HOLUB, POLKA

maji tyto zajimavé vlastnosti: Kazdé slovo je tvofeno péti riznymi pismeny. Kazda
dvé slova maji spolecné pravé dvé pismena:

BALET, BARON — AB BARON, HOLUB — BO

BALET, HOLUB — BL BARON, POLKA — AO

BALET, POLKA — AL HOLUB, POLKA — LO
a kazda tri slova maji spolecné jedno pismeno:

BALET, BARON, HOLUB — B BALET, HOLUB, POLKA — L
BALET, BARON, POLKA — A BARON, HOLUB, POLKA — O.
74dné pismeno se nevyskytuje ve viech &tyfech slovech. Kolik riznych pismen je

v téchto slovech?

Na otézku lze snadno odpovédét spocitanim pismen, je jich 12. Odpovéd vSak
lze také hledat pomoci vzorce (2.11). Uvedend slova budeme povaZovat za Gtyfi
pétiprvkové mnoziny pismen. Je celkem c¢(4, 2) dvojic slov, které maji dvouprvkové
pruniky, ¢(4,3) trojic slov s jednoprvkovymi priniky a jedna Gtvefice s prazdnym
prinikem. Celkovy pocet pismen je tedy podle (2.11) roven

4-5—(;)-2+(§)-1—1-0:4-5—6-2+4-1—1-0=12.

O

Tento piiklad lze povazovat za konkrétni ilustraci toho, Ze vzorec (2.11) ,fun-
guje“ i pro jiné k, nez pro které byl odvozen, prinejmensim pro k = 4. Tim ale jesté
neni zaruceno, ze vzorec plati pro libovolné pfirozené ¢islo k, to je tfeba dokazat.
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Vzorec (2.11) vypadd na prvni pohled slozité, ale jeho dikaz je jednoduchy.
Zvolme libovolny prvek a € A; U As U---U Ag. Necht A;,, A, ..., A;, jsou pravé
vSechny mnoziny, do nichz prvek a patifi. Rozmysleme si, v kterych mnozinach
typu

AjNA;,N---NA; (2.12)

je prvek a obsazen. Je to pravé v téch, pro néz je
@ 7é {j15j2a---aj7"} g {ilaiQa---;is}-

Pocet r-prvkovych podmnozin s-prvkové mnoziny je podle 2.1.3 (i) , pokud s > r,

a 0, pokud s < r. Poéet prvki mnoziny typu (2.12) pfipoc¢itavame ve vzorci (2.11)
vynéasobeny ¢islem (—1)"*1 tedy pii¢itame, pokud r je liché a odecitdme, pokud
r je sudé. Celkovy prispévek prvku a k pravé strané vzorce (2.11) tedy ¢ini

B0+ ()
B[00 Q] -r-aowr=s o

podle binomické véty. Kazdy prvek ze sjednoceni mnozin Ay UAsU- - -U Ay je tedy
na pravé strané vzorce (2.11) zapocitan pravé jednou. Tim je dikaz proveden.

Vzorec (2.11) lze diky vypoétu (2.13) vyjadrit slovné. V souctu |Aq| + |Az| +
-+« + |Ag| jsou zapoCitany pravé ty prvky, které lezi v jediné z mnozin Ap, As, ...,
Ay; vSechny ostatni prvky jsou tam zapoc¢teny vicekrat. Odecteme-li Y |A4; N A4;|,
budou uvedeny na pravou miru i poc¢ty prvki lezicich pravé ve dvou mnozinach,
pricemz pocty prvki lezicich ve vice mnozindch byly zredukovany pfilis. To se
u prvki lezicich pravé ve tfech mnozindch napravi pfi¢tenim > |4, N A; N A
atd. Z této ivahy je opét patrné, pro¢ se vzorec (2.11) nazyvé princip inkluze a
exkluze.

Uvedeme jesté analogii vzorce (2.10) pro piipad k vlastnosti. Bud M mno-
Zina, jejiz prvky mohou mit né€kterou ze vzéjemné se nevylucujicich vlastnosti o,

ag, ..., ag. Budte déle {vi,v2,...,vp} a {wi,we, ..., wp} disjunktni podmnoziny
mnoziny {1,2,...,k}. Oznacme
mavlavz Oy, a;ul a;,z...a;un

pocet praveé téch prvkd mnoziny M, které maji kazdou z vlastnosti aw,, au,,. - -,
ay, a nemaji Zadnou z vlastnosti v, , Qs - -, Qu, - Pak plati

k k-1 k
Mol aly...0f = |M| - Mq, + Ma;, a;, +o 4+ (_1) Maojas...ap, =
i=1

i1=113=141+1

= |M| +Z(_1)] Z mailab...aij-

j=1 1<iy <ig---<ij <k
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Priklad 14. V salesidnském stiedisku volného ¢asu jsou étyfi zajmové krouz-
ky — mali¥sky (M), hudebni (H), taneéni (T') a pocitacovych her (P). Nékteré
z déti navstévujicich stfedisko travi ¢as ve vice krouzcich. Prehled o navstévnosti
podavé tabulka 2.1 (napt. M T znamend pocet viech déti, které navstévuji soucasné
malifsky a tane¢ni krouzek bez ohledu na to, nav§tévuji-li pfipadné i néktery dalsi).
Kolik déti navstévuje stredisko?

M ...26 MT...3 MHT 2
H ...58 MP...7 MHP ...5
T ...19 HT ...5 MTP ...0
P .17 HP...9 Hrre ...0
MH... 18 TP ... 0 MHTP...0

Tab. 2.1: K prikladu 14 o zdjmovych krouzcich

Podle vzorce (2.11) to je
(26+58+19+17) — (18+3+7+5+9+0)+ (2+5+0+0)—0=85
déti. O

Priklad 15. Ulohu z piikladu 8 vyfesime pomoci principu inkluze a exkluze.

Opét oznac¢ime hledany pocet permutaci symbolem d,. Pro kazdy index 14
z mnoziny {1,2,...,n} ozna¢me A; mnozinu vSech permutaci prvki a;, ag, ...,
a, takovych, Ze na i-tém misté je prvek a;. Zddna permutace z z4dné mnoziny A;
nevyhovuje podminkdm tlohy.* Poget permutaci vyhovujicich podminkdm tlohy
tedy bude roven poctu vsech permutaci n prvkt zmensenému o pocet permutaci
ve vSech mnozindch A;, tj

dp=nl—]|A; UAU---UA,|.
Pro kazdou nepréazdnou podmnozinu {i1,4s,...,4-} € {1,2,...,n} je prinik
Ay NA,N---NA,;, (2.14)
mnozinou téch permutaci, které maji na i;-té pozici prvek a;,, na is-té pozici
prvek a;,, atd. Takovych permutaci je je zfejmé (n — r)!; mizeme si totiz piedsta-

vit, ze mame umisténo r prvku a permutujeme zbyvajicich n — r prvka. Prianikt
typu (2.14) je zfejmé tolik, kolik je r-prvkovych podmnoZin n-prvkové mnoziny,

4Ve vété je ptilis mnoho zaporti. To eskd gramatika nezakazuje, ale naduzivani této moz-
nosti ztéZuje jednoznacnou interpretaci vyroku. Presnéjsi formulace by byla: ,Pro kazdé ¢ €
{1,2,...,n} plati, Ze pro kazdou permutaci P € A; neplati podminka tlohy.“ Jednoznaény je
formalni zapis ,,(Vi)(VP)((i € {1,2,...,n} AP € A;) = —V(P))“, kde V je unarni predikat
interpretovany jako podminka ze zadani tlohy.
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tj. e(n,r) = (Z) Podle principu inkluze a exkluze (2.11) mame

|A; UAsU-- U A, = i(—wﬂ (:‘) (n—r)! =

r=1
= n! = n! = 1
_ _qyr+1_ _ - 1\l _1\r+1 =
=S = S~ Sy
r=1 : : r=1 : r=1 :
a tedy
= 1 11 1
=n! —n! —_1)yrti = pl L (=D =
dy =n! —n! ) (-1) - =n! (1 TR +(-1) n!) . (2.15)
r=1
Podatilo se ndm vyjadtit ¢islo d,, pfimo pomoci poc¢tu prvkd n. P¥i velkém n neni
tedy nutno pocitat vSechna ds, dy, ..., d,—1 jako v prikladu 8. |
Méjme opét konecéné mnoziny A, As,...,Ag, jejich sjednoceni A a pro kazdé
je{1,2,...,k} oznacme
a; ...pocet prvki mnoziny A lezicich v alespon j z mnozin Ay, As,... A,
pj ...pocet prvki mnoziny A lezicich pravé v j z mnozin Ay, Ag,... A
a polozme
;= > |A,, NA, N NA.

1<ri<ra<---<r; <k

Zavedli jsme tedy tii soustavy ¢isel

a1, A2, ..., Ak,
b1, P2, - -+ Pk,
81, 82, .-+, Sk

a budeme se snazit Cisla z jedné soustavy vyjadiit pomoci ¢isel jiné soustavy.
Vyjadreni ¢isla a; pomoci Cisel z treti soustavy jiz zname, je to princip inkluze
a exkluze (2.11), nebot a1 je pocet prvki lezicich alesponl v jedné z mnozin Ay,
As,..., A, tedy pocet prvku jejich sjednoceni,
_ E+1
a1—31—32+33—---+(—1) Sk-
Vztahy mezi prvnimi dvéma soustavami ¢isel plynou pfimo z jejich zavedeni.
Pro kazdé j € {1,2,...,k} plati
k
4 =pj+ Pt e =D pi (2.16)
i=j

a pro kazdé j € {1,2,...,k — 1} plati

Pj = aj = @j41. (2.17)
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Pro j = k se rovnost (2.16) redukuje na ay = pi, coz lze chépat i jako vyjadfeni
pr pomoci ¢isel z prvni soustavy.

Vyjadfime ¢isla s1, s2, ..., Sx pomoci €isel p1, p2, ..., pr. Vezméme libovolny
prvek a mnoziny A. Necht A;,, A;,, ..., A;, jsou pravé ty z mnozin Ay, As, ..., Ay,
v nichz prvek a lezi (v ostatnich tedy nelezi). Bud r € {1,2,...,k} a spocitejme,
v kolika mnozinach typu

Ay NA, NN A,

prvek a lezi. On samoziejmé lezi v priniku téch mnozin, kterych je prvkem; lezi
tedy v téch mnozinach uvedeného typu, pro néz plati

@#{Tl,TQ,...,Tj} Q {il,iQ,...,iq}.

Podle 2.1.3 je pocet j-prvkovych podmnozin g prvkové mnoziny roven (j) pokud
q > j, a roven 0, pokud ¢ < j. Vidime tedy, Zze kazdy prvek lezici pravé v ¢
mnozinach z mnozin Ai, Ag, ..., Ay je v souctu s; zapocCten pravé ;J -krat pro

kazdé g € {j,j + 1,...,k} a neni zapoéten vibec pro ¢ < j. Plati tedy

k
j+1 k i
Sj:pj+(Jj )pj+1+...+(j)pk:§:(j)pi (2.18)

i=1

pro vSechna j € {1,2,...,k}.
Abychom vyjadfili ¢isla py, po, ..., pr pomoci Cisel s1, So, ..., Sk, budeme se
na praveé odvozené vztahy divat jako na soustavu rovnic

P = Sk
k J—
Pr—1+ L—1)Pr = Skl
n k—1 n k _
Pk—2 k72 Pk—1 k72 Pk - Sk—2
3 k—1 k
p2+(2)p3+---+( 9 )pk_1+(2)pk = 82
n 2 + 3 et k—1 " k .
P1 1 b2 1 p3 1 Pr—-1 1 P = $S1

7 prvni z nich mame
Pk = Sk,

k k
Pe—1=8k=1 7| 1 |Pe=8k-17 | 1) 5k

ze druhé
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ze treti

o ()
()]

k—1 (k — 1)l k! k! B
— Sk-2 (k: z)sk 1*(( 2)'1'(k1)!1!_(k2)!2!)8k_

_ k-1 (DR Rk —2) 43
N <k: 2) (k—2)I(k—1)! k=
1 (k=K1 -3)
B (kz)s’“‘1+ k-2 k-1~

B k—1 k!
=Sk—2— |1 _9 5k71+m5k

. (k=1 i k
= k2 k—2) %kt k—2)°F
atd. Postupné tak dostaneme

(5 s (50 (o
- i(n”’ <;) si. (2.19)

Vzorec (2.19) jsme vlastné uhodli ze vzorcii pro j = k, k — 1,k — 2. Jeho platnost
je vsak tfeba dokazat. To provedeme v ....

Jesté vyjddiime ¢isla ag, as, ..., ar pomoci Cisel s1, S, ..., sk. Podle (2.16) a
(2.19) je

=5 Li=l i=j5 | l=j
=Y (-1)'si Yy (-1 <l> ;(2.20)
i=j l=j

pfi vypoctu jsme obratili poradi s¢itani, jak je zndzornéno na obrazku 2.3 a vyuzili
skutecnosti, ze (—1)i~! = (—=1)"+.

Priklad 16. Kolik déti z prikladu 14 navstévuje
a) pravé dva krouzky,
b) alespoii dva krouzky?
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kw I o kp—8—8—8a—8»—=
] —8—8—8>—=a
] —a8—8>—=a
j+2m j+2p——-a—>—a
j+1lm J+1lg>—a
i — e —
Jj J+1 k l j J+1 k l

Obr. 2.3: Obraceni pofadi séitani ve vypoctu (2.20)

V tomto pfipadé je k = 4 a podle tabulky 2.1 je

s1 = 26458419417 =130,
sg = 184+3+7+54+9+0=142,
s3 = 24+54+040=7,

sas = 0.

Prvni otdzkou se ptdme na ¢islo p, druhou na ¢islo ay. Podle (2.19) a (2.20)
dostaneme

o = 2 (3) e (3) s o ()]
54 [(1>2 (3) + (=17 (;L) ! (i)} -

= 42.147-(3-1)40=28.

2.4 Aplikace

2.4.1 Pocty diploidnich genotypu a fenotypu

Vyjdeme z abstraktniho modelu dédi¢nosti, podle néhoz je genetickd informace
umisténa v lokusu®, ktery si lze u diploidnich organismt piedstavit jako krabicku

5Tato barbarska deklinace se v genetické literatufe skuteéné pouziva.
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obsahujici dva geny — nosi¢e jedné genetické informace. (Tato véta zavadi tfi
pojmy, které nejsou presné definovany; pouze jsou uvedeny v souvislosti, v nichz
byvaji pouziviny.) Kazdy gen mtize existovat v jedné nebo vice forméch, podobéch,
kterym se fika alely. V tomto pojeti je gen abstraktni obecny pojem, alela je jeho
konkrétni realizace. Realizuji-li se oba geny v jednom lokusu stejné, tj. v onom
lokusu se nachéazi dva exemplafe téze alely, nazyvame je homozygotnim parem,
v opacném piipadé heterozygotnim. Souhrn vSech genti zivého organismu se nazyva
genotyp. (Pfesnéji by se asi mélo mluvit o souhrnu vSech alel, tedy o alelotypu,
nebot zalezi i na formach jednotlivych gent, ale takovy pojem se nepouziva.)
Projevem genti jsou néjaké pozorovatelné znaky organismu a souhrn vsSech znakt
se nazyva fenotyp. Nékdy vsSak sledujeme jen jeden nebo nékolik znakt a tedy
jeden nebo nékolik genii (lokust), které tento znak urcuji. V takovém ptipadé se
genotypem rozumi genetické vyjadieni tohoto znaku (téchto znaki), tedy soubor
alel, které sledovany znak (znaky) ovliviiuji, a fenotypem se rozumi tento znak
(znaky). Vyznam slov genotyp a fenotyp je tedy uréen kontextem, v némz jsou
pouzita.

Ktera alela z heterozygotniho paru se projevi ve fenotypu, zalezi na jejich
vztahu. Ozna¢me pro uréitost alely z lokusu A symboly a; a as. Rekneme, Ze alela
a1 dominuje nad alelou az, pokud se ve fenotypu projevi pouze alela a;. Tedy feno-
typ (chapany jako jeden znak) heterozygotniho genotypu ajaz (tj. heterozygotniho
paru alel v lokusu A) je stejny, jako fenotyp homozygotniho genotypu aiay a jiny
nez fenotyp homozygotniho genotypu asas. Pokud alela a; nedominuje nad alelou
az ani as nedominuje nad a1, ve fenotypu se projevi alely obé — bud jedna vice
a druhd méné (netplnd dominance) nebo nezéavisle na sobé (kodominance) — a
riznym genotypum odpovidaji rizné fenotypy.

Uvazujme nyni t¥i lokusy (nebo tii geny) A, B, C's alelami a1, as, ag v lokusu A,
alelami b1, by v lokusu B a alelami c1, co v lokusu C'. Pritom alela a; dominuje nad
as i nad as a alela ay dominuje nad ag, alely genu B a genu C jsou kodominantni.
Ptame se, kolik existuje ruznych genotypt a fenotypu.

V lokusu A jsou dvé ze tii alel a1, as, az a kazda z nich se muze vyskyto-
vat dvakrat. To lze chapat jako vybér dvou prvkid ze souboru prvku tfi druhd.
Takovych vybéra je podle 2.1.6

2+3-1 4-3

analogickou tvahou lze odvodit, ze moznych soubort alel v lokusu B i v lokusu C'

i ce- (1)

Libovolny vybér alel v lokusu A lze spojit s libovolnym vybérem alel v lokusu B
a dale s libovolnym vybérem alel v lokusu C, takze celkovy pocet vybéru alel, tj.
genotypt, je

4-3

.9 .9
C(3,2)-C(2,2)-C(2,2) = 373? i
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U alel v lokusech B a C' se neprojevuje dominance, po¢ty fenotypt budou stejné
jako poéty genotyptu. U alel v lokusu A se dominance projevuje v kazdé z moz-
nych dvojic alel, pocet fenotyptu tedy bude stejny jako pocet alel, tj. 3. Celkem
dostaneme, Ze pocet fenotypu je

.9 3.9
3cmgycmgyayif.%fzzr

Obecné lze Fici, ze pokud ma jeden gen k alel, pak je C(2, k) moZnych obsazeni
prislusného lokusu, tedy genotypi. Pocty fenotypt podstatné zavisi na dominanci
mezi alelami. Kdybychom v uvazovaném piikladu vynechali pozadavek, ze alela
as dominuje nad ag, fenotypy genu A by byly ¢tyfi: v lokusu se vyskytuje alela aq,
homozygotni pary asas a asas a heterozygotni par aqas.

2.4.2 Pocet prokaryotickych (bakteridlnich) chromozomu

Chromozom prokaryotické buiiky (nukleoid) je tvofen jedinou velkou kruhovou
molekulou DNA, ktera je v jednom misté pfipojena k cytoplazmatické membréané.
Za lokus povazujeme jednotlivé ¢asti chromozomu a za geny tseky DNA. Prokary-
ota jsou totiz haploidni organismy, v jednom lokusu je jeden gen. Mtzeme se ptat,
kolik je logicky moznych prokaryotickych chromozomi tvofenych n geny.
Piestoze je ve skutecné buiice chromozom mnohondsobné slozité stoden (méa
totiz délku témeér milimetr a velikost prokaryotické builky je jen nékolik mikro-
metrl), piedstavime si ho jako kruzmici. Kdybychom chtéli chromozom vytvéret,
vezmeme jeden gen — ten muzeme vybrat z n moznosti a dile vybereme jeden
jeho konec, na ktery budeme pfipojovat geny dalsi. Vybér zacatku tedy muzeme
uskutecCnit 2n zptsoby. Pak vybereme ze zbyvajicich n — 1 gent jeden a piipo-
jime ho jednim ze dvou konct ke genu prvnimu; vybér a pfipojeni druhého genu
tedy miizeme uéinit 2(n — 1) zptusoby. Pokracujeme v pfipojovéni genti do fady.
Vybér a pfipojeni druhého mizeme provést 2(n — 2) zptisoby, tfetitho 2(n — 3)
zpusoby atd. az vybér a pripojeni posledniho 2 -1 zptsoby. Pak posledni gen pfi-
pojime k prvnimu a tim chromozom uzavieme. Timto zptsobem ale dostaneme
kazdy z chromozomi dvakrat — spojenim néjaké rady gend a fady, ktera je jejim
yzrcadlovym obrazem® dostaneme tentyz chromozom; napi by to byly kruhové
chromozomy vytvorené z nasledujicich fad péti genti a jejich orientaci:

ABCDRE EPLBA
Po spojeni fady genti do kruhového chromozomu nezélezi na tom, ktery z n gent
byl pocéatecni; libovolny z nich lze za takovy povaZovat, takZe z n ruaznych fad
dostaneme tentyz chromozom. Napf. z nasledujicich péti fad péti orientovanych
gent dostaneme stejné kruhové chromozomy:

ABCDRE BCDREA CDREAER
DEABC, EABCD
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Riznych kruhovych chromozomi tedy bude 2n-krat méné nez vsech fad vytvore-
nych popsanym zptsobem. Oznacime-li tedy hledany pocet symbolem N,,, mame
2-n]-2-n-1D]-2-(n=2)]-2-(n=3)]---[2-2] - [2- 1]

N, = =92 (p 1)
7. (n—1)

Skutecny prokaryoticky chromozom obsahuje asi 4 000 gent. Logicky moznych
chromozom tedy je asi

Niooo = 2999 . 3999! = 3,013417 773 - 103573,

7Z tohoto vysledku je jasné, Ze se realizuje jen nepatrny zlomek logickych moznosti.



