Prevypravéni Gédelova dukazu nutné existence Boha
Technické podrobnosti

Dukaz: Koneéné posloupnost vyrokt (korektné utvorenych formuli néjakého logického kalkulu),
z nichz kazdy je (logickym) axiomem, postuldtem (teorie), vyrokem jiz dokdzanym nebo vznikl
z predchozich ¢lent posloupnosti pomoci definovanych odvozovacich pravidel.

Dukaz vyroku ®: Dikaz, jehoZ poslednim ¢lenem je ®.

Dikaz vyroku ® sporem: Dukaz, jehoz prvnim ¢élenem je vyrok —® a v némz se vyskytuji
vyroky © a —0.

Komentdr: Velka feckd pismena oznacuji libovolny spravné utvoreny vyrok, symbol —=® ozna-
¢uje negaci vyroku ®.

Axiomy: Vyrokové logiky
(vl) & — (T — )
(v2) (2= (T —0)) = ((2—7T) = (®—0))
(v3) (2> T) = ((® - ~T) = )
(V4) P - P

Modalni logiky

(ml) O@ — ) —» (0@ — O0)
(m2) 02— @

(m3) ¢ — OOP

(m4) -0& = 0-d, 0 =0

Predikatové logiky
(p1) (V) — @
(p2) ~(VE)P = (F)~P, ()P = (V)P

Komentdr: Symbol — oznacuje implikaci. Pomoci implikace a negace jsou definovany dalsi
vyrokové spojky & (konjunkce) a = (ekvivalence): & & U je definovéna jako —(® — —V);
® = U je definovéna jako (& — ¥) & (¥ — ).

Axiomy (v1)—(v4) jsou axiomy klasického vyrokového poctu. To znameny, Ze vSechny vyrokové
tautologie 1ze dokazat a dokazatelny vyrok (neobsahujici kvantifikdtory ani modality) je tautologii.

Modélni symboly [, resp. ¢, ozna¢uji nutnost, resp. moznost. Axiomy (m1)—(m3) jsou axiomy
modalniho vyrokového poétu S5. Druhé formule v (m4) je disledkem prvni a naopak; tyto formule
vyjadfuji vztah mezi nutnosti a moznosti.

Podobné druha formule (p2) je disledkem prvni a naopak; vyjadiuji vatah mezi obecnym a
existenénim kvantifikdtorem.

Axiom (pl) se nazyva axiom specifikace. Pokud se proménna ¢ ve formuli ® vyskytuje, lze
kazdy jeji vyskyt v konsekventu (na pravé strané implikace) nahradit libovolnou jinou proménnou
nebo konstantou.

Ke klasickému predikdtovému poctu patii jesté axiom distribuce (tj. (V&)(® — ¥) — (@ —
(V¢ )\I/) pokud proménna & neni ve formuli ® podstatné volna) a axiomy rovnosti. Axiom distribuce
nebudeme potfebovat, potfebné diisledky axiomt rovnosti jsou shrnuty v odvozovacim pravidle

(op3).



Odvozovaci pravidla:

(opl) @ - T, | T.
(0p2) & & U |d. & & U |T. & TU|[d & V.

(op3) Je-li & = ¥ dokazatelnym vyrokem, axiomem, postuldtem nebo definici, pak kazdy vyskyt
® 1ze nahradit V.

(op4) & | O®.
(op5) @ | V(£)®.
(op6) (36)2(S)

(©)

| ®(«); pfitom « je symbol, ktery se v diikazu dosud neobjevil.
(op7) (VE)2(E) | @

(a); pFitom « je symbol, ktery se v ditkazu objevil pfed vyrokem V(£)®(€).

Komentdr: Zapis ®1, Do ... | Uy, Uy, ... vyjadiuje, Ze vyroky ¥, ¥o, ... lze odvodit z vyrokul
Dy, Dy ..., tj. ze vyroky @1, P, ... jsou v dikazu pfed vyroky ¥y, Vs, ....

Pravidlo (op1) je klasicky modus ponens.

Pravidla (op2) pro odvozeni pomoci konjunkce jsou dtisledkem (opl) a definice konjunkce.

Pravidlo (op3) vyjadfuje substituci vyrok.

Pravidlo (op4) je odvozovacim pravidlem modélniho vyrokového poétu S5.

Pravidlo (op5) je pravidlem generalizace klasického predikédtového poctu. Proménna & musi
samoziejmeé byt ve vyroku @ volna.

Pravidla (op6) a (op7) jsou pravidly konkretizace.

Jako cviceni dokazeme tfi tvrzeni, kterd budou v dalsich tivahach potfebna. Diikazy zapisujeme
po Fadcich, kazdy Ffadek ma své ¢islo a je k nému pripojen komentar, ktery axiom nebo tvrzeni
bylo pouzito nebo z kterych fadkia a jakého odvozovaciho pravidla dany fadek plyne. PFi pouziti
pravidla (op3) je také uvedena pouzitd ekvivalence.

Cvl o0¢ — 009

D.: 1. O~® — 00— (m3)
2. "O00—-® — =P 1. (op3) a > b=-b— —a
3. -0-0¢ — -—-0¢ 2. (op3) (m4)
4. -=00® — -1 3. (op3) (m4)
5. 00@ — O 4. (op3) ——a =a
q.e.d.
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(= T) = (0P — OU)

(@ = 1) = (02 — OT))
LOEY = -9) — (O0-9 — O0-9)
(P =) & (0D — OF)
(0% — OP)

OP & OV
03

O

O-v
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U — -

. O — —9)
LO0-% — 09
.O0-9

14.

-OP

(@) = ) = (E)2() — ¥))

—0) & ~(30)2() — )

pro dtkaz sporem

(m1)

1. (op3) ~(a—b)=a & —b
3. (op2)

4. (op3) “(a = b)=a & b
5. (op2)

5. (op2)

7. (m4)

3. (op2)

9. (op3)a—>b=-b— —a
10. (op4)

2. 11. (opl)

8.12. (opl)

13. (m4)

6. 14. spor, q.e.d

pro dikaz sporem
1. (op3) ~(a—b)=a & —b
2. (op2)

3. (op3) “(a—=b)=a & b
4. (op2)

5. (op6)

4. (op2)

2. (op2)

8. (op3)a—b=-b— —a
7.9. (opl)

10. (op5)

11. (op7)

6. 12. spor, q.e.d.



Godeluv systém:

Abeceda: Objekty: a,b,c,...,z,y, 2z
Vlastnosti objekt (unarni predikaty): A, B,C,...,X,Y, Z
Vztahy mezi vlastnostmi a objekty (bindrni predikat): X Rely ap.
Vlastnosti vlastnosti (predikdty druhého fadu): A, B,C,...

Primitivni predikat druhého fadu: P

Definice: G(z) = (VX) (7)( ) = X(x ))
XEssa=X(a) & )(Y(a) — OV )(X(Z) — Y(Z)))
N(a) = (VX)(X Essa — O(32) X (z))

Postulaty: (A1) P(X) = -P(—-X)
(A2) (P(X) & O(a)(X(x) > Y(2)) = P(Y)
(A3) P(X) — OP(X)
(A4) P(G)
(A5) P(N)

Komentar: Symboly z konce abecedy budou oznacovat proménné, symboly ze zac¢atku abecedy
konstanty.

MiIcky se predpoklada, ze pokud X je vlastnost, pak také =X je vlastnost; lze ji chapat jako
nepfitomnost vlastnosti X.

Interpretace jediného predikatu druhého fadu P: P(X) ,vlastnost X je dobra“ (positive). [Al-
ternativné: ,vlastnost X je perfekce (dokonalost)“, ,vlastnost X je potencionalita (schopnost)“.]

Vlastnost G je bozskost, vlastnost ,,byti Bohem®. Bih je ten, ktery ma vSechny dobré vlastnosti
(dokonalosti, potencionality).

Vztah X Essx vyjadifuje, ze vlastnost X je essenci objektu x. Essence je takova vlastnost,
kterou objekt ma, a kazda jeho vlastnost je nutnym dtsledkem této essence.

Vlastnost N lze interpretovat jako nutnou existenci, pfi¢inu sebe sama (causa sug). Objekt mé
tuto vlastnost, pokud ma essenci a jeho byti je nutnym disledkem této essence.

Postulaty (A1)—(A3) zavadéji pouzivani primitivniho predikdtu P. Nepiitomnost dobré vlast-
nosti neni dobré, nutny dusledek dobré vlastnosti je dobra vlastnost, dobré vlastnost je nutné
(v kazdém moZném svété) dobra. Analogicky lze postuldty ¢ist, pokud P interpretujeme jako
perfekce nebo potencionality.

Postulat (A4) 11k, Ze mit vSechny dobré vlastnosti je dobré, postulat (A5) vyjadiuje, ze ,byt
nutné v dusledku toho, ¢im je“, stru¢né ,byt tim, ¢im je“ je dobré vlastnost.

Pfi dikazech budeme pouzivat nejen definice a postulaty, ale také jejich bezprostiedni dusledky.
Napt. (VX)(P(X) = X(a)) — G(a) je bezprostrednim diisledkem definice vlastnosti G, P(—X) —
—P(——X) je bezprostfednim dusledkem postulatu (A1) a podobné.

Godeluv systém je teorie v predikdtovém poctu druhého fadu, tj. kvantifikujeme proménné a
vlastnosti (predikaty prvniho faddu), k némuz jsou pfiddny modélni operace. Modality nutnosti
a moznosti v8ak budeme pfifazovat pouze formulim prvniho fadu; odvozovaci pravidlo (op4)
budeme aplikovat pouze v piipadé, Zze formule ® je prvniho faddu. (Jinak Feceno, s modalitou
nutnosti pocitdme jen na ,bezpetné pudé“ logiky prvniho faddu.) Jedinou vyjimkou je vyjadfeni
nutné platnosti predikdtu druhého fadu P explicitné vyjadiené v postuldtu (A3). Pokud bychom
pripustili neomezené pouzivani modalnich operatord O a ¢, (A3) by nebyl nezévislym postulatem,
ale dtisledkem pravidla (op4). (Pfesnéji, negace postulatu (A3) by vedla ke sporu.)



T1 Véta P(X) — O(Fz) X (x)
(Je-li néjaka vlastnost dobrd, mtize existovat objekt, ktery ji ma.)

D.: 1. ﬂ(P(X) = O(3z)X (2)) pro dtikaz sporem
2. =X (z) = (X(z) = ~X(2)) (v1)
3. D((W)ﬁ (z)) = (Vz)=X (x) (m2)
4. Vo)~ X (z) —» X (x) (p1)
5. P(X) = —-P(=X) (A1)
6. (P(X) & D(¥a)(X(2) > ~X(2)) > P(-X) (A2)
7. P(X) & -0(Fx) X (x) 1. (op3) «(® - V)= & ¥
8. =0 (Fx) X (x) 7. (op2)
9. O-(Jz) X (x) 8. (m4)
10. O(Vz)=X (x) 9. (p2)
11. (Vz)=X (z) 3. 10. (opl)
12. =X () 4. 11. (opl)
13. X(2) = X (z 2.12. (opl)
14. (Vz) (X (z) = X (2)) 13. (op5)
15. O(Va) (X (z) = —X(z)) 14. (op4)
16. P(X) 7. (op2)
17. P(X) & (D(v:c) (X (z) - ﬁX(ac))) 15. 16. (op2)
18. P(—X) 6. 17. (opl)
19. ~P(-X) 5. 16. (op1)

18. 19. spor, q.e.d.

C1 Dtisledek  O(3z)G(x)
(Je mozné, ze Biih existuje.)

D.. 1. P(G) (A4)
2. P(G) — 0(3z)G(x) T1
3. 0(3x)G(x) 1. 2. (opl)
q.e.d.



L1 Lemma G(z)—

(VX) (X (x) = P(X))

(Kazd4 vlastnost, kterou Bih m4, je dobra.)
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L2 Lemma G(z)

D.: 1. —|(G( ) &

1

2. P(Y) -0
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5. G(z
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11. OP(Y)
12. -OP(Y)
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& Y(z) — OP(Y)

Y (x) = OP(Y))
P(Y)
(X’w) P(X)

-OP(Y)

pro dikaz sporem
definice G

1. (op3)
3. (op2)
3. (op2)
5. (p2)
6. (op3)
7. (op6)
8. (op2)
8. (op2)
(A1)
11. (op3) 2 =&
10. 12. (op1)

2. 4. (opl)

14. (op7)

13. 15. (op1)

9. 16. spor, q.e.d.

pro diukaz sporem
(A3)
L1

. (op3)
(op2)
(op2)
6. (opl)

(op7)

(op2)

9. (opl)

10. (op1)
(op2)

11. 12. spor, q.e.d.
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L3 Lemma G(z) & Y(x) —

D.:

D.:

(Vz) (G(z) — Y(z))

(G@) & V(@)= (v2)(G(2) > Y (2)))

—(Vz) (G(z) — Y(z))

1

2. OP(Y) = P(Y)

3. P(-Y) = —P(—Y)

4. G(z) & Y(z) = OP(Y)
5. (G(z) & Y(z)) &

6. <>& Y()

7. ~(72) (G() = ¥ (2))

8. ( > (G(z) > Y(2))
9.< 2)(G(z > & Y(z))
10. G(a) & Y (a)

11. G(a)

12. G(a) — (VX)(X(a) = P(X))
13. (vX)(X(a) = P(X))
14. =Y (a) — P(=Y)
15. =Y (a)

16. P(-Y)

17. =P(--Y)

18. OP(Y)

19. P(Y)

20. =P(y)

1.ﬁ( (x

) &

4. G(z) &
(v

6. (V2)(G

2. G(z) & Y(x —»(vZ G
3. (G(z) & Y(z)) & —0O(
Y (x)

5. ~0((¥2)) (G(2) = Y (2)

() = Y(2))
)(G(2) = Y (2))

7. O((V2)

pro diikaz sporem
(m2)

(A1)

L2

1.
9.
9.
7.
8.
9.

(op3) ~(® - T) =

(op2)
(op2)
(p2)

(op3) (¢ = T) =

(op6)

10. (op2)
L1

11. 12. (opl)
13. (op7)
10. (op2)
14. 15. (opl)

3.
4.
2.
19. (op3) &=

16. (opl)
6. (opl)
18. (opl1)

17. 20. spor, q.e.d.

pro diukaz sporem

L3

1. (op3) —(® = ¥) =
3. (op2)
3.
2
6
5

(op2)

. 4. (op1)
- (op4)
. 7. spor, q.e.d.

d & U

d & -V

d & U



L5 Lemma G(z) — (YY) (Y(z) — O(V2) (G(z) — Y(z)))

D.: L ﬂ<G(z) — (YY) (Y(x) — O(V2)(G(z) — Y(z)))) pro dikaz sporem
2. G(z) & —(VY) (Y(z) = O(V2)(G(2) = Y (2)) 1. (op3) (2 - V)= & U
3. ~(VY) EY(:E) — O(V2)(G(2) = Y(2)) 2. (0p2)
4. (AY)~(Y(z) = O(V2)(G(z) = Y(2)) 3. (p2)
5. ﬁ(A(x) = O(V2)(G(z) — A(z)) 4. (op6)
6. A(z) & —0O(V2)(G(z) = A(z)) 5. (0op3) +(® - V)= & ¥
7. -0(V2) (G(2) — A(2)) 6. (op2)
8. G(z) & A(z) — O(Vz)(G(z) = A(2)) L4
9. -0(V2)(G(z) = A(2)) = ~(G(z) & A(x)) 8. (op3) o -V =T — P
10. 7(G(z) & A(w)) 7.9. (opl)
11. G(x) 2. (op2)
12. A(z) 6. (op2)
13. G(z) & A(x) 11. 12. (op2)

10. 13. spor, q.e.d.

T2 Véta G(x) - GEssx
(Vsechny vlastnosti Boha nutné plynou z jeho bozstvi.)

D 1.G(z) - (VY)(Y(x) — O(V2)(G(2) — Y(z))) L5
2. G(z) —» G(z) & (YY) (Y(x) — O(¥2)(G(z) — Y(z))) 1. (op3) @ 5T =0 - ( & V)
3. G(z) » GEsszx 2. (op3) definice relace Ess
q.e.d.



L6 Lemma G(z) — O3y)G(y)

(Je-li Bith myslitelny, pak nutné existuje.)
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T3 Véta O(Jy)G(y)
(Biih existuje nutné.)

D.: 1. 0(32)G(2)
2. G(z) = 0(3y)G(y)
3. 00(3y)G(y) — U(3y)G(y)
4. ((32)G(2) = O3F)G(y)) — (03
5. (G(x) — 0(3y)G(y )) ((Hz
6. (32)G(z) —» O(3y)G(y
7. 0(32)G(z) = 00(Fy)G(y)
8. 00(3y)G(y)
9. 0Ey)G(y)

y)X (y))

G(z) = 00(F)G())
)—> DE)G(y))

pro dikaz sporem
(A5)

definice G
definice N

T2

1. (op3)
6. (op2)
3. 7. (opl)

8. (opT)

2.9. (opl)

4. 10. (opl)

11. (op7)

5.7. (opl)

12. 13. (op1)

6. (op2)

14. 15. spor, q.e.d.

(25 V) =D & T

C1

L6

Cvl

Cv2

Cv3

2. 5. (opl)
4. 6. (opl)
1. 7. (opl)
3. 8. (opl)
q.e.d.



