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Darwinovská mechanika – p. 2/15



Osnova

ÚT

ÚT

ÚD
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ẋ= rx − axy

ẏ=−dy + cxy

H(x, y) = cx+ ay − ln xdyr,

ẋ=
∂H

∂y
= a −

r

y

ẏ=−
∂H

∂x
=

d

x
− c

∂

∂x
ẋ+

∂

∂y
ẏ = 0

KERNERE. A statistical mechanics of interacting biological species.Bull.

Math. Biophys. 19, 121-146, 1957
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Nejprve jest podle mého mínění stanoviti tuto rozluku:

co jest to, co stále jest, ale vzniku nemá, a co jest to,

co stále vzniká, ale nikdy není jsoucí.
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Nejprve jest podle mého mínění stanoviti tuto rozluku:

co jest to, co stále jest, ale vzniku nemá, a co jest to,

co stále vzniká, ale nikdy není jsoucí.

Vedle látky a formy je ťreba stanoviti p̌ríčinu pohybu

(κινεσις) a p̌rirozený ú̌cel věcí.
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Vývoj sluněcní soustavy:

E. Swedenborg (1733), I. Kant (1755)

P. S. Laplace (Exposition du système du monde, 1796)
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Vývoj sluněcní soustavy:

E. Swedenborg (1733), I. Kant (1755)

P. S. Laplace (Exposition du système du monde, 1796)

Vývoj živých organismů:
J. B. Lamarck (Philosophie zoologique, 1809)
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velikostí samotné populace a velikostí všech ostatních

ẏi

yi

= gi(y), i = 1, 2, . . . , k

Specifický předpoklad:Tyto závislosti jsou lineární

gi(y) = ri −
∑

j

bijyj, i = 1, 2, . . . , k
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Specifický předpoklad:Tyto závislosti jsou lineární

ẏi = yi

(

ri − (By)i
)

, i = 1, 2, . . . , k

DUBOVIK V.M., GALPERIN A.G., RICHVITSKY V.S., SLEPNYOV S.K. The condition of

existence of first integrals and Hamiltonian structures of the Lotka-Volterra equati-

ons.Obedinenny�i institut �dernyh issledovani�i, Dubna, 1997
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xi . . . relativní zastoupeníi-tého typu v populaci

fi= fi(x) . . . zdatnosti-tého typu

f̄(x) = 1

n

∑

i

fi(x) . . . prům̌erná zdatnost

ẋi

xi

= fi(x)− f̄(x)
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ẋi

xi

= fi(x)− f̄(x)

ẋi = xi

(

fi(x)− f̄(x)
)

, i = 1, 2, . . . , n

Darwinovská mechanika – p. 5/15



Replikátorová rovnice

evolǔcní úsp̌ech= zdatnost− průměrná zdatnost

xi . . . relativní zastoupeníi-tého typu v populaci

fi= fi(x) . . . zdatnosti-tého typu

f̄(x) = 1

n

∑

i

fi(x) . . . prům̌erná zdatnost

ẋi

xi

= fi(x)− f̄(x)

ẋi = xi

(

fi(x)− f̄(x)
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ Sn =

{

x :
∑

i

xi = 1, xi ≥ 0

}
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druhýj-tou s pravďepodobnostíxj, j = 1, . . . , n.
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První hrá̌c použijei-tou strategii,

druhýj-tou s pravďepodobnostíxj, j = 1, . . . , n.

Sťrední výhra prvního hrá̌ce je

vi =
∑

j

aijxj = (Ax)i

První hrá̌c také použijei-tou strategii s pravďepodobností

xi, i = 1, . . . , n. Jeho ǒcekávaná výhra je
∑

i

xivi =
∑

ij

xiaijxj = xT
Ax
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xTAx . . . sťrední výhra
(Ax)i . . . očekávaná výhra p̌ri i-té strategii
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x̂ ∈ Sn: Nashova rovnováha
(∀x ∈ Sn) xTAx̂ ≤ x̂T

Ax̂

Evolučně stabilní stav
(

∀x ∈ O(x̂) ∩ (Sn),x 6= x̂
)

xTAx < x̂T
Ax

Evolučně stabilní strategie
xTAx̂ ≤ x̂T

Ax̂
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Příklady

kámen nůžky papír

kámen 0 1 -1

nůžky -1 0 1

papír 1 -1 0
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Příklady

jesťráb holubice

jesťráb 1

2
(V − D) V

holubice 0 1

2
V

V . . . hodnota zdroje

D . . . náklady na boj
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Příklady

jesťráb holubice

jesťráb 1

2
(V − D) V

holubice 0 1

2
V

V . . . hodnota zdroje

D . . . náklady na boj

jesťráb holubice m̌ešt’ák

jesťráb 1

2
(V − D) V 1

4
(3V − D)

holubice 0 1

2
V 1

4
V

měšt’ák 1

4
(V − D) 3

4
V 1

2
V
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Replikátor a Lotka-Volterra

ẋi = xi

(

(Ax)i − xT
Ax
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ intSn
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Replikátor a Lotka-Volterra

ẋi = xi

(

(Ax)i − xT
Ax
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ intSn

Transformace:yi =
xi

xn

, i = 1, 2, . . . , n − 1

Oznǎcení:ri = ain − ann, bij = anj − aij
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ẋi = xi

(

(Ax)i − xT
Ax
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ intSn

Transformace:yi =
xi

xn

, i = 1, 2, . . . , n − 1

Oznǎcení:ri = ain − ann, bij = anj − aij

ẏj = yj (r − By) , j = 1, 2, . . . , n − 1

y ∈ intRn−1
+

Inversní transformace:xi =
yi

1 +
∑

j

yj

, xn =
1

1 +
∑

j

yj
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Replikátor a Lotka-Volterra

Přı́klad: Kámen-nůžky-papír

A =









0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0









, B =





1 −2

2 −1



 , r =





−1

1




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Darwinovská mechanika – p. 10/15



Rovnice selekce

Diploidní organismy, jeden lokus, allelyA1, A2, . . . , An.

1. populace velká, generace neoddělené, smrt a narození se
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. . . relativní frekvenceAi

dij a bij . . . úmrtnost a porodnost jedinců genotypu(Ai, Aj)
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N = N(t) . . . celkový pǒcet jedinců
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Pǒcet jedinců genotypu(Ai, Aj) je Nxixj

Allela Ai je v genotypech(Ai, Aj) a (Aj , Ai), j = 1, 2, . . . , n

Ni(t+∆t) = Ni(t) +
∑

j

mij(Nxixj)∆t+
∑

j

mji(Nxixj)∆t
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Rovnice selekce
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1. populace velká, generace neoddělené, smrt a narození se
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Pǒcet jedinců genotypu(Ai, Aj) je Nxixj

Allela Ai je v genotypech(Ai, Aj) a (Aj , Ai), j = 1, 2, . . . , n

Ṅi =
Ni

2N

∑

j

mijNn, Ṅ = 1

2

∑

i

Ṅi, ẋi = xi

(

∑

i

mijxj −
∑

ij

ximijxj

)
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Rovnice selekce

Diploidní organismy, jeden lokus, allelyA1, A2, . . . , An.

1. populace velká, generace neoddělené, smrt a narození se

objevují celkem pravidelňe

2. allely jsou v Hardyho-Weinbergově rovnováze

ẋi = xi

(

(Mx)i − xT
Mx
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ Sn, M = MT
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(Mx)i − xT
Mx
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ intSn
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Potenciál rovnice selekce

ẋi = xi

(

(Mx)i − xT
Mx
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ intSn

R
n
0 = {ξ :

∑

ξi = 0} tečný prostor kintSn

Darwinovská mechanika – p. 11/15



Potenciál rovnice selekce
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ẋi = xi

(

(Mx)i − xT
Mx
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ intSn
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n
0 = {ξ :

∑

ξi = 0} tečný prostor kintSn

G(x) =
(

gij(x)
)

=

(

δij

xi

)

metrika naintSn

V (x) := 1

2
xTMx,

∂V

∂xi

(x) = (Mx)i

Prox ∈ intSn aξ ∈ R
n
0 je

〈ẋ, ξ〉x =
∑

i

1

xi

xi

(

(Mx)i − xT
Mx
)

ξi =
∑

i

(Mx)iξi − 2V
∑

i

ξi =

=
∑

i

∂V

∂xi

(x)ξi = DxV (ξ)
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ξi = 0} tečný prostor kintSn

G(x) =
(

gij(x)
)

=

(

δij

xi

)

metrika naintSn

V (x) := 1

2
xTMx

x ∈ intSn, ξ ∈ R
n
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Potenciál rovnice selekce

ẋi = xi

(

(Mx)i − xT
Mx
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ intSn

V (x) =
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Darwinovská mechanika – p. 11/15



Potenciál rovnice selekce

ẋi = xi

(

(Mx)i − xT
Mx
)

, i = 1, 2, . . . , n

x ∈ intSn

V (x) =
1

2
xT
Mx, 〈ẋ, ξ〉x = DxV (ξ)

1. populace velká, generace neoddělené, smrt a narození se

objevují celkem pravidelňe

2. allely jsou v Hardyho-Weinbergově rovnováze

3. mij = const
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Každý z hrá̌ců má jiné strategie; první jich mán, druhým.
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Každý z hrá̌ců má jiné strategie; první jich mán, druhým.

x ∈ Sn . . . pravďepodobnosti používání strategií prvním hráčem

y ∈ Sm . . . pravďepodobnosti používání strategií druhým hráčem
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aij . . . výhra prvního hrá̌ce

bji . . . výhra druhého hrá̌ce
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Bimaticová hra

Každý z hrá̌ců má jiné strategie; první jich mán, druhým.

x ∈ Sn . . . pravďepodobnosti používání strategií prvním hráčem

y ∈ Sm . . . pravďepodobnosti používání strategií druhým hráčem

Pokud první hrá̌c použije svoui-tou strategii a druhý svouj-tou:

aij . . . výhra prvního hrá̌ce

bji . . . výhra druhého hrá̌ce

xTAy . . . sťrední výhra prvního hrá̌ce

yTBx . . . sťrední výhra druhého hráče

(x̂, ŷ) ∈ Sn × Sm je Nashova rovnováha:

(∀(x,y) ∈ Sn × Sn) xT
Aŷ ≤ x̂T

Aŷ, yT
Bx̂ ≤ ŷT

Bx̂
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Bimaticová hra

ẋi= xi

(

(Ay)i − xTAy
)

i = 1, 2, . . . , n

ẏj = yj

(

(Bx)j − yTBx
)

j = 1, 2, . . . ,m
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Bimaticová hra

ẋi= xi

(

(Ay)i − xTAy
)

i = 1, 2, . . . , n

ẏj = yj

(

(Bx)j − yTBx
)

j = 1, 2, . . . ,m

Pokudn = m a existujíc, cij, cj, di ∈ R takové, že

aij = cij + cj, bji = ccij + di

a (x̂, ŷ) ∈ Sn × Sm je Nashova rovnováha bimaticové hry(A,B),

pak funkce

H(x,y) = c
∑

i

x̂i log xi −
∑

j

ŷj log yj

je invariantem (prvním integrálem) systému.
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Příklad: válka pohlaví

samice

zdrženlivá nevázaná

věrný
G − 1

2
C − E

G − 1

2
C − E

G − 1

2
C

G − 1

2
C

samec

záletník
0

0

G − C

G

G . . . hodnota potomka
C . . . rodǐcovské investice
E . . . náklady na námluvy

0 < E < G < C < 2(G − E)
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A co Bůh?

Bůh

zjevuje se je skrytý

vě̌rí

člověk

nev̌ěrí
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A co Bůh?

Bůh

zjevuje se je skrytý

vě̌rí

člověk

nev̌ěrí

Preference:
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A co Bůh?

Bůh

zjevuje se je skrytý

vě̌rí

člověk

nev̌ěrí

Preference:
Bůh člověk

1 abyčlověk vě̌ril věďet

2 zůstat skrytý vě̌rit
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A co Bůh?

Bůh

zjevuje se je skrytý

vě̌rí
4

člověk

nev̌ěrí

Preference:
Bůh člověk

1 abyčlověk vě̌ril věďet

2 zůstat skrytý vě̌rit
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A co Bůh?

Bůh

zjevuje se je skrytý

vě̌rí
3 4

člověk

nev̌ěrí

Preference:
Bůh člověk

1 abyčlověk vě̌ril věďet

2 zůstat skrytý vě̌rit
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A co Bůh?

Bůh

zjevuje se je skrytý

vě̌rí
3 4

člověk

nev̌ěrí
2

Preference:
Bůh člověk

1 abyčlověk vě̌ril věďet

2 zůstat skrytý vě̌rit
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Darwinovská mechanika – p. 14/15



A co Bůh?
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Bůh
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Děkuji za pozornost
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