Spojité deterministické modely II — cviceni

1. Parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu — model vékové strukturované populace

Uvazujme populaci, kterd se vyviji podle McKendrickova-vonFoersterova modelu a mé stabilizovanou
veékovou strukturu, tj.

ou(t,a) = Ou(t,a)
5 + 0 ula)u(t,a), t>0, a>0,
u(0,a) = ¢(a), a>0,
/b u(t, €)de, t>0
0

a soucasné

u(t,a) = p(a)e™.
Pfitom u(t,a) je velikost (hustota) vékové homogenni subpopulace véku a v ¢ase t (coZ znamend, Ze
celkova velikost populace v Case t je Tu(t, &)dE), u je vekové specifickd tmrtnost, b je vékové specifickd
porodnost, ¢ vyjadiuje vékovou struokturu veékové stabilizované populace a A rustovy koeficient. Dale

zavadime funkci preziti [(a) = exp ( f u(€ )
1. Reprodukéni hodnotu jedince véku a definujeme vztahem

[ e 1(€)b(€)de

A )

a) Interpretujte tuto veli¢inu biologicky.

b) Jaké kvalitativni charakteristiky tato veli¢ina mé (vySetfete nebo odhadnéte prubéh funkce v
jakozto funkce nezavisle proménné a.)

2. a) Urlete ocekdvanou délku pfeziti jedincd populace, tj. primérny vék v okamziku smrti vSech
jedinctl, ktefi se narodili ve stejném okamziku (tzv. kohorty).

b) Uréete prumérny vék vech jedinct, ktefi umiraji ve stejném okamziku.

c¢) Porovnejte tyto veli¢iny a vysledek interpretujte.

3. Uvazujme populaci jedinct, rozmnozujicich se délenim. Predpokladejme, Ze kazdy jedinec, ktery se
dozije vé€ku ag se rozdéli.

a) Urcete podminky, za jakych mtze takova populace dlouhodobé pfeZivat.

b) Predpokladejme déle, ze specifickd timrtnost je linearni funkei véku, p(a) = po + aa. Urdete
prubéh stabilizované struktury populace ¢ a urcete Cas, za jaky se velikost populace zdvojna-
sobi.

4. OdloZena plodnost
Uvazujme populaci, v niz zeny zacinaji byt plodné ve véku a,,, jejich plodnost konci ve véku aps
a maximalni plodnosti by.x dosahuji ve véku ap; pfitom samoziejmé plati a,, < ap < aps. Na
intervalech (a,,,ar) a (ap,an) je vékové specifickd porodnost linedrni. Specifickd tunrtnost je od
véku a,, do véku aj; konstantni a rovna hodnoté pg. Urcete zavislost rustového koeficientu na
hodnoté ar.



5.

,BIimé polygamie®

Predstavme si hypotetickou populaci, v niz se kazdy muz Zeni ve Ctyfticeti letech a bere si dvé
manzelky ve vé€ku dvacet let. Predpoklddejme dale, Ze tmrtnost muzi a Zen je stejna a nezavisi na
véku, porodnost zen je ve véku 2040 let konstantni, jinak je nulova, pomér novorozenych chlapeck
a holcicek je 1. Muze takova populace dlouhodobé prezivat? Urcete vékovou strukturu ¢ v zavislosti
na hodnotéach porodnosti a timrtnosti.

Hodnoty funkci I a b pro populaci hrabosi Microtus agrestis byly v laboratornich podminkach
urceny takto:

i a; [tydny] l(a;) b(a;)
1 0 1.0000 0.0000
2 8 0.8335 0.6504
3 16 0.7313 2.3939
4 24 0.5881 2.9727
5 32 0.4334 2.4662
6 40 0.2928 1.7043
7 48 0.1813 1.0815
8 56 0.1029 0.6683
9 64 0.0535 0.4286
10 72 0.0255 0.3000

Odhadnéte ristovy koeficient A a urcete stabilizovanou vékovou strukturu ¢.



2. Parcialni diferencialni rovnice druhého fadu — model populace v prostoru

1. Populace tvorena potomky jediného paru ktery se nachéazel v poc¢atku souradného systému se v pro-
storu vyviji podle rovnice
ou(t,z,y)

5 = DAult,z,y) +aultz,y),

u(t, z,y) vyjadiuje populaéni hustotu v ¢ase t na misté (z,y), D, « jsou kladné konstanty. Vypoci-
tejte [[u(t,z,y)dzdy.
R2

2. Uvazujme stejnou populaci jako v pfedchozim piipadé.

a) Definujme ,Celo populaéni viny* jako kruznici o poloméru Ry (t) takovém, ze u(¢, z,y) = € pro
22 + 9% = Ry(t)?; pfitom ¢ je pfedem dané malé é&islo. Uréete asymptotické vyjadieni Ry (t)
jako funkce ¢asu v ptipadé a # 0 a o = 0.

b) Urlete pocet part které se v ¢ase t nachdzeji vné kruhu o poloméru R;.

¢) Definujme ,,¢elo popula¢ni viny“ jinak: jako kruznici o poloméru Ra(t) takovém, ze vné kruhu
o tomto poloméru je méné nez m pard; pritom m je pfedem dané malé ¢islo. Urcete asympto-
tické vyjadieni Ra(t) jako funkce ¢asu v piipadé o # 0 a o = 0.

d) Porovnejte vysledky a), c).

3. J. G. Skellam v roce 1951 studoval sifeni dubt od konce posledni doby ledové. Zformuloval pied-
poklady:

(i) Duby se mnozi s ristovym koeficientem « > 0 a do okolniho prostiedi se §if{ difazi s koefici-
entem D > 0.

(ii) Dub zije a produkuje zaludy nejméné 60 let.

(iii) I v panenském prostiedi mé jeden dub nejvyse 9 miliond plodngch potomkii.

(iv) Stfedni kvadratickd vzdélenost zaludi od stromu je nejvyse 50 metri (stfedni kvadraticka
vzdalenost je odmocnina z priméru druhych mocnin vzdélenosti vSech zZaludi od matefského
stromu).

a) NapiSte rovnici pro vyvoj popula¢ni hustoty dubt na zékladé pfedpokladu (i).

b) Za pomoci zbyvajicich pfedpokladi najdéte horni odhady parametrtt D a «. [MuZete piedpo-
kladat, Ze na pocatku ¢asu byl jediny dub v poc¢atku soufadnic mista.|

¢) Ovéfte hypotézu, ze duby se v Britdnii rozsifily diftzi podle uvedenych pfedpoklada. Duby se
od posledni doby ledové (za nejvyse 20000 let) rozsifily na vzdalenost zhruba 1000 km.

4. Uvazujte rovnici reakce-difaze

ou 9%u
E = @ +U2(1_U),

definovanou pro t > 0, x € R.
a) Napiste obycejnou diferencidlni rovnici pro feseni ve tvaru putujici viny U = U(z), tj.

z=x—ct, Ulx—ct)=u(t,z), lim U(z)=1, lim U(z)=0.

Z—>—00 Z—00

b) Najdéte minimélni rychlost ¢ putujici viny.

c) Pokuste se najit po¢ateéni podminku takovou, aby pocéteéni tloha pro uvazovanou rovnici
byla explicitné fesitelna.



3. Parcialni diferencialni rovnice druhého fadu — modely morfogeneze

1. Uvazujte rovnici reakce-diftze

ow 0w

pro nezndmou funkeci w = w(7, ) definovanou pro 7 > 0, 0 < £ < L, s Dirichletovou okrajovou
podminkou
w(r,0) =w(r,L) = u".
Pfitom u* € R je takové éislo, ze f(u*) = 0.
a) Zménte métitko ¢asové proménné 7 i prostorové proménné £ tak, aby se rovnice transformovala
na rovnici

v 0?v 9
5 =Pzt f(v)

s Dirichletovou okrajovou podminkou
v(t,0) = v(t,m) = u™.
b) Odvodte linearizovanou rovnici

ou 0%u
D= 2 pl(, % 1
ot 8x2+7f(u Ju (1)
s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou
u(t,0) =u(t, ) =0. (2)
c¢) Reste tlohu (1), (2) s pocate¢ni podminkou

u(0,2) = up(x) = sinz.

d) Necht f’(u*) > 0. Rozhodnéte, zda zvétseni difuzivity D nebo velikosti L systém stabilizuje
nebo destabilizuje.

2. Uvazujte vektorovou rovnici reakce-difize

ou
i DAu+ af(u)

definovanou na oblasti 2 = {(z,y) € R? : a® < 2% + y* < (a + 0)?}. (Tato rovnice mize byt pova-
Zovéna za model ristu chapadel u nezmara.) Parametr ¢ povazujte za tak maly, Ze rozdil koncentraci
u pri zméné soufadnic z, y o vzdalenost nepfevysujici § je zanedbatelny.

Najdéte podminky, za jakych mé FeSeni rovnice n lokélnich extrémi v oblasti Q. (Takové FeSeni
popisuje nezmara s n chapadly.)

3. Systém rovnic reakce-diftize aktivatoru a inhibitoru je v bezrozmérnych veli¢inach tvaru

0 0? 2 0 0?
u:—u—i—u——bu, —U:d—v+u2—v,
v

It Oa? ot 92
kde b a d jsou kladné konstanty.

a) Kterd z funkci u, v pFedstavuje koncentraci aktivatoru a kterd koncentraci inhibitoru?

b) Ukazte, Ze v prostorové homogennim piipadé (bez diftznich ¢lenti) ma reakce aktivatoru a
inhibitoru asymptoticky stabilni feseni.

¢) Najdéte hodnoty parametrt b a d, pro které diftze systém destabilizuje, a nacrtnéte je v roviné
(b,d).



4. Obycejné diferencialni rovnice se zpozdénim

1. Jeden z modeli ristu populace velryby grénské (pouzivany International Whaling Commision) je

zapsén Tovmici
dN(t) _ —uN(t) + uN(t—T) {1 +4q [1 - (M)Z] } ’

dt K
kde p — tmrtnost,
q — maximalni mozny narist porodnost oproti tmrtnosti,
K — kapacita prostredi,
T — doba k dosazeni dospélosti,
z — mira citlivosti populace na jeji velikost (tj. vnitrodruhovou konkurenci).

Vsechny parametry jsou kladné.
UkazZte, ze rovnice popisujici vyvoj malych odchylek od rovnovazné velikosti populace je

dn(t)

3 ~ —pn(t) — p(qz — )n(t = T)

a stabilita rovnovazného stavu je tedy urcena redlnou ¢éasti feSeni A rovnice
A=—p[l+(gz—1)e *].

Odvodte, ze rovnovazny stav je stabilni, pokud

7 —cos !

T < uT, =
H H 02— 1

S

, b=qz—-1>1

a stabilni pro libovolné T', pokud b < 1.

2. Rist populace lze modelovat nasledujici rovnici

dN (¢
dzf ) = aN(t —7)e PNE=T) _ 5N (1),
kde N = N(t) — velikost populace v Case t,
«@ — maximalni porodnost,
1) — Umrtnost,

—BN — mira zmenseni porodnosti zptsobena vnitrodruhovou konkurenci

populace velikosti N.

e Najdéte netrividlni rovnovaznou velikost populace. Linearizujte rovnici v okoli rovnovazného
stavu.

e Najdéte hranice oblasti v roviné (d7, at), ve kterych malé odchylky od rovnovazného stavu
(a) monotonné rostou,
(b) monotonné klesaji,

(c) osciluji s klesajici amplitudou,

(d) osciluji s rostouci amplitudou.

(Uvedeny model pouzil R. May v roce 1975 k modelovani populace Lucila cuprina a ukizal dobrou
shodu s daty naméfenymi Nicholsonem roku 1957.)



3. Model krvetvorby.
Necht c(t) ozna¢uje koncentraci krvinek v krvi (rozmér veli¢iny c je, feknéme, pocet bunék/mm3).
Predpokladame, ze krvinky z cirkulujici krve mizeji rychlosti dmérnou koncentraci s konstantou
timérnosti g (jeji rozmér je den~!). Kostni dieil reaguje s asi Sestidennim zpozdénim 7T na deficit
krvinek a produkuje je v zavislosti na jejich koncentraci v krvi. Z téchto predpokladi plyne, ze
modelem krvetvorby je rovnice tvaru

d(ci_(tt) =Ac(t—=T)) — ge(t).

Jeden z moznych tvart ,produkéni funkce* A je

a™¢
)‘(‘f) S —
am+ &
kde a, m jsou kladné konstanty.
Najdéte bezrozmérny tvar modelu, jeho stacionarni stavy, vySetfete linedrni stabilitu a najdéte
podminky pro nestabilitu modelu.

4. Koncentrace kysli¢niku uhli¢itého v krvi I.
Predpoklada se, ze koncentrace kysli¢niku uhli¢itého v krvi zavisi na intenzité dychani a zpétné ridi
intenzitu dychéani s jistym zpozdénim 7 > 0. Jednoduchy model vyvoje koncentrace v bezrozmérnych
veli¢inach lze zapsat ve tvaru

x’m

T 1tam

ETa 1- ax(t)V(z(t — T)), Vix)

kde a, m jsou kladné konstanty.

Ukazte, Ze existuje kritické zpozdéni 7. takové, ze pro 7 > 7. je staciondrni feSeni z(t) = x*
nestabilni. Vypocitejte * a odhadnéte ,,periodu” feseni v ptripadé, ze 7 = 7. +¢, pfifemz 0 < ¢ < 1.
(Pfesnéji, najdéte nejmensi p > 0 takové, ze z relaci z(tg) = z*, 2’(tp) > 0 plynou x(t + p) ~ x*,
x(to +p) > 0.)

5. Koncentrace kysli¢niku uhli¢itého v krvi II.
Jiny model v§voje koncentrace ¢ = ¢(t) kysli¢niku uhli¢itého v krvi je tvaru
de(t)
dt

=p—V(c(t—71))ec(t) =p— b‘gr::xi(?(i(t ;;n)m’

kde p, b, a, 7 jsou kladné konstanty. Vyjadiete tento model v bezrozmérnych velicinach, najdéte
stacionarni feseni a vySetiete jeho stabilitu v zavislosti na parametrech.



