Dynamika populaci s oddélenymi generacemi

Tento text chce predstavit nejjednodussi diskrétni deterministické dynamické modely popu-
laci. Deterministické — nebudeme uvazovat ndhodné vlivy na populace piisobici nebo nahodné
projevy populaci, dynamické — zaméfime se na vyvoj populace v Case, diskrétni — ¢as nebudeme
povazovat za plynouci spojité ale v krocich, modely — prestoze je podle Galileova vyroku matema-
tika jazykem, kterym Bith napsal knihu pfirody, v oblasti zivé pfirody (zatim?) neumime odhalit
matematicky formulované zakony, ale pouze jejich projevy pomoci matematiky popisujeme.

1 Malthustv model riastu populace

Oznacme:
T ... velikost populace v k-tém casovém obdobi,
d ... umrtnost, tj. podil uhynuljch jedincti mezi vSemi jedinci populace,
b ... porodnost, tj. podil nové narozenych jedincii mezi vSemi jedinci populace.

Velikost populace mtize byt vyjadiena poctem jedincid, populaéni hustotou, tj. poctem jedinct
vztazenym na jednotku plochy, celkovou biomasou a podobné. Oznaceni porodnosti symbolem b je
motivovano anglickym terminem ,birth rate“, imrtnosti symbolem d terminem , death rate“. Oba
koeficienty d, b jsou nezédporné a koeficient d je navic mensi nez 1 (nemize uhynout vice jedinct nez
kolik jich v populaci je). Velikost populace v nasledujicim, tj. k& + 1-nim obdobi mtZeme spoc¢itat
nasledujicim zptsobem:

Tk+1 = Tk + mnozstvi nové narozenych — mnozstvi uhynulych =
=xp + bxy — drp = (1+b—d)f£k.

Pii oznaceni r = 1 4+ b — d dostaneme rovnici

Tyl = I'Tk. (1)
To je rekurentni vztah, ktery definuje geometrickou posloupnost s kvocientem r. Plati tedy

zp = xort,

kde xo je pocatecni velikost populace. Kvocient r se nazyva ristovy koeficient. Protoze d < 1,
plati
r=14+b—-d>1+b-1=02>0,

takze rustovy koeficient je kladny. Vime, Ze za této podminky geometrickéd posloupnost neomezené
roste pokud r > 1, je stacionarni pokud r = 1 a klesd k nule pokud 0 < r < 1. Dostavame tedy
ZAvVer:
b > d, pak velikost populace roste,
pokud b = d, pak se velikost populace v ¢ase neméni,
b < d, pak populace vymira.

Geometricky rist populace byl u redlnych populaci (bakterie na Petriho misce, obyvatelstvo
USA v 18. stoleti, ...) skute¢né pozorovdn. Malthustiv model (1) tedy realisticky popisuje vyvoj
populaci, pfinejmensim téch maljch. Zadny skuteény rist ale nemfize byt neomezeny. To znamens,
7e v piipadé velkych populaci neni model (1) adekvatni. Je potieba vytvorit model, ktery zachovava
,dobré vlastnosti“ Malthusova modelu (popis rtistu nebo vymirani malych populaci) a nem4 jeho
yvlastnosti Spatné“ (mozny neomezeny riist).



2 Modely rastu populace v omezeném prostiedi (logistické
modely)

Rovnici (1) miZeme piepsat na tvar
Lr+1

Tk
Tim dostavame nové vyjadieni ristového koeficientu — je to pomér velikosti populace ve dvou po
sobé nasledujicich obdobich nebo také relativni priristek (ibytek) populace za jedno obdobi.
Kazda populace se vyviji v néjakém prostiedi a zpétné toto prostfedi ovliviiuje. Ristovy ko-
eficient by tedy mél zaviset na prostiedi, které zase zavisi na velikosti populace. Strucné feceno,
ristovy koeficient je funkci velikosti populace,

T+1 _ f(wk)
T

V pripadé Malthusova modelu se jednéa o konstantni funkci.

V realisti¢téjsich modelech by tato funkce, kterou opét nazveme rustovy koeficient, méla byt
klesajici — ¢im vétsi je populace, tim vice znecistuje prostiedi produkty svého metabolismu a tim
se zvétSuje timrtnost; navic, ¢im je populace vétsi, tim vice spotiebuje zdrojt z prostiedi, musi vice
energie vynakladat na shanéni potravy a méné ji zbude na rozmnozovani, tedy porodnost klesa.
Tento jev — pokles ristového koeficientu se zvétsovanim populace — se nazyva wvnitrodruhovd
konkurence.

Ristovy koeficient by také mél byt pro malé populace vétsi nez 1. V ¢istém prostiedi neposkoze-
ném vlastni pfitomnosti a se zdroji nevycerpadvanymi musi byt populace schopna se rozmnozovat.
Pro velké populace by naopak mél byt mensi nez 1. V prostiedi zdevastovaném vlastni pfitomnosti
populace vymira. Z téchto jednoduchych tvah (spolu s ,technickym pfedpokladem®, Ze funkce f
je spojitd) jiz plyne, Ze existuje néjakd ,optimdlni“ velikost populace, pro niz je ristovy koefi-
cient roven 1. V takovém pripadé se velikost populace v ¢ase neméni, je v dynamické rovnovéze
s prostfedim. Velikost populace, kterd je dynamicky stald, se nazyva (nosnd) kapacita nebo 4Ziv-
nost prostredi, oznacuje se K. Skutecnost, ze malé populace se vyvijeji podle Malthusova modelu
(1) vyjadiime tak, Ze f(0) = r. V tomto piipadé se parametr r nazyva vnitinié koeficient ristu.
Vyjadifuje maximalni fyziologicky mozny relativni priristek velikosti populace za jedno obdobi.

Pozadavky kladené na funkci f stru¢né zapiSeme: spojitd funkce f : [0,00) — R je klesajici a
plati f(0) = r > 1, f(K) = 1 pro néjaké K > 0. Nejjednodussi funkci, kterd tyto pfedpoklady
spliiuje, je funkce linearni,

r—1
TE)=1T— Tk
far) 7o Tk
Pii této volbé rustového koeficientu dostaneme model vyvoje populace ve tvaru
r—1
Thil = Tk <r - % xk) . (2)

Pokud pocatecni velikost g populace je mensi nez kapacita prostfedi K, muze se velikost populace
vyvijet riznymi zptisoby. Vyvoj konkrétni populace zavisi na velikosti vnitiniho koeficientu ristu:
1<r<2 ... velikost populace monotonné roste k hodnoté K,
2<r<3 ... velikost populace se k hodnoté K priblizuje s tlumenymi oscilacemi,
3 <r< 3.828427 ... velikost populace kolisd kolem hodnoty K pravidelné
r> 3.828427 ... velikost populace mtze kolisat kolem hodnoty K nepravidelné, chaoticky.
Priklady jsou uvedeny na nésledujicich obrazcich 1 az 4.

Vsechny tyto teoreticky mozné zpiisoby chovani populace se v prirodé skutecné vyskytuji. Orga-
nismy s malym koeficientem ristu (napiiklad velci savci) byvaji nazyvani K-stratégové. Vyznacuji
se tim, ze plné vyuzivaji kapacitu prostiedi, ale Spatné se vyrovnavajis jeho zménami. Organismy
s velkym vnit¥nim koeficientem ristu (napfiklad drobni hlodavci) se nazyvaji r-stratégové. Ti sice
nevyuzivaji bezezbytku kapacitu prostfedi, ale velkou reprodukéni aktivitou se brani vyhynuti pii
jeho zménéch.
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Model (2) je tedy realisti¢téjsi nez model Malthustv (1). Jeden zavazny nezddouci rys ale
ma. Pokud je pocatecni velikost populace pfili§ velkd, konkrétné vétsi nez Kr/(r — 1), bude jeji
velikost v nésledujicim obdobi podle modelu zadporna. To samoziejmé neni fyzicky mozné. Tento
jev je zpusoben tim, Ze funkce f je pro velké hodnoty nezavisle proménné zaporna.

Model tedy dale priblizime realité pfidanim dalsiho pozadavku na funkci f: funkce ma byt na
celém svém definiénim oboru kladné, f(x) > 0 pro = > 0. Funkci, kterd spliiuje vSechny uvedené
pozadavky je napiiklad lomend funkce (nepfimé timérnost)

rkK
1@ = T =D
S jejim pouzitim dostaneme model
rK
=X . 3
Tr41 = Tk K+ (r— 1) (3)

Pokud je pocatecni velikost xy populace mensi nez kapacita prostfedi K, populace monotonné
naroste do velikosti K; pokud je x¢p mensi nez K, populace monotonné na velikost K klesne.
Model (3) se tedy hodi pouze pro popis vyvoje populaci K-stratégti. Odstranili jsme nedostatek
modelu (2) (moznost zadporné velikosti populace), ale ztratili jsme jeho prednost (flexibilitu pro
modelovani raznych typt populaci).

Jina funkce splnujici vSechny pozadavky kladené na rustovy koeficient je funkce exponencialni

flag) = rtmo/ K
s jejimz pouzitim dostaneme model

Tpyr = xprt oK (4)
Podle tohoto modelu se populace mize chovat véemi zptisoby uvedenymi u modelu (2) a nemuze
dojit k zadpornym velikostem populace. Cenou za toto pfiblizeni modelu k realité je vétsi vypocetni
narocnost.

VSechny uvazované zavislosti ristového koeficientu na velikosti populace jsou znazornény na
obr. 5.
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Obr. 5. Zavislosti rustového koeficientu na velikosti populace

3 Modely vyvoje interagujicich populaci
(Lotkovy-Volterrovy modely)

Model (4) 1ze vzit za zdklad p¥i dalsim modelovani populaci. Nejdiive ho pfepiSeme na tvar

—avexp{(1- ) nr}
Th41 = Tk €XP % nr;,

nebo pii oznaceni o =Inr, f = (Inr)/K,

Thy1 = Ikeaiﬁxk.

Parametr « charakterizuje samotnou populaci (vnitin{ koeficient riistu), parametr 3 charakterizuje
vztah populace a prostfedi. Soucasné parametr 3 vyjadiuje, jak se zmensi ristovy koeficient, kdyz
se zvétsi velikost populace. Z tohoto pozorovani lze vyjit pii vytvareni modeli populaci, které se
vzajemné ovliviiuji. Oznacime y;, velikost druhé populace v k-tém casovém obdobi a vyvoj velikosti
dvou populaci mizeme modelovat nasledujicimi rovnicemi:

Thy1 = xkea1*ﬁ1xk*’hyk7 (5)

Yhp1 = yketmfﬁzyk*'vzzk. (6)

Parametry a1, ag lze nazvat vnitini parametry rustu, parametry (1, 02 lze nazvat parametry

vnitrodruhové konkurence a parametry 71, v2 1ze nazvat parametry mezidruhové interakce. Podle

jejich znaménka klasifikujeme typ interakce (pfi postupu ,,0od modelu k realité“) nebo znaménka

parametrii 71, 72 volime podle typu interakce (pfi postupu ,od reality k modelu®):

e v >0, 72 > 0 — druhd populace omezuje rust prvni a prvni populace omezuje rust druhé.

Tento vztah populaci se nazyva konkurence nebo kompetice.

e v <0, v <0 — druha populace stimuluje riist prvni a prvni populace stimuluje riist druhé.

Tento vztah se nazyva mutualismus nebo symbioza.

e v >0, v2 < 0 — drubhé populace omezuje rist prvni a prvni populace stimuluje riist druhé.

Tento vztah se nazyva predace nebo parazitismus; prvni populace je kofisti, hostitelem, rostlinou

a podobné, druhd je dravcem, parazitem, bylozravcem a podobné.

o v =0, v92 > 0 — druh& populace neovliviiuje prvni, ale je ji omezovana, tzv. amenzalismus.

e 71 =0, 2 < 0 — druha populace neovliviiuje prvni a mé z ni uzitek, tzv. komenzalismus.

e v =0, 72 = 0 — populace se vzajemné neovliviuji. Tento vztah se nazyva neutralismus.
Parametry «;, as nemusi byt kladné, izolovana populace bez pritomnosti druhé nemusi pre-

zivat. To je pripad vztahu dravec-kofist — populace dravce bez kofisti vymira, koeficient as je

zaporny; muze to byt i pfipad mutualismu nebo komenzalismu — bez pritomnosti mutualisty

nebo komenzala nemusi byt populace schopna pfezit (pak mluvime o obligatornim mutualismu).

Podobné ani parametry (1, S nemusi byt kladné, populace nemusi vnitrodruhovou konkurenci

projevovat, nebo dokonce mize prokazovat vnitrodruhovou kooperaci.



Dvé konkurujici si populace mohou dlouhodobé koexistovat, jejich velikosti se ustali na néjaké
hodnoté, ktera je pro kazdou z populaci mensi nez nosné kapacita prostiedi pro samotnou populaci
bez ptitomnosti druhé (piiklad takového spoleCenstva je na obr. 6, parametry: a; = ay = 0.5,
B1 =02 =1,7 = v = 0.1), nebo kolem takovych hodnot osciluji. Jind moznost vyvoje kon-
kurujicich si populaci je vymfeni jedné populace a ustaleni velikosti druhé populace na hodnoté
kapacity prostfedi (pfiklad je na obr. 7, parametry: ay = ag = 0.5, 81 = 2 = 1, 71 = 0.1,
~v2 = 1.1) nebo oscilace kolem ni. V takovém p¥ipadé mluvime o kompetiénim vylouceni. P¥itom
bud jedna populace vzdy vylou¢i druhou bez ohledu na poéateéni velikosti populaci (jedna popu-
lace je dominantni), nebo o tom, kterd z populaci pfezije, rozhoduji poc¢étecni velikosti populaci.

Obr. 6. Koexistence Obr. 7. Kompeti¢ni vylouceni

Mutualistické populace mohou koexistovat a jejich velikosti se bud ustali na hodnotach, které
jsou vétsi nez kapacita prostfedi pro kazdou z nich, nebo kolem takovych hodnot osciluji. Je-li
vSak mutualismus pfilis silny a uzitek jedné populace pro druhou je veliky, miize dojit k tomu, ze
velikosti obou populaci budou neomezené exponencialné rist (to by v pfirodé znamenalo zhrouceni
prostiedi, v némz populace ziji); v takovém pfipadé mluvime o ,orgiich vzdjemné dobrocdinnosti“
(orgy of mutual benefaction; ptiklad je na obr. 8, parametry ay = ay = 0.05, 81 = (2 = 1,
M =72 =-1).

Populace ve vztahu predace koexistuji. Typickym chovanim spolecenstva dravec-kotist je ko-
lisani velikosti populaci kolem néjaké hodnoty, pri¢emz maximum velikosti kofisti predchazi veli-
kost populace dravce. Ptiklad je na obr. 9, kolecky je znédzornéna populace kofisti, trojuhelnicky

populace dravce; pouzité parametry byly a3 = 0.5, g = —0.5, 1 = 0.1, G2 = 0, 17 = 0.5,
Y2 = —0.5.
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Obr. 8. ,,Orgie dobrodini* Obr. 9. Dravec-kotist



