
Grafové algoritmy
2009/10, 3. termı́n

1. Bloky souvislého neorientovaného grafu

Je dán souvislý neorientovaný graf G = (V, E). Terminologie a značeńı :
mı́sto {u, v} ṕı̌seme stručně uv,
(v0, v1, . . . , vk) je cesta, je-li k ≥ 0, v0, v1, . . . , vk jsou po dvou r̊uzné prvky z V a

v0v1, . . . , vk−1vk ∈ E; často též ṕı̌seme (v0v1, . . . , vk−1vk).
(v0, v1, . . . , vk) je kružnice, je-li k ≥ 3, v0 = vk, v0, v1, . . . , vk−1 jsou po dvou r̊uzné prvky

z V a v0v1, . . . , vk−1vk ∈ E,
Hrana e je most, když po jej́ım odstraněńı graf přestává být souvislý. Necht’ M znač́ı

množinu všech most̊u.
Na množině E \M definujeme relaci ∼ vztahem e ∼ f právě když hrany e, f lež́ı na

nějaké společné kružnici.

a) Doplňte d̊ukaz.
Lemma 1. Relacce ∼ na množině E \M relaćı ekvivalence.
Důkaz.

Bloky v G jsou následuj́ıćı podgrafy grafu G :
- most se svými koncovými vrcholy,
- pro e ∈ E \M , tř́ıda e∼ spolu s konci jednotlivých hran.

Neprázdná množina hran B spolu s jejich koncovými vrcholy je bisouvislá, lež́ı-li jej́ı
libovolné dvě hrany na společné kružnici nebo jedná-li se o jedinou hranu.

b) Formulujte vztah mezi bisouvislými podgrafy a faktory (vše netriviálńı) a vaše tvrzeńı
dokažte.

Lemma 2.
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Následuj́ıćı algoritmus hledá bloky grafu G; přitom
Cuv je (jediná) kružnice vzniklá přidáńım hrany uv ke stromu T – tzv. fundamentálńı

kružnice pro hranu uv,
Buv má být blok obsahućıćı hranu uv,
Q je fronta vrchol̊u - je to jako v BFS,
T je BFS-strom.

c) V algoritmu doplňte řádky 12 a 15.

Blocks(G)

1 for uv ∈ E

2 Buv ← uv

3 vyber x ∈ V

4 Q← x

5 repeat
6 u← head Q

7 for v ∈ Adj u

8 if v 6∈ Q

9 přidej uv do T , přidej v na konec Q

10 else for xy ∈ Cuv

11 Buv ← Buv ∪ Bxy

12 for xy ...........................
13 Bxy ← Buv

14 odstraň u z Adj v

15 odstraň u .......................
16 until Q = ∅

d) Doplňte d̊ukaz tvrzeńı :

Lemma 3. Po každé iteraci cyklu 7-14 je každé Buv bisouvislé.

Důkaz. Indukćı vzhledem k počtu k již provedených cykl̊u.

k = 0. Libovolné Buv = ......................... a tedy ............................................

Indukčńı krok : 1. Necht’ v 6∈ Q. Pak ...........................

2. v ∈ Q. Vytvoř́ı se kružnice u, v = x0, x1, . . . , xk = u, x0x1, . . . , xk−1xk ∈ T .

Pak B = ................................................ je novou hodnotou pro Bxy, xy ∈ ................

Necht’ i ∈ {1, . . . , k}, ab ∈ Bxi−1xi
. Pro ab = xi−1xi máme ab a uv na kružnici v B.

Pro ab 6= xi−1xi máme ab a xi−1xi ............................ podle ......................................

a podle ..................................... máme ab a uv na kružnici v B.

Tranzitivita ∼ dá zbytek.

e) Doplňte d̊ukaz tvrzeńı :

Věta. Po skončeńı algoritmu je pro každé uv ∈ E graf Buv blokem obsahuj́ıćım hranu uv.
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Důkaz. Připustme, že Buv neńı blok. Necht’ B je blok obsahuj́ıćı hranu uv. Máme Buv $ B.
Necht’ xy ∈ B \Buv. Existuje C kružnice v B obsahuj́ıćı

....................................................
Ukážeme, že xy ∈ Buv a to bude spor.

......................................................

......................................................

......................................................
Můžete použ́ıt : Necht’ hrany z E \T na C jsou e1, . . . , ek. Necht’ př́ıslušné fundamentálńı

kružnice jsou C1, . . . , Ck. Kružnice považujeme za sousedńı, maj́ı-li společnou hranu. Lze
ukázat, že takovýto graf (s vrcholy C1, . . . , Ck) je souvislý.

f) Uved’te tabulku, v ńıž řádky odpov́ıdaj́ı změnám Q. Do prvńıho sloupce ṕı̌seme
aktuálńı Q, pokud se něco přidávalo do T , uved’te to do 2. sloupce. Do 3. sloupce ṕı̌seme
změněné Cuv a Buv. Máme x = 1 a seznamy soused̊u jsou uspořádány podle velikosti označeńı
soused̊u od nejmenš́ıho po největš́ı. Ve druhém diagramu znázorněte bloky.
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