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1. Maximalni parovani

Je dan neorientovany graf G = (V| E). Mnozina M C E je pdrovdnd, pokud zadné dveé
ruzné hrany z M nemaji spolecny vrchol. Mazimalita parovani se rozumi vzhledem k poctu
hran.

Vrchol v € V' je volny vzhledem k parovani M, neni-li koncem zadné z hran v M. Cesta
P = (vo,v1,...,u), k> 1,v G je stridavd vzhledem k parovani M, jsou-li vrcholy na ni po
dvou ruzné a stiidaji-li se v ni hrany z M a E\ M. Takova cesta je volnd vzhledem k M,
jsou-li oba jeji konce volné. Jeji alternaci dostdavame parovani M’, které se od M lisi prave
tim, Ze pro libovolnou hranu e na P je e € M préave kdyz e € M’ a naopak.

a) Dokazte vétu:
Véta. M je maximalni parovani v G praveé kdyz v G neexistuje volna cesta vzhledem k M.

Pozn. V dukazu netrivialni implikace muzete uvazit dvé parovani M a M’ a diskutovat jak
vypadaji souvislé komponenty grafu (V, M U M').

Ve zbytku pojednani je graf G bipartitni, tj. existuji neprazdné disjunktni mnoziny vr-
choli X, Y davajici ve sjednoceni celé V' a takové, ze libovolna hrana z F ma jeden konec v
X a druhy v Y. Fixujme takova X,Y.

V nésledujicim algoritmu je
Matchly] = x, je-li {x,y} € M a
Matchly] = 0, je-li y volny vzhledem k M.

Jeho podstatou je hledani volnych cest z u € X pomoci BFS(G). Volné cesty z v € YV
nemusime uvazovat (staci je opacéné orientovat). Pro cestu (u,v,u/,v",u“ v”,...) klademe
Prev[v] = u, Prev[v'] =4/,.... Navstivené vrcholy z X mame v poli Q[1],Q[2],...atyzY
mnoziné N.

b) V uvedenych algoritmech doplite fadky 18 resp. 4.



MAXMATCHING(G)

1 fori—1ton

2 Matchl[i] < 0
3 forue X
4 Q] «— u
5) Qsize — 1
6 fori—1ton
7 Previ] < 0
8 k1
9 repeat
10 x — Q[k]
11 for y € Adj[x]
12 ifyg N
13 pridej y do N
14 Prevly] « x
15 if y je volny
16 ALTERNUJ(y)
17 goto 1
18 pridej ......... do @
19 k+—k+1
20 until £ > Qsize
21 odstran z grafu Q) a N
22 1:
ALTERNUJ(y)
1 repeat
2 w «— Prev[y]
3 Matchly] «— w
4
5 Match[w] <y
6 Y — v
7 untily =0

c¢) Dopliite dukaz véty :

Véta. Mnozina M = { {z, Matchlz]} | x € X, Match[z] # 0 } je maximalnim parovanim
grafu G.

Diikaz. Pokud zadny z X nezustane volny, mame maximalni parovani. Pokud z u € X
najdeme volnou cestu, alternujeme ji. Pokud z u € X existuje volné cesta, najdeme ji, nebot
pred 7. 21 méame v () vrcholy praveé vrcholy z X dosazitelné z u pomoci

a Vv MNOZINE N o,

Ptitom plati



() 1Q] = [N| 4+ oo

(i) kazdy vrchol z N je ZDATOVAN S ...ccooviiiiiiiiiiiiiee e
(iii) neexistuje hrana mezi @ a Y \ N.

Zbyva ukazat, ze vrcholy z ) a N a s nimi incidentni hrany je mozné , beztrestné*
odstranit.

I kdyby jsme je neodstranili, nemuze v budoucnu vést volna cesta z v’ € Q, u' # u,
nebot’

Rovnéz, kdyby takova cesta vedla z v’ € X'\ @Q anezustala celd v X \@Q a Y\ N, navstivila
by nejprve néjaké v € N pred tim nez by mohla do € kvuli ........ccccooiiiiiiiiiiiiiiiiien,
Pak by pokracovala do

d) Do prilozenych diagramu vyznacte prubéch algoritmu. Hrany aktudlniho parovéani
znacte ¢ervené, orientované hrany (y, Prev|y]) znacte modfe a odstranéné vrcholy a hrany
budou éerné (pozor : odstranénd hrana muze byt v parovéni). Novy obrazek kreslete, kdykoliv
probéhne néktery z radku 7,16,21. Muzete vynechat malovani pro v = 1,...,5 a zacit s
u = 6. Seznamy sousedu jsou sefazeny podle velikosti ¢i abecedy. Rovnéz vybér u probiha
podle velikosti. Vyznacujte téz Q[1], Q[2],. .., Q[@size] a vrcholy yi, v, ... z Fadku 13.






