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Predmluva

KdyZ jsme v roce 1999 vydavali prvni CD-ROM Matematicka analyza s pro-
gramem Maple, uvedli jsme, Ze v pristich letech planujeme pokraCovat v edici
dal&imi partiemi matematické analyzy. Jsme radi, ze diky finanéni podpore FRVS
mlzeme tento zamér realizovat a studentlim nabidnout dalsi dil, tentokréat véno-
vany tématu NekoneCné fady.

Tento CD-ROM je uCebnim textem nového typu vyuZivajici moznosti sou-
¢asné vypocetni techniky. Ukazuje moderni zplisob vyuky matematickée analyzy,
kdy prostfednictvim pocitaCovych technologii se student uci matematickou ana-
lyzu a naopak.

Pouzivana symbolika je shodna se symbolikou uzivanou v [13, 14]; zeiména
symbol N oznaCuje mnozinu vSech pfirozenych Cisel, symbol Z oznaCuje mnozinu
vSech celych €isal, symbol R mnozinu vdech realnych Cisel aR* znati rozSifenou
mnozinu redlnych Cisd, tj. R* = R U {—o0, 00}.

Stejnéjako Diferencialni poCet funkci vice proménnych jsoui Nekonetné fady
tematem vhodnym pro pocitaCoveé podporovanou vyuku. Zejmeéna rozvoje funkci
do mocninnych a Fourierovych fad se programem Maple velmi pékné graficky
ilustruji.

Pfi vykladu probirané problematiky pomoci Maplu jsme se snaZili o dodrzo-
vani nasledujiciho postupu: Nejdfive je problém feSen , krok za krokem® tak, jak
bychom postupovali pfi feSeni pomoci ,, tuzky a papiru“, Maple je pouzivan pouze
k dilé&im vypoctlim. Pokud je to dale mozné, nasleduje zobecnéni a automatizace
feSeni problemu pomoci Mapleovskéeho programovaciho jazyka. Tyto Casti jsou
Vv textu oznateny pomaoci ﬁg dalsi priklady je pak mozno nalézt v odpovidajicich
zapisnicich v adresari Maple. PYi tvorbé novych procedur byl diiraz kladen prede-
v3im najgich jednoduchost —tak, aby je byli studenti schopni psét v ramci cviceni
z Maplu. Casto je tedy potlatovano testovani koreknosti zadavani vstupnich pa-
rametrll, dlraz je predevsim kladen na vlastni algoritmus vypottu. Komentare
v zapisnicich jsou psany bez diakritiky, protoze Maple zatim neni lokalizovan
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v Ceském jazyce. Mapleovske zapisniky jsou urCeny pro verzi Maple 7, vétSinou
jsou vSak pouzitelnéi ve verzi Maple V 5.1.

Ve srovnani s prvnim CD-ROMem pfinaSime dvé novinky v poCitatovem
zpracovani. Prvni novinkou jsou animace, pomoci nichz | ze pohyblivé znazorhovat
rozvoje funkci do nekonetnych fad. VE&ime, Ze tyto animace pomohou studenttim
pochopit vyznam mocninnych a Fourierovych fad a rozdil mezi nimi.

Druhou novinkou je videozaznam prednasky, slouZici k repetitoriu daného
tematu. Obsahuije tfi sekvence, prehled zakladni teorie o nekoneCnych Ciselnych
fadach, ukazku feSeni nékolika typickych prikladl a prehled zakladni teorie o fa-
dach funkci.

Zakladem pro vznik CD-ROMu se stal ucebni text Dosla Z., Novak V.: Neko-
necné Fady, MU 1999 a 2002 a Mapleovske zapisniky s ukazkami feSeni prikladl
anovymi procedurami. Pro Ctenare, ktefi licenci Maplu nevlastni pfinasime i roz-
Sifene HTML verze nékterych zapisniki, které je mozno Eist libovolnym z webo-
vych prohlize¢ti. Pomoci téchto prohlizecli je mozno prehravat i véechny uvedené
animace.

Vlastni text je opét uloZzen ve formatu PDF (Portable Document Format), ktery
je standardem pro elektronickou publikacni Cinnost a je nezavisly na platformé.
Kromé jiného umoziuje prostiednictvim kiizovych odkazli rychle vyhledavat
souvislosti napric celym textem. Text se nachazi naCD ve dvou variantach; design
prvni je optimalizovan pro Cteni na obrazovce obvyklého barevného monitoru,
design druhéverze (kterou Ctete) je vhodny pro tisk naforméat A4. Nove prfidavame
odkazy navideosekvence (jsou naCD-ROM v adreséfi vi deo) anaPDF soubory
sanimacemi (vyzaduji v3ak Acrobat Reader verze alespon 5).

Videonahravka byla pofizena s pomoci laboratofe LEMMA Fakulty informa-
tiky MU v Brné. | kdyz jde o simulovanou prednasku, byla nataCena naostro bez
opakovani zabérll. Nese proto prvky autenticnosti, véetné nékolika nepresnosti od-
bornych ajazykovych. Uvadime toto video s pfesvédCenim, ze uCebni text ozivi a
posune vyvoj podobnych uéebnich textt opét o krlicek dopredu. Pro lepsi Citelnost
textu napsaného béhem prednasky natabuli jsou tyto texty uvedeny v kapitole 9

nastrané 159.

CD-ROM je urCen pro posluchaCe bakalarského studia matematiky, fyziky,
informatiky, a dale véem zgjemclim o vyuku matematické analyzy s vyuzitim
pocitate a uzivatellm CAS systému Maple. Spojeni textu, grafiky, pocitatovych
vstupll, vystupll, animaci a videonahravky se shrnutim zakladnich pojmt pro-
biraného tématu by mélo vytvorit prostfedi slouzici k maximalné efektivnimu
zvladnuti probirané problematiky.


http://www.fi.muni.cz/lemma/
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CD-ROM dale obsahuje inovovanou verzi textu Diferencidni poCet vice pro-
mennych, ato zaseve dvou verzich: verzi optimalizovanou pro ¢teni na obrazovce
averzi optimalizovanou pro tisk

Néktere materidly z CD-ROMu jsou ulozeny takée nawebove strance projektu
http://www.math.muni.cz/"plch/nkpm/.

Zavérem bychom radi podékovali studentlim Prirodovédeckée fakulty P. KFi-
7ovi aK. Srotovi za Mapleovské zapisniky k mocninnym a Fourierovym Fadam,
studenttim Fakulty informatiky P. Kyn&lovée za animace k ¢asti Diferencialni po-
Cet funkci vice proménnych, M. LiSkovi, V. Holerovi, P. Hromkovi a kolegovi
R. Haklovi za pomoc pfi natéCeni a M. Rollerovi a T. Zavodnému za pomoc pri
stfihu a zpracovani videa. Dale dékujeme kolegyni L. Langerové za (cinkovani
pri nataéCeni prednadky a panu A. Kalinovi za vytvoreni instalatniho programu a
grafickou Upravu instalatni brozurky CD-ROMu.

Tento CD-ROM vznikl za podpory Fondu rozvoje VS v ramci Fedeni projektu
¢. 801/2002.

Brno, prosinec 2002 Autori


http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

Kapitola 1

Nekonecne Ciselnerady —
zakladni pojmy

Teorie nekonetnych Ciselnych fad vznikla ve druhé poloviné 17. stoleti spolu
s utvarenim infinitezimalniho pottu. Mnohé my3enky zraly fadu stoleti, nez se
pribliZzily dnesni podobé. V priibéhu vyvoje se néktefi matematikovée dopustili
pri pocitani s fadami omyll, zejména v dobé, kdy nebyl pojem konvergence
fady konstituovan, ataké v dobg, kdy panovalajakasi hrliza z nekonecna. Timto
problémem se od pocatku zabyvali negjenom matematikove, alei filozofove.

Napriklad Zenon z Elgje (490-430 pf.n.l.) povazoval za nemozng, ze by ne-
konecny soucet kladnych &isel mohl byt konetné Eislo; pripomelime jeho aporiit
Achilles a zelva: ,,Rychlonohy Achilles nikdy nedozene zelvu, jestlize se zelva
nachazi v ngaké vzdalenosti pred nim.” Se soucty nekonecnych geometrickych
fad jiz pracoval (aniz pouzival dnesni symboliku) Archimedes (287-212 pf.n.1.),
kdyZ urCoval kvadraturu paraboly; prvni nekonecnou fadu, ktera nebyla geome-
tricka, seCetl na zakladé fyzikanich Gvah az ve stfedovéku (kolem roku 1350)
R. Swineshead.

V celé historii matematiky byla snaha zodpoveédét dvé zakladni otazky pro
pocCitani s nekonecnymi Ciselnymi fadami:

Jak seCist nekonetnou (presngi spocetnhou) mnozinu Cisel?

Plati pro nekonetné soucty podobné zakony jako pro konetné soucty,
zejména zakon distributivni, asociativni a komutativni?

Laporie — slepa uligka rozumu

10



Soucet Fady 11

Odpovéd na obé otazky ukazeme v pribéhu prvnich ¢yt kapitol, které jsou
vénovany nekonecnym Ciselnym fadam. Cilem prvni kapitoly je zavéest pojem
soucet fady a ukazat nékteré zakladni operace s Ciselnymi fadami.

1.1. Soucet rady

Ze stfedni Skoly je dobfe znama nekonetna geometricka fada. Postup pouzity
pri uréeni jejiho souctu, tj. utvoreni tzv. ¢asteénych souctll a provedeni limitniho
prechodu, je navodem pro obecnou definici.

Definice 1.1. Necht {a,}32, je posloupnost realnych €isel. Symbol

Zan nebo a +ap+ag+---+ag+--- (1.2)

n=1

nazyvame nekonecnou Ciselnou fadou. Posloupnost {s,}22,, kde
SS=a, S=apta,..., 5= tat---+an, ...,

nazyvame posloupnost ¢astetnych souctll této Fady.
Existuje-li vlastni limita lim s, = s, fekneme, Zefada ) .-, a, konverguje ama

n—oo

soucet s. Neexistuje-li vlastni limitalims,, fekneme, zefada Zﬁil a, diverguje.

Nekonetna fada je tedy symbol > >, a, neboa; +a, +---+a, +---, kde
{an} je dana posloupnost. K tomuto symbolu je pfifazena posloupnost ¢astecnych
Souttil {s,}. Prvky posloupnosti {an} nazyvame cleny fady » %, an, kdean jen-ty
Clen. Cido s, nazyvame n-tym CasteCnym souctem této fady.

V pfipadé, kdy fada diverguje, rozlisujeme tfi pfipady:
> Je-li lims, = oo, fikame, Ze fada urCité diverguje k +oo;
> Je-li lims, = —oo, fikame, Ze fada urcité diverguje k —oo;
> Jestlize lim s, neexistuje, fikame, Ze fada osciluje.

Mé&li konvergentni fada )" a, souCet s, piSeme > -, a, = s. Je-li fada diver-
gentni k 00, piseme Y 2, an = oo, pripadné -2, a, = —oo.

Priklad 1.1. VySetfete, kdy konverguje nekonetna geometricka fada

a+aq+...+aqn_1+---:Zaqn_l, kdea;!O,q 7/0,
n=1
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aurCete jgi soucet.

ReSeni. Postupujeme podle Definice 1.1: ur&ime s, a provedeme limitni prechod.
a) Necht g = 1. Pak s, = na aplati lims, = limna = o0, tj. fada ) 2, a je
divergentni. 3
b) Necht q = —1. Radamatvar a+(—a)+---+(=1)""la+. .., takZe Castetny
Soucet je
| 0 prosudén,
71 a pro lichén.
Posloupnost {0, a, 0, a, ... } nemalimitu, proto je tato fada oscilujici.
c) Necht |q| # 1. Plati s, =a+aq +--- +ag"!. UZtim vztahu
1-A+g+g°+---+q"H=1-q"
dostaneme
1-qg"
1-q

si=al+q+qgi+---+gq") =a

Uvazujme nasledujici pripady:

prolql < ljelimg" =0, protolims, = ﬁ;

prog > 1jelimg" = oo, protolims, = +o0;

prog < —1limitalimq" neexistuje.
Proto je geometricka fada pro |q| > 1 divergentni apro |q| < 1 konvergentni.
V tomto pripadé je jgji soucet

> a
Yag itz lal<1

0

Priklad 1.2. UrCete soucet fady:

=1
3 Zn(n+1)

n=1
1 1 >
O TatiTt Tt nz(sn—2)(3n+1)
. n
) —
23
d > (Wn+2—2/n+1+yn)
=1

1 1
e arctg— +actg— +---+actg—+- - -
) g2 g8 g2n2
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Redeni. Ve vech pripadech postupujeme podle Definice 1.1: ur&me n-ty &astetny
soucet s, dané fady a provedenim limitniho pfechodu urcime jeji soucet.

a) Vyraz pro Elen a, rozlozime v soutet parcianich zlomk{ - (nl+1) =22

Pak

1 1 1 1 1 1 1 1

31:1__"'___"'""" _ — 4+ — — =1-— ,

2 2 3 n—1 n n n+1 n+1
aproto

1
s=lims,=lim| 1— =1
s=im(1- )

b) Postupujeme obdobné: provedeme rozklad Clenu a, v soucet parcidnich

zlomkd, tj.
1 A B

= + .
Bn—-—2)3n+1) 3n—2 3n+1

Zrovnicel=(3n—2)B+@n+1)AplyneB = -1 A=11t.

1 1/ 01 1
B3n—2)3n+1) 3\3n—2 3n+1)
Pak

1 1 1 1 1 1 1
Sy = 11—+ —+...+ — + — =
3 4 4 7 3n—5 3n—-2 3n—-2 3n+1

aproto

) 1 1 1
s=lims,=lim={1-— =—.
3 3n+1 3

4l Ukézeme s nyni ¥eBeni s vyuZitim programu Maple.
> rada: =Sum(1/ ((3*n-2)*(3*n+1)), n=1..infinity);

1
rada = Z (3N —2)(3n+1)

n=1
Rozklad ¢lenu a, v souCet parcidnich zlomkli provedeme pomoci prikazu
convert:

> convert(op(1l,rada),’ parfrac’,n);
1 1 1 1
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Pro zjednoduSeni urovani n-tého Castetného souctu zadané fady vytvorime pro-
ceduruposl cass(expr, down, k) ,kdeexpr jevyraz odpovidgjici a,, down
je dolni mez fady ak je prirozené ¢islo, udavajici kolik ¢lenti posloupnosti ¢as-
teGnych souctll s prejeme vypsat. Procedura vypise prvnich k ¢lenli posl oupnosti
¢astetnych souttd, jeji n-ty ¢len apokud je to mozneé vréati soucet zadané fady.

> poslcass := proc (a, b, d) local i, j, s, e;
> s :=0;, ] :=0;

> for i fromb to d+b-1 do

> | :=j+1; s := s+eval (subs(n =i,a));
> Iprint(evaln(s[j]) = 5s)

> 0d;

>~ e :=suma,n=>b.. n);

> |print(evaln(s[n]) = e);

> Sumla,n = b .. infinity) =

> limt(e,n = infinity)

> end:

Pouziti této procedury pri feSeni uvedeného prikladu dava tento vystup:

> posl cass(op(1l,rada), 1,5);

s[1] = 1/4
s[2] = 2/7
s[3] = 3/10
s[4] = 4/13
s[5] = 5/16

s[n] = 1/3-1/3/(3*n+1)

> 1 1
§(3n—2)(3n+1) "3

Pro kontrolu vypo&tu miizeme pouZit i pfikaz sum
> Sum(1/ ((3*n-2)*(3*n+l)), n=1..infinity)=
> sum(1/((3*n-2)*(3*n+1l)), n=1..infinity);

o0

1 1
§(3n—2)(3n+1) T3

Pro vykresleni grafu posloupnosti ¢astecnych souctli miizeme pouzit proceduru
sunpl ot s(Sum(rada, n=a..b)),vizObr. 1.1.
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vV V.V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

\

sunplots : = proc (rada)

| ocal term n, a, b, psum m points,
i, C, sn, pl, p2;

if nargs = 2 then ¢ := args[2]

elsec :=0fi;

if typematch(rada, (' Suni) (term: al gebraic,
n::name = a::integer .. b::integer))

then psum: =" @ (evalf,

unapply(Sum(termn =a .. atml),nm);
points := [seq([[i, psun(i)+c],

[1+1, psun(i)+c]], i =1 .. b-a+l)];

poi nts : = map(op, poi nts);

pl : = PLOT( CURVES( poi nts), AXESLABELS(n, "s[n]”));
sn := evalf(c+tsumtermn =a .. infinity))

el se

ERROR(” expecting a Sum structure as input”) fi;
if sn <infinity then

p2 := plot(sn,n a .. b,linestyle = 4);

di splay({p2, p1l})

el se pl fi

end:

sunpl ot s(Sum(op(1, rada), n=1..20));

c) Plati

1 2 3 n
Si=—F—F+— -+ —,
2 22 28 2n

odkud po vydéleni dvéma plyne

ss 1 2 3 n

= —+— 4+ — A+ + .
2 22 B 2 2n+l

Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme

g,

Jelikoz

sy, 1 1 1 1 n
T P S —
2 2 22 23 on 2n+1’
(1 1 1 1 n
22t E T e
1 1 1 > 1
||m<—+—2 g ?):Z?:l, ||m2n+1:0,
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0.32 1

0.31

s[n]

0.28 1

0.26

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

n

Obr. 1.1: Posloupnost astetnych souttl fady 3 i amp

je soucet fady

Jiny zplisob uréeni souctu této fady ukazeme v Prikladu 6.3 pomoci souctu
mocninné fady. Z historického hlediska je tato Fada prvni negeometrickou fadou,
u které byl urcen jgi soucet. UrCil ho stfedoveky matematik Richard Swineshead
v knize Liber calculationum napsané kolem roku 1350, kdyz fesil tuto fyzikalni
Ulohu: Jaka je prumérnarychlost v hmotného bodu s pocatecni rychlosti vy v Easo-
vemintervalut € [0, 1], ktery se pohybuje takto: béhem prvni poloviny ¢asového
intervalu konstantni rychlosti, béhem dal3i Ctvrtiny intervalu rychlosti, ktera je
dvojnasobkem pocatecni rychlosti, béhem nasledujici osminy intervalu se pohy-
buje rychlosti, ktera je trojnasobkem pocatecni rychlosti atd. az do nekonetna.
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Vyuzijeme-li vySe odvozeny soucet Fady, dostaneme

3 +S,+ 1+2 1+ 1+2+ +n+ 2
v:—: ...:U.— v.— ...:v —_ —_— ... —_— ... = v’
{1t 2 Ty N2 ™ 2 2n °

tj. primérnarychl ost béhem cel ého Easového interval u se bude rovnat dvojnasobku
pocatecni rychlosti.
d) Plati
a = «/é — 2\/5 +1

2= V4—2V3+4/2
az=+5—2V4+/3

3 2=/N—2/n—-1+/n-2
ap_1=+vn+1—-2/n++/n-1
an=+/N+2—2vn+1+./n

Z uvedeného schématu je Zigme, Zes, = 1 — /2 — v/n+ 1+ +/n+ 2, aproto

s = lims,=1—+2+ lim&Wn+2—+vn+1) =
n—o0 n—oo
1
= 1—+/2+ lim =1-42

n—oo \/n+2+./n+1

€) Pro |x] < 1, ]y| < 1 plati vztah

Xty
1-X

arctg x + arctgy = arctg

Uzitim tohoto vztahu postupné dostavame

1 1 2
szza1+a2=arctg§+arctg§=arctg 1 =arctg\;3

2 1 3
=S +ag = arctg - +arctg — = arct = arctg -
B=Rta=acdg tacdg o =aclg T 9%
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n—1 1 n=l oy

2
Sy = Sh_1+ @y = arctg +arctgﬁ:arctgln_—n_f:l:
2n
n(2n? —2n + 1) n2n? — 2n +1) n
= arctg = arctg = arctg )
2nd —n+1 2n2 —-2n+1)(n+1) n+1
Soucet fady je

s= lim I|m arct n _=
- n—>ooSq - 9 n+1 - 4’

Priklad 1.3. Vyjadrete ve tvaru zlomku v zakladnim tvaru €islo 0,215.

ReSeni. Plati
0,215 = 2 + ! + =
’ "~ 10 103 105 10 103 BT -
2 15 1 1 7
= —+ — -+ + =
10 108 1— A 5 10- 99 5 66 330

102

Nasledujici véta udava nutnou podminku konvergence fady.

Véta 1.1. Jestlizefada ) .-, a, konverguje, pak plati nIim ap =0.

Dlikaz. Necht Y -7, a, konvergujea ) =, a, =s. Tedy lims, = s € R, aprotoze
an =S — S_1, plyneodtud lima, =lim(s, — $,_1) =s—s=0. O

Je tfeba si uvédomit, Ze opak této véty neplati. Je-li totiz pro fadu splnéna
podminka lima, = 0, pak z ni konvergence fady jesté neplyne. Tuto skuteCnost
ilustruje nasledujici priklad.

Priklad 1.4. Rada Z;’Zlﬁ se nazyva harmonicka. V této fadeé je kazdy Clen
harmonickym priimérem dvou sousednich ¢len, tj. plati

1
_ a1

+1

1 +
a, 2
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Rada spliuje nutnou podminku konvergence, nebot lim % = 0. Ukazme, Zeje tato
fada divergentni. K tomuto U¢elu provedeme nasledujici odhady:

S =1
%2 = 2
_ 1.1 L1, 0
% OT Ry TRy "2
1 1 1 1 2 1 1 1 1 3
S = t-t-F+-F+-_>1l+_-_+-_+ -+ _-_+-_=1+—
5 6 7 8 2 8 8 8 8 2
1 1 1 1 1 1 1 3 1
Sg = St—-t—F+—F+—+—+—+—+—>1+-+—+
9 10 11 12 13 14 15 16 2 1
1 1 1 1 1 1 1 4
t—+ —+ —F+ —+ —+—+ — =1+ —
16 16 16 16 16 16 16 2
1+n
n > —
=2 2

Posloupnost {s,} je rostouci, proto ma bud viastni limitu nebo nevlastni limitu co.
TutéZ limitu ma i vybrana posloupnost {s}; avsak z nalezeného odhadu plyne
S, — o0, aprototakélims, = co. Proto harmonickarfada) .2,  uritédiverguje.

Jak ukézeme pozdgji, divergenci této fady | ze dokazat velmi jednoduSe pomaoci
integraniho kritéria.

Harmonicka fada byla prvni fadou, u niz byla poprvé ukazana divergence
fady. UCinil to pravé uvedenym zplisobem francouzsky matematik Nicole Oresme
(1323-1382).

Bezprostfedné z Definice 1.1 plyne tato véta:

Véta 1.2. Necht p e N. Rady Y%, ay, > nep+1 8n SOUCasNE bud konverguji nebo
diverguji. Jestlize konverguji, pak plati

EE:E#': at---t+apt 2{: an.
n=1

n=p+1

Poznamka 1.1. Z predchazejici véty plyne, Ze na konvergenci, resp. divergenci
fady nema vliv chovani konetného pottu jejich ¢lenll. Proto budeme uZivat tuto
amluvu:

> pokud n&jaky predpoklad nemusi platit pro konetny pocet ¢lendl, budeme Fikat,
Ze plati pro skoro vsechna n, tj. plati az od jistého indexu poCingje;
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> pokud budeme vy3etfovat konvergenci (divergenci) Fady, budememisto "2, a,
pst jen 3 an.

Nutnou a postacujici podminkou konvergence fady je nasledujici véta, kterou
budeme pouZivat v dalSich dilkazech; k praktickym vypoctlim neni prilis vhodna.
L emma 1.1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konvergence).

Rada )" 2, an jekonvergentni pravé tehdy, kdyz posloupnost jejich castetnych
souctll je cauchyovskd, tj. pro libovolné ¢ > 0 existuje ny € N takové, Ze pro
n e N,n > ngalibovolné m € N plati

IShem — Sl = [@n+1 + Bne2 + -+ + @nam| < €.
Dlkaz. Plyne z Definice 1.1 a z Uplnosti prostoru R, coz znamena, ze kazda

posloupnost v R je konvergentni prave tehdy, kdyz je cauchyovska (viz napr. [3]).
]

1.2. Operace s Ciselnymi radami

Zdrojem omylt mnoha matematik{l byla skutecnost, Ze s nekonenymi soucty
nelze zachazet jako s konecnymi soucty. Uvedme priklad z historie: ital sky mate-
matik Guido Grandi (1671-1742) uvazoval fadu

1+ (=D +1+ =D+ =) (-
n=0

dnes se tato fada nazyva Grandiho fada. Tato fada diverguje, protoze s; = 1,
$=0,%=1,...,t.limitas, neexistuje.

Danou fadu | ze uzavorkovat dvojim zplisobem a dostaneme tyto Fady:
>fadal+[(—1)+1]+[(—1) +1]+--- konverguje, nebot' s, = 1 pro vsechnan € N
as=lims, =1,
>Fada[l+ (—1)]+[1+(—1)]+--- konverguje, nebot s, = 0 provSechnan € N a
s=lims, =0.

Jedna se o tfi rlizné fady, kde prvni diverguje a druhé dvé konverguji, neboli
uzavorkovanim se porusila divergence fady.

Grandiho vypocet byl nasledujici:

0 = 0+0+0+0+---=(1-D+(1-D+Q—-1D+L—1+---=
1-1-)-(1-1)-1A-1)—---=1-0-0-0—---=
1,
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cozsi Grandi vylozil jako symbol stvoreni svétabohem z niceho. To vyvolal o bouf-
livou polemiku, které se kromé Grandiho zUCastnil Leibniz, Nicolaus Bernoulli
ajini. V téchto diskusich se upfesnovaly pojmy soucet nekonetné Ciselné fady,
konvergence a divergence téchto fad. Grandi se dopustil dvou omyl{: zkoumana
fada je divergentni, proto nema koneCny soucet a kromé toho pfi svem vypoctu
pouzil asociativni zakon, ktery obecné pro nekonecné fady neplati.

Zakladni operaci s nekoneCnymi fadami je soucet dvou konvergentnich fad:

Véta 1.3. Budte > ay, Y by, konvergentni Fady anecht' > a, =s, Y b, =t. Pak
jekonvergentni i fada > (a, + by) aplati ) (a, +b,) =s+t.

Dllkaz. Oznatme {s,} posloupnost ¢astetnych souctlifady > an, {t,} posloupnost
Castecnych souctll fady > by, {wn} posloupnost ¢astetnych souctll fady > (a, +
+b,). Pakjelims, = s, limt, =taw, = (ap+by) + (@ +by) +-- - +(a, +by) = (a1 +
+ap+- - -+an)+(by+by+- - - +by) = 5y +t,. Odtud plynelim wy, = lim(s, +t,) = S+t,
tj.Y (an +bp) =s+t. O

Poznamka 1.2. Necht ) a, =s, ) _ b, =t jsou konvergentni fady anecht a, < b,
pro véechnan. Pak s < t. Vskutku, pro posloupnosti ¢astetnych souttil {s,} a {t,}
téchto fad plati s, < t, pro vSechnan, aprotoi limitas <'t.

Nasledujici vétu miizeme chapat jako analogii distributivniho zakona pro ko-
necné soucty.

Véta 1.4. Jestlizetada Y2, a, konverguje, pak pro libovolné k € R konverguje
tézfada 2, k- an aplati

Naopak, konverguje-li Fada .2, ka,, kde k € R, k # 0, konverguje i fada
> ne1 8n.

Dlkaz. Necht Y a, konverguje, > a, = s. Oznafime-li {s,} posloupnost ¢as-
teCnych souctll fady " a,, {t,} posloupnost Castetnych souctll fady > kay, je
lims, =saprolibovolnen € N plati t, = ka; +kay +--- +kay = k(a; +ap +-- - +
+an) = ks,. Odtud plynelimt, = ks, tj. > ka, = ks.

Necht naopak konverguje > " ka, ak # 0. Podle jiz dok&zané prvni Casti véty
pak konvergujefada }" 2 (ka,) = > an. O
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Poznamka 1.3. Tvrzeni Véty 1.3 |ze zfggmé Uplnou indukci rozSifit na libovolny
konecny pocet stitancll. Navic |ze podle Véty 1.4 nahradit soucet uvazovanych
fad jgich libovolnymi linearnimi kombinacemi.

Z konvergence fady > (an + by) vSak naopak neplyne konvergencefad ) a,,
3" by, jak ukazuje priklad fad > (=), S (=D,

Priklad 1.5. Dokazte konvergenci a najdéte soucet fady
>\ 5.4" — 31
Z — e (1.2
n=0

ReSeni. Obefady Y- & = Y (3", 3 3 = 3" (2)" konverguji ajejich soutet je

= /2\" 1 = /"1
Z<§) :1_%:3’ Z(E) :1_122.

n=0 n=0 2

Podle Véty 1.3 a 1.4 je konvergentni i fada (1.2) ajeji soucet jerovens =5-3 —
—3:-2=0.

Z prikladu Grandiho fady je zfggmeé, Zze mezi Cleny nekoneCné Ciselné fady
nelze libovolné rozmistit zavorky. Pouze v pripadé konvergentni fady mtizeme
sdruzovat jgi Cleny, aniz se zmeéni jgi souCet. Tato skutecnost je zformulovana
v nasledujici vété, ktera byva nazyvana asociativnim zakonem pro konvergentni

Fadly.

Vétal.5. Necht') 2, a, jekonvergentni fada anecht {ny} jerostouci posloupnost
prirozenych Cisel. Polozmeny = 0 apro k € N oznatme

bk = ank_1+l + ank_1+2 +..-+ ank-

Pak fada )2, b konverguje a plati

Dllkaz. Oznatime-li {s,} posloupnost ¢astetnych souctli fady > ay,, {tk} posloup-
nost Castetnych souctll fady Y by, pak plati ty = s, , takZe posloupnost {t} je vy-
branaz posloupnosti {s,}. Podle véty o vybranych posloupnostech (viz napr. [13])
posloupnost {tc} konverguje aplati limty = lims,, tj. > by =Y ay. O
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Poznamka 1.4. Asociativni zakon znamena zakon o sdruzeni — v fadé miizeme
jednotlive Cleny sdruzovat (uzavorkovat), aniz se zméni jeji soucet. Tedy VEtu 1.5
Ize vyslovit takto: Konverguje-li fadaa, +a, +--- +a, +---, pak konverguje i
fada(ag +@+---+an) +(@ns1+anwe -+ +an,) +- -+ (@n_tan 2t t
+ap,) +--- amatyz souCet. Obracené tvrzeni vSak neplati. Z konvergence fady
(g t+ap+---+an)+(@n+ tant- - +a,,) +--- obecné neplyne konvergence
fady a; +a, + - - - , jak ukazuje Uvodni priklad o Grandiho fadé.

Analogie tretiho, komutativniho zakona o zaméng, resp. o prerovnavani clenll
fady, obecné pro konvergentni fady neplati. Jak ukézeme v Kapitole 3, k jeho
platnosti je tfeba silngj3i vlastnost Ffady, tzv. absolutni konvergence.

Cviceni

1.1. Urcete soucCet téchto fad:

> 1 o 3n+2n
a8 > n2+n €) 6"
n=1 n=1
o 1 o 2n-1
b) Z n-(n+3) f) 2n
n=1 n=1
- 1 — (1 2
) (2n—1)(2n+5) 9) > (_anl + 3n71)
n=1 n=1
o 1 = 3 2
d) Zl 4n2—1 h) Zl (42n—1 + 4%)
n= n=

1.2. Vyjadrete ve tvaru zZlomku v z&kladnim tvaru:
a—-012 by 0539

1.3. Rozhodnéte, zda konverguji tyto rady:

o0 (0,0] 1 o n2
a > Inn b) Zarctgn ©) D e
n=1 n=1 n=1



24 Nekonecné Ciselné Fady — zakladni pojmy

1.4. Svyuzitim nekonetné geometrické fady feste rovnice v R:

a) logx +log./X +log/X +log X +--- =2
tg 2x

b) 1—tgx +tg°x —tg®x +-.-=
) gXx+1tg g T+ 1g2x

1.5. Do Ctverce o délce strany 2 je vepsan Ctverec, jehoz strany jsou spojnicemi
stfedll stran daného &tverce. Do vepsaného Gtverce je stejnym zplisobem vepsan
dalsi ¢tverec atd. Vypocitejte soucet obvodll a soucet obsahil véech takovychto
ctvercll.

1.6. Vypoctéte obsah obrazce utvorengho z nekonetné mnoha obdé nikd, jestlize
se délky jejich vodorovnych stran zmen3uji v poméru 4 : 1 adélky jeich svislych
stran se zvétduji v poméru 1 : 2., pricemz obsah vychoziho obdelnika je 48 cm?.
(Tuto Ulohu FeSil N. Oresme ve svem traktatu O konfiguraci kvalit, kde naznaCil
konstrukce Utvarll, které maji nekonecné rozméry, ale konetny obsah).

1.7. UrcCete obsah nasledujiciho obrazce (tzv. Serpinského koberec): Jednotkovy
¢tverec rozdéime na devét shodnych ¢tvercli a odstranime vnitfek prostfedniho
étverce. Kazdy ze zbyvajicich ctvercli rozd&lime znovu na devét shodnych ¢tve-
reckll aznovu odstranime v kazdem z nich jeho stfedni ¢tveretek. Po tfetim kroku
takové operace dostaneme Utvar zobrazeny naObrazku 1.2. KdyZ tuto operaci pro-
dlouZime do nekonetna, dostaneme (tvar, ktery se nazyva Sierpinského koberec.

Obr. 1.2: Sierpifiského koberecpron=2an =3
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g&"ySierpihského koberec 1ze v Maplu vykreslit pomoci procedury si er pkob(n),
kde parametr n udava Uroven iterace.
> si erpkob: =proc(n)
| ocal x,y,d,i,j;
gl obal s, kr, sez, poms, kre, sq;
s:=[x,y]l,[x+d,y], [x+2*d,y], [x, y+d], [ x+2*d, y+d],
[ X, y+2*d], [ x+d, y+2*d], [ x+2*d, y+2*d] ;
kKr: =POLYGONS([s[5],s[8],s[7],[x+d,y+d]]);
x:=0;y:=0;d: =1/ 3;
kre: =kr; sez: =s; pons: =sez;
sq: =POLYGONS([[0,0],[2,0],[1,1],[0,1]],
COLOR(RGB, 0,1,0));
for i ton-1 do
d: =d/ 3;
for j to nops([sez]) do
x:=sez[],1];y:=sez[j, 2];
pons: =pons, s; kre: =kre, kr;
od; sez:=pons; od;
PLOT( kr e, sq, AXESSTYLE( NONE) ,
SCALI NG( CONSTRAI NED) ) ;
end;

o:=array(l..2):

> o[ 1] : =si er pkob(2):

> 0[2]:=sierpkob(3):

> display(o);

Obsahjednotkového Ctvercejeroven jednéaod tohoto obsahu budeme odeCitat
obsah odstranénych ¢tvercli. Oznaéme a,, obsah odstranénych ¢tvercli v n-téiteraci

a P hledany obsah Sierpinského koberce. V n-té iteraci odstranujeme Ctverce
0 strané (%)n ajejich poCet v n-téiteraci je 8"~ 1. Pak tedy

1 n 8n—1
= 8n_1 A = .
wee o (5) =

Celkovy obsah Sierpifnského koberce je pak

vV V.V V V V V V V V V V V V V V V V

\%

o o0 o0 —
gt 1 g\"* 11
le—g a-n:].—g on =1—§E (5) =1_§i:0
n=1 n=1 n=1 9

Ukazme nyni vypoCet v Maplu: ngdrfive primym vypoctem s vyuzitim prikazu
Ssuma poté pomoci novych procedur pro ur€ovani souctu geometricke fady.
> a[n]:=8"(n-1)/9™ n;
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g(h—1)
an = o
> P:=1-Sum(a[n], n=1..infinity);

> val ue(P);

o0
g(n—1
n=1

0

Nyni vytvofme vlastni procedury pro urCovani souctu geometrické fady —

kvocgeomageom

> kvocgeom : =

proc (rada)

gl obal operat, kvoc, b, a;

+) then operat := nops(b);

= sinplify(subs(n = n+1,

, b))

a[i] := sinplifi%op(i,b)/(kvoc[i]A(n-l)));
| print(eval n(kvoc[i]) = kvoc[i]);

| print(evaln(a[i]) = a[i]) od

y(subs(n = n+1, b)/b);

lif
yl(b /[ (kvoc™(n-1)));
c’)

= kvoc); lprint((’a ) = a) fi

> |ocal i;

> b := expand(rada);
> if type(b,"’

>~ for i to operat do
> kvocl[i]

> op(i,b))/op(

> el se

> operat = 1

> kvoc := sinp

> a:@= sinpllf

> |lprint((’kvo

> end:

Pouziti téchto procedur na vySetfovanou fadu dava nasledujici vystup:
> kvocgeom(a[n]);

kvoc = 8/9

a=19

> geom:= proc (k, fclen)
local s, i; s :=0;

iIf 1 < operat then for i

to operat

do s := s+fclen[i]/(1-K[i]) od
else s := fclen/(1-k) fi

end:

> geom kvoc, a);

Dostali jsme tedy >
—1=0.

00 8n71

n=1 on

1
= 1. Obsah Sierpihského koberce je proto P = 1 — %
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1.8. Dokazte: Jestlize ) " a, konverguje, ) _ by urCité diverguje k +oo, pak > "(an +
+bp) urcité diverguje k +oo. Jestlize Y~ a, konverguje, > by, osciluje, pak > " (a, +
+b,) osciluje.

— 2

15
E+{ﬁ+_+"-]__

Spetka praxe vyda za tunu teorie.



Kapitola 2

Ciselnerady s nezapornymi Cleny

Stanoveni souctu fad byvav jednotlivych pripadech obtizny Gkol. Proto se pri
vySetfovani fad Casto orientujeme na zjisténi, zda fada konverguje Ci diverguje,
aniz bychom urcovali jgi souCet. Predmétem této kapitoly jsou prave tyto tlohy
pro fady s nezapornymi Cleny. Odvodime tzv. kritéria konvergence, udavajici
postacujici podminky pro konvergenci, resp. divergenci fady.

2.1. Kriteria konvergence

Rada Y o1 @n Senazyvatada s nezapornymi (kladnymi) Eleny, je-li a, > 0 (a, >
> 0) provsechnan e N. Tyto fady maji nékteré specificke vlastnosti: posloupnost
jejich Castecnych souttll {s,} je neklesgjici, nebot Sh41 = @ns1 + Sy > Sy Jeli navic
tato posloupnost shora ohranitend, pak existuje vlastni lims,, tj. fada > a, je
konvergentni. Proto Fady s nezapornymi €leny jsou bud konvergentni nebo urcité
divergentni k oco.

Véta 2.1 (Srovnavaci kritérium). Budte Y a,, >_ b, Fady s nezapornymi Cleny
anecht' a, < by, pro skoro viechna n € N. Potom plati: konverguje-li fada ) _ b,
konverguje i fada ) _ ay; diverguje-li fada )~ a,, divergujei fada > by.

Dlkaz. Dlkaz provedeme pro pfipad, kdy plati a, < b, pro véechnan < N.
Plati-li a, < b, az od jistého indexu po€ingje, je dilkkaz analogicky. Bud {s,}
posloupnost Eastetnych souttt fady > a,, {t,} posloupnost Eastetnych souttl
fady > by; Ziggmeé plati s, < t, pro vsechnan € N.

Konverguje-li > by, pak je {t,} konvergentni, a proto shora ohraniCend, tj.
existujek € R tak, zet, < k provsechnan € N. Pak jevSak i s, < k pro vSechna

28
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n e N, tj. {s,} je shoraohraniCena Navic je neklesgjici, a proto mavlastni limitu,
tudiz ) a, konverguje.

Diverguje-li > a,, pak divergujei ) by, nebot kdyby > b, konvergovala,
pak podle prvni ¢asti tvrzeni by konvergovala » _ a,, coz je spor. O

Priklad 2.1. Rozhodnéte o konvergenci Fady

a Y = b Zn—la, kdea > 0, a & (1, 2).

n=1 n=1

Reseni. a) Danou fadu porovname s fadou > Wlﬂ) Plati

1 1
<
nZ (n—21n

pron > 2.

Reda Y 0%, wim = Yonea gy 1€ 18k jsme ukézali v Prikladu 1.2-8), konver-
gentni, a proto je podle V&ty 2.1 konvergentni i fada " 3.

b) Necht a > 2. Plati

< pron e N,

na = n2
aproto je v tomto pripadé fada ) = konvergentni.

Je-li a = 1, jde o harmonickou fadu ) % ktera je, jak jsme ukazali v Pri-
kladu 1.4, divergentni. Je-li a € (0, 1), plati

1
na

> pro n e N,

1
n
aproto je podle Véty 2.1 divergentni i fada ) .

Celkem dostavame, Ze fada ) n—la je konvergentni pro a > 2 a divergentni
pro a € (0, 1]. Jiny zplsob fedeni, kdy vyfesime i zbyvajici pripad a € (1, 2),
uvedeme pozdgji (viz Priklad 2.6).

Véta 2.2 (Limitni srovnavaci kritérium). Budte > a,, Y _ b, Fady snezapornymi
Cleny a necht existuje

Jeli L < oo akonverguje-li fada )~ by, pak konvergujei fada > a,.
Jelli L > Oadiverguje-li fada ) by, pak divergujei fada > ay.
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Dllkaz. Necht L < oo a_ b, konverguje. K €islu ¢ > 0 existuje ny € N tak, ze
pron € N, n > ng plati
L—-—¢< Gn < L +e¢,
n

odkud a, < (L +¢)b,. Protoze > (L + ¢)b, konverguje, konverguje podie srov-
névaciho kritéria (Vé&ta2.1) i fada ) a,.

Necht L > 0a)_ b, diverguje Jeli 0 < L < o0, pak existujee > 0 a
N € Ntak, 2e0 < L —¢ < & provsechnan > ng. Odtud (L — e)b, < a a
podle srovnavaciho krlterla(VetaZ 1) jefada ) a, divergentni. V pfipadé L = co
existuje K > 0ang € N tak, ze"’"n > K pro vSechnan > ny. Podobné pak ze
vztahu a, > Kb, plyne divergencefady > a,. O]

Poznamka 2.1. Jsou-li ) a,, > by fady snezgpornymi Cleny aplati-li a,< by, pro
skoro vSechna neN, nazyva se ) b, majorantni fadou k fadé > a, afada ) a,
minorantni fadou k fadé > by,.

Priklad 2.2. Rozhodnéte o konvergenci fady:

8 > nySng b) >0 In(L+5).

Redeni. a) Danou Fadu porovname s harmonickou Fadou > % kteraje divergentni
(Priklad 1.4). Podle I’ Hospitalova pravidla ur¢ime limitu

_§ns . b
L= lim —/ = lim - = lim - cos— = m.
n—oco = n— 00 (l) n— 00 n
n

ncos® (%)/

Protoze L > Oafada ) % diverguje, je podlie Véty 2.2 divergentni i fada ) _sin =

b) Danou fadu porovname s fadou ) n_12 ktera je, jak jsme ukazali v Pri-
kladu 2.1, konvergentni. Plati

1 1
In(1+3) 1+L (ﬁ)
. n2 . n2
lim ———" = lim ,
n— 00 = n—o0 (i

n n2

=1

Podle &ty 2.2 konverguje takéfada ) In(1 + ).
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ﬁy K vypoctu limit v limitnim srovnavacim kritériu |ze s vyhodou vyuzit Maplu.
ReSeni prikladu 2.2a) pak vypada takto:
> rada:=Sum(sin(Pi/n), n=1..infinity);

rada := Z sin(%)
n=1

> Limt(op(l,rada)/(1/n), n=infinity): %val ue(%;
lim sin(E) n=m
n—oo n
atedy vySetfovanatada ) sin T diverguje.
Pomérné jednoduchym cviCenim je také naprogramovani (napsani pro-
cedury) limitniho srovnavaciho kritéria v Maplu. Jedno z moznych feSeni

vypada napf. takto:

> linmsrovk := proc (a) local b, L;
if nargs =1 then b := 1/n"2;
L:=limt(a/b, n =infinity);

if evalf(L) <infinity

then print(Sumia,n =1 ..infinity));
print(konverguje) else b := 1/n;
L:=limt(a/b,n=infinity);

if 0 <evalf(L) then

print(Sum(a,n =1 .. infinity));
print(diverguje) else

print(‘timo kriteriemnel ze rozhodnout®) fi
fi

elif nargs <> 3 then

ERROR(” chybny pocet paranetru”)

elif args[3] = ("k’) then b := args[2];
L:=limt(a/b,n =1infinity);

if evalf(L) <infinity then

print(Sum(a,n =1 .. infinity));

print (konverguje) else

print(‘timo kriteriemnel ze rozhodnout‘) fi
elifargs[3] = ('d’) then b := args[2];
L:=1limt(a/b,n=infinity); if 0 < evalf(L)
then print(Sumla,n =1 .. infinity));
print(diverguje) else

print(‘timo kriteriemnel ze rozhodnout‘) fi
el se

ERROR("treti parametr nusi byt "k’ nebo 'd ”)
> fi end:

Syntaxe pfikazujel i msr ovk(rada, por, konv),parametr por jene
povinny audava, sjakou fadou budeme porovnavat fadu r ada. Pouzijeme-li

vV V.V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V VYV
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parametr por , musime takée pouZit parametr konv, kterym urcujeme, zda pa-
rametr por reprezentuje konvergentni ¢i divergentni fadu. Za parametr konv
dosazujeme d pro divergentni fadu, resp. k pro fadu konvergentni. Pfi volani
procedury bez volitelnych parametrli porovnavame s implicitné nastavenou
divergentni fadou ) - akonvergentni fadou > .

> limsrovk(op(l,rada));

i sin(>)
n=1 n
diverguje
Tuto novou proceduru nyni vyuzijeme pfi FeSeni pfikladu 2.2b):
> limsrovk(In(1+1/n"2), 1/n"2,"k’);

> 1
Zln(1+ ﬁ)
n=1

konverguje
K urCovani konvergence, resp. divergence Ciselnych fad je mozno pouZit i
proceduru csumRoberta | sraela z Maple Advisor Database. Procedura je urcena
pro Maple 6 avyssi angjdete ji i naCD-ROMU v adresari mapl e.
Ovérme nyni predchéazejici vysledky pomoci této procedury:
> read ‘csumd.txt’:
> csunm(op(1,rada),n);
false
> csum(I n(1+1/n"2),n);
true
Proceduravraci hodnotu t r ue —fadakonverguje, nebo f al se —fadadiverguije.

Véta 2.3 (Odmocninové kritérium — Cauchyovo). Necht' ) a, jefada s neza-
pornymi Cleny.
(i) Plati-li pro vSechna n € N nerovnost J/a, < q < 1, pak fada konverguje.
Plati-li pro nekonetné mnoho n € N nerovnost J/a, > 1, fada diverguje.
(i) Existuje-li
nILngO Yan =1q, kdeq € R*, (2.2
pakvpfipadéq < 1fada ) a, konvergujeavpripadéq > 1fada ) a, diverguje.

Poznamka 2.2. Tvrzeni (ii) se nazyva limitni odmocninové kritérium. Pozname-
neime, zeje-li v (2.1) q = 1, nelze o konvergenci fady timto kritériem rozhodnout.

s
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Dikaz. Dikaz provedeme pro tvrzeni (ii); diikaz tvrzeni (i) probiha analogicky.

Je-lig < 1, zvolme e > 0tak, aby platiloq + ¢ < 1. Pak existuje ng € N tak,
zeprone N,n>ngjeya, < q+e < 1,odkuda, < (q+e)". ﬁadaZ(q +g)"je
konvergentni geometricka fada, proto podle srovnavaciho kritéria (Véta 2.1) takée
> an konverguje.

Je-li g > 1, pak existuje ng € N tak, zZepron € N, n > ng je Ja, > 1,
tj. &, > 1 a neni splnéna nutna podminka konvergence (Véta 1.1). Proto ) a,
diverguje. O

Priklad 2.3. VySetfete konvergenci, resp. divergenci nasledujicich fad:

> n > /2 1\" o0 on
a) Z(3+%)n b) Z(;arccosﬁ) C) Z—[5+(_1)n]n.

n=1 n=1 n=1

Reseni. a) Uzijeme limitni odmocninové kritérium (Véta 2.3 ii)). Plati

N n e Jn 1
n@gova"_nlggo\/(3+%)n_nlLrgo3+%_§<1’

nebot’ podle I’ Hospitalova pravidlaje lim J/n = 1. Proto dana fada konverguije.

ﬁy Maplu opét ngjdfive vyuzijeme k vypoCtu lim J/a,, poté napiSeme proceduru,
ktera cely vypoCet automatizuje.
> a[n]:=n/(3+1/n)"n:Suma[n],n=1..infinity);

o0

n

n=1 (3+%)n
> Limt((a[n]) (1/n),n=infinity): %val ue(%;
)

. n 1
lim =—
n— o0 (3+ﬁ)n 3
odnock := proc (a) local q;
g :=evalf(limt(convert(surd(a,n), power),
n=infinity));
if g<1then print(Sum(a,n =1 .. infinity));

pri nt (konver guj e)

elif 1 < g then

print(Sum(a,n =1 .. infinity));
print(diverguje) else

print(‘timo kriteriemnel ze rozhodnout ")
fi end:

vV V.V V. V. V V V V V
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> odnock(a[n]);

o0

n

1 (3+ 1)n

n= —_
n

konverguje

b) K vySetfeni opét pouzijeme limitni odmocninove kritérium (Véta 2.3 (ii)).
Plati

| (2 nN™ 2 1\"
nll)ngo./an = nlgg@/(; arccosﬁ) = nano]o(; arccosﬁ) .
Jedna se o neurcity vyraz typu 1°°, proto ho upravime tak, abychom mohli pouZit
I”Hospitalovo pravidlo. Plati

. 2 1\" lim nin(2 arccos 1)
[im| —arccos— | =e—x 7
n—oo\ 7T n
apro limitu v exponentu jiz miizeme pouzit I’ Hospitalovo pravidlo
2 1 2 112 1\~Y2 1y
i M(Gaceosy) - —(Garecosy) To (o) () 2

n— 0o 1 n— o0 (1)/
n n

|

Hledanalimitaje e 7 <1, tj. danafada konverguje.
C) Zde mame
pro lichén,

5+ (=1)n pro sudé n.

Wl NI

2
Limitni odmocninové kritérium neni pouzitelné. Protoze vSak Ja, < % pro
vSechnan € N, z Véty 2.3 (i) plyne konvergence této fady.

Véta 2.4 (Podilové kritérium — d’Alembertovo). Bud > a, fada s kladnymi
Cleny.

(i) Plati-li pro viechna n € N nerovnost % < q < 1, pak fada > a,
konverguje. Plati-li pro vsechna n € N nerovnost aggl > 1, pak fada ) a,
diverguje.

(i) Existuje-li

. Ons1
lim e a, kdeq € R*, (2.2)

pakvpripadéq < 1fada ) a, konvergujeavpripadéq > 1fada ) a, diverguje.
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Poznamka 2.3. Tvrzeni (ii) se nazyvalimitni podilové kritérium. Poznamengime,
zeje-liv (2.2) g = 1, nelze o konvergenci fady timto kritériem rozhodnout.

Dikaz. Opét provedeme diikaz tvrzeni (ii); dlikaz tvrzeni (i) probiha analogicky.
Je-lig < 1, zvolme e > 0tak, aby platilo g + ¢ < 1. Pak existuje ng € N tak,
zeproneN,n>ngje

q—e<%<q+e, . (= ©)an < amt < (q+8)an,

Odtud indukci pro libovolng k € N plati @ < (q+¢)¥an,. Raday > (q+¢)" je
konvergentni geometricka Fada, proto podle srovnavaciho kritéria (Véta 2.1) také
> neno+1 8n konverguje, aproto podle Vety 1.2 také ), 2, a, konverguje.

Je-li g > 1, pak existujeny € N tak, Zepron € N, n > nojelim% > 1,
tj. posloupnost {a,} je pro n > ny neklesgjici, a proto nemiize platit lima, =0 a
> a, diverguje podie Véty 1.1. O

Priklad 2.4. Rozhodnéte o konvergenci fady:

n" 2"n!
9 > B Y
n=1 n=1
Reseni. a) Podle limitniho podiloveho kritéria (Véta 2.4 (i) ) dostavame
+ n!(n + 1) n+1)" 1\"
im & o gy POV (0D =Iim(1+—) —e> 1,
n—oo apn n—oo (N+1)N" n— 00 nn n— 00 n

protofada Y~ 0 diverguje.
ﬁy Postupujeme stejné jako v predchazejicim prikladé:
> a:=n->(n"n)/n':Sunm(a(n), n=1..infinity);
o.¢] nn

n!
n=1

> Limt(a(n+l)/a(n), n=infinity): %val ue(%;
(n+1)™nl
n—oo (N+1)IN"



36 Ciselné fady s nezapornymi &leny

> podilk := proc (a) local q;
> q:=evalf(limt(subs(n = n+l,a)/a,
> n=infinity));
> if g<1then print(Sumla,n =1 .. infinity));
> print(konverguje)
> elif 1 <qg then
> print(Sumla,n =1 .. infinity));
> print(diverguje)
> else print(‘tinto kriteriemnelze rozhodnout"')
> fi end:
> podil k(a(n));
(0.@) nn
— n!
diverguje
b) Plati
o anm . n"2"1(n + 1)! _ n \" 2
lim — = | = =-<1,
n—oo Qpn n—oo (N+ 1) . 2n . n! n—-oco\ N+1 e

aproto danafada konverguje podle Véty 2.4.

Pro porovnani limitniho podilového a limitniho odmocninového kritéria po-
uzijeme nasledujici tvrzeni:

Lemma?2.1l. Necht {a,} je posloupnost kladnych Cisel. Pak plati

liminf % < liminf &/a, < limsup &/a, < limsup %.

e . o —
Zgiména, je-li lim322 =aeR ,jetakélim J/a, = a.

Dikaz. Dokazeme nerovnostlimsup J/a, < Iimsup%; anal ogicky by se proved
dukaz vztahu Iiminf% < liminf {/a,. Oznatme Iimsup% = a. Jeli a = oo,
je tvrzeni triviani; necht tedy a € R. Bud b € R, b > a libovolng; existuje
no € Ntak, zepron e N,n > ng je % < b. NapiSeme-li tuto nerovnost pro ng,
Nn+1...,n—1(n > ng) avsechny tyto nerovnosti vynasobime, obdrzime
an < b""a, , aproto

n-ng
Ya, < b Yay,.
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Ze spojitosti exponenciani funkce b* plynelim b = b; ddle plati lim v/an, = 1.
Celkem limb™+" /@, = b. To znamena, Zeje-li & > 0libovolng, existujen; € N,
Ny > ngtak, Zepron > ny je

n—nNp

bn

Van, <b+e, t. Ja,<b+e,

takze limsup J/a, < b +¢. Protoze ¢ > 0 bylo libovolng, plati i limsup J/a, < b;
protoze b > a bylo libovolng, plyne odtud limsup J/a, < a. O

Z uvedeného lemmatu plyne, Ze je-li Iim% =1, jetaké lim /a, = 1. Proto
muzeme-li o konvergenci nebo divergenci néjake fady s nezapornymi ¢leny roz-
hodnout podilovym kritériem, pak mlizeme rozhodnout i odmocninovym krite-
riem — fikame, Ze odmocninové kritérium je silngsi nez podilové kritérium.

Nasledujici kritérium uvadime bez diikazu; ten |ze nalézt napr. v [8, 15, 18].

Véta 2.5 (Limitni Raabeovo kritérium). Necht' ) a, jefada skladnymi Cleny a
necht’ existuje

. an+1
lim n{1-— =q, kdeg € R*.
(-5 =0 ke

n—oo

Jelliq > 1, pakfada ) a, konverguje; je-liq < 1, pak fada ) _ a, diverguje.

Poznamka 2.4. Neékdy se Raabeovo kritérium uvadi ve tvaru

lim n( al —1) =q.
n—o00 an+1

L ze ukazat, ze Raabeovo kriterium je silngSi nez podilové kritérium —jestlize
0 konvergenci fady lze rozhodnout podilovym kritériem, pak |ze rozhodnout i
Raabeovym. Takto |ze postupovat déle a odvozovat silngsi kritéria. Naznatme,
jak zjemnovani kritérii probiha.

ObecnégjSim kritériem je Kummerovo kritérium. Necht {c;, G5, ..., Cy, ...} €
posloupnost redlnych Cisel takova, zefada 2, é je divergentni. Necht

a,

An+1

Kn=0Cn- — Cn+1
anecht existuje limK, = K. Jestlizeje K > 0, fada ) -, a, konverguje, jestlize
K <0, fada} -, a, diverguje.

Ukazme, jak |ze z tohoto obecngjSiho kritéria odvodit podilové a Raabeovo
Kritérium.
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a) PoloZime-ic, =1,pak Ky = 22 —1. Jeli K = I|m(ﬁ1—1) <0,4.lim%t >

> 1, pak fada diverguje. Je-li K = I|m( -1 > 0tj. I|man+1 < 1, pak fada
konverguije.

b) Necht ¢, = n. PIanKn—n (n+1)—n(a"1—1)—1 Je-li limK,, =
= I|mn(an ~—-1)—-1>0, . I|mn( — 1) > 1, pak fada konverguje. Je-li

limKn =limn(z- - 1) < 1, radadlvergu1e

Existuje celafada dalSich kritérii pro ovéfeni konvergence Ciselnych fad s ne-
zapornymi Eleny, podrobnosti Ize nalézt napt. v [5]. Zadné z nich viak neni
univerzalni v tom smyslu, ze bychom podlie ng mohli rozhodnout o konvergenci
(divergenci) libovolné fady s nezapornymi Cleny. Takovym kritériem je pouze
Cauchyovo-Bolzanovo kritéerium (Lemma 1.1).

Priklad 2.5. Necht a € R, a > 0. Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci

Fady

3M8

(a+ 1)(a+2) -(@a+n)

Redeni. Poznamenejme, e podilovym kritériem nelze o konvergenci rozhodnout,
nebot lim %+ = 1. Raabeovo kritérium dava

, An+1 . an

lim n(l——)= lim =a

n— oo an n-cca+n+1
Je-li tedy a > 1 fada konverguje, je-li a < 1, fada diverguje. Pro a = 1 obdr-
Zimefadu )~ (n+1), =y ﬁ tedy fadu harmonickou (bez prvniho ¢lenu), ktera
diverguje.

Dulezitym kritériem je kritérium jiného typu nez dosavadni, které nam také

ukazuje souvislost mezi nekonecnymi fadami a nevlastnimi integraly:

Véta 2.6 (Integréalni kritérium). Necht' f je funkce definovana na intervalu
[1, 00), ktera je na tomto intervalu nezaporna a nerostouci. Necht' f (n) = a, pro
n € N. Pakfada > _ a, konverguje prave tehdy, kdyz konverguje neviastni integréal
[7° (%) dx.

Dikaz. PredevSsim poznamengime, Ze funkce f je integrovatelna na kazdem in-
tervalu [1, b], kde b € R, b > 1, nebot je monotonni. Oznatime-li dae F(t) =
= flt f (x) dx, je F zZfggméneklesgjici na[1, co). ProtoZe f jenerostouci nakazdém
intervalu [k, k + 1], kdek € N, plati natomto intervalu ay.; < f(X) < a, tedy i

k+1

k+1 k+1
A1 = ak+1dxs/ f(x)dx < ay dXx = a.
k k k
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Sectenim téchto nerovnosti prok =1, 2, ..., n — 1 obdrZzime

n
az"‘as"‘"""anS/ fX)dx <ap+ax+---+an1,
1

neboli s, —a; < F(n) < s,_1.

Necht nyni fada > a, konverguje. Pak existuje h € R tak, ze s, < h pro
vdechnan € N, aprototaké F (n) < hprovSechnan € N. Protoze F jeneklesgici,
plyne odtud F(t) < hprot € [1, c0). Podle véty o limité monotonnich funkci
existuje vlastni tI_|)r£1o F (1), tj. konverguje nevlastni integral f1°° f (x) dx.

Necht naopak floo f (x) dx konverguje. Pak je funkce F shora ohraniena na
[1, 00), takZze existujeq € Rtak, zZe F(t) < g prot € [1,00). Jetedy i F(n) <q
aodtud s, < a; +q pro véechnan € N. Posloupnost {s,} je shora ohrani¢ena a
neklesajici, proto mavlastni limitu, tj. fada ) | a, konverguje. O

Priklad 2.6. Rozhodnéte, zda konverguje fada:

&) Y0t i
b) 1=  proa>0.

Redeni. ) UZijeme integralniho kritéria. Nejprve ovéfime, zda je funkce f (x) =
= —L naintervalu [2, co) nerostouci. Plati f'(x) = — (ﬁmz < 0, aproto je

f (x) naintervalu [2, oo) klesgjici. Zbyvavysetfit, zda konverguje, resp. diverguje

nevlastni integral [;° = dt. Pfimym vypottem dostaneme

X 1 Inx 1
lim / ——dt = lim / —dy = lim (In(lnx) —In(In2)) = oo,
2 I y X— 00

X—> 00 tint x—=00 [

aproto danafada diverguje.

ﬁy Maple dava nasledujici vysledky:
> a:=n->1/(n*In(n)):Sum(a(n), n=2..infinity);

o0

1
Z nin(n)

n=2

Interval, kde je funkce kladna:
> sol ve(a(x)>=0, x);
RealRange(Open(1), oco)
Interval, kde je funkce klesgjici:

> simplify(diff(a(x),x));
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In(x) +1

X2 In(x)2
> solve(¥%=0);
RealRange(e'~Y, Open(1)), Rea Range(Open(l), co)
Ze Ziskanéeho vysledku je vidét, Ze naintervalu [2, co) jsou spinény predpo-
klady integraniho kritéria. Vypoctem integralu dostavame
> Int(a(x),x=2..infinity): %val ue(%;

©° 1
/ dx =00
5 XIn(x)

aproto danaradadiverguje. Vysledek jesté ovéfime pomoci procedury csum
> csunm(a(n), n);

false
Na tomto pfikladé ilustrujme integralni kritérium. Ke grafickému znazor-
néni pouzijeme nasledujici prikazy:
> plot([a(n),a(floor(n+l))], n=2..12,
> color=[black, red]);
> plot([a(n),a(floor(n))], n=2..12,
> col or=[ bl ack, green]);

0.7 0.7
0.6 0.6
0.57 0.57
0.4 0.4
0.37 0.37
0.2 0.2

0.1 01

n n

Obr. 2.1: Dolni odhadintegrdlupomoci  Obr. 2.2: Horni odhad integralu po-
souctu Fady moci souctu fady

Na Obrazku 2.1 je uvedena funkce y = - aschodovita funkce y = a(n + 1) pro
X € [n,n+1). Tento obrazek predstavuje dolni odhad integralu pomoci souctu

fady
a3+---+an§/ f (x) dx.
2
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Na Obrazku 2.2 je uvedena funkce y = —2— a schodovita funkce y = a(n) pro

XInx

X € [n, n+ 1), coz predstavuje horni odhad integrau
/ fx)ydx <ay+---+ay_1.
2

Protoze f2°° f (x) dx diverguje, z horniho odhadu plyne divergencefady ) a,
(viz Obr. 2.2). Naopak, protoze fada ) _ a, je divergentni, z dolniho odhadu plyne ﬁ?
divergence [,° f (x) dx (viz Obr. 2.1).

b) UZijeme integraniho kritéria. Polozme f (x) = X—la pro X € [1, 00); COZ je
pro a > 0 klesgjici funkce. VySetfujme konvergenci, resp. divergenci nevlastniho
integralu této funkce naintervalu [1, o). Plati

 dx _ t 1
— lim —dx=—— proa>1,
1 Xa t—o0 1 Xa a— 1

® dx tdx
/ — lim — = lim (Int) = o0,
1 X t—>o0

X t—>o0 1

X ! li ! 1)= r 0,1
L@ 1oa e~ )= poacOD.

Proto dana fada konverguje pro a > 1 adiverguje proa < (0, 1].

Cviceni

2.1. Pomoci vhodného kritéria rozhodnéte o konvergenci fad:

a) Z (n+]_)(n+4) f) Z m
n=1 n=1
b) > n(n+1)(n+2) 0) > s (@>0,aeRR)
n=1 =
2 x
) 2w h Y4
n=1 n=1
S n241 N2 2
d > % i) > Gim
n=1 o @y

o0

n . 1.3..-(2n—3

e Y& (a>0acR) DS 2.4...§22_2; ’ 2n1—1
n=2
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00 2 00 n
k)n;l% Z(arctgn) (a>0acRk)
) S tg} >

=1 " p) ngl(f”%)
m) 3" arctg” L o 1
) e D 3 i
n > ()"

n=1

ﬁlgPomoci Maplu rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady z Cvi-
Ceni 2.1Db).
> a:=n->1/(n*(n+l)*(n+2)):
> Sum(a(n),n=1..infinity);

Z 1
nn+1)(n+2

n=1
Podilovym kritériem nelze o konvergenci rozhodnout:
> podilk(a(n));
timto kriteriem nelze rozhodnout

Raabeovo kritérium dava
> Limt(n*(1l-(a(n+l)/a(n))),n=infinity):
> Oval ue(%;

limn(1 N
mnl-——)=3

n—o0
afadatedy konverguje.
Cely postup ted opét zautomatizujeme pomoci procedury | i nr aabk.
> linmraabk := proc (a) local q;
> q:=evalf(limt(n*(1l-subs(n = n+l,a)/a),
> n=1infinity));
> if 1 <qgthen print(Sumla,n =1 .. infinity));
> print(konverguje)
> elif g <1then
> print(Sum(a,n =1 .. infinity));
> print(diverguje)
> else print(‘tinto kriteriemnelze rozhodnout ‘)
> fi end:

\%

I i nraabk(a(n));

nX:n(n+1)(n+2)
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konverguje

2.2. Najdéte priklad fady > a, s kladnymi Cleny, pro niz Iimsup% > 1, de
ktera konverguije.

2.3. Existuje konvergentni fada ) _ a, s nezapornymi Cleny, pronizlimsup J/a, >
> 17

2.4. Naleznéte priklad fady > a, s kladnymi Cleny, o jejiZz konvergenci nebo
divergenci

a) lze rozhodnout odmocninovym kritériem a nelze rozhodnout podilovym kri-
tériem,

b) 1ze rozhodnout Raabeovym kritériem a nel ze rozhodnout odmocninovym Kri-
tériem,

c) lzerozhodnout Raabeovym kritériem anel ze rozhodnout podilovym kritériem,

d) lze rozhodnout odmocninovym kritériem anelze rozhodnout Raabeovym kri-
teriem.

Zakon pro pedagogy: Nikdo vas neposloucha, dokud se nespletete.



Kapitola 3

Rady absolutné a
neabsolutné konver gentni

Predmétem této kapitoly budou Ciselné fady ) a,, kde a, € R. Nejprve s
vaimneme specidniho pfipadu, kterymi jsou fady se stfidavymi znameénky, tzv.
aternujici fady. Dale zavedeme dllezity pojem pro fady s libovolnymi Cleny,
kterym je absolutni, resp. neabsolutni konvergence. Také se vréatime k otazce
z Kapitoly 1, zda pro nekonecné fady plati analogie komutativniho zakona, tj. zda
|ze pferovnavat Cleny Ciselné fady, aniz se porusi jgi soucet. Ukazeme, Ze pro
prerovnavani fad je rozhodujici pravé skutecnost, zda jsou tyto fady absolutné
konvergentni.

3.1. Alternujici rady

Definice 3.1. Nekonetnatada ) 2, a, se nazyvaalternujici, prave kdyz plati

Sgnan+1 = — sgnay pro viechnan € N.

Vylou€ime-li pfipad fady, jgjiz vsechny Cleny jsou nulové, |1ze kazdou alternu-
jici fadu psat ve tvaru Y o2, (—1)"ta, nebo tvaru Y2, (—1)"a,, kde a, > 0 pro
viechnan € N.

Pro alternujici fady plati nasledujici Leibnizovo kritérium konvergence.

44
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Véta 3.1 (Leibnizovo kritérium). Necht a, je nerostouci posloupnost kladnych
Cisel. Pak alternujici fada Y - (—1)""'a, konverguje pravé tehdy, kdyz plati
lim a, =0.

n—o0

Dilkaz. Nutnost uvedené podminky plyneihned z Véty 1.1, nebot vztahlima, = 0
jeekvivaentni sevztahem lim[(—1)""1a,] = 0. Dokazeme|€ji dostatetnost. Necht
jsou predpoklady véty splnény auvazme posloupnost {s,} ¢astetnych souttt fady
Y (=1)"a,. Prolibovolnén € N je

Son= (& — @) + (83 — @) +- -+ (8zn—1 — @n)-

ProtoZe je zde kazdy sCitanec nezaporny, plati s, < s < -+ < S, tj. Vybrana
posloupnost {S,n} je neklesgjici. Analogicky je

Sni1 = — (@ —ag) — (ay —as) — - -+ — (Qzn — Qzn+1),

a protoze opét Cislav zavorkach jsou nezaporng, je s, > S3 > -+ - > Spnue, takze
{Sn+1} j€ nerostouci. Obé posloupnosti {Syn}, {Sxn+1} jSOU tedy monotonni a obé
jsou ohraniené, nebot pro libovolné n € N plati

@ — D= =5 < Sntan =Sl =S = A

Podle véty o monotonnich posloupnostech jsou tedy obé konvergentni a pfitom
maji stejnou limitu, nebot' lim Syney — lim Sy = lim(Spner — Son) = limagnsy = 0. Jeli
limsy, = limSyeg =S, pak Zigméi lims, = s, takze > (—1)"'a, je konvergentni
amasoucet s. O

Priklad 3.1. Rozhodnéte o konvergenci fady:
8 Y (="

b) ooy (—nii

C) Yo (=D

Redeni. V&echny uvedené fady jsou alternujici; ové&fime, zda jsou spinény pod-
minky Leibnizovakritéria (Véta 3.1).
a) Tato alternujici fada se nazyva Leibnizova Fada. Posloupnost { % } jeklesgjici

aplati, ze lim a, = lim % = 0. Proto podle Leibnizova kritéria Leibnizova fada

n— oo nN— 00
konverguje. Pozdgi ukézeme, Ze jgji soucet je In2 (viz Priklad 6.4).
b) Plati lima, = g a proto je dana fada divergentni (nesplfiuje nutnou pod-
minku konvergence, tj. lima, % 0).
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1
n—Inn

c) Ngprve ovéfme, zda je posloupnost {

y = . Plati, ze

"= ! - L 1 ! 0 prox>1
y = Xx—Inx/)  (X—Inx)2 x) = P -

tj. tato funkce je klesgjici na intervalu (1, oo), odkud plyne, Ze také posloupnost
{——1 jeklesgjici. Ddejelim(n — Inn) = limIn& = oo, aproto lim —— =0.

n—Inn n—Inn

Podle L eibnizova kritéria dana fada konverguje.

} klesgjici. Uvazujme funkci

gg UkaZme si nyni feZeni tohoto prikladu s vyuZitim Maplu. Radu nejdfive zade-
finujeme
> a:=n->1/(n-1n(n)):
> Sum((-1)"n*a(n), n=1..infinity);
i (=)"
~n-— In(n)
Ové&ime, Ze je posloupnost {—1—} je klesgjici.
> solve(diff(a(x), x)<=0);
RealRange(1, oo)

>~ plot(a(x), x=1..50);

0.4-

0.2-

10 20 30 40 50

Obr. 3.1: Funkce f (x) = Wﬁ(x) prox > 1
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Tedy funkce y = —— je naintervalu intervalu [1, co) klesgjici (coz je dobre

vidét i z Obrazku 3.1), a odtud plyne, Ze takée posloupnost {n_}nn} je klesgjici.
Dae

> Limt(a(n), n=infinity): %val ue(%;

lim —— =
s 00 n —In(n)
aproto podle Leibnizova kritéria dana fada konverguije.

3.2. Absolutni konver gence Ciselnych rad
Véta 3.2. Konverguje-li fada > |a,| , konvergujei fada ) a, .

Dlkaz. Necht > |a,| konverguje a bud ¢ € R,e > 0 libovolné. Pak podle
Cauchyova-Bolzanova kritéria konvergence (Lemma 1.1) existuje ny € N takové,
zepron € N, n > ng alibovolné m € N plati: |ap+1]| + |@ns2] + -+ - + |@nsml| < &.
Potom téZ plati, Ze |an+1 + @nsz + - -+ + @neml| < [@nsa| + [@nez| + -+ + [@nem| <
<epron € N,n > ng,m € N, tj. podle Cauchy-Bolzanova kritéria fada ) _ a,
konverguje. O]

Opagnaimplikace neplati, jak ukazuje priklad Leibnizovy fady Y (—1)Y2:
tato fada je konvergentni, avsak fada  _ |a,| = > % jedivergentni. Proto masmys
zavést u fad s libovolnymi Cleny silngsi vlastnost nez je konvergence:

Definice 3.2. Rekneme, Zefada > a, konverguje absolutng, jestlize konverguje
fada ) |ay| . Jestlizefada ) _ a, konvergujea ) |a,| diverguje, fikame, ze fada
> a, konverguje neabsolutné.

Priklad 3.2. Leibnizovafada Z(—l)””% je neabsolutné konvergentni, naopak
fada Z(—l)”*ln—l2 je absolutné konvergentni, nebot fada n—12 konverguje (viz
Priklad 2.1).

Lemma 3.1. Necht ) a, = s je absolutné konvergentni fada. Pak plati |s| <

<2 lanl
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Dllkaz. Oznatme {s,} posloupnost n-tych €astenych souttll fady > a, a {tn}
posloupnost n-tych €astetnych souttlifady > |a,|. Protoze |s,| < [tn| pro vSechna
n e N, plati lim|s,| = |s| < limt, = ) |ay|. (Tvrzeni také okamzité plyne
z Poznamky 1.2, uvédomime-li si, ze a, < |ay]). O

Rada > |ay| jefada s nezapornymi Eleny, aproto miizeme pro uréovani abso-
lutni konvergence fad pouzit vSechna kritéria z Kapitoly 2.

Véta 3.3 (Srovnavaci kritérium). Necht' > b, je konvergentni Fada s nezapor-
nymi Cleny a ) a, je fada s libovolnymi Cleny. Jestlize pro viechna n € N plati
lan| < by, pakfada ) a, konverguje absolutné.

Dikaz. Plynez Véty 2.1. O

Véta 3.4 (Odmocninové kritérium). Jestlize pro véechna n € N plati /]a,| <
< g < 1, pak fada ) a, konverguje absolutné. Plati-li pro nekonetn& mnoho
n € N nerovnost </|a,| > 1, pak tato Fada diverguje.

Existuje-li limJ/|a,] = q € R*, pak v pfipadé q < 1fada }_ a, konverguje
absolutné a v pripadé q > 1 fada diverguje.

Dikaz. Prvni a treti tvrzeni plyne z odmocninového kritéria pro fadu
> Jan| (Véta 2.3). Je-li /Jan] > 1 pro nekonetné mnoho n € N, jei |a,| >
> 1 pro nekonetné mnoho n € N, takze neplati lima, =0a)_ a, diverguje podle
Vety 1.1. ]

Véta 3.5 (Podilovékritérium). Bud > a, Fada s nenulovymi cleny.
Jestlize pro véechna n € N plati |%| < g < 1, pak fada >_ a, konverguje

> 1, fada diverguje.

absolutné. Plati-li pro viechna n € N nerovnost %
Existuje-li lim ‘%‘ =, pakvpfipadéq < 1fada)_ a, konverguje absolutné
av pripadéq > 1 tato fada diverguje.

Dlkaz. Prvni atteti tvrzeni plyne z podilového kritériaprofadu > |a,| (Véta2.4).
Je-li ‘% > 1, 1. |ap+1| > |an| provsechnan € N, je posloupnost {|a,|} neklesa-
jici, takZe neplati lima, =0a) _ a, diverguje podle Véty 1.1. O

Priklad 3.3. Zjistéte, zda jsou nasledujici Fady absolutné konvergentni:
a) Z (_ 1)I’1+l (2n11)3

b) (D" e T s s e

INN(n+1) ~ In2 23  In34
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C) Z( 1)n+1( ;)

i
d) Z( 1) (2+ﬁ)(2+ﬁ) ... (2+/N)

Reseni. Ve véech pripadech budeme ovéFovat konvergenci fady > |an] .
a) Pro vdechnan e N plati (2n+1)3 < n3 Radaz =3 je konvergentni, proto je
podle Véty 3.3 danafada absolutné konvergentni.

b) Plati:
1

I|m Jlan| = I ! lim ! = lim =
/i M(n+1) noow JiMnt D) oo in(n+ 1)

Podle Véty 3.4 je danatada absolutné konvergentni.
c) Plati:
o /(%) ()" _e
; n — 1 n T n - =
nango 18| = nILrgo 3N nILrgo 3 3 <1
Podle Véty 3.4 je danafada absolutné konvergentni.

ﬁg Pro feSeni prikladu vyuzijeme dvé z procedur uvedenych v pfedchazejici kapitole.

> a:=n->(-1)"(n+l)*((n+1l)/n)"(n"2)/ 3 n:
> Sum(a(n), n=1. infinity)'

o (D)™ (1 ><”2>

3n

n=1

~ odnock(abs(a(n)));
o | (= 1)(n+1)( )(nz)
> 3

n=1

konverguje

> csum(a(n), n);
true

Obdobné miizeme postupovat i pri FeSeni ostatnich Gloh.
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d) V tomto pripadé se ukazuje vyhodné pouZit Raabeovo kritérium pro fadu
> lan| . Plati

NG (2+ﬁ)...(2+¢n+1)_1 _
nsoo \ (2+4/1) ... (2+./N) V(n+1)!

lim n
lim n 2rvn+i 1 lim N
= _— — = — =00,
n— o0 JvNn+1 n-oo . /n+1

proto je vySetfovana fada absolutné konvergentni.

Priklad 3.4. UrCete, pro kterax € R jefada

. x" x x2 X3
— =4+ —+—+
n 1 2 3
n=1
absolutné konvergentni, pro ktera neabsolutné a pro ktera diverguje.

Reseni. Prox # 0 je

. n
= lim IX| = |X].
n-ooN+1

= lim
n—-ooclN+1 Xn

l[im

n—o0

il

Podle Véty 3.5 fada absolutné konverguje pro |X| < 1, pro |x| > 1fadadiverguje.
Pro x = 1 dostavame harmonickou fadu > % ktera je divergentni, apro x = —1
Leibnizovu fadu )" (—1)™¥1  ktera je neabsolutné konvergentni.

Na zavér tohoto odstavce uvedme dvé kritéria k ureni konvergence fady
slibovolnymi ¢leny. Jgjich dilkaz |ze nalézt napr. v [8, 18].

Véta 3.6 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht' {b,} je monotonni posloup-
nost a plati jedna z nasledujicich podminek:

1. (Dirichlet) Posloupnost Castetnych souctt fady ) a, je ohraniCena a
limb, =0;

2. (Abel) Rada > a, konverguje a posloupnost {by} je ohranicena.
Pak fada > a,b, konverguje.

Priklad 3.5. Dokazte, ze fada

oo . . .,
aY —S‘”n”" konverguje pro libovolné x € R;
n=1

00
b) > @ je konvergentni.
n=1
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ReSeni. a) Pripad kdy x = kxt, k € Z jetrivialni, nebot se jedna o nulovou fadu.
Necht tedy x # krt. Polozme b, = % aap = sinnx. UkaZeme, Ze jsou splnény

podminky Dirichletova kritéria (Véta 3.6). Zfgme je posloupnost {b,} monotonni

a lim b, = 0. Zbyva dokazat, Ze posloupnost castecnych souttl fady Y a, je

n—o0

ohrani¢ena. OznaCme

S, =sSnX+sSn2X +---+snnx,
h = COSX + COS2X + - - - + COSNX,
g = CcosX +i sinX.

Z Moivreovy Véty plyne
g" = (cosx +i sinx)" = cosnx +i sinnx,
odkud
q" —q " =cosnx +i sinnx — (cos(—nx) +i sin(—nx)) = 2i sinnx.
UZitim téchto vzorcli dostaneme

M +1S, =CosX +iSinX+cos2X +i sin2x +---+cosnx +i sinnx =

"—1_ qf@3—q7%) _ m2isnix

=q+0°+.--+qg" = = 27— 2 =
4+ g qq—l qq%(q%_q—%) d 2i sinix
n+l . n+1 )\ singx
= ( cos X +isin X ) — .
2 2 sin 2x

Nyni porovname realnou aimaginarni ast

cos 2x sin 2x
l'h = COSX +COS2X + - -- +COSNX = —
sin3X
_ _ _ sin ™Exsin 9x
Sy =SnNX+SnN2X+---+8nnNx = —
sin X

Odtud plyne |s,| < |sjn11x|’ a proto je posloupnost {s,} Castecnych souttll Fady

2 i . ,
>_sinnx ohraniCena. Tim jsme dokéazali, ze fada ) %™ je konvergentni pro
véechnax € R.

b) Pouzijeme Abelovo kritérium (Véta 3.6) pfi volbé b, = J/n, a, = %” Podle
predchoziho prikladu > a, konverguje. Protoze lim J/n = 1, je {b,} ohrani¢en;
ukaZzeme jeté, Ze pro n > 3 je klesgjici. Vskutku, /n > "V/n+ 1 pravé kdyz
n" > (n+1)", coz jeekvivalentni n > (1+ 5)" atato nerovnost plati pron > 3,
nebot’ {(1 + %)”} je rostouci posloupnost slimitou e < 3.
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3.3. Prerovnavanirad

Jiz v prvni kapitole jsme ukazali, Ze s nekonetnymi soucty nemiizeme zachazet
stginé jako se soucty koneCnymi. V tomto odstavci se budeme zabyvat analogii
komutativniho z&kona — pferovnavanim nekonecnych rad.

Zavedme nasledujici definici:

Definice 3.3. Necht > a, jefada, {k,} permutace mnoZiny N (tj. {kn} je prosta
posloupnost pfirozenych Cisel, v niz se kazde prirozené Cislo vyskytuje). Pak
fikame, ze ) a, vznikla pferovnanimtady ) a, .

Véta 3.7. Necht'fada ) a, konverguje absolutné. Pak konverguje absolutné také
kazdafada ) ay, vznikla pferovnanimfady > " a, aplati > a, =>_ a, .

Dllkaz. Bud ¢ > 0 libovolné. ProtoZzefada Y a, je absolutné konvergentni, exis-
tuje ng € N takové, Zze pro n > ng a libovolne m € N plati |ags] + - +
+ |ansm| < ¢. Déle protoze {kn}5o2, je permutace mnoziny N, existuje p € N
tak, Ze {1,2,...,no} C {ki, ko, ..., kp}. Bud nynin > pam € N libovolné.
Oznatime-li t = max{kn+1, ... ... , Knsm}, platt |ag | + - + &k, < [8nge] +
+...+|g| < ¢. Podle Cauchy-Bolzanovakritériafada ) | |ay, | konverguje, tj. fada
> &, konverguje absolutné.

Zbyva dokazat, Ze obeé fady maji stejny soucet. Oznatme s, Castecné soucty
fady > an , t, CasteCné soutty fady > a,. Pron > max{no, kp} plati

IS —tl = lag+ -+ 8ng +Bngrr o 8By — (B oo H )| <

< |@ngsl * [@nge2l + - + [Ang+ql < &,
kdenog+q = max{n, ky, ..., kn}. Jetedy lim (s,—t,) =0,tj. lim s, = lim t,. [
n—o00 n—o0 n—o00

Pravé jsme dokéazali, Zze pro absolutné konvergentni fady plati komutativni
zakon. Vyvstava otazka, jak se chovgji pfi pferovnavani neabsol utné konvergentni

Fadly.

Zavedme nasledujici oznateni: pro a € R polozme
a’ =max{a, 0}, a =max{—a,0}.

Potomjezfiggméa® > 0,a~ > 0,a=a"—a ,|aj=a"+a" .
Proto je-li " a, nekonetna fada, mlizeme uvazovat dvé nekonetné fady s ne-

zgpornymi Cleny Y " a'a ) a; . Tytofady maji nasledujici vlastnost:
n=1 n=1
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Lemma 3.2. Necht Ffada ) a, konverguje neabsolutné. Pak obé fady ) a; a
> a; diverguji k +oo.

Dlkaz. Protoze )" a! a) a. jsou fady s nezapornymi ¢leny, kazda z nich bud
konverguje nebo diverguje k +oo. Kdyby obé konvergovaly, pak by podle Véty 1.3
konvergovalai fada ) (a} +a;) = > |anl, tj. D_ a, by konvergovala absolutné.
Kdyby napf. > a; divergovala k +oo, > a; konvergovala, pak by podle Cvi-
Ceni 1.8fada) (a; —a;) = > _ a, divergovalak +oo. Tedy obétady Y a’, > a;
diverguji. O

Nyni miizeme dokazat vétu o neabsolutné konvergentnich fadach, ktera fika,
jak , labilni* jsou tyto fady vzhledem k prerovnavani.

Véta 3.8 (Riemannova). Necht'fada ) a, konverguje neabsolutné anecht's € R
je libovolné. Pak existuje takové pferovnani » ac, fady > a,, 26 ) &, = S,
existuje takové prerovnani ) ap, fady ) _a, , ze ) ap, urcité diverguje a takové
prerovnani ) ag,, 28 ) agy, osciluje.

Dikaz. Dfive nez provedeme presny dilkaz, nazname velmi zjednoduseng, ja-
kym zplisobem bude diikaz veden. My3lenkou diikazu tvrzeni, ze Y &, = s, je
prerovnat danou Fadu nasledujicim zplisobem: nejdiive ponechame kladné cleny,
dokud ,, nepfekrocime* predepsany soucet. Pote zaCneme odCitat zaporné Cleny az
bude Castetny soucet fady mensi nez soucet predepsany a stejnym zplisobem po-
kracujeme dal. Nakonec dokazeme, Ze takto preskladanafada opravdu konverguje
k pfedem urcenému Cislu.

(i) Ukazme, Ze lze fadu pferovnat tak, ze pferovnana fada konverguje a ma
soucet s. Predpokladejme pro ur€itost, Zes > 0. Necht n; € N je ngimensi takove,
zea'; +---+a,, > s; vzhledem k divergenci > _a; takové n; existuje. Necht
m; € N jengmensi takové, zea™; +---+a",, — (@ 1+---+a ;) < S, existence
takového m; plyne z divergence fady ) a.. Necht dden, € N,n, > n; je
ngmensi takove, zea*; +---+a'p, —(@ 1+ +a@8 ) tapat-o-+aty, >
> s. Takové n, opét existuje ze stejnych dlivodl jako n;. V této konstrukci 1ze
pokraCovat indukci; jejim vysledkem jejistatada, kteravznikla pferovnanim rady
> an.

Dokazme, Ze soucet takto prerovnané fady je s. Z konstrukce je patrne, ze
casteCny souCet Sy +m,+..+n, PFErovnané fady se od pozadovaného souctu s |iSi
maximalné o a*,,, casteCny SouCet Sy,+m,+..+n+m, SE 1S 0d s maximéané o a
acastelny souCet sy, kden; +my+---+ng < N < Ng+mMy +--- + N + M, resp.
Ni+Mg+---+Ng+Mg <N < Ng+My +-- -+ N+ My + Ny SE1iSi od s nangjvys
0 max{an,, 8m,} resp. 0 max{am,, an,.,}. Protoze ) a, konverguje, je lima, = 0,
tedy i lima*, =lima—, = 0; odtud lims, = s.



54 Rady absolutné a neabsol utné konvergentni

(il) Ukazme, Ze |ze fadu prerovnat tak, Ze prerovnana fada diverguje k oc.
Necht n; € N je nggmensi takove, ze a*y +--- + @y, > 1, n; > n; ngmensi
takove zea™; +---+a'p, —a ;+a 4t - +an, > 2, N3 > Ny ngmensi takove,
zea' +---+a’p, —a tapto-ta, —ata,teo-+a,, > 3ad.
V znikla pferovnana fada urcité diverguje k oo.

(iii) Obdobné ur€ime ngmensi n; € N tak, zea™; +--- +a*,, > 1, ngmensi
m; € Ntak, zea™y +---+a"y, —(@ 1 +---+a m) <0, ngmendi n, > n; tak,
zea' 1 +---+a@y, —@+--+a ) tag teo-+aty, > 1ad Vznikla
prerovnana fada osciluje. O

s

PFiklad 3.6. Prerovnejte Leibnizovu fadu Y (—1)™Y2 tak, aby soucet prerov-
n=1

nané fady byl:
a 1,8 b) 0,7 c) —0,6.

Regeni. Podle prikladu 3.2 je L eibnizova fada neabsol utné konvergentni, tedy spl-
nuje podminky véty 3.8 aexistuji jgi prerovnani takova, ze konverguje k zadanym
cislaim.

V prikladu 6.4 jsme ukéazali, ze Y~ (—1)™P 1 =In2 = 0,693

n=1
> a:=n->(-1)"(n+l)/n: Suma(n), n=1..infinity):
> Oval ue(%;
(n+1)

= (M
ZT"”@

n=1

> evalf(lhs(%);

0.6931471806
V zadani mame tedy tfi rlizné typove priklady.

PYi FeSeni tohoto prikladu budeme postupovat podle dilkazu Riemannovy véty.
Maplu vyuzijeme k znazorhovani preskladanych fad a posloupnosti jgich Cas-
teCnych souctll. Vyuzijeme novych procedur ri eman a preskl . Procedura
ri eman( ps, n, f ce, pron) preskladazadanou neabsolutné konvergentni fadu
tak, aby konvergovala k predepsanému souctu a zobrazi jeji Castetné soucty. Pro-
ceduramactyfi argumenty: ps soucet, k némuz makonvergovat preskladanarada,
n pocet zobrazenych ¢astetnych souctll preskladané fady, f ce predpis pro n-ty
Clen fady apr ompromeénna pouzitave vyrazu f ce.
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> cast_s := proc (ps, f)

> local s; global old_s, nk, nz;

> s :=old.s; if s <= ps

> then s := s+f(nk); nk := nk+2 el se

> s := s+f(nz);

> Nz .= nz+2

> fi ;

> old s:=s;

>  RETURN(S)

> end,

> rieman := proc (ps, n, fce, pron

> local f, s, |I; global old_s, nk, nz;

> f = unapply(fce, prom;

> if 0 <f(1l) thennk :=1; nz := 2

> elsenk :=2; nz :=1 fi;

> s :=0; old_s := 0;

> | :=[seq([i, cast_s(ps,f,nk,nz)],i =1 .. n)];
> RETURN(dispIay({pointplot(l,synbol = Cl RCLE,
> synbol si ze=4),

> plot(ps,x =0 ..n,labels =", ““1)}))
> end,

Procedurapr eskl ( ps, n, f ce, pr on) mastgnéparametry jako procedura
ri enman aslouzi ke znazornéni prvnich n ¢lenli preskladané fady.

RETURN( poi ntpl ot (I, synmbol = ClI RCLE,
synbol si ze=4))
end;
Nyni aplikujeme tyto procedury najednotlive pfipady.

V pripadé a) je predepsany soucet dostateCné vetsi nez soucet In2, proto
v preskladané fadé prevazuji kladné Cleny, viz Obr. 3.2.

> clen := proc (ps, f) local s, h;

> global old_ s, nk, nz; s :=old_s;

> if s <= ps

> then h :=f(nk); s := s+h; nk := nk+2
> else h :=1f(nz); s :=s+h; nz := nz+2
> fi;

> old_s :=s; RETURN(h)

> end;

> preskl := proc (ps, n, fce, prom

> local f, s, |I; global old_ s, nk, nz;
> f = unapply(fce, prom;

> if 0 <f(l) thennk :=1; nz := 2

> elsenk :=2; nz :=1fi;

> s :=0; old_s := 0;

> | = [seq([l, clen(ps,f,nk,nz)],i =1 .. n)];
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> preskl (1.8, 150,a(n),n);

l,.
081 B R
0.6 16l 0
el 8]
025 147
o e e
0.2 : 1.2+
-0.4
1 . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140
Obr. 3.2: Prvnich 150 ¢lenl Obr. 3.3: Posloupnost ¢astecnych

preskladane fady souctll konverguijici k 1,8
konvergujici k 1,8

Jevidét, Ze ngjdfive stitamejen kladné ¢leny, ¢imz posloupnost astecnych soutti
roste dokud neprekrocCi predepsany soucet, tj. s, > 1,8. Poté nasleduje Clen z&
porny, ktery zplisobi, Ze s,.1 < 1,8. Opét nasleduji ¢leny kladng, az s, > 1,8, poté
Clen zaporny atd. (viz Obr. 3.3).

> rieman(1.8, 150, a(n),n);

Obrazky 3.4 a3.5 ukazuji pfipad b), kdy predepsany soucet je velmi blizko hodnoté
In2. Poradi ¢lent fady (Obr. 3.4) se proto méni az u ¢lendi s vySSimi indexy a
preskladani neni z grafu teméF patrné. U ¢astenych souttl (Obr. 3.5) to ma za
nasledek, Ze osciluji okolo predepsaného souctu bez vétSich skokdl.

> preskl (0.7,150, a(n), n);

>~ rieman(0.7, 150, a(n),n);

Posledni pfipad (znazornény naobrazcich 3.6 a3.7), kdy predepsany soucet
je zaporny a dostateCné mensi nez In2, je v podstaté ,,inverzni* k pfipadu a).

> preskl (-0.6,150,a(n),n);

>~ rieman(-0. 6,150, a(n),n);
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1 In
0.8]
0.9
0.6
0.47. 0.8 .
02 ........
_____________ 07
0 . 204b ..... Gb > Sb ..... 160120 140
021" 0.6
-0.4
0.5

0 20 40 60 80 100 120 140

Obr. 3.4: Prvnich 150 ¢lenl Obr. 3.5: Posloupnost ¢astecnych
preskladane fady souctll konverguijici k 0,7
konvergujici k 0,7

Cviceni

3.1. Rozhodnéte o konvergenci alternujicich fad:

(—pn-t o (=D
a) Z 3n-1 d) nZ; G
(=" = -1 1
b) Z n+100 €) nZ;(_l) n—inn
(— 1) -n o (_1)n—l
C) Z 5n—2 f) nZ; In(n+1)

3.2. Vy&etfete, které fady konverguji absolutné, které konverguji neabsolutné a
které diverguiji:

A (- d) Zl(—nn—l%
b) zl<—1>“g—: 9 2 snn

n=1

c) nZ‘:l(—l)”n_}nn ) (-1 gl NG
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’ 0.2
0.8
ZP 4p QO 89 190 1%0 14‘10
0.6 0.
043 021
0.2 '
T S e e —0.4
01736740 60 80 100 120 140
029" P L N N
-0.41
Obr. 3.6: Prvnich 150 ¢lenl Obr. 3.7: Posloupnost ¢astecnych
preskladane fady souctll konverguijici k —0,6

konvergujici k —0,6

9 > (D" iy UM

3.3. Urcete, pro ktera reana Cisla x nasledujici fady absolutné konverguji, pro
ktera neabsolutné a pro ktera diverguji:

0 _n2x (0.¢] n (0.¢] n2+1 n 0 nx
a Y e b) > In"x Q) > X d > &
n=1 n=1 n=1 n=1

Citite-li se skvéle, budte bez obav. To prejde.



Kapitola4

Soucin rad a numericka sumacerad

V této kapitole ukazeme, za jakych predpokladll a jakym zplisobem |ze n&-
sobit dvé nekonetné fady. Dale ukaZzeme nékteré odhady zbytku pfi numerické
sumaci Ciselné fady, coz pozdgji budeme pouzivat pri pribliznem vypoctu funke-
nich hodnot.

4.1. Soucinrad

Sougin dvou konetnych souttl >, a;, > ¢ _; by reAlnych Eisel Ize podle distribu-
tivniho zakona vypocitat tak, Ze utvofime vSechny souCiny aiby (1 <i <m,1 <
< k < n) atyto souCiny seCteme:

m n m n
2 a-) b= ) ab=
=1 k=1 i=1 k=1

=ab +aby +-- - +atby +ahy + -+ @by + -+ agby + - -+ aybn.

Chceme-li analogicky postupovati v pfipadé dvou (konvergentnich) fad > a,,
> by, je tfeba utvorit vsechny souciny ajby (i, k € N) a tyto souCiny secist.
System {aby; i, k € N} je v3ak spocetnou mnozinou redlnych Cisel opatfenych

59
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dvémaindexy, kterou miizeme napsat ve tvaru ,, nekonetné matice"

albl albz a1b3 e albn
azbl azbz azbg e azbn
agbl agbz agbg e agbn
(4.0
ambl ame amb3 e ambn

Prvky takovéto mnoziny |ze sCitat (ve smyslu pfedchozi teorie), pokud je ngakym
zplisobem srovname do oby¢ejné posloupnosti, tj. utvorime posloupnost {c,}, jez
je permutaci mnoziny {a;jby; i, k € N}. Kazdou fadu ) c,, kter& vznikne timto
zplisobem, nazyvame soucinemfad >_ a,, >_ by,. Obecné tedy existuje nekonetné
mnoho rliznych soucinll fad 3" a,, Y_ b, pfi ¢emz jeden z druhého vznikne pre-
fazenim. V Kapitole 3 jsme viddi, ze v obecnem pfipadé se u konvergentnich
fad hodnota souttu pfi prefazeni nezachovava. Proto rlizné souciny dvou kon-
vergentnich fad mohou mit rlizné hodnoty; dokonce uvidime, Ze soucin dvou
konvergentnich fad mtize byt divergentni. Jednoducha situace je vSak v pripadg,
kdy obéftady > a,, > b, konverguji absolutné:

Véta 4.1. Necht' fady Y a, = a, >_bn = b konverguji absolutné. Je-li {c,} li-
bovoln& posloupnost, jez je permutaci mnoziny {a;by; i, k € N}, pak fada ) c,
konverguje absolutnéaplati Y "c, =a- b.

Dlkaz. Necht Y |an| =S, D_ |by| = t, takZe |ay| + |@| + - - - + |g| < s pro kazdée
i € Nalby| +|by| +---+|bg] <t prokazdée k € N. Zvolme libovolné n € N
anecht ¢, = g by, ¢, = &,by,,...,Ch = &, bx,. Jeli ip = max{iy, iz, ..., In},
Ko = max{ky, ko, . .., kn}, pak zZfFggmé

|Cal +[Co| + - - - +[Cql = |@y, | [k, | + &, | (b, | + - - -+ [&, ] [y, | <
< (laq| + @] +- -+ [a,]) - (Jba] + [lo] +--- +|b]) <s-1.

Tedy fada ) _ |c,| mé&ohraniCené Castetné soutty, takze >  |c,| konverguje, tj. > " ¢,
konverguje absolutné. Podle Véty 3.7 plati > ¢, = ) c,, kde {k,} je libovolna
permutace mnoziny N. Specialné plati

Z Ch = ayby + (auby + @b, + @xby) + (aybs + apbs + aghs + aghy+

+agby) + -+ (@uby + by + -+ oy + Bnby_y oAb+
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OznaCime-li s, CasteCné soucty fady na pravé strané této rovnosti, t, Castetnée
soucty fady Y a, aw, Castetné soucty fady ) _ by, plati

S = aby =tow
S = aby +agh, + &b, + @by = (8 + @) (by + by) = thw,
S = ayby +agb, + &b, + ahy + aybs + aybs + aghs + agh, + agh,

= (g t+ayt+ag)(by +by+bs) =tzws

thwn.

S

Odtud plynes, — a-b,tj.> c,=a-b. O

Predpoklad absolutni konvergence obou fad ) an, > b, je vdak znatné silny
a da se oCekavat, ze pri speciani volbé permutace (c,) mnoziny {gby; i, k € N}
|ze dokéazat konvergenci soucinu ) ¢, za slabSich podminek. Zavedme dva typy
soucinll konvergentnich fad:

Dirichletovym sou€inemfad ) a,, > b, rozumimefadu ) _ c,, kde
Ch = agbn + @by + - - +agbp + apbn_1 + - - - + anby;

tato fada odpovida postupu ve schématu (4.1) ,,po Ctvercich:

a b1 a b2 a b3 a b4
\ \ \

5] b1 «— b2 5] b3 o b4
\ \

az b1 < ag b2 < ag b3 as b4
\

ayhy <« ab, <« albs <« ah,

Cauchyovym soucinemf¥ad > " a,, > b, rozumimefadu }  c,, kde

Ch = &by + @by + - - +an_10, + anby;
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tato fada odpovida postupu ve schématu (4.1) ,,po diagondach:

ai1b; a;b, a;bs b,

v 4 4

a b1 a b2 a b3 a b4

v v v

az b1 az b2 az b3 az b4
e e e
ayby ayb, aybs ayby

Véta 4.2. Necht' > a, = a, > _b, = b jsou konvergentni fady a necht’ > c, je
jejich Dirichletliv soucin. Pak >" c, je konvergentni aplati "¢, =a- b.

Dllkaz. Oznaime-li t, Castecné soucty fady Y a,, wy Castetne soucty fady > by
a s, Castetné soucty jejich Dirichletova soucinu ) ¢, potom — jak jsme odvodili
v dilkaze véty 4.1 —plati s, = t,, - w,, prokazdén € N. Avéak t, — a, w, — ba
tedys, > a-b,tf.> cp=a-b. ]

Pro Cauchylv soucin takove tvrzeni neplati:

Priklad 4.1. Necht Y a, =) by = Z(—l)”%. Podle Leibnizova kritéria fady
Y an, Y by konverguji. Ukazeme, Ze jejich Cauchyliv soucin Y ¢, diverguje.
V skutku,

- (1 1 1 1 1 1 1 1)
Cn:(_]_) o — s —+ —. +...+ -+ .
Vi Jn V2 Jn-1 n-1 V2 vn V1
takze
1 1
cnl = + o >
Vi-yno o V2-yn=1 NORRVE!
1 1, 1
VRN NIV RN IV
1 1 1
=4 —-+4. + — =
n n n

Neplati tedy limc, =0a)_ ¢, diverguje podle Véty 1.1.

Véta 4.3 (Mertensova). Necht fady > a, = a, > _ by = b konverguji a alespon
jedna z nich absolutné. Necht' " ¢, je Cauchylv soutin téchto fad. Pak > ¢,
konverguje aplati > c, =a- b.



Soucin fad 63

Dlkaz. Predpokladejme pro urcitost, ze Y a, konverguje absolutné. Oznatme t;,
casteCné soucty fady > a,, w, Castetné soutty fady ) b, a s, Castetné soutty
jgjich Cauchyova sou€inu ) c,. Je tedy

S, = C+Cp+---+Cy =
= aiby + (arhy + axby) + (a1bs + @b, +aghy) +. ..
s+ (b by g+ +anby) =
= by +by+---+by) +ap(by+by+---+byg) +-- - +azb =

= wp t wp-_1t+ - AW
Oznatme wn — b = vy; pak je wn = b+ v, aprotoze w, — b, plati v, — 0. Odtud

Ss=a(b+uvy) tab+uvgq) +---+a(b+vy) =

=(@tayt---+a) -brauntauygt- - tagw =t -b+up,

kde u, = ajv, + @&vp_1 + - - + ayv;. Protozet, — a, platit, - b — a- b, takze
ukézeme-li , ze plati limu, = 0, bude tim dokazéano lims, =a- b, tj. > ¢, =a-b.

Protoze Y |an| konverguje, je posloupnost jejich Castenych souctll shora
ohraniCeng, tj. existuje h € R, h > 0tak, Ze plati |a;| + |ap| +--- + |a,| < h pro
vSechnan € N.

ProtoZe limv, = 0, je posloupnost {v,} ohraniCena, tj. existuiek € R,k > 0
tak, ze plati |vh| < k provdechnan € N. Bud ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. Protoze
limv, = 0,kCislu & > Oexistujen; € Ntak, zepron > ny plati jvn| < 5. Protoze
> laa| konverguije, k Cislu 5 > 0 existuje podle Cauchy-Bolzanovakritérian; e
€ Ntak, zepron > n; aprovsechnam e N plati |ag.a| +[@ne2| +- - - +|8nsm| < 5.

Polozme ny = max{ny, n,}. Pak pro vdechnan € N, n > 2n, plati

[Un| = [|&qVn+@Un_1+ -+ 8nyUn—ng+1 + Bng+1Vn—ny + - - - + 3nV1| =<
|ag| - [vnl +[@2] - lon—a| + -+ +[@n| * [Un—ng+1| +

Hanga| - [vn-nol + -+ +]an| - Jva] <

€
(|611|+|612|+---+|6an|)-%+(|6\n0+1l+---+|an|)-k <

[A

A

&

&
< h'%"'i‘k—g.

Jetedy vskutku limu, =0a) c,=a-b. O
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4.2. Numericka sumace
Necht Y -7 a, je konvergentni fada. Jeji souCet s |ze psat ve tvaru
S=s+ Ry,

kdes, = a; +--- +a, je n-ty CasteCny soucet fady a R, = ansy +apsp + -+ - S€
nazyvazbytek po n-tém ¢lenu. To znamend, ZeCislo R, udavaveikost chyby, jiz se
dopustime, jestlize pfesnou hodnotu souctu dané konvergentni Fady aproximujeme
CasteCnym souctem. Pritom plati lim R, = lim(s—s,) = s—s = 0.V tomto odstavci
odvodime nékteré odhady pro velikost zbytku |R,|. Aplikace téchto odhadll pfi
priblizném vyjadfovani funkénich hodnot aintegralti budou ukazany v Kapitole 7.

Lemmad4.l. Necht')  a,jefada, ) b, jekonvergentni fada snezapornymi Cleny
anecht plati |a,| < by, pro véechna n € N. Znaci-li r, zbytek po n-tém ¢lenu Fady
> an a R, zbytek po n-tém Clenu fady > _ by, pak plati |r,| < R,.

Dlkaz. Z predpokladli véty plyne, Zze > a, konverguje absolutné. Tedy také kon-
verguje absolutné fada ) .-, a..« a podle Poznamky 1.2 a Lemmatu 3.1 plati
Irn| = ‘Ziilamk‘ = Zzl |an+k| < Zﬁl Pn+k = Ra. 0

Véta 4.4. Necht' {a,}32, je nerostouci posloupnost kKladnych Cisel takova, ze
lima, = 0. Pak pro zbytek po n-tém ¢lenu R, alternujici fady > (—1)"ta, plati

|Rn| < Qn+1-

Dlkaz. Z Leibnizova kritéria (Vé&ta 3.1) plyne, ze fada Y (—1)"*a, je konver-
gentni. Dale plati

Rn

(=D ansg + (=)™ agp + -+ (=)™ g ... =
(—D"(@n+1 — @ne2 + @nsz — Anea + -+ + (—1)"‘1an+k +...).

Opakovanim (vah z diikazu Leibnizova kritéria zjistime, Ze pro soucet o Fady
v zavorce plati aps1 — @nep < 0 < ans1. Je tedy zggména o > 0 a protoze
Ry =(=1)"- o, plati |[Ry| =0 < ans1. O

Pokud danatada neni aternujici, miizeme pro uréovani chyby pouZit nasledu-
jici dvé tvrzeni.

Véta4.5. Necht' > a, je Ciselna fada, pro kterou plati

% <(q <1 proviechnan € N.
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Pak pro zbytek R, této Fady plati

9

Rl < lenl— -

Dllkaz. Uvedeny predpoklad zaruCuje absolutni konvergenci fady Y a, podle
Véty 3.5. Protoze pro véechnan € N plati |ap+1] < |an] - @, jei |ans2] < |@n+1] -
-0 < [an| - 9%, |@nssl < |8ns2| - G < |an| - g @ obecn@ indukei [anw| < lanl - g*.
Proto podle Poznamky 1.2 aLemmatu 3.1 plati

Ral = ) ank| <D lanl <D lan] 0¥ =
k=1 k=1 k=1
=l q~iqk=|an|-i.
k=0 1-q

O

Véta4.6. Necht')  a, jekonvergentni fada snezapornymi Cleny. Necht'a, = f (n),
kde f je nezaporna a nerostouci funkce na intervalu [1, co). Pak pro zbytek R,
fady > a, plati R, < /- f(x) dx.

Dlkaz. Z konvergence fady > a, plyne konvergence nevlastniho integrau
[° £(x)dx (podle Véty 2.6) atedy i nevlastniho integralu [° f (x) dx pro libo-
volnén e N.V diikazu Véty 2.6 jsmedale odvodili nerovnost any < [ f (x) dx
platnou provsechnan € N. Dosadime-li doni zan postupnén+1, n+2, ..., n+k—1
asettemetakto vznikle nerovnosti, obdrzime an i +anso+- - - +ank < fn”+k f (x) dx,
kde k € N jelibovolné. Protoze funkce f je nezaporna naintervalu [n, co), plati
Mtodx < [ () dx. Jetedy an + @2 + -+ ank < [ F(X)dx pro

n

véechnak € N aodtud jiz plyne Y 2, anw = Ry < [° f(x) dx. O

Priklad 4.2. a) Naleznéte odhad zbytku fady

1
Zﬁ’ kdepeR, p> 1

b) Kolik ¢lent fady

1
Z nn+1)(n+2)

jetfebasecist, aby Castetny soucet aproximoval presnou hodnotu souctu s chybou
mensi nez 0,0017?
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c) Kolik ¢lenti fady

n

n!
je tfeba seCist, abychom jeji soucet aproximovali s chybou mensi nez 0,017
d) Ngdéte odhad zbytku pro Leibnizovu fadu

n-1l _
}:c—n ~=In2.

ReSeni. @) Dana Fada konverguje; podle Véty 4.6 plati

Rn</‘Ode_ 1171 1
—Jy xP 1—p|xP1|  (p—1DnpP-1’

n

Napriklad profadu > n—12 mame pro jgi zbytek odhad R, < % tj. jgji konvergence
je,pomad’.

b) Protoze —=— < &, plyne z Lemmatu 4.1 a z pfedchoziho pfikladu

n(n+1)(n+2)
odhad zbytku R, < 5. Nerovnost 5 < 0,001, tj. n* > 500, je spinéna pro

n > 23. Stadi tedy setist 23 Eleny Fady.

c) Protoze
a1 21l 2

an (n+Dl 27 n+1

podilovekritérium (v limitnim tvaru) ukazuje, zefadakonverguje. Daleje % <1
pron > 3. Tedy pron > 3 plati podle Véty 4.5

NI

2n
= H

Ry < a- = ay

-1
Nerovnost £ < 0,01, tj. n! > 100 - 2" je, jak se snadno presvédiime, splnéna pro

n!

n > 8. Staci tedy seCist 8 ¢lenl) Fady.
d) Podle V&ty 4.4 je|R,| < -X-. Abychom tedy urili &islo In 2 napf. s chybou

n+l’
mensi nez 0,01, je tfeba seist al espor 100 ¢lenll fady Z(—l)”—lﬁ. To ukazuje, ze
tato fadaje nevyhodna pro pocitani logaritmd, jeji konvergenceje prilis,, pomala“.

Jiny zplisob vypoctu logaritml ukazeme v Prikladu 7.4.
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Cviceni

4.1. Urcete Cauchyliv soucin fad
X on 0 n
X y
ZTaZm'

n=0 n=0

4.2. Necht q € R, g > 1. Urgete Cauchyliv sou€infady > 2, qin se sebou samou.
Pomoci ziskaného vysledku urete soucet fady > 2, T

4.3. Kolik ¢lenli nasledujicich fad je tfeba seCist, abychom jejich soucet aproxi-
movali s chybou mensi nez 0,01:

3 Yoz b Yo, & 0 YX (~nr12

4.4. Kolik ¢lenti fady je tfeba seCist, aby zbytek byl mensi nez 0,0001:

b - .
) —~ n(n+1)(n+2)(n+3) ) annzn ) Z5n
n=1 o —
. Soucin Fad .

aihy ah;
l l

azh; +~ axb;

aut.:hyfwr
soudin |

Dirichletiv
soutin

Clovék s jednémi hodinkami Vi presng, kolik je hodin.
Clovék s dvojimi si neni nikdy jisty.



Kapitola5

Posloupnosti a rady funkci

Dilezitou roli v matematice hraji nekonetné fady, jegjichz Cleny jsou
funkce f,(x). V tomto pfipadé mluvime o fadé funkci ) f,(x) ajejim souctem
je ngaka funkce f (x). K bouflivemu rozvoji fad funkci dodlo v druhé poloviné
17. stoleti azeména pak v 18. stoleti, kdy byly funkce vyjadfovany ve tvaru neko-
necnych fad. Stfedem pozornosti matematik byly nasledujici otazky pro pocitani
s nekonecnymi fadami funkci:

Jsou-li funkce fn(x) spojité naintervalu |, jetaké funkce f (x) = > f(X)
spojitana | ?

Kdy | zeintegrovat nekonecnou fadu funkci ¢len po ¢lenu, tj. zameénit poradi
integrace a sumace?

Kdy | ze derivovat nekonecnou fadu funkci ¢len po €lenu, tj. zameénit poradi
derivace a sumace?

Odpovédi natyto otazky budou obsahem této kapitoly. V nasledujicich dvou
kapitolach pak budeme podrobné studovat dva nejdlilezitgsi pripady fad funkci,
kterymi jsou
> mocninné fady, kdy funkce f,(x) jsou mocninné funkce, tj. fn(X) = a,x"; tyto
fady jsou vhodné pro aproximaci (pfiblizné vyjadreni) funkce v okoli bodu x = 0;
> Fourierovy fady, kdy funkce f,(x) jsou tvaru f,(x) = a, sinnx + b, cosnx; tyto
fady jsou vhodné pro aproximaci periodickych funkci.

Ukéazeme, Zekli¢ovou Ulohu v téchto problémech hrajevelmi diil ezitavlastnost
fad funkci, kterou je stejnomérna konvergence.

68
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5.1. Pojmy posloupnost a rada funkci

Nejprve zavedme pojem bodové konvergence pro posloupnost funkci.

Definice 5.1. Necht {f,(x)}22, je posloupnost funkci na intervalu | a xo €
€ | jelibovolné. Je-li Ciselna posloupnost { f,(Xo)}52, konvergentni, fikame, ze
posloupnost { f,(x)}52, je konvergentni v bodé Xo.

Rekneme, Ze posl oupnost funkci bodové konverguje k funkci f (x) naintervalu |,
jestlize konverguje v kazdem bodé x € 1, tj. kekazdemu x € | akazdemue > 0
existuje ng € N tak, ze provdechnan € N, n > ng, plati | f,(x) — f(X)| < e.
PiSemelim f,(x) = f(X) prox € | nebo f, — f nal.

Va&mnéme s, Ze Cislo ng € N zavisi jak na volbé Cida ¢, tak na volbé bodu
X € |, takZe pfi temze ¢ arliznych x € | miize byt prisiudné ng riizné.

Pfiklad 5.1. Znazornéte prvnich n &lenll posloupnosti funkci { f,(x)}2, aurcete
jgi limitu:

a) f,(x)=x", xe][0,1] b) f.(x) =arctgnx, x € R.

ReZeni. Plati
I x>0
) X 1 . 2 ’
lim x" = 0 x€l01), lim arctgnx = 0 x=0,
n—o0 1 Xx= 1, n— oo x
—E X < 0

V&mnéme si, Ze limitni funkce obou posloupnosti jsou nespojité funkce, tiebaze
funkce x" i arctgnx jsou spojité naR.

ﬁg Obrazek 5.1 byl vygenerovan pomoci nasledujici posloupnosti prikaztl.
> display(seq(plot(x"n,x=0..1,y=0..1,style=line,
> col or=bl ack), n=1..15));
> di splay(seq(pl ot (arctan((n)*x),x=-10..10,
> style=line,] col or=black),n=1..5));

s

Nekonecné fady funkci definujeme analogicky jako Ciselné fady a bodovou
konvergenci fad funkci definujeme pomoci bodové konvergence posloupnosti
n-tych ¢astetnych souctd.
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—

—10 X 10

_J

Obr. 5.1: Posloupnosti funkci {x"} a {arctgnx}

0 X 1

Definice 5.2. Necht { fn(x)}02; je posloupnost funkci definovanych na inter-
valu | . Symbol

D a0 nebo fi(x) + F200 +- e+ Fr(0) + - (5.1)

n=1

nazyvame nekonecnou fadou funkci. Posloupnost {s,(X)}52;, kdes,(x) = f1(x)+
+ ...+ fn(x), nazyvame posloupnosti €astetnych souttlti fady > o2, fn(X).
Jestlize posloupnost asteénych souctll {s,(x)}52, konverguje provsechnax € |,
fekneme, Zefada(5.1) bodove konverguje naintervalu | afunkci s(x) = lim s,(X)
nazyvame souctemfady > f,(X) .

Bodova konvergence posloupnosti funkci, resp. fady funkci, zavisi na inter-
valu, na kterem konvergenci vySetfujeme. Nejvétsi mnozinu (vzhledem k mnozi-
nové inkluzi), na niz posloupnost funkci bodoveé konverguje, nazyvame oborem
konvergence posloupnosti funkci { fn(x)}. Stejné definujeme obor konvergence
fady funkci > fr(X).

Priklad 5.2. UrcCete obor konvergence fady:

00 XN 00 .y
n; nn+ 1) ) ; © )

a)

Redeni. Postupujeme tak, Ze proménnou X povazujeme za parametr a pro toto x
vySetiujeme absolutni konvergenci, prip. konvergenci, Ciselné fady.
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a) Podle podilového kritéria pro Ciselné fady plati

xn+t nin+1)| _ im
(N+1)(N+2) X" | noocon+2

n—oo

lim

n—oo

an+1 _
'— x| = [x].
an

Proto fada konverguje pro |[x| < 1. Jestlize |x| = 1, nelze podilovym kritériem
o konvergenci rozhodnout, proto je tfeba vySetfit body x = +1 zvIa&t.
Je-li x = 1, dostavame fadu ) Wlﬂ) a tato fada je konvergentni (viz Pri-

klad1.2). Je-li x = —1, dostavamefadu ) (—1)"- (n1+1) , kterakonverguje absol utné.
Pro |x| > 1 neni splnéna nutna podminka konvergence.
Oborem konvergence dané fady je interval [—1, 1], pficemz konvergence je

absolutni.

b) V tomto pfipadé se jedna pro vSechna x € R o fadu s kladnymi Cleny;
pouZijeme odmocninovée kritérium a dostaneme

lim Ve "™ = lime™=0<1 prox>0.

n—o0 n—o0

Pro x = 0 dostavame fadu >_ 1, ktera diverguje, apro x < O fadu ) e’IXl ktera
je take divergentni. Oborem konvergence dané fady jeinterval (0, co).

5.2. Stggnomérna konver gence

Jednou ze zakladnich otéazek v teorii posloupnosti afad funkci je, nakolik se vlast-
nosti ¢lentl posloupnosti prenaseji nalimitni funkci, resp. soucet fady. U nékterych
vlastnosti nevyvstavaji vetSi obtize.Napfiklad limita posloupnosti (soucet Fady)
nezapornych funkci je zfggmé také nezgporna funkce; z vlastnosti posloupnosti
realnych Cisel rovnéz plyne, Ze limita posloupnosti (souCet fady) neklesgjicich
funkci je rovnéz neklesgjici funkce. Oproti tomu, jak ukazuje Pfiklad 5.1, se na
limitni funkci obecné neprenasi velmi dillezita vlastnost, kterou je spojitost.

Tim je motivovana nasledujici definice ,silngSiho typu“ konvergence, kterou
je stejnomérné konvergence posloupnosti funkci:

Definice 5.3. Rekneme, Ze posloupnost funkci { fn(X)}22, konverguje stejno-
merné k funkci f (x) naintervalu |, jestlize ke kazdemu ¢ > 0 existujeng € N
tak, ze pro vSechnan € N, n > ng, avSechnax € | plati | fo(X) — f(X)| < e.
Piseme f, = f nal.
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Poznamka 5.1. Se stejnomérnou konvergenci spojitych funkci naintervalu [a, b]
jsme se setkali jiz v teorii metrickych prostoril, kde jsme vySetfovali metricky
prostor (Cla, b], pc) (viz [3], str. 8,22). Pfipomenme, Ze Cla, b] je mnozina
redlnych spojitych funkci na intervalu [a, b] a p. je metrika tzv. stejnomeérné
konvergence
pc(f, 9) = max [f(X) —gX)|.
X€[a,b]

Ukazme, Ze tato definice je ekvivalentni s Definici 5.3. V metrickém prostoru
(Cla, bl, pc) posloupnost funkci { f,}°2, konvergujek funkci f,tj. f,(X) 2 f(x),
jestlize
1im pe(fn, T) =0 = lim MaXxejapy | fn(X) = )1 =0 =
<= Ve >03ng € NVn > ng plati maxxepap | fn(X) — F(X)| < ¢ <=
<= Ve >03np e NVn>ngaVvx € [a, b] plati |f,(X) — f(X)| < &,

coz je Definice 5.3. Obecné Ize v terminologii metrickych prostorti definovat
stegnomérnou konvergenci jako konvergenci v prostoru ohranienych funkci na
intervalu | se suprémovou metrikou (viz [3, strana 15]).

Geometricky vyznam stefnomérné konvergence f, = f spoCivav tom, Zze od
urcitého indexu ny vSechny dalsi ¢leny posloupnosti ,,lezi v epsilonovém okoli“
limitni funkce f, tj. mezi grafy funkci f —ea f +e¢.

Srovngjme definici bodové a stejnomérné konvergence posloupnosti funkci.

>~ Bodova konvergence (f, — f):

(VX e l)(Ve e R,e > 0)(Ang e N)(Vn € N, n > ng)(| fr,(X) — f(X)| < &).
> Stejnomérna konvergence (f, = f):

(Ve € R,e > 0)(dng e N)(Vx € I)(Yn € N, n > ng) (| fa(xX) — F(X)| < &).

Vidime, Ze se oba pojmy od sebe liSi pouze v , pofadi kvantifikatorll* — zatimco
v definici stejnomeérné konvergence zavisi Cisong € N pouze navolbéCisas > 0,
v definici bodové konvergence je ng zavisiéi nabodeé x € |. Proto ze stegnomeérné
konvergence posloupnosti { f,} k funkci f na | plyne bodova konvergence k f
na | . Opak obecné neplati, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 5.3. Rozhodnéte, zda posloupnost funkci

2nx
1+ n2x2

fa(x) =

stegnomeérné konverguje naintervalu [0, 1].
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ReSeni. Pro kazdé x € [0, 1] platf

im f.00 = lim —2%_ =g
nLn;o n()_nLn;o1+n2X2_ )

Limitni funkci posloupnosti jetedy f (x) = 0. Zjistéme, zda se jedna o stejnomér-
nou konvergenci. Bud si pfimo vSimneme, ze fn(%) = 1 nebo postupujeme jako
pri hledani absolutniho extremu funkcey = 7 +2|‘?2Xx2 na[o, 1]: ur€ime prvni derivace

azjistime, v kterych bodech je rovnanule. Plati

( 2nx )’ _2n(1—n?x?) _ 0

1+ n2?x2 (1+n2x?)2

prox = & ax = —2, pfiemz hodnota — & neleZi ve vySetfovaném intervalu. Pro

x = < dostaneme uvedenou hodnotu f,(2) = 1.
Je-linyni0 < e < 1, pak prokazden e Nax = = € [0, 1) plati, Ze

F o0 — fool= =2 _ol=f.(1)=1
000 = 1001 = | =2 =0 = fa( 2 ) = 1> &

Proto neni dana posloupnost stefnomérné konvergentni naintervalu [0, 1].

Stejnomeérnou konvergenci fady funkci definujemejiz snadno pomoci posl oup-
nosti jejich n-tych ¢astetnych souctd.

Definice 5.4. Rekneme, Ze fada funkci 3" f,(x) konverguje stejnomérné na
intervalu | ke svemu souctu s(x), jestlize posloupnost {s,(X)} jgjich Castetnych
souctll stejnomérné konverguje na | k funkci s(x).

5.3. Kritéria stegnomeér né konver gence

V tomto odstavci uvedeme kritéria pro vy3etfovani stejnomérné konvergence po-
sloupnosti funkci a zegménatady funkci. Nasledujici dvé tvrzeni maji spiSe teore-
ticky vyznam a uzivaji se zefména v diikazech dalSich kritérii a vét.

Lemma 5.1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium stejnomér né konver gence).
Posloupnost funkci { f,(x)} konverguje stegnomérné na intervalu | prave tehdy,
kdyz ke kazdému ¢ € R, e > 0 existuje ng € N takové, Ze pro vdechnam, n €
e N,m>ng,n>npaproviechnax e | plati | fh(X) — fr(X)| < e.



74 Posloupnosti a Fady funkci

Dllkaz. Necht f, = f nal abud ¢ > 0libovolné. K Cidu 5 > Oexistujeny € N
tak, zZepron > ngax e | plat | f,(x) — f(X)| < 5. Tedy prom > ng, n > ng
ax e | plati|fm(X) = fa()] = [fm(X) — FX) = [ () — OO < [fm(X) —
— FOOI+1fa00 — FOOI < §+4 =

Necht' je splnéna podminka véty. Volime-li libovolné, ale pevné, bod xq € 1,
vidime, ze Ciselna posloupnost { f,(Xo)} je cauchyovska a tedy konvergentni. Je

tedy { fn(x)} bodové konvergentni na | . Oznatme nIim fn(X) = f(X); nyni doké&

zeme, ze f, = f nal.Budtedy ¢ € R, ¢ > Olibovolné. K Cislu § > 0 existuje
No € N tak, Zeprom > np, N > ng avsechnax € | plati | f(x) — fn(¥)| < 3.
Limitnim prechodem pro m — oo odtud plyne | fa(X) — f(X)| < 5 < &. Tedy
opravdu f, = f nal. O

Lemma 5.2 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pro rfady funkci).

Rada funkci > fa(x) jenaintervalu | stejnomérné konvergentni prave tehdy, kdyz
kekazdéemu e > 0 existujeng € N takové, zeprovsechnan € N, n > ng, libovolné
me Naakazdéx € | plati

| frer(X) + fro(X) +-- - + fum(X)| < €.

Dlkaz. Podle definice fada Y f(x) stejnomérné konverguje na | k s(x) pravé
tehdy, kdyz posloupnost ¢astecnych souttll s,(x) fady > f,(x) stejnomérné kon-
verguje k s(x). Podle pfedchoziho lemmatu je tato podminka splnéna prave tehdy,
kdyZ ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje ny € N takove, Zze pro véechnan € N,
n > Ny, libovolnéem € N apro véechnax € | plati

1S1em(X) — Sh(X)| = [ Frea(X) + Frea(X) +- - + fram(X)| < €.
O

Véta 5.1 (Weierstrassovo kritérium). Necht' { f,(x)} je posloupnost funkci na I .
Necht’ existuje posloupnost nezapornych Cisel {a,} takova, zefada ) a, konver-
guje a plati

| fan(X)] <a, provéechnax el aneN.

Pakfada ) fn(x) konverguje stefnomérné na intervalu | .

Dikaz. Necht jsou spinény podminky véty. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Podle Lem-
matu 1.1 existuje ny € N tak, Ze pron > ng alibovolnem € N plati ay+1 + an+2 +
+ .-+ 8nm < &. Pak pron > ng, libovolné m € N akazdé x € | plati

| frea () + -+ + Fram )] < [ fraa ) + - + [ Fram(X)] < @pey + -+ - + 8nem < €.

Tvrzeni nyni plyne z Lemmatu 5.2. O
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Priklad 5.4. Rozhodnéte, zdajefada ) S‘ggx stejnomeérné konvergentni naR.
n=1

ReZeni. Provéechnax € R, n e N plati | sinnx| < 1, aproto

1

_n2‘

sinnx
n2

éisel nafada ) n—12 je konvergentni (viz Pfiklad 2.1), proto podie Véty 5.1 fada
> ¥ konverguje stejnomeérné naR.

Wel erstrassovo kritérium je dobre prakticky pouzitelng, dava vsak pouze po-
statujici podminku stejnomérné konvergence. K formulaci dalSich kritérii, jejichz
diikaz |ze nalézt napr. v [8, 18], zavedme nasledujici pojmy:

O posloupnosti funkci { f,(x)} fekneme, ze je naintervalu | neklesajici, resp.
nerostouci, jestlize je Ciselna posloupnost { f,(Xo)} neklesgjici, resp. nerostouci
pro véechna x, € |. Posloupnost funkci, ktera je bud neklesgjici, nebo nerostouci
nal, se nazyva monotonni nal .

O posloupnosti funkci { f,(x)} fekneme, Ze je na intervalu | stggnomérné
ohraniCend, jestlize existujek € R, k > 0tak, ze pro vsechnan € N avSechna
x € | plati | fo(X)| < k.

Véta 5.2 (Dirichletovo a Abelovo kritérium). Necht { f,(X)}, {gn(X)} jsou po-
sloupnosti funkci na |, {g,(x)} je monotonni na |. Necht' je splnéna néktera
z nasledujicich podminek:

1. (Dirichlet) Rada > fn(X) ma stejnomérné ohranicenou posloupnost castet-
nych souctlla g,(x) = 0na l;

2. (Abel) Rada > fa(X) steinomérné konverguje na | a posloupnost {gn(X)} je
stejnomérné ohrani¢enana | .

Potomfada ) fn(X)0n(X) stejnomérné konverguje na | .
Z Dirichletova kritéria plyne nasledujici kritérium:

Dlsledek 5.1. Necht posloupnost ¢astetnych souctlifady > f,(x) jestejnomérné
ohraniCena naintervalu | a necht’ {a,} je monotonni Ciselna posloupnost takova,
Zelima, = 0. Pakfada ) a, f,(x) konverguje stejnomérnéna | .

Priklad 5.5. Dokazte, ze fada > &n”" konverguje stejnomérné na intervalu
[6,2m — §],kded € R, 0 < 8 < = (viz Obr. 5.2, 5.3).
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Redeni. V Prikladu 3.5-a) jsme dokazali, 7e danatadakonverguje naR. Vysetfeme
nyni stejnomeérnou konvergenci. Polozme f,(X) = sinnx, a, = % pron € N. Podle
Prikladu 3.5 je

sin x sin 2x

S(X) =sinXx+s8n2Xx+---+snnx =
snzx

takze L
ISh(X)| < —5 prox €[4, 2n — 5]
2
Posloupnost {a,} je zigimé nerostouci alima, = 0, a proto podle Dlsledku 5.1
konvergujefada > &n”" stegnomeérné naintervalu [, 2m — §].

Z obrazku 5.3 je vid&t, ze v bodech x = knt, kde k € N, se funkce bude
»trhat" a souCet fady neni v téchto bodech spojitou funkci. Poznamengjme, ze
uvedena fada se nazyva Fourierovou fadou ajeji soucet je >~ 2, S‘”n”X = —X)
pro x € (0, 2x) (viz cviceni 8.12).

1.5

0. 51

- O 5+

-1.5¢

Obr. 5.2: n-ty Castetny soucet fady Y o, S‘”"X pron=1,4,35 X € [0, 27]

ﬁg Obrazky 5.2 a5.3 byly vygenerovény pomoci procedury CSsoucet R

> CSoucetR := proc (fce, p, i, rp, ri)

> RETURN(dlspI ay(seq(pl ot (unappl y(sun(fce [
> =1..0),p)(p),p =rp,labels =["", “°],
> discont=true), o =ri)))

> end:

\%

wi th(plots):
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Obr. 5.3: n-ty Castetny soutet Fady Y 2, 52X pron = 45

> sl1:=CSoucetR(sin(n*x)/n,x,n,0..2*Pi, 1):

> s2:=CSoucet R(sin(n*x)/n,x,n,0..2*Pi, 4):

> s§3:=CSoucet R(sin(n*x)/n, x,n,0..2*Pi, 35):

> display(sl, s2,s3);

> CSoucetR(sin(n*x)/n,x,n,-3*Pi..3*Pi, 45);
K vytvareni animovanych obrazkli mtizeme pouZzit proceduru Ani nR:

> AninR := proc (fce, p, i, rp, poc)

>  RETURN( ani mat e( unappl y(sun(fce,i=1 .. 0),p)(p).,
> p =rp,0 =1 .. poc, franes = poc))

> end;

Radu peknych prikladfi na stejnomérnou konvergenci &selnych fad je mozno najit
na adrese http://adel a.karlin.mff.cuni.cz/kam/"pyrih/animace/k0061/kapitola.htm. ﬁ%

NegjjednodussSim kritériem pro stegnomérnou konvergenci posloupnosti je pa-
trné nasledujici upraveny ,, prepis definice”:

Véta 5.3. Necht' { f,(x)} je posloupnost funkci na | a
an = sup{| fa(x) — F(X)[; x € 1}.
Plati f, = f na |, prave kdyz je posloupnost {a,} nulova, tj. lima, = 0.
Priklad 5.6. Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci nasledujicich posloupnosti:

a fax)=x", xe[0,1) b) fa(x) =arctgnx, x e R.


http://adela.karlin.mff.cuni.cz/kam/~pyrih/animace/k0061/kapitola.htm
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ReSeni. a) Pro kazde x € [0, 1) plati r]Iim x" = 0. Limitni funkci posloupnosti {x"}
jetedy f(x) = 0. Avsk a, = sup{|x"]; x € [0,1)} = 1, a proto podle Véty 5.3
neni posloupnost {x"} stegnomérné konvergentni na [0, 1).

b) Podle Prikladu 5.1 b) plati

. T
lim arctghx = — sgnx, x € R.

n— oo 2

Avsak pro n € N libovolné plati
T T
8 = sup{| arctgnx — = sgn(x)[; X € R} = >

a proto podle Véty 5.3 neni dana posloupnost stggnomérné konvergentni na R.
Jiné zdlivodnéni, Ze tato posloupnost neni stejnomérné konvergentni, ukazeme
v nasledujicim odstavci pomoci spojitosti.

5.4. Vlastnosti stegnomérné konver gentnich posloupnosti
arad funkci

Stejnomérna konvergence je v teorii funkénich fad a posloupnosti velmi diilezita.
NaPrikladu 5.1 jsme ukazali, Ze bodova konvergence neni dostateCnou podminkou
k tomu, aby se nékteré dlilezité vlastnosti, jako je spojitost funkce, prenasely na
nomerné konvergentnich posloupnosti afad. Ngprve se budeme zabyvat otazkou
spojitosti, integrace a derivace pro posloupnosti funkci a poté stejnym problémem
pro fadu funkci.

Véta5.4. Necht posloupnost funkci { f,(x)} stegnomérné konverguje naintervalu |
k funkci f. Jsou-li vsechny funkce f,(x) spojiténal,jei f(x) spojitanal.

Dllkaz. Necht xo € |.Bud ¢ € R, ¢ > 0libovolné. K Cislu 3 > Oexistujeny € N
tak, Zepron € N, n > ngaprovsechnax € | plati | f,(x) — f(X)| < £; speciané
tedy plati | f,,(X) — f(X)| < 5 pro vSechna x € |. Funkce fy, je spojitanal,
tedy i v bodé xo; proto k Cislu 3 existuje okoli O (%) bodu Xq tak, ze | fny(X) —
— fry(X0)| < § pro vSechna x € O(Xp) N I. Odtud plyne pro x € O(Xp) N |
vztah | f(x) — f(Xo)| = | T(X) = fny(X) + oy (X) = fng(X0) + Fp(X0) — F (X0)| <
< ) = fag 001+ g (X) = frg(X0) [ + [ frg(X0) — f(X0)| < §+ 5+ £ =&, oz
dokazuje spojitost funkce f v bodé xo. Bod Xq byl vSak libovolny, a proto je f
spojitanal . O
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Priklad 5.7. Uvazujme posloupnosti funkci z Prikladu 5.1:
a) f,(x)=x", xe][0,1] b) f.(x) =arctgnx, x € R.

Funkce x" jsou spojité, avsak jgjich limitaneni spojitanalo, 1]. Proto posloupnost
{x"} nemUiZze byt natomto intervalu stejnomérné konvergentni.
Podobné plyne, Ze posloupnost {arctg nx} neni stejnomérné konvergentni naR.

Véta 5.4 fika, Ze stegnomérna konvergence je dostateCnou podminkou pro to,
aby limita posloupnosti spojitych funkci byla spojita. Nasledujici véta ukaze, ze
Vv pfipadé monotonni posloupnosti je predpoklad stejnomérné konvergence nutny.
Dikaz Ize naézt v [8, 15].

Véta 5.5 (Diniho). Bud { f,(x)} monotonni posloupnost spojitych funkci na inter-
valu [a, b] anecht’ f, — f nal. Jeli funkce f spojitana[a, b], pak f, = f na
[a, b].

Véta 5.6. Necht’ posloupnost funkci { f,(x)} steggnomérné konverguje na intervalu
[a, b] k funkci f. Jsou-li vSechny funkce f,(X) integrovatelné na [a, b], jei f(x)
integrovatelna na [a, b] a plati fab f(x)dx = Iimfab fa(X) dx, tj.

b b
/(nlim fn(x))dx:nlim/ fr(X) dX.

Dikaz. Bud ¢ > 0 libovolné. K €islu e > Oexistujeng € N tak, Ze pro

véchnane N, n > ny avsdechna x € [a,b] plat |f,(x) — f(X)] < =&

Vyberme takové n > ng pevné; tedy pro vdechnax € [a, b] plati f,(x) — ‘Kbi_(l;ai
< f(X) < fa(x) + m Odtud mj. plyne, ze f je ohraniCena na [a, b], nebot
f, je ohranicena. Protoze f, je integrovatelna na [a, b, k Cislu § > 0 existuje
déleni D = {Xo, X1, ..., X} intervalu [a, b] takove, ze S(D, f,) — s(D, fy) < 3,
kde S(D, f,), s(D, f,) je dolni a horni souCet f, pfi déleni D (viz napf. [14]).

Oznaime-li m; = inf{ f (X); X € [Xi_1, X1}, Mij = sup{ f(X); X € [Xi_1, X1}, nj =
=inf{ fn(X); X € [Xi_1, X1}, Nj = sup{ fr(X); X € [X_1, X1}, plyne z pfedchozich

nerovnosti nj — m <m < M,i < ,Ni +m pro vsechnai :,1,..;,katedyi
Mi—m <N, —n; + m. Vynasobime-li tuto nerovnost kladnym Cislem (x; —
— Xj_1) aseCteme-li vSechny takto vzniklé nerovnosti proi =1, ..., k, obdrzime

k
S(D, f) —s(D, f) = S(D, fn) = s(D, fn) + 557 - (% — Xi—1) =
i=1

S(D, fn) —s(D, fy) +5 <5+5=¢.
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Jetedy f integrovatelnanala, b.
Bud nyni opét ¢ > 0libovolné. K ¢islu m > O existuje ny € N tak, ze pro
v&echnan € N, n > ngavsechnax € [a, b] plati | f,(X) — f(X)| < ﬁ Tedy

pro vsechnan € N, n > nq plati

b b
/fn(x)dx—/ f(x)dx

b
< [ 100 = 00l b= 55—

=

£ (b—a)=g<8,

t. lim 2 fo(x) dx = [ f (x) dx. 0

Lemma5.3. Bud | interval, xo € | a{f,(x)} posloupnost funkci, ktera stejno-
meérné konverguje na | ~ {Xo} k funkci f(x)!. Necht' pro kazdé n € N existuje
lim f,(x) = a,. Pak existujelima, aplati lima, = lim f(x),tj.

X—Xo X—Xo

lim (Iim fn(x)) = lim ( lim fn(x)).
n—00 \ X—Xg X—Xg \ N—00
Dilkaz. Bud ¢ > 0 libovolné. Podle Cauchyova-Bolzanova kritériak ¢islu § > 0

existuje ng € N tak, Zeprom > ng, N > ng avdechnax e | ~ {Xo} plati | fm(X) —

— a0 < 5. Tedy i lim [fn(X) — fa(0)] = |am — @nl < 5 < e prom = no,
— X0

n > no, takZe Ciselna posloupnost {a,} je cauchyovska, aproto také konvergentni.
Oznamelima, = a aukazme, ze lim f(x) = a.

X—Xg

Bud opét ¢ > 0 libovolné. K Cislu § > 0 existujen; € N tak, Zepron > n;
avsechnax € | \ {Xo} plati | fa(x) — f(X)| < 3. Protoze lima, = a, existuje
n, € Ntak, zepron > n, plati |a, — al < 5- Polozme n3 = max{ny, n,} azvolme
libovolng, aepevnén > na. Protoie)(li_)n)z0 fn(X) = an, k Cislu § existujeokoli O (xo)
tak, Zeprox € O(Xo) N1, X # X plati | f(X) —aq| < 3. Tedy prox € O(Xo) N 1,
X 7 Xo plati | f(x) —al < |f(X)— fa()|+[fa(X) —an|+|an —al < §+5+5 =¢,
coz dokazuje vztah XILn)w(0 f(x) =a. H

Véta 5.7. Bud { f,(x)} posloupnost funkci, které maji na otevieném intervalu |
derivaci. Necht { f,(x)} konverguje na | a { f/(x)} konverguje stegnomérné na I .
Pak funkce f (x) =lim fn(x) mana | derivaci aplati f'(x) =lim f/(x), tj.

(Jim, f200) = Jim_£;00.

Lstejnomérnou konvergenci namnozing | ~. {xq} rozumime stejnomérnou konvergenci nainter-
valech ur€enych touto mnozinou
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Dlkaz. Bud X, € | libovolny, ae pevny bod. Chceme dokazat, ze f'(Xo) =
=nlim fl(Xo), 1.

fOO—fxo) _ . fa(X) — fa(X0)

m ——— = = lim lim :

X—>Xo X — Xo N— 00 X—Xg X — Xo

Uké&Zeme, Ze posloupnost {f“(";:—)‘:g(x‘”} stejnomérné konverguje na | . {Xo}. Bud
e > 0 libovolné protoze { f/(x)} konverguje steinomé&néna |, k Cislue > 0
existuje ng € N tak, zZeprom > ng, n > ng avsechna x € | plati | f (x) —
— fi(X)| < e. Volme pro okamzik m > ng, n > ng pevnéax € |, X # Xo. Podle
Lagrangeovy véty existuje Cislo ¢ mezi xo a x tak, ze plati (fn(X) — fr(X)) —

— (fm(X0) — fa(X0)) = (f;(0) — f1(C)) (X — Xo). Ocltud plyne

fn(X) — fm(Xo) B fa(X) — fr(Xo)
X — Xo X — Xo

1
= |m (fmn(0) = fn(0) = (fm(X0) — fn(Xo»)‘ =[fn(©) — fr(0)] <e.

Proto je posloupnost {M} podle Cauchyova-Bolzanova kritéria

X—Xo

(Lemma5.1) stejnomérné konvergentni nal ~ {Xo}.
Nyni zigimeé
lim fa¥) — fax0) _ F(¥) — f(x0)
n—o0 X —Xp X —Xp

v 4. L fr(x)— f _
apro kazdén e N existuje lim n®—"n0) = /().

X—>Xg X—=Xo

Podle Lemmatu 5.3 existuje lim +2—C0 = {/(xo) aplati

X=X XX

fa(X) — fa(X0) _ fa(X) — fn(Xo) _

lim f (X)) = lim lim = lim lim
n—oo N— 00 X—Xp X — Xp X—Xg N—00 X — Xo
f(x)— f
= lim To0 - 1) _ f/(Xo).
X—Xo X — XO
Bod X, € | byl libovolny, tedy pro kazdée x € | plati f'(x) =lim f/(x). O

Nyni uvedeme véty o spojitosti, integraci aderivaci fady funkci, které budeme
pozd§i pouzivat umocninnych fad. Tyto véty davaji velmi mocny nastroj pro praci
s nekoneCnymi Ffadami tim, Ze umozhuji integrovat, resp. derivovat, stefnomérné
konvergentni fady ,,¢len po Clenu”.
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Véta5.8. Necht' fada funkci ) f,(x) konverguje stejnomérnénaintervalu | améa
soucet s(x). Jsou-li vsechny funkce f,,(X) spojiténa |, pakjei s(x) spojitanal.

Dllkaz. Necht {s,} je posloupnost ¢astetnych souttli fady > f,(x). Podle pred-
pokladu je s, = s na|. Avsak kazda funkce s,, jakozto soucet konetného poctu
funkci spojitych nal, je spojitanaintervalu | . Tvrzeni nyni plynez Véty 5.4. [

Véta 5.9. Necht fada funkci > f,(x) stejnomérné konverguje na intervalu [a, b]
a ma souCet s(x). Jsou-li vsechny funkce f,(x) integrovatelné na [a, b], jei s(x)
integrovatelna na [a, b] a plati

b © b b
/ s(x)dx = Z fa()dx, . / (Z f (x)) dx = Z fr(X) dx.
a n=1v& n=1 v2
Dlkaz. Je-li {sh(x)} posloupnost ¢astecnych souctli fady > f,(x), pak s, = s na
[a, b]. Kazdafunkce s,(x) vak, jakozto soucet konecného poCtu integrovatelnych
funkci, jeintegrovatelna na[a, b]. Podle V&ty 5.6 je s(x) integrovatelna na[a, b].
Da e podle tehoz tvrzeni je

b b b
/ s(x) dx = Iim/ S(X)dx = Iim [fl(x)+...+ fa(X)]dx =

b
I|m [/ fi(xX) dx + - / fr(X) dx] fr(X) dX.

1
0

Priklad 5.8. Jedanafadafunkci » r"cosnx = s(x), kde0 < r < 1. UkaZte, ze
n=0

jefunkce s(x) spojitanaR, aurcete fOZ” S(X) dx.

Regeni. UkaZme nejprve, Ze je dana fada stejnomérné konvergentni naR. K tomu
pouzijme Weierstrassovo kritérium: plati |r" cosnx| < r" pro vSechna x € R,
priCemz fada ) "r" je geometricka fada s kvocientem |r| < 1, tj. je konvergentni
naR.

ProtoZe danafada je stejnomérné konvergentni afunkce r" cosnx jsou spojité
naR, je spojitai funkce s(x). K integraci pouzijeme Vétu 5.9 a dostavame

o0

21 00 21 21
/ Zr”cosnxdx:Z/ r" cosnx dx = dx+
0 n=0 n=0 0 0
= [ =, [snnx7*
+Z r cosnxdx=2n+Zr =27,
— Jo - n - Jo
n=1 n=1
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Véta 5.10. Bud { f,(x)} posloupnost funkci majicich na otevieném intervalu |
derivaci. Necht’ ) fn(x) konverguje na | a ) f/(x) konverguje stejnomérné
na | . Pak funkce s(x) = ) f,(x) manal derivaci a plati

S(x) = (Z fn(x)) =) 0.
n=1 n=1

Dllkaz. Necht {s,} je posloupnost €astecnych souttli fady Y fn(x). Pak {s,} kon-
verguje na | a {s/} stejnomeérné konverguje na |. Podle Véty 5.7 ma funkce
s(X) =Y fa(X) derivaci na |l aplati

s'(x) = lim §,(x) = lim (f100) +---+ fr(x)) = Z f/(x).
n=1

0

Poznamka 5.2. Za silngSiho predpokladu nez je uveden ve Vété 5.10 — maji-li
funkce f,(x) spojitou derivaci na otevieném intervalu | — Ize dokazat uvedené
tvrzeni bez pouziti Lemmatu 5.3 a Véty 5.7 takto:

Necht s(x) = Y fa(X), S(x) = Y_ f/(x). Pak funkce S(x) je podle Véty 5.8
spojita na |. Zvolme xg, X1 € |, X; > Xo, libovolné. Podle Véty 5.9 je S(x)
integrovatelna na[xo, X;] aplati

fx);l S(x) dx = fx’él Y fdx =Y fx’él f/(x)dx =
=) (fax) = (X)) = 3 fa(Xx) — D fa(Xo) = S(X1) — S(Xo).

Jelikoz je S(x) spojita, mafunkce fx); S(t) dt = s(X) — S(Xg) podlevéty ointegrau
jako funkci horni meze (viz [13]) derivaci na | aplati S(x) = s'(x), §j. Y f(x) =
=5 (X).

Cviceni

5.1. UrcCete limitu f (x) nasledujicich posloupnosti { f,(x)} arozhodnéte, zda se
jedna o stejnomérnou konvergenci naintervalu | :

a fax)=x"—x?, 1=[0,1] c) fax)=e"™, | =R.

b) fa(x) = | =1, 00)

1+nx’

5.2. Urcete obor konvergence nasledujicich fad >~ f,(x):
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a) fn(x) =(Inx)" 0 fa(x) = %m -

b) fa(x) =x"tg

5.3. Pomoci Weierstrassova kritéria dokazte stejnomérnou konvergenci nasledu-
jicichfad )" f,(x):

8 fax) =%, 1 =[-1,1] d) fox) =57 I =R
b) fa(x) = ns,seR | =[-1,1] € fa(X) = sy | = [0, 00)
) fa(x) = 22 | =[-1,1] f) fa(X) = o2, | =0, 00).

5.4. Dokazte stejnomérnou konvergenci nasledujicich fad > fn(x):

a) fn(x) = 5‘% | =R C) fn(X)—%, | =[O0, c0)

b) fa(x) = In(1+n.xi ) X<aae @ f00= 5, 1=10.00).
elR
5.5. UrCete soucet Fady funkci > 22 r" cosnx = s(x), kde0 < r < 1, aovéfte, ze
funkce s(x) je spojitanalR (viz Priklad 5.8). _
Navod: Settéte Fadu Y 2o(r"cosnx +ir"sinnx) =Y 2 (re*)".

5.6. Jedanatada ) 2, ne ™. Rozhodnéte, zda je tato fada stejnomérné konver-
gentni na[8, co), § > 0, aurCete

In3 ©°
/ Z ne ™ dx .
In2

n=1

INTES.

. DERI . WZPOJIT,
Enm
.r
i
1|
]

Neni nic praktictéSiho nez dobra teorie.



Kapitola 6

Mocninnerady

V predchézejici kapitole jsme vySetfovali Fady funkci ) fn(x), jgiz Cleny
jsou funkce f,(x) definované na intervalu |. Jestlize za funkce f,(x) zvolime
mocninné funkce fn(X) = an(X — Xo)", pak takto vzniklou fadu budeme nazy-
vat mocninnou Ffadou. V této kapitole uvidime, Ze obor konvergence mocninné
fady je jednobodova mnozina nebo interval. Ukazeme, Ze mocninné fady jsou
stejnomérné konvergentni na kazdém kompaktnim podintervalu tohoto intervalu.
Jak plyne z pfedchazejici kapitoly, tato vlastnost umoziuje integrovat a derivo-
vat mocninné fady Clen po ¢lenu. V oddile 6.3 ukaZeme, jak 1ze funkce vyjadfit
pomaoci mocninnych fad.

6.1. Obor konvergence

Definice 6.1. Bud {a,}72, posloupnost redlnych Cisel, X, libovolné redné Cislo.
Mocninnou Fadou se stfedem v bodé X, a koeficienty a, rozumime fadu funkci
tvaru

o0
8o +8u(X — Xo) +8(X = Xo)? -+ +an(X = X)" + -+ = ) Bn(x — Xo)".
n=0

Poznamka 6.1. Bez (jmy na obecnosti |ze predpokladat, Ze stfedem mocninné
fady je Cislo Xo = 0. Jinak pomoci substituce x — X = y lze pfevést fadu o stfedu
v bodé X, hamocninnou fadu o stfedu v pocatku.

85
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Véta 6.1. Necht' > a,x" je mocninné Fada a necht

a=Ilimsup/|an| .

Je-li a = 0, pak Fada absolutné konverguje pro vsechna x € R —Fikame, ze
fada vzdy konverguje.

Je-li a = oo, pak Fada diverguje pro vsechna x # 0 — Fikame, Ze fada vzdy
diverguje.

Je-li 0 < a < oo, pak Fada absolutné konverguje pro |x| < é adiverguje pro

1
|X| > a

Je-li 0 < a < oo, pak se Cislor = 2 nazyva polomér konvergence ainterval
(—r, r) se nazyva konvergencni interval. Chovani fady v kragjnich bodech konver-
gencniho intervalu je tfeba vySetfit zvlast, protoze zavisi natvaru mocninné fady.
Oborem konvergence mocninné fady, ktera vzdy nediverguje, je proto konver-
gencni interval s pfipadnymi jeho krajnimi body, pokud v nich fada konverguije.

Jestlize fada ) a,x" vzdy konverguje, tj. a = 0, definujeme jeji polomér
konvergence jakor = oo ajgji konvergencni interval jako (—oo, 00).

Jestlize fada ) anx" vzdy diverguje, tj. a = oo, definujeme jeji polomér
konvergence jakor = 0.

Dlkaz Véty 6.1. Nejprve poznamengjme, Ze kazda mocninna fada > a,x" kon-
verguje ve svem stfedu, tj. v bodé x = 0. Pro lepsi srozumitelnost provedeme
diikaz za silngjSiho predpokladu, kdy existuje lim /[a,|. Obecny prfipad |ze doka-
zat obdobné; podrobny diikaz viz napr. [8].

Necht x # 0 je libovolné pevné Cidlo. Polozme ¢, = a,x" a vySetfujme
absolutni konvergenci Ciselnéfady ) c,. Podle odmocninového kritériatato fada
absolutné konverguje, jestlize plati

lim /|cal = 1lim /Janx"| = lim ¥/]aq[|X|" = |x|lim ]an| = [X|a < 1.

RozliSme tfi pfipady:

(i) Je-lia =0, pak lim.J/c,[ =0afada ) c, = Y a,x" konverguje absolutné
v kazdém bodé x € R.

(i) Je-li a = oo, jelim JY|c,| = oo pro véechna x # 0, tj. fada diverguje pro
v&echnax # 0.

(iii) Necht 0 < a < oo. Pak

. 1
limylch =xla<1l < |x|<5:r,

odkud plyne, zefada " c, = > a,x" konverguje absolutné pro |x| < r adiverguje
pro |X| >r. ]
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Poznamka 6.2. Existuje-li lim {/]ay| = a, pak mamocninnafada ) a,x" polomer

konvergence
1

" lim VT
(pfitom klademer = oo, je-lia=0,ar =0, je-li a = 00).
Podle Poznamky 2.1 plati, ze existuje-li lim |22 |, pak existuje také lim J/Tan]
a obé jsou s rovny. Proto pokud existuje tato limita, I1ze polomér konvergence
urcCit jako

ans1|
Priklad 6.1. UrCete polomér a obor konvergence nasledujicich mocninnych fad:

n—oo

r=|im‘

2 X" 2 on 2. nxn
a » — b > X" 0 > ~
n=1 n=1 n=1 ’
d) i M e) i <1 . E) n2 " f) i Ny 2N
n=1 n+ \/ﬁ n=1 n n=1

Reseni. @) Plati a, = % aproto polomér konvergence je

r=lim

n—o0

= |lim =1,

‘ an
an+1
tj. pro X € (—1, 1) fada absolutné konverguje. Je-li x = —1, dosazenim do dané
fady dostaneme Leibnizovu fadu Z(—l)”—lﬁ, ktera je konvergentni (viz Pri-
klad 3.1). Je-li x = 1, pak dostaneme harmonickou fadu ) % ktera je divergentni
(Pfiklad 1.4). Obor konvergence jeinterval [—1, 1).

ﬁy Re3me nyni tento priklad s vyuZitim Maplu, nejdfive opé metodou , krok za
krokem®.
> a:=n->1/n: rada:=Sum(a(n)*x"n, n=1..infinity);

o0 Xn
rada := —

n
n=1

Pro polomér konvergence dostavame:
> Limt(abs(a(n)/a(n+l)), n=infinity): %val ue(%;
n+1

lim |— | =1
n—o0 n

VySetiime nyni krajni body intervalu (—1, 1). Dosazenim krajnich bodll do
dané fady dostavame Ciselné fady — o jgjich konvergenci, resp. divergenci



88

Mocninné Fady

rozhodneme pomoci procedury csum Procedura vraci hodnotu t r ue (fada
konverguje) nebo f al se (fadadivirguje).

>

read ‘csund.txt’:

kl: =subs(x=-1, rada);csumop(l,kl), n);
— (="
kl:=
2
n=1
true

k2: =subs(x=1, rada);csumop(1,k2), n);
>~ 1
k2 := Zﬁ
n=1

false

Tedy oborem konvergence jeinterval [—1, 1).

Nyni se pokusime vypocet poloméru konvergence zautomatizovat pomaoci
novych procedur. Uvadime nejdrfive procedury pomaocne (pouzivai se v pri-
padg, Ze stfed mocninné fady neni v bodé 0), vlastni vypocet pak provadi
procedura Pol omer ( r ada) . Parametr r ada zadavame ve tvaru a,x", pfi-
padné ve tvaru a, (X — Xo)".

vV V.V V V V V V VvV V

Nal ezni Stred : = proc (rada)

| ocal pocet, i, poradi, stred;

pocet : = nops(rada);

for i to pocet do if subs(x = 0,op(i,rada)) <>
subs(x = 1,op(i,rada)) then

poradi := i fi

od;

stred: = -op(1, subs(x = 0, op(poradi,rada)));
stred

end:
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> PrevedNaStred : = proc (rada)

> local stred, i, pocet, poradi,nocnina, vysledek;
> pocet := nops(rada); for i to pocet do if

> subs(x = 0,o0p(i,rada)) <> subs(x = 1,op(i,rada))
> then poradi :=i

> fi od;

> stred := Nal ezni Stred(rada);

> nocnina : = op(2, op(poradi,rada));

> if type(rada,‘'”™")

> then vysledek := x"op(2,rada)

> else

> vysl edek : = rada/op(poradi,rada)*x  nocnina fi;

> vysl edek

> end:

> Poloner := proc (a)

> local r, nrada, i, pocet, poradi,

> nocnina, y, f, g;

> nrada : = PrevedNaStred(a); pocet := nops(nrada);
> for i to pocet do if

> subs(x = 0, op(i,nrada))<>subs(x = 1,o0p(i,nrada))
> then poradi :=1i fi od;

> npocni na : = op(poradi,nrada);

> if type(nrada,‘”*) thenr := 1 else

> nrada :=nradal/ nocni na;

> f:= solve({y = op(2, nocnina)}, {n});

> g := subs(y = n,op(2,op(f)));

> nrada := subs(n = g, nrada);

> r :=limt(abs(nrada/subs(n = n+l, nrada)),

> n =infinity)

> fi;

> end:

Regeni prikladu 6.1. a) s vyuZitim téchto procedur vypada takto

>~ Pol oner (op(1, rada));
1

tj. polomér konvergencejer = 1. K urCovani poloméru konvergence je mozno
pouZit i proceduru PSconv z baliku mat h [19] .

> W th(math): #pouze, pokud je balik instal ovan

> PSconv(rada);


http://sunsite.informatik.rwth-aachen.de/maple/maplev.html
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b) Pro polomér konvergence plati

| an . 2n+1? 1. nP+2n+1
r=Iim =lim ————==-Iim —— =
ans1 n—-oco N22n+l 2 n—»oo n2
- s . _ 1 z z ~
V krajnich bodech intervalu x = 45 dostavame fady
(0.@) (0.@)
—1)" 1
DI
n=1 n=1

které konverguji. Proto je oborem konvergence interval [—3, 3].
ﬁ@ K feSeni dale vyuzivame obeé vySe uvedené procedury.

1

>

> rada:=Sum(2"n*x"n/(n"2), n=1..infinity);

=, 2nxn
rada:=» —
n=1
> Pol oner (op(1, rada));
1
2
> kl:=subs(x=-1/2,rada); csun{op(l, k1), n);
00 2n (__1)n
— 2
n=1
true
> k2:=subs(x=1/2,rada); csumop(1, k2),n);
1
2 G
= n;: 2
true

Znamena to, Ze v krgjnich bodech x = ﬂ:% fada konverguje, tj. oborem kon-

vergence jeinterval [—31, 1].
c) Pro tuto fadu je a, = 5, aproto

an

an+1

. n(n+1)! )
=lim =limn = oo.
n'(n+1)

r =1lim

Obor konvergence jeinterval (—oo, co) —fadavzdy konverguje.

s
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s

> rada:=Sum(n*x"n/(n!'), x=1..infinity);

nx"
rada := Z -

X=1
Pouzijeme-li proceduru PSconv autoraA. F. Wal ze dostavame chybny vysle-
dek:

> PSconv(rada);

1
Nami uvedena procedura Pol omer dava
> Pol oner (op(1, rada));
0
coZ je spravny vysledek.
d) Stfed této fady je bod X, = —2 a polomér konvergence

n+1++n+1

= lim =1
n— o0 n+ﬁ

Konvergencni interval jeproto x € (—3, —1). V bodé x = —3 jefada

= (C)"(-3+2" &1
2 n+./n _§n+ﬁ

n=1

an
an+1

divergentni, napf. pouzijeme-li srovnavaciho kritéria s fadou % V bodé x =
= —ljefada) ﬁ;i}; konvergentni podle Leibnizova kritéria (Véta 3.1). Proto je
oborem konvergence interval (—3, —1].

gy Opét otestujeme obé procedury. V tomto pripadé procedura PSconv dava
spravny vysledek, naopak naSe procedura vyzaduje asistenci:
> a:=n->1/(n+sqrt(n)):
rada: =Sun((-1) "n*a(n)*(x+2)"n, n=1..infinity);

\

(@]

(D" (x+2"
rada :=
> PSconv(rada);
1
> Nal ezni Stred(op(1, rada));
-2

> Pol oner (op(1, rada));
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i (—)"(N+1++/n+1)
n=oo | (N+ /M) (=)D
Zde Maple neni schopen spocitat uvedenou limitu. Po Upravé (odstranéni
absolutni hodnoty) jiZ dostavame spravny vysledek.
> limt(a(n)/a(n+l), n=infinity);
1
> kl:=sinplify(subs(x=-3,rada));csumop(l, kl),n);

- (=D
kl =
false

> k2:=subs(x=-1,rada); csumop(1, k2),n);

e (=D
kz'_;n+ﬁ

true

€) Pro polomér konvergence plati

. 1 _ 1 _ 1 1
r=1Iim =liMm——==lim——— =

n/lanl n/(1+ %)nZ (1+ %)n é .
V kragjnim bodé x = é neni splnéna nutna podminka konvergence (Véta 1.1), nebot
uzitim I’ Hospitalova pravidla | ze ukazat, ze

’ (1+%w2_r @+Hm" 1
m o —|m( o )—Te

Proto také v bodé x = —% neni splnéna nutnd podminka konvergence a oborem
konvergence jeinterval (—1, 2

e’ e’’
f) Zdeje

[ 2% pron=2k,
@71 0 pron =2k — 1.

Pak pron = 2k je ¥/[as] = ¥/ =+/2apron =2k — 1je V/Jan] = 0, ;.

Vi = V2 pron =2k,
@11 o pron =2k — 1.
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Proto limsup </Tan| = /2 a polomér konvergence jer = % V krajnich bodech

X = i\/ii neni splnéna nutna podminka konvergence, nebot lim 2”(%5)2n = 1.

Oborem konvergence je tedy interval (—%, %).

6.2. Vlastnosti a souCet mocninné rady

Jak vime z Kapitoly 5, klicovou roli u funkcionanich fad hragje stejnomérna kon-
vergence. Nasledujici vétafika, najakém intervalu je mocninnafada stejnomérné
konvergentni.

Véta 6.2. Necht'r > 0 je polomér konvergence mocninné fady > a,x". Pak
tato Fada stejnomérné konverguje na kazdém uzavieném podintervalu [—p, p]
intervalu (—r,r).

Dikaz. Necht x € [—p, p], kde0 < p <. Pak
aaX"| = [an|IX"] < lanlp",

pricemz Ciselnafada > _ |aq|p" konverguje podle Véty 6.1. Z Weierstrassova kri-
téria (V&ta5.1) plyne, zefada ) _ a,x" konverguje stejnom&néna[—p, p]. O

Tato vétamanasledujici tfi diisledky o souctu, integraci aderivaci mocninnych
fad.

Dlsledek 6.1. Necht mocninna fada >_ a,x" ma polomér konvergencer > 0.
Pak soucet této Fady je spojita funkce naintervalu (—r, r).

Dlkaz. Bud xq € (—r,r) libovolny, ale pevny bod. Pak existuje p (0 < p < )
tak, Xo € [—p, p]. Z V& 5.8, 6.2 a ze skuteCnosti, ze vSechny funkce a,x" jsou
spojiténalR, plyne, Ze soucet mocninnéfady je spojitafunkcenal—p, p]. Zgimena
je tato funkce spojita v bodeé xo, a protoze X, je libovolny bod z (—r, r), je tato
funkce spojitanaintervalu (—r, r). O]

Dlsledek 6.2. Necht mocninna fada " a,x" ma polomér konvergencer > 0.
Pak pro vsechna x € (—r, r) plati

o0

X X
00 00 X+l
n — n -
/(Zant)dt_Z/ant dt_Zann+1, (6.1)
n=00 n=0

0 n=0
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priCemz mocninna fada na prave strané ma stejny polomér konvergencer.

Dikaz. Vztah 6.1 plyne z Véty 6.2 a5.10. Dokazme, Ze mocninna fada na pravé

strané vztahu 6.1 ma stejny polomér konvergence. Dilkaz provedeme zasilngSiho

predpokladu, kdy existuje lim J/[a,]. Obecny pFipad Ize nalézt v [8, 15].
Pouzijeme-li Vétu 6.1 pro fadu na prave strané rovnosti (6.1), dostaneme

lim naf 18l _ lim "lan| _ 1

n+1 lim"/n+1 r’
nebot' lim "Y/|an| = Iim|an|nTll = lim(YJag]) ™1 = rlauiit’lml’Hospitalovapravidla
jelim "V/n+1=1. O

Z Dlisledku 6.2 okamzité plyne tvrzeni o integraci mocninné fady v konstant-
nich mezich:

Dlsledek 6.3. Necht mocninna fada Y a,x" ma polomér konvergencer > 0.

Pak pro libovolny interval [a, b] C (—r,T) plat’l
o0
an

d d — "t — ——a™ . (6.2

/(Zanx)x Z/ 3" dx = +1 nX:;n+1 (62)

Priklad 6.2. UrCete soucet mocninné fady ano x" a pomoci integrace této fady

n2"-

o
urete soucet Ciselnéfady Y -1
n=

Redeni. Danou mocninnou Fadu | ze setist jako geometrickou fadu s kvocientem x,
kde |x| < 1. Dostaneme

n 2 n 1
E X'=1+X+X+---+X +...:1 , X <l
— X

Poznamengime, ze Y ne o x" = 3%, x"ta [ x"1dx = X, Odtud plyne, ze

1
2 1
/ x"ldx = —,
5 n2n

apodlie Dlsledku 6.3 je soucet Ciselné Fady
o0 1 B oo % » B % oo " B
Z@—;/O X" dx—/0 (;x” )dx—

n=1
51 1
:/ dx=—In=-=1In2.
o 1—X 2
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Dlsledek 6.4. Necht mocninna fada Y a,x" ma polomér konvergencer > 0.
Pak pro vsechna x € (—r, r) plati

(Z anX”) =) @x") =) nax", (6.3)
n=1 n=1 n=1

priCemz mocninna fada na prave strané ma opét polomeér konvergencer.

Dikaz. Tvrzenioexistenci derivaces’ (x) arovnost vevztahu (6.3) vyplynouihned
z Véty 6.2 aVéty 5.9, jakmile dokazeme tvrzeni o rovnosti polomérti konvergence
fad v (6.3). Ukazme, Ze mocninna fada na pravé strané vztahu (6.3) ma stejny
polomér konvergence. Dllkaz opét provedeme za silngSiho predpokladu, kdy
existuje lim J/]an].

Pouzijeme-li Vétu 6.1 pro fadu na pravé strané rovnosti (6.3), dostaneme

1

lim "/nlan] = fim "/ lim "jasl = =
=
nebot lim "¥/Jaq] = lim |ay| 71 = |im<n |an|) =Lalim "/ =1 0

0
Priklad 6.3. Urcetepolomér konvergenceasoucet mocninnéfady >~ nx". Pomoci
n=1

o0
Ziskaného vysledku sectéte Ciselnou fadu ) .
n=1

Redeni. Poznamenejme, Ze soucet &iselné Fady Y o jsmeurcili v Prikladu 1.2 c),
ato pfimo z definice souctu fady. Ukazme nyni jiny postup scitani Ciselnych fad —
pomaoci mocninnych fad.

Uvazujme mocninnou fadu ) nx". Jgi polomé& konvergence je r =
= lim ‘ ai{ll I = 1. SouCet fady urime z rovnosti (x")’ = nx""* az véty
o derivaci fady (Dlsledek 6.4). Dostavame

o e¢} o o0 / X / X
nxX"=x Y nx"t=x) x") =x x") =x =

dome =x om0 =x( L) <x(75) =

n=1 n=1 n=1 n=1

pro vSechna x € (—1, 1). Odtud dosazenim za x =  dostaneme

. n
Z?_(l_l)zzz'

n=

I\Jll—‘
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Zname-li soucet mocninné fady, miizeme urGovat soucty Ciselnych fad pro
vSechna x leZici uvnitf konvergencniho intervalu. Chceme-li urcit soucet Ciselné
fady v krajnim bodeé konvergencniho intervalu, je tfeba pouzit nasledujici Abelovu
VEtU:

Véta 6.3 (Abelova). Necht’ mocninna fada ) a,x" ma polomér konvergencer,
kde0 < r < oo anecht' jev bodé x =r tato Fada konvergentni. Pak soucet s(x)
této Fady je funkce Zleva spojita v bodeér, tj. plati Iinrw S(X) =Y anr".

X—>I_

Dlkaz. Staci ukazat, Ze za uvedenych predpokladll je konvergence fady > anx"
stejnomérnanaintervalu [0, r]. Prox € [0, r]jea,x" = a,r" (%)n; protoze Y anr"
je konvergentni Ciselna fada, konverguje stejnomérné na [0, r ]. Dale posloupnost
{ (%)n} jena[0, r] nerostouci a stejnomérné ohranicena posloupnost funkci. Tvr-
zeni nyni plyne z Abelova kritéria (Véta 5.2). O

Priklad 6.4. Vyjadfete funkci In(1 + x) mocninnou fadou a odtud urCete soucet
Leibnizovy Ffady Y~ (—1)" 3.
n=1

Redeni. Pro x € (—1, 1) plati

=1—x+x2—=x3+...

1+ X

Odtud podle Dlsledku 6.2 obdrzime pro x € (-1, 1)

0

In(1+X) = / (1—t+t%— ) dt =
2 o0 n
:X_X_+X___ :Z( 1)n 1X )

n=1

2 3

Pro x = 1 dostaneme Leibnizovu fadu > (—1)"~ 1 , COZ je konvergentni fada, a
proto podle Abelovy véty (Vé&ta6.3) jejgi soucet

00 (_1)n—1 .
E = lim In(1+X) =In2.
n X—>1—

n=1

Poznamengime, Ze pro x = —1 fada diverguje, a proto Ziskany rozvoj funkce
In(1 + x) do mocninné fady plati naintervalu (—1, 1].

Priklad 6.5. Urcete polomér konvergence a soucet nasledujicich fad:
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X4n 3

P b) 3 n(n+2)x".
n=1

ReSeni. &) Pro polomér konvergence plati r = limsup /@, = lim ¥ = 1.
Derivaci fady €len po ¢lenu dostaneme

o0 4n 3 ana _
n—
R
pro x € (—1, 1). Odtud integraci arozkladem na parcidni zlomky plyne

ix““ /x (S Y s S th+1/X dt
4n 1—t4 40, 1—t 4O 1+t 2, 1+t2’

n=1

odkud dostavame

O x4n-3 1 1+x 1
Z - + Zarctgx, X e (—1,1).
an 4 T x>

n=1

b) Nedfive upravime n-ty Clen fady tak, abychom jg vyjéadrili pomoci deri-
vace:

(Xn+2)/ — (n + 2)Xn+1, pak (n + 2)Xn — ; (Xn+2)/ .

Dalsim derivovanim dostavame

/

n(n+2)x"! = (; (x”*z)/) , pak n(n+2)x" =x (; (x”*z)/) .

Nyni dosadime do fady

= n = n+ ,_ 1 = n+ / ,_
nlen(n+2)x nX:x< ) ) -x(; (;x 2)) =

=1

(1 x3 /> (3x—2x2)/
- =x =) .
X (1—x)2

3-—X
(1-x)3

Po Uprave je soucet fady
(0.@)

Y n(n+2)x"=x

n=1

pro |X| < 1.
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Odtud napr. pro x = = dostaneme soucet Ciselné fady

1
3

in(n+2)_ 3-5 _8 &
— 3 3<_%)3 9 8

Poznamka 6.3. Mgji-li dvé mocninné fady ) a,x" a ) byx" stejny polomér
konvergence a tyz souCet na konvergencnim intervalu, pak plati a, = b, pro
véechnan e N. Dukaz |ze nalézt napr. v [8, 18].

6.3. Taylorovaa Maclaurinovarada

Na rozdil od pfedchazejiciho odstavce, kdy byla dana mocninna fada a urCovali
jsme jgi soucet, budeme fesit opatnou Ulohu: danou funkci budeme rozvijet do
mocninnéfady, tzv. Taylorovy fady. Rozvoje funkci do mocninnych fad maji velké
aplikace, kterym je vénovana nasledujici Kapitola 7.

Pfipomenme Taylorovu vétu z diferencialniho poCtu, kdy je funkce vyjadfena
vetvaru polynomu a zbytku: Necht' f jefunkce, kteramaderivace az dofadun+1
v uzavienem intervalu |, jehoz krajni body jsou Cisla x a xq. Pak plati

/ Q)
f(xO)(X_XO)+___+ F™ (x0)

f(x) = f(x) + (X — Xo)" + Ry (),

1! n!
kde R,(x) je Taylorliv zbytek, pro ktery plati
_ (X — XO)n+1 (n+1)
R.(X) = Wf (), kded el, ¥ ZX, Xo. (6.4

Je proto prirozené zavést nasledujici definici:

Definice 6.2. Necht funkce f ma v bodé x, derivace vSech Fadll. Mocninnou
fadu
— ™ (x0)

(X = X0)"

n=0

nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodeé x.

. , . v 1y , . & fm
Je-li Xo = 0, mluvime o Maclaurinové fadg, ktera je tedy tvaru ) %x” :
n=0

Obecné nemusi platit, Ze soucet Taylorovy Fady funkce; f jeroven této funkci.
Nasledujici dvé véty udavaji podminky, kdy tato rovnost plati.
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Véta 6.4. Necht funkce f ma v néjakém bodé x, derivace vech Fadi. Pak plati

o0

0
f00 =3 12 gy (6.5)

!
— n!

na intervalu | obsahujicim bod X, prave tehdy, kdyz pro posloupnost {R,(x)}
Taylorowvych zbytkl plati r]Iim R,(X) =0 provsechnax € I.

Dlkaz. Rovnost (6.5) plati na | praveé tehdy, kdyz lims,(x) = f(x) prox € I.
AVSK 5,(X) = Th(X) = f(X) — Ry(X), takZe lims,(x) = f(x) prave tehdy, kdyz
limR,(X) =0nal. L]

Poznamka 6.4. Da se ukazat, ze lze-li funkci f na ngakém intervalu I, jehoz
vnitfnim bodem je Xo, rozvést do mocninné fady o stfedu Xo, pak je takovy rozvoj
pouze jediny aje souCasné Taylorovym rozvojem funkce f . Dllkaz tohoto tvrzeni
|ze nalézt v [8].

Véta 6.5. Necht' funkce f ma na otevieném intervalu | derivace viech radll a
necht’ posloupnost { f ™} je stegnomérné ohraniena na |. Pak Taylorova fada
funkce f v libovolnémbodé xy € | konvergujena l k f, tj. plati (6.5).

Dlkaz. Podle predpokladu existuie k € R, k > 0 tak, ze |[f™(x)] < k pro
vSechnan € N avéechnax € | . Podle (6.4) je Ry(X) = f((::i;’) (X — Xo)™*, odkud

IR.(X)| < ﬁ X — Xo| ™. Protozefada y" (nffl)! IX — Xo| ™! konverguje pro kazdée

x € |, jak se snadno presveédCime napf. podilovym kritériem, plati podie Véty 1.1

lim IX — X|™ =0, proto limR,(x)=0, xel.

(n+1)!

Tvrzeni nyni plyne z Véty 6.4. O
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Priklad 6.6 (Maclaurinovy Fady elementéarnich funkci).

2

X X X" <X
(1) ex—1+i+?!+...+_+..._z_

n' n=0 !

x3 x2n+1 > x2n+1
(2) sSNX=X——+.--+(=1)" =Z(_ )

3 (2n+1)! pers n+1)!
(3) cosXx =1 — X—2 + ... 4 (_1)!’] in +...= i(_l)n in

2 (2n)! 2" n,

= x? n+lxn — - n+1Xn
4 |n(1+X)—X—E+---+(—1) F+..._;(_:|_) —
00

5 1+x)3=1+ X+.--+ X"+... = XN
® aoor=as (e ()er=3(0)

kdea € R acislo
a\ a@-l@-2...a—n+1)
(n) - n!
je binomicky koeficient.

Rozvoje (1), (2) a(3) plati prox e R, (4) prox € (—1,1] a(5) prox € (-1, 1).

Obr. 6.1: Funkce In(1 + X) a n-ty Castetny soucCet Maclaurinovy fady této
funkcepron=1,2,3
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Reseni. Rozvoj (4) byl jiz odvozen v Prikladu 6.4 aje znazornén na Obr. 6.1.
gy Ukazme nyni narozvoji funkce In(1 + x) nékteré moznosti, které nam Maple
poskytuje pro podporu tématu Taylorova fada.
> f:=x->I n(1+x);
f=x—=1In1+Xx)
Urcime Taylorlv polynom 3. stupné se stfedem v bodé 0. Spottéme potiebné

derivace funkce f:
> derivacel: =(D)(f);

derivacel = x —

1+X
> derivace2: =(D@®) (f);
derivace2 .= x — — !
(1+x)?
> derivace3: =(D@™) (f);
derivace3 :=x — 2
(1+x)3

Podle véty 6.4 plati:
> Tayl oruvPol ynoni 3] : =f (0) +deri vacel(0) *x+
> derivace2(0)*x" 2/ 2+derivace3(0)*x" 3/6;
1 1
TayloruvPolynom, := x — > x2 + 3 x3

Tento postup |ze zobecnit pro libovolnou funkci (splhujici pfedpoklady definice).
> Tayl orPol : =
> (f,x0,n)->sum((D@@) (f)(x0)/i!*(x-x0)"i,i=0..n);
n 0] — w0\l
TaylorPal := (f, x0, n) — ©® )(f)();?) x—x0
i=0 :

> Tayl oruvPol ynom =Tayl or Pol (f, 0, 3);

1 2 1 3
TayloruvPolynom := x — 5 X+ 3 X

Ke kontrole vypottu miizeme pouZzit preddefinovanou proceduru t ayl or . Pro-
ceduru volame prikazem t ayl or (f, eqgn, n) , kde egn jerovnicetvaru x = c,
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c je stfed Taylorova polynomu. Zapis x = ¢ lze zkrétit pouhym c. Pro takto zadané

n plati, zeje-li T(x) Taylorliv polynom stupnén —1aR(x) = | f (x) — T(x)|, pak

lim B®
X—0 X" )

> taylor(f(x),x=0,4);

1 1
X —=x2+=x3+0(xY
2 3

Vysledkem je datova strukturatypu ser i es. Pfevod na datovy typ poly-
nom provedeme prikazem:
> Tayl oruvPol ynom =convert (% pol ynom ;
1

1 2 3
TayloruvPolynom := x — > X+ 3 X

Nyni vytvorime procedury pro animaci Taylorovych polynomd:

> Wth(plots):
Vyznam parametr{l procedury TRada je shodny s funkci Tay! or Pol .
ProceduraTPI ot s vytvori n-clennou posloupnost, kdei -ty ¢len jegraf Taylorova
polynomu i -tého stupné.

> TPlots := proc(f,x0,n,int_x,int_y, degree)

> local p,text,tplot,j, bar:

> option renenber:

> p:=[]:

> bar:=1/n:

for | from1l to n do

> tplot:=plot(TRada(f, x0,j),x=int_x,y=int_y,

> thickness=2, col or=COLOR( RGB, 0+ *bar, 0, 1-j *bar));
i f degree then

> text:=textplot([op(l,int_x)+op(2,int_x)/10,

> op(2,int_y),cat(‘Stupen',j)],align=BELOW;

> p:=p,[display(tplot,text)] else

> p:=p,tplot;
> fi;

> od:

> end:

Pfikazem Tplots(f, x0, n, int_x, int.y, degree); proceduru
pro vykresleni volame. x0 je stfed Taylorova polynomu, n jeho stupen, i nt _x
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ai nt _y rozsahy zobrazovanych hodnot na osach x a y a konetné degr ee je
promeénna, jez nabyvalogickych hodnott r ue nebof al se. Pokudjejgi hodnota
t rue, vypisuje sev grafu i stupen Taylorova polynomu.
> TaylorAnimat := proc(f,x0,n,int_x,int_y)
> local p,fplot,tplots:
p: =TPl ots(f,x0,n,int_x,int_y,true):
fpl ot:=display(plot(f(x),x=int_x,y=int_y,
> col or=aquanari ne, t hi ckness=3)):
> tplots:=display(fplot,p):
> display(tplots,fplot);
> end:
> TaylorAnimat2 := proc(f,x0,n,int_x,int_y)
> local d,j,fplot,tplots:
> option renmenber:
> d:=[]:
> for j fromlto n do
> d:=d,[display(TPlots(f,x0,j,int_x,int_y,false))]

> od:
fplot:=plot(f(x), x=int_x, y=int_y,
col or =aquamari ne, thickness=3):

> tplots:=display(fplot,d):

> display(fplot,tplots);

> end:

Vyznam parametrll u procedur Tayl or Ani mat a Tayl or Ani mat 2 je
shodny s procedurou Tpl ot s. Procedury se liSi ve zplisobu zobrazovani ani-
mace, procedura Tayl or Ani mat zobrazuje spolu s plvodni funkci vzdy
pouze jeden z Taylorovych polynomil, procedura Tayl or Ani mat 2 do grafu
Taylorovy polynomy postupné pfidava. Animace s je mozno prohlédnout ﬁ%
na CD-ROMu v souboru pdf/nradanmé.pdf.

Ve vSech ostatnich pripadech byl tvar Maclaurinovy fady nalezen v diferen-
cidnim poctu, viz napf. [13]. Zbyva ové&it, Ze souCet Maclaurinovy fady dané
funkce f je pravé tato funkce f.

(1) Jeli f(x) =€, pak f™M(x) =€ provéechnan e N, takzeje-lir € R,
r > 0,je|f™x)| < €& na[-r,r]. Podle Véty 6.5 konverguje fada (1) k € na
[—r,r]. Protozer € R,r > 0bylo libovolng, plati tvrzeni.
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(2) Protoze sin™ x = sin(x + n%), pro f(x) = sinx plati | f™(x)| < 1 pro
vSechnan € N avsechnax € R. Z Véty 6.5 pak plyne tvrzeni.

(3) Dlikaz tvrzeni pro funkci cosx je anaogické jako pro sin x.

(4) Pro funkci f (x) = (1 +x)2 vyjadiime Taylorliv zbytek v Cauchyové tvaru
(viz[13]):

f (n+1) (@X)

- x"1 - o)", kde0 < ® < 1.

Ro(X) =

Pak plati

a@—-121---(a—n
n!

a@—-1---(a—n 1—-0\"
( ) ( )Xn+l (1+®X)a—1.
n! 1+0OX

(1+0x)* X" 1-0)" =

Rn(X)

Je-li x = 0, je tvrzeni véty zZigme. Jeli x € (—1,1), x # 0, pak fada
> aebe@-hyn+ ghsolutné konverguie, jak se snadno presvédcime podilovym
krlterlem Z Vety 1.1 dostavame lim 2@=@-0 ym+1 = o Dgeplati 0 < <1,
tedy;i 0 < (£2)" < 1 prokazden e N.

Konetnéje (1—|x))2 ! < (1+0x)3 1 < (1+]x))3L. Odtud tedy lim R,(x) = 0
naintervalu (—1, 1) atvrzeni plyne z Véty 6.4.

1+()X

8,

-1 0 X 1

—2

Obr. 6.2: Funkce (1+x)° ajgji Maclaurinovy polynomy 1, 1+3x, 1+3X+3x2
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Poznémka 6.5. Rada )" (%)x" se nazyva binomicka Fada. Dva jeji specialni pri-
pady jsou dobfe znamé ze stiedni Skoly:

a) Necht a = n, kden € N. Pro k < n je binomicky koeficient (}}) znamé
kombinacni &islo, prok > n+1je (}) = 0. Plati proto

sonreae (e () ()
1 2 n

coz je binomicka véta.
b) Necht a = —1. Plati (') = 220D = 1)k aproto

L+x) t=1—-x+x2—...,
coZ je geometricka Fada.

Priklad 6.7. Rozvinte nasledujici funkce do Maclaurinovy fady a urCete jejich
obor konvergence:

3 100 =L Q) 100.=1n(2)

b) f(x)=arctgx d) f(x)=ex.

> s . _ . _ _ _1 .,
ReSeni. a) PoloZime-li —x? = t, dostaneme funkci \/11_7 = \/% = (1+1t)"z. Ji

rozvoj do binomické fady je

_1 _1 _1 —1
(1+t)_%=1+( 2)t+( 2)t2+< 2)t3+---< 2)t”+~--=
1 2 3

n
P PO G A G PSRN o ) R ) Al ) R G- Y SO
1! 2! n!
=1—}t+it2—£t3+---+(_1)n3'5"'(2n_1)tn+,,,
2 222 233! 2"n!

naintervalu (—1, 1). Dosazenim zat = —x? dostaneme poZzadovanou Maclauri-
novu fadu

1 1, 3, 3.5...(2n—1) ,
=1+ X%+ — x4+ .+ X+, X < L
V11— X2 2 222! 2"n!
b) Derivace dané funkce je (arctgx)’ = 1+1X2, coZ je soucet geometricke fady
skvocientem —x?, tj. plati
1 2 4
=1—-xX"+xX"—--- pro|x| <1

1+ x2
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Podle véty o integraci fady dostaneme pro x € (—1, 1)

X S x3 x5 x2n+1
arctgx = 1—t°+t"— .. )dt=x— —+— —...= _
ox= [ R A5 R M-y

Vyéet?eme kraini body konvergenén’lho intervalu x = +1. Protoze fady
> (=" (2n+1) ay (—pmt (2n+1) konverguji afunkce arctg x je spojitanaRR, plyne
z Abelovy véty (Véta6.3), ze uvedeny Maclaurintiv rozvoj funkce arctg x plati pro
X e[-1,1].

c) Plati In (2) = In(1+x) — In(1 — x). Podle Pfikladu 6.6 je

nw+x =Y D" xe (-1l
n=1

n

In(1 — X) =Z(—1)”—1# =—ZXF, X € [—1, 1).
n=1 n=1

Proto

d) Pouzijeme Maclaurinliv rozvoj funkce € = 1+ 3 + y.+D 4. pro

2! n!
t € R. Dosazenim zat = —x2 dostavame (viz Obr. 6. 3)

4 2

[e¢}
X
e X =1 P+ (1 e
2! — (2n )' zé;

, XeR

(2n)'

Priklad 6.8. Rozlozte v Taylorovu fadu nasledujici funkce:

a f(x)=2% vbodéx,=-2 b) f(x)=sin** vbodéx, = 2.
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05 -

-1 0 1
X

Obr. 6.3; Funkce e ** a n-ty &astetny soutet Maclaurinovy fady této
funkcepron=0,1,2

Reseni. a) Plati

n!
¥+l !

1 2
') =——, 170 = & f®x) = (="

x2’

Dosazenim do Taylorovy fady dostaneme

1 1 1 ) 1 0
f(X):_E (1+§(X+2)+Z(X+2) +---+?(X+2) +)

naintervalu (—4, 0).
b) Postupujeme obdobné jako v pfedchazejicim pfipadé: pro derivace plati

f'(x) = ncosxn

47 47
y 3 TT\2 . XT
o0 = —(5) s
) 3 T\ 3 X7
700 = —(5) cos. -

a po dosazeni do Taylorovy fady

_ m\*1 , [T\ (x—2?* n ()2 (X =27
f(X)-l_(Z) 2% 2 +<Z) T (Z) ey

naintervalu (—oo, 00).
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Priklad 6.9. Urcete Maclaurinovu fadu funkce tg X.

Reeni. Resme nejprve obecnou Glohu: Necht h(x) = <53 a predpokladejme, ze

zname Maclaurinovy rozvoje funkci f (x), g(x) vetvaru

F00 =) anx", gx) =) byx"
n=0 n=0

anecht by # 0. Rozvoj funkce h(x) hledame ve tvaru mocninné fady s neurcitymi

koeficienty, tj. h(x) = > ¢cyx". Zevztahu h(x) = % pak plyneg(x)-h(x) = f(x)
n=0

atedy

o0 o0 (0,0]
Z b, X" Z co X" = Z anx".
n=0 n=0 n=0

Takto obdrZime rovnost mocninnych fad a z Poznamky 6.3 plyne, Ze tyto fady
musi mit stejné koeficienty.
Oznatme

(0.@)
th=chx” =Co+ X +CoXP o+ X H -

n=0
adosadme do vztahu cosx - tgx = sinx Maclaurinovy fady téchto funkci.
Dostaneme

X2 X4 6 ) 3 X3 X5 X7

(1_E+E_E+...) -(C0+C1X+C2X +C3X +) :X_§+§_ﬁ+”.
Po roznasobeni leve strany obdrzime rovnost dvou mocninnych fad, které musi
mit stejné koeficienty. Porovnejme koeficienty u odpovidgjicich si mocnin:

x°: =0

xt: ¢ =1

X2 : —zi!co+02=0:>czzo

X3 —2C+C= -2 =>C=5—3 =3

4 . 1 1 - —
X" 3G —5C+C=0=0C=0
1

5. 1 1 -1 — 1 1 2
XX 76— 58+CG=g=0CG=5— 457t

23~ 15"

@]
Po dosazeni koeficientll do vyrazu tgx = > ¢,x" dostavame hledany rozvoj
n=0

1 3 2 5
tfgX =X+ =X+ —=x"+-.. prox e R.
3 15
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Priklad 6.10. Urcete soucet nasledujicich mocninnych fad:

(2n+1)x2n b S n241 n
a) Z ) Zo X"
n=

Redeni. @) S vyuZitim véty o zaméné derivace a sumace mocninné fady (Disle-
dek 6.4) miizeme danou fadu napsat ve tvaru

> (2n+1)x2n g R > X2 > x\
> =S ey (z )= (x2%)-

|
n=0 n= n=0 n! n=0 n:
Plati
proto
> (2n + 1)X2n 2 2
ZT =(xe) =e“(1+2x%) prox € R.
n=1 ’

b) Podle Maclaurinova rozvoje funkce €* je

8

Nyni uréime soucet fady Z Smor - K tomu upravime n-ty Clen fady takto:
nx" X"\ n2x" x" \\’
“(om) o (em))
2"n! 2"n! 2"n! 2"n!
lo%e) IN ! e’} n N
X
-2 ((em)) (X 5m)) -
n=l

n=0

- x <x (e%)’)/ _e

. vy 2 > o oy
Protoze obéfady > X", > 2’;:], konverguji, je soucet fady
n=0 n=0

Proto

o0

NIX

X X2
—_+ — ).
(5+7%)

M+l o« (X XP
> xX"=e2[Z+=+1) proxeR.
2"n! 2 4
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Historicka poznamka. NejjednodusSim prikladem mocninné fady je geometricka
fada

1
1+Xx+x2+x3... = .
1-Xx
Historicky prvni mocninnou fadu, ktera neni geometricka, objevili indicti mate-
matici jiz v 15. stoleti, ato fadu

x3 x5 X’
actgX =X — — + — — — +
3 5 7

sjejim dllezitym speciadnim pfipadem

T 1 1

e [

4 3 5
Bohuzel, tento objev nebyl dlouho znam, a tim neovlivnil rozvoj teorie mocnin-
nychfad. Teoriemocninnychfad bylazapocatav dobg, kdy N. Mercator publikoval

(1668) fadu
x2 x3 x4
IN1+X) =X — —+ — — —+
2 3 4

Racionalni funkce, napr. 1/(1 + x?), lze rozvést pomoci geometrické fady; rozho-
dujici objev ucinil 1. Newton (1665), kdyZ objevil obecnou binomickou fadu. Potée
Newton odvodil fadu

5

. 1, 3
arcsmx:x+6x + —=X" +

____X7 +
40 112

)

odkud pomoci inverze odvodil mocninnou fadu pro sin x. Podrobnosti z historie
nekonecnych fad |ze nalézt napf. v [4, 19].

CviCeni
6.1. UrCete polomér a obor konvergence nasledujicich fad:

& n+1 & x"
8 > X 0 Y (—pmx
n=1 n=1

anl

b) 3 2% d) > 52
n=1 n=1
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. n2
) 5 me ) 5
4n-3 o0
f) ZX ) S a™x" pro0<a <1
n=1
) e =
g 2 k) Zﬁx” proa> 1
n=1
(0.@)
h) 3 2%
n=1 2/

6.2. UrCete soucet mocninnych fad a polomér konvergence:

00 o )Nx2n+
A 3 nn+1x" N2 “oms
b) nzzl(—l)"”n?;‘fl) 9) Z -

& g1 yn—1y2n
C) nX:i(_l)n l)én—_l h) Z (n%Zn i()
d) Y (=D"@n+1)x NIDIES

n=0 n=1
e Z . j) onxnt

n=1

6.3. UrcCete soucet Ciselnych fad pomoci souctu mocninne fady:

3) i% 0) i(—l)”(Zn +1) (17

6.4. Rozvinte nasledujici funkce v Maclaurinovu fadu:
a e~ d) sinx?

b) cosx €) arcsinX

C) cosx?
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f) ﬁ K) cos" x

0) 3_12X ) x2eX

h) V1+x m) e<sinx
) In(1+¢€) n) —Incosx
j) %

6.5. Rozlozte v Taylorovu Fadu nasledujici funkce:

a) v/x3 vbodéx, =1 c) e vbodéxy=—2
b) £ vbodéx,=3 d) Inx vbodéx,=1

JestliZe fakta neodpovidaji teorii, je nutno je zavrhnout.



Kapitola 7

Uziti mocninnych rad

V této kapitole ukazeme néktera pouziti mocninnych fad. Kromeé pribliznych
vypoctll funkénich hodnot elementarnich funkci se mocninné fady pouzivaji pri
vypoctu limit aintegralli a pri feSeni diferencianich rovnic.

7.1. Priblizny vypocet funkcnich hodnot

Pfi ur€ovani funk&nich hodnot je vétSinou pozadovana velikost chyby, sjakou ma
byt tato hodnota pribliZzné urCena; pro jgi odhad pouzijeme Vétu 4.4 a4.5.

Poznamengjme, ze v prikladech, ve kterych pribliznou hodnotu funkce f (x)
budeme uréovat pomoci prvnich n ¢lenti prislusného rozvoje dané funkce, budeme
mit namysli prvnich n nenulovych ¢lenli tohoto rozvoje.

Priklad 7.1. Pomoci prvnich n ¢lenli uréete pribliznou hodnotu vyrazi:
a) /e (n=5) b) (1, )*2  (n=3) C) v245 (n=2).

Redeni. a) Pouzijeme Macl aurinovu Fadu funkce e (viz Priklad 6.6), kam dosadime
zax = 5 an =5, aohdrzime

1 1 1 /1\% 1 /1\° 1/1\*.
«/é:e2:]_+—+— — +—| = +—1 =z = 1,65
2 2\2 31\ 2 4\ 2

b) Pouzijeme Maclaurinovu fadu mocninné funkce (1 + x)2 (viz Priklad 6.6),
kam dosadime x = 0, 1, a = 1, 2, n = 3, adostaneme

1,2.0,2

(1L, D*?=1+1,2.0,1+ 0,1)%? =1, 12.

113
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c) Protoze Maclaurinova fada mocninné funkce (1 + x)@ konverguje pouze na
intervalu (—1, 1), je tfeba negjprve danou odmocninu upravit:

1

/oE = ; / 2 2 \*

245=./243+2=~3+2= 9351+ =) =3(1+—) .
v v ( 35 243

Nyni mlizeme pouZit rozvoj mocninné funkce a po dosazeni zaa =
n = 2 dostavame

- 2
,X—%a

gl

— 2 \% . 1 2.
245=3(|1+ — =3 1+§§3 :3,005

Poznamka 7.1. Vypocet odmocnin pomoci prvnich dvou ¢lenll binomické fady
neni nic jiného nez vypocet pomoci diferencialu funkce (1+x)2 abyl jiz pouzivan
ve staroindické matematice.

Priklad 7.2. UrcCete pribliznou funk¢ni hodnotu:
a) sin18° s chybou mendi nez 10~*  b) arcsin 0,45 s chybou mensi nez 103,

Redeni. a) Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce sin x (viz Pfiklad 6.6) apo dosa-
zeni x = 75 dostaneme

3 5
gn£=1_£(1> +£(£> P (7.2)
10 10 3!'\10 5! \10
coz je dternujici Ciselna fada. Podle Véty 4.4 je |R,| < an+1. Proto vezmeme-li
v rozvoji (7.1) prvni dva nenulové Cleny, bude chyba mensi nez tfeti (nenulovy)

Clenrozvoje, tj.
5

1 /7m\5 B _4
|R2|<—(—> ST,
5! \10 120 - 10°
Hledana hodnota je

) . T 1 /m\3.
sm18°=———(—) = 0,309.
10 31 \10

b) Odvodme nejprve Maclaurinovufadu funkcearcsin x. Jgji derivacejefunkce
(arcsinX)’ = (1 — x2)~2, jgiz rozvoj jsme urcili v Prikladu 6.7-a). Proto
12 3 4 +3.5...(2n_1)X2n+,,,

(arcsinX) = ———— =1+ =X+ —X"+.--
1—x2 2 222! 2nn!
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pro |X| < 1. Odtud integraci dostaneme

1 3 = (2n -1l x>
arcsinx = X + X3 + x5+...+:x+z( ) . ’
2:3 2225 2n.n! 2n+1

n=1

pro|x| < 1,kde@2n—D!'=(2n—-1)(2n—3) - -- 3- 1. Lze ov&it podle Raabeova
kritéria (V&ta 2.5), Zze v krgjnich bodech x = +1 Fada na pravé strané této rovnosti
konverguje. Protoze funkce arcsin X je spojitana[—1, 1], plati podle Abelovy véty
(Véta 6.3) uvedeny rozvoj i pro x = +1. Proto plati

X2n+1

o
2n — !
arcsinx=x+z( ) pro x € [—1, 1].
n=1

2.nl 2n+1
Pro odhad zbytku této Fady pouzijeme VEtu 4.5, podle ktere plati

an+1

q
R < lag|——, kde |—|<q< 1
|Ral < | ll—q a, q

UrCeme nejprve obecné gy v zavislosti na hodnoté x. Plati

_ana . (@n+Dll xS 2".nl 2n+1
U = a, 2™.(n+1)! 2n+3 (2n— 1!l x2+1
2n + 1)?
= x? ( ) < x® provdechnan e N.
2(n+1)(2n + 3)

Proto pro x = 0,45 dostavame g = (0,45)2 = 0,2025 a odhad chyby je

0,2025

< — <103
IRn| < la”|1—0,2025 <

A4

Snadno se ovéfi, ze tato nerovnost je spinénapro n = 2, tj.
: : 1 3, 3 5 .
arcsin0,45 = 0,45 + 6(0’45) + 4—0(0,45) = 0,466.

Priklad 7.3. Urcete pribliznou hodnotu ¢isla = pomoci tfi nenulovych &lenl
rozvoje funkce:
a) arctg X b) arcsin x.

Reseni. a) V Prikladu 6.7-b) jsme odvodili Maclaurinfiv rozvoj funkce arctg x:

x3 x> X!
actgXx =X — —+— — —+--- prox € [—1, 1].
g 3t 7 p [ ]
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Jedna moznost vypoctu Cisla wt je dosadit vnitfni bod konvergencniho intervalu,
v némz jeho hodnotu zname

3

5

V3 _ /3 1(@)3+1<?)5+

T
— =actg— = — — =
6 3 3 3

1
3 3 5

3
odkud w = 6( 2 — g(ﬁ) v
X = 1, dostaneme

5
(?) ) = 3,156. Dosadime-li pravy krajni bod

=1——+ +...

Nl e

Wl k=
gl =

arctgl =

N

odkud plyne &t = 4( —$+ %) = 3,46.

Jind moznost vypoCtu je vyuZit souctoveho vzorce pro arctgx (viz feSeni
Pfikladu 1.2-d)), podle kterého je

arct 1+arct 1-arct 1—T[
95 93— gl=7
Z rozvoje arctg X ur€ime pribliznou hodnotu
1.1 1/1\° 1/1\° 1.1 1/1\° 1/1\°
actg—==-——[=) +=(=), acg=-==-—=(=) +=(=],
2 2 3\2 5\2 3 3 3\3 5\3
odkud dostaneme &t = 4<arctg% + arctg %) = 1,858 + 1,287 = 3,145.
b) Postupujeme obdobné: dosadime znamé hodnoty do Maclaurinova rozvoje

funkce arcsin x odvozeného v Prikladu 7.2-b), napf. x = 1 nebo x = 3 adostaneme

1 3 _
m=2acsinl=2{1+—-+— | =2,483,
6 40

1. /1 1/1\° 3 /1\%.
n=6acin-=6{-+—-| =) +—|( = = 3,139.
2 2 6\2 40\ 2
Porovnanim s hodnotou na kalkulatoru n = 3,1415927 . .. vidime, Ze vypocCet
pomoci obou cyklometrickych funkci arctg X, arcsin X je zhruba stejné presny. Ngj-
VEtSi presnosti v obou pripadech budeme dosahovat tehdy, jestlize bude hodnota

argumentu blizko nuly. Pokud je hodnota argumentu na okrgji konvergencniho
intervalu [—1, 1], je urena hodnota 1t velice nepresna.
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7.2. Urcovani funkénich hodnot logaritm

K vypottu logaritmtl je nékdy vyhodné pouZzit rozvoj funkce In % ktery jsme
odvodili v Pfikladu 6.7-c)
1+X X3 X5 X2n+1
In =2(X+—+—+---+ +--- ), X <1l (7.2)
1-—X 3 5 2n+1

Srovname-li tento rozvoj s rozvojem funkce In(1 + x), 1i8 se oba rozvoje nejen
rychlosti konvergence, alei oborem hodnot vnitfnich slozek obou logaritmickych
funkci. Oznatme

1+X
gl(X) =1+ X, gz(X) = m, X € (—1, 1)

Oborem hodnot funkce g;(x) je interva (0, 2), zatimco oborem hodnot druhé
funkce interval (0, co). Napf. In3,In5 nelze vypoCitat pomoci rozvoje funkce
In(1+x). Rozdil v rychlosti konvergence, tj. v poctu ¢lenti rozvoje pfi dané chybg,
bude dobre vidét v nasledujicich prikladech.

Priklad 7.4. Kolik ¢lenli rozvoje nasledujicich funkci je tfeba vzit, abychom
urcili ¢islo In2 s chybou mensi nez 10~°:

a) In(1+Xx) b) In 1+X
1—X
Reseni. a) Podle Prikladu 6.4 je
1 1 1
IN2=1—-+=—Z+...
2 3 4

a podle Véty 4.4 je chyba |R,| < -.. Mame-li proto urcit ¢islo In2 s chybou

n+l°

men3i nez 1075, musi byt |R,| < == < 1072, . je tfeba segist 100 000 &lenti této
fady.

b) Nejprve ur€ime hodnotu x, pro kterou je jj—’; = 2. Pfimym vypocttem

dostaneme x = % a po dosazeni do (7.2) dostaneme

1 o1/1\% 1/1\°
n2=2[=+=-{=) +=(=) +-- ).
3 3\3 5\3
Pro odhad chyby R, v fadé na pravé strané rovnosti pouzijeme Vétu 4.5, podle niz

IRl < |an|—— < 105, kde ‘a””
1-q an

<g<1




118 UZiti mocninnych fad

UrCeme qx Vv zavidlosti na hodnoté x:

2x2*8 2n+1 2n+1
Gt _ : = x2 <x? proneN.
a, 2n+3 2xatl 2n+3

Ox =

Pro x = 1 dostavame q = (%)2 Numerickym vypottem ov&ime, Zzepron = 4 je
splnéno

2 /1\°19
IRg|<=(Z) ===141-10°%< 10°°.
9\3/ 98

Proto v tomto pripadé stati vzit k vypottu In2 prvnich pét nenulovych clend, tj.

/1 1/1\° a/1\° 1/1\" 1/1\°% .
m2=2(=+=(Z) +=(Z) +2(=2) +2( = = 0,6931.
3 3\3 5\ 3 7\3 o\3

Z uvedeného prikladu jevidét, Ze v pfipadé, kdy se hodnota x v rozvoji funkce
In(1 + x) bliZi k hranici konvergencniho intervalu (—1, 1], je mnohem vyhodné i
pouZit rozvoje funkce In jj—’; u kterého dostaneme stejné presny vysledek pfi
souctu mnohem méné ¢lenll. Tento rozvoj je tieba pouZzit také tehdy, kdy hodnota

X presahne konvergencni interval, napr. x = 4.

7.3. Vypocet limit

Pri urCovani limit jsme zatim pouzivali elementarni zplisoby vypoctu (lprava
limitni funkce) nebo I’ Hospitalovo pravidlo. K vypoctu nékterych limit 1ze nékdy
velmi vyhodné pouzit mocninnych fad.

Priklad 7.5. Urcete nasledujici limity:

— 3 —
a) Iing)\/lﬂ( X«/l X b) Jim [x—len (1+%>]
X— — 00

2(tgX — sinXx) — x3 e“snx — X(1+X
o lim 21 ) d) lim d+x
X—0 X X—0 X3
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Redeni. a) K vyjadeni odmocnin pouZijeme binomicky rozvoj funkci +/1+x a

J1 — x. Dostaneme
im VI+tXx—J1—-x _

X—0 X

1 11, 11,
=lim=[{1+=X—=xX"+--- |—=[1—X—=X+--- || =
x—0 X 2" 8 3" 9

5 5 1

b) Pouzijeme Maclaurinliv rozvoj In(1 + X) a dostaneme

. 2 1
lim | X—=—XIn{1+— =
X— 00 X

. (1 1 1 1
= lim|[x—x|{-—-——+—— —+... =
X—> 00 X 2x2  3x3  4x4

¢) PouZijeme Maclaurinovy rozvoje funkci tg x, sinx (viz Pfiklad 6.9 a6.6) a
dostaneme

. 2(tgx —sinx) — x3
lim =

X—0 X5
1y3 4 2454 202y7 4 ) _ A3 415 L 74 )] w3
— Iim2[<X+3X +15X + 7! X+ ) <X 3!X +5!X 7!X + )] X —
X—0 X5
1 s 542 1
=lim —|-X°+ X"+ =-
x—0 X°> \ 4 7!

d) Nejprve uré¢ime Maclaurinliv rozvoj funkce €* sin x. Protoze Maclaurinovy
fady obou funkci €*, sinx jsou absolutné konvergentni pro vsechna x € R, plati

podle Véty 4.1

e sinx

I
N
'_\

+
X
+

N |
X
N
+
RN
N
X
[
W
P
w
+
~_
I

I
N
N
+
N

N
+
N|
N
w
w
N
w
+
N—
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Odtud dostaneme
Iime?‘sinx—x(1+x) i (X+X2+3x3 = IxS+...) —x(1+%)
X—0 N a Xx—0 X3 B

7.4. Priblizny vypocet integrald

Dosud umime integrovat funkce, jejichz primitivni funkce jsou tzv. elementarni
funkce neboli konetného tvaru, tj. I1ze je vyjadfit pomoci zakladnich elementar-
nich funkci (napf. racionani, exponencialni, goniometrickée nebo cyklometricke),
pomaci algebraickych operaci a skladani v konetnem poctu.

V tomto odstavci ukazeme, jak |zeintegrovat nékteréfunkce, jgichz primitivni
funkce nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci; takové funkce se nazyvaji
wySSl transcendentni funkce alze je vyjadrit pravé mocninnymi fadami.

Uvedme priklad: chceme urcit primitivni funkci k funkci % ae ™. Obé
funkce
sinx pro x 70,

f - _ %2 — X
)=, 9k 1 pro x = 0,

jsou spojité na R, tudiz k nim existuji funkce primitivni. Avsak tyto primitivni
funkce nel ze nal ézt Zadnou znamou integracni metodou, nebot jde o vy3Si transcen-
dentni funkce. Uvedené funkce f, g 1ze vyjadfit mocninnou fadou a jgi integraci
pak urcit jejich primitivni funkce ve tvaru mocninnych fad.

Priklad 7.6. @) Pomoci prvnich tfi nenulovych &lenli priblizné vypoctéte
/& dx aodhadnéte chybu.

1
~r - _ - v w [ 5 d
b) S chybou mensi nez 10~ pfiblizné vypottéte | ? T

¢) Pomoci prvnich &tyf ¢lendi priblizné vyjadrete 0% #29X dx a odhadnéte
chybu.

d) Viyjadiete mocninnou fadou funkei | y L1 .

ReSeni. a) Maclaurinfiv rozvoj funkce e x jsme urcili v Pfikladu 6.7-d)

4 6 2n

e—xzzl_X2+___+...+(_1)”—+..., X € R.
20 3! n!
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Odtud integraci, pficemz fadu na pravé strané integrujeme clen po €lenu, dosta-
neme

X X3 X3 X2n+1
/e‘tzdtzx__+ oot (D) —/4/4/ ———+ ..
0 3 5.2 (2n+1)-n!

kde x € R. UrcCity integral 1ze pak vyjadfit fadou

1
1 1 1 1
/ e_XZdX :1——+———+...+(_1)”—+...,
0 3 5.20 7.3 (2n+1)-n!

coz je aternujici Ciselna fada s klesgjicimi Cleny. Pro ni plati, Ze velikost chyby
pri souctu prvnich tfi clenll je mensi nez absolutni hodnota Stvrtého Elenu (viz
Vé&ta4.4), .
1 1
|IR;] < —— = — < 0,024.

7-3 42
Pfiblizna hodnota integrdlu [ e dx = 1— 1+ .1 = 0,77 je urtena s chybou
mensi nez 0,03.

1
1+x4

b) Integrovanou funkci vyjadfime mocninnou fadou

:1_X4+X8+...+(_1)n.X4”+... ., IX] < 1,
1+x4

odkud integraci plyne

1
72 dx 2
[ i = [ oo ox-
0 0

5 %9  x13 an+l 3
= I X——+——-—+ (=" + =
5 9 13 dn+1 0
1 1/1\° 1/1\° 1 /1\®
= Z—Z(Z) +=(=) —==(Z) +
2 5\2 9\2 13\ 2

Jedna se o aternujici Ciselnou Fadu a podle zadani ma byt chyba mensi nez 10~4.
Pron = 3plati |Rs| < 4 (1) =9,39.107° < 1074, proto stati sefist prvni i
Cleny. Hledana hodnota je
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arctg X

c) Ngjprve poznamengime, Ze integrovana funkce je spojita na (0, 2) a
ohrani¢enana o, 1], nebot Iing @ =1 Protoje urcovany integrdl vlastni Rie-
Xx—0*
manndlv integra . UZitim rozvojefunkce arctg x, ktery jsme odvodili v Prikladu 6.7,
je
4 2n

= 1__+_+...+(_1)”
X 3 5 2n+1

X < 1

Dosazenim do integralu dostavame
? arctgx ;
_ x3 X5 n x2n+t 2 B
/O dx —[x——+ o+ (=1) (2n+1)2+...]0_

(3°+%(3)° - %(3) 04872

Jednase o] alternu1|C| Ciselnou fadu, a proto pro odhad chyby plati [Rs| < ag =
= 811( ) = 2,4-107° < 10~*. Hledana hodnotaintegralu je urenas chybou mensi
nez 10~4.

d) UZitim binomického rozvoje funkce (1 +1)2, kdea = %1 t = x* dostaneme
provsechnax #0, X € (-1, 1)

Ji+xi-1 1 LN,
——— == (1+| & )X+
X? X? 1

3

1/1, 5, 21
=— | —x"— X Ve o) =
X2 \ 4 32 384

1, 36, 2
= —X°— —X
2 T2 Tam

N &I
N——
X

o]
+
N
(GO NI
N——
X
N}
+
N——
I
[ —
| I
1

——x10

Odtud plyne lim Vi1 =1 = 0, aproto Ize integrovanou funkci spojité dodefinovat
nacelé R

V1exd-1
f(x) = 2 x70
0 X =0,

K této funkci existuje primitivni funkce, kterou Ize pro x € (—1, 1) vyjadrit
Maclaurinovou fadou tvaru

- _ + _
4.3 32-7 384-11

/X J1+t4 -1 " x3 3x’ 21x1
2
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7.5. Regeni diferencialnich rovnic pomoci mocninnych fad

V tomto odstavci ukazeme, jak |zeFeSit diferenciani rovnice pomoci mocninnych

fad. Tato metoda spocivav tom, ze feSeni definované v okoli bodu x = x, hledame
o0

ve tvaru mocninnéfady y = ) an(X — Xo)". Otézkami konvergence mocninnych

n=0
fad, které jsou fesenimi diferencidnich rovnic, se zabyvat nebudeme. Rovnéz zde

nebudeme FeSit obecngjSi Ulohu, kdy rovnice mav bodé x = xg tzv. singularni bod
0

afeSeni je tieba hledat ve tvaru zobecngné mocninné fady y = Y an(X — Xo)**",
n=0

k € R (napf. Besselova rovnice a jgi feSeni Besselovy funkce). Podrobnosti 1ze

nalézt napr. v [9].

Priklad 7.7. Redte diferencialni rovnice pomoci mocninné Fady:

ay' +y=0 b) y” + kxy = 0.
ReZeni. Obecné fedeni obou rovnic hledame vetvaru y =ag+aX+---+apX"+
Pak pro derivace této funkce plati

/ n—-1

+ ...
n—-2

a; + 28X + 3a3X% + - - - + NapX

y
y/ /

2ap+3-2a3X +---+n(n — Da,x"“+---

a) Dosazenim za y, y” do diferenciani rovnice dostavame

N2 4. . . +agg+aX+---+ax"+...=0,

23, +3- 283X + - - - + N(N — 1)ayX
tj. seCtenim koeficientl u stejnych ¢lendi

(282 +@0) + (3- 283+ @)X +- -+ (N(N — Dag +an_x)X" 2+~ =0.

Odtud plynen(n—1)a,+a,_» =0, tj.a, = —n(n 1), kde a,_, jerekurentné urCeno
z predchozich krokd. Z uvedenych vztahll je vidét, Ze presné uréeni koeficientll a,
zavisi navolbé ag, a;. Uvazujme dva pripady:

1. Jeli ag = 0, pak apn = 0, tj. v Fadeé se vyskytuji pouze liché Cleny. Proa; € R
libovolné dostaneme

don-1 n
Ay = ———— = ...=(—
LT on2n + 1) Y o o (2n+1)'

afeSeni rovnice je

3 2n+1
y=a X— Xy + (=) —— X .-+ ) =a;snx
! 3! n+ D! e



124 UZiti mocninnych fad

2. Jeli a; = 0, pak azn+1 = 0, tj. v Fadé se vyskytuji pouze sudé Cleny. Proay € R
libovolné je %

don-—2 _ — (_1\N
=D e

Qpy=——— - =
T oniz2n — 1)

g,

X2 X2n

Poznamengime, ze je-li ag = a; = 0, tj. a, = 0 pro vSechna n, pak FeSeni
y = 0, coz je obsazeno v predchozich pripadech. Dohromady je obecné FeSeni
Yy =a9CosX +a;sinx, a, & € R.

b) Postupujeme obdobné. Po dosazeni do rovnice za 'y, y” dostavame

o0 o0
Z n(n — 1)a,x"2 + kx Z a,x" =0,
n=2 n=0

po Upravé

n-2 n—-2

28, +---+n(N— Dapx" 2+ .- +k(@X +ax>+---+a,_sx"2+...) =0.

Odtud a, = 0 a porovnanim koeficientti u mocniny x"~2 mtizeme urdit rekurentni

vztah pro a,:

k
nin—1la,+ka, 3=0=a,= ———a,_ ro n=3,4,. ...
( )an +Kan_3 an n(n_l)anS p

Protoa, =ag =--- =0 aag, & volime libovolné. Dostaneme tyto pfipady:

Je-li ag € R libovolng, pak as = —Xa, , ag = —5'fﬁa3 = &g atd.

Je-lia; € R libovolng, pak &y = —f5a1 , & = —5:a4 = a1 ad.
Dohromady obecné feSeni |ze vyjadfit ve tvaru

= 1 I(x3+ kx6+ +a; | x kx4+ K X'+
y=2 6 180 ! 127 1242 '

Priklad 7.8. UrCete FeSeni rovnic pfi pocatecnich podminkéach:

Qy=1+x-y,  y0 =1
b) xy@+4y” —xy—1=0,  y@)=-1y(1)=1Yy"(1)=-2Yy"(1) =6
Regeni. Nejprve poznamenejme, Ze podie véty o existenci a jednoznatnosti Cau-

chyovy pocatetni Glohy plati, Ze hledana FeSeni obou Uloh existuji a jsou jedno-
znacné urcena.
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a) Partikul arni FeSeni hledame vetvaru Maclaurinovy fady, kde hodnoty y™ (0)
urcime takto:

Dosadime-li pocatecni podminku do rovnice, dostaneme y’(0) = 0. Postupné
pro derivace vySSich fadi plati

y' o= 1-2yy, y" =1,
y/// - _2y/y/ _ 2yy//’ y/// (0) - _2’
y® = —eyy' —2yy",  y*?0 =4

Partikularni feSeni spliujici pfedepsanou pocatecni podminku je

y:1+}X2_}X3+}X4+... .
2 3 6

b) ReSeni nyni hledame ve tvaru Taylorovy Fady se stfedem v bodé x = 1

y'(D) y"(1) y" (1)
T (X—1)+ > (X — 1)%+ T

y=y@+ X —13+....
PYi dosazovani do Taylorovy Fady je tfeba urcit y@ (1) a pripadné vyssi derivace.
Pro uréeni y? (1) vyjadiime y® a dosadime pocatetni podminky, tj.

—4y" +xy +1

(Co
y X

y@ (1) = -24.

Hledané partikularni feSeni jetvaruy = —1+ (X — 1) — (X =12+ (X =13+ .- .
Cviceni
7.1. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu s chybou mensi nez je uvedeno:

a) cos1° [1079] c) sin10° [1079] €) arctg ? [1079]

b) sn1°  [1078] d) cos10°  [107%]

7.2. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n ¢lent:
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a) tg5° [n=2] C) cotg36° [n=3]
b) tg1° [n=2] d) cotg20° [n=3]

7.3. Urcete pribliznou hodnotu =t s chybou mensi nez:
a) 107° zevztahu Z = arcsin

—10 — 1 1
b) 107 zevztahu 7 = 4arctg ¢ — arctg 5z

7.4. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n ¢lent:

d 45 [n=4] e ¢ [n=8 j) V40 [n=3]

b) &  [n=3] ) 1,2% [n=4 k) YT05 [n=3

e [n=9 9 15° [n=3 ) ¥/250 [n=2]

d & [n=10] VIS =2y g =g
i) V70  [n=2]

7.5. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n ¢lent:

a) In2 [n=3] €) log5 [n=10] i) Inz [n=3]
b) In3 [n=6] f) logll [n=10] ) |n% [n = 5]
¢) In5 [n=9] g) logs2 [n=3] k) log? [n=10]
d) In11 [n = 10] h) log,3 [n=3]

7.6. UrCete nasledujici limity:

/1+x5_ 31— : 1 1
a) lim YAXvix e lim 5 —x%In(1+ )
X—0 X—> 00
b) lim ¢— Y f) hm‘—gX X C0SX
X—0
2
Tax3_ 31_x4 %
C) )l(l_rﬂ) 1+X I -Y1C 1—Xx g) I|m COSX— e 2

d) lim Vi Y \/1+x h) I|m (% — cotgx)



Redeni diferencialnich rovnic pomoci mocninnych fad 127

i) lim (x—l2 — cotg? X)

smx x2

), I|m

7.7. Vlyjadiete mocninnou fadou:

8 [t
b) fOX |n(;]_+t) dt
) [y v/1+t3at

9 1im (2~ 55

sinXx

) lim (G5 — %)

) o i
e) fX ldt’[9

f) [o sint?dt

7.8. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n &lenli nebo se zadanou

presnosti:

a [1 €dx [n=6]

0,1 x

b) [i SMXdx [n=5]

X

c) [Sexdx [n=4]

d) f151 arctg % dx [na setiny]
e fo° \/X—

f) fol cosx? dx [natisiciny]

7.9. UrcCete partikularni feSeni diferencialnich rovnic:

8y -y —x(x+1)=0y0 =1
b) y +Xxy? —2cosx =0, y(0) =1
c)y' —ey=0y0) =2 y(0-=1

d y’ —ycosx—x=0,y(0) =1, y(0) =0

7.10. Vyjadrete fadou obecné feSeni diferencianich rovnic:

a) y'+xy' +y=0

b) y'+ax?y =0, kdea € R.
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integraly

Hezkeé chvile uteCou jako nic. Osklivé trvaji vetnost.



Kapitola 8

Fourierovy rady

Predmétem této kapitoly je vybudovani teorie pro aproximaci periodickych
funkci. NgjjednodusSim netrivianim pfikladem periodickych funkci jsou trigono-
metrické funkce cosnx, sinnx (n € N). Nabizi se proto mySlenka obecnou 2m-
-periodickou funkci aproximovat bud linearni kombinaci kone¢ného pottu téchto
funkci

n
To(X) = ap + Z(ak coskx + b, sinkx),  ao, a, b € R, (8.1)

k=1

nebo nekonecnou fadou

a + 2:(61n cosnx + b, sinnx). (8.2)

n=1

Funkce tvaru (8.1) se nazyva trigonometricky polynom (nazev polynom je od-
vodnén tim, Ze uzitim elementarnich vztah z trigonometrie | ze T,, (x) vyjadrit jako
polynom v proménnych cos X, sinx), fadatvaru (8.2) se nazyva trigonometrickou
fadou.

Ukazuje se, e pfi Uvahach o aproximaci trigonometrickymi fadami je podstat-
nou vlastnosti ortogonalita systému funkci {cosnx, sinnx; n € N U {0}}. Kromé
systemu {coshx, sinnx} existuji dalSi systemy funkci {¢n(X)}, které splfiuji ob-
dobné vlastnosti, napf. ortogonani polynomy a Besselovy funkce. VSechny tyto
systéemy maji velké aplikace pfi feSeni parcianich diferencianich rovnic, podrob-
nosti |ze nalézt napr. v [12, 17].

Tato kapitolajerozdélenanatfi odstavce: v prvnim vybudujeme obecnou teorii
Fourierovych fad vzhledem k libovol nemu ortogonal nimu systemu funkci {¢, (X)}.
V druhém odstavci budeme obecné vysledky o Fourierovych Ffadach aplikovat na

129
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trigonometricke funkce {cosnx, sinnx} a v tfetim odstavci uvedeme podminky
pro konvergenci téchto Fourierovych fad.

8.1. Fourierovy rady vzhledem k systéemu {¢,(x)}

Jak jsme naznaCili v Uvodu, pfi budovani teorie Fourierovych fad hraje podstatnou
vlastnost ortogonalita (kolmost) systému funkci {¢,(X)}. Zavedme nasledujici
definice:

Definice 8.1. Budte f, g integrovatelné funkce naintervalu [a, b]. Cislo

b
(f,9 =/ f (x)g(x) dx

nazyvame skalarnim soucinemfunkci f, g. Funkce f, g se nazyvaji ortogonalni
(naintervalu [a, b]), pravé kdyz (f, g) = 0.

Snadno ové&fime tyto vlastnosti skalarniho soucinu:
@ (o=@
(2 (f+g,hy=(f,h)+(g h
(3) (cf,g)=c(f,gyproceR
4) (f, f)>=0.
Z (2) a(3) plyne indukci obecngji:

Cifi+---+cfh,0)=c (fi,9) +---+cn(fn, 9)

Definice 8.2. Bud f integrovatelnafunkce naintervalu [a, b]. Normou funkce f
rozumime Cislo || f|| = 4/(f, ). Funkce f se nazyva normovana, prave kdyz
Ifl =1

Jetedy || | = f: f2(x) dx. VEmnéme si jesté, zeje-li f funkce s vlastnosti

| || > 0, pak funkce ﬁ - f jenormovana



Fourierovy Fady vzhledem k systému {¢,(X)} 131

Definice 8.3. Bud {¢n} konetna nebo spocetna posloupnost integrovatelnych
funkci naintervalu [a, b]. Tato posloupnost se nazyva ortogonalni, prave kdyz
kazde dvé funkce ¢, ¢n (M # n) jsou ortogonalni akazdafunkce ¢, makladnou
normu.

Posloupnost {¢,} se hazyva se ortonormalni, prave kdyz je ortogonalni a kazda
funkce ¢y, je normovana.

Posloupnost {¢n} jetedy ortonormalni, prave kdyz plati:

0 prom#n
1 prom=n

(‘Pm» (Pn) = {

Poznamengjme jesté, ze je-li {¢n} ortogonani posloupnost, pak { W - ¢n } je
posloupnost ortonormalni.

Véta 8.1. Bud {¢,} ortogonalni posloupnost funkci na intervalu [a, b], {c,} po-
sloupnost redlnych Cisel. Necht' fada

> Gn(X)
n=1

stejnomérné konverguje k funkci f naintervalu [a, b]. Pak pro konstanty c, (n €
€ N) plati:
_ (fv (Pn) _ (fv (Pn)

T (gnon) ol

(8.3)

n

DuUkaz. Nasobme rovnost

f00 =) Cagn(X)

k=1
funkci ¢ (x), kdek € N jelibovolné:

FOOPO0 = D Crpn () @k (X);
n=1

fada na pravé strané rovnice je opét stejnomérné konvergentni, proto ji lze inte-
grovat Clen po Clenu

b b o b
/ f )@k (x) dx / D Gen(0@) dx = Y e / on ()@ (X) dx =
a a =1 n=1 a

D Calen. @)
n=1
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Protoze (¢n, k) = 0 pro n # k, plyne odtud ( f, ¢x) = ccllekll? tj. (8.3). O

Definice 8.4. Bud {¢,} ortogonani posloupnost funkci na intervalu [a, b], f
integrovatelna funkce na[a, b]. Pak Cislac, vyjadfenavzorcem (8.3) nazyvame
Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k ortogonani posloupnosti {¢n} a

fadu
o0
Z Ch®n,
n=1

kde c, jsou Fourierovy koeficienty, Fourierovou fadou funkce f vzhledem k or-
togonani posloupnosti {¢n}.

Poznamka 8.1. V pripadé, kdy posloupnost {¢,} je ortonormani, plati pro Fou-
rierovy koeficienty funkce f jednodussi vztah ¢, = (f, ¢p).

Pfifazeni Fourierovy fady k dané funkci f je ovsem zatim pouze formalni,
nebot nevime, zda tato fada vlibec konverguje, av pripadé jeji konvergence, zda
jeli soucet je f. Z Véty 8.1 pouze plyne, Ze k libovolné integrovatelné funkci f
existuje nejvyse jednafadatvaru ) ch¢n, ktera stejnomérné konverguje na[a, b]
k f. Castetné soutty Fourierovy Fady funkce f viak aproximuji v jistem smyslu
nejlépe tuto funkci mezi vdemi linearnimi kombinacemi funkci ¢,,. Nazvéme €islo

b 1/2
It —agl ={/ [f(x)—g(x)]zdx}

kvadr atickou odchylkou funkci f, g. Pak plati:

Véta 8.2. Bud {¢,} ortogonalni posloupnost funkci naintervalu [a, b], f integro-
vatelna funkce na [a, b], bud' n € N. Mez vsemi linearnimi kombinacemi funkci
¢1, ..., ¢on Mmaod funkce f ngmensi kvadratickou odchylku ta, jejiz koeficienty
jsou Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k posloupnosti {¢n}.
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Dikaz. Budte ¢ (k = 1,...,n) Fourierovy koeficienty funkce f, d¢ (k =
=1,...,n) libovolnareanacisa. Pak je

n 2 b n 2
Hf — Y | = / (f(x)—degakm) dx
k=1 a k=1
b n b
:/ f2(x)dx—22dk/ f (X) @K (X) dx+
a k=1 a
b, N 2
+ / <de§0k(x)) dx
a Nk=1
n n b
:||f||2—2de(f,gok)+de2/ Pr (x) dx
k=1 k=1 a

n n
=117 —2) " cddigel®+ > dellgxl?
k=1 k=1

n
=117+ llgell®(dg — 2cdk)

k=1

n
=117+ Nl (e — do® — il

k=1

Posledni vyraz vsak ziegmé nabyva ngmensi hodnoty prave tehdy, kdyz dy = ¢
prok =1,...,n,tj. kdyz d¢ jsou Fourierovy koeficienty funkce f. O

Poznamka 8.2. Z predchoziho diikazu plyne, volime-li dy = ¢, prok =1,...,n,
tzv. Besselova identita

n 2 n
H f=Y cwn =1F17=> " cllenll®.
k=1 k=1

Protoze || f — >, ckexlI? > 0, plyne odtud

n
> Ellonll? < 112 (8.4)
k=1

pro libovolné n € N (tzv. Besselova nerovnost).

Dldedek 8.1. Necht {¢,} je ortogonalni posloupnost funkci na intervalu [a, b,
f integrovatelna funkce na [a, b] a necht’ ¢, (n € N) jsou Fourierovy koeficienty
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funkce f vzhledem k posloupnosti {¢n}. Pak fada

> el (85)
n=1
konverguje a plati
> Cllenl? < 1111 (8.6)
n=1

Zgmena plati limcy||¢n| = 0.

Dikaz. Z Besselovy nerovnosti (8.4) plyne, Ze posloupnost ¢astecnych souttil
Ciselnéfady (8.5) je shora ohraniCena. Protoze jde o fadu s nezapornymi cleny, je
tato fada konvergentni (viz Kapitola 3).

Z Besselovy nerovnosti (8.4) také plyne, ze

o0 n

2 2 _1; 2 2 2
> Clignl® =1im ) " cEllewll® < [ 1.
n=1 k=1

Podle Véty 1.1 je pak limc?|l¢n||? = 0 atedy i limcyl¢nll = O. O

Jestlize v nerovnosti (8.6) nastane rovnost, fikame, ze pro funkci f plati
Parsevalova rovnost. Rekneme, ze Fourierovafada > | ch¢, funkce f konverguje
podle stfedu k funkci f, pravé kdyz plati

n
| f = cwn] = 0 pron — oo. (8.7)

k=1
Pak plati:

Dldedek 8.2. Bud {¢n} ortogonalni posloupnost funkci na intervalu [a, b], f
integrovatelnafunkcenala, b]. Fourierovafadafunkce f vzhledemk posloupnosti
{on} konverguje podle stiedu k f pravetehdy, kdyz pro funkci f plati Parsevalova
rovnost, tj.

> Rllgnll? = 1 f112 (8.8)
n=1

Dukaz. Jelikoz

2 n
=117 =)l

k=1

n
” f— ch(/’k
k=1
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jevztah (8.7) ekvivaentni se vztahem

n
112 = cllgel®> = o,

k=1
{j. plati (8.8). 0

Poznamka 8.3. Predchozi vztahy se ponékud formalné zjednodusi, je-li posloup-
nost {¢n} ortonormalni. Besselova identita ma pak tvar

n 2 n
H f= aox| =1f17P=) ¢
k=1 k=1

Parsevalova rovnost matvar

Y =l

n=1

apodle (8.6) plati

oo

D G =IfI% limec =0
1 n—o00

n=

8.2. Fourierovy rady vzhledem k systému {cosnx, sin nx}

V tomto odstavci se budeme zabyvat vylucné Fourierovymi fadami vzhledem
k systému

{1, cosX, sinX, cos2X, sin2X, ..., cosnx, sinnx, ... }. (8.9

Protoze jsou tyto funkce 2r-periodické, plijde v tomto pripadé o aproximaci 2m-
-periodickych funkci.

Lemma 8.1. Bud f periodicka funkce s periodou 2m, jez je integrovatelna na
intervalu [0, 2t]. Pak pro libovolné a € R plati

a+2n 21
/ f(x)dx:/ f(x)dx.
a 0

a+2m 21 a+2n
/ f (x) dx :/ f(X) dx+/ f (x) dx.
a a 21

Dukaz. Plati
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Substituci x =t + 2t ve druhém integralu vyjde

a+2m 21 a
/ f(x)dx=/ f(x)dx+/ f(t+2n)dt =
a a 0

21 a 21
:f f(x)dx+/ f(t)dt:/ F(t) .
a 0 0

O

Lemma 8.2 (Ortogonalita trigonometrického systému). Posloupnost (8.9) je
ortogonalni na libovolném intervalu [c, ¢ + 2] délky 2.

Dikaz. Podle predchazejiciho lemmatu staci ukazat ortogonalitu na intervalu
[—7t, ]. Prolibovolnén € N je

ELs e

cosnx dx =0, (1,sinnx):/ snnxdx =0;

s

(1, cosnx) = /

—T
prolibovolném, n € N je

T

(snmx, cosnx) :/ snmx cosnx dx =
—TT
T

1 : .
=5 [sin(m+n)X +sin(m — n)x]dx = 0

—T
aprolibovolnam,ne N,m#n je

T

(cosmx, cosnx) = / cosmx cosnx dx =

—T

1 L
=3 / [cos(m — n)X + cos(m+ n)x] dx = 0,

T

T
(ssnmx, sinnx) =/ snmxsinnxdx =

—T

= % /n [cos(m — n)X — cos(m + n)x] dx = 0.

T

Konetnéje |12 = /7 dx =2m, a

T 1 T
| cosnx||? = / cos” nx dx = > (1+cos2nx) dx = ,

I —T7
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T 1 T
||sinnx||2:/ sn®nxdx = > (1 — cos2nx) dx = .

e —T

Prislusna ortonormalni posloupnost je

1 1 1
——, —— COSX C0S 2X sin2x, .

mffff

1 1 .
., —=COSNX, —=SINNX, ... ¢{.

Ve Vel
Pojmy ,,Fourierovy koeficienty funkce f“ a, Fourierova fada funkce f*“ budou
tedy v dalSim zasadné znamenat , Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem
k posloupnosti (8.9)" a, Fourierovafadafunkce f vzhledem k této posloupnosti“.
Uvahy provedeme pro interval [—, 7], 1ze je véak beze zbytku prenést na libo-
volny interval [c, ¢ +27t], ¢ € R.

Véta 8.3. Fourierovartadalibovolnéintegrovatelnéfunkce f naintervalu[—t, ]
ma vzhledem k systému (8.9) tvar

0
%, > (an cosnx + by sinnx), (8.10)

2
n=1

kde a,,, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f, pro néz plati

1 T
a, = —/ f(X)cosnxdx, neNU {0},
T J_

T

1 T
b, = —/ f(x)snnxdx, neN.
T J_

bl

Dikaz. Podle Véty 8.1 je Fourierovatada funkce f tvaru

o.¢]
3+ Y (3 CosNX + by sinnx)
n=1
apro jgi Fourierovy koeficienty plati
1 (" 1 (7
= — fx)dx, a,=— f(x)cosnxdx, neN.
21 J_ . T J .
Aby byla odstranéna jista nesymetrie v téchto vztazich, je obvyklé , nulty” koefi-
cient psét vetvaru £; tedy Fourierovafadafunkce f mauvedeny tvar (8.10). [



138 Fourierovy fady

Dldedek 8.3. Bud f integrovatelna funkce na intervalu [—, Tt].
Je-li f sudafunkce, majeji Fourierova fada tvar

0 2 T
@+Zancosnx, kde a, = —/ f () cosnx dx (n € NU {0}).
2 —y T Jo
Je-li f licha, majgi Fourierovafada tvar

o 2 T
ansinnx, kdebn:—/ f(x)sinnxdx (n € N).

n=1 T Jo

Dlkaz. Poznamengjme, Ze obecné plati: Je-li g integrovatelnafunkce naintervalu
[—h, h], kteraje suda, resp. licha, pak

h h h
/ g(x)dx = 2/ g(x)dx, resp. / g(x)dx =0
—h 0 —h

(toto tvrzeni snadno dokazeme, vyjadiime-li integrd pres interval [—h, h] na
soucet dvou integralli presintervaly [—h, 0] a[0, h] azavedeme-li v prvnim z nich
substituci x = —t).

Tvrzeni véty nyni plyneztoho, zeje-li f suda, je f (x) cosnx suda, f (x) sinnx
lichaaje-li f licha, je f (x)cosnx licha, f(x)sinnx suda O

Necht f je integrovatelna funkce na intervalu [0, t]. PoloZime-li pro x €
€ [—m, 0 f(x) = f(—x), zkonstruujeme sudé rozsifeni funkce f na interval
[—7t, ]; Fourierové fadé sudéeho rozSifeni funkce f fikame rozvoj funkce f
v kosinovou fadu naintervau [0, =].

Podobng, je-li f integrovatelna na (0, ] a poloZime-li f(0) = 0, f(x) =
= —f(—=x) pro x € [—m, 0), sestrojime liché rozsifeni funkce f na interval
[—7t, ]. Fourierova fada lichého rozsifeni funkce f se nazyva rozvoj funkce f
v sinovou fadu naintervalu [0, «t].

Poznamka 8.4. Necht f jeintegrovatelna funkce naintervalu [—=, ] aa, (n €
€ NU {0}), by (n € N) jsou jeji Fourierovy koeficienty. Podle Dlisledku 8.1 fada

ag (0, ]
> +n2:1:(aﬁ+bﬁ)

konverguje aplati

By @<t [ oo
2 n=1 B - .

Zegménaplati, zelima, =0, limb, = 0.
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Poznamka 8.5. Fourierovu fadu (8.10) Ize vyjadfit v oboru C uzitim vztahl (viz
napr. [8])

éx+e—ix eix_e—ix
COSX = ——, SnX= ——
2 2
takto:
a 1o : r o ey
E + 5 nZl: (an(epnx +e ™) _p ™ —e |nx)) —
=%+i<an—bniém(+an+bni e—i”X) _ i o X
2 2 n )
n=1 n=—o0
kde Fourierovy koeficienty ¢, jsou tvaru
1 (" iy
Ch= — f(x)e'"™dx, n=0,+1,+2, ...
21 J_ .
Vskutku, co =2 = == (7 f(x)dx apron € N plati
1 . 1/1 (™ 1 ("
cn=—(an—bn|)=—(— f(X)COSﬂXdX—I—/ f(x)sinnxdx)=
2 2\ 71 J_; T J x
b1 1 T .
= — f (X)(cosnx —i sinnx) dx = — f (x)e”"™ dx
21 J_, 21 J_,

apodobnéc_, = 2(an +bni) = o= [T f(x)e™ dx.

T2

8.3. Konvergence Fourierovy rady

V tomto odstavci uvedeme postacujici podminky pro bodovou a stejnomérnou
konvergenci Fourierovy fady (8.10).

Vamnéme si Uivodem, Ze pokud Fourierova fada funkce f konverguje nain-
tervalu [—t, ], pak konverguje naintervalu (—oo, co) aj€i soucet je periodicka
funkce s periodou 27t. Proto |ze rozumné vysledky o aproximacich Fourierovymi
fadami oCekavat pouze pro periodickéfunkce s periodou 2t anatakovée sev dalSim
zasadné omezime. Poznamengjme, Ze pro takovou funkci staCi, aby byla defino-
vana na intervalu (—, mt] (nebo [—t, 7r)); pak je totiz jednoznatné urceno jgi
2n-periodicke rozSifeni nainterval (—oo, 00).
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Zavedeme nasledujici oznaCeni: Symbolem f (Xo+) budeme rozumét cCislo
lim f(x), pokud tato jednostranna limita existuje. Analogicky je f(Xo—) =

X—Xo+

= lim f(X).
X—>Xo—

Nazvéme funkci f po Castech spojitou naintervalu [a, b], pravé kdyZz ma na
tomto intervalu pouze konceny pocet bodli nespojitosti, pritemz tyto body jsou
body nespojitosti prvniho druhu (tj. v téchto bodech existuji obé jednostranné
limity a jsou vlastni). Nazvéme funkci f po Castech monotonni na intervalu
[a, b], pravé kdyz existuje déleni tohoto intervalu (s koneénym poctem bodll) tak,
Ze uvnitf kazdého déiciho intervalu je dana funkce monotonni.

Véta 8.4 (Dirichletova). Necht' funkce f je po Castech spojita a po Castech
monotonni naintervalu [—t, 1t]. Pak jg1 Fourierova fada konverguje na[—m, ]
a jg1 soucet je roven:

(1) f(Xo) vkazdémbodé xy € (—mt, ), vhémzje f spojita,
(2 %[f(xo—) + f (Xo+)] v kazdém bodé x € (—7t, ), vnémzje f nespojita,
(3) 3[f(—m+) + f(m—)] v krajnich bodech intervalu [, 7].

Dikaz. Dikaz spociva na fadé dllezitych lemmat; jeho provedeni prekratuje
ramec téchto skript. Pfesny diilkaz |ze nalézt napr. v [15]. Naznaéme pouze nékteré
kliGove kroky diikazu:

> Ozname symbolem S,(f) n-ty Castetny souCet Fourierovy fady funkce f.
Funkci f lze naintervalu [Xo — &, Xo + ] vyjadfit jako f = g — h, kde g, h jsou
neklesgjici natomto intervalu. Z vlastnosti skalarniho soucinu plyne

Si(F) = &(9) — Si(h);

mUizeme proto predpokladat primo, ze f je neklesgjici na[xg — &, X + €].
> Bud f integrovatelna funkce naintervalu [—m, 7], Xo € [—m, 7], n € N. Pak
plati
sm(2.n + Dt at.
sint

1 2
Sn(f)(Xo):;/ [f(Xo+2t)+ f(X—21)]-
0

Oznatme
sin(2n + 1)t
Dh(t) = ———
sint

pro n € N; tato funkce byva nékdy nazyvana n-tym Dirichletovym jadrem.
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> Tzv. princip lokalizace: Bud f integrovatelna funkce na intervau [—t, m],
Xo € [-m, ],§ e R,0< 8 < 7. Pakplati

8
Iim|:S1(f)(X0) — %/ [f(Xo+2t)+ f(Xg— 2t)]Dn(t) dti| =0.
0

Princip lokalizace ukazuje, ze o tom, zda Fourierova fada funkce f konverguje
v bodé xo € [—m, ] a k jakému souctu, rozhoduji pouze vlastnosti funkce f
Vv (libovolné malém) okoli bodu Xo.

>Bud h € R, h > 0anecht f je monotonni funkce naintervalu [0, h]. Pak plati
h .
t
Iim/ f 2 g = Z o).
0 t 2

> PiSeme D, (t) vetvaru

. 1 1
+sn(2n+ 1)t - (— — —)

sn2n+ Dt  sin@2n+ it

Dn(t) = sint

sint t

adokazeme, ze

[ 11\
I|m/ [f(x0+2t)+f(xo—2t)]-<_———)-sm(2n+1)tdt:0.
0 snt t

> Dokazeme platnost vztahu

f (Xot) + f(Xo—)
2

9

8
Iim%/ [f(Xo+2t) + f(Xo— 2t)]Dp(t)dt =
0

odkud jiz lim S, (f)(Xo) = [ f (Xo+) + f (Xo—)]. O

Poznamka 8.6. Necht funkce f je po Castech spojitanaintervalu [—t, wt]. Funkci
f* nazveme 2rt-periodickym rozSifenim funkce f, jestlize

f(x), X€(—m, 7)),
f*(X) = f(x—2kn), xe(@2k—Dmx, (2k+Dn), keZ,
T[f(=mH+ f(no)], x=@k+Dx, keZ

Jestlize Fourierovafadafunkce f konverguje naintervalu [—m, 1] k funkci urCené
v Dirichletoveé vété (Véta 8.4), pak konverguje na (—oo, oo) k 2mt-periodickému
rozsifeni této funkce.

Zegiména, je-li funkce f spojitanaintervalu [—t, 7], Fourierovafada konver-
guje na (—oo, o0) k 2r-periodickému rozSifeni f * funkce f.
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Poznamka 8.7. Ukazme, jak Ize odvozenych vysledkl vyuZit k nalezeni Fourie-
rovych fad periodickych funkci s periodou p # 2. Oznaéme kvli jednoduchosti
p = 2h apredpokladeime, Ze f jeintegrovatelna funkce naintervalu [—h, h]. Pak

funkce
h
o) = 1 (—t)
T

je periodicka s periodou 27t; je-li pfitom f po Castech spojita a po astech mono-
tonni na[—h, h], ziFgiméjetakéfunkce g po Castech spojitaapo castech monotonni
na[—m, t]. Protolzefunkci g rozvinout do Fourierovy fady (8.10) na[—m, 1], od-
kud zpétnou transformaci t = £x obdrZime Fourierovu fadu funkce f na[—h, h]
vetvaru

2 h h

kde Fourierovy koeficienty jsou dany vzorci

o0
do nw . nNm
+§ a, cos—X + b, sn—x |,
n=1

1 h

a, = —/ f(x)cosn—nxdx (ne NU{0}),
hJ_, h
1 h

b, = —/ f(x)sinn—nxdx (n € N).
hJ_, h

Priklad 8.1. Najdéte Fourierovu fadu funkce f (x) = x? naintervalu [—, t].
Redeni. Protoze f je po &astech monotonni aspojitanal—r, ], pficemz f (—x) =
= f(m), konverguje jgi Fourierovafadana[—7, n] k f. Dale je f suda, takze
b,=0prone Na

2 (" 2 nd 2 2 (T
aoz—/ x?dx==2. " =Zx? an:—/ x? cosnx dx.
0 TT 3 3 T Jo

Dvoji aplikaci metody per partes dostaneme

4 4 n
an = ﬁcosnrc= ﬁ'(_l) .
Tedy pro x € [—Tt, «t] plati:

2 n
2 _ bl (_1)
Xo= ? +4 E 2 cosnx.

Polozime-li zde x = &, obdrzime

02 1 1 x2
2
= —+4 —., odkud — = —.
3 an nX:;nZ 6

n=1
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PoloZime-li x = 0, obdrzime

2 o0 n 00 2

o4 (-1 .1 =
o=—+4§ odkud§ .=
3 — n2 n:l( ) nz 12

Poznamengjme jesté, Ze nalezena Fourierova fada konverguje na (—oo, oo) a
jeji soucet je funkce, jez je 2wt-periodickym rozsifenim funkce f; jgi graf je na
Obr. 8.2.

ﬁy Re3me priklad 8.1 nejprve metodou , krok za krokem®. Spotitame koeficienty a,
a, ab,, kden € N.

> a[0]:=1/Pi*int(x 2, x=-Pi..Pi);
2
ao::§n2
> assune(n, integer);
> a[n]:=1/Pi*int(x 2*cos(n*x), x=-Pi..Pi);
( n™

n~

Protoze funkce je suda, bude koeficient b, roven nule. Tuto skutecnost ovéfime
vypoctem.
> b[n]:=1/Pi*int(x 2*sin(n*x), x=-Pi..Pi);
b =0

Fourierova fada funkce f (x) = x2 matedy tvar:
> X" 2=a[ 0]/ 2+sun(a[ n] *cos(n*x) +b[ n] *si n(n*x),
> nzl..infinity)'

21 oo, (Z @ (— 1)”~ cos(n~ X) ))

Nyni znézornéme Fourierovy polynomy grafem. Nej drivevytvorimefunkci f our ,

ktera pro zadané m vytvori funkci proménné x z prvnich m &lenli Fourierovy fady.
> four:=m>a[0]/2+sunm(a[ n] *cos(n*x) +b[ n] *si n(n*x),
> n=1..m:

Napriklad Fourierliv polynom Fz(x) matvar:
> F[3] (x)=four(3);

1 4
Fs(X) = 3 712 — 4c0s(X) + COS(2X) — 5 cos(3X)
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Nacteme knihovnu pl ot s obsahujici funkce pro kresleni grafll.
> wth(plots):
Do proménné gr af 1 uloZime graf funkce x2.

> grafl:=plot(x 2, x=-Pi..Pi, color=aquamari ne,
> thickness=3):

Do proménné gr af 2 graf polynomu Fz(x).

> graf2:=plot(four(3), x=-Pi..Pi,color=red):
Grafy zobrazime spoletné pomoci pfikazu di spl ay (Obr. 8.1).

> display(graf2, grafl);

104

-3 -2 -1 1 2 3
X

Obr. 8.1: Funkce x?, x € (—m, 7) ajeji Fourierliv polynom pron = 3

Nyni vytvofme animaci znazorfujici aproximaci funkce x? Fourierovou fadou.
Pro animaci pouzijeme prvnich 10 ¢lenli Fourierovy Fady.
> ¢l enu: =10:
Do proménné ani mulozme animaci polynomu Fn,(X) pfi rostouci hodnoté m.
> anim=animate(four(m, x=-3*Pi..3*Pi,
> mr0. . cl enu, frames=cl enu+l, col or=red,
> nunpoi nt s=150) :
Pro spol etné zobrazeni spolu sgrafem funkce x? opét pouzijemeprikaz di spl ay.
> display(anim grafl);
Jak je vidét, fada konverguje k periodickému rozsifeni funkce x2. Nyni se poku-
sime tento postup zautomatizovat pomoci vhodnych procedur:
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> restart:

> wth(plots):
Funkce Peri od(f, a, b) vytvori periodické rozsifeni funkce f zadané nain-
tervalu (a, b).

> Period: =proc(f, a::realcons, b::realcons)
> J|local f2, nodL, L;

> L:=abs(b-a):

> modL = x->x-floor((x-a)/L)*L:
> f2:=x->f(nodL(x)):

> eval (f2):

> end:

Funkce Cl enyFouri erRady(f, a, b, n) vytvofi seznam prvnich m
¢lenli Fourierovy fady funkce f naintervalu (a, b).

> C enyFourierRady: =proc(f, a::realcons,

> b::realcons, m:integer)

> local a0, L, N, i, rozvoj, pom

> rozvoj:=[]:
Zjistime délku intervalu.

> L:=abs(b-a):
Spocitame koeficient a,, koeficienty a, a b, budeme pocitat az pro konkrétni
hodnoty n.

> al:=eval (1/L*int(f(x), x=a..b)):
Pocitame postupné vSechny Cleny a pfidavame je do seznamu.
> for i fromO to (m1l) do
> if i=0 then rozvoj: =a0:
el se

> pom =2/ L*int(f(x)*cos(2*Pi/L*i*x),

> X=a..b)*cos(2*Pi/L*i *x)+ 2/ L*int (f(x)

> *sin(2*Pi/L*i*x),x=a..b)*sin(2*Pi / L*i *Xx):
> [0zZvOj:=rozvoj, pom

> fi:

> od:

> eval ([rozvoj]):

> end:

FunkceVyt vor Pol (sezcl enu, m) vytvori pomoci seznamu ¢lenti Fourierovy
fady sezcl enu Fourierliv polynom F,(X).
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> WtvorPol : =proc(sezclenu::list, m:integer)
> Jlocal i, f, rada;
Secteme prvnich m + 1 &lendi rozvoje a ze souctu vytvorime funkci proménné x.
> rada: =sum(sezclenu[i+1], i=0..m:
> f:=unapply(rada, Xx):
> f:
> end:

Animaci znazorfiujici konvergenci Fourierovy fady vytvori funkce
Ani m& af Fouri erFce(f,rada,intl,int2,limt, pocclen,inc).

1. parametr —funkce.

2. parametr — seznam &lenll Fourierovy fady (ziskany vystupem procedury
Cl enyFouri er Rady).

3. parametr — horizontani rozsah grafu.

4. parametr —vertikalni rozsah grafu.

5. parametr — celkovy potet Fourierovych polynomtl pouzitych k animaci.
6. parametr —udava, kterym polynomem se zatne.

7. parametr — udava rozdil indexti dvou po sobé nasledujicich polynomtl. Na-
priklad, budeme-li chtit pouze polynomy F;(x), F3(X) a Fs(x), bude roven
dvéma.

8. parametr — souradnice referencniho bodu pro vypis indexu Fourierova poly-
nomu. Udgj je vypisovan napravo od zadaného referencniho bodu. Parametr

jevolitelny.
> Ani nGr af Fouri er Fce: =proc() local fce, rada,
intl, int2, pocclen, inc, limt, i, g1, g2, g3, f,

anim barva2, bod;

> fce:=args[1]:

> rada: =args[ 2]:

> intl:=args[3]:

> int2:=args[4]:

> limt:=args[5]:

> poccl en: =args][ 6] :
> inc:=args[7]:
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> i f (nargs>7) then bod:=args[8]: fi:
> anim=[]:
Zkontrolujeme, zda ma seznam ¢lenti dostatetny pocet pol ozek.
> i f ((nops(rada))<(pocclen+(limt-1)*inc)) then

> ERROR(cat (' Seznam cl enu obsahuj e pouze *,
> nops(rada), ‘' polozek, je pozadovano al espon *,
> ((limt-1)*inc+l), * polozek.‘), NULL);
> fi:
Do g1 ulozime graf plivodni funkce nakresleny zelenomodre.
> gl:=plot(fce, intl, int2, color=aquanarine,
> discont=true, thickness=3, nunpoints=100);

V cyklu budeme vytvéaret grafy funkci odpovidajici Fourierovym polynomiim.
> for i fromO to (limt-1) do
> f:=WtvorPol (rada, pocclen+i*inc):
Vytvorime barevny prechod pro lepsi rozlieni jednotlivych polynomdl.
> barva2: =COLOR(R&B, i/limt, 0, 0.9-i/limt):
> g2:=plot(f, intl, int2, col or=barvaz,
> thickness=1, nunpoi nts=200):
Pokud jsme zadai vice nez sedm argumenttl, budeme vypisovat i (dg o
hodnoté indexu m polynomu Fp,(X).
if (nargs>7) then
g3: =textplot([bod[1], bod[2],
convert (‘ m =poccl en+i *inc, string)],
col or=barva2, align=Rl GHT):
> anim=anim display(g3, g2, gl):
V opatnéem pripadé vykreslime pouze prolozené grafy polynomialnich funkci.
> else
> anim=anim display(g2, gl):

vV V. V V

> fi:
> od:
> end:

Reme nyni priklad 8.1 s pomoci téchto novych procedur. Spogitame prvnich
dvacet ¢lenll Fourierovy fady funkce x? naintervalu (—, m).

> rada: =Cl enyFouri er Rady(x->x"2, -Pi, Pi, 20):
Vytvorime periodicke rozsifeni funkce x2.

> fce:=Period(x->x"2, -Pi, Pi):
Do proménné gr af 1 uloZime graf periodického rozsifeni (Obr. 8.2).
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> grafl:=plot(fce, -3*Pi..3*Pi, -1.5..11,
> col or=aquanari ne, thickness=3, discont=true):

> display(grafl);

10+ 10

B M B 1 T I

Obr. 8.2: Period. rozsifeni funkce x2 Obr. 8.3: Fourierliv pol. pron =0

Nyni spocitame polynom Fq(x) a vykreslime jeho graf spoletné s periodickym
rozsifenim (Obr. 8.3).
> pol :=WtvorPol (rada, 0):
> pol (x);
1
3

> graf2:=plot(pol, -3*Pi..3*Pi, -1.5..11,
> col or=red, nunpoi nts=200):

> display(graf2, grafl);
Totéz pro Fourierliv polynom F,(x) (Obr. 8.4).

> pol : =wtvorPol (rada, 2):

> pol (x);

1
3 712 — 4¢0s(X) + C0S(2 X)

> graf2:=plot(pol, -3*Pi..3*Pi, -1.5..11,

> col or=red, nunpoi nts=200):

> display(graf2, grafl);
Pomoci funkce Ani mGr af Four i er Fce znazornime prvni Ctyfi Fourierovy po-
lynomy do jednoho obrazku (8.5).
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Obr. 8.4: Fourierliv polynompron =2  Obr. 8.5: Fourierovy polynomy pro
n=0,123

> ani m =Ani n>r af Four i er Fce(fce, rada,

> -3*Pi..3*Pi, -1.5..11, 4, 0, 1):

> display(anim insequence=fal se);
Pouzijeme-li v pfikazu di spl ay volbu i nsequence=t r ue, misto proklada-
ného grafu vytvorfime animaci.

> ani m =Ani n>r af Four i er Fce(fce, rada,

> -3*Pi..3*Pi, -1.5..11, 10, 0O, 1, [-7, 10]):

> display(anim insequence=true);

Priklad 8.2. Ngjdéte Fourierovu fadu funkce f (x) = € naintervalu [0, 2nt].

ReSeni. Plati ,
1 [2n 1 1
ag= — edx = Z[e]7" = = (" — D).
T Jo 1 1

Dale metodou per partes nalezneme primitivni funkci k funkci € cosnx ve tvaru

€*(cosnx + nsinnx)
nZ+1

aprimitivni funkci k funkci € sinnx vetvaru

€(snnx — ncosnx)
n2+1 ’
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jetedy

n2+1 o Tn2+1’

o=l [e"(cosnx+nsinnx)]2’T o 1e -1
TT

bn

1 [e(€nnx —ncosnx 1 1, n
== > == -1 :
7T n2+1 0 T n2+1
ProtoZze f je monotonni a spojita na [0, 2x], je soucet jgi Fourierovy fady na
(0, 2) roven pfimo f. V krajnich bodech tohoto intervalu je soucet roven (e +
+1)/2, viz Obr. 8.6.
Pro x € (0, 27) tedy plati:

een 111 & 1 n
et = 4+ cosnx — sinnx
T 2 n2=1:<n2+1 n%+1 )

aprox = 0, X = 27 je soutet fady na prave strané roven (€™ + 1) /2.
Odtud obdrZime

i 1w +1) — (& -1
£~ n2+1 - 2(e2m — 1) '

UL

Obr. 8.6: Periodické rozsifeni funkce €%, x € (0, 27)

Priklad 8.3. Funkci f(x) = x rozviite naintervalu [0, 1t] do kosinové Fadly.

Reseni. Sude periodicke rozsifeni této funkce je znazornéno na Obr. 8.7. Pritom

plati
2/“ Z[XZT
ag = — xdx=—|—=1| =m,
T Jo 2],
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LY

Tedy pro x € [0, x] plati

T 2 (D" —1 T 4 o~ cos(2n — 1)X
X=—+— —F—CcosnNxXx = — — — _—
2 TEZ n2 2 TISZ (2n — 1)2

2 (7 2 2 [T 2 .
ap = — xcosnx dx = —[xsinnx]; — — snnxdx = —[(=1)" — 1].
0 nx nw Jo N7

n=1

v

— | n

Obr. 8.7: Sudé periodické rozsifeni funkce x, x € (0, )

Priklad 8.4. Najdéte FourierQiv rozvoj funkce f (x) = x naintervalu [—1, 1].

Redeni. Periodicke rozsifeni této funkce je uvedeno na Obr. 8.8.

A

S S
A A A

Obr. 8.8: Periodické rozsifeni funkce x, x € (-1, 1)

V tomto pfipadéje h = 1; ddeje f lichg aprotoa, =0pron € NU {0} a

bn

1
2/ Xxsinnmxdx =
0

2 .2t
——[xcosnnx]g+ — cosnmx dx =
nw nw 0

2
——cosnT +
nm

2
; 1 n—1
snnnX]; = —(—1 .

Tedy

00 (_1)n—1 .
> ——sinnnx prox € (=1,1).

X =

=N

n=1
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Na zavér se budeme zabyvat otazkou, kdy Fourierova fada dané funkce f
konverguje stejnomérné na [—t, wt]. V této souvislosti je vhodné si vSimnout, ze
pokud f je nespojite v alespon jednom bodé Xy € [—t, «t], pak jgi Fourierova
fada nemlize konvergovat stejnomérné, nebot soucet stejnomérné konvergentni
trigonometricke fady je podle Véty 5.8 spojita funkce na [—m, mt]. Stejnomérnou
konvergenci |ze proto oekavat pouze u Fourierovych fad spojitych funkci. Dilkaz
nasledujiciho tvrzeni neuvadime, |ze jg nalézt napr. v [8].

Véta 8.5. Necht' 2rt-periodicka funkce f (x) je spojita naintervalu [—7t, ] ajgi
derivace f’(x) je na témze intervalu po Castech spojita. Pak jgi Fourierova fada
konverguje k funkci f (x) stefnomérné na intervalu (—oo, 00).

Poznamka 8.8. Lze dokéazat (viz napr. [8]) vétu o jednoznacnosti pro soucet
trigonometricke fady (tzv. Heineho-Cantorova véta): Jestlize trigonometrickarada

o0
+ Z(an cosnx + by, sin nx)
n=1

N| &

atrigonometricka fada

a’ cosnx + b} sinnx

2 n=1
maji stejny soucet pro vsechnax € R ~. M, kde M je ngjvySe spoCetna mnozina,
pak plati ap =&}, (n=0,1,2,...), by =b}, (n=1,2,...).
Cviceni
8.1. Naleznéte Fourierovu fadu funkce f (X) = sgn(x) naintervalu [—t, 1]
-1, xe[-m7,0),

sgn(x) = 0, x=0,
1, xe(0,m].
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ﬁy Postup je steiny jako v prikladé 8.1. Nejprve ukazeme FeSeni metodou , krok za
krokem®.

> assune(n, integer);

Va&mnéme si, ze funkce sgn(x) je licha, proto budou Cleny ay a a, rovny nule.
Ovérime vypoctem:

> a[0]:=1/Pi*(int(signum(x), x=-Pi..Pi));

a =0
> a[n]:=1/Pi*(int(signunm x)*cos(n*x),
> X=-Pi..Pi));

a,- =0

> b[n]:=1/Pi*(int(signumx)*sin(n*x),
> X=-Pi..Pi));

-1
bt
T N~

b =

Je vid&t, Ze pro n sudé je b, = 0; proto dal&i Upravy provadime pro n lichg, tj.
n=2k—1
> assune(k, integer);
> b[n]:=sinmplify(subs(n=2*k-1,b[n]));
1

b =4 ———
T (2k~—1)
Fourierovafada funkce sgn(x):
> ‘sgn(x)‘=Sum b[n]*sin((2*k-1)*x),
> k=1..infinity);
2. sin((2k~—1)x
sgn(x) = > (4 ( 19,
k-=1

Tt (2k~—1)
Fourierovy polynomy opét znazornime grafem (Obr. 8.9) a animaci.
> four:=m>sum(b[n]*sin((2*k-1)*x), k=1..n):
Pro k = 2 (n = 3) dostavame:
> F[ 2] (x)=four(2);
sin(x) . 4 sin(3x)

F(X) =4
2(X) 3 o

> wth(plots):
> grafl:=plot(signumx), x=-Pi..Pi,
> col or=aquanari ne, discont=true, thickness=3):
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> graf2:=plot(four(2), x=-Pi..Pi,
> color=red):

> display(graf2, grafl);

0.5

Obr. 8.9: Funkce sgn(x), X € (—m, 1) ajgi Fourierliv polynom pron = 3

> anim=animate(four(m, x=-6..6, m=l.. 10,
> frames=10, nunpoi nts=250, col or=red):
> display(anim grafl);
Nyni ukézeme FeSeni s vyuzitim Mapleovskych procedur. Do proménnych a ab
ulozime krajni body intervalu.
> a:=Pi:b:=Pi:
Definujeme funkci.
> fcel: =x->si gnun(Xx):
Spocitame prvnich dvacet ¢lenll Fourierovy fady.
> rada: =Cl enyFouri er Rady(fcel, a, b, 20):
Vytvorime periodické rozSifeni funkce sgn(x).
> fce:=Period(fcel, a, b):
Graf periodického rozsifeni uloZime do proménné gr af 1.

> grafl:=plot(fce, -8..8, -1.5..1.5,
> col or=aquanari ne, thickness=3, discont=true):

Spocitame hodnotu polynomu F;(x) avykreslime jeho graf spolu s periodickym
rozsifenim funkce sgn(x) (Obr. 8.10).
> pol:=WtvorPol (rada, 1):



Konvergence Fourierovy fady 155

> pol (x);
sin(x
4 (X)
T
> graf2:=plot(pol, -8..8, -1.5..1.5,
> col or=red, nunpoi nts=200):
> display(grafl, graf?2);
154 154
/N N\ /"
05 ‘J‘C ‘\ 05 ‘f‘ \‘\‘ f
8 e a2 05‘;‘5 2 4 6 8 -8 Le -4 \ ) 0‘ 2 \\‘ 4 é‘\“‘ 8
—O.?j* ““‘ ‘\‘ -0.5 “ “‘
, I laa b4 Ly
./ A% v
-15- -15-
Obr. 8.10: Fourierliv pol. pron =1 Obr. 8.11: Fourierliv pol. pron =5

Podobné Fouriertiv polynom Fs(x) jetvaru (Obr. 8.11):
> pol :=WtvorPol (rada, 5):
> pol (x);
4sm(x) .\ 4 sin(3x) .\ 4 sin(5x)
T 3 T 5 =

> graf2:=plot(pol, -8..8, -1.5..1.5,

> col or=red, nunpoi nts=200):

> display(graf2, grafl);
Podobné jako v predchazejicim prikladé pouzijeme pro vytvoreni prokladaného
grafu funkci Ani niGr af Four i er Fce (Obr. 8.12) aanimace.

> ani m =Ani n>r af Fouri er Fce(fce, rada, -8..8,

- -1.5..1.5, 3, 2, 2):

> display(anim insequence=fal se);

> ani m =Ani n>r af Fouri er Fce(fce, rada, -8..8,

- -1.5..1.5, 10, 1, 2, [-7.8, 1.3]):

> display(anim insequence=true);
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l.5i

Obr. 8.12: Fourierovy polynomy pron=1,3,5

8.2. Rozlozte ve Fourierovu fadu funkci
_10 X € [—m, 0],
T00 = { snx, xe [0, .
8.3. M@me zadanu funkci

cosX, X € [0, Z],
—cosX, Xe€ (3, 7).

f(x):{

Rozl ozte tuto funkci v kosinovou Fourierovu fadu.

8.4. Urceterozvoj periodické funkce s periodou 2, kterajev zakladnim intervalu
periodicity definovana:

[0 xe(-moOl
f(x)‘{x, X € (0, .

8.5. Rozvifte ve Fourierovu fadu naintervalu [—7t, 1t] funkci

_1 _
f(x):{ 12(n+x), X € (—m, 0],
E(T[ —X), Xe€]0,m).
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8.6. Rozvinte ve Fourierovu fadu funkci f (X) = sgn(cosx).
8.7. Rozvifte ve Fourierovu Ffadu funkci f (x) = arcsin(sinx).

8.8. Rozlozte funkci f(X) = x(wt — X) v sinovou Fourierovu fadu na intervalu
(0, 7). Najdéte soucet fady
1 1 1 (-1
+ +...+—+
B 53 7B (2n — 1)3

8.9. Funkci f(x) = w? — x? rozlozte ve Fourierovu fadu na intervalu (—, ).
Najdéte soucty fad
Sy
>
k=1 k

8.10. Urcete Fourierliv rozvoj periodickée funkce f (x) = x se zakladnim interva-
lem periodicity (0, 27). UrCete soucCet fady

S 1) k+1

>

k=1

8.11. Rozlozte ve Fourierovu fadu funkci f (x) = |x| naintervalu (-1, 1).

8.12. Nakredlete liché periodické rozsifeni funkce %(n —X), X € [0, ] asrovngte
sObr. 5.2, 5.3. Z Fourierovy fady této funkce

1 >, sinnx
ZT=0=)

n

integraci dokazte vztah

pro kazdé x € [0, 27t].
8.13. Pomoci Parsevalovy rovnosti dokazte, Zze pro sudou funkci f (x) naintervalu

(—m, m) plati vztah %3 +Y a2 =2 |7 £2(x) dx aodtud pro f (x) = x? odvodte

vzorec
4

o
1
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8.14. Udete priklad trigonometrické fady, jez neni Fourierovou fadou Zadnée
funkce.
Navod: Uvazte Poznamku 8.4.

8.15. Udejte priklad trigonometrickée Fady, jez bodove konverguje na[—m, ], de
neni Fourierovou fadou zadné integrovatel né funkce.

Navod: Podle Dirichletova kritéria fada ) % konverguje pro kazde x e
€ [—m, r]. Kdyby tato fada byla Fourierovou fadou funkce f, pak podle Po-
znamky 8.4 02 & < 2 [T £2(x)dx, coz je spor.

8.16. Dokazte: Jestlize na intervalu [—t, 7] trigonometricka fada stejnomérné
konverguje, pak je Fourierovou fadou svého souctu.

ﬁg Dad priklady rozvoji funkci do Fourierovych fad zpracované pomoci Maplu ﬁ?
najdete na CD-ROMu v souboru pdf / nr adann8. pdf .

L)
-

otk
RS

£ n e
2 Yhasinng 53
o Py

Clovik obtas narazi na pravdu, ale v&t&inou se otfepe a jde zase dal.



Kapitola 9

Videoukazky

Tato kapitola obsahuje pomocné texty pro sledovani videonahravek. Dopo-
rucujeme v jednom okné sledovat videonahravku, a v druhém mit oteviené tyto
texty.

9.1. Klipl: prednaska —nekonetné Ciselnérady

Video spustte otevienim tohoto odkazu (predpokladem je instalace webového
prohlizeCe a software pro prehravani videa ve formatu MPEG 1 a jeho asociace
s koncovkou .mpg).

a1+a2+...+an+...:zan, (anER)
s n=1

Soucet rady:
Ur¢ime jako limitu posloupnosti n-tych ¢astetnych souctl
Sh=atat--tan.

1. 3lims,=seR ... Y a, konverguje. Plati: Y ;" a, =s = lima, = 0 (nutna
podminka konvergence fady)

2. 3lims, =+o00 ... ) a,diverguje

3. Alims, ... Y a, diverguje

159
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Kritéria konvergence

Na konvergenci ¢i divergenci fady nema vliv chovani konetné mnoha ¢leni,
nemusime tedy striktné psat >~ 2, a,, budeme psat zkracené > a,.
Podle typu nekonecné Fady rozlisujeme kritéria

1. fadasnezgpornymi Cleny Y a,, an > 0

e Srovnavaci kritéerium — jestlize pro dostatecné velkan je a, < by, pak
| ati
prn konverguie = > a, konverguje
> a,diverguie = > b, diverguje
e Podilové a odmocninové kritéerium
lim &2 = ¢ nebo lim y/a, = g
<1 konverguje
g {>1 divergue
=1 nezenicfici
e Limitni srovnavaci kritérium
L <oo, Y bykonv. = Y a,konverguje

lim& =L . . .
bn L >0, Y b, div. = Y aydiverguje

e Integrani kritérium )" a, konv. <& [ f(x)dx konverguje, kde f je
1
klesgjici aplati f(n) = a,.

2. Alternujici fady > (-1)"a,, a, > 0
1
Leibnizovo kritérium: fada konverguje, jestlize je posloupnost a, klesgjici a
lima, = 0.
3. Rady slibovolnymi &leny 3" a,, a, € R
e absolutni konvergence (3 |an| konverguje)
> a, absolutné konverguje = Y a, konverguje
e neabsolutni konvergence pro fady typu >~ anb,

— Dirichletovo kritérium: > a,b, konverguje, jestlizelima, =0,
|by +--- +by| < c(fada ) b, maomezené Castetné soucty)

— Abelovo kritérium: ) a,b, konverguje, jestlize |by| < ca ) a,
konverguje.
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Oper ace s nekoneCnymi radami
1. Algebraické operace
(a) soucet
Y an+) by => (a, + bn) zapfedpokladu konvergence obou fad

(b) soucin—situace je mnohem komplikovang3i, existuje nekonetné mnoho
zplisob, jak definovat soucin fad — viz Kapitola 4.

2. Zakladni z&kony pro soucet nekonecnych fad

(8 Distributivni z&kon k(3 an) = ) ka, zapfedp. konvergence ) a,
1 1

(b) Asociativni zakon (a;+ap) +(ag+ay) +--- =ap + (ap +ag) ... zapredp.
konvergence ) a,
(c) Komutativni z&kona; +a, +az+--- =ag+a; +a, +... plat pouze za

predp. absolutni konvergence ) a,
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9.2. Klip2: cviCeni —reSené priklady na konvergenci rad

Video spustte otevienim tohoto odkazu (predpokladem je instalace webového
prohlizeCe a software pro prehravani videa ve formatu MPEG 1 a jeho asociace
s koncovkou .mpg).

Zjistéte konvergenci fad:

n2
LY Gr Iy

Jedna se o fadu s nezapornymi Cleny, pouzijeme odmocninove kritérium:

o JUn?2 1
lim T ==
2+ 2

Vysledek: fada konverguije.

1
2 annn

Opét se jedna o fadu s nezdpornymi Cleny, nyni ale pouzZijeme
integralni kritérium
/OO / i
— = 0OQ.
t
2

Pouzili jsme substituci Inx = t. Jelikoz integral diverguje, i danafada diver-
guje.

n
3. Z arccos
. n+1 . ] y ;
Jedna se opét o fadu s nezapornymi Cleny, nevime, co Cekat — porovname tuto

fadu s harmonickou fadou y" 2. Limitni srovnavaci kritérium:

) arccosm 0 LU'Hosp. . arccosm
lim ———=—-"=" |lim ——— =
n—oo = O n— oo =
n n
_ 1 . n+l-n
2 (n+1)2
i V) _
n— o0 _ 1
n2
li n’ li n’ 0
= lim = lim =00 >
o [ (nenz "X V20+I N+

Rada " 1 diverguje = danafada diverguje.
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nn
6h

4.3

Nyni mame fadu s libovolnymi €leny, zkusime absolutni konvergenci:
snn
6I’1

< .
=&

Rada " & konverguje (napf. odmocninové kritérium: lim,/ & =% < 1) =
podle srovnavaciho kritéria dana fada konverguje absol utné.

sin’n
5. ) (-1)" -
Jedna se o fadu aternujici, ale nelze pouzit Leibnizovo kritérium, protoze

in2 , e , «r - T o ,
[&n”] neni klesajici. Musime tedy pouzit ngaky jiny zpusob — upravime dle
vzorce pro polovitni hel vyraz sin?n = =521 3 rozdélime plivodni fadu na
dve fady:

@ > (=" 2—1n — konverguje podle Leibnizova kritéria.
(b) Y- (—1)"E2 —tadaslibovolnymi Eleny. Upravime:

1
(—1)" cos2n = cosnm cos2n = E(cosn(rc + 2) + cos(m — 2)).

Rada Y~ cosnx ma omezené Castetné soucty pro x # 2k, lim % =0=>
podle Dirichletova kritéria konverguji fady

)

Z cosn(m + 2) Z cosn(m — 2)

n n

cos2n
2n

Jelikoz obé tyto Fady konverguji, konverguje i fada ptivodni.

aproto konvergujei fada ) " (—1)"
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9.3. Klip3: prednaska — nekonecné rady funkci

Video spustte otevienim tohoto odkazu (pfedpokladem je instalace webového
prohlizeCe a software pro prehravani videa ve formatu MPEG 1 a jeho asociace
skoncovkou .mpg).

Z fr(X), X € |
n=1

Stejnomeér na konver gence
e Posloupnost {s,(X)}, x € | konverguje k funkci s(x):

Vxer lim (%) = s(X),

Vxelvs>03novn>no Dsa(X) —s(X)| < €

e Posloupnost {s,(X)}, X € | stegnomérné konverguje k s(x):

Ve=0TnoVnsno¥xel - [Sh(X) —S(X)| < &
e Rada > fa(X) stgfnomérné konverguje na intervalu |, jestlize stefnomérné
konverguje posloupnost n-tych ¢astetnych souctu.

Weierstrassovo kritérium: > f,(x) stejnomérné konverguije, jestlize

[ fa(¥) <3, Vx €l a ) a, konverguje.

Vlastnosti stefnomér né konver gentnich posloupnosti a fad
e {S(X)} stejnomérné konverguje k s(x) afunkce s, jsou spojiténal = sje
spojitanal.
Pr. {& ™}, | =[0, o0)

S(X) = lim e ™ = {

n—oo

1 x=0
0 x>0

Proto posloupnost neni stejnomérné konvergentni.
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e Derivacetady. Plati

(Z fn(x))/ =Y " f,0 nal

za predpokladu, ze ) f,(x) konverguje na | a ) f/(x) konverguje stejno-
meérnénal .

e Integracefady. Plati

b b
/Z fr(X) dx:Z/ f,(x) dx

za predpokladu, Ze jsou funkce f, integrace schopné na [a, b] a jestlize je
> fn nala, b] stejnomérné spojita.

Mocninnérady

o0

Zanx”, a, €R

n=1

(—o0, —=r)u (r,00) | diverguje
(—r,r) konverguje

Existuje €Cido 0 < r < oo svlastnosti

O kragjnich bodech intervalu (—r, r) nelze obecné nic fici, je tfeba je vySetfit
zvlagt. Cislor se nazyva polomér konvergence.

Kazda mocninna fada je stggnomérné konvergentni na kazdém uzavieném
podintervalu [—p, p] intervalu (—r,r), kde p < r. Pouziti: rozvoj funkci do
mocninnych Fad.

Priklad 9.1. Rozvifnte do mocninné fady funkci arctg .

ReSeni. Nejprve danou funkci zderivujeme a tuto derivaci snadno rozvineme do
mocninne fady:

(arctgXx)’ = =1—x?+x*—... platipro|x| <1.

1+ x2
Nyni pravou stranu zintegrujeme ¢len po ¢lenu adostavame pozadovany vysledek
x3 x5

actgXx =X — —+ — — ... (x|l <1.
g 373 pro |X|



Vysledky cvicCeni

Kapitola 1

1181 bi of d; 935 N3 95 hE 128 -5 b
1.3. @) diverguji 1.4.8) x =10 b) x = X +kn nebo x = 3 +kn. 15,

Soutet obvodil 8(2 + +/2), soudet obsahll 8.  1.6. Uloha vede k uréeni souttu

nekonetné geometrické fady: 48+ 24+ 12+6+--- , jgiz souCet jes =96 1.7.
Obsah Sierpifiského koberceje P = 1 — Y% 2. =0.
Kapitola 2

2.1. @) konverguje  b) konverguje c) konverguje d) diverguje €) konver-
guiepro0 < a < 1, divergujeproa > 1 f) diverguje @) konverguje pro
a > 1, divergujeproa € (0,1] h) konverguje i) konverguje j) konverguje
k) konverguje 1) diverguje m) konverguje n) diverguje o) diverguje pro
a > 7, konverguiepro0 <a < 7 p)diverguje q) diverguie. 2.2 a;n 1 =
= 21, 8n =z 2.3. Neexistuje [Navod: je-li limsup y/a, > 1, pak existuje
{ni}, Nk — oo tak, Ze lim n/a, > 1. Oznatime-li by = a,,, je fada ) by diver-
gentni. Protoze a, > 0, jedivergentni i fada ) " a,. 2.4.viz[5].

Kapitola 3

3.1. a) konverguje b) konverguje c) diverguje d) diverguje €) konverguje
f) konverguje. 3.2. @) konverguje neabsolutné b) konverguje absolutné c)
konverguje neabsolutné d) diverguje €) konverguje absolutné f) konverguje
absolutné g) konverguje absolutné h) konverguje neabsolutné. 3.3. @) Pro
X > 0 fada konverguje absolutné, pro x < 0fada diverguje. b) Prox € (é, e)
fada konverguje absolutng, pro ostatni x fada diverguje. c¢) Pro [X| < 2 fada

166
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konverguje absolutng, pro |x| > 2 a x = 2 diverguje, pro x = —2 konverguje
neabsolutné. d) Pro x > 0fada konverguje absolutné, pro x < 0 fadadiverguje.

Kapitola 4

4.1. Zzoo (x?‘/)n =e*Y 4.2, Cauchylv soutinje ) o2, q,ﬁLl = 1)2, odkud plyne
Yo =g 43 @n=5[WuzijteVEu45]  b)n=7[VyuZijte V&tu 4.6]
c) n=5[WuzijteV&tu 4.4] 4.4.8)3(n+1)(n+2)(n+3) > 10* b)Inn > 10

0) 1’5 108

nin5+1

Kapitola 5

5.1. a) ne (nebot lim f,(x) = 0a fn(g/%) =2) b)ano(podiedefinice) 5.2.8)x €
€(z,0 b)xe(-22 c)xe(- oo —1) U (—%,00). 5.3 Majorantni Fady:
e bF 95 D amg Dm 54 8 —Weerstrassovo krite-
rium (%) b) —Weierstrassovo Kritérium (m":‘fzn) c) — Dirichletovo kritéerium
(1 g sinxsinkx| <2, {—*=}] < % — 0). 55 t&x, 56 2

1—2r cosx+t 2

JnT

Kapitola 6

61l ar =1 (-11 b)r=\/E (— 77_) or =1 (=11 dr =
=3 [-33 r =00 fr =1, (-1,1) gr =111 hyr =1,
[—1,1] )r =4, (-4,4 j)r =oc0 k)r—oo 62a)(1x)3, IX| <1 b)
(X+1In(L+X) —X, X € (—1,1] ¢)arctgx, |x| <1 d) = (HZ)Z, IX| <1 e
TInX x| <1 f)arctgx IX| <1 g):ln2, x| <1 h)2xarctgx—In(1+

+x2), |x|<1 i)In-L xe[ 1,1) j(l“j)g, x| <1 63.8In3 b)FP c

1-x?
an-2

18 64a)z( D b)z( D" & c)Z( D'Ey DLDME

_ 2n+1 + _ 1 .
e)z%)@gnn?”gm f) Zl(—l)” Inxn-1 9)523—,9(" h)Z(Z)x” i) In2+ %+
n=i n=

. 2
XX ea-X+X_..) k)1 F I 2ydy, I)x2+x3+
4 +1
+X?+...+(nX”1),+.. m) X + X2 +__%+... n)X+E+E+ . 65.9)
3 1(x—1 (x=1°3 1 (x=3 1(x= 3"1
1+32 ((X ]_)+ 2‘) 22'3? +..) b)§_T+T)_"'+( 1) ) ...

0e? (1+Z = ) J (x—l)—%(x—1>2+§(x—1>3+~~~+<—1>””%+'~-
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Kapitola 7

7.1. @) 0,99984 b) 0,0174524 c) 0,17364 d) 0,9848 €) 0,5235. 7.2. &) 0,0874 b)
0,017455¢) 1,37d) 2,74. 7.3.8) 3,1415b) 3,141592654. 7.4.8) 0,778 b) 1,39¢)
2,71828 d) 7,389 €) 0,3678 f) 1,157 g) 2,25 h) 2,0022 i) 4,12 ) 2,09 k) 1,004975 |)
3,017 m) 5,03968. 7.5. &) 0,693 b) 1,0986 ) 1,6094 d) 2,39 €) 0,7 f) 1,04 g) 0,43
h) 1,58i) —0,693j) —0,2k) —0,435. 7.6.d) 1 b) —3 c) 2d) -5 e) —1f) 2 g)

1 1 2; 1 1
——zh)§|)§J)—§k)0l)a) 77a)——+|n|X|+ 23,+---+m+~--xe

€ (~0,0U0,00) B)Xx—%5+% —Ha ()N 4 x e (—o0,00)
XlO

x7 x5, x® 5B
€)X+ 55 — 87 T1em0 * - X €[=11] d)1+55 +83+1613+"'X€4E+:1’1)
X

10 19 9n78

O X+igtgt gt Xel-1 1) f)__ﬁ"' +(—1)nm
b X € (o0, 00). T8, a) 3,518 b) 1,0573 ¢) 2,834 d) 0,12 €) 0,497 f) 0,905.
7.9.a)y=1+x+§x2+§x3+19x4 . b)y-1+2x X2 — —x3—%x4+
+.. c)y=2+x+x2+§x3+ X+ dyy=1+32 x2+ $X3+... 710

Dy = a0 (1= b+ it +an(x - 30 B x ) D

_ 4, 828, _ay5, a2y9,
y—a0<1——x +ﬁX )+a1(x X+800X

Kapitola 8

8.1 sgn(x) = 2y 00 SMA-LX 8o f(x) = 1+lgnx— 2y @zx g3y

2n—1 n=1 4n2—1

f)=2+2%0 (—)" 12X 84 f(x)=2 - 2% cosn—1x £ (-

an2—1 T n=1 (2n—1)2

1)k 1smkx 8.5. f(X) — Zliol sinkx 8.6. f(X) — 4 Zn 0( 1)ncos(2n+1)x.
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