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6.2 Vlastnosti a součet mocninné řady . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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8.8 Periodické rozšı́řenı́ funkce x , x ∈ (−1, 1) . . . . . . . . . . . . . 151
8.9 Funkce sgn(x), x ∈ (−π,π) a jejı́ Fourierův polynom pro n = 3 . 154
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Předmluva

Když jsme v roce 1999 vydávali prvnı́ CD-ROM Matematická analýza s pro-
gramem Maple, uvedli jsme, že v přı́štı́ch letech plánujeme pokračovat v edici
dalšı́mi partiemi matematické analýzy. Jsme rádi, že dı́ky finančnı́ podpoře FRVŠ
můžeme tento záměr realizovat a studentům nabı́dnout dalšı́ dı́l, tentokrát věno-
vaný tématu Nekonečné řady.

Tento CD-ROM je učebnı́m textem nového typu využı́vajı́cı́ možnostı́ sou-
časné výpočetnı́ techniky. Ukazuje modernı́ způsob výuky matematické analýzy,
kdy prostřednictvı́m počı́tačových technologiı́ se student učı́ matematickou ana-
lýzu a naopak.

Použı́vaná symbolika je shodná se symbolikou užı́vanou v [13, 14]; zejména
symbol N označuje množinu všech přirozených čı́sel, symbol Z označuje množinu
všech celých čı́sel, symbol R množinu všech reálných čı́sel a R∗ značı́ rozšı́řenou
množinu reálných čı́sel, tj. R∗ = R ∪ {−∞,∞}.

Stejně jako Diferenciálnı́ počet funkcı́ vı́ce proměnných jsou i Nekonečné řady
tématem vhodným pro počı́tačově podporovanou výuku. Zejména rozvoje funkcı́
do mocninných a Fourierových řad se programem Maple velmi pěkně graficky
ilustrujı́.

Při výkladu probı́rané problematiky pomocı́ Maplu jsme se snažili o dodržo-
vánı́ následujı́cı́ho postupu: Nejdřı́ve je problém řešen „krok za krokem“ tak, jak
bychom postupovali při řešenı́ pomocı́ „tužky a papı́ru“, Maple je použı́ván pouze
k dı́lčı́m výpočtům. Pokud je to dále možné, následuje zobecněnı́ a automatizace
řešenı́ problému pomocı́ Mapleovského programovacı́ho jazyka. Tyto části jsou
v textu označeny pomocı́ , dalšı́ přı́klady je pak možno nalézt v odpovı́dajı́cı́ch
zápisnı́cı́ch v adresáři Maple. Při tvorbě nových procedur byl důraz kladen přede-
všı́m na jejich jednoduchost – tak, aby je byli studenti schopni psát v rámci cvičenı́
z Maplu. Často je tedy potlačováno testovánı́ koreknosti zadávánı́ vstupnı́ch pa-
rametrů, důraz je předevšı́m kladen na vlastnı́ algoritmus výpočtu. Komentáře
v zápisnı́cı́ch jsou psány bez diakritiky, protože Maple zatı́m nenı́ lokalizován
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8 Předmluva

v českém jazyce. Mapleovské zápisnı́ky jsou určeny pro verzi Maple 7, většinou
jsou však použitelné i ve verzi Maple V 5.1.

Ve srovnánı́ s prvnı́m CD-ROMem přinášı́me dvě novinky v počı́tačovém
zpracovánı́. Prvnı́ novinkou jsou animace, pomocı́ nichž lze pohyblivě znázorňovat
rozvoje funkcı́ do nekonečných řad. Věřı́me, že tyto animace pomohou studentům
pochopit význam mocninných a Fourierových řad a rozdı́l mezi nimi.

Druhou novinkou je videozáznam přednášky, sloužı́cı́ k repetitoriu daného
tématu. Obsahuje tři sekvence, přehled základnı́ teorie o nekonečných čı́selných
řadách, ukázku řešenı́ několika typických přı́kladů a přehled základnı́ teorie o řa-
dách funkcı́.

Základem pro vznik CD-ROMu se stal učebnı́ text Došlá Z., Novák V.: Neko-
nečné řady, MU 1999 a 2002 a Mapleovské zápisnı́ky s ukázkami řešenı́ přı́kladů
a novými procedurami. Pro čtenáře, kteřı́ licenci Maplu nevlastnı́ přinášı́me i roz-
šı́řené HTML verze některých zápisnı́ků, které je možno čı́st libovolným z webo-
vých prohlı́žečů. Pomocı́ těchto prohlı́žečů je možno přehrávat i všechny uvedené
animace.

Vlastnı́ text je opět uložen ve formátu PDF (Portable Document Format), který
je standardem pro elektronickou publikačnı́ činnost a je nezávislý na platformě.
Kromě jiného umožňuje prostřednictvı́m křı́žových odkazů rychle vyhledávat
souvislosti napřı́č celým textem. Text se nacházı́ na CD ve dvou variantách; design
prvnı́ je optimalizován pro čtenı́ na obrazovce obvyklého barevného monitoru,
design druhé verze (kterou čtete) je vhodný pro tisk na formát A4. Nově přidáváme
odkazy na videosekvence (jsou na CD-ROM v adresáři video) a na PDF soubory
s animacemi (vyžadujı́ však Acrobat Reader verze alespoň 5).

Videonahrávka byla pořı́zena s pomocı́ laboratoře LEMMA Fakulty informa-
tiky MU v Brně. I když jde o simulovanou přednášku, byla natáčena naostro bez
opakovánı́ záběrů. Nese proto prvky autentičnosti, včetně několika nepřesnostı́ od-
borných a jazykových. Uvádı́me toto video s přesvědčenı́m, že učebnı́ text oživı́ a
posune vývoj podobných učebnı́ch textů opět o krůček dopředu. Pro lepšı́ čitelnost
textu napsaného během přednášky na tabuli jsou tyto texty uvedeny v kapitole 9
na straně 159.

CD-ROM je určen pro posluchače bakalářského studia matematiky, fyziky,
informatiky, a dále všem zájemcům o výuku matematické analýzy s využitı́m
počı́tače a uživatelům CAS systému Maple. Spojenı́ textu, grafiky, počı́tačových
vstupů, výstupů, animacı́ a videonahrávky se shrnutı́m základnı́ch pojmů pro-
bı́raného tématu by mělo vytvořit prostředı́ sloužı́cı́ k maximálně efektivnı́mu
zvládnutı́ probı́rané problematiky.

http://www.fi.muni.cz/lemma/
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CD-ROM dále obsahuje inovovanou verzi textu Diferenciálnı́ počet vı́ce pro-
menných, a to zase ve dvou verzı́ch: verzi optimalizovanou pro čtenı́ na obrazovce
a verzi optimalizovanou pro tisk

Některé materiály z CD-ROMu jsou uloženy také na webové stránce projektu
http://www.math.muni.cz/˜plch/nkpm/.

Závěrem bychom rádi poděkovali studentům Přı́rodovědecké fakulty P. Křı́-
žovi a K. Šrotovi za Mapleovské zápisnı́ky k mocninným a Fourierovým řadám,
studentům Fakulty informatiky P. Kynčlové za animace k části Diferenciálnı́ po-
čet funkcı́ vı́ce proměnných, M. Liškovi, V. Holerovi, P. Hromkovi a kolegovi
R. Haklovi za pomoc při natáčenı́ a M. Rollerovi a T. Závodnému za pomoc při
střihu a zpracovánı́ videa. Dále děkujeme kolegyni L. Langerové za účinkovánı́
při natáčenı́ přednášky a panu A. Kalinovi za vytvořenı́ instalačnı́ho programu a
grafickou úpravu instalačnı́ brožurky CD-ROMu.

Tento CD-ROM vznikl za podpory Fondu rozvoje VŠ v rámci řešenı́ projektu
č. 801/2002.

Brno, prosinec 2002 Autoři

http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/


Kapitola 1

Nekonečné čı́selné řady –
základnı́ pojmy

Teorie nekonečných čı́selných řad vznikla ve druhé polovině 17. stoletı́ spolu
s utvářenı́m infinitezimálnı́ho počtu. Mnohé myšlenky zrály řadu stoletı́, než se
přiblı́žily dnešnı́ podobě. V průběhu vývoje se někteřı́ matematikové dopustili
při počı́tánı́ s řadami omylů, zejména v době, kdy nebyl pojem konvergence
řady konstituován, a také v době, kdy panovala jakási hrůza z nekonečna. Tı́mto
problémem se od počátku zabývali nejenom matematikové, ale i filozofové.

Napřı́klad Zenon z Eleje (490–430 př.n.l.) považoval za nemožné, že by ne-
konečný součet kladných čı́sel mohl být konečné čı́slo; připomeňme jeho aporii1

Achilles a želva: „Rychlonohý Achilles nikdy nedožene želvu, jestliže se želva
nacházı́ v nějaké vzdálenosti před nı́m.“ Se součty nekonečných geometrických
řad již pracoval (aniž použı́val dnešnı́ symboliku) Archimedes (287–212 př. n. l.),
když určoval kvadraturu paraboly; prvnı́ nekonečnou řadu, která nebyla geome-
trická, sečetl na základě fyzikálnı́ch úvah až ve středověku (kolem roku 1350)
R. Swineshead.

V celé historii matematiky byla snaha zodpovědět dvě základnı́ otázky pro
počı́tánı́ s nekonečnými čı́selnými řadami:

Jak sečı́st nekonečnou (přesněji spočetnou) množinu čı́sel?

Platı́ pro nekonečné součty podobné zákony jako pro konečné součty,
zejména zákon distributivnı́, asociativnı́ a komutativnı́?

1aporie – slepá ulička rozumu
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Součet řady 11

Odpověd’ na obě otázky ukážeme v průběhu prvnı́ch čtyř kapitol, které jsou
věnovány nekonečným čı́selným řadám. Cı́lem prvnı́ kapitoly je zavést pojem
součet řady a ukázat některé základnı́ operace s čı́selnými řadami.

1.1. Součet řady

Ze střednı́ školy je dobře známa nekonečná geometrická řada. Postup použitý
při určenı́ jejı́ho součtu, tj. utvořenı́ tzv. částečných součtů a provedenı́ limitnı́ho
přechodu, je návodem pro obecnou definici.

Definice 1.1. Necht’{an}∞n=1 je posloupnost reálných čı́sel. Symbol

∞
∑

n=1

an nebo a1 + a2 + a3 + · · · + an + · · · (1.1)

nazýváme nekonečnou čı́selnou řadou. Posloupnost {sn}∞n=1, kde

s1 = a1, s2 = a1 + a2, . . . , sn = a1 + a2 + · · · + an, . . . ,

nazýváme posloupnost částečných součtů této řady.
Existuje-li vlastnı́ limita lim

n→∞
sn = s, řekneme, že řada

∑∞
n=1 an konverguje a má

součet s. Neexistuje-li vlastnı́ limita lim sn, řekneme, že řada
∑∞

n=1 an diverguje.

Nekonečná řada je tedy symbol
∑∞

n=1 an nebo a1 + a2 + · · · + an + · · · , kde
{an} je daná posloupnost. K tomuto symbolu je přiřazena posloupnost částečných
součtů {sn}. Prvky posloupnosti {an} nazýváme členy řady

∑∞
n=1 an, kde an je n-tý

člen. Čı́slo sn nazýváme n-tým částečným součtem této řady.

V přı́padě, kdy řada diverguje, rozlišujeme tři přı́pady:

F Je-li lim sn =∞, řı́káme, že řada určitě diverguje k +∞;

F Je-li lim sn = −∞, řı́káme, že řada určitě diverguje k −∞;

F Jestliže lim sn neexistuje, řı́káme, že řada osciluje.

Má-li konvergentnı́ řada
∑

an součet s, pı́šeme
∑∞

n=1 an = s. Je-li řada diver-
gentnı́ k ±∞, pı́šeme

∑∞
n=1 an =∞, přı́padně

∑∞
n=1 an = −∞.

Přı́klad 1.1. Vyšetřete, kdy konverguje nekonečná geometrická řada

a + aq + · · · + aqn−1 + · · · =
∞
∑

n=1

aqn−1, kde a 6= 0, q 6= 0,
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a určete jejı́ součet.

Řešenı́. Postupujeme podle Definice 1.1: určı́me sn a provedeme limitnı́ přechod.
a) Necht’q = 1. Pak sn = na a platı́ lim sn = lim na = ±∞, tj. řada

∑∞
n=1 a je

divergentnı́.
b) Necht’q = −1. Řada má tvar a + (−a)+ · · ·+ (−1)n−1a + · · · , takže částečný

součet je

sn =

{

0 pro sudé n,

a pro liché n.

Posloupnost {0, a, 0, a, . . . } nemá limitu, proto je tato řada oscilujı́cı́.
c) Necht’|q| 6= 1. Platı́ sn = a + aq + · · · + aqn−1. Užitı́m vztahu

(1− q)(1 + q + q2 + · · · + qn−1) = 1− qn

dostaneme

sn = a(1 + q + q2 + · · · + qn−1) = a
1− qn

1− q
.

Uvažujme následujı́cı́ přı́pady:
pro |q| < 1 je lim qn = 0, proto lim sn = a

1−q ;
pro q > 1 je lim qn =∞, proto lim sn = ±∞;
pro q < −1 limita lim qn neexistuje.

Proto je geometrická řada pro |q| ≥ 1 divergentnı́ a pro |q| < 1 konvergentnı́.
V tomto přı́padě je jejı́ součet

∞
∑

n=1

aqn−1 =
a

1− q
, |q| < 1.

Přı́klad 1.2. Určete součet řady:

a)
∞
∑

n=1

1

n(n + 1)

b)
1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ · · · =

∞
∑

n=1

1

(3n − 2)(3n + 1)

c)
∞
∑

n=1

n

2n

d)
∞
∑

n=1

(
√

n + 2− 2
√

n + 1 +
√

n)

e) arctg
1

2
+ arctg

1

8
+ · · · + arctg

1

2n2
+ · · ·
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Řešenı́. Ve všech přı́padech postupujeme podle Definice 1.1: určı́me n-tý částečný
součet sn dané řady a provedenı́m limitnı́ho přechodu určı́me jejı́ součet.

a) Výraz pro člen an rozložı́me v součet parciálnı́ch zlomků 1
n(n+1) = 1

n −
1

n+1 .

Pak

sn = 1−
1

2
+

1

2
−

1

3
+ · · · +

1

n − 1
−

1

n
+

1

n
−

1

n + 1
= 1−

1

n + 1
,

a proto

s = lim sn = lim

(

1−
1

n + 1

)

= 1.

b) Postupujeme obdobně: provedeme rozklad členu an v součet parciálnı́ch
zlomků, tj.

1

(3n − 2)(3n + 1)
=

A

3n − 2
+

B

3n + 1
.

Z rovnice 1 = (3n − 2)B + (3n + 1)A plyne B = − 1
3 , A = 1

3 , tj.

1

(3n − 2)(3n + 1)
=

1

3

(
1

3n − 2
−

1

3n + 1

)

.

Pak

sn =
1

3

(

1−
1

4
+

1

4
−

1

7
+ · · · +

1

3n − 5
−

1

3n − 2
+

1

3n − 2
−

1

3n + 1

)

=

=
1

3

(

1−
1

3n + 1

)

,

a proto

s = lim sn = lim
1

3

(

1−
1

3n + 1

)

=
1

3
.

Ukážeme si nynı́ řešenı́ s využitı́m programu Maple.
> rada:=Sum(1/((3*n-2)*(3*n+1)), n=1..infinity);

rada :=
∞
∑

n=1

1

(3 n − 2) (3 n + 1)

Rozklad členu an v součet parciálnı́ch zlomků provedeme pomocı́ přı́kazu
convert:

> convert(op(1,rada),’parfrac’,n);

1

3

1

3 n − 2
−

1

3

1

3 n + 1
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Pro zjednodušenı́ určovánı́ n-tého částečného součtu zadané řady vytvořı́me pro-
ceduru poslcass(expr,down,k), kde expr je výraz odpovı́dajı́cı́ an , down
je dolnı́ mez řady a k je přirozené čı́slo, udávajı́cı́ kolik členů posloupnosti čás-
tečných součtů si přejeme vypsat. Procedura vypı́še prvnı́ch k členů posloupnosti
částečných součtů, jejı́ n-tý člen a pokud je to možné vrátı́ součet zadané řady.

> poslcass := proc (a, b, d) local i, j, s, e;
> s := 0; j := 0;
> for i from b to d+b-1 do
> j := j+1; s := s+eval(subs(n = i,a));
> lprint(evaln(s[j]) = s)
> od;
> e := sum(a,n = b .. n);
> lprint(evaln(s[n]) = e);
> Sum(a,n = b .. infinity) =
> limit(e,n = infinity)
> end:

Použitı́ této procedury při řešenı́ uvedeného přı́kladu dává tento výstup:

> poslcass(op(1,rada),1,5);

s[1] = 1/4

s[2] = 2/7

s[3] = 3/10

s[4] = 4/13

s[5] = 5/16

s[n] = 1/3-1/3/(3*n+1)
∞
∑

n=1

1

(3 n − 2) (3 n + 1)
=

1

3

Pro kontrolu výpočtu můžeme použı́t i přı́kaz sum.

> Sum(1/((3*n-2)*(3*n+1)), n=1..infinity)=
> sum(1/((3*n-2)*(3*n+1)), n=1..infinity);

∞
∑

n=1

1

(3 n − 2) (3 n + 1)
=

1

3

Pro vykreslenı́ grafu posloupnosti částečných součtů můžeme použı́t proceduru
sumplots(Sum(rada, n=a..b)), viz Obr. 1.1.
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> sumplots := proc (rada)
> local term, n, a, b, psum, m, points,
> i, c, sn, p1, p2;
> if nargs = 2 then c := args[2]
> else c := 0 fi;
> if typematch(rada,(’Sum’)(term::algebraic,
> n::name = a::integer .. b::integer))
> then psum :=‘@‘(evalf,
> unapply(Sum(term,n = a .. a+m-1),m));
> points := [seq([[i, psum(i)+c],
> [i+1, psum(i)+c]], i = 1 .. b-a+1)];
> points := map(op,points);
> p1 := PLOT(CURVES(points),AXESLABELS(n,”s[n]”));
> sn := evalf(c+sum(term,n = a .. infinity))
> else
> ERROR(”expecting a Sum structure as input”) fi;
> if sn < infinity then
> p2 := plot(sn,n = a .. b,linestyle = 4);
> display({p2, p1})
> else p1 fi
> end:

> sumplots(Sum(op(1,rada),n=1..20));

c) Platı́

sn =
1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · · +

n

2n
,

odkud po vydělenı́ dvěma plyne

sn

2
=

1

22
+

2

23
+

3

24
+ · · · +

n

2n+1
.

Odečtenı́m druhé rovnice od prvnı́ dostaneme

sn

2
=

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · +

1

2n
−

n

2n+1
,

tj.

sn = 2

(
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · +

1

2n
−

n

2n+1

)

.

Jelikož

lim

(
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · +

1

2n

)

=
∞
∑

n=1

1

2n
= 1, lim

n

2n+1
= 0,
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0.26

0.28

0.3

0.32

s[n]

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

n

Obr. 1.1: Posloupnost částečných součtů řady
∑ 1

(3n−2)(3n+1)

je součet řady
∞
∑

n=1

n

2n
= lim sn = 2.

Jiný způsob určenı́ součtu této řady ukážeme v Přı́kladu 6.3 pomocı́ součtu
mocninné řady. Z historického hlediska je tato řada prvnı́ negeometrickou řadou,
u které byl určen jejı́ součet. Určil ho středověký matematik Richard Swineshead
v knize Liber calculationum napsané kolem roku 1350, když řešil tuto fyzikálnı́
úlohu: Jaká je průměrná rychlost v hmotného bodu s počátečnı́ rychlostı́ v0 v časo-
vém intervalu t ∈ [0, 1], který se pohybuje takto: během prvnı́ poloviny časového
intervalu konstantnı́ rychlostı́, během dalšı́ čtvrtiny intervalu rychlostı́, která je
dvojnásobkem počátečnı́ rychlosti, během následujı́cı́ osminy intervalu se pohy-
buje rychlostı́, která je trojnásobkem počátečnı́ rychlosti atd. až do nekonečna.
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Využijeme-li výše odvozený součet řady, dostaneme

v =
s

t
= s1 + s2 + · · · = v0.

1

2
+ 2v0.

1

4
+ · · · = v0

(
1

2
+

2

22
+ · · · +

n

2n
+ · · ·

)

= 2v0 ,

tj. průměrná rychlost během celého časového intervalu se bude rovnat dvojnásobku
počátečnı́ rychlosti.

d) Platı́
a1 =
√

3− 2
√

2 + 1

a2 =
√

4− 2
√

3 +
√

2

a3 =
√

5− 2
√

4 +
√

3

...

an−2 =
√

n − 2
√

n − 1 +
√

n − 2

an−1 =
√

n + 1− 2
√

n +
√

n − 1

an =
√

n + 2− 2
√

n + 1 +
√

n

Z uvedeného schématu je zřejmé, že sn = 1−
√

2−
√

n + 1 +
√

n + 2, a proto

s = lim
n→∞

sn = 1−
√

2 + lim
n→∞

(
√

n + 2−
√

n + 1) =

= 1−
√

2 + lim
n→∞

1
√

n + 2 +
√

n + 1
= 1−

√
2.

e) Pro |x| < 1, |y| < 1 platı́ vztah

arctg x + arctg y = arctg
x + y

1− xy
.

Užitı́m tohoto vztahu postupně dostáváme

s2 = a1 + a2 = arctg
1

2
+ arctg

1

8
= arctg

1
2 + 1

8

1− 1
16

= arctg
2

3

s3 = s2 + a3 = arctg
2

3
+ arctg

1

18
= arctg

2
3 + 1

18

1− 2
3.18

= arctg
3

4

...
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sn = sn−1 + an = arctg
n − 1

n
+ arctg

1

2n2
= arctg

n−1
n + 1

2n2

1− n−1
2n3

=

= arctg
n(2n2 − 2n + 1)

2n3 − n + 1
= arctg

n(2n2 − 2n + 1)

(2n2 − 2n + 1)(n + 1)
= arctg

n

n + 1
.

Součet řady je

s = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

arctg
n

n + 1
=

π

4
.

Přı́klad 1.3. Vyjádřete ve tvaru zlomku v základnı́m tvaru čı́slo 0,215.

Řešenı́. Platı́

0,215 =
2

10
+

(
15

103
+

15

105
+ · · ·

)

=
2

10
+

15

103

(

1 +
1

102
+ · · ·

)

=

=
2

10
+

15

103
·

1

1− 1
102

=
1

5
+

15

10 · 99
=

1

5
+

1

66
=

71

330
.

Následujı́cı́ věta udává nutnou podmı́nku konvergence řady.

Věta 1.1. Jestliže řada
∑∞

n=1 an konverguje, pak platı́ lim
n→∞

an = 0.

Důkaz. Necht’
∑∞

n=1 an konverguje a
∑∞

n=1 an = s. Tedy lim sn = s ∈ R, a protože
an = sn − sn−1, plyne odtud lim an = lim(sn − sn−1) = s − s = 0.

Je třeba si uvědomit, že opak této věty neplatı́. Je-li totiž pro řadu splněna
podmı́nka lim an = 0, pak z nı́ konvergence řady ještě neplyne. Tuto skutečnost
ilustruje následujı́cı́ přı́klad.

Přı́klad 1.4. Řada
∑∞

n=1
1
n se nazývá harmonická. V této řadě je každý člen

harmonickým průměrem dvou sousednı́ch členů, tj. platı́

1

an
=

1
an−1

+ 1
an+1

2
.
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Řada splňuje nutnou podmı́nku konvergence, nebot’lim 1
n = 0. Ukažme, že je tato

řada divergentnı́. K tomuto účelu provedeme následujı́cı́ odhady:

s1 = 1

s2 = 1 +
1

2

s4 = s2 +
1

3
+

1

4
> s2 +

1

4
+

1

4
= 1 + 2.

1

2

s8 = s4 +
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
> 1 +

2

2
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
= 1 +

3

2

s16 = s8 +
1

9
+

1

10
+

1

11
+

1

12
+

1

13
+

1

14
+

1

15
+

1

16
> 1 +

3

2
+

1

16
+

+
1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
= 1 +

4

2
...

s2n > 1 +
n

2

Posloupnost {sn} je rostoucı́, proto má bud’vlastnı́ limitu nebo nevlastnı́ limitu∞.
Tutéž limitu má i vybraná posloupnost {s2n}; avšak z nalezeného odhadu plyne
s2n →∞, a proto také lim sn =∞. Proto harmonická řada

∑∞
n=1

1
n určitě diverguje.

Jak ukážeme později, divergenci této řady lze dokázat velmi jednoduše pomocı́
integrálnı́ho kritéria.

Harmonická řada byla prvnı́ řadou, u nı́ž byla poprvé ukázána divergence
řady. Učinil to právě uvedeným způsobem francouzský matematik Nicole Oresme
(1323–1382).

Bezprostředně z Definice 1.1 plyne tato věta:

Věta 1.2. Necht’ p ∈ N. Řady
∑∞

n=1 an ,
∑∞

n=p+1 an současně bud’konvergujı́ nebo
divergujı́. Jestliže konvergujı́, pak platı́

∞
∑

n=1

an = a1 + · · · + ap +
∞
∑

n=p+1

an .

Poznámka 1.1. Z předcházejı́cı́ věty plyne, že na konvergenci, resp. divergenci
řady nemá vliv chovánı́ konečného počtu jejı́ch členů. Proto budeme užı́vat tuto
úmluvu:

F pokud nějaký předpoklad nemusı́ platit pro konečný počet členů, budeme řı́kat,
že platı́ pro skoro všechna n, tj. platı́ až od jistého indexu počı́naje;
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F pokud budeme vyšetřovat konvergenci (divergenci) řady, budeme mı́sto
∑∞

n=1 an

psát jen
∑

an.

Nutnou a postačujı́cı́ podmı́nkou konvergence řady je následujı́cı́ věta, kterou
budeme použı́vat v dalšı́ch důkazech; k praktickým výpočtům nenı́ přı́liš vhodná.

Lemma 1.1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konvergence).
Řada

∑∞
n=1 an je konvergentnı́ právě tehdy, když posloupnost jejı́ch částečných

součtů je cauchyovská, tj. pro libovolné ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro
n ∈ N, n ≥ n0 a libovolné m ∈ N platı́

|sn+m − sn| = |an+1 + an+2 + · · · + an+m | < ε.

Důkaz. Plyne z Definice 1.1 a z úplnosti prostoru R, což znamená, že každá
posloupnost v R je konvergentnı́ právě tehdy, když je cauchyovská (viz např. [3]).

1.2. Operace s čı́selnými řadami

Zdrojem omylů mnoha matematiků byla skutečnost, že s nekonečnými součty
nelze zacházet jako s konečnými součty. Uved’me přı́klad z historie: italský mate-
matik Guido Grandi (1671–1742) uvažoval řadu

1 + (−1) + 1 + (−1) + · · · =
∞
∑

n=0

(−1)n ;

dnes se tato řada nazývá Grandiho řada. Tato řada diverguje, protože s1 = 1,
s2 = 0, s3 = 1, . . . , tj. limita sn neexistuje.

Danou řadu lze uzávorkovat dvojı́m způsobem a dostaneme tyto řady:

F řada 1 + [(−1) + 1]+ [(−1) + 1]+ · · · konverguje, nebot’sn = 1 pro všechna n ∈ N
a s = lim sn = 1;

F řada [1 + (−1)] + [1 + (−1)] + · · · konverguje, nebot’sn = 0 pro všechna n ∈ N a
s = lim sn = 0.

Jedná se o tři různé řady, kde prvnı́ diverguje a druhé dvě konvergujı́, neboli
uzávorkovánı́m se porušila divergence řady.

Grandiho výpočet byl následujı́cı́:

0 = 0 + 0 + 0 + 0 + · · · = (1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + · · · =
= 1− (1− 1)− (1− 1)− (1− 1)− · · · = 1− 0− 0− 0− · · · =
= 1,
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což si Grandi vyložil jako symbol stvořenı́ světa bohem z ničeho. To vyvolalo bouř-
livou polemiku, které se kromě Grandiho zúčastnil Leibniz, Nicolaus Bernoulli
a jinı́. V těchto diskusı́ch se upřesňovaly pojmy součet nekonečné čı́selné řady,
konvergence a divergence těchto řad. Grandi se dopustil dvou omylů: zkoumaná
řada je divergentnı́, proto nemá konečný součet a kromě toho při svém výpočtu
použil asociativnı́ zákon, který obecně pro nekonečné řady neplatı́.

Základnı́ operacı́ s nekonečnými řadami je součet dvou konvergentnı́ch řad:

Věta 1.3. Bud’te
∑

an,
∑

bn konvergentnı́ řady a necht’
∑

an = s,
∑

bn = t. Pak
je konvergentnı́ i řada

∑

(an + bn) a platı́
∑

(an + bn) = s + t.

Důkaz. Označme {sn} posloupnost částečných součtů řady
∑

an, {tn} posloupnost
částečných součtů řady

∑

bn, {wn} posloupnost částečných součtů řady
∑

(an +
+ bn). Pak je lim sn = s, lim tn = t a wn = (a1 + b1)+ (a2 + b2)+ · · ·+ (an + bn) = (a1 +
+a2 +· · ·+an)+(b1 +b2 +· · ·+bn) = sn +tn . Odtud plyne lim wn = lim(sn +tn) = s +t,
tj.
∑

(an + bn) = s + t.

Poznámka 1.2. Necht’
∑

an = s,
∑

bn = t jsou konvergentnı́ řady a necht’an ≤ bn

pro všechna n. Pak s ≤ t . Vskutku, pro posloupnosti částečných součtů {sn} a {tn}
těchto řad platı́ sn ≤ tn pro všechna n, a proto i limita s ≤ t .

Následujı́cı́ větu můžeme chápat jako analogii distributivnı́ho zákona pro ko-
nečné součty.

Věta 1.4. Jestliže řada
∑∞

n=1 an konverguje, pak pro libovolné k ∈ R konverguje
též řada

∑∞
n=1 k · an a platı́

∞
∑

n=1

kan = k
∞
∑

n=1

an.

Naopak, konverguje-li řada
∑∞

n=1 kan, kde k ∈ R, k 6= 0, konverguje i řada
∑∞

n=1 an .

Důkaz. Necht’
∑

an konverguje,
∑

an = s. Označı́me-li {sn} posloupnost čás-
tečných součtů řady

∑

an, {tn} posloupnost částečných součtů řady
∑

kan , je
lim sn = s a pro libovolné n ∈ N platı́ tn = ka1 + ka2 + · · · + kan = k(a1 + a2 + · · · +
+ an) = ksn. Odtud plyne lim tn = ks, tj.

∑

kan = ks.
Necht’naopak konverguje

∑

kan a k 6= 0. Podle již dokázané prvnı́ části věty
pak konverguje řada

∑ 1
k (kan) =

∑

an .
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Poznámka 1.3. Tvrzenı́ Věty 1.3 lze zřejmě úplnou indukcı́ rozšı́řit na libovolný
konečný počet sčı́tanců. Navı́c lze podle Věty 1.4 nahradit součet uvažovaných
řad jejich libovolnými lineárnı́mi kombinacemi.

Z konvergence řady
∑

(an + bn) však naopak neplyne konvergence řad
∑

an,
∑

bn , jak ukazuje přı́klad řad
∑

(−1)n−1,
∑

(−1)n.

Přı́klad 1.5. Dokažte konvergenci a najděte součet řady

∞
∑

n=0

5.4n − 3n+1

6n
. (1.2)

Řešenı́. Obě řady
∑ 4n

6n =
∑

( 2
3)

n,
∑ 3n

6n =
∑

( 1
2 )

n konvergujı́ a jejich součet je

∞
∑

n=0

(
2

3

)n

=
1

1− 2
3

= 3,
∞
∑

n=0

(
1

2

)n

=
1

1− 1
2

= 2.

Podle Věty 1.3 a 1.4 je konvergentnı́ i řada (1.2) a jejı́ součet je roven s = 5 · 3 −
− 3 · 2 = 9.

Z přı́kladu Grandiho řady je zřejmé, že mezi členy nekonečné čı́selné řady
nelze libovolně rozmı́stit závorky. Pouze v přı́padě konvergentnı́ řady můžeme
sdružovat jejı́ členy, aniž se změnı́ jejı́ součet. Tato skutečnost je zformulována
v následujı́cı́ větě, která bývá nazývána asociativnı́m zákonem pro konvergentnı́
řady.

Věta 1.5. Necht’
∑∞

n=1 an je konvergentnı́ řada a necht’{nk} je rostoucı́ posloupnost
přirozených čı́sel. Položme n0 = 0 a pro k ∈ N označme

bk = ank−1+1 + ank−1+2 + · · · + ank .

Pak řada
∑∞

k=1 bk konverguje a platı́

∞
∑

k=1

bk =
∞
∑

n=1

an.

Důkaz. Označı́me-li {sn} posloupnost částečných součtů řady
∑

an, {tk} posloup-
nost částečných součtů řady

∑

bk , pak platı́ tk = snk , takže posloupnost {tk} je vy-
brána z posloupnosti {sn}. Podle věty o vybraných posloupnostech (viz např. [13])
posloupnost {tk} konverguje a platı́ lim tk = lim sn, tj.

∑

bk =
∑

an .
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Poznámka 1.4. Asociativnı́ zákon znamená zákon o sdruženı́ – v řadě můžeme
jednotlivé členy sdružovat (uzávorkovat), aniž se změnı́ jejı́ součet. Tedy Větu 1.5
lze vyslovit takto: Konverguje-li řada a1 + a2 + · · · + an + · · · , pak konverguje i
řada (a1 + a2 + · · · + an1) + (an1+1 + an1+2 + · · · + an2) + · · · + (ank−1+1 + ank−1+2 + · · · +
+ ank ) + · · · a má týž součet. Obrácené tvrzenı́ však neplatı́. Z konvergence řady
(a1 + a2 + · · · + an1) + (an1+1 + an1+2 + · · · + an2) + · · · obecně neplyne konvergence
řady a1 + a2 + · · · , jak ukazuje úvodnı́ přı́klad o Grandiho řadě.

Analogie třetı́ho, komutativnı́ho zákona o záměně, resp. o přerovnávánı́ členů
řady, obecně pro konvergentnı́ řady neplatı́. Jak ukážeme v Kapitole 3, k jeho
platnosti je třeba silnějšı́ vlastnost řady, tzv. absolutnı́ konvergence.

Cvičenı́

1.1. Určete součet těchto řad:

a)
∞∑

n=1

1
n2+n

b)
∞∑

n=1

1
n·(n+3)

c)
∞∑

n=1

1
(2n−1)(2n+5)

d)
∞∑

n=1

1
4n2−1

e)
∞∑

n=1

3n +2n

6n

f)
∞∑

n=1

2n−1
2n

g)
∞∑

n=1

(
1

2n−1 + 2
3n−1

)

h)
∞∑

n=1

(
3

42n−1 + 2
42n

)

1.2. Vyjádřete ve tvaru zlomku v základnı́m tvaru:

a)− 0,12 b) 0,539

1.3. Rozhodněte, zda konvergujı́ tyto řady:

a)
∞∑

n=1
ln n b)

∞∑

n=1

1
arctg n c)

∞∑

n=1

n2

2n2+1
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1.4. S využitı́m nekonečné geometrické řady řešte rovnice v R:

a) log x + log
√

x + log 4
√

x + log 8
√

x + · · · = 2

b) 1− tg x + tg2 x − tg3 x + · · · =
tg 2x

1 + tg 2x

1.5. Do čtverce o délce strany 2 je vepsán čtverec, jehož strany jsou spojnicemi
středů stran daného čtverce. Do vepsaného čtverce je stejným způsobem vepsán
dalšı́ čtverec atd. Vypočı́tejte součet obvodů a součet obsahů všech takovýchto
čtverců.

1.6. Vypočtěte obsah obrazce utvořeného z nekonečně mnoha obdélnı́ků, jestliže
se délky jejich vodorovných stran zmenšujı́ v poměru 4 : 1 a délky jejich svislých
stran se zvětšujı́ v poměru 1 : 2., přičemž obsah výchozı́ho obdelnı́ka je 48 cm2.
(Tuto úlohu řešil N. Oresme ve svém traktátu O konfiguraci kvalit, kde naznačil
konstrukce útvarů, které majı́ nekonečné rozměry, ale konečný obsah).

1.7. Určete obsah následujı́cı́ho obrazce (tzv. Sierpińského koberec): Jednotkový
čtverec rozdělı́me na devět shodných čtverců a odstranı́me vnitřek prostřednı́ho
čtverce. Každý ze zbývajı́cı́ch čtverců rozdělı́me znovu na devět shodných čtve-
rečků a znovu odstranı́me v každém z nich jeho střednı́ čtvereček. Po třetı́m kroku
takové operace dostaneme útvar zobrazený na Obrázku 1.2. Když tuto operaci pro-
dloužı́me do nekonečna, dostaneme útvar, který se nazývá Sierpińského koberec.

Obr. 1.2: Sierpińského koberec pro n = 2 a n = 3
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Sierpińského koberec lze v Maplu vykreslit pomocı́ procedury sierpkob(n),
kde parametr n udává úroveň iterace.

> sierpkob:=proc(n)
> local x,y,d,i,j;
> global s,kr,sez,poms,kre,sq;
> s:=[x,y],[x+d,y],[x+2*d,y],[x,y+d],[x+2*d,y+d],
> [x,y+2*d],[x+d,y+2*d],[x+2*d,y+2*d];
> kr:=POLYGONS([s[5],s[8],s[7],[x+d,y+d]]);
> x:=0;y:=0;d:=1/3;
> kre:=kr;sez:=s;poms:=sez;
> sq:=POLYGONS([[0,0],[1,0],[1,1],[0,1]],
> COLOR(RGB,0,1,0));
> for i to n-1 do
> d:=d/3;
> for j to nops([sez]) do
> x:=sez[j,1];y:=sez[j,2];
> poms:=poms,s; kre:=kre,kr;
> od; sez:=poms; od;
> PLOT(kre,sq,AXESSTYLE(NONE),
> SCALING(CONSTRAINED));
> end;

> o:=array(1..2):

> o[1]:=sierpkob(2):

> o[2]:=sierpkob(3):

> display(o);

Obsah jednotkového čtverce je roven jedné a od tohoto obsahu budeme odečı́tat
obsah odstraněných čtverců. Označme an obsah odstraněných čtverců v n-té iteraci
a P hledaný obsah Sierpińského koberce. V n-té iteraci odstraňujeme čtverce
o straně

(
1
3

)n
a jejich počet v n-té iteraci je 8n−1. Pak tedy

an = 8n−1 ·
(

1

9

)n

=
8n−1

9n
.

Celkový obsah Sierpińského koberce je pak

P = 1−
∞
∑

n=1

an = 1−
∞
∑

n=1

8n−1

9n
= 1−

1

9

∞
∑

n=1

(
8

9

)n−1

= 1−
1

9

1
1
9

= 0.

Ukažme nynı́ výpočet v Maplu: nejdrřı́ve přı́mým výpočtem s využitı́m přı́kazu
sum a poté pomocı́ nových procedur pro určovánı́ součtu geometrické řady.

> a[n]:=8ˆ(n-1)/9ˆn;
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an :=
8(n−1)

9n

> P:=1-Sum(a[n], n=1..infinity);

P := 1−

( ∞
∑

n=1

8(n−1)

9n

)

> value(P);

0

Nynı́ vytvořme vlastnı́ procedury pro určovánı́ součtu geometrické řady –
kvocgeom a geom:

> kvocgeom := proc (rada)
> local i; global operat, kvoc, b, a;
> b := expand(rada);
> if type(b,‘+‘) then operat := nops(b);
> for i to operat do
> kvoc[i] := simplify(subs(n = n+1,
> op(i,b))/op(i,b));
> a[i] := simplify(op(i,b)/(kvoc[i]ˆ(n-1)));
> lprint(evaln(kvoc[i]) = kvoc[i]);
> lprint(evaln(a[i]) = a[i]) od
> else
> operat := 1;
> kvoc := simplify(subs(n = n+1,b)/b);
> a := simplify(b/(kvocˆ(n-1)));
> lprint((’kvoc’) = kvoc); lprint((’a’) = a) fi
> end:

Použitı́ těchto procedur na vyšetřovanou řadu dává následujı́cı́ výstup:
> kvocgeom(a[n]);

kvoc = 8/9

a = 1/9
> geom := proc (k, fclen)
local s, i; s := 0;
if 1 < operat then for i
to operat
do s := s+fclen[i]/(1-k[i]) od
else s := fclen/(1-k) fi
end:

> geom(kvoc,a);

1

Dostali jsme tedy
∑∞

n=1
8n−1

9n = 1. Obsah Sierpińského koberce je proto P = 1 −
− 1 = 0.
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1.8. Dokažte: Jestliže
∑

an konverguje,
∑

bn určitě diverguje k +∞, pak
∑

(an +
+ bn) určitě diverguje k +∞. Jestliže

∑

an konverguje,
∑

bn osciluje, pak
∑

(an +
+ bn) osciluje.

Špetka praxe vydá za tunu teorie.



Kapitola 2

Čı́selné řady s nezápornými členy

Stanovenı́ součtu řad bývá v jednotlivých přı́padech obtı́žný úkol. Proto se při
vyšetřovánı́ řad často orientujeme na zjištěnı́, zda řada konverguje či diverguje,
aniž bychom určovali jejı́ součet. Předmětem této kapitoly jsou právě tyto úlohy
pro řady s nezápornými členy. Odvodı́me tzv. kritéria konvergence, udávajı́cı́
postačujı́cı́ podmı́nky pro konvergenci, resp. divergenci řady.

2.1. Kriteria konvergence

Řada
∑∞

n=1 an se nazývá řada s nezápornými (kladnými) členy, je-li an ≥ 0 (an >

> 0) pro všechna n ∈ N. Tyto řady majı́ některé specifické vlastnosti: posloupnost
jejich částečných součtů {sn} je neklesajı́cı́, nebot’sn+1 = an+1 + sn ≥ sn. Je-li navı́c
tato posloupnost shora ohraničená, pak existuje vlastnı́ lim sn, tj. řada

∑

an je
konvergentnı́. Proto řady s nezápornými členy jsou bud’konvergentnı́ nebo určitě
divergentnı́ k∞.

Věta 2.1 (Srovnávacı́ kritérium). Bud’te
∑

an ,
∑

bn řady s nezápornými členy
a necht’an ≤ bn pro skoro všechna n ∈ N. Potom platı́: konverguje-li řada

∑

bn,
konverguje i řada

∑

an; diverguje-li řada
∑

an, diverguje i řada
∑

bn .

Důkaz. Důkaz provedeme pro přı́pad, kdy platı́ an ≤ bn pro všechna n ∈ N.
Platı́-li an ≤ bn až od jistého indexu počı́naje, je důkaz analogický. Bud’ {sn}
posloupnost částečných součtů řady

∑

an , {tn} posloupnost částečných součtů
řady

∑

bn ; zřejmě platı́ sn ≤ tn pro všechna n ∈ N.
Konverguje-li

∑

bn, pak je {tn} konvergentnı́, a proto shora ohraničená, tj.
existuje k ∈ R tak, že tn ≤ k pro všechna n ∈ N. Pak je však i sn ≤ k pro všechna

28



Kriteria konvergence 29

n ∈ N, tj. {sn} je shora ohraničená. Navı́c je neklesajı́cı́, a proto má vlastnı́ limitu,
tudı́ž

∑

an konverguje.
Diverguje-li

∑

an , pak diverguje i
∑

bn , nebot’ kdyby
∑

bn konvergovala,
pak podle prvnı́ části tvrzenı́ by konvergovala

∑

an, což je spor.

Přı́klad 2.1. Rozhodněte o konvergenci řady

a)
∞
∑

n=1

1

n2
b)

∞
∑

n=1

1

na
, kde a > 0, a 6∈ (1, 2).

Řešenı́. a) Danou řadu porovnáme s řadou
∑ 1

n(n+1) . Platı́

1

n2
<

1

(n − 1)n
pro n ≥ 2.

Řada
∑∞

n=2
1

(n−1)n =
∑∞

n=1
1

n(n+1) je, jak jsme ukázali v Přı́kladu 1.2-a), konver-

gentnı́, a proto je podle Věty 2.1 konvergentnı́ i řada
∑ 1

n2 .

b) Necht’a ≥ 2. Platı́

1

na
<

1

n2
pro n ∈ N,

a proto je v tomto přı́padě řada
∑ 1

na konvergentnı́.
Je-li a = 1, jde o harmonickou řadu

∑ 1
n , která je, jak jsme ukázali v Přı́-

kladu 1.4, divergentnı́. Je-li a ∈ (0, 1), platı́

1

na
>

1

n
pro n ∈ N,

a proto je podle Věty 2.1 divergentnı́ i řada
∑ 1

na .
Celkem dostáváme, že řada

∑ 1
na je konvergentnı́ pro a ≥ 2 a divergentnı́

pro a ∈ (0, 1]. Jiný způsob řešenı́, kdy vyřešı́me i zbývajı́cı́ přı́pad a ∈ (1, 2),
uvedeme později (viz Přı́klad 2.6).

Věta 2.2 (Limitnı́ srovnávacı́ kritérium). Bud’te
∑

an ,
∑

bn řady s nezápornými
členy a necht’existuje

lim
n→∞

an

bn
= L .

Je-li L <∞ a konverguje-li řada
∑

bn, pak konverguje i řada
∑

an.

Je-li L > 0 a diverguje-li řada
∑

bn , pak diverguje i řada
∑

an .
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Důkaz. Necht’ L <∞ a
∑

bn konverguje. K čı́slu ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že
pro n ∈ N, n ≥ n0 platı́

L − ε <
an

bn
< L + ε,

odkud an < (L + ε)bn . Protože
∑

(L + ε)bn konverguje, konverguje podle srov-
návacı́ho kritéria (Věta 2.1) i řada

∑

an .
Necht’ L > 0 a

∑

bn diverguje. Je-li 0 < L < ∞, pak existuje ε > 0 a
n0 ∈ N tak, že 0 < L − ε < an

bn
pro všechna n ≥ n0. Odtud (L − ε)bn < an a

podle srovnávacı́ho kritéria (Věta 2.1) je řada
∑

an divergentnı́. V přı́padě L =∞
existuje K > 0 a n0 ∈ N tak, že an

bn
> K pro všechna n ≥ n0. Podobně pak ze

vztahu an > K bn plyne divergence řady
∑

an.

Poznámka 2.1. Jsou-li
∑

an ,
∑

bn řady s nezápornými členy a platı́-li an≤ bn pro
skoro všechna n∈N, nazývá se

∑

bn majorantnı́ řadou k řadě
∑

an a řada
∑

an

minorantnı́ řadou k řadě
∑

bn .

Přı́klad 2.2. Rozhodněte o konvergenci řady:

a)
∑∞

n=1 sin π

n b)
∑∞

n=1 ln(1 + 1
n2 ) .

Řešenı́. a) Danou řadu porovnáme s harmonickou řadou
∑ 1

n , která je divergentnı́
(Přı́klad 1.4). Podle l’Hospitalova pravidla určı́me limitu

L = lim
n→∞

sin π

n
1
n

= lim
n→∞

π cos π

n

(
1
n

)′

(
1
n

)′ = lim
n→∞

π · cos
π

n
= π.

Protože L > 0 a řada
∑ 1

n diverguje, je podle Věty 2.2 divergentnı́ i řada
∑

sin π

n .

b) Danou řadu porovnáme s řadou
∑ 1

n2 , která je, jak jsme ukázali v Přı́-
kladu 2.1, konvergentnı́. Platı́

lim
n→∞

ln(1 + 1
n2 )

1
n2

= lim
n→∞

1
1+ 1

n2

(
1
n2

)′

(
1
n2

)′ = 1.

Podle Věty 2.2 konverguje také řada
∑

ln(1 + 1
n2 ).
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K výpočtu limit v limitnı́m srovnávacı́m kritériu lze s výhodou využı́t Maplu.
Řešenı́ přı́kladu 2.2a) pak vypadá takto:

> rada:=Sum(sin(Pi/n), n=1..infinity);

rada :=
∞
∑

n=1

sin(
π

n
)

> Limit(op(1,rada)/(1/n), n=infinity):%=value(%);

lim
n→∞

sin(
π

n
) n = π

a tedy vyšetřovaná řada
∑

sin π

n diverguje.
Poměrně jednoduchým cvičenı́m je také naprogramovánı́ (napsánı́ pro-

cedury) limitnı́ho srovnávacı́ho kritéria v Maplu. Jedno z možných řešenı́
vypadá např. takto:

> limsrovk := proc (a) local b, L;
> if nargs = 1 then b := 1/nˆ2;
> L := limit(a/b, n = infinity);
> if evalf(L) < infinity
> then print(Sum(a,n = 1 ..infinity));
> print(konverguje) else b := 1/n;
> L := limit(a/b,n = infinity);
> if 0 < evalf(L) then
> print(Sum(a,n = 1 .. infinity));
> print(diverguje) else
> print(‘tı́mto kriteriem nelze rozhodnout‘) fi
> fi
> elif nargs <> 3 then
> ERROR(”chybny pocet parametru”)
> elif args[3] = (’k’) then b := args[2];
> L :=limit(a/b,n = infinity);
> if evalf(L) < infinity then
> print(Sum(a,n = 1 .. infinity));
> print(konverguje) else
> print(‘tı́mto kriteriem nelze rozhodnout‘) fi
> elifargs[3] = (’d’) then b := args[2];
> L := limit(a/b,n = infinity); if 0 < evalf(L)
> then print(Sum(a,n = 1 .. infinity));
> print(diverguje) else
> print(‘tı́mto kriteriem nelze rozhodnout‘) fi
> else
> ERROR(”treti parametr musi byt ’k’ nebo ’d’”)
> fi end:

Syntaxe přı́kazu je limsrovk(rada, por, konv), parametr por je ne-
povinný a udává, s jakou řadou budeme porovnávat řadu rada. Použijeme-li
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parametr por, musı́me také použı́t parametr konv, kterým určujeme, zda pa-
rametr por reprezentuje konvergentnı́ či divergentnı́ řadu. Za parametr konv
dosazujeme d pro divergentnı́ řadu, resp. k pro řadu konvergentnı́. Při volánı́
procedury bez volitelných parametrů porovnáváme s implicitně nastavenou
divergentnı́ řadou

∑ 1
n a konvergentnı́ řadou

∑ 1
n2 .

> limsrovk(op(1,rada));
∞
∑

n=1

sin(
π

n
)

diverguje
Tuto novou proceduru nynı́ využijeme při řešenı́ přı́kladu 2.2b):

> limsrovk(ln(1+1/nˆ2), 1/nˆ2,’k’);
∞
∑

n=1

ln(1 +
1

n2
)

konverguje
K určovánı́ konvergence, resp. divergence čı́selných řad je možno použı́t i

proceduru csum Roberta Israela z Maple Advisor Database. Procedura je určena
pro Maple 6 a vyššı́ a najdete ji i na CD-ROMU v adresáři maple.

Ověřme nynı́ předcházejı́cı́ výsledky pomocı́ této procedury:

> read ‘csum4.txt‘:

> csum(op(1,rada),n);

false

> csum(ln(1+1/nˆ2),n);

true
Procedura vracı́ hodnotu true – řada konverguje, nebo false – řada diverguje.

Věta 2.3 (Odmocninové kritérium – Cauchyovo). Necht’
∑

an je řada s nezá-
pornými členy.

(i) Platı́-li pro všechna n ∈ N nerovnost n
√

an ≤ q < 1, pak řada konverguje.
Platı́-li pro nekonečně mnoho n ∈ N nerovnost n

√
an ≥ 1, řada diverguje.

(ii) Existuje-li
lim

n→∞
n
√

an = q, kde q ∈ R∗, (2.1)

pak v přı́padě q < 1 řada
∑

an konverguje a v přı́padě q > 1 řada
∑

an diverguje.

Poznámka 2.2. Tvrzenı́ (ii) se nazývá limitnı́ odmocninové kritérium. Pozname-
nejme, že je-li v (2.1) q = 1, nelze o konvergenci řady tı́mto kritériem rozhodnout.

http://www.math.ubc.ca/~israel/advisor/advisor.html
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Důkaz. Důkaz provedeme pro tvrzenı́ (ii); důkaz tvrzenı́ (i) probı́há analogicky.
Je-li q < 1, zvolme ε > 0 tak, aby platilo q + ε < 1. Pak existuje n0 ∈ N tak,

že pro n ∈ N, n ≥ n0 je n
√

an < q + ε < 1, odkud an < (q + ε)n . Řada
∑

(q + ε)n je
konvergentnı́ geometrická řada, proto podle srovnávacı́ho kritéria (Věta 2.1) také
∑

an konverguje.
Je-li q > 1, pak existuje n0 ∈ N tak, že pro n ∈ N, n ≥ n0 je n

√
an ≥ 1,

tj. an ≥ 1 a nenı́ splněna nutná podmı́nka konvergence (Věta 1.1). Proto
∑

an

diverguje.

Přı́klad 2.3. Vyšetřete konvergenci, resp. divergenci následujı́cı́ch řad:

a)
∞
∑

n=1

n

(3 + 1
n )n

b)
∞
∑

n=1

(
2

π

arccos
1

n

)n2

c)
∞
∑

n=1

2n

[5 + (−1)n]n
.

Řešenı́. a) Užijeme limitnı́ odmocninové kritérium (Věta 2.3 (ii)). Platı́

lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

√

n

(3 + 1
n )n

= lim
n→∞

n
√

n

3 + 1
n

=
1

3
< 1,

nebot’podle l’Hospitalova pravidla je lim n
√

n = 1. Proto daná řada konverguje.

Maplu opět nejdřı́ve využijeme k výpočtu lim n
√

an, poté napı́šeme proceduru,
která celý výpočet automatizuje.

> a[n]:=n/(3+1/n)ˆn:Sum(a[n],n=1..infinity);
∞
∑

n=1

n

(3 +
1

n
)n

> Limit((a[n])ˆ(1/n),n=infinity):%=value(%);

lim
n→∞






n

(3 +
1

n
)n






( 1
n )

=
1

3

> odmock := proc (a) local q;
> q := evalf(limit(convert(surd(a,n),power),
> n = infinity));
> if q < 1 then print(Sum(a,n = 1 .. infinity));
> print(konverguje)
> elif 1 < q then
> print(Sum(a,n = 1 .. infinity));
> print(diverguje) else
> print(‘tı́mto kriteriem nelze rozhodnout‘)
> fi end:
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> odmock(a[n]);
∞
∑

n=1

n

(3 +
1

n
)n

konverguje

b) K vyšetřenı́ opět použijeme limitnı́ odmocninové kritérium (Věta 2.3 (ii)).
Platı́

lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

√
(

2

π

arccos
1

n

)n2

= lim
n→∞

(
2

π

arccos
1

n

)n

.

Jedná se o neurčitý výraz typu 1∞, proto ho upravı́me tak, abychom mohli použı́t
l’Hospitalovo pravidlo. Platı́

lim
n→∞

(
2

π

arccos
1

n

)n

= e
lim

n→∞
n ln( 2

π
arccos 1

n )

a pro limitu v exponentu již můžeme použı́t l’Hospitalovo pravidlo

lim
n→∞

ln
(

2
π

arccos 1
n

)

1
n

= lim
n→∞

−
(

2
π

arccos 1
n

)−1 2
π

(

1− 1
n2

)−1/2 ( 1
n

)′

(
1
n

)′ = −
2

π

.

Hledaná limita je e−
2
π < 1, tj. daná řada konverguje.

c) Zde máme

n
√

an =
2

5 + (−1)n
=

{
1
2 pro liché n,
1
3 pro sudé n.

Limitnı́ odmocninové kritérium nenı́ použitelné. Protože však n
√

an ≤ 1
2 pro

všechna n ∈ N, z Věty 2.3 (i) plyne konvergence této řady.

Věta 2.4 (Podı́lové kritérium – d’Alembertovo). Bud’
∑

an řada s kladnými
členy.

(i) Platı́-li pro všechna n ∈ N nerovnost an+1
an
≤ q < 1, pak řada

∑

an

konverguje. Platı́-li pro všechna n ∈ N nerovnost an+1
an
≥ 1, pak řada

∑

an

diverguje.
(ii) Existuje-li

lim
an+1

an
= q, kde q ∈ R∗, (2.2)

pak v přı́padě q < 1 řada
∑

an konverguje a v přı́padě q > 1 řada
∑

an diverguje.



Kriteria konvergence 35

Poznámka 2.3. Tvrzenı́ (ii) se nazývá limitnı́ podı́lové kritérium. Poznamenejme,
že je-li v (2.2) q = 1, nelze o konvergenci řady tı́mto kritériem rozhodnout.

Důkaz. Opět provedeme důkaz tvrzenı́ (ii); důkaz tvrzenı́ (i) probı́há analogicky.
Je-li q < 1, zvolme ε > 0 tak, aby platilo q + ε < 1. Pak existuje n0 ∈ N tak,

že pro n ∈ N, n ≥ n0 je

q − ε <
an+1

an
< q + ε, tj. (q − ε)an < an+1 < (q + ε)an .

Odtud indukcı́ pro libovolné k ∈ N platı́ an0+k ≤ (q + ε)kan0 . Řada
∑∞

n=1(q + ε)n je
konvergentnı́ geometrická řada, proto podle srovnávacı́ho kritéria (Věta 2.1) také
∑∞

n=n0+1 an konverguje, a proto podle Věty 1.2 také
∑∞

n=1 an konverguje.
Je-li q > 1, pak existuje n0 ∈ N tak, že pro n ∈ N, n ≥ n0 je lim an+1

an
≥ 1,

tj. posloupnost {an} je pro n ≥ n0 neklesajı́cı́, a proto nemůže platit lim an = 0 a
∑

an diverguje podle Věty 1.1.

Přı́klad 2.4. Rozhodněte o konvergenci řady:

a)
∞
∑

n=1

nn

n!
b)

∞
∑

n=1

2nn!
nn

.

Řešenı́. a) Podle limitnı́ho podı́lového kritéria (Věta 2.4 (ii) ) dostáváme

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n!(n + 1)(n+1)

(n + 1)!nn
= lim

n→∞

(n + 1)n

nn
= lim

n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e > 1,

proto řada
∑ nn

n! diverguje.

Postupujeme stejně jako v předcházejı́cı́m přı́kladě:

> a:=n->(nˆn)/n!:Sum(a(n), n=1..infinity);
∞
∑

n=1

nn

n!

> Limit(a(n+1)/a(n), n=infinity):%=value(%);

lim
n→∞

(n + 1)(n+1) n!
(n + 1)! nn

= e
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> podilk := proc (a) local q;
> q := evalf(limit(subs(n = n+1,a)/a,
> n=infinity));
> if q < 1 then print(Sum(a,n = 1 .. infinity));
> print(konverguje)
> elif 1 < q then
> print(Sum(a,n = 1 .. infinity));
> print(diverguje)
> else print(‘tı́mto kriteriem nelze rozhodnout‘)
> fi end:

> podilk(a(n));
∞
∑

n=1

nn

n!

diverguje

b) Platı́

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

nn2n+1(n + 1)!
(n + 1)(n+1) · 2n · n!

= 2 lim
n→∞

(
n

n + 1

)n

=
2

e
< 1,

a proto daná řada konverguje podle Věty 2.4.

Pro porovnánı́ limitnı́ho podı́lového a limitnı́ho odmocninového kritéria po-
užijeme následujı́cı́ tvrzenı́:

Lemma 2.1. Necht’{an} je posloupnost kladných čı́sel. Pak platı́

lim inf
an+1

an
≤ lim inf n

√
an ≤ lim sup n

√
an ≤ lim sup

an+1

an
.

Zejména, je-li lim an+1
an

= a ∈ R∗, je také lim n
√

an = a.

Důkaz. Dokážeme nerovnost lim sup n
√

an ≤ lim sup an+1
an

; analogicky by se provedl
důkaz vztahu lim inf an+1

an
≤ lim inf n

√
an . Označme lim sup an+1

an
= a. Je-li a = ∞,

je tvrzenı́ triviálnı́; necht’ tedy a ∈ R. Bud’ b ∈ R, b > a libovolné; existuje
n0 ∈ N tak, že pro n ∈ N, n ≥ n0 je an+1

an
< b. Napı́šeme-li tuto nerovnost pro n0,

n0 + 1, . . . , n − 1 (n > n0) a všechny tyto nerovnosti vynásobı́me, obdržı́me
an < bn−n0 an0 , a proto

n
√

an < b
n−n0

n n
√

an0 .



Kriteria konvergence 37

Ze spojitosti exponenciálnı́ funkce bx plyne lim b
n−n0

n = b; dále platı́ lim n
√

an0 = 1.

Celkem lim b
n−n0

n n
√

an0 = b. To znamená, že je-li ε > 0 libovolné, existuje n1 ∈ N,
n1 ≥ n0 tak, že pro n ≥ n1 je

b
n−n0

n n
√

an0 < b + ε, tj. n
√

an < b + ε ,

takže lim sup n
√

an ≤ b + ε. Protože ε > 0 bylo libovolné, platı́ i lim sup n
√

an ≤ b;
protože b > a bylo libovolné, plyne odtud lim sup n

√
an ≤ a.

Z uvedeného lemmatu plyne, že je-li lim an+1
an

= 1, je také lim n
√

an = 1. Proto
můžeme-li o konvergenci nebo divergenci nějaké řady s nezápornými členy roz-
hodnout podı́lovým kritériem, pak můžeme rozhodnout i odmocninovým krité-
riem – řı́káme, že odmocninové kritérium je silnějšı́ než podı́lové kritérium.

Následujı́cı́ kritérium uvádı́me bez důkazu; ten lze nalézt např. v [8, 15, 18].

Věta 2.5 (Limitnı́ Raabeovo kritérium). Necht’
∑

an je řada s kladnými členy a
necht’existuje

lim
n→∞

n

(

1−
an+1

an

)

= q, kde q ∈ R∗.

Je-li q > 1, pak řada
∑

an konverguje; je-li q < 1, pak řada
∑

an diverguje.

Poznámka 2.4. Někdy se Raabeovo kritérium uvádı́ ve tvaru

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)

= q.

Lze ukázat, že Raabeovo kritérium je silnějšı́ než podı́lové kritérium – jestliže
o konvergenci řady lze rozhodnout podı́lovým kritériem, pak lze rozhodnout i
Raabeovým. Takto lze postupovat dále a odvozovat silnějšı́ kritéria. Naznačme,
jak zjemňovánı́ kritériı́ probı́há.

Obecnějšı́m kritériem je Kummerovo kritérium. Necht’{c1, c2, . . . , cn, . . . } je
posloupnost reálných čı́sel taková, že řada

∑∞
n=1

1
cn

je divergentnı́. Necht’

Kn = cn ·
an

an+1
− cn+1

a necht’existuje lim Kn = K . Jestliže je K > 0, řada
∑∞

n=1 an konverguje, jestliže
K < 0, řada

∑∞
n=1 an diverguje.

Ukažme, jak lze z tohoto obecnějšı́ho kritéria odvodit podı́lové a Raabeovo
kritérium.
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a) Položı́me-li cn = 1, pak Kn = an
an+1
−1. Je-li K = lim( an

an+1
−1) < 0, tj. lim an+1

an
>

> 1, pak řada diverguje. Je-li K = lim( an
an+1
− 1) > 0, tj. lim an+1

an
< 1, pak řada

konverguje.

b) Necht’ cn = n. Platı́ Kn = n an
an+1
− (n + 1) = n( an

an+1
− 1) − 1. Je-li lim Kn =

= lim n( an
an+1
− 1) − 1 > 0, tj. lim n( an

an+1
− 1) > 1, pak řada konverguje. Je-li

lim Kn = lim n( an
an+1
− 1) < 1, řada diverguje.

Existuje celá řada dalšı́ch kritériı́ pro ověřenı́ konvergence čı́selných řad s ne-
zápornými členy, podrobnosti lze nalézt např. v [5]. Žádné z nich však nenı́
univerzálnı́ v tom smyslu, že bychom podle něj mohli rozhodnout o konvergenci
(divergenci) libovolné řady s nezápornými členy. Takovým kritériem je pouze
Cauchyovo-Bolzanovo kritérium (Lemma 1.1).

Přı́klad 2.5. Necht’ a ∈ R, a > 0. Rozhodněte o konvergenci nebo divergenci
řady

∞
∑

n=1

n!
(a + 1)(a + 2) · · · (a + n)

.

Řešenı́. Poznamenejme, že podı́lovým kritériem nelze o konvergenci rozhodnout,
nebot’lim an+1

an
= 1. Raabeovo kritérium dává

lim
n→∞

n

(

1−
an+1

an

)

= lim
n→∞

a n

a + n + 1
= a.

Je-li tedy a > 1, řada konverguje, je-li a < 1, řada diverguje. Pro a = 1 obdr-
žı́me řadu

∑ n!
(n+1)! =

∑ 1
(n+1) , tedy řadu harmonickou (bez prvnı́ho členu), která

diverguje.

Důležitým kritériem je kritérium jiného typu než dosavadnı́, které nám také
ukazuje souvislost mezi nekonečnými řadami a nevlastnı́mi integrály:

Věta 2.6 (Integrálnı́ kritérium). Necht’ f je funkce definovaná na intervalu
[1,∞), která je na tomto intervalu nezáporná a nerostoucı́. Necht’ f (n) = an pro
n ∈ N. Pak řada

∑

an konverguje právě tehdy, když konverguje nevlastnı́ integrál
∫∞

1 f (x) dx.

Důkaz. Předevšı́m poznamenejme, že funkce f je integrovatelná na každém in-
tervalu [1, b], kde b ∈ R, b ≥ 1, nebot’ je monotonnı́. Označı́me-li dále F(t) =
=
∫ t

1 f (x) dx , je F zřejmě neklesajı́cı́ na [1,∞). Protože f je nerostoucı́ na každém
intervalu [k, k + 1], kde k ∈ N, platı́ na tomto intervalu ak+1 ≤ f (x) ≤ ak , tedy i

ak+1 =

∫ k+1

k
ak+1 dx ≤

∫ k+1

k
f (x) dx ≤

∫ k+1

k
ak dx = ak .
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Sečtenı́m těchto nerovnostı́ pro k = 1, 2, . . . , n − 1 obdržı́me

a2 + a3 + · · · + an ≤
∫ n

1
f (x) dx ≤ a1 + a2 + · · · + an−1,

neboli sn − a1 ≤ F(n) ≤ sn−1.
Necht’ nynı́ řada

∑

an konverguje. Pak existuje h ∈ R tak, že sn ≤ h pro
všechna n ∈ N, a proto také F(n) ≤ h pro všechna n ∈ N. Protože F je neklesajı́cı́,
plyne odtud F(t) ≤ h pro t ∈ [1,∞). Podle věty o limitě monotonnı́ch funkcı́
existuje vlastnı́ lim

t→∞
F(t), tj. konverguje nevlastnı́ integrál

∫∞
1 f (x) dx .

Necht’naopak
∫∞

1 f (x) dx konverguje. Pak je funkce F shora ohraničená na
[1,∞), takže existuje q ∈ R tak, že F(t) ≤ q pro t ∈ [1,∞). Je tedy i F(n) ≤ q
a odtud sn ≤ a1 + q pro všechna n ∈ N. Posloupnost {sn} je shora ohraničená a
neklesajı́cı́, proto má vlastnı́ limitu, tj. řada

∑

an konverguje.

Přı́klad 2.6. Rozhodněte, zda konverguje řada:

a)
∑∞

n=2
1

n ln n

b)
∑∞

n=1
1

na pro a > 0.

Řešenı́. a) Užijeme integrálnı́ho kritéria. Nejprve ověřı́me, zda je funkce f (x) =
= 1

x ln x na intervalu [2,∞) nerostoucı́. Platı́ f ′(x) = − 1+ln x
(x ln x)2 < 0, a proto je

f (x) na intervalu [2,∞) klesajı́cı́. Zbývá vyšetřit, zda konverguje, resp. diverguje
nevlastnı́ integrál

∫∞
2

1
t ln t dt. Přı́mým výpočtem dostaneme

lim
x→∞

∫ x

2

1

t ln t
dt = lim

x→∞

∫ ln x

ln 2

1

y
dy = lim

x→∞
(ln(ln x)− ln(ln 2)) =∞,

a proto daná řada diverguje.

Maple dává následujı́cı́ výsledky:
> a:=n->1/(n*ln(n)):Sum(a(n), n=2..infinity);

∞
∑

n=2

1

n ln(n)

Interval, kde je funkce kladná:
> solve(a(x)>=0,x);

RealRange(Open(1), ∞)

Interval, kde je funkce klesajı́cı́:
> simplify(diff(a(x),x));
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−
ln(x) + 1

x2 ln(x)2

> solve(%<=0);

RealRange(e(−1), Open(1)), RealRange(Open(1), ∞)

Ze zı́skaného výsledku je vidět, že na intervalu [2,∞) jsou splněny předpo-
klady integrálnı́ho kritéria. Výpočtem integrálu dostáváme

> Int(a(x),x=2..infinity):%=value(%);
∫ ∞

2

1

x ln(x)
dx =∞

a proto daná řada diverguje. Výsledek ještě ověřı́me pomocı́ procedury csum:

> csum(a(n),n);

false
Na tomto přı́kladě ilustrujme integrálnı́ kritérium. Ke grafickému znázor-

něnı́ použijeme následujı́cı́ přı́kazy:
> plot([a(n),a(floor(n+1))], n=2..12,
> color=[black,red]);
> plot([a(n),a(floor(n))], n=2..12,
> color=[black,green]);
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Obr. 2.1: Dolnı́ odhad integrálu pomocı́
součtu řady
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Obr. 2.2: Hornı́ odhad integrálu po-
mocı́ součtu řady

Na Obrázku 2.1 je uvedena funkce y = 1
x ln x a schodovitá funkce y = a(n + 1) pro

x ∈ [n, n + 1). Tento obrázek představuje dolnı́ odhad integrálu pomocı́ součtu
řady

a3 + · · · + an ≤
∫ ∞

2
f (x) dx.
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Na Obrázku 2.2 je uvedena funkce y = 1
x ln x a schodovitá funkce y = a(n) pro

x ∈ [n, n + 1), což představuje hornı́ odhad integrálu
∫ ∞

2
f (x) dx ≤ a2 + · · · + an−1.

Protože
∫∞

2 f (x) dx diverguje, z hornı́ho odhadu plyne divergence řady
∑

an

(viz Obr. 2.2). Naopak, protože řada
∑

an je divergentnı́, z dolnı́ho odhadu plyne
divergence

∫∞
2 f (x) dx (viz Obr. 2.1).

b) Užijeme integrálnı́ho kritéria. Položme f (x) = 1
xa pro x ∈ [1,∞); což je

pro a > 0 klesajı́cı́ funkce. Vyšetřujme konvergenci, resp. divergenci nevlastnı́ho
integrálu této funkce na intervalu [1,∞). Platı́

∫ ∞

1

dx

xa
= lim

t→∞

∫ t

1

1

xa
dx =

1

a − 1
pro a > 1,

∫ ∞

1

dx

x
= lim

t→∞

∫ t

1

dx

x
= lim

t→∞
(ln t) =∞,

∫ ∞

1

dx

xa
=

1

1− a

(

lim
x→∞

1

xa−1
− 1

)

=∞ pro a ∈ (0, 1).

Proto daná řada konverguje pro a > 1 a diverguje pro a ∈ (0, 1].

Cvičenı́

2.1. Pomocı́ vhodného kritéria rozhodněte o konvergenci řad:

a)
∞∑

n=1

1
(n+1)(n+4)

b)
∞∑

n=1

1
n(n+1)(n+2)

c)
∞∑

n=1

n2

n!

d)
∞∑

n=1

n2+1
n3

e)
∞∑

n=1

an

n (a > 0, a ∈ R)

f)
∞∑

n=1

1
ln(n+1)

g)
∞∑

n=2

1
n lna n (a > 0, a ∈ R)

h)
∞∑

n=1

1
nn

i)
∞∑

n=1

n2

(2+ 1
n )n

j)
∞∑

n=2

1·3···(2n−3)
2·4···(2n−2) ·

1
2n−1
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k)
∞∑

n=1

(n!)2

(2n)!

l)
∞∑

n=1
tg 1

n

m)
∞∑

n=1
arctgn 1

n

n)
∞∑

n=1

1
n!
(

n
e

)n

o)
∞∑

n=1

(
a

arctg n

)n
(a > 0, a ∈ R)

p)
∞∑

n=1

nn+ 1
n

(n+ 1
n )

n

q)
∞∑

n=2

1
n√ln n

Pomocı́ Maplu rozhodněte o konvergenci nebo divergenci řady z Cvi-
čenı́ 2.1b).

> a:=n->1/(n*(n+1)*(n+2)):
> Sum(a(n),n=1..infinity);

∞
∑

n=1

1

n (n + 1) (n + 2)

Podı́lovým kritériem nelze o konvergenci rozhodnout:
> podilk(a(n));

tı́mto kriteriem nelze rozhodnout
Raabeovo kritérium dává

> Limit(n*(1-(a(n+1)/a(n))),n=infinity):
> %=value(%);

lim
n→∞

n (1−
n

n + 3
) = 3

a řada tedy konverguje.
Celý postup ted’opět zautomatizujeme pomocı́ procedury limraabk.
> limraabk := proc (a) local q;
> q := evalf(limit(n*(1-subs(n = n+1,a)/a),
> n = infinity));
> if 1 < q then print(Sum(a,n = 1 .. infinity));
> print(konverguje)
> elif q < 1 then
> print(Sum(a,n = 1 .. infinity));
> print(diverguje)
> else print(‘tı́mto kriteriem nelze rozhodnout‘)
> fi end:

> limraabk(a(n));
∞
∑

n=1

1

n (n + 1) (n + 2)
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konverguje

2.2. Najděte přı́klad řady
∑

an s kladnými členy, pro niž lim sup an+1
an

> 1, ale
která konverguje.

2.3. Existuje konvergentnı́ řada
∑

an s nezápornými členy, pro niž lim sup n
√

an >

> 1?

2.4. Nalezněte přı́klad řady
∑

an s kladnými členy, o jejı́ž konvergenci nebo
divergenci

a) lze rozhodnout odmocninovým kritériem a nelze rozhodnout podı́lovým kri-
tériem,

b) lze rozhodnout Raabeovým kritériem a nelze rozhodnout odmocninovým kri-
tériem,

c) lze rozhodnout Raabeovým kritériem a nelze rozhodnout podı́lovým kritériem,

d) lze rozhodnout odmocninovým kritériem a nelze rozhodnout Raabeovým kri-
tériem.

Zákon pro pedagogy: Nikdo vás neposlouchá, dokud se nespletete.



Kapitola 3

Řady absolutně a
neabsolutně konvergentnı́

Předmětem této kapitoly budou čı́selné řady
∑

an, kde an ∈ R. Nejprve si
všimneme speciálnı́ho přı́padu, kterými jsou řady se střı́davými znaménky, tzv.
alternujı́cı́ řady. Dále zavedeme důležitý pojem pro řady s libovolnými členy,
kterým je absolutnı́, resp. neabsolutnı́ konvergence. Také se vrátı́me k otázce
z Kapitoly 1, zda pro nekonečné řady platı́ analogie komutativnı́ho zákona, tj. zda
lze přerovnávat členy čı́selné řady, aniž se porušı́ jejı́ součet. Ukážeme, že pro
přerovnávánı́ řad je rozhodujı́cı́ právě skutečnost, zda jsou tyto řady absolutně
konvergentnı́.

3.1. Alternujı́cı́ řady

Definice 3.1. Nekonečná řada
∑∞

n=1 an se nazývá alternujı́cı́, právě když platı́

sgn an+1 = − sgn an pro všechna n ∈ N.

Vyloučı́me-li přı́pad řady, jejı́ž všechny členy jsou nulové, lze každou alternu-
jı́cı́ řadu psát ve tvaru

∑∞
n=1(−1)n−1an nebo tvaru

∑∞
n=1(−1)nan, kde an > 0 pro

všechna n ∈ N.

Pro alternujı́cı́ řady platı́ následujı́cı́ Leibnizovo kritérium konvergence.

44
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Věta 3.1 (Leibnizovo kritérium). Necht’an je nerostoucı́ posloupnost kladných
čı́sel. Pak alternujı́cı́ řada

∑∞
n=1(−1)n−1an konverguje právě tehdy, když platı́

lim
n→∞

an = 0.

Důkaz. Nutnost uvedené podmı́nky plyne ihned z Věty 1.1, nebot’vztah lim an = 0
je ekvivalentnı́ se vztahem lim[(−1)n−1an] = 0. Dokážeme jejı́ dostatečnost. Necht’
jsou předpoklady věty splněny a uvažme posloupnost {sn} částečných součtů řady
∑

(−1)n−1an. Pro libovolné n ∈ N je

s2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · · + (a2n−1 − a2n).

Protože je zde každý sčı́tanec nezáporný, platı́ s2 ≤ s4 ≤ · · · ≤ s2n, tj. vybraná
posloupnost {s2n} je neklesajı́cı́. Analogicky je

s2n+1 = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n − a2n+1),

a protože opět čı́sla v závorkách jsou nezáporná, je s1 ≥ s3 ≥ · · · ≥ s2n+1, takže
{s2n+1} je nerostoucı́. Obě posloupnosti {s2n}, {s2n+1} jsou tedy monotonnı́ a obě
jsou ohraničené, nebot’pro libovolné n ∈ N platı́

a1 − a2 = s2 ≤ s2n < s2n + a2n+1 = s2n+1 ≤ s1 = a1.

Podle věty o monotonnı́ch posloupnostech jsou tedy obě konvergentnı́ a přitom
majı́ stejnou limitu, nebot’lim s2n+1− lim s2n = lim(s2n+1− s2n) = lim a2n+1 = 0. Je-li
lim s2n = lim s2n+1 = s, pak zřejmě i lim sn = s, takže

∑

(−1)n−1an je konvergentnı́
a má součet s.

Přı́klad 3.1. Rozhodněte o konvergenci řady:

a)
∑∞

n=1(−1)n−1 1
n

b)
∑∞

n=1(−1)n−1 3n+1
2n−3

c)
∑∞

n=1(−1)n 1
n−ln n .

Řešenı́. Všechny uvedené řady jsou alternujı́cı́; ověřı́me, zda jsou splněny pod-
mı́nky Leibnizova kritéria (Věta 3.1).

a) Tato alternujı́cı́ řada se nazývá Leibnizova řada. Posloupnost { 1
n } je klesajı́cı́

a platı́, že lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
n = 0. Proto podle Leibnizova kritéria Leibnizova řada

konverguje. Později ukážeme, že jejı́ součet je ln 2 (viz Přı́klad 6.4).

b) Platı́ lim an = 3
2 , a proto je daná řada divergentnı́ (nesplňuje nutnou pod-

mı́nku konvergence, tj. lim an 6= 0).
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c) Nejprve ověřme, zda je posloupnost
{

1
n−ln n

}

klesajı́cı́. Uvažujme funkci
y = 1

x−ln x . Platı́, že

y′ =

(
1

x − ln x

)′

= −
1

(x − ln x)2

(

1−
1

x

)

< 0 pro x > 1,

tj. tato funkce je klesajı́cı́ na intervalu (1,∞), odkud plyne, že také posloupnost
{

1
n−ln n

}

je klesajı́cı́. Dále je lim(n − ln n) = lim ln en

n = ∞, a proto lim 1
n−ln n = 0.

Podle Leibnizova kritéria daná řada konverguje.

Ukažme si nynı́ řešenı́ tohoto přı́kladu s využitı́m Maplu. Řadu nejdřı́ve zade-
finujeme

> a:=n->1/(n-ln(n)):
> Sum((-1)ˆn*a(n), n=1..infinity);

∞
∑

n=1

(−1)n

n − ln(n)

Ověřı́me, že je posloupnost { 1
n−ln n } je klesajı́cı́.

> solve(diff(a(x),x)<=0);

RealRange(1, ∞)

> plot(a(x), x=1..50);

0.2

0.4

0.6

0.8

1

10 20 30 40 50
x

Obr. 3.1: Funkce f (x) = 1
x−ln(x)

pro x ≥ 1
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Tedy funkce y = 1
x−ln x je na intervalu intervalu

[

1,∞) klesajı́cı́ (což je dobře
vidět i z Obrázku 3.1), a odtud plyne, že také posloupnost { 1

n−ln n } je klesajı́cı́.
Dále

> Limit(a(n), n=infinity):%=value(%);

lim
n→∞

1

n − ln(n)
= 0

a proto podle Leibnizova kritéria daná řada konverguje.

3.2. Absolutnı́ konvergence čı́selných řad

Věta 3.2. Konverguje-li řada
∑

|an| , konverguje i řada
∑

an .

Důkaz. Necht’
∑

|an| konverguje a bud’ ε ∈ R, ε > 0 libovolné. Pak podle
Cauchyova-Bolzanova kritéria konvergence (Lemma 1.1) existuje n0 ∈ N takové,
že pro n ∈ N, n ≥ n0 a libovolné m ∈ N platı́: |an+1| + |an+2| + · · · + |an+m| < ε.
Potom též platı́, že |an+1 + an+2 + · · · + an+m | ≤ |an+1| + |an+2| + · · · + |an+m | <

< ε pro n ∈ N, n ≥ n0, m ∈ N, tj. podle Cauchy-Bolzanova kritéria řada
∑

an

konverguje.

Opačná implikace neplatı́, jak ukazuje přı́klad Leibnizovy řady
∑

(−1)(n−1) 1
n :

tato řada je konvergentnı́, avšak řada
∑

|an| =
∑ 1

n je divergentnı́. Proto má smysl
zavést u řad s libovolnými členy silnějšı́ vlastnost než je konvergence:

Definice 3.2. Řekneme, že řada
∑

an konverguje absolutně, jestliže konverguje
řada

∑

|an| . Jestliže řada
∑

an konverguje a
∑

|an| diverguje, řı́káme, že řada
∑

an konverguje neabsolutně.

Přı́klad 3.2. Leibnizova řada
∑

(−1)n+1 1
n je neabsolutně konvergentnı́, naopak

řada
∑

(−1)n+1 1
n2 je absolutně konvergentnı́, nebot’ řada

∑ 1
n2 konverguje (viz

Přı́klad 2.1).

Lemma 3.1. Necht’
∑

an = s je absolutně konvergentnı́ řada. Pak platı́ |s| ≤
≤
∑

|an|.
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Důkaz. Označme {sn} posloupnost n-tých částečných součtů řady
∑

an a {tn}
posloupnost n-tých částečných součtů řady

∑

|an|. Protože |sn| ≤ |tn| pro všechna
n ∈ N, platı́ lim |sn| = |s| ≤ lim tn =

∑

|an|. (Tvrzenı́ také okamžitě plyne
z Poznámky 1.2, uvědomı́me-li si, že an ≤ |an|).

Řada
∑

|an| je řada s nezápornými členy, a proto můžeme pro určovánı́ abso-
lutnı́ konvergence řad použı́t všechna kritéria z Kapitoly 2.

Věta 3.3 (Srovnávacı́ kritérium). Necht’
∑

bn je konvergentnı́ řada s nezápor-
nými členy a

∑

an je řada s libovolnými členy. Jestliže pro všechna n ∈ N platı́
|an| ≤ bn, pak řada

∑

an konverguje absolutně.

Důkaz. Plyne z Věty 2.1.

Věta 3.4 (Odmocninové kritérium). Jestliže pro všechna n ∈ N platı́ n
√
|an| ≤

≤ q < 1, pak řada
∑

an konverguje absolutně. Platı́-li pro nekonečně mnoho
n ∈ N nerovnost n

√
|an| ≥ 1, pak tato řada diverguje.

Existuje-li lim n
√
|an| = q ∈ R∗, pak v přı́padě q < 1 řada

∑

an konverguje
absolutně a v přı́padě q > 1 řada diverguje.

Důkaz. Prvnı́ a třetı́ tvrzenı́ plyne z odmocninového kritéria pro řadu
∑

|an| (Věta 2.3). Je-li n
√
|an| ≥ 1 pro nekonečně mnoho n ∈ N, je i |an| ≥

≥ 1 pro nekonečně mnoho n ∈ N, takže neplatı́ lim an = 0 a
∑

an diverguje podle
Věty 1.1.

Věta 3.5 (Podı́lové kritérium). Bud’
∑

an řada s nenulovými členy.
Jestliže pro všechna n ∈ N platı́ | an+1

an
| ≤ q < 1, pak řada

∑

an konverguje

absolutně. Platı́-li pro všechna n ∈ N nerovnost
∣
∣
∣

an+1
an

∣
∣
∣ ≥ 1, řada diverguje.

Existuje-li lim
∣
∣
∣

an+1
an

∣
∣
∣ = q, pak v přı́padě q < 1 řada

∑

an konverguje absolutně

a v přı́padě q > 1 tato řada diverguje.

Důkaz. Prvnı́ a třetı́ tvrzenı́ plyne z podı́lového kritéria pro řadu
∑

|an| (Věta 2.4).

Je-li
∣
∣
∣

an+1
an

∣
∣
∣ ≥ 1, tj. |an+1| ≥ |an| pro všechna n ∈ N, je posloupnost {|an|} neklesa-

jı́cı́, takže neplatı́ lim an = 0 a
∑

an diverguje podle Věty 1.1.

Přı́klad 3.3. Zjistěte, zda jsou následujı́cı́ řady absolutně konvergentnı́:

a)
∑

(−1)n+1 1
(2n+1)3

b)
∑

(−1)n+1 1
lnn(n+1) = 1

ln 2 −
1

ln2 3
+ 1

ln3 4
− . . .
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c)
∑

(−1)n+1 ( n+1
n )

n2

3n

d)
∑

(−1)n−1
√

n!
(2+
√

1)(2+
√

2) ... (2+
√

n)
.

Řešenı́. Ve všech přı́padech budeme ověřovat konvergenci řady
∑

|an| .
a) Pro všechna n ∈ N platı́ 1

(2n+1)3 ≤ 1
n3 . Řada

∑ 1
n3 je konvergentnı́, proto je

podle Věty 3.3 daná řada absolutně konvergentnı́.

b) Platı́:

lim
n→∞

n
√

|an| = lim
n→∞

n

√

1

lnn(n + 1)
= lim

n→∞

1
n
√

lnn(n + 1)
= lim

n→∞

1

ln(n + 1)
= 0.

Podle Věty 3.4 je daná řada absolutně konvergentnı́.

c) Platı́:

lim
n→∞

n
√

|an| = lim
n→∞

n

√
(

n+1
n

)n2

3n
= lim

n→∞

(
n+1
n

)n

3
=

e

3
< 1.

Podle Věty 3.4 je daná řada absolutně konvergentnı́.

Pro řešenı́ přı́kladu využijeme dvě z procedur uvedených v předcházejı́cı́ kapitole.

> a:=n->(-1)ˆ(n+1)*((n+1)/n)ˆ(nˆ2)/3ˆn:
> Sum(a(n), n=1..infinity);

∞
∑

n=1

(−1)(n+1) (
n + 1

n
)(n2)

3n

> odmock(abs(a(n)));

∞
∑

n=1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(−1)(n+1) (
n + 1

n
)(n2)

3n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

konverguje

> csum(a(n),n);

true

Obdobně můžeme postupovat i při řešenı́ ostatnı́ch úloh.
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d) V tomto přı́padě se ukazuje výhodné použı́t Raabeovo kritérium pro řadu
∑

|an| . Platı́

lim
n→∞

n

( √
n!

(2 +
√

1) . . . (2 +
√

n)

(2 +
√

1) . . . (2 +
√

n + 1)
√

(n + 1)!
− 1

)

=

= lim
n→∞

n

(

2 +
√

n + 1
√

n + 1
− 1

)

= lim
n→∞

2n
√

n + 1
=∞,

proto je vyšetřovaná řada absolutně konvergentnı́.

Přı́klad 3.4. Určete, pro která x ∈ R je řada

∞
∑

n=1

xn

n
=

x

1
+

x2

2
+

x3

3
+ . . .

absolutně konvergentnı́, pro která neabsolutně a pro která diverguje.

Řešenı́. Pro x 6= 0 je

lim
n→∞

∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣ = lim

n→∞

∣
∣
∣

xn+1

n + 1

n

xn

∣
∣
∣ = lim

n→∞

n

n + 1
|x| = |x|.

Podle Věty 3.5 řada absolutně konverguje pro |x| < 1, pro |x| > 1 řada diverguje.
Pro x = 1 dostáváme harmonickou řadu

∑ 1
n , která je divergentnı́, a pro x = −1

Leibnizovu řadu
∑

(−1)(n+1) 1
n , která je neabsolutně konvergentnı́.

Na závěr tohoto odstavce uved’me dvě kritéria k určenı́ konvergence řady
s libovolnými členy. Jejich důkaz lze nalézt např. v [8, 18].

Věta 3.6 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht’{bn} je monotonnı́ posloup-
nost a platı́ jedna z následujı́cı́ch podmı́nek:

1. (Dirichlet) Posloupnost částečných součtů řady
∑

an je ohraničená a
lim bn = 0;

2. (Abel) Řada
∑

an konverguje a posloupnost {bn} je ohraničená.

Pak řada
∑

anbn konverguje.

Přı́klad 3.5. Dokažte, že řada

a)
∞∑

n=1

sin nx
n konverguje pro libovolné x ∈ R;

b)
∞∑

n=1

n√n sin n
n je konvergentnı́.
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Řešenı́. a) Přı́pad kdy x = kπ, k ∈ Z je triviálnı́, nebot’se jedná o nulovou řadu.
Necht’tedy x 6= kπ. Položme bn = 1

n a an = sin nx . Ukážeme, že jsou splněny
podmı́nky Dirichletova kritéria (Věta 3.6). Zřejmě je posloupnost {bn}monotonnı́
a lim

n→∞
bn = 0. Zbývá dokázat, že posloupnost částečných součtů řady

∑

an je

ohraničená. Označme

sn = sin x + sin 2x + · · · + sin nx,

rn = cos x + cos 2x + · · · + cos nx,

q = cos x + i sin x.

Z Moivreovy věty plyne

qn = (cos x + i sin x)n = cos nx + i sin nx,

odkud

qn − q−n = cos nx + i sin nx − (cos(−nx) + i sin(−nx)) = 2i sin nx.

Užitı́m těchto vzorců dostaneme

rn + isn = cos x + i sin x + cos 2x + i sin 2x + · · · + cos nx + i sin nx =

= q + q2 + · · · + qn = q
qn − 1

q − 1
= q

q
n
2 (q

n
2 − q−

n
2 )

q
1
2 (q

1
2 − q−

1
2 )

= q
n+1

2
2i sin n

2 x

2i sin 1
2 x

=

=

(

cos
n + 1

2
x + i sin

n + 1

2
x

)
sin n

2 x

sin 1
2 x

.

Nynı́ porovnáme reálnou a imaginárnı́ část

rn = cos x + cos 2x + · · · + cos nx =
cos n+1

2 x sin n
2 x

sin 1
2 x

,

sn = sin x + sin 2x + · · · + sin nx =
sin n+1

2 x sin n
2 x

sin 1
2 x

.

Odtud plyne |sn| ≤ 1

|sin 1
2 x| , a proto je posloupnost {sn} částečných součtů řady

∑

sin nx ohraničená. Tı́m jsme dokázali, že řada
∑ sin nx

n je konvergentnı́ pro
všechna x ∈ R.

b) Použijeme Abelovo kritérium (Věta 3.6) při volbě bn = n
√

n, an = sin n
n . Podle

předchozı́ho přı́kladu
∑

an konverguje. Protože lim n
√

n = 1, je {bn} ohraničená;
ukážeme ještě, že pro n ≥ 3 je klesajı́cı́. Vskutku, n

√
n >

n+1
√

n + 1 právě když
nn+1 > (n + 1)n , což je ekvivalentnı́ n > (1 + 1

n )n a tato nerovnost platı́ pro n ≥ 3,
nebot’{(1 + 1

n )n} je rostoucı́ posloupnost s limitou e < 3.
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3.3. Přerovnávánı́ řad

Již v prvnı́ kapitole jsme ukázali, že s nekonečnými součty nemůžeme zacházet
stejně jako se součty konečnými. V tomto odstavci se budeme zabývat analogiı́
komutativnı́ho zákona – přerovnávánı́m nekonečných řad.

Zaved’me následujı́cı́ definici:

Definice 3.3. Necht’
∑

an je řada, {kn} permutace množiny N (tj. {kn} je prostá
posloupnost přirozených čı́sel, v nı́ž se každé přirozené čı́slo vyskytuje). Pak
řı́káme, že

∑

akn vznikla přerovnánı́m řady
∑

an .

Věta 3.7. Necht’řada
∑

an konverguje absolutně. Pak konverguje absolutně také
každá řada

∑

akn vzniklá přerovnánı́m řady
∑

an a platı́
∑

akn =
∑

an .

Důkaz. Bud’ε > 0 libovolné. Protože řada
∑

an je absolutně konvergentnı́, exis-
tuje n0 ∈ N takové, že pro n ≥ n0 a libovolné m ∈ N platı́ |an+1| + · · · +
+ |an+m | < ε. Dále protože {kn}∞n=1 je permutace množiny N, existuje p ∈ N
tak, že {1, 2, . . . , n0} ⊆ {k1, k2, . . . , kp}. Bud’ nynı́ n > p a m ∈ N libovolné.
Označı́me-li t = max{kn+1, . . . . . . , kn+m}, platı́ |akn+1 | + · · · + |akn+m | ≤ |an0+1| +
+ · · ·+ |at | < ε. Podle Cauchy-Bolzanova kritéria řada

∑

|akn | konverguje, tj. řada
∑

akn konverguje absolutně.
Zbývá dokázat, že obě řady majı́ stejný součet. Označme sn částečné součty

řady
∑

an , tn částečné součty řady
∑

akn . Pro n > max{n0, kp} platı́

|sn − tn| = |a1 + · · · + an0 + an0+1 + · · · + an − (ak1 + · · · + akn )| ≤
≤ |an0+1| + |an0+2| + · · · + |an0+q | < ε,

kde n0 +q = max{n, k1, . . . , kn}. Je tedy lim
n→∞

(sn− tn) = 0, tj. lim
n→∞

sn = lim
n→∞

tn.

Právě jsme dokázali, že pro absolutně konvergentnı́ řady platı́ komutativnı́
zákon. Vyvstává otázka, jak se chovajı́ při přerovnávánı́ neabsolutně konvergentnı́
řady.

Zaved’me následujı́cı́ označenı́: pro a ∈ R položme

a+ = max{a, 0}, a− = max{−a, 0}.

Potom je zřejmě a+ ≥ 0, a− ≥ 0, a = a+ − a−, |a| = a+ + a−.
Proto je-li

∑

an nekonečná řada, můžeme uvažovat dvě nekonečné řady s ne-

zápornými členy
∞∑

n=1
a+

n a
∞∑

n=1
a−n . Tyto řady majı́ následujı́cı́ vlastnost:
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Lemma 3.2. Necht’ řada
∑

an konverguje neabsolutně. Pak obě řady
∑

a+
n a

∑

a−n divergujı́ k +∞.

Důkaz. Protože
∑

a+
n a

∑

a−n jsou řady s nezápornými členy, každá z nich bud’
konverguje nebo diverguje k +∞. Kdyby obě konvergovaly, pak by podle Věty 1.3
konvergovala i řada

∑

(a+
n + a−n ) =

∑

|an|, tj.
∑

an by konvergovala absolutně.
Kdyby např.

∑

a+
n divergovala k +∞,

∑

a−n konvergovala, pak by podle Cvi-
čenı́ 1.8 řada

∑

(a+
n − a−n ) =

∑

an divergovala k +∞. Tedy obě řady
∑

a+
n ,
∑

a−n
divergujı́.

Nynı́ můžeme dokázat větu o neabsolutně konvergentnı́ch řadách, která řı́ká,
jak „labilnı́“ jsou tyto řady vzhledem k přerovnávánı́.

Věta 3.8 (Riemannova). Necht’řada
∑

an konverguje neabsolutně a necht’s ∈ R
je libovolné. Pak existuje takové přerovnánı́

∑

akn řady
∑

an , že
∑

akn = s,
existuje takové přerovnánı́

∑

apn řady
∑

an , že
∑

apn určitě diverguje a takové
přerovnánı́

∑

aqn , že
∑

aqn osciluje.

Důkaz. Dřı́ve než provedeme přesný důkaz, naznačme velmi zjednodušeně, ja-
kým způsobem bude důkaz veden. Myšlenkou důkazu tvrzenı́, že

∑

akn = s, je
přerovnat danou řadu následujı́cı́m způsobem: nejdřı́ve ponecháme kladné členy,
dokud „nepřekročı́me“ předepsaný součet. Poté začneme odčı́tat záporné členy až
bude částečný součet řady menšı́ než součet předepsaný a stejným způsobem po-
kračujeme dál. Nakonec dokážeme, že takto přeskládaná řada opravdu konverguje
k předem určenému čı́slu.

(i) Ukažme, že lze řadu přerovnat tak, že přerovnaná řada konverguje a má
součet s. Předpokládejme pro určitost, že s > 0. Necht’n1 ∈ N je nejmenšı́ takové,
že a+

1 + · · · + a+
n1 > s; vzhledem k divergenci

∑

a+
n takové n1 existuje. Necht’

m1 ∈ N je nejmenšı́ takové, že a+
1 + · · · + a+

n1 − (a−1 + · · · + a−m1) < s; existence
takového m1 plyne z divergence řady

∑

a−n . Necht’ dále n2 ∈ N, n2 > n1 je
nejmenšı́ takové, že a+

1 + · · · + a+
n1 − (a−1 + · · · + a−m1) + a+

n1+1 + · · · + a+
n2 >

> s. Takové n2 opět existuje ze stejných důvodů jako n1. V této konstrukci lze
pokračovat indukcı́; jejı́m výsledkem je jistá řada, která vznikla přerovnánı́m řady
∑

an .
Dokažme, že součet takto přerovnané řady je s. Z konstrukce je patrné, že

částečný součet sn1+m1+···+nk přerovnané řady se od požadovaného součtu s lišı́
maximálně o a+

nk , částečný součet sn1+m1+···+nk+mk se lišı́ od s maximálně o a−mk

a částečný součet sn, kde n1 + m1 + · · · + nk < n < n1 + m1 + · · · + nk + mk , resp.
n1 + m1 + · · · + nk + mk < n < n1 + m1 + · · · + nk + mk + nk+1 se lišı́ od s nanejvýš
o max{ank , amk } resp. o max{amk , ank+1}. Protože

∑

an konverguje, je lim an = 0,
tedy i lim a+

n = lim a−n = 0; odtud lim sn = s.
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(ii) Ukažme, že lze řadu přerovnat tak, že přerovnaná řada diverguje k ∞.
Necht’ n1 ∈ N je nejmenšı́ takové, že a+

1 + · · · + a+
n1 > 1; n2 > n1 nejmenšı́

takové, že a+
1 + · · ·+a+

n1−a−1 +a+
n1+1 + · · ·+a+

n2 > 2, n3 > n2 nejmenšı́ takové,
že a+

1 + · · · + a+
n1 − a−1 + a+

n1+1 + · · · + a+
n2 − a−2 + a+

n2+1 + · · · + a+
n3 > 3 atd.

Vzniklá přerovnaná řada určitě diverguje k∞.
(iii) Obdobně určı́me nejmenšı́ n1 ∈ N tak, že a+

1 + · · · + a+
n1 > 1, nejmenšı́

m1 ∈ N tak, že a+
1 + · · · + a+

n1 − (a−1 + · · · + a−m1) < 0, nejmenšı́ n2 > n1 tak,
že a+

1 + · · · + a+
n1 − (a−1 + · · · + a−m1) + a+

n1+1 + · · · + a+
n2 > 1 atd. Vzniklá

přerovnaná řada osciluje.

Přı́klad 3.6. Přerovnejte Leibnizovu řadu
∞∑

n=1
(−1)(n+1) 1

n tak, aby součet přerov-

nané řady byl:

a) 1,8 b) 0,7 c) −0,6.

Řešenı́. Podle přı́kladu 3.2 je Leibnizova řada neabsolutně konvergentnı́, tedy spl-
ňuje podmı́nky věty 3.8 a existujı́ jejı́ přerovnánı́ taková, že konverguje k zadaným
čı́slům.

V přı́kladu 6.4 jsme ukázali, že
∞∑

n=1
(−1)(n+1) 1

n = ln 2
.
= 0,693.

> a:=n->(-1)ˆ(n+1)/n: Sum(a(n), n=1..infinity):
> %=value(%);

∞
∑

n=1

(−1)(n+1)

n
= ln(2)

> evalf(lhs(%));

0.6931471806

V zadánı́ máme tedy tři různé typové přı́klady.
Při řešenı́ tohoto přı́kladu budeme postupovat podle důkazu Riemannovy věty.

Maplu využijeme k znázorňovánı́ přeskládaných řad a posloupnostı́ jejich čás-
tečných součtů. Využijeme nových procedur rieman a preskl. Procedura
rieman(ps,n,fce,prom)přeskládá zadanou neabsolutně konvergentnı́ řadu
tak, aby konvergovala k předepsanému součtu a zobrazı́ jejı́ částečné součty. Pro-
cedura má čtyři argumenty: ps součet, k němuž má konvergovat přeskládaná řada,
n počet zobrazených částečných součtů přeskládané řady, fce předpis pro n-tý
člen řady a prom proměnná použitá ve výrazu fce.
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> cast_s := proc (ps, f)
> local s; global old_s, nk, nz;
> s := old_s; if s <= ps
> then s := s+f(nk); nk := nk+2 else
> s := s+f(nz);
> nz := nz+2
> fi;
> old_s:= s;
> RETURN(s)
> end;
> rieman := proc (ps, n, fce, prom)
> local f, s, l; global old_s, nk, nz;
> f := unapply(fce,prom);
> if 0 < f(1) then nk := 1; nz := 2
> else nk := 2; nz := 1 fi;
> s := 0; old_s := 0;
> l := [seq([i, cast_s(ps,f,nk,nz)],i = 1 .. n)];
> RETURN(display({pointplot(l,symbol = CIRCLE,
> symbolsize=4),
> plot(ps,x = 0 ..n,labels = [‘‘, ‘‘])}))
> end;

Procedurapreskl(ps,n,fce,prom)má stejné parametry jako procedura
rieman a sloužı́ ke znázorněnı́ prvnı́ch n členů přeskládané řady.

> clen := proc (ps, f) local s, h;
> global old_s, nk, nz; s := old_s;
> if s <= ps
> then h := f(nk); s := s+h; nk := nk+2
> else h := f(nz); s := s+h; nz := nz+2
> fi;
> old_s := s; RETURN(h)
> end;
> preskl := proc (ps, n, fce, prom)
> local f, s, l; global old_s, nk, nz;
> f := unapply(fce,prom);
> if 0 < f(1) then nk := 1; nz := 2
> else nk := 2; nz := 1 fi;
> s := 0; old_s := 0;
> l := [seq([i, clen(ps,f,nk,nz)],i = 1 .. n)];
> RETURN(pointplot(l, symbol = CIRCLE,
> symbolsize=4))
> end;

Nynı́ aplikujeme tyto procedury na jednotlivé přı́pady.
V přı́padě a) je předepsaný součet dostatečně většı́ než součet ln 2, proto

v přeskládané řadě převažujı́ kladné členy, viz Obr. 3.2.
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> preskl(1.8,150,a(n),n);
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Obr. 3.2: Prvnı́ch 150 členů
přeskládané řady
konvergujı́cı́ k 1,8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

0 20 40 60 80 100 120 140

Obr. 3.3: Posloupnost částečných
součtů konvergujı́cı́ k 1,8

Je vidět, že nejdřı́ve sčı́táme jen kladné členy, čı́mž posloupnost částečných součtů
roste dokud nepřekročı́ předepsaný součet, tj. sn > 1,8. Poté následuje člen zá-
porný, který způsobı́, že sn+1 < 1,8. Opět následujı́ členy kladné, až sn > 1,8, poté
člen záporný atd. (viz Obr. 3.3).

> rieman(1.8,150,a(n),n);

Obrázky 3.4 a 3.5 ukazujı́ přı́pad b), kdy předepsaný součet je velmi blı́zko hodnotě
ln 2. Pořadı́ členů řady (Obr. 3.4) se proto měnı́ až u členů s vyššı́mi indexy a
přeskládánı́ nenı́ z grafu téměř patrné. U částečných součtů (Obr. 3.5) to má za
následek, že oscilujı́ okolo předepsaného součtu bez většı́ch skoků.

> preskl(0.7,150,a(n),n);

> rieman(0.7, 150, a(n),n);

Poslednı́ přı́pad (znázorněný na obrázcı́ch 3.6 a 3.7), kdy předepsaný součet
je záporný a dostatečně menšı́ než ln 2, je v podstatě „inverznı́“ k přı́padu a).

> preskl(-0.6,150,a(n),n);

> rieman(-0.6,150,a(n),n);
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Obr. 3.4: Prvnı́ch 150 členů
přeskládané řady
konvergujı́cı́ k 0,7
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Obr. 3.5: Posloupnost částečných
součtů konvergujı́cı́ k 0,7

Cvičenı́

3.1. Rozhodněte o konvergenci alternujı́cı́ch řad:

a)
∞∑

n=1

(−1)n−1

3n−1

b)
∞∑

n=1

(−1)n ·
√

n
n+100

c)
∞∑

n=1

(−1)n ·n
5n−2

d)
∞∑

n=1

(−1)n

n√n

e)
∞∑

n=1
(−1)n−1 1

n−ln n

f)
∞∑

n=1

(−1)n−1

ln(n+1)

3.2. Vyšetřete, které řady konvergujı́ absolutně, které konvergujı́ neabsolutně a
které divergujı́:

a)
∞∑

n=2
(−1)n ln n

n

b)
∞∑

n=1
(−1)n n3

2n

c)
∞∑

n=1
(−1)n 1

n−ln n

d)
∞∑

n=1
(−1)n−1 2n2

n!

e)
∞∑

n=1

sin n
6n

f)
∞∑

n=1
(−1)n−1 tg 1

n
√

n
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Obr. 3.6: Prvnı́ch 150 členů
přeskládané řady
konvergujı́cı́ k −0,6
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Obr. 3.7: Posloupnost částečných
součtů konvergujı́cı́ k −0,6

g)
∞∑

n=1
(−1)n+1 1

lnn(n+1) h)
∞∑

n=1
(−1)n+1 1

3√n

3.3. Určete, pro která reálná čı́sla x následujı́cı́ řady absolutně konvergujı́, pro
která neabsolutně a pro která divergujı́:

a)
∞∑

n=1
e−n2x b)

∞∑

n=1
lnn x c)

∞∑

n=1

n2+1
n32n xn d)

∞∑

n=1

nx
enx

Cı́tı́te-li se skvěle, bud’te bez obav. To přejde.



Kapitola 4

Součin řad a numerická sumace řad

V této kapitole ukážeme, za jakých předpokladů a jakým způsobem lze ná-
sobit dvě nekonečné řady. Dále ukážeme některé odhady zbytku při numerické
sumaci čı́selné řady, což později budeme použı́vat při přibližném výpočtu funkč-
nı́ch hodnot.

4.1. Součin řad

Součin dvou konečných součtů
∑m

i=1 ai ,
∑n

k=1 bk reálných čı́sel lze podle distribu-
tivnı́ho zákona vypočı́tat tak, že utvořı́me všechny součiny ai bk (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤
≤ k ≤ n) a tyto součiny sečteme:

m
∑

i=1

ai ·
n
∑

k=1

bk =
m
∑

i=1

n
∑

k=1

ai bk =

= a1b1 + a1b2 + · · · + a1bn + a2b1 + · · · + a2bn + · · · + amb1 + · · · + ambn .

Chceme-li analogicky postupovati v přı́padě dvou (konvergentnı́ch) řad
∑

an,
∑

bn , je třeba utvořit všechny součiny ai bk (i, k ∈ N) a tyto součiny sečı́st.
Systém {ai bk; i, k ∈ N} je však spočetnou množinou reálných čı́sel opatřených
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dvěma indexy, kterou můžeme napsat ve tvaru „nekonečné matice“

a1b1 a1b2 a1b3 . . . a1bn . . .

a2b1 a2b2 a2b3 . . . a2bn . . .

a3b1 a3b2 a3b3 . . . a3bn . . .
...

...
...

. . .
...

amb1 amb2 amb3 . . . ambn . . .
...

...
...

...

(4.1)

Prvky takovéto množiny lze sčı́tat (ve smyslu předchozı́ teorie), pokud je nějakým
způsobem srovnáme do obyčejné posloupnosti, tj. utvořı́me posloupnost {cn}, jež
je permutacı́ množiny {ai bk; i, k ∈ N}. Každou řadu

∑

cn , která vznikne tı́mto
způsobem, nazýváme součinem řad

∑

an,
∑

bn . Obecně tedy existuje nekonečně
mnoho různých součinů řad

∑

an,
∑

bn při čemž jeden z druhého vznikne pře-
řazenı́m. V Kapitole 3 jsme viděli, že v obecném přı́padě se u konvergentnı́ch
řad hodnota součtu při přeřazenı́ nezachovává. Proto různé součiny dvou kon-
vergentnı́ch řad mohou mı́t různé hodnoty; dokonce uvidı́me, že součin dvou
konvergentnı́ch řad může být divergentnı́. Jednoduchá situace je však v přı́padě,
kdy obě řady

∑

an,
∑

bn konvergujı́ absolutně:

Věta 4.1. Necht’ řady
∑

an = a,
∑

bn = b konvergujı́ absolutně. Je-li {cn} li-
bovolná posloupnost, jež je permutacı́ množiny {ai bk; i, k ∈ N}, pak řada

∑

cn

konverguje absolutně a platı́
∑

cn = a · b.

Důkaz. Necht’
∑

|an| = s,
∑

|bn| = t , takže |a1| + |a2| + · · · + |ai | ≤ s pro každé
i ∈ N a |b1| + |b2| + · · · + |bk | ≤ t pro každé k ∈ N. Zvolme libovolně n ∈ N
a necht’ c1 = ai1 bk1 , c2 = ai2 bk2, . . . , cn = ain bkn . Je-li i0 = max{i1, i2, . . . , in},
k0 = max{k1, k2, . . . , kn}, pak zřejmě

|c1| + |c2| + · · · + |cn| = |ai1 | |bk1 | + |ai2 | |bk2 | + · · · + |ain | |bkn | ≤
≤ (|a1| + |a2| + · · · + |ai0 |) · (|b1| + |b2| + · · · + |bk0 |) ≤ s · t.

Tedy řada
∑

|cn|má ohraničené částečné součty, takže
∑

|cn| konverguje, tj.
∑

cn

konverguje absolutně. Podle Věty 3.7 platı́
∑

cn =
∑

ckn , kde {kn} je libovolná
permutace množiny N. Speciálně platı́

∑

cn = a1b1 + (a1b2 + a2b2 + a2b1) + (a1b3 + a2b3 + a3b3 + a3b2+

+ a3b1) + · · · + (a1bn + a2bn + · · · + anbn + anbn−1 + · · · + anb1) + · · · .
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Označı́me-li sn částečné součty řady na pravé straně této rovnosti, tn částečné
součty řady

∑

an a wn částečné součty řady
∑

bn, platı́

s1 = a1b1 = t1w1

s2 = a1b1 + a1b2 + a2b2 + a2b1 = (a1 + a2)(b1 + b2) = t2w2

s3 = a1b1 + a1b2 + a2b2 + a2b1 + a1b3 + a2b3 + a3b3 + a3b2 + a3b1

= (a1 + a2 + a3)(b1 + b2 + b3) = t3w3

...

sn = tnwn.

Odtud plyne sn → a · b, tj.
∑

cn = a · b.

Předpoklad absolutnı́ konvergence obou řad
∑

an,
∑

bn je však značně silný
a dá se očekávat, že při speciálnı́ volbě permutace (cn) množiny {ai bk; i, k ∈ N}
lze dokázat konvergenci součinu

∑

cn za slabšı́ch podmı́nek. Zaved’me dva typy
součinů konvergentnı́ch řad:

Dirichletovým součinem řad
∑

an,
∑

bn rozumı́me řadu
∑

cn , kde

cn = a1bn + a2bn + · · · + anbn + anbn−1 + · · · + anb1;

tato řada odpovı́dá postupu ve schématu (4.1) „po čtvercı́ch“:

a1b1 a1b2 a1b3 a1b4 . . .

↓ ↓ ↓
a2b1 ← a2b2 a2b3 a2b4 . . .

↓ ↓
a3b1 ← a3b2 ← a3b3 a3b4 . . .

↓
a4b1 ← a4b2 ← a4b3 ← a4b4 . . .

...
...

...
...

Cauchyovým součinem řad
∑

an ,
∑

bn rozumı́me řadu
∑

cn , kde

cn = a1bn + a2bn−1 + · · · + an−1b2 + anb1;
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tato řada odpovı́dá postupu ve schématu (4.1) „po diagonálách“:

a1b1 a1b2 a1b3 a1b4 . . .

↙ ↙ ↙
a2b1 a2b2 a2b3 a2b4 . . .

↙ ↙ ↙
a3b1 a3b2 a3b3 a3b4 . . .

↙ ↙ ↙
a4b1 a4b2 a4b3 a4b4 . . .

...
...

...
...

Věta 4.2. Necht’
∑

an = a,
∑

bn = b jsou konvergentnı́ řady a necht’
∑

cn je
jejich Dirichletův součin. Pak

∑

cn je konvergentnı́ a platı́
∑

cn = a · b.

Důkaz. Označı́me-li tn částečné součty řady
∑

an , wn částečné součty řady
∑

bn

a sn částečné součty jejich Dirichletova součinu
∑

cn, potom – jak jsme odvodili
v důkaze věty 4.1 – platı́ sn = tn · wn pro každé n ∈ N. Avšak tn → a, wn → b a
tedy sn → a · b, tj.

∑

cn = a · b.

Pro Cauchyův součin takové tvrzenı́ neplatı́:

Přı́klad 4.1. Necht’
∑

an =
∑

bn =
∑

(−1)n 1√
n
. Podle Leibnizova kritéria řady

∑

an,
∑

bn konvergujı́. Ukážeme, že jejich Cauchyův součin
∑

cn diverguje.
Vskutku,

cn = (−1)n+1 ·
(

1
√

1
·

1
√

n
+

1
√

2
·

1
√

n − 1
+ · · · +

1
√

n − 1
·

1
√

2
+

1
√

n
·

1
√

1

)

,

takže

|cn| =
1

√
1 ·
√

n
+

1
√

2 ·
√

n − 1
+ · · · +

1
√

n ·
√

1
≥

≥
1

√
n ·
√

n
+

1
√

n ·
√

n
+ · · · +

1
√

n ·
√

n
=

=
1

n
+

1

n
+ · · · +

1

n
= 1.

Neplatı́ tedy lim cn = 0 a
∑

cn diverguje podle Věty 1.1.

Věta 4.3 (Mertensova). Necht’ řady
∑

an = a,
∑

bn = b konvergujı́ a alespoň
jedna z nich absolutně. Necht’

∑

cn je Cauchyův součin těchto řad. Pak
∑

cn

konverguje a platı́
∑

cn = a · b.
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Důkaz. Předpokládejme pro určitost, že
∑

an konverguje absolutně. Označme tn
částečné součty řady

∑

an, wn částečné součty řady
∑

bn a sn částečné součty
jejich Cauchyova součinu

∑

cn. Je tedy

sn = c1 + c2 + · · · + cn =

= a1b1 + (a1b2 + a2b1) + (a1b3 + a2b2 + a3b1) + . . .

· · · + (a1bn + a2bn−1 + · · · + anb1) =

= a1(b1 + b2 + · · · + bn) + a2(b1 + b2 + · · · + bn−1) + · · · + anb1 =

= a1wn + a2wn−1 + · · · + anw1.

Označme wn − b = vn; pak je wn = b + vn a protože wn → b, platı́ vn → 0. Odtud

sn = a1(b + vn) + a2(b + vn−1) + · · · + an(b + v1) =

= (a1 + a2 + · · · + an) · b + a1vn + a2vn−1 + · · · + anv1 = tn · b + un,

kde un = a1vn + a2vn−1 + · · · + anv1. Protože tn → a, platı́ tn · b → a · b, takže
ukážeme-li , že platı́ lim un = 0, bude tı́m dokázáno lim sn = a · b, tj.

∑

cn = a · b.
Protože

∑

|an| konverguje, je posloupnost jejı́ch částečných součtů shora
ohraničená, tj. existuje h ∈ R, h > 0 tak, že platı́ |a1| + |a2| + · · · + |an| < h pro
všechna n ∈ N.

Protože lim vn = 0, je posloupnost {vn} ohraničená, tj. existuje k ∈ R, k > 0
tak, že platı́ |vn| < k pro všechna n ∈ N. Bud’ε ∈ R, ε > 0 libovolné. Protože
lim vn = 0, k čı́slu ε

2h > 0 existuje n1 ∈ N tak, že pro n ≥ n1 platı́ |vn| < ε
2h . Protože

∑

|an| konverguje, k čı́slu ε
2k > 0 existuje podle Cauchy-Bolzanova kritéria n2 ∈

∈ N tak, že pro n ≥ n2 a pro všechna m ∈ N platı́ |an+1|+ |an+2|+ · · ·+ |an+m | < ε
2k .

Položme n0 = max{n1, n2}. Pak pro všechna n ∈ N, n > 2n0 platı́

|un| = |a1vn + a2vn−1 + · · · + an0vn−n0+1 + an0+1vn−n0 + · · · + anv1| ≤
≤ |a1| · |vn| + |a2| · |vn−1| + · · · + |an0 | · |vn−n0+1| +

+|an0+1| · |vn−n0| + · · · + |an| · |v1| <

< (|a1| + |a2| + · · · + |an0 |) ·
ε

2h
+ (|an0+1| + · · · + |an|) · k <

< h ·
ε

2h
+

ε

2k
· k = ε.

Je tedy vskutku lim un = 0 a
∑

cn = a · b.
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4.2. Numerická sumace

Necht’
∑∞

n=1 an je konvergentnı́ řada. Jejı́ součet s lze psát ve tvaru

s = sn + Rn,

kde sn = a1 + · · · + an je n-tý částečný součet řady a Rn = an+1 + an+2 + · · · se
nazývá zbytek po n-tém členu. To znamená, že čı́slo Rn udává velikost chyby, jı́ž se
dopustı́me, jestliže přesnou hodnotu součtu dané konvergentnı́ řady aproximujeme
částečným součtem. Přitom platı́ lim Rn = lim(s−sn) = s−s = 0. V tomto odstavci
odvodı́me některé odhady pro velikost zbytku |Rn |. Aplikace těchto odhadů při
přibližném vyjadřovánı́ funkčnı́ch hodnot a integrálů budou ukázány v Kapitole 7.

Lemma 4.1. Necht’
∑

an je řada,
∑

bn je konvergentnı́ řada s nezápornými členy
a necht’platı́ |an| ≤ bn pro všechna n ∈ N. Značı́-li rn zbytek po n-tém členu řady
∑

an a Rn zbytek po n-tém členu řady
∑

bn , pak platı́ |rn| ≤ Rn .

Důkaz. Z předpokladů věty plyne, že
∑

an konverguje absolutně. Tedy také kon-
verguje absolutně řada

∑∞
k=1 an+k a podle Poznámky 1.2 a Lemmatu 3.1 platı́

|rn| =
∣
∣
∑∞

k=1 an+k

∣
∣ ≤

∑∞
k=1 |an+k| ≤

∑∞
k=1 bn+k = Rn .

Věta 4.4. Necht’ {an}∞n=0 je nerostoucı́ posloupnost kladných čı́sel taková, že
lim an = 0. Pak pro zbytek po n-tém členu Rn alternujı́cı́ řady

∑

(−1)n−1an platı́

|Rn| < an+1.

Důkaz. Z Leibnizova kritéria (Věta 3.1) plyne, že řada
∑

(−1)n−1an je konver-
gentnı́. Dále platı́

Rn = (−1)nan+1 + (−1)n+1an+2 + · · · + (−1)n+k−1an+k + . . . =

= (−1)n(an+1 − an+2 + an+3 − an+4 + · · · + (−1)k−1an+k + . . . ).

Opakovánı́m úvah z důkazu Leibnizova kritéria zjistı́me, že pro součet σ řady
v závorce platı́ an+1 − an+2 < σ < an+1. Je tedy zejména σ > 0 a protože
Rn = (−1)n · σ , platı́ |Rn| = σ < an+1.

Pokud daná řada nenı́ alternujı́cı́, můžeme pro určovánı́ chyby použı́t následu-
jı́cı́ dvě tvrzenı́.

Věta 4.5. Necht’
∑

an je čı́selná řada, pro kterou platı́
∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
≤ q < 1 pro všechna n ∈ N.
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Pak pro zbytek Rn této řady platı́

|Rn| ≤ |an|
q

1− q
.

Důkaz. Uvedený předpoklad zaručuje absolutnı́ konvergenci řady
∑

an podle
Věty 3.5. Protože pro všechna n ∈ N platı́ |an+1| ≤ |an| · q, je i |an+2| ≤ |an+1| ·
· q ≤ |an| · q2, |an+3| ≤ |an+2| · q ≤ |an| · q3 a obecně indukcı́ |an+k| ≤ |an| · qk .
Proto podle Poznámky 1.2 a Lemmatu 3.1 platı́

|Rn| =

∣
∣
∣
∣
∣

∞
∑

k=1

an+k

∣
∣
∣
∣
∣
≤
∞
∑

k=1

|an+k| ≤
∞
∑

k=1

|an| · qk =

= |an| · q ·
∞
∑

k=0

qk = |an| ·
q

1− q
.

Věta 4.6. Necht’
∑

an je konvergentnı́ řada s nezápornými členy. Necht’an = f (n),
kde f je nezáporná a nerostoucı́ funkce na intervalu [1,∞). Pak pro zbytek Rn

řady
∑

an platı́ Rn ≤
∫∞

n f (x) dx.

Důkaz. Z konvergence řady
∑

an plyne konvergence nevlastnı́ho integrálu
∫∞

1 f (x) dx (podle Věty 2.6) a tedy i nevlastnı́ho integrálu
∫∞

n f (x) dx pro libo-

volné n ∈ N. V důkazu Věty 2.6 jsme dále odvodili nerovnost an+1 ≤
∫ n+1

n f (x) dx
platnou pro všechna n ∈ N. Dosadı́me-li do nı́ za n postupně n+1, n+2, . . . , n+k−1
a sečteme takto vzniklé nerovnosti, obdržı́me an+1+an+2+· · ·+an+k ≤

∫ n+k
n f (x) dx ,

kde k ∈ N je libovolné. Protože funkce f je nezáporná na intervalu [n,∞), platı́
∫ n+k

n f (x) dx ≤
∫∞

n f (x) dx . Je tedy an+1 + an+2 + · · · + an+k ≤
∫∞

n f (x) dx pro
všechna k ∈ N a odtud již plyne

∑∞
k=1 an+k = Rn ≤

∫∞
n f (x) dx .

Přı́klad 4.2. a) Nalezněte odhad zbytku řady

∑ 1

n p
, kde p ∈ R, p > 1.

b) Kolik členů řady
∑ 1

n(n + 1)(n + 2)

je třeba sečı́st, aby částečný součet aproximoval přesnou hodnotu součtu s chybou
menšı́ než 0,001?
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c) Kolik členů řady
∑ 2n

n!
je třeba sečı́st, abychom jejı́ součet aproximovali s chybou menšı́ než 0,01?

d) Najděte odhad zbytku pro Leibnizovu řadu

∑

(−1)n−1 1

n
= ln 2 .

Řešenı́. a) Daná řada konverguje; podle Věty 4.6 platı́

Rn ≤
∫ ∞

n

dx

x p
=

1

1− p

[
1

x p−1

]∞

n

=
1

(p − 1)n p−1
.

Napřı́klad pro řadu
∑ 1

n2 máme pro jejı́ zbytek odhad Rn ≤ 1
n , tj. jejı́ konvergence

je „pomalá“.

b) Protože 1
n(n+1)(n+2) < 1

n3 , plyne z Lemmatu 4.1 a z předchozı́ho přı́kladu

odhad zbytku Rn < 1
2n2 . Nerovnost 1

2n2 ≤ 0,001, tj. n2 ≥ 500, je splněna pro
n ≥ 23. Stačı́ tedy sečı́st 23 členy řady.

c) Protože
an+1

an
=

2n+1

(n + 1)!
·

n!
2n

=
2

n + 1
,

podı́lové kritérium (v limitnı́m tvaru) ukazuje, že řada konverguje. Dále je an+1
an
≤ 1

2
pro n ≥ 3. Tedy pro n ≥ 3 platı́ podle Věty 4.5

Rn ≤ an ·
1
2

1− 1
2

= an =
2n

n!
.

Nerovnost 2n

n! < 0,01, tj. n! > 100 · 2n je, jak se snadno přesvědčı́me, splněna pro
n ≥ 8. Stačı́ tedy sečı́st 8 členů řady.

d) Podle Věty 4.4 je |Rn | < 1
n+1 . Abychom tedy určili čı́slo ln 2 např. s chybou

menšı́ než 0,01, je třeba sečı́st alespoň 100 členů řady
∑

(−1)n−1 1
n . To ukazuje, že

tato řada je nevýhodná pro počı́tánı́ logaritmů, jejı́ konvergence je přı́liš „pomalá“.
Jiný způsob výpočtu logaritmů ukážeme v Přı́kladu 7.4.
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Cvičenı́

4.1. Určete Cauchyův součin řad

∞
∑

n=0

xn

n!
a
∞
∑

n=0

yn

n!
.

4.2. Necht’q ∈ R, q > 1. Určete Cauchyův součin řady
∑∞

n=1
1

qn se sebou samou.

Pomocı́ zı́skaného výsledku určete součet řady
∑∞

n=1
n

qn .

4.3. Kolik členů následujı́cı́ch řad je třeba sečı́st, abychom jejich součet aproxi-
movali s chybou menšı́ než 0,01:

a)
∑∞

n=1
1

n2n b)
∑∞

n=1
1
n4 c)

∑∞
n=1(−1)n−1 2n

n! .

4.4. Kolik členů řady je třeba sečı́st, aby zbytek byl menšı́ než 0,0001:

a)
∞
∑

n=1

1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
b)

∞
∑

n=2

1

n ln2 n
c)

∞
∑

n=1

n

5n
.

Člověk s jedněmi hodinkami vı́ přesně, kolik je hodin.
Člověk s dvojı́mi si nenı́ nikdy jistý.



Kapitola 5

Posloupnosti a řady funkcı́

Důležitou roli v matematice hrajı́ nekonečné řady, jejichž členy jsou
funkce fn(x). V tomto přı́padě mluvı́me o řadě funkcı́

∑

fn(x) a jejı́m součtem
je nějaká funkce f (x). K bouřlivému rozvoji řad funkcı́ došlo v druhé polovině
17. stoletı́ a zejména pak v 18. stoletı́, kdy byly funkce vyjadřovány ve tvaru neko-
nečných řad. Středem pozornosti matematiků byly následujı́cı́ otázky pro počı́tánı́
s nekonečnými řadami funkcı́:

Jsou-li funkce fn(x) spojité na intervalu I , je také funkce f (x) =
∑

fn(x)

spojitá na I ?

Kdy lze integrovat nekonečnou řadu funkcı́ člen po členu, tj. zaměnit pořadı́
integrace a sumace?

Kdy lze derivovat nekonečnou řadu funkcı́ člen po členu, tj. zaměnit pořadı́
derivace a sumace?

Odpovědi na tyto otázky budou obsahem této kapitoly. V následujı́cı́ch dvou
kapitolách pak budeme podrobně studovat dva nejdůležitějšı́ přı́pady řad funkcı́,
kterými jsou

F mocninné řady, kdy funkce fn(x) jsou mocninné funkce, tj. fn(x) = an xn; tyto
řady jsou vhodné pro aproximaci (přibližné vyjádřenı́) funkce v okolı́ bodu x = 0;

F Fourierovy řady, kdy funkce fn(x) jsou tvaru fn(x) = an sin nx + bn cos nx; tyto
řady jsou vhodné pro aproximaci periodických funkcı́.

Ukážeme, že klı́čovou úlohu v těchto problémech hraje velmi důležitá vlastnost
řad funkcı́, kterou je stejnoměrná konvergence.

68
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5.1. Pojmy posloupnost a řada funkcı́

Nejprve zaved’me pojem bodové konvergence pro posloupnost funkcı́.

Definice 5.1. Necht’ { fn(x)}∞n=1 je posloupnost funkcı́ na intervalu I a x0 ∈
∈ I je libovolné. Je-li čı́selná posloupnost { fn(x0)}∞n=1 konvergentnı́, řı́káme, že
posloupnost { fn(x)}∞n=1 je konvergentnı́ v bodě x0.
Řekneme, že posloupnost funkcı́ bodově konverguje k funkci f (x) na intervalu I ,
jestliže konverguje v každém bodě x ∈ I , tj. ke každému x ∈ I a každému ε > 0
existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0, platı́ | fn(x)− f (x)| < ε.
Pı́šeme lim fn(x) = f (x) pro x ∈ I nebo fn → f na I .

Všimněme si, že čı́slo n0 ∈ N závisı́ jak na volbě čı́sla ε, tak na volbě bodu
x ∈ I , takže při témže ε a různých x ∈ I může být přı́slušné n0 různé.

Přı́klad 5.1. Znázorněte prvnı́ch n členů posloupnosti funkcı́ { fn(x)}∞n=1 a určete
jejı́ limitu:

a) fn(x) = xn, x ∈ [0, 1] b) fn(x) = arctg nx, x ∈ R.

Řešenı́. Platı́

lim
n→∞

xn =

{

0 x ∈ [0, 1),
1 x = 1,

lim
n→∞

arctg nx =







π

2 x > 0,
0 x = 0,
−π

2 x < 0.

Všimněme si, že limitnı́ funkce obou posloupnostı́ jsou nespojité funkce, třebaže
funkce xn i arctg nx jsou spojité na R.

Obrázek 5.1 byl vygenerován pomocı́ následujı́cı́ posloupnosti přı́kazů.
> display(seq(plot(xˆn,x=0..1,y=0..1,style=line,
> color=black),n=1..15));
> display(seq(plot(arctan((n)*x),x=-10..10,
> style=line,] color=black),n=1..5));

Nekonečné řady funkcı́ definujeme analogicky jako čı́selné řady a bodovou
konvergenci řad funkcı́ definujeme pomocı́ bodové konvergence posloupnosti
n-tých částečných součtů.
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Obr. 5.1: Posloupnosti funkcı́ {xn} a {arctg nx}

Definice 5.2. Necht’ { fn(x)}∞n=1 je posloupnost funkcı́ definovaných na inter-
valu I . Symbol

∞
∑

n=1

fn(x) nebo f1(x) + f2(x) + · · · + fn(x) + · · · (5.1)

nazýváme nekonečnou řadou funkcı́. Posloupnost {sn(x)}∞n=1, kde sn(x) = f1(x)+
+ · · · + fn(x), nazýváme posloupnostı́ částečných součtů řady

∑∞
n=1 fn(x).

Jestliže posloupnost částečných součtů {sn(x)}∞n=1 konverguje pro všechna x ∈ I ,
řekneme, že řada (5.1) bodově konverguje na intervalu I a funkci s(x) = lim sn(x)

nazýváme součtem řady
∑

fn(x) .

Bodová konvergence posloupnosti funkcı́, resp. řady funkcı́, závisı́ na inter-
valu, na kterém konvergenci vyšetřujeme. Největšı́ množinu (vzhledem k množi-
nové inkluzi), na nı́ž posloupnost funkcı́ bodově konverguje, nazýváme oborem
konvergence posloupnosti funkcı́ { fn(x)}. Stejně definujeme obor konvergence
řady funkcı́

∑

fn(x).

Přı́klad 5.2. Určete obor konvergence řady:

a)
∞
∑

n=1

xn

n(n + 1)
b)

∞
∑

n=1

e−n2x .

Řešenı́. Postupujeme tak, že proměnnou x považujeme za parametr a pro toto x
vyšetřujeme absolutnı́ konvergenci, přı́p. konvergenci, čı́selné řady.



Stejnoměrná konvergence 71

a) Podle podı́lového kritéria pro čı́selné řady platı́

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

xn+1

(n + 1)(n + 2)

n(n + 1)

xn

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

n

n + 2
|x| = |x|.

Proto řada konverguje pro |x| < 1. Jestliže |x| = 1, nelze podı́lovým kritériem
o konvergenci rozhodnout, proto je třeba vyšetřit body x = ±1 zvlášt’.

Je-li x = 1, dostáváme řadu
∑ 1

n(n+1) a tato řada je konvergentnı́ (viz Přı́-

klad 1.2). Je-li x = −1, dostáváme řadu
∑

(−1)n 1
n(n+1) , která konverguje absolutně.

Pro |x| > 1 nenı́ splněna nutná podmı́nka konvergence.
Oborem konvergence dané řady je interval [−1, 1], přičemž konvergence je

absolutnı́.

b) V tomto přı́padě se jedná pro všechna x ∈ R o řadu s kladnými členy;
použijeme odmocninové kritérium a dostaneme

lim
n→∞

n
√

e−n2x = lim
n→∞

e−nx = 0 < 1 pro x > 0.

Pro x = 0 dostáváme řadu
∑

1, která diverguje, a pro x < 0 řadu
∑

en2|x|, která
je také divergentnı́. Oborem konvergence dané řady je interval (0,∞).

5.2. Stejnoměrná konvergence

Jednou ze základnı́ch otázek v teorii posloupnostı́ a řad funkcı́ je, nakolik se vlast-
nosti členů posloupnosti přenášejı́ na limitnı́ funkci, resp. součet řady. U některých
vlastnostı́ nevyvstávajı́ většı́ obtı́že.Napřı́klad limita posloupnosti (součet řady)
nezáporných funkcı́ je zřejmě také nezáporná funkce; z vlastnostı́ posloupnostı́
reálných čı́sel rovněž plyne, že limita posloupnosti (součet řady) neklesajı́cı́ch
funkcı́ je rovněž neklesajı́cı́ funkce. Oproti tomu, jak ukazuje Přı́klad 5.1, se na
limitnı́ funkci obecně nepřenášı́ velmi důležitá vlastnost, kterou je spojitost.

Tı́m je motivována následujı́cı́ definice „silnějšı́ho typu“ konvergence, kterou
je stejnoměrné konvergence posloupnosti funkcı́:

Definice 5.3. Řekneme, že posloupnost funkcı́ { fn(x)}∞n=1 konverguje stejno-
měrně k funkci f (x) na intervalu I , jestliže ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N
tak, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0, a všechna x ∈ I platı́ | fn(x)− f (x)| < ε.
Pı́šeme fn « f na I .
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Poznámka 5.1. Se stejnoměrnou konvergencı́ spojitých funkcı́ na intervalu [a, b]
jsme se setkali již v teorii metrických prostorů, kde jsme vyšetřovali metrický
prostor (C[a, b], ρc) (viz [3], str. 8, 22). Připomeňme, že C[a, b] je množina
reálných spojitých funkcı́ na intervalu [a, b] a ρc je metrika tzv. stejnoměrné
konvergence

ρc( f, g) = max
x∈[a,b]

| f (x)− g(x)|.

Ukažme, že tato definice je ekvivalentnı́ s Definicı́ 5.3. V metrickém prostoru
(C[a, b], ρc) posloupnost funkcı́ { fn}∞n=1 konverguje k funkci f , tj. fn(x)

ρc→ f (x),
jestliže

lim
n→∞

ρc( fn, f ) = 0⇐⇒ lim
n→∞

maxx∈[a,b] | fn(x)− f (x)| = 0 ⇐⇒

⇐⇒ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 platı́ maxx∈[a,b] | fn(x)− f (x)| < ε⇐⇒
⇐⇒ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 a ∀x ∈ [a, b] platı́ | fn(x)− f (x)| < ε,

což je Definice 5.3. Obecně lze v terminologii metrických prostorů definovat
stejnoměrnou konvergenci jako konvergenci v prostoru ohraničených funkcı́ na
intervalu I se suprémovou metrikou (viz [3, strana 15]).

Geometrický význam stejnoměrné konvergence fn « f spočı́vá v tom, že od
určitého indexu n0 všechny dalšı́ členy posloupnosti „ležı́ v epsilonovém okolı́“
limitnı́ funkce f , tj. mezi grafy funkcı́ f − ε a f + ε.

Srovnejme definici bodové a stejnoměrné konvergence posloupnosti funkcı́.

F Bodová konvergence ( fn → f ):

(∀x ∈ I )(∀ε ∈ R, ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N, n ≥ n0)(| fn(x)− f (x)| < ε).

F Stejnoměrná konvergence ( fn « f ):

(∀ε ∈ R, ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀x ∈ I )(∀n ∈ N, n ≥ n0)(| fn(x)− f (x)| < ε).

Vidı́me, že se oba pojmy od sebe lišı́ pouze v „pořadı́ kvantifikátorů“ – zatı́mco
v definici stejnoměrné konvergence závisı́ čı́slo n0 ∈ N pouze na volbě čı́sla ε > 0,
v definici bodové konvergence je n0 závislé i na bodě x ∈ I . Proto ze stejnoměrné
konvergence posloupnosti { fn} k funkci f na I plyne bodová konvergence k f
na I . Opak obecně neplatı́, jak ukazuje následujı́cı́ přı́klad.

Přı́klad 5.3. Rozhodněte, zda posloupnost funkcı́

fn(x) =
2nx

1 + n2x2

stejnoměrně konverguje na intervalu [0, 1].
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Řešenı́. Pro každé x ∈ [0, 1] platı́

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

2nx

1 + n2x2
= 0.

Limitnı́ funkcı́ posloupnosti je tedy f (x) = 0. Zjistěme, zda se jedná o stejnoměr-
nou konvergenci. Bud’ si přı́mo všimneme, že fn(

1
n ) = 1 nebo postupujeme jako

při hledánı́ absolutnı́ho extrému funkce y = 2nx
1+n2x2 na [0, 1]: určı́me prvnı́ derivace

a zjistı́me, v kterých bodech je rovna nule. Platı́

(
2nx

1 + n2x2

)′

=
2n(1− n2x2)

(1 + n2x2)2
= 0

pro x = 1
n a x = − 1

n , přičemž hodnota − 1
n neležı́ ve vyšetřovaném intervalu. Pro

x = 1
n dostaneme uvedenou hodnotu fn(

1
n ) = 1.

Je-li nynı́ 0 < ε < 1, pak pro každé n ∈ N a x = 1
n ∈ [0, 1) platı́, že

| fn(x)− f (x)| =

∣
∣
∣
∣

2nx

1 + n2x2
− 0

∣
∣
∣
∣

= fn

(
1

n

)

= 1 > ε.

Proto nenı́ daná posloupnost stejnoměrně konvergentnı́ na intervalu [0, 1].

Stejnoměrnou konvergenci řady funkcı́ definujeme již snadno pomocı́ posloup-
nosti jejı́ch n-tých částečných součtů.

Definice 5.4. Řekneme, že řada funkcı́
∑

fn(x) konverguje stejnoměrně na
intervalu I ke svému součtu s(x), jestliže posloupnost {sn(x)} jejı́ch částečných
součtů stejnoměrně konverguje na I k funkci s(x).

5.3. Kritéria stejnoměrné konvergence

V tomto odstavci uvedeme kritéria pro vyšetřovánı́ stejnoměrné konvergence po-
sloupnosti funkcı́ a zejména řady funkcı́. Následujı́cı́ dvě tvrzenı́ majı́ spı́še teore-
tický význam a užı́vajı́ se zejména v důkazech dalšı́ch kritériı́ a vět.

Lemma 5.1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium stejnoměrné konvergence).
Posloupnost funkcı́ { fn(x)} konverguje stejnoměrně na intervalu I právě tehdy,
když ke každému ε ∈ R, ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna m, n ∈
∈ N, m ≥ n0, n ≥ n0 a pro všechna x ∈ I platı́ | fm(x)− fn(x)| < ε.
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Důkaz. Necht’ fn « f na I a bud’ε > 0 libovolné. K čı́slu ε
2 > 0 existuje n0 ∈ N

tak, že pro n ≥ n0 a x ∈ I platı́ | fn(x) − f (x)| < ε
2 . Tedy pro m ≥ n0, n ≥ n0

a x ∈ I platı́ | fm(x) − fn(x)| = | fm(x) − f (x) − [ fn(x) − f (x)]| ≤ | fm(x) −
− f (x)| + | fn(x)− f (x)| < ε

2 + ε
2 = ε.

Necht’ je splněna podmı́nka věty. Volı́me-li libovolně, ale pevně, bod x0 ∈ I ,
vidı́me, že čı́selná posloupnost { fn(x0)} je cauchyovská a tedy konvergentnı́. Je
tedy { fn(x)} bodově konvergentnı́ na I . Označme lim

n→∞
fn(x) = f (x); nynı́ doká-

žeme, že fn « f na I . Bud’tedy ε ∈ R, ε > 0 libovolné. K čı́slu ε
2 > 0 existuje

n0 ∈ N tak, že pro m ≥ n0, n ≥ n0 a všechna x ∈ I platı́ | fn(x)− fm(x)| < ε
2 .

Limitnı́m přechodem pro m → ∞ odtud plyne | fn(x) − f (x)| ≤ ε
2 < ε. Tedy

opravdu fn « f na I .

Lemma 5.2 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pro řady funkcı́).
Řada funkcı́

∑

fn(x) je na intervalu I stejnoměrně konvergentnı́ právě tehdy, když
ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0, libovolné
m ∈ N a a každé x ∈ I platı́

| fn+1(x) + fn+2(x) + · · · + fn+m(x)| < ε .

Důkaz. Podle definice řada
∑

fn(x) stejnoměrně konverguje na I k s(x) právě
tehdy, když posloupnost částečných součtů sn(x) řady

∑

fn(x) stejnoměrně kon-
verguje k s(x). Podle předchozı́ho lemmatu je tato podmı́nka splněna právě tehdy,
když ke každému ε ∈ R, ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N,
n ≥ n0, libovolné m ∈ N a pro všechna x ∈ I platı́

|sn+m(x)− sn(x)| = | fn+1(x) + fn+2(x) + · · · + fn+m(x)| < ε.

Věta 5.1 (Weierstrassovo kritérium). Necht’ { fn(x)} je posloupnost funkcı́ na I .
Necht’existuje posloupnost nezáporných čı́sel {an} taková, že řada

∑

an konver-
guje a platı́

| fn(x)| ≤ an pro všechna x ∈ I a n ∈ N.

Pak řada
∑

fn(x) konverguje stejnoměrně na intervalu I .

Důkaz. Necht’jsou splněny podmı́nky věty. Zvolme ε > 0 libovolné. Podle Lem-
matu 1.1 existuje n0 ∈ N tak, že pro n ≥ n0 a libovolné m ∈ N platı́ an+1 + an+2 +
+ · · · + an+m < ε. Pak pro n ≥ n0, libovolné m ∈ N a každé x ∈ I platı́

| fn+1(x) + · · · + fn+m(x)| ≤ | fn+1(x)| + · · · + | fn+m(x)| ≤ an+1 + · · · + an+m < ε.

Tvrzenı́ nynı́ plyne z Lemmatu 5.2.
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Přı́klad 5.4. Rozhodněte, zda je řada
∞∑

n=1

sin nx
n2 stejnoměrně konvergentnı́ na R.

Řešenı́. Pro všechna x ∈ R, n ∈ N platı́ | sin nx| ≤ 1, a proto

∣
∣
∣
∣

sin nx

n2

∣
∣
∣
∣
≤

1

n2
.

Čı́selná řada
∑ 1

n2 je konvergentnı́ (viz Přı́klad 2.1), proto podle Věty 5.1 řada
∑ sin nx

n2 konverguje stejnoměrně na R.

Weierstrassovo kritérium je dobře prakticky použitelné, dává však pouze po-
stačujı́cı́ podmı́nku stejnoměrné konvergence. K formulaci dalšı́ch kritériı́, jejichž
důkaz lze nalézt např. v [8, 18], zaved’me následujı́cı́ pojmy:

O posloupnosti funkcı́ { fn(x)} řekneme, že je na intervalu I neklesajı́cı́, resp.
nerostoucı́, jestliže je čı́selná posloupnost { fn(x0)} neklesajı́cı́, resp. nerostoucı́
pro všechna x0 ∈ I . Posloupnost funkcı́, která je bud’neklesajı́cı́, nebo nerostoucı́
na I , se nazývá monotonnı́ na I .

O posloupnosti funkcı́ { fn(x)} řekneme, že je na intervalu I stejnoměrně
ohraničená, jestliže existuje k ∈ R, k > 0 tak, že pro všechna n ∈ N a všechna
x ∈ I platı́ | fn(x)| ≤ k.

Věta 5.2 (Dirichletovo a Abelovo kritérium). Necht’{ fn(x)}, {gn(x)} jsou po-
sloupnosti funkcı́ na I , {gn(x)} je monotonnı́ na I . Necht’ je splněna některá
z následujı́cı́ch podmı́nek:

1. (Dirichlet) Řada
∑

fn(x) má stejnoměrně ohraničenou posloupnost částeč-
ných součtů a gn(x) « 0 na I ;

2. (Abel) Řada
∑

fn(x) stejnoměrně konverguje na I a posloupnost {gn(x)} je
stejnoměrně ohraničená na I .

Potom řada
∑

fn(x)gn(x) stejnoměrně konverguje na I .

Z Dirichletova kritéria plyne následujı́cı́ kritérium:

Důsledek 5.1. Necht’posloupnost částečných součtů řady
∑

fn(x) je stejnoměrně
ohraničená na intervalu I a necht’{an} je monotonnı́ čı́selná posloupnost taková,
že lim an = 0. Pak řada

∑

an fn(x) konverguje stejnoměrně na I .

Přı́klad 5.5. Dokažte, že řada
∑ sin nx

n konverguje stejnoměrně na intervalu
[δ, 2π− δ], kde δ ∈ R, 0 < δ < π (viz Obr. 5.2, 5.3).
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Řešenı́. V Přı́kladu 3.5-a) jsme dokázali, že daná řada konverguje na R. Vyšetřeme
nynı́ stejnoměrnou konvergenci. Položme fn(x) = sin nx , an = 1

n pro n ∈ N. Podle
Přı́kladu 3.5 je

sn(x) = sin x + sin 2x + · · · + sin nx =
sin n+1

2 x sin n
2 x

sin 1
2 x

,

takže

|sn(x)| ≤
1

sin δ
2

pro x ∈ [δ, 2π− δ].

Posloupnost {an} je zřejmě nerostoucı́ a lim an = 0, a proto podle Důsledku 5.1
konverguje řada

∑ sin nx
n stejnoměrně na intervalu [δ, 2π− δ].

Z obrázku 5.3 je vidět, že v bodech x = kπ, kde k ∈ N, se funkce bude
„trhat“ a součet řady nenı́ v těchto bodech spojitou funkcı́. Poznamenejme, že
uvedená řada se nazývá Fourierovou řadou a jejı́ součet je

∑∞
n=1

sin nx
n = 1

2(π− x)

pro x ∈ (0, 2π) (viz cvičenı́ 8.12).
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Obr. 5.2: n-tý částečný součet řady
∑∞

k=1
sin kx

k pro n = 1, 4, 35, x ∈ [0, 2π]

Obrázky 5.2 a 5.3 byly vygenerovány pomocı́ procedury CSsoucetR:
> CSoucetR := proc (fce, p, i, rp, ri)
> RETURN(display(seq(plot(unapply(sum(fce,i
> = 1 .. o),p)(p),p = rp,labels = [‘‘, ‘‘],
> discont=true), o = ri)))
> end:

> with(plots):
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Obr. 5.3: n-tý částečný součet řady
∑∞

k=1
sin kx

k pro n = 45

> s1:=CSoucetR(sin(n*x)/n,x,n,0..2*Pi,1):

> s2:=CSoucetR(sin(n*x)/n,x,n,0..2*Pi,4):

> s3:=CSoucetR(sin(n*x)/n,x,n,0..2*Pi,35):

> display(s1,s2,s3);

> CSoucetR(sin(n*x)/n,x,n,-3*Pi..3*Pi,45);

K vytvářenı́ animovaných obrázků můžeme použı́t proceduru AnimR:
> AnimR := proc (fce, p, i, rp, poc)
> RETURN(animate(unapply(sum(fce,i=1 .. o),p)(p),
> p = rp,o = 1 .. poc, frames = poc))
> end;

Řadu pěkných přı́kladů na stejnoměrnou konvergenci čı́selných řad je možno najı́t
na adrese http://adela.karlin.mff.cuni.cz/kam/˜pyrih/animace/k0061/kapitola.htm.

Nejjednoduššı́m kritériem pro stejnoměrnou konvergenci posloupnosti je pa-
trně následujı́cı́ upravený „přepis definice“:

Věta 5.3. Necht’{ fn(x)} je posloupnost funkcı́ na I a

an = sup{| fn(x)− f (x)|; x ∈ I }.

Platı́ fn « f na I , právě když je posloupnost {an} nulová, tj. lim an = 0.

Přı́klad 5.6. Rozhodněte o stejnoměrné konvergenci následujı́cı́ch posloupnostı́:

a) fn(x) = xn, x ∈ [0, 1) b) fn(x) = arctg nx, x ∈ R.

http://adela.karlin.mff.cuni.cz/kam/~pyrih/animace/k0061/kapitola.htm
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Řešenı́. a) Pro každé x ∈ [0, 1) platı́ lim
n→∞

xn = 0. Limitnı́ funkcı́ posloupnosti {xn}
je tedy f (x) = 0. Avšak an = sup{|xn|; x ∈ [0, 1)} = 1, a proto podle Věty 5.3
nenı́ posloupnost {xn} stejnoměrně konvergentnı́ na [0, 1).

b) Podle Přı́kladu 5.1 b) platı́

lim
n→∞

arctg nx =
π

2
sgn x, x ∈ R.

Avšak pro n ∈ N libovolné platı́

an = sup{| arctg nx −
π

2
sgn(x)|; x ∈ R} =

π

2
,

a proto podle Věty 5.3 nenı́ daná posloupnost stejnoměrně konvergentnı́ na R.
Jiné zdůvodněnı́, že tato posloupnost nenı́ stejnoměrně konvergentnı́, ukážeme
v následujı́cı́m odstavci pomocı́ spojitosti.

5.4. Vlastnosti stejnoměrně konvergentnı́ch posloupnostı́
a řad funkcı́

Stejnoměrná konvergence je v teorii funkčnı́ch řad a posloupnostı́ velmi důležitá.
Na Přı́kladu 5.1 jsme ukázali, že bodová konvergence nenı́ dostatečnou podmı́nkou
k tomu, aby se některé důležité vlastnosti, jako je spojitost funkce, přenášely na
limitnı́ funkci. V tomto odstavci ukážeme několik nejdůležitějšı́ch vlastnostı́ stej-
noměrně konvergentnı́ch posloupnostı́ a řad. Nejprve se budeme zabývat otázkou
spojitosti, integrace a derivace pro posloupnosti funkcı́ a poté stejným problémem
pro řadu funkcı́.

Věta 5.4. Necht’posloupnost funkcı́ { fn(x)} stejnoměrně konverguje na intervalu I
k funkci f . Jsou-li všechny funkce fn(x) spojité na I , je i f (x) spojitá na I .

Důkaz. Necht’x0 ∈ I . Bud’ε ∈ R, ε > 0 libovolné. K čı́slu ε
3 > 0 existuje n0 ∈ N

tak, že pro n ∈ N, n ≥ n0 a pro všechna x ∈ I platı́ | fn(x)− f (x)| < ε
3 ; speciálně

tedy platı́ | fn0(x) − f (x)| < ε
3 pro všechna x ∈ I . Funkce fn0 je spojitá na I ,

tedy i v bodě x0; proto k čı́slu ε
3 existuje okolı́ O(x0) bodu x0 tak, že | fn0(x) −

− fn0(x0)| < ε
3 pro všechna x ∈ O(x0) ∩ I . Odtud plyne pro x ∈ O(x0) ∩ I

vztah | f (x) − f (x0)| = | f (x) − fn0(x) + fn0(x) − fn0(x0) + fn0(x0) − f (x0)| ≤
≤ | f (x) − fn0(x)| + | fn0(x) − fn0(x0)| + | fn0(x0) − f (x0)| < ε

3 + ε
3 + ε

3 = ε, což
dokazuje spojitost funkce f v bodě x0. Bod x0 byl však libovolný, a proto je f
spojitá na I .
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Přı́klad 5.7. Uvažujme posloupnosti funkcı́ z Přı́kladu 5.1:

a) fn(x) = xn, x ∈ [0, 1] b) fn(x) = arctg nx, x ∈ R.

Funkce xn jsou spojité, avšak jejich limita nenı́ spojitá na [0, 1]. Proto posloupnost
{xn} nemůže být na tomto intervalu stejnoměrně konvergentnı́.

Podobně plyne, že posloupnost {arctg nx} nenı́ stejnoměrně konvergentnı́ na R.

Věta 5.4 řı́ká, že stejnoměrná konvergence je dostatečnou podmı́nkou pro to,
aby limita posloupnosti spojitých funkcı́ byla spojitá. Následujı́cı́ věta ukáže, že
v přı́padě monotonnı́ posloupnosti je předpoklad stejnoměrné konvergence nutný.
Důkaz lze nalézt v [8, 15].

Věta 5.5 (Diniho). Bud’{ fn(x)} monotonnı́ posloupnost spojitých funkcı́ na inter-
valu [a, b] a necht’ fn → f na I . Je-li funkce f spojitá na [a, b], pak fn « f na
[a, b].

Věta 5.6. Necht’posloupnost funkcı́ { fn(x)} stejnoměrně konverguje na intervalu
[a, b] k funkci f . Jsou-li všechny funkce fn(x) integrovatelné na [a, b], je i f (x)

integrovatelná na [a, b] a platı́
∫ b

a f (x) dx = lim
∫ b

a fn(x) dx, tj.

∫ b

a

(

lim
n→∞

fn(x)

)

dx = lim
n→∞

∫ b

a
fn(x) dx.

Důkaz. Bud’ ε > 0 libovolné. K čı́slu ε
4(b−a)

> 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro
všechna n ∈ N, n ≥ n0 a všechna x ∈ [a, b] platı́ | fn(x) − f (x)| < ε

4(b−a)
.

Vyberme takové n ≥ n0 pevně; tedy pro všechna x ∈ [a, b] platı́ fn(x)− ε
4(b−a)

<

< f (x) < fn(x) + ε
4(b−a)

. Odtud mj. plyne, že f je ohraničená na [a, b], nebot’
fn je ohraničená. Protože fn je integrovatelná na [a, b], k čı́slu ε

2 > 0 existuje
dělenı́ D = {x0, x1, . . . , xk} intervalu [a, b] takové, že S(D, fn) − s(D, fn) < ε

2 ,
kde S(D, fn), s(D, fn) je dolnı́ a hornı́ součet fn při dělenı́ D (viz např. [14]).
Označı́me-li mi = inf{ f (x); x ∈ [xi−1, xi ]}, Mi = sup{ f (x); x ∈ [xi−1, xi ]}, ni =
= inf{ fn(x); x ∈ [xi−1, xi ]}, Ni = sup{ fn(x); x ∈ [xi−1, xi ]}, plyne z předchozı́ch
nerovnostı́ ni − ε

4(b−a)
≤ mi ≤ Mi ≤ Ni + ε

4(b−a)
pro všechna i = 1, . . . , k a tedy i

Mi −mi ≤ Ni − ni + ε
2(b−a)

. Vynásobı́me-li tuto nerovnost kladným čı́slem (xi −
− xi−1) a sečteme-li všechny takto vzniklé nerovnosti pro i = 1, . . . , k, obdržı́me

S(D, f )− s(D, f ) ≤ S(D, fn)− s(D, fn) + ε
2(b−a)

·
k∑

i=1
(xi − xi−1) =

S(D, fn)− s(D, fn) + ε
2 < ε

2 + ε
2 = ε.
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Je tedy f integrovatelná na [a, b].
Bud’nynı́ opět ε > 0 libovolné. K čı́slu ε

2(b−a)
> 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro

všechna n ∈ N, n ≥ n0 a všechna x ∈ [a, b] platı́ | fn(x) − f (x)| < ε
2(b−a)

. Tedy
pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 platı́
∣
∣
∣
∣

∫ b

a
fn(x) dx −

∫ b

a
f (x) dx

∣
∣
∣
∣
≤

≤
∫ b

a
| fn(x)− f (x)| dx ≤

ε

2(b − a)
(b − a) =

ε

2
< ε,

tj. lim
∫ b

a fn(x) dx =
∫ b

a f (x) dx .

Lemma 5.3. Bud’ I interval, x0 ∈ I a { fn(x)} posloupnost funkcı́, která stejno-
měrně konverguje na I r {x0} k funkci f (x)1. Necht’pro každé n ∈ N existuje
lim

x→x0
fn(x) = an. Pak existuje lim an a platı́ lim an = lim

x→x0
f (x), tj.

lim
n→∞

(

lim
x→x0

fn(x)

)

= lim
x→x0

(

lim
n→∞

fn(x)

)

.

Důkaz. Bud’ε > 0 libovolné. Podle Cauchyova-Bolzanova kritéria k čı́slu ε
2 > 0

existuje n0 ∈ N tak, že pro m ≥ n0, n ≥ n0 a všechna x ∈ I r {x0} platı́ | fm(x)−
− fn(x)| < ε

2 . Tedy i lim
x→x0
| fm(x) − fn(x)| = |am − an| ≤ ε

2 < ε pro m ≥ n0,

n ≥ n0, takže čı́selná posloupnost {an} je cauchyovská, a proto také konvergentnı́.
Označme lim an = a a ukažme, že lim

x→x0
f (x) = a.

Bud’opět ε > 0 libovolné. K čı́slu ε
3 > 0 existuje n1 ∈ N tak, že pro n ≥ n1

a všechna x ∈ I r {x0} platı́ | fn(x) − f (x)| < ε
3 . Protože lim an = a, existuje

n2 ∈ N tak, že pro n ≥ n2 platı́ |an − a| < ε
3 . Položme n3 = max{n1, n2} a zvolme

libovolně, ale pevně n ≥ n3. Protože lim
x→x0

fn(x) = an, k čı́slu ε
3 existuje okolı́ O(x0)

tak, že pro x ∈ O(x0)∩ I , x 6= x0 platı́ | fn(x)− an| < ε
3 . Tedy pro x ∈ O(x0)∩ I ,

x 6= x0 platı́ | f (x)− a| ≤ | f (x)− fn(x)|+ | fn(x)− an |+ |an − a| < ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε,

což dokazuje vztah lim
x→x0

f (x) = a.

Věta 5.7. Bud’{ fn(x)} posloupnost funkcı́, které majı́ na otevřeném intervalu I
derivaci. Necht’{ fn(x)} konverguje na I a { f ′n(x)} konverguje stejnoměrně na I .
Pak funkce f (x) = lim fn(x) má na I derivaci a platı́ f ′(x) = lim f ′n(x), tj.

(

lim
n→∞

fn(x)

)′
= lim

n→∞
f ′n(x).

1stejnoměrnou konvergencı́ na množině I r {x0} rozumı́me stejnoměrnou konvergenci na inter-
valech určených touto množinou
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Důkaz. Bud’ x0 ∈ I libovolný, ale pevný bod. Chceme dokázat, že f ′(x0) =
= lim

n→∞
f ′n(x0), tj.

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

n→∞
lim

x→x0

fn(x)− fn(x0)

x − x0
.

Ukážeme, že posloupnost
{

fn(x)− fn (x0)

x−x0

}

stejnoměrně konverguje na I r {x0}. Bud’

ε > 0 libovolné; protože { f ′n(x)} konverguje stejnoměrně na I , k čı́slu ε > 0
existuje n0 ∈ N tak, že pro m ≥ n0, n ≥ n0 a všechna x ∈ I platı́ | f ′m(x) −
− f ′n(x)| < ε. Volme pro okamžik m ≥ n0, n ≥ n0 pevně a x ∈ I , x 6= x0. Podle
Lagrangeovy věty existuje čı́slo c mezi x0 a x tak, že platı́ ( fm(x)− fn(x)) −
− ( fm(x0)− fn(x0)) =

(

f ′m(c)− f ′n(c)
)

(x − x0). Odtud plyne

∣
∣
∣
∣

fm(x)− fm(x0)

x − x0
−

fn(x)− fn(x0)

x − x0

∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣

1

x − x0
(( fm(x)− fn(x))− ( fm(x0)− fn(x0)))

∣
∣
∣
∣

=
∣
∣ f ′m(c)− f ′n(c)

∣
∣ < ε.

Proto je posloupnost
{

fn(x)− fn(x0)

x−x0

}

podle Cauchyova-Bolzanova kritéria

(Lemma 5.1) stejnoměrně konvergentnı́ na I r {x0}.
Nynı́ zřejmě

lim
n→∞

fn(x)− fn(x0)

x − x0
=

f (x)− f (x0)

x − x0

a pro každé n ∈ N existuje lim
x→x0

fn(x)− fn(x0)

x−x0
= f ′n(x0).

Podle Lemmatu 5.3 existuje lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x−x0
= f ′(x0) a platı́

lim
n→∞

f ′n(x0) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x)− fn(x0)

x − x0
= lim

x→x0
lim

n→∞

fn(x)− fn(x0)

x − x0
=

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= f ′(x0).

Bod x0 ∈ I byl libovolný, tedy pro každé x ∈ I platı́ f ′(x) = lim f ′n(x).

Nynı́ uvedeme věty o spojitosti, integraci a derivaci řady funkcı́, které budeme
později použı́vat u mocninných řad. Tyto věty dávajı́ velmi mocný nástroj pro práci
s nekonečnými řadami tı́m, že umožňujı́ integrovat, resp. derivovat, stejnoměrně
konvergentnı́ řady „člen po členu“.
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Věta 5.8. Necht’řada funkcı́
∑

fn(x) konverguje stejnoměrně na intervalu I a má
součet s(x). Jsou-li všechny funkce fn(x) spojité na I , pak je i s(x) spojitá na I .

Důkaz. Necht’ {sn} je posloupnost částečných součtů řady
∑

fn(x). Podle před-
pokladu je sn « s na I . Avšak každá funkce sn, jakožto součet konečného počtu
funkcı́ spojitých na I , je spojitá na intervalu I . Tvrzenı́ nynı́ plyne z Věty 5.4.

Věta 5.9. Necht’řada funkcı́
∑

fn(x) stejnoměrně konverguje na intervalu [a, b]
a má součet s(x). Jsou-li všechny funkce fn(x) integrovatelné na [a, b], je i s(x)

integrovatelná na [a, b] a platı́
∫ b

a
s(x) dx =

∞
∑

n=1

∫ b

a
fn(x) dx, tj.

∫ b

a

( ∞
∑

n=1

fn(x)

)

dx =
∞
∑

n=1

∫ b

a
fn(x) dx.

Důkaz. Je-li {sn(x)} posloupnost částečných součtů řady
∑

fn(x), pak sn « s na
[a, b]. Každá funkce sn(x) však, jakožto součet konečného počtu integrovatelných
funkcı́, je integrovatelná na [a, b]. Podle Věty 5.6 je s(x) integrovatelná na [a, b].
Dále podle téhož tvrzenı́ je
∫ b

a
s(x) dx = lim

n→∞

∫ b

a
sn(x) dx = lim

n→∞

∫ b

a
[ f1(x) + · · · + fn(x)] dx =

= lim
n→∞

[∫ b

a
f1(x) dx + · · · +

∫ b

a
fn(x) dx

]

=
∞
∑

n=1

∫ b

a
fn(x) dx.

Přı́klad 5.8. Je dána řada funkcı́
∞∑

n=0
rn cos nx = s(x), kde 0 < r < 1. Ukažte, že

je funkce s(x) spojitá na R, a určete
∫ 2π

0 s(x) dx .

Řešenı́. Ukažme nejprve, že je daná řada stejnoměrně konvergentnı́ na R. K tomu
použijme Weierstrassovo kritérium: platı́ |rn cos nx| ≤ rn pro všechna x ∈ R,
přičemž řada

∑

rn je geometrická řada s kvocientem |r | < 1, tj. je konvergentnı́
na R.

Protože daná řada je stejnoměrně konvergentnı́ a funkce rn cos nx jsou spojité
na R, je spojitá i funkce s(x). K integraci použijeme Větu 5.9 a dostáváme

∫ 2π

0

∞
∑

n=0

rn cos nx dx =
∞
∑

n=0

∫ 2π

0
rn cos nx dx =

∫ 2π

0
dx+

+
∞
∑

n=1

∫ 2π

0
rn cos nx dx = 2π +

∞
∑

n=1

rn

[
sin nx

n

]2π

0

= 2π.
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Věta 5.10. Bud’ { fn(x)} posloupnost funkcı́ majı́cı́ch na otevřeném intervalu I
derivaci. Necht’

∑

fn(x) konverguje na I a
∑

f ′n(x) konverguje stejnoměrně
na I . Pak funkce s(x) =

∑

fn(x) má na I derivaci a platı́

s ′(x) =

( ∞
∑

n=1

fn(x)

)′

=
∞
∑

n=1

f ′n(x).

Důkaz. Necht’{sn} je posloupnost částečných součtů řady
∑

fn(x). Pak {sn} kon-
verguje na I a {s ′n} stejnoměrně konverguje na I . Podle Věty 5.7 má funkce
s(x) =

∑

fn(x) derivaci na I a platı́

s ′(x) = lim
n→∞

s ′n(x) = lim
n→∞

(

f ′1(x) + · · · + f ′n(x)
)

=
∞
∑

n=1

f ′n(x).

Poznámka 5.2. Za silnějšı́ho předpokladu než je uveden ve Větě 5.10 – majı́-li
funkce fn(x) spojitou derivaci na otevřeném intervalu I – lze dokázat uvedené
tvrzenı́ bez použitı́ Lemmatu 5.3 a Věty 5.7 takto:

Necht’ s(x) =
∑

fn(x), S(x) =
∑

f ′n(x). Pak funkce S(x) je podle Věty 5.8
spojitá na I . Zvolme x0, x1 ∈ I , x1 > x0, libovolné. Podle Věty 5.9 je S(x)

integrovatelná na [x0, x1] a platı́
∫ x1

x0
S(x) dx =

∫ x1

x0

∑

f ′n(x) dx =
∑∫ x1

x0
f ′n(x) dx =

=
∑

( fn(x1)− fn(x0)) =
∑

fn(x1)−
∑

fn(x0) = s(x1)− s(x0).

Jelikož je S(x) spojitá, má funkce
∫ x

x0
S(t) dt = s(x)− s(x0) podle věty o integrálu

jako funkci hornı́ meze (viz [13]) derivaci na I a platı́ S(x) = s ′(x), tj.
∑

f ′n(x) =
= s ′(x).

Cvičenı́

5.1. Určete limitu f (x) následujı́cı́ch posloupnostı́ { fn(x)} a rozhodněte, zda se
jedná o stejnoměrnou konvergenci na intervalu I :

a) fn(x) = xn − x2n, I = [0, 1]

b) fn(x) = 1
1+nx , I = [1,∞)

c) fn(x) = e−nx , I = R.

5.2. Určete obor konvergence následujı́cı́ch řad
∑

fn(x):
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a) fn(x) = (ln x)n

b) fn(x) = xn tg x
2n

c) fn(x) = n
n+1

1
(3x2+4x+2)n .

5.3. Pomocı́ Weierstrassova kritéria dokažte stejnoměrnou konvergenci následu-
jı́cı́ch řad

∑

fn(x):

a) fn(x) = xn

n2 , I = [−1, 1]

b) fn(x) = xn

ns , s ∈ R, I = [−1, 1]

c) fn(x) =
√

1−x2n

2n , I = [−1, 1]

d) fn(x) = e−x2n2

n2 , I = R

e) fn(x) = 1
(x+n)(x+n+1) , I = [0,∞)

f) fn(x) = x
1+n4x2 , I = [0,∞).

5.4. Dokažte stejnoměrnou konvergenci následujı́cı́ch řad
∑

fn(x):

a) fn(x) = sin nx
3√

n4+x4
, I = R

b) fn(x) = ln

(

1+ x2

n ln2 n

)

, |x| < a, a ∈

∈ R

c) fn(x) = sin x sin nx√
n+x

, I = [0,∞)

d) fn(x) = (−1)n
√

n(n+x)
, I = [0,∞).

5.5. Určete součet řady funkcı́
∑∞

n=0 rn cos nx = s(x), kde 0 < r < 1, a ověřte, že
funkce s(x) je spojitá na R (viz Přı́klad 5.8).
Návod: Sečtěte řadu

∑∞
n=0(r

n cos nx + irn sin nx) =
∑∞

n=0(rei x )n .

5.6. Je dána řada
∑∞

n=1 ne−nx . Rozhodněte, zda je tato řada stejnoměrně konver-
gentnı́ na [δ,∞), δ > 0, a určete

∫ ln 3

ln 2

∞
∑

n=1

ne−nx dx .

Nenı́ nic praktičtějšı́ho než dobrá teorie.



Kapitola 6

Mocninné řady

V předcházejı́cı́ kapitole jsme vyšetřovali řady funkcı́
∑

fn(x), jejı́ž členy
jsou funkce fn(x) definované na intervalu I . Jestliže za funkce fn(x) zvolı́me
mocninné funkce fn(x) = an(x − x0)

n, pak takto vzniklou řadu budeme nazý-
vat mocninnou řadou. V této kapitole uvidı́me, že obor konvergence mocninné
řady je jednobodová množina nebo interval. Ukážeme, že mocninné řady jsou
stejnoměrně konvergentnı́ na každém kompaktnı́m podintervalu tohoto intervalu.
Jak plyne z předcházejı́cı́ kapitoly, tato vlastnost umožňuje integrovat a derivo-
vat mocninné řady člen po členu. V oddı́le 6.3 ukážeme, jak lze funkce vyjádřit
pomocı́ mocninných řad.

6.1. Obor konvergence

Definice 6.1. Bud’{an}∞n=0 posloupnost reálných čı́sel, x0 libovolné reálné čı́slo.
Mocninnou řadou se středem v bodě x0 a koeficienty an rozumı́me řadu funkcı́
tvaru

a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)
2 + · · · + an(x − x0)

n + · · · =
∞
∑

n=0

an(x − x0)
n .

Poznámka 6.1. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že středem mocninné
řady je čı́slo x0 = 0. Jinak pomocı́ substituce x − x0 = y lze převést řadu o středu
v bodě x0 na mocninnou řadu o středu v počátku.
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Věta 6.1. Necht’
∑

anxn je mocninná řada a necht’

a = lim sup n
√

|an| .

Je-li a = 0, pak řada absolutně konverguje pro všechna x ∈ R – řı́káme, že
řada vždy konverguje.

Je-li a = ∞, pak řada diverguje pro všechna x 6= 0 – řı́káme, že řada vždy
diverguje.

Je-li 0 < a <∞, pak řada absolutně konverguje pro |x| < 1
a a diverguje pro

|x| > 1
a .

Je-li 0 < a < ∞, pak se čı́slo r = 1
a nazývá poloměr konvergence a interval

(−r, r) se nazývá konvergenčnı́ interval. Chovánı́ řady v krajnı́ch bodech konver-
genčnı́ho intervalu je třeba vyšetřit zvlášt’, protože závisı́ na tvaru mocninné řady.
Oborem konvergence mocninné řady, která vždy nediverguje, je proto konver-
genčnı́ interval s přı́padnými jeho krajnı́mi body, pokud v nich řada konverguje.

Jestliže řada
∑

an xn vždy konverguje, tj. a = 0, definujeme jejı́ poloměr
konvergence jako r =∞ a jejı́ konvergenčnı́ interval jako (−∞,∞).

Jestliže řada
∑

an xn vždy diverguje, tj. a = ∞, definujeme jejı́ poloměr
konvergence jako r = 0.

Důkaz Věty 6.1. Nejprve poznamenejme, že každá mocninná řada
∑

anxn kon-
verguje ve svém středu, tj. v bodě x = 0. Pro lepšı́ srozumitelnost provedeme
důkaz za silnějšı́ho předpokladu, kdy existuje lim n

√
|an|. Obecný přı́pad lze doká-

zat obdobně; podrobný důkaz viz např. [8].
Necht’ x 6= 0 je libovolné pevné čı́slo. Položme cn = an xn a vyšetřujme

absolutnı́ konvergenci čı́selné řady
∑

cn. Podle odmocninového kritéria tato řada
absolutně konverguje, jestliže platı́

lim n
√

|cn| = lim n
√

|anxn| = lim n
√

|an||x|n = |x| lim n
√

|an| = |x|a < 1.

Rozlišme tři přı́pady:
(i) Je-li a = 0, pak lim n

√
|cn| = 0 a řada

∑

cn =
∑

an xn konverguje absolutně
v každém bodě x ∈ R.

(ii) Je-li a = ∞, je lim n
√
|cn| = ∞ pro všechna x 6= 0, tj. řada diverguje pro

všechna x 6= 0.
(iii) Necht’0 < a <∞. Pak

lim n
√

|cn| = |x|a < 1 ⇔ |x| <
1

a
= r,

odkud plyne, že řada
∑

cn =
∑

an xn konverguje absolutně pro |x| < r a diverguje
pro |x| > r .
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Poznámka 6.2. Existuje-li lim n
√
|an| = a, pak má mocninná řada

∑

an xn poloměr
konvergence

r =
1

lim n
√
|an|

(přitom klademe r =∞, je-li a = 0, a r = 0, je-li a =∞).
Podle Poznámky 2.1 platı́, že existuje-li lim | an+1

an
|, pak existuje také lim n

√
|an|

a obě jsou si rovny. Proto pokud existuje tato limita, lze poloměr konvergence
určit jako

r = lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣
.

Přı́klad 6.1. Určete poloměr a obor konvergence následujı́cı́ch mocninných řad:

a)
∞
∑

n=1

xn

n
b)

∞
∑

n=1

2n

n2
xn c)

∞
∑

n=1

nxn

n!

d)
∞
∑

n=1

(−1)n(x + 2)n

n +
√

n
e)

∞
∑

n=1

(

1 +
1

n

)n2

xn f)
∞
∑

n=1

2nx2n .

Řešenı́. a) Platı́ an = 1
n , a proto poloměr konvergence je

r = lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

n + 1

n
= 1,

tj. pro x ∈ (−1, 1) řada absolutně konverguje. Je-li x = −1, dosazenı́m do dané
řady dostaneme Leibnizovu řadu

∑

(−1)n−1 1
n , která je konvergentnı́ (viz Přı́-

klad 3.1). Je-li x = 1, pak dostaneme harmonickou řadu
∑ 1

n , která je divergentnı́
(Přı́klad 1.4). Obor konvergence je interval [−1, 1).

Řešme nynı́ tento přı́klad s využitı́m Maplu, nejdřı́ve opět metodou „krok za
krokem“.

> a:=n->1/n: rada:=Sum(a(n)*xˆn, n=1..infinity);

rada :=
∞
∑

n=1

xn

n

Pro poloměr konvergence dostáváme:
> Limit(abs(a(n)/a(n+1)), n=infinity):%=value(%);

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

n + 1

n

∣
∣
∣
∣

= 1

Vyšetřı́me nynı́ krajnı́ body intervalu (−1, 1). Dosazenı́m krajnı́ch bodů do
dané řady dostáváme čı́selné řady – o jejich konvergenci, resp. divergenci
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rozhodneme pomocı́ procedury csum. Procedura vracı́ hodnotu true (řada
konverguje) nebo false (řada divirguje).

> read ‘csum4.txt‘:

> k1:=subs(x=-1, rada);csum(op(1,k1), n);

k1 :=
∞
∑

n=1

(−1)n

n

true

> k2:=subs(x=1, rada);csum(op(1,k2), n);

k2 :=
∞
∑

n=1

1

n

false

Tedy oborem konvergence je interval [−1, 1).

Nynı́ se pokusı́me výpočet poloměru konvergence zautomatizovat pomocı́
nových procedur. Uvádı́me nejdřı́ve procedury pomocné (použı́vajı́ se v přı́-
padě, že střed mocninné řady nenı́ v bodě 0), vlastnı́ výpočet pak provádı́
procedura Polomer(rada). Parametr rada zadáváme ve tvaru anxn , přı́-
padně ve tvaru an(x − x0)

n .

> NalezniStred := proc (rada)
> local pocet, i, poradi, stred;
> pocet := nops(rada);
> for i to pocet do if subs(x = 0,op(i,rada)) <>
> subs(x = 1,op(i,rada)) then
> poradi := i fi
> od;
> stred:= -op(1,subs(x = 0,op(poradi,rada)));
> stred
> end:
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> PrevedNaStred := proc (rada)
> local stred, i, pocet, poradi,mocnina, vysledek;
> pocet := nops(rada); for i to pocet do if
> subs(x = 0,op(i,rada)) <> subs(x = 1,op(i,rada))
> then poradi := i
> fi od;
> stred := NalezniStred(rada);
> mocnina := op(2,op(poradi,rada));
> if type(rada,‘ˆ‘)
> then vysledek := xˆop(2,rada)
> else
> vysledek := rada/op(poradi,rada)*xˆmocnina fi;
> vysledek
> end:
> Polomer := proc (a)
> local r, nrada, i, pocet, poradi,
> mocnina, y, f, g;
> nrada := PrevedNaStred(a); pocet := nops(nrada);
> for i to pocet do if
> subs(x = 0,op(i,nrada))<>subs(x = 1,op(i,nrada))
> then poradi := i fi od;
> mocnina := op(poradi,nrada);
> if type(nrada,‘ˆ‘) then r := 1 else
> nrada :=nrada/mocnina;
> f:= solve({y = op(2,mocnina)},{n});
> g := subs(y = n,op(2,op(f)));
> nrada := subs(n = g,nrada);
> r := limit(abs(nrada/subs(n = n+1,nrada)),
> n = infinity)
> fi;
> end:

Řešenı́ přı́kladu 6.1. a) s využitı́m těchto procedur vypadá takto

> Polomer(op(1,rada));

1

tj. poloměr konvergence je r = 1. K určovánı́ poloměru konvergence je možno
použı́t i proceduru PSconv z balı́ku math [19] .

> with(math):#pouze, pokud je balı́k instalován

> PSconv(rada);

1

http://sunsite.informatik.rwth-aachen.de/maple/maplev.html
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b) Pro poloměr konvergence platı́

r = lim

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

2n(n + 1)2

n22n+1
=

1

2
lim

n→∞

n2 + 2n + 1

n2
=

1

2
.

V krajnı́ch bodech intervalu x = ± 1
2 dostáváme řady

∞
∑

n=1

(−1)n

n2
a
∞
∑

n=1

1

n2
,

které konvergujı́. Proto je oborem konvergence interval [− 1
2 ,

1
2 ].

K řešenı́ dále využı́váme obě výše uvedené procedury.
> rada:=Sum(2ˆn*xˆn/(nˆ2), n=1..infinity);

rada :=
∞
∑

n=1

2n xn

n2

> Polomer(op(1,rada));

1

2
> k1:=subs(x=-1/2,rada);csum(op(1,k1),n);

k1 :=
∞
∑

n=1

2n (
−1

2
)n

n2

true
> k2:=subs(x=1/2,rada);csum(op(1,k2),n);

k2 :=
∞
∑

n=1

2n (
1

2
)n

n2

true
Znamená to, že v krajnı́ch bodech x = ± 1

2 řada konverguje, tj. oborem kon-
vergence je interval

[

− 1
2 ,

1
2

]

.
c) Pro tuto řadu je an = n

n! , a proto

r = lim

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣

= lim
n(n + 1)!
n!(n + 1)

= lim n =∞.

Obor konvergence je interval (−∞,∞) – řada vždy konverguje.
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> rada:=Sum(n*xˆn/(n!), x=1..infinity);

rada :=
∞
∑

x=1

n xn

n!
Použijeme-li proceduru PSconv autora A. F. Walze dostáváme chybný výsle-
dek:

> PSconv(rada);

1

Námi uvedená procedura Polomer dává
> Polomer(op(1,rada));

∞
což je správný výsledek.

d) Střed této řady je bod x0 = −2 a poloměr konvergence

r = lim

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

n + 1 +
√

n + 1

n +
√

n
= 1.

Konvergenčnı́ interval je proto x ∈ (−3,−1). V bodě x = −3 je řada

∞
∑

n=1

(−1)n(−3 + 2)n

n +
√

n
=
∞
∑

n=1

1

n +
√

n

divergentnı́, např. použijeme-li srovnávacı́ho kritéria s řadou
∑ 1

2n . V bodě x =

= −1 je řada
∑

(−1)n

n+
√

n
konvergentnı́ podle Leibnizova kritéria (Věta 3.1). Proto je

oborem konvergence interval (−3,−1].

Opět otestujeme obě procedury. V tomto přı́padě procedura PSconv dává
správný výsledek, naopak naše procedura vyžaduje asistenci:

> a:=n->1/(n+sqrt(n)):

> rada:=Sum((-1)ˆn*a(n)*(x+2)ˆn, n=1..infinity);

rada :=
∞
∑

n=1

(−1)n (x + 2)n

n +
√

n

> PSconv(rada);

1

> NalezniStred(op(1,rada));

−2

> Polomer(op(1,rada));
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lim
n→∞

∣
∣
∣
∣
∣

(−1)n (n + 1 +
√

n + 1)

(n +
√

n) (−1)(n+1)

∣
∣
∣
∣
∣

Zde Maple nenı́ schopen spočı́tat uvedenou limitu. Po úpravě (odstraněnı́
absolutnı́ hodnoty) již dostáváme správný výsledek.

> limit(a(n)/a(n+1), n=infinity);

1

> k1:=simplify(subs(x=-3,rada));csum(op(1,k1),n);

k1 :=
∞
∑

n=1

(−1)(2 n)

n +
√

n

false
> k2:=subs(x=-1,rada);csum(op(1,k2),n);

k2 :=
∞
∑

n=1

(−1)n

n +
√

n

true

e) Pro poloměr konvergence platı́

r = lim
1

n
√
|an|

= lim
1

n

√

(1 + 1
n )n2

= lim
1

(1 + 1
n )n

=
1

e
.

V krajnı́m bodě x = 1
e nenı́ splněna nutná podmı́nka konvergence (Věta 1.1), nebot’

užitı́m l’Hospitalova pravidla lze ukázat, že

lim
(1 + 1

n )n2

en
= lim

(
(1 + 1

n )n

e

)n

=
1
√

e
.

Proto také v bodě x = − 1
e nenı́ splněna nutná podmı́nka konvergence a oborem

konvergence je interval (− 1
e ,

1
e ).

f) Zde je

an =

{

2k pro n = 2k,

0 pro n = 2k − 1.

Pak pro n = 2k je n
√
|an| =

2k
√

2k =
√

2 a pro n = 2k − 1 je n
√
|an| = 0, tj.

n
√

|an| =
{ √

2 pro n = 2k,

0 pro n = 2k − 1.
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Proto lim sup n
√
|an| =

√
2 a poloměr konvergence je r = 1√

2
. V krajnı́ch bodech

x = ± 1√
2

nenı́ splněna nutná podmı́nka konvergence, nebot’ lim 2n( 1√
2
)2n = 1.

Oborem konvergence je tedy interval (− 1√
2
, 1√

2
).

6.2. Vlastnosti a součet mocninné řady

Jak vı́me z Kapitoly 5, klı́čovou roli u funkcionálnı́ch řad hraje stejnoměrná kon-
vergence. Následujı́cı́ věta řı́ká, na jakém intervalu je mocninná řada stejnoměrně
konvergentnı́.

Věta 6.2. Necht’ r > 0 je poloměr konvergence mocninné řady
∑

anxn . Pak
tato řada stejnoměrně konverguje na každém uzavřeném podintervalu [−ρ, ρ]
intervalu (−r, r).

Důkaz. Necht’x ∈ [−ρ, ρ], kde 0 < ρ < r. Pak

|anxn| = |an||xn| ≤ |an|ρn,

přičemž čı́selná řada
∑

|an|ρn konverguje podle Věty 6.1. Z Weierstrassova kri-
téria (Věta 5.1) plyne, že řada

∑

an xn konverguje stejnoměrně na [−ρ, ρ].

Tato věta má následujı́cı́ tři důsledky o součtu, integraci a derivaci mocninných
řad.

Důsledek 6.1. Necht’mocninná řada
∑

anxn má poloměr konvergence r > 0.
Pak součet této řady je spojitá funkce na intervalu (−r, r).

Důkaz. Bud’ x0 ∈ (−r, r) libovolný, ale pevný bod. Pak existuje ρ (0 < ρ < r)
tak, x0 ∈ [−ρ, ρ]. Z Vět 5.8, 6.2 a ze skutečnosti, že všechny funkce anxn jsou
spojité na R, plyne, že součet mocninné řady je spojitá funkce na [−ρ, ρ]. Zejména
je tato funkce spojitá v bodě x0, a protože x0 je libovolný bod z (−r, r), je tato
funkce spojitá na intervalu (−r, r).

Důsledek 6.2. Necht’mocninná řada
∑

anxn má poloměr konvergence r > 0.
Pak pro všechna x ∈ (−r, r) platı́

x∫

0

( ∞
∑

n=0

antn

)

dt =
∞
∑

n=0

x∫

0

an tn dt =
∞
∑

n=0

an
xn+1

n + 1
, (6.1)
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přičemž mocninná řada na pravé straně má stejný poloměr konvergence r.

Důkaz. Vztah 6.1 plyne z Věty 6.2 a 5.10. Dokažme, že mocninná řada na pravé
straně vztahu 6.1 má stejný poloměr konvergence. Důkaz provedeme za silnějšı́ho
předpokladu, kdy existuje lim n

√
|an|. Obecný přı́pad lze nalézt v [8, 15].

Použijeme-li Větu 6.1 pro řadu na pravé straně rovnosti (6.1), dostaneme

lim
n+1

√

|an|
n + 1

=
lim n+1
√
|an|

lim n+1
√

n + 1
=

1

r
,

nebot’lim n+1
√
|an| = lim |an|

1
n+1 = lim( n

√
|an|)

n
n+1 = 1

r a užitı́m l’Hospitalova pravidla
je lim n+1

√
n + 1 = 1.

Z Důsledku 6.2 okamžitě plyne tvrzenı́ o integraci mocninné řady v konstant-
nı́ch mezı́ch:

Důsledek 6.3. Necht’mocninná řada
∑

anxn má poloměr konvergence r > 0.
Pak pro libovolný interval [a, b] ⊂ (−r, r) platı́
∫ b

a

( ∞
∑

n=0

anxn

)

dx =
∞
∑

n=0

∫ b

a
an xn dx =

∞
∑

n=0

an

n + 1
bn+1 −

∞
∑

n=0

an

n + 1
an+1 . (6.2)

Přı́klad 6.2. Určete součet mocninné řady
∑∞

n=0 xn a pomocı́ integrace této řady

určete součet čı́selné řady
∞∑

n=1

1
n2n .

Řešenı́. Danou mocninnou řadu lze sečı́st jako geometrickou řadu s kvocientem x ,
kde |x| < 1. Dostaneme

∞
∑

n=0

xn = 1 + x + x2 + · · · + xn + · · · =
1

1− x
, |x| < 1.

Poznamenejme, že
∑∞

n=0 xn =
∑∞

n=1 xn−1 a
∫

xn−1 dx = xn

n . Odtud plyne, že

∫ 1
2

0
xn−1 dx =

1

n2n
,

a podle Důsledku 6.3 je součet čı́selné řady

∞
∑

n=1

1

n2n
=
∞
∑

n=1

∫ 1
2

0
xn−1 dx =

∫ 1
2

0

( ∞
∑

n=1

xn−1

)

dx =

=

∫ 1
2

0

1

1− x
dx = − ln

1

2
= ln 2.
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Důsledek 6.4. Necht’mocninná řada
∑

anxn má poloměr konvergence r > 0.
Pak pro všechna x ∈ (−r, r) platı́

( ∞
∑

n=1

anxn

)′

=
∞
∑

n=1

(an xn)′ =
∞
∑

n=1

nan xn−1, (6.3)

přičemž mocninná řada na pravé straně má opět poloměr konvergence r.

Důkaz. Tvrzenı́ o existenci derivace s ′(x) a rovnost ve vztahu (6.3) vyplynou ihned
z Věty 6.2 a Věty 5.9, jakmile dokážeme tvrzenı́ o rovnosti poloměrů konvergence
řad v (6.3). Ukažme, že mocninná řada na pravé straně vztahu (6.3) má stejný
poloměr konvergence. Důkaz opět provedeme za silnějšı́ho předpokladu, kdy
existuje lim n

√
|an|.

Použijeme-li Větu 6.1 pro řadu na pravé straně rovnosti (6.3), dostaneme

lim n−1
√

n|an| = lim n−1
√

n lim n−1
√

|an| =
1

r
,

nebot’lim n−1
√
|an| = lim |an|

1
n−1 = lim

(

n
√
|an|

) n
n−1

= 1
r a lim n−1

√
n = 1.

Přı́klad 6.3. Určete poloměr konvergence a součet mocninné řady
∞∑

n=1
nxn . Pomocı́

zı́skaného výsledku sečtěte čı́selnou řadu
∞∑

n=1

n
2n .

Řešenı́. Poznamenejme, že součet čı́selné řady
∑ n

2n jsme určili v Přı́kladu 1.2 c),
a to přı́mo z definice součtu řady. Ukažme nynı́ jiný postup sčı́tánı́ čı́selných řad –
pomocı́ mocninných řad.

Uvažujme mocninnou řadu
∑

nxn . Jejı́ poloměr konvergence je r =

= lim
∣
∣
∣

an
an+1

∣
∣
∣ = lim n

n+1 = 1. Součet řady určı́me z rovnosti (xn)′ = nxn−1 a z věty

o derivaci řady (Důsledek 6.4). Dostáváme

∞
∑

n=1

nxn = x
∞
∑

n=1

nxn−1 = x
∞
∑

n=1

(xn)′ = x

( ∞
∑

n=1

xn

)′

= x

(
x

1− x

)′

=
x

(1− x)2

pro všechna x ∈ (−1, 1). Odtud dosazenı́m za x = 1
2 dostaneme

∞
∑

n=1

n

2n
=

1
2

(1− 1
2 )

2
= 2.
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Známe-li součet mocninné řady, můžeme určovat součty čı́selných řad pro
všechna x ležı́cı́ uvnitř konvergenčnı́ho intervalu. Chceme-li určit součet čı́selné
řady v krajnı́m bodě konvergenčnı́ho intervalu, je třeba použı́t následujı́cı́ Abelovu
větu:

Věta 6.3 (Abelova). Necht’mocninná řada
∑

an xn má poloměr konvergence r,
kde 0 < r < ∞ a necht’je v bodě x = r tato řada konvergentnı́. Pak součet s(x)

této řady je funkce zleva spojitá v bodě r , tj. platı́ lim
x→r−

s(x) =
∑

anrn.

Důkaz. Stačı́ ukázat, že za uvedených předpokladů je konvergence řady
∑

anxn

stejnoměrná na intervalu [0, r]. Pro x ∈ [0, r] je an xn = anrn
(

x
r

)n
; protože

∑

anrn

je konvergentnı́ čı́selná řada, konverguje stejnoměrně na [0, r]. Dále posloupnost
{(

x
r

)n}
je na [0, r] nerostoucı́ a stejnoměrně ohraničená posloupnost funkcı́. Tvr-

zenı́ nynı́ plyne z Abelova kritéria (Věta 5.2).

Přı́klad 6.4. Vyjádřete funkci ln(1 + x) mocninnou řadou a odtud určete součet

Leibnizovy řady
∞∑

n=1
(−1)n−1 1

n .

Řešenı́. Pro x ∈ (−1, 1) platı́

1

1 + x
= 1− x + x2 − x3 + · · · .

Odtud podle Důsledku 6.2 obdržı́me pro x ∈ (−1, 1)

ln(1 + x) =

∫ x

0

dt

1 + t
=

∫ x

0
(1− t + t2 − t3 + · · · ) dt =

= x −
x2

2
+

x3

3
−

x4

4
+ · · · =

∞
∑

n=1

(−1)n−1 xn

n
.

Pro x = 1 dostaneme Leibnizovu řadu
∑

(−1)n−1 1
n , což je konvergentnı́ řada, a

proto podle Abelovy věty (Věta 6.3) je jejı́ součet

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
= lim

x→1−
ln(1 + x) = ln 2.

Poznamenejme, že pro x = −1 řada diverguje, a proto zı́skaný rozvoj funkce
ln(1 + x) do mocninné řady platı́ na intervalu (−1, 1].

Přı́klad 6.5. Určete poloměr konvergence a součet následujı́cı́ch řad:
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a)
∞∑

n=1

x4n−3

4n−3 b)
∞∑

n=1
n(n + 2)xn .

Řešenı́. a) Pro poloměr konvergence platı́ r = lim sup n
√

an = lim 4n−3

√
1

4n−3 = 1.

Derivacı́ řady člen po členu dostaneme

( ∞
∑

n=1

x4n−3

4n − 3

)′

=
∞
∑

n=1

x4n−4 =
1

1− x4

pro x ∈ (−1, 1). Odtud integracı́ a rozkladem na parciálnı́ zlomky plyne

∞
∑

n=1

x4n−3

4n − 3
=

∫ x

0

1

1− t4
dt =

1

4

∫ x

0

dt

1− t
+

1

4

∫ x

0

dt

1 + t
+

1

2

∫ x

0

dt

1 + t2
,

odkud dostáváme

∞
∑

n=1

x4n−3

4n − 3
=

1

4
ln

1 + x

1− x
+

1

2
arctg x, x ∈ (−1, 1).

b) Nejdřı́ve upravı́me n-tý člen řady tak, abychom jej vyjádřili pomocı́ deri-
vace:

(xn+2)′ = (n + 2)xn+1, pak (n + 2)xn =
1

x

(

xn+2
)′

.

Dalšı́m derivovánı́m dostáváme

n(n + 2)xn−1 =

(
1

x

(

xn+2
)′
)′

, pak n(n + 2)xn = x

(
1

x

(

xn+2
)′
)′

.

Nynı́ dosadı́me do řady

∞
∑

n=1

n(n + 2)xn =
∞
∑

n=1

x

(
1

x

(

xn+2
)′
)′

= x

(

1

x

( ∞
∑

n=1

xn+2

)′)′

=

= x

(

1

x

(
x3

1− x

)′)′

= x

(
3x − 2x2

(1− x)2

)′

.

Po úpravě je součet řady

∞
∑

n=1

n(n + 2)xn = x
3− x

(1− x)3
pro |x| < 1.
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Odtud např. pro x = 1
3 dostaneme součet čı́selné řady

∞
∑

n=1

n(n + 2)

3n
=

3− 1
3

3
(

1− 1
3

)3 =
8

9
·

27

8
= 3.

Poznámka 6.3. Majı́-li dvě mocninné řady
∑

an xn a
∑

bn xn stejný poloměr
konvergence a týž součet na konvergenčnı́m intervalu, pak platı́ an = bn pro
všechna n ∈ N. Důkaz lze nalézt např. v [8, 18].

6.3. Taylorova a Maclaurinova řada

Na rozdı́l od předcházejı́cı́ho odstavce, kdy byla dána mocninná řada a určovali
jsme jejı́ součet, budeme řešit opačnou úlohu: danou funkci budeme rozvı́jet do
mocninné řady, tzv. Taylorovy řady. Rozvoje funkcı́ do mocninných řad majı́ velké
aplikace, kterým je věnována následujı́cı́ Kapitola 7.

Připomeňme Taylorovu větu z diferenciálnı́ho počtu, kdy je funkce vyjádřena
ve tvaru polynomu a zbytku: Necht’ f je funkce, která má derivace až do řádu n + 1
v uzavřeném intervalu I , jehož krajnı́ body jsou čı́sla x a x0. Pak platı́

f (x) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + · · · +

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n + Rn(x),

kde Rn(x) je Taylorův zbytek, pro který platı́

Rn(x) =
(x − x0)

n+1

(n + 1)!
f (n+1)(ϑ), kde ϑ ∈ I, ϑ 6= x, x0. (6.4)

Je proto přirozené zavést následujı́cı́ definici:

Definice 6.2. Necht’ funkce f má v bodě x0 derivace všech řádů. Mocninnou
řadu

∞
∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

nazýváme Taylorovou řadou funkce f v bodě x0.

Je-li x0 = 0, mluvı́me o Maclaurinově řadě, která je tedy tvaru
∞∑

n=0

f (n)(0)
n! xn .

Obecně nemusı́ platit, že součet Taylorovy řady funkce; f je roven této funkci.
Následujı́cı́ dvě věty udávajı́ podmı́nky, kdy tato rovnost platı́.
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Věta 6.4. Necht’funkce f má v nějakém bodě x0 derivace všech řádů. Pak platı́

f (x) =
∞
∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n (6.5)

na intervalu I obsahujı́cı́m bod x0 právě tehdy, když pro posloupnost {Rn(x)}
Taylorových zbytků platı́ lim

n→∞
Rn(x) = 0 pro všechna x ∈ I .

Důkaz. Rovnost (6.5) platı́ na I právě tehdy, když lim sn(x) = f (x) pro x ∈ I .
Avšak sn(x) = Tn(x) = f (x) − Rn(x), takže lim sn(x) = f (x) právě tehdy, když
lim Rn(x) = 0 na I .

Poznámka 6.4. Dá se ukázat, že lze-li funkci f na nějakém intervalu I , jehož
vnitřnı́m bodem je x0, rozvést do mocninné řady o středu x0, pak je takový rozvoj
pouze jediný a je současně Taylorovým rozvojem funkce f . Důkaz tohoto tvrzenı́
lze nalézt v [8].

Věta 6.5. Necht’ funkce f má na otevřeném intervalu I derivace všech řádů a
necht’ posloupnost { f (n)} je stejnoměrně ohraničená na I . Pak Taylorova řada
funkce f v libovolném bodě x0 ∈ I konverguje na I k f , tj. platı́ (6.5).

Důkaz. Podle předpokladu existuje k ∈ R, k > 0 tak, že | f (n)(x)| ≤ k pro
všechna n ∈ N a všechna x ∈ I . Podle (6.4) je Rn(x) = f (n+1)(ϑ)

(n+1)! (x − x0)
n+1, odkud

|Rn(x)| ≤ k
(n+1)! |x − x0|n+1. Protože řada

∑ k
(n+1)! |x − x0|n+1 konverguje pro každé

x ∈ I , jak se snadno přesvědčı́me např. podı́lovým kritériem, platı́ podle Věty 1.1

lim
k

(n + 1)!
|x − x0|n+1 = 0, proto lim Rn(x) = 0, x ∈ I.

Tvrzenı́ nynı́ plyne z Věty 6.4.
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Přı́klad 6.6 (Maclaurinovy řady elementárnı́ch funkcı́).

(1) ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · +

xn

n!
+ · · · =

∞
∑

n=0

xn

n!

(2) sin x = x −
x3

3!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ · · · =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!

(3) cos x = 1−
x2

2!
+ · · · + (−1)n x2n

(2n)!
+ · · · =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!

(4) ln(1 + x) = x −
x2

2
+ · · · + (−1)n+1 xn

n
+ · · · =

∞
∑

n=1

(−1)n+1 xn

n

(5) (1 + x)a = 1 +

(
a

1

)

x + · · · +
(

a

n

)

xn + · · · =
∞
∑

n=0

(
a

n

)

xn

kde a ∈ R a čı́slo
(

a

n

)

=
a(a − 1)(a − 2) . . . (a − n + 1)

n!
je binomický koeficient.

Rozvoje (1), (2) a (3) platı́ pro x ∈ R, (4) pro x ∈ (−1, 1] a (5) pro x ∈ (−1, 1).

x

y

0

−1

1

−1 1

Obr. 6.1: Funkce ln(1 + x) a n-tý částečný součet Maclaurinovy řady této
funkce pro n = 1, 2, 3
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Řešenı́. Rozvoj (4) byl již odvozen v Přı́kladu 6.4 a je znázorněn na Obr. 6.1.

Ukažme nynı́ na rozvoji funkce ln(1 + x) některé možnosti, které nám Maple
poskytuje pro podporu tématu Taylorova řada.

> f:=x->ln(1+x);

f := x → ln(1 + x)

Určı́me Taylorův polynom 3. stupně se středem v bodě 0. Spočtěme potřebné
derivace funkce f :

> derivace1:=(D)(f);

derivace1 := x →
1

1 + x

> derivace2:=(D@@2)(f);

derivace2 := x →−
1

(1 + x)2

> derivace3:=(D@@3)(f);

derivace3 := x → 2
1

(1 + x)3

Podle věty 6.4 platı́:
> TayloruvPolynom[3]:=f(0)+derivace1(0)*x+
> derivace2(0)*xˆ2/2+derivace3(0)*xˆ3/6;

TayloruvPolynom3 := x −
1

2
x2 +

1

3
x3

Tento postup lze zobecnit pro libovolnou funkci (splňujı́cı́ předpoklady definice).
> TaylorPol:=
> (f,x0,n)->sum((D@@i)(f)(x0)/i!*(x-x0)ˆi,i=0..n);

TaylorPol := ( f, x0, n)→
n
∑

i=0

(D(i))( f )(x0) (x − x0)i

i !

> TayloruvPolynom:=TaylorPol(f,0,3);

TayloruvPolynom := x −
1

2
x2 +

1

3
x3

Ke kontrole výpočtu můžeme použı́t předdefinovanou proceduru taylor. Pro-
ceduru voláme přı́kazem taylor(f,eqn,n), kde eqn je rovnice tvaru x = c,
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c je střed Taylorova polynomu. Zápis x = c lze zkrátit pouhým c. Pro takto zadané
n platı́, že je-li T (x) Taylorův polynom stupně n− 1 a R(x) = | f (x)− T (x)|, pak
lim
x→0

R(x)

xn <∞.

> taylor(f(x),x=0,4);

x −
1

2
x2 +

1

3
x3 + O(x4)

Výsledkem je datová struktura typu series. Převod na datový typ poly-
nom provedeme přı́kazem:

> TayloruvPolynom:=convert(%,polynom);

TayloruvPolynom := x −
1

2
x2 +

1

3
x3

Nynı́ vytvořı́me procedury pro animaci Taylorových polynomů:

> with(plots):

Význam parametrů procedury TRada je shodný s funkcı́ TaylorPol.
Procedura TPlots vytvořı́ n-člennou posloupnost, kde i-tý člen je graf Taylorova
polynomu i-tého stupně.

> TPlots := proc(f,x0,n,int_x,int_y,degree)

> local p,text,tplot,j,bar:

> option remember:

> p:=[]:

> bar:=1/n:

> for j from 1 to n do
> tplot:=plot(TRada(f,x0,j),x=int_x,y=int_y,
> thickness=2,color=COLOR(RGB,0+j*bar,0,1-j*bar));

> if degree then
> text:=textplot([op(1,int_x)+op(2,int_x)/10,
> op(2,int_y),cat(‘Stupen‘,j)],align=BELOW);

> p:=p,[display(tplot,text)] else

> p:=p,tplot;

> fi;

> od:

> end:

Přı́kazem Tplots(f, x0, n, int x, int y, degree); proceduru
pro vykreslenı́ voláme. x0 je střed Taylorova polynomu, n jeho stupeň, int_x
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a int_y rozsahy zobrazovaných hodnot na osách x a y a konečně degree je
proměnná, jež nabývá logických hodnot true nebo false. Pokud je jejı́ hodnota
true, vypisuje se v grafu i stupeň Taylorova polynomu.

> TaylorAnimat := proc(f,x0,n,int_x,int_y)

> local p,fplot,tplots:

> p:=TPlots(f,x0,n,int_x,int_y,true):
> fplot:=display(plot(f(x),x=int_x,y=int_y,
> color=aquamarine,thickness=3)):

> tplots:=display(fplot,p):

> display(tplots,fplot);

> end:

> TaylorAnimat2 := proc(f,x0,n,int_x,int_y)

> local d,j,fplot,tplots:

> option remember:

> d:=[]:

> for j from 1 to n do

> d:=d,[display(TPlots(f,x0,j,int_x,int_y,false))]

> od:
> fplot:=plot(f(x), x=int_x, y=int_y,
> color=aquamarine, thickness=3):

> tplots:=display(fplot,d):

> display(fplot,tplots);

> end:

Význam parametrů u procedur TaylorAnimat a TaylorAnimat2 je
shodný s procedurou Tplots. Procedury se lišı́ ve způsobu zobrazovánı́ ani-
mace, procedura TaylorAnimat zobrazuje spolu s původnı́ funkcı́ vždy
pouze jeden z Taylorových polynomů, procedura TaylorAnimat2 do grafu
Taylorovy polynomy postupně přidává. Animace si je možno prohlédnout
na CD-ROMu v souboru pdf/nradanm6.pdf.

Ve všech ostatnı́ch přı́padech byl tvar Maclaurinovy řady nalezen v diferen-
ciálnı́m počtu, viz např. [13]. Zbývá ověřit, že součet Maclaurinovy řady dané
funkce f je právě tato funkce f .

(1) Je-li f (x) = ex , pak f (n)(x) = ex pro všechna n ∈ N, takže je-li r ∈ R,
r > 0, je | f (n)(x)| ≤ er na [−r, r]. Podle Věty 6.5 konverguje řada (1) k ex na
[−r, r]. Protože r ∈ R, r > 0 bylo libovolné, platı́ tvrzenı́.
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(2) Protože sin(n) x = sin(x + n π

2 ), pro f (x) = sin x platı́ | f (n)(x)| ≤ 1 pro
všechna n ∈ N a všechna x ∈ R. Z Věty 6.5 pak plyne tvrzenı́.

(3) Důkaz tvrzenı́ pro funkci cos x je analogické jako pro sin x .

(4) Pro funkci f (x) = (1 + x)a vyjádřı́me Taylorův zbytek v Cauchyově tvaru
(viz [13]):

Rn(x) =
f (n+1)(2x)

n!
xn+1(1−2)n, kde 0 < 2 < 1.

Pak platı́

Rn(x) =
a(a − 1) · · · (a − n)

n!
(1 + 2x)a−n−1xn+1(1−2)n =

=
a(a − 1) · · · (a − n)

n!
xn+1

(
1−2

1 + 2x

)n

(1 + 2x)a−1.

Je-li x = 0, je tvrzenı́ věty zřejmé. Je-li x ∈ (−1, 1), x 6= 0, pak řada
∑ a(a−1)···(a−n)

n! xn+1 absolutně konverguje, jak se snadno přesvědčı́me podı́lovým
kritériem. Z Vety 1.1 dostávame lim a(a−1)···(a−n)

n! xn+1 = 0. Dále platı́ 0 < 1−2
1+2x < 1,

tedy;i 0 <
(

1−2
1+2x

)n
< 1 pro každé n ∈ N.

Konečně je (1−|x|)a−1 < (1+2x)a−1 < (1+|x|)a−1. Odtud tedy lim Rn(x) = 0
na intervalu (−1, 1) a tvrzenı́ plyne z Věty 6.4.

x−1 1

−2

0

2

4

6

8

Obr. 6.2: Funkce (1+x)3 a jejı́ Maclaurinovy polynomy 1, 1+3x, 1+3x+3x2
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Poznámka 6.5. Řada
∑(a

n

)

xn se nazývá binomická řada. Dva jejı́ speciálnı́ přı́-
pady jsou dobře známé ze střednı́ školy:

a) Necht’ a = n, kde n ∈ N. Pro k ≤ n je binomický koeficient
(n

k

)

známé
kombinačnı́ čı́slo, pro k ≥ n + 1 je

(n
k

)

= 0. Platı́ proto

(1 + x)n = 1 +

(
n

1

)

x +

(
n

2

)

x2 + · · · +
(

n

n

)

xn,

což je binomická věta.
b) Necht’a = −1. Platı́

(−1
k

)

= (−1)(−2)···(−1−k+1)
k! = (−1)k , a proto

(1 + x)−1 = 1− x + x2 − · · · ,

což je geometrická řada.

Přı́klad 6.7. Rozviňte následujı́cı́ funkce do Maclaurinovy řady a určete jejich
obor konvergence:

a) f (x) = 1√
1−x2

b) f (x) = arctg x

c) f (x) = ln
(

1+x
1−x

)

d) f (x) = e−x2
.

Řešenı́. a) Položı́me-li −x2 = t , dostaneme funkci 1√
1−x2 = 1√

1+t
= (1 + t)−

1
2 . Jejı́

rozvoj do binomické řady je

(1 + t)−
1
2 = 1 +

(
− 1

2

1

)

t +

(
− 1

2

2

)

t2 +

(
− 1

2

3

)

t3 + · · ·
(
− 1

2

n

)

tn + · · · =

= 1 +
− 1

2

1!
t +

(

− 1
2

)

·
(

− 3
2

)

2!
t2 + · · · +

(

− 1
2

)

·
(

− 3
2

)

·
(

− 5
2

)

· · ·
(

− 2n−1
2

)

n!
tn + · · · =

= 1−
1

2
t +

3

222!
t2 −

15

233!
t3 + · · · + (−1)n 3 · 5 · · · (2n − 1)

2nn!
tn + · · ·

na intervalu (−1, 1). Dosazenı́m za t = −x2 dostaneme požadovanou Maclauri-
novu řadu

1
√

1− x2
= 1 +

1

2
x2 +

3

222!
x4 + · · · +

3 · 5 · · · (2n − 1)

2nn!
x2n + · · · , |x| < 1.

b) Derivace dané funkce je (arctg x)′ = 1
1+x2 , což je součet geometrické řady

s kvocientem −x2, tj. platı́

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − · · · pro |x| < 1.
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Podle věty o integraci řady dostaneme pro x ∈ (−1, 1)

arctg x =

∫ x

0
(1− t2 + t4 − · · · ) dt = x −

x3

3
+

x5

5
− · · · =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
.

Vyšetřeme krajnı́ body konvergenčnı́ho intervalu x = ±1. Protože řady
∑

(−1)n 1
(2n+1) a

∑

(−1)n+1 1
(2n+1) konvergujı́ a funkce arctg x je spojitá na R, plyne

z Abelovy věty (Věta 6.3), že uvedený Maclaurinův rozvoj funkce arctg x platı́ pro
x ∈ [−1, 1].

c) Platı́ ln
(

1+x
1−x

)

= ln(1 + x)− ln(1− x). Podle Přı́kladu 6.6 je

ln(1 + x) =
∞
∑

n=1

(−1)n−1 xn

n
, x ∈ (−1, 1],

ln(1− x) =
∞
∑

n=1

(−1)n−1 (−x)n

n
= −

∞
∑

n=1

xn

n
, x ∈ [−1, 1).

Proto

ln

(
1 + x

1− x

)

=

(

x −
x2

2
+

x3

3
− · · ·

)

−
(

−x −
x2

2
−

x3

3
− · · ·

)

=

= 2x + 2
x3

3
+ 2

x5

5
+ · · · = 2

∞
∑

n=1

x2n−1

2n − 1
, |x| < 1.

d) Použijeme Maclaurinův rozvoj funkce et = 1 + t
1! + t2

2! + · · · + tn

n! + · · · pro
t ∈ R. Dosazenı́m za t = −x2 dostáváme (viz Obr. 6.3)

e−x2
= 1− x2 +

x4

2!
+ · · · + (−1)n x2n

(2n)!
+ · · · =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
, x ∈ R.

Přı́klad 6.8. Rozložte v Taylorovu řadu následujı́cı́ funkce:

a) f (x) = 1
x v bodě x0 = −2 b) f (x) = sin xπ

4 v bodě x0 = 2.
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x

y

−1 10

0.5

1

Obr. 6.3: Funkce e−x2
a n-tý částečný součet Maclaurinovy řady této

funkce pro n = 0, 1, 2

Řešenı́. a) Platı́

f ′(x) = −
1

x2
, f ′′(x) =

2

x3
, · · · , f (n)(x) = (−1)n n!

xn+1
.

Dosazenı́m do Taylorovy řady dostaneme

f (x) = −
1

2

(

1 +
1

2
(x + 2) +

1

4
(x + 2)2 + · · · +

1

2n
(x + 2)n + · · ·

)

na intervalu (−4, 0).
b) Postupujeme obdobně jako v předcházejı́cı́m přı́padě: pro derivace platı́

f ′(x) =
π

4
cos

xπ

4
,

f ′′(x) = −
(
π

4

)2
sin

xπ

4
,

f ′′′(x) = −
(
π

4

)3
cos

xπ

4
, · · ·

a po dosazenı́ do Taylorovy řady

f (x) = 1−
(

π

4

)2 1

2!
(x − 2)2 +

(
π

4

)4
(x − 2)4

4!
· · · + (−1)n

(
π

4

)2n (x − 2)2n

(2n)!
+ · · ·

na intervalu (−∞,∞).
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Přı́klad 6.9. Určete Maclaurinovu řadu funkce tg x.

Řešenı́. Řešme nejprve obecnou úlohu: Necht’ h(x) = f (x)

g(x)
a předpokládejme, že

známe Maclaurinovy rozvoje funkcı́ f (x), g(x) ve tvaru

f (x) =
∞
∑

n=0

an xn, g(x) =
∞
∑

n=0

bn xn

a necht’b0 6= 0. Rozvoj funkce h(x) hledáme ve tvaru mocninné řady s neurčitými

koeficienty, tj. h(x) =
∞∑

n=0
cn xn . Ze vztahu h(x) = f (x)

g(x)
pak plyne g(x) ·h(x) = f (x)

a tedy
∞
∑

n=0

bnxn
∞
∑

n=0

cn xn =
∞
∑

n=0

an xn .

Takto obdržı́me rovnost mocninných řad a z Poznámky 6.3 plyne, že tyto řady
musı́ mı́t stejné koeficienty.
Označme

tg x =
∞
∑

n=0

cn xn = c0 + c1x + c2x2 + · · · + cn xn + · · ·

a dosad’me do vztahu cos x · tg x = sin x Maclaurinovy řady těchto funkcı́.
Dostaneme
(

1−
x2

2!
+

x4

4!
−

x6

6!
+ · · ·

)

· (c0 + c1x + c2x2 + c3x3 + · · · ) = x −
x3

3!
+

x5

5!
−

x7

7!
+ · · ·

Po roznásobenı́ levé strany obdržı́me rovnost dvou mocninných řad, které musı́
mı́t stejné koeficienty. Porovnejme koeficienty u odpovı́dajı́cı́ch si mocnin:

x0 : c0 = 0

x1 : c1 = 1

x2 : − 1
2!c0 + c2 = 0⇒ c2 = 0

x3 : − 1
2!c1 + c3 = − 1

3! ⇒ c3 = 1
2! −

1
3! = 1

3

x4 : 1
4!c0 − 1

2!c2 + c4 = 0⇒ c4 = 0

x5 : 1
4!c1 − 1

2!c3 + c5 = 1
5! ⇒ c5 = 1

5! −
1
4! + 1

2!3 = 2
15 .

Po dosazenı́ koeficientů do výrazu tg x =
∞∑

n=0
cnxn dostáváme hledaný rozvoj

tg x = x +
1

3
x3 +

2

15
x5 + · · · pro x ∈ R.
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Přı́klad 6.10. Určete součet následujı́cı́ch mocninných řad:

a)
∞∑

n=0

(2n+1)x2n

n! b)
∞∑

n=0

n2+1
2n n! x

n .

Řešenı́. a) S využitı́m věty o záměně derivace a sumace mocninné řady (Důsle-
dek 6.4) můžeme danou řadu napsat ve tvaru

∞
∑

n=0

(2n + 1)x2n

n!
=
∞
∑

n=0

1

n!
(

x2n+1
)′

=

( ∞
∑

n=0

x2n+1

n!

)′

=

(

x
∞
∑

n=0

x2n

n!

)′

.

Platı́
∞
∑

n=0

x2n

n!
=
∞
∑

n=0

(

x2
)n

n!
= ex2

,

proto
∞
∑

n=1

(2n + 1)x2n

n!
= (xex2

)′ = ex2
(1 + 2x2) pro x ∈ R.

b) Podle Maclaurinova rozvoje funkce ex je

∞
∑

n=0

xn

2nn!
=
∞
∑

n=0

1

n!

(
x

2

)n

= e
x
2 .

Nynı́ určı́me součet řady
∞∑

n=0

n2xn

2n n! . K tomu upravı́me n-tý člen řady takto:

nxn

2nn!
= x

(
xn

2nn!

)′

,
n2xn

2nn!
= x

(

x

(
xn

2nn!

)′)′

.

Proto

∞
∑

n=0

n2xn

2nn!
=
∞
∑

n=0

x

(

x

(
xn

2nn!

)′)′

= x

(

x

( ∞
∑

n=0

xn

2nn!

)′)′

=

= x

(

x
(

e
x
2

)′
)′

= e
x
2

(
x

2
+

x2

4

)

.

Protože obě řady
∞∑

n=0

n2

2nn!x
n ,
∞∑

n=0

xn

2n n! konvergujı́, je součet řady

∞
∑

n=0

n2 + 1

2nn!
xn = e

x
2

(
x

2
+

x2

4
+ 1

)

pro x ∈ R.
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Historická poznámka. Nejjednoduššı́m přı́kladem mocninné řady je geometrická
řada

1 + x + x2 + x3 · · · =
1

1− x
.

Historicky prvnı́ mocninnou řadu, která nenı́ geometrická, objevili indičtı́ mate-
matici již v 15. stoletı́, a to řadu

arctg x = x −
x3

3
+

x5

5
−

x7

7
+ . . .

s jejı́m důležitým speciálnı́m přı́padem

π

4
= 1−

1

3
+

1

5
− . . . .

Bohužel, tento objev nebyl dlouho znám, a tı́m neovlivnil rozvoj teorie mocnin-
ných řad. Teorie mocninných řad byla započata v době, kdy N. Mercator publikoval
(1668) řadu

ln(1 + x) = x −
x2

2
+

x3

3
−

x4

4
+ · · · .

Racionálnı́ funkce, např. 1/(1 + x2), lze rozvést pomocı́ geometrické řady; rozho-
dujı́cı́ objev učinil I. Newton (1665), když objevil obecnou binomickou řadu. Poté
Newton odvodil řadu

arcsin x = x +
1

6
x3 +

3

40
x5 +

5

112
x7 + · · · ,

odkud pomocı́ inverze odvodil mocninnou řadu pro sin x . Podrobnosti z historie
nekonečných řad lze nalézt např. v [4, 18].

Cvičenı́

6.1. Určete poloměr a obor konvergence následujı́cı́ch řad:

a)
∞∑

n=1

n+1
n xn

b)
∞∑

n=1
2n x2n

c)
∞∑

n=1
(−1)n+1 xn

n

d)
∞∑

n=1

xn−1

n3n−1
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e)
∞∑

n=1

2nn!
(2n)!x

2n

f)
∞∑

n=1

x4n−3

4n−3

g)
∞∑

n=1
n2xn

h)
∞∑

n=1

xn

2
√

n

i)
∞∑

n=1

(n!)2

(2n)! x
n

j)
∞∑

n=1
αn2

xn pro 0 < α < 1

k)
∞∑

n=1

n!
an2 xn pro a > 1

6.2. Určete součet mocninných řad a poloměr konvergence:

a)
∞∑

n=1
n(n + 1)xn

b)
∞∑

n=1
(−1)n+1 xn+1

n(n+1)

c)
∞∑

n=1
(−1)n−1 x2n−1

2n−1

d)
∞∑

n=0
(−1)n(2n + 1)x2n

e)
∞∑

n=1

x2n−1

2n−1

f)
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n+1

g)
∞∑

n=1

x4n−1

4n−1

h)
∞∑

n=1

(−1)n−1x2n

n(2n−1)

i)
∞∑

n=1

xn

n

j)
∞∑

n=1
n2xn−1

6.3. Určete součet čı́selných řad pomocı́ součtu mocninné řady:

a)
∞∑

n=1

1
n3n

b)
∞∑

n=1
n2
(

1
4

)n−1

c)
∞∑

n=1
(−1)n(2n + 1)

(
1
5

)2n

d)
∞∑

n=1

n(n+1)
8n

6.4. Rozviňte následujı́cı́ funkce v Maclaurinovu řadu:

a) e−x

b) cos x

c) cos x2

d) sin x2

e) arcsin x
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f) 1
(1+x)2

g) 1
3−2x

h)
√

1 + x

i) ln(1 + ex )

j) ecos x

k) cosn x

l) x2ex

m) ex sin x

n) − ln cos x

6.5. Rozložte v Taylorovu řadu následujı́cı́ funkce:

a)
√

x3 v bodě x0 = 1

b) 1
x v bodě x0 = 3

c) ex v bodě x0 = −2

d) ln x v bodě x0 = 1

Jestliže fakta neodpovı́dajı́ teorii, je nutno je zavrhnout.



Kapitola 7

Užitı́ mocninných řad

V této kapitole ukážeme některá použitı́ mocninných řad. Kromě přibližných
výpočtů funkčnı́ch hodnot elementárnı́ch funkcı́ se mocninné řady použı́vajı́ při
výpočtu limit a integrálů a při řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic.

7.1. Přibližný výpočet funkčnı́ch hodnot

Při určovánı́ funkčnı́ch hodnot je většinou požadována velikost chyby, s jakou má
být tato hodnota přibližně určena; pro jejı́ odhad použijeme Větu 4.4 a 4.5.

Poznamenejme, že v přı́kladech, ve kterých přibližnou hodnotu funkce f (x)

budeme určovat pomocı́ prvnı́ch n členů přı́slušného rozvoje dané funkce, budeme
mı́t na mysli prvnı́ch n nenulových členů tohoto rozvoje.

Přı́klad 7.1. Pomocı́ prvnı́ch n členů určete přibližnou hodnotu výrazů:

a)
√

e (n=5) b) (1, 1)1,2 (n=3) c) 5
√

245 (n=2).

Řešenı́. a) Použijeme Maclaurinovu řadu funkce ex (viz Přı́klad 6.6), kam dosadı́me
za x = 1

2 a n = 5, a obdržı́me

√
e = e

1
2

.
= 1 +

1

2
+

1

2!

(
1

2

)2

+
1

3!

(
1

2

)3

+
1

4!

(
1

2

)4
.
= 1, 65.

b) Použijeme Maclaurinovu řadu mocninné funkce (1 + x)a (viz Přı́klad 6.6),
kam dosadı́me x = 0, 1, a = 1, 2, n = 3, a dostaneme

(1, 1)1,2 .
= 1 + 1, 2 · 0, 1 +

1, 2 · 0, 2

2
(0, 1)2 .

= 1, 12.

113
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c) Protože Maclaurinova řada mocninné funkce (1 + x)a konverguje pouze na
intervalu (−1, 1), je třeba nejprve danou odmocninu upravit:

5
√

245 =
5
√

243 + 2 =
5
√

35 + 2 = 5

√

35

(

1 +
2

35

)

= 3

(

1 +
2

243

) 1
5

.

Nynı́ můžeme použı́t rozvoj mocninné funkce a po dosazenı́ za a = 1
5 , x = 2

243 a
n = 2 dostáváme

5
√

245 = 3

(

1 +
2

243

) 1
5 .

= 3

(

1 +
1

5
·

2

243

)

.
= 3,005.

Poznámka 7.1. Výpočet odmocnin pomocı́ prvnı́ch dvou členů binomické řady
nenı́ nic jiného než výpočet pomocı́ diferenciálu funkce (1 + x)a a byl již použı́ván
ve staroindické matematice.

Přı́klad 7.2. Určete přibližnou funkčnı́ hodnotu:
a) sin 18◦ s chybou menšı́ než 10−4 b) arcsin 0,45 s chybou menšı́ než 10−3.

Řešenı́. a) Použijeme Maclaurinovu řadu funkce sin x (viz Přı́klad 6.6) a po dosa-
zenı́ x = π

10 dostaneme

sin
π

10
=

π

10
−

1

3!

(
π

10

)3
+

1

5!

(
π

10

)5
+ · · · , (7.1)

což je alternujı́cı́ čı́selná řada. Podle Věty 4.4 je |Rn| ≤ an+1. Proto vezmeme-li
v rozvoji (7.1) prvnı́ dva nenulové členy, bude chyba menšı́ než třetı́ (nenulový)
člen rozvoje, tj.

|R2| <
1

5!

(
π

10

)5
=

π
5

120 · 105
< 10−4.

Hledaná hodnota je

sin 18◦
.
=

π

10
−

1

3!

(
π

10

)3 .
= 0,309.

b) Odvod’me nejprve Maclaurinovu řadu funkce arcsin x . Jejı́ derivace je funkce
(arcsin x)′ = (1− x2)−

1
2 , jejı́ž rozvoj jsme určili v Přı́kladu 6.7-a). Proto

(arcsin x)′ =
1

√
1− x2

= 1 +
1

2
x2 +

3

222!
x4 + · · · +

3 · 5 · · · (2n − 1)

2nn!
x2n + · · ·
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pro |x| < 1. Odtud integracı́ dostaneme

arcsin x = x +
1

2 · 3
x3 +

3

222!5
x5 + · · · + = x +

∞
∑

n=1

(2n − 1)!!
2n · n!

·
x2n+1

2n + 1
,

pro |x| < 1, kde (2n− 1)!! = (2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1. Lze ověřit podle Raabeova
kritéria (Věta 2.5), že v krajnı́ch bodech x = ±1 řada na pravé straně této rovnosti
konverguje. Protože funkce arcsin x je spojitá na [−1, 1], platı́ podle Abelovy věty
(Věta 6.3) uvedený rozvoj i pro x = ±1. Proto platı́

arcsin x = x +
∞
∑

n=1

(2n − 1)!!
2n · n!

·
x2n+1

2n + 1
pro x ∈ [−1, 1].

Pro odhad zbytku této řady použijeme Větu 4.5, podle které platı́

|Rn | ≤ |an|
q

1− q
, kde

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
≤ q < 1.

Určeme nejprve obecně qx v závislosti na hodnotě x . Platı́

qx =
an+1

an
=

(2n + 1)!!
2n+1 · (n + 1)!

·
x2n+3

2n + 3
·

2n · n!
(2n − 1)!!

·
2n + 1

x2n+1
=

= x2 (2n + 1)2

2(n + 1)(2n + 3)
≤ x2 pro všechna n ∈ N.

Proto pro x = 0,45 dostáváme q = (0,45)2 = 0,2025 a odhad chyby je

|Rn| ≤ |an|
0,2025

1− 0,2025
< 10−3.

Snadno se ověřı́, že tato nerovnost je splněna pro n = 2, tj.

arcsin 0,45
.
= 0,45 +

1

6
(0,45)3 +

3

40
(0,45)5 .

= 0,466.

Přı́klad 7.3. Určete přibližnou hodnotu čı́sla π pomocı́ třı́ nenulových členů
rozvoje funkce:

a) arctg x b) arcsin x .

Řešenı́. a) V Přı́kladu 6.7-b) jsme odvodili Maclaurinův rozvoj funkce arctg x:

arctg x = x −
x3

3
+

x5

5
−

x7

7
+ · · · pro x ∈ [−1, 1].
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Jedna možnost výpočtu čı́sla π je dosadit vnitřnı́ bod konvergenčnı́ho intervalu,
v němž jeho hodnotu známe

π

6
= arctg

√
3

3
=

√
3

3
−

1

3

(√
3

3

)3

+
1

5

(√
3

3

)5

+ · · · ,

odkud π
.
= 6

(√
3

3 −
1
3

(√
3

3

)3

+ 1
5

(√
3

3

)5)
.
= 3,156. Dosadı́me-li pravý krajnı́ bod

x = 1, dostaneme

arctg 1 =
π

4
= 1−

1

3
+

1

5
−

1

7
+ · · · ,

odkud plyne π
.
= 4

(

1− 1
3 + 1

5

)

.
= 3,46̄.

Jiná možnost výpočtu je využı́t součtového vzorce pro arctg x (viz řešenı́
Přı́kladu 1.2-d)), podle kterého je

arctg
1

2
+ arctg

1

3
= arctg 1 =

π

4
.

Z rozvoje arctg x určı́me přibližnou hodnotu

arctg
1

2
.
=

1

2
−

1

3

(
1

2

)3

+
1

5

(
1

2

)5

, arctg
1

3
.
=

1

3
−

1

3

(
1

3

)3

+
1

5

(
1

3

)5

,

odkud dostaneme π = 4

(

arctg 1
2 + arctg 1

3

)

.
= 1,858 + 1,287

.
= 3,145.

b) Postupujeme obdobně: dosadı́me známé hodnoty do Maclaurinova rozvoje
funkce arcsin x odvozeného v Přı́kladu 7.2-b), např. x = 1 nebo x = 1

2 a dostaneme

π = 2 arcsin 1
.
= 2

(

1 +
1

6
+

3

40

)

.
= 2,483̄,

π = 6 arcsin
1

2
.
= 6

(
1

2
+

1

6

(
1

2

)3

+
3

40

(
1

2

)5)
.
= 3,139.

Porovnánı́m s hodnotou na kalkulátoru π

.
= 3,1415927 . . . vidı́me, že výpočet

pomocı́ obou cyklometrických funkcı́ arctg x , arcsin x je zhruba stejně přesný. Nej-
většı́ přesnosti v obou přı́padech budeme dosahovat tehdy, jestliže bude hodnota
argumentu blı́zko nuly. Pokud je hodnota argumentu na okraji konvergenčnı́ho
intervalu [−1, 1], je určená hodnota π velice nepřesná.
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7.2. Určovánı́ funkčnı́ch hodnot logaritmů

K výpočtu logaritmů je někdy výhodné použı́t rozvoj funkce ln 1+x
1−x , který jsme

odvodili v Přı́kladu 6.7-c)

ln
1 + x

1− x
= 2

(

x +
x3

3
+

x5

5
+ · · · +

x2n+1

2n + 1
+ · · ·

)

, |x| < 1. (7.2)

Srovnáme-li tento rozvoj s rozvojem funkce ln(1 + x), lišı́ se oba rozvoje nejen
rychlostı́ konvergence, ale i oborem hodnot vnitřnı́ch složek obou logaritmických
funkcı́. Označme

g1(x) = 1 + x, g2(x) =
1 + x

1− x
, x ∈ (−1, 1).

Oborem hodnot funkce g1(x) je interval (0, 2), zatı́mco oborem hodnot druhé
funkce interval (0,∞). Např. ln 3, ln 5 nelze vypočı́tat pomocı́ rozvoje funkce
ln(1 + x). Rozdı́l v rychlosti konvergence, tj. v počtu členů rozvoje při dané chybě,
bude dobře vidět v následujı́cı́ch přı́kladech.

Přı́klad 7.4. Kolik členů rozvoje následujı́cı́ch funkcı́ je třeba vzı́t, abychom
určili čı́slo ln 2 s chybou menšı́ než 10−5:

a) ln(1 + x) b) ln
1 + x

1− x
.

Řešenı́. a) Podle Přı́kladu 6.4 je

ln 2 = 1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+ · · ·

a podle Věty 4.4 je chyba |Rn | < 1
n+1 . Máme-li proto určit čı́slo ln 2 s chybou

menšı́ než 10−5, musı́ být |Rn| < 1
n+1 < 10−5, tj. je třeba sečı́st 100 000 členů této

řady.
b) Nejprve určı́me hodnotu x , pro kterou je 1+x

1−x = 2. Přı́mým výpočtem
dostaneme x = 1

3 a po dosazenı́ do (7.2) dostaneme

ln 2 = 2

(
1

3
+

1

3

(
1

3

)3

+
1

5

(
1

3

)5

+ · · ·
)

.

Pro odhad chyby Rn v řadě na pravé straně rovnosti použijeme Větu 4.5, podle nı́ž

|Rn| ≤ |an|
q

1− q
< 10−5, kde

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
≤ q < 1.
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Určeme qx v závislosti na hodnotě x:

qx =
an+1

an
=

2x2n+3

2n + 3
·

2n + 1

2x2n+1
= x2 2n + 1

2n + 3
≤ x2 pro n ∈ N.

Pro x = 1
3 dostáváme q =

(
1
3

)2
. Numerickým výpočtem ověřı́me, že pro n = 4 je

splněno

|R5| ≤
2

9

(
1

3

)9 1

9

9

8
.
= 1,41 · 10−6 < 10−5.

Proto v tomto přı́padě stačı́ vzı́t k výpočtu ln 2 prvnı́ch pět nenulových členů, tj.

ln 2
.
= 2

(
1

3
+

1

3

(
1

3

)3

+
1

5

(
1

3

)5

+
1

7

(
1

3

)7

+
1

9

(
1

3

)9)
.
= 0,6931.

Z uvedeného přı́kladu je vidět, že v přı́padě, kdy se hodnota x v rozvoji funkce
ln(1 + x) blı́žı́ k hranici konvergenčnı́ho intervalu (−1, 1], je mnohem výhodnějšı́
použı́t rozvoje funkce ln 1+x

1−x , u kterého dostaneme stejně přesný výsledek při
součtu mnohem méně členů. Tento rozvoj je třeba použı́t také tehdy, kdy hodnota
x přesáhne konvergenčnı́ interval, např. x = 4.

7.3. Výpočet limit

Při určovánı́ limit jsme zatı́m použı́vali elementárnı́ způsoby výpočtu (úprava
limitnı́ funkce) nebo l’Hospitalovo pravidlo. K výpočtu některých limit lze někdy
velmi výhodně použı́t mocninných řad.

Přı́klad 7.5. Určete následujı́cı́ limity:

a) lim
x→0

√
1 + x − 3

√
1− x

x
b) lim

x→∞

[

x − x2 ln

(

1 +
1

x

)]

c) lim
x→0

2(tg x − sin x)− x3

x5
d) lim

x→0

ex sin x − x(1 + x)

x3
.
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Řešenı́. a) K vyjádřenı́ odmocnin použijeme binomický rozvoj funkcı́
√

1 + x a
3
√

1− x . Dostaneme

lim
x→0

√
1 + x − 3

√
1− x

x
=

= lim
x→0

1

x

[(

1 +
1

2
x −

1

8
x2 + · · ·

)

−
(

1−
1

3
x −

1

9
x2 + · · ·

)]

=

= lim
x→0

1

x

(
5

6
x −

1

72
x2 + · · ·

)

= lim
x→0

(
5

6
−

1

72
x + · · ·

)

=
5

6
.

b) Použijeme Maclaurinův rozvoj ln(1 + x) a dostaneme

lim
x→∞

[

x − x2 ln

(

1 +
1

x

)]

=

= lim
x→∞

[

x − x2

(
1

x
−

1

2x2
+

1

3x3
−

1

4x4
+ · · ·

)]

=

= lim
x→∞

(
1

2
−

1

3x
+

1

4x2
+ · · ·

)

=
1

2
.

c) Použijeme Maclaurinovy rozvoje funkcı́ tg x , sin x (viz Přı́klad 6.9 a 6.6) a
dostaneme

lim
x→0

2(tg x − sin x)− x3

x5
=

= lim
x→0

2
[(

x + 1
3 x3 + 2

15 x5 + 272
7! x7 + · · ·

)

−
(

x − 1
3!x

3 + 1
5! x

5 − 1
7!x

7 + · · ·
)]

− x3

x5
=

= lim
x→0

1

x5

(
1

4
x5 +

542

7!
x7 + · · ·

)

=
1

4
.

d) Nejprve určı́me Maclaurinův rozvoj funkce ex sin x . Protože Maclaurinovy
řady obou funkcı́ ex , sin x jsou absolutně konvergentnı́ pro všechna x ∈ R, platı́
podle Věty 4.1

ex sin x =

(

1 + x +
1

2!
x2 + · · ·

)(

x −
1

3!
x3 + · · ·

)

=

=

(

x + x2 +
1

2!
x3 −

1

3!
x3 + · · ·

)

.
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Odtud dostaneme

lim
x→0

ex sin x − x(1 + x)

x3
= lim

x→0

(x + x2 + 1
3 x3 − 1

30 x5 + · · · )− x(1 + x)

x3
=

= lim
x→0

(
1

3
−

1

30
x2 + · · ·

)

=
1

3
.

7.4. Přibližný výpočet integrálů

Dosud umı́me integrovat funkce, jejichž primitivnı́ funkce jsou tzv. elementárnı́
funkce neboli konečného tvaru, tj. lze je vyjádřit pomocı́ základnı́ch elementár-
nı́ch funkcı́ (např. racionálnı́, exponenciálnı́, goniometrické nebo cyklometrické),
pomocı́ algebraických operacı́ a skládanı́ v konečném počtu.

V tomto odstavci ukážeme, jak lze integrovat některé funkce, jejichž primitivnı́
funkce nelze vyjádřit pomocı́ elementárnı́ch funkcı́; takové funkce se nazývajı́
vyššı́ transcendentnı́ funkce a lze je vyjádřit právě mocninnými řadami.

Uved’me přı́klad: chceme určit primitivnı́ funkci k funkci sin x
x a e−x2

. Obě
funkce

f (x) = e−x2
, g(x) =

{
sin x

x pro x 6= 0,

1 pro x = 0,

jsou spojité na R, tudı́ž k nim existujı́ funkce primitivnı́. Avšak tyto primitivnı́
funkce nelze nalézt žádnou známou integračnı́ metodou, nebot’jde o vyššı́ transcen-
dentnı́ funkce. Uvedené funkce f , g lze vyjádřit mocninnou řadou a jejı́ integracı́
pak určit jejich primitivnı́ funkce ve tvaru mocninných řad.

Přı́klad 7.6. a) Pomocı́ prvnı́ch třı́ nenulových členů přibližně vypočtěte
∫ 1

0 e−x2
dx a odhadněte chybu.

b) S chybou menšı́ než 10−4 přibližně vypočtěte
∫ 1

2
0

dx
1+x4 .

c) Pomocı́ prvnı́ch čtyř členů přibližně vyjádřete
∫ 1

2
0

arctg x
x dx a odhadněte

chybu.

d) Vyjádřete mocninnou řadou funkci
∫ x

0

4√
1+t4−1

t2 dt .

Řešenı́. a) Maclaurinův rozvoj funkce e−x2
jsme určili v Přı́kladu 6.7-d)

e−x2
= 1− x2 +

x4

2!
−

x6

3!
+ · · · + (−1)n x2n

n!
+ · · · , x ∈ R.
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Odtud integracı́, přičemž řadu na pravé straně integrujeme člen po členu, dosta-
neme

∫ x

0
e−t2

dt = x −
x3

3
+

x5

5 · 2!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1) · n!
+ · · · ,

kde x ∈ R. Určitý integrál lze pak vyjádřit řadou

∫ 1

0
e−x2

dx = 1−
1

3
+

1

5 · 2!
−

1

7 · 3!
+ · · · + (−1)n 1

(2n + 1) · n!
+ · · · ,

což je alternujı́cı́ čı́selná řada s klesajı́cı́mi členy. Pro ni platı́, že velikost chyby
při součtu prvnı́ch třı́ členů je menšı́ než absolutnı́ hodnota čtvrtého členu (viz
Věta 4.4), tj.

|R3| <
1

7 · 3!
=

1

42
< 0,024 .

Přibližná hodnota integrálu
∫ 1

0 e−x2
dx

.
= 1 − 1

3 + 1
10

.
= 0,77 je určena s chybou

menšı́ než 0,03.

b) Integrovanou funkci 1
1+x4 vyjádřı́me mocninnou řadou

1

1 + x4
= 1− x4 + x8 + · · · + (−1)n · x4n + · · · , |x| < 1,

odkud integracı́ plyne

∫ 1
2

0

dx

1 + x4
=

∫ 1
2

0

(

1− x4 + x8 − x12 + · · ·
)

dx =

=

[

x −
x5

5
+

x9

9
−

x13

13
+ · · · + (−1)n x4n+1

4n + 1
+ · · ·

] 1
2

0

=

=
1

2
−

1

5

(
1

2

)5

+
1

9

(
1

2

)9

−
1

13

(
1

2

)13

+ · · · .

Jedná se o alternujı́cı́ čı́selnou řadu a podle zadánı́ má být chyba menšı́ než 10−4.
Pro n = 3 platı́ |R3| < 1

13

(
1
2

)13 .
= 9,39 · 10−6 < 10−4, proto stačı́ sečı́st prvnı́ tři

členy. Hledaná hodnota je

∫ 1
2

0

dx

1 + x4

.
=

1

2
−

1

5

(
1

2

)5

+
1

9

(
1

2

)9
.
= 0,4940.
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c) Nejprve poznamenejme, že integrovaná funkce arctg x
x je spojitá na (0, 1

2) a
ohraničená na [0, 1

2 ], nebot’ lim
x→0+

arctg x
x = 1. Proto je určovaný integrál vlastnı́ Rie-

mannův integrál. Užitı́m rozvoje funkce arctg x , který jsme odvodili v Přı́kladu 6.7,
je

arctg x

x
= 1−

x2

3
+

x4

5
+ · · · + (−1)n x2n

2n + 1
+ · · · , |x| < 1.

Dosazenı́m do integrálu dostáváme

∫ 1
2

0

arctg x

x
dx =

[

x − x3

32 + x5

52 + · · · + (−1)n x2n+1

(2n+1)2 + · · ·
] 1

2

0

.
=

.
= 1

2 −
1
9

(
1
2

)3
+ 1

25

(
1
2

)5 − 1
49

(
1
2

)7 .
= 0,4872.

Jedná se o alternujı́cı́ čı́selnou řadu, a proto pro odhad chyby platı́ |R4| < a5 =
= 1

81

(
1
2

)9 .
= 2,4 ·10−5 < 10−4. Hledaná hodnota integrálu je určena s chybou menšı́

než 10−4.

d) Užitı́m binomického rozvoje funkce (1 + t)a , kde a = 1
4 , t = x4 dostaneme

pro všechna x 6= 0, x ∈ (−1, 1)

4
√

1 + x4 − 1

x2
=

1

x2

[(

1 +

(
1
4
1

)

x4 +

(
1
4
2

)

x8 +

(
1
4
3

)

x12 + · · ·
)

− 1

]

=

=
1

x2

(
1

4
x4 −

3

32
x8 +

21

384
x12 − · · ·

)

=

=
1

4
x2 −

3

32
x6 +

21

384
x10 − · · · .

Odtud plyne lim
x→0

4√
1+x4−1

x2 = 0, a proto lze integrovanou funkci spojitě dodefinovat

na celé R

f (x) =

{
4√

1+x4−1
x2 x 6= 0
0 x = 0.

K této funkci existuje primitivnı́ funkce, kterou lze pro x ∈ (−1, 1) vyjádřit
Maclaurinovou řadou tvaru

∫ x

0

4
√

1 + t4 − 1

t2
dt =

x3

4 · 3
−

3x7

32 · 7
+

21x11

384 · 11
− · · · .
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7.5. Řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic pomocı́ mocninných řad

V tomto odstavci ukážeme, jak lze řešit diferenciálnı́ rovnice pomocı́ mocninných
řad. Tato metoda spočı́vá v tom, že řešenı́ definované v okolı́ bodu x = x0 hledáme

ve tvaru mocninné řady y =
∞∑

n=0
an(x − x0)

n. Otázkami konvergence mocninných

řad, které jsou řešenı́mi diferenciálnı́ch rovnic, se zabývat nebudeme. Rovněž zde
nebudeme řešit obecnějšı́ úlohu, kdy rovnice má v bodě x = x0 tzv. singulárnı́ bod

a řešenı́ je třeba hledat ve tvaru zobecněné mocninné řady y =
∞∑

n=0
an(x − x0)

k+n,

k ∈ R (např. Besselova rovnice a jejı́ řešenı́ Besselovy funkce). Podrobnosti lze
nalézt např. v [9].

Přı́klad 7.7. Řešte diferenciálnı́ rovnice pomocı́ mocninné řady:

a) y′′ + y = 0 b) y′′ + kxy = 0.

Řešenı́. Obecné řešenı́ obou rovnic hledáme ve tvaru y = a0 +a1x + · · ·+an xn + · · · .
Pak pro derivace této funkce platı́

y′ = a1 + 2a2x + 3a3x2 + · · · + nanxn−1 + · · ·
y′′ = 2a2 + 3 · 2a3x + · · · + n(n − 1)an xn−2 + · · · .

a) Dosazenı́m za y, y′′ do diferenciálnı́ rovnice dostáváme

2a2 + 3 · 2a3x + · · · + n(n − 1)an xn−2 + · · · + a0 + a1x + · · · + anxn + · · · = 0,

tj. sečtenı́m koeficientů u stejných členů

(2a2 + a0) + (3 · 2a3 + a1)x + · · · + (n(n − 1)an + an−2)xn−2 + · · · = 0.

Odtud plyne n(n−1)an +an−2 = 0, tj. an = − an−2
n(n−1), kde an−2 je rekurentně určeno

z předchozı́ch kroků. Z uvedených vztahů je vidět, že přesné určenı́ koeficientů an

závisı́ na volbě a0, a1. Uvažujme dva přı́pady:
1. Je-li a0 = 0, pak a2n = 0, tj. v řadě se vyskytujı́ pouze liché členy. Pro a1 ∈ R
libovolné dostaneme

a2n+1 = −
a2n−1

2n(2n + 1)
= · · · = (−1)n a1

(2n + 1)!

a řešenı́ rovnice je

y = a1

(

x −
x3

3!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ · · ·

)

= a1 sin x.
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2. Je-li a1 = 0, pak a2n+1 = 0, tj. v řadě se vyskytujı́ pouze sudé členy. Pro a0 ∈ R
libovolné je

a2n = −
a2n−2

2n(2n − 1)
= · · · = (−1)n a0

(2n)!
,

tj.

y = a0

(

1−
x2

2!
+ · · · + (−1)n x2n

(2n)!
+ · · ·

)

= a0 cos x.

Poznamenejme, že je-li a0 = a1 = 0, tj. an = 0 pro všechna n, pak řešenı́
y ≡ 0, což je obsaženo v předchozı́ch přı́padech. Dohromady je obecné řešenı́
y = a0 cos x + a1 sin x , a0, a1 ∈ R.

b) Postupujeme obdobně. Po dosazenı́ do rovnice za y, y′′ dostáváme

∞
∑

n=2

n(n − 1)an xn−2 + kx
∞
∑

n=0

an xn = 0,

po úpravě

2a2 + · · · + n(n − 1)an xn−2 + · · · + k(a0x + a1x2 + · · · + an−3xn−2 + · · · ) = 0.

Odtud a2 = 0 a porovnánı́m koeficientů u mocniny xn−2 můžeme určit rekurentnı́
vztah pro an:

n(n − 1)an + kan−3 = 0⇒ an = −
k

n(n − 1)
an−3 pro n = 3,4, · · · .

Proto a2 = a5 = · · · = 0 a a0, a1 volı́me libovolně. Dostaneme tyto přı́pady:
Je-li a0 ∈ R libovolné, pak a3 = − k

6 a0 , a6 = − k
5·6 a3 = k

180 a0 atd.
Je-li a1 ∈ R libovolné, pak a4 = − k

12 a1 , a7 = − k
7·6 a4 = k

12·42 a1 atd.
Dohromady obecné řešenı́ lze vyjádřit ve tvaru

y = a0

(

1−
k

6
x3 +

k

180
x6 + · · ·

)

+ a1

(

x −
k

12
x4 +

k

12 · 42
x7 + · · ·

)

.

Přı́klad 7.8. Určete řešenı́ rovnic při počátečnı́ch podmı́nkách:

a) y′ = 1 + x − y2, y(0) = 1;

b) xy(4) + 4y′′′− xy− 1 = 0, y(1) = −1, y′(1) = 1, y′′(1) = −2, y′′′(1) = 6.

Řešenı́. Nejprve poznamenejme, že podle věty o existenci a jednoznačnosti Cau-
chyovy počátečnı́ úlohy platı́, že hledaná řešenı́ obou úloh existujı́ a jsou jedno-
značně určena.
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a) Partikulárnı́ řešenı́ hledáme ve tvaru Maclaurinovy řady, kde hodnoty y(n)(0)
určı́me takto:

Dosadı́me-li počátečnı́ podmı́nku do rovnice, dostaneme y′(0) = 0. Postupně
pro derivace vyššı́ch řádů platı́

y′′ = 1− 2yy′, y′′ (0) = 1,

y′′′ = −2y′y′ − 2yy′′, y′′′ (0) = −2,

y(4) = −6y′y′′ − 2yy′′′, y(4)(0) = 4.

Partikulárnı́ řešenı́ splňujı́cı́ předepsanou počátečnı́ podmı́nku je

y = 1 +
1

2
x2 −

1

3
x3 +

1

6
x4 + · · · .

b) Řešenı́ nynı́ hledáme ve tvaru Taylorovy řady se středem v bodě x = 1

y = y(1) +
y′(1)

1!
(x − 1) +

y′′(1)

2!
(x − 1)2 +

y′′′(1)

3!
(x − 1)3 + · · · .

Při dosazovánı́ do Taylorovy řady je třeba určit y(4)(1) a přı́padně vyššı́ derivace.
Pro určenı́ y(4)(1) vyjádřı́me y(4) a dosadı́me počátečnı́ podmı́nky, tj.

y(4) =
−4y′′′ + xy + 1

x
, y(4)(1) = −24 .

Hledané partikulárnı́ řešenı́ je tvaru y = −1 + (x − 1)− (x − 1)2 + (x − 1)3 + · · · .

Cvičenı́

7.1. Určete přibližnou hodnotu výrazu s chybou menšı́ než je uvedeno:

a) cos 1◦ [10−6]

b) sin 1◦ [10−8]

c) sin 10◦ [10−6]

d) cos 10◦ [10−5]

e) arctg
√

3
3 [10−5]

7.2. Určete přibližnou hodnotu výrazu pomocı́ prvnı́ch n členů:
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a) tg 5◦ [n = 2]

b) tg 1◦ [n = 2]

c) cotg 36◦ [n = 3]

d) cotg 20◦ [n = 3]

7.3. Určete přibližnou hodnotu π s chybou menšı́ než:

a) 10−5 ze vztahu π

6 = arcsin 1
2

b) 10−10 ze vztahu π

4 = 4 arctg 1
5 − arctg 1

239

7.4. Určete přibližnou hodnotu výrazu pomocı́ prvnı́ch n členů:

a) 1
4√e

[n = 4]

b) 3
√

e [n = 3]

c) e [n = 9]

d) e2 [n = 10]

e) 1
e [n = 8]

f) (1, 2)0,8 [n = 4]

g) (1, 5)2 [n = 3]

h) 7
√

129 [n = 2]

i) 3
√

70 [n = 2]

j) 5
√

40 [n = 3]

k) 3
√

1,015 [n = 3]

l) 5
√

250 [n = 2]

m) 3
√

128 [n = 3]

7.5. Určete přibližnou hodnotu výrazu pomocı́ prvnı́ch n členů:

a) ln 2 [n = 3]

b) ln 3 [n = 6]

c) ln 5 [n = 9]

d) ln 11 [n = 10]

e) log 5 [n = 10]

f) log 11 [n = 10]

g) log5 2 [n = 3]

h) log2 3 [n = 3]

i) ln 1
2 [n = 3]

j) ln 5
6 [n = 5]

k) log 1
e [n = 10]

7.6. Určete následujı́cı́ limity:

a) lim
x→0

√
1+x5− 3√1−x

x

b) lim
x→0

√
1−x− 3√

1+x2

x

c) lim
x→0

√
1+x3− 3√1−x4

x3

d) lim
x→0

4√1−x2− 3√
1+x2

x2

e) lim
x→∞

1
x2 − x2 ln

(

1 + 1
x2

)

f) lim
x→0

tg x−x cos x
x3

g) lim
x→0

cos x−e−
x2
2

x4

h) lim
x→0

1
x

(
1
x − cotg x

)
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i) lim
x→0

(
1
x2 − cotg2 x

)

j) lim
x→0

sin2 x−x2

x4

k) lim
x→0

(
1
x −

1
sin x

)

l) lim
x→0

(
2+cos x
x3 sin x −

3
x4

)

7.7. Vyjádřete mocninnou řadou:

a)
∫ x

0
et

t2 dt

b)
∫ x

0
ln (1+t)

t dt

c)
∫ x

0

√
1 + t3 dt

d)
∫ x

0
dt√
1−t4

e)
∫ x

0
dt

1−t9

f)
∫ x

0 sin t2 dt

7.8. Určete přibližnou hodnotu výrazu pomocı́ prvnı́ch n členů nebo se zadanou
přesnostı́:

a)
∫ 1

0,1
ex

x dx [n = 6]

b)
∫ 1

0
sinh x

x dx [n = 5]

c)
∫ 4

2 e
1
x dx [n = 4]

d)
∫ 1,5

1
1
x · arctg x

4 dx [na setiny]

e)
∫ 0,5

0
dx√
1+x4
[na tisı́ciny]

f)
∫ 1

0 cos x2 dx [na tisı́ciny]

7.9. Určete partikulárnı́ řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic:

a) y′ − y2 − x(x + 1) = 0, y(0) = 1

b) y′ + xy2 − 2 cos x = 0, y(0) = 1

c) y′′ − ex y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1

d) y′′ − y cos x − x = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0

7.10. Vyjádřete řadou obecné řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic:

a) y′′ + xy′ + y = 0 b) y′′ + ax2 y = 0, kde a ∈ R.
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Hezké chvı́le utečou jako nic. Ošklivé trvajı́ věčnost.



Kapitola 8

Fourierovy řady

Předmětem této kapitoly je vybudovánı́ teorie pro aproximaci periodických
funkcı́. Nejjednoduššı́m netriviálnı́m přı́kladem periodických funkcı́ jsou trigono-
metrické funkce cos nx , sin nx (n ∈ N). Nabı́zı́ se proto myšlenka obecnou 2π-
-periodickou funkci aproximovat bud’lineárnı́ kombinacı́ konečného počtu těchto
funkcı́

Tn(x) = a0 +
n
∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx), a0, ak, bk ∈ R, (8.1)

nebo nekonečnou řadou

a0 +
∞
∑

n=1

(an cos nx + bn sin nx). (8.2)

Funkce tvaru (8.1) se nazývá trigonometrický polynom (název polynom je odů-
vodněn tı́m, že užitı́m elementárnı́ch vztahů z trigonometrie lze Tn(x) vyjádřit jako
polynom v proměnných cos x, sin x), řada tvaru (8.2) se nazývá trigonometrickou
řadou.

Ukazuje se, že při úvahách o aproximaci trigonometrickými řadami je podstat-
nou vlastnostı́ ortogonalita systému funkcı́ {cos nx, sin nx; n ∈ N ∪ {0}}. Kromě
systému {cos nx, sin nx} existujı́ dalšı́ systémy funkcı́ {ϕn(x)}, které splňujı́ ob-
dobné vlastnosti, např. ortogonálnı́ polynomy a Besselovy funkce. Všechny tyto
systémy majı́ velké aplikace při řešenı́ parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic, podrob-
nosti lze nalézt např. v [12, 17].

Tato kapitola je rozdělena na tři odstavce: v prvnı́m vybudujeme obecnou teorii
Fourierových řad vzhledem k libovolnému ortogonálnı́mu systému funkcı́ {ϕn(x)}.
V druhém odstavci budeme obecné výsledky o Fourierových řadách aplikovat na

129
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trigonometrické funkce {cos nx, sin nx} a v třetı́m odstavci uvedeme podmı́nky
pro konvergenci těchto Fourierových řad.

8.1. Fourierovy řady vzhledem k systému {ϕn(x)}

Jak jsme naznačili v úvodu, při budovánı́ teorie Fourierových řad hraje podstatnou
vlastnost ortogonalita (kolmost) systému funkcı́ {ϕn(x)}. Zaved’me následujı́cı́
definice:

Definice 8.1. Bud’te f, g integrovatelné funkce na intervalu [a, b]. Čı́slo

( f, g) =

∫ b

a
f (x)g(x) dx

nazýváme skalárnı́m součinem funkcı́ f, g. Funkce f, g se nazývajı́ ortogonálnı́
(na intervalu [a, b]), právě když ( f, g) = 0.

Snadno ověřı́me tyto vlastnosti skalárnı́ho součinu:

(1) ( f, g) = (g, f )

(2) ( f + g, h) = ( f, h) + (g, h)

(3) (c f, g) = c( f, g) pro c ∈ R

(4) ( f, f ) ≥ 0.

Z (2) a (3) plyne indukcı́ obecněji:

(c1 f1 + · · · + cn fn, g) = c1 ( f1, g) + · · · + cn( fn, g)

Definice 8.2. Bud’ f integrovatelná funkce na intervalu [a, b]. Normou funkce f
rozumı́me čı́slo ‖ f ‖ =

√
( f, f ). Funkce f se nazývá normovaná, právě když

‖ f ‖ = 1.

Je tedy ‖ f ‖2 =
∫ b

a f 2(x) dx . Všimněme si ještě, že je-li f funkce s vlastnostı́
‖ f ‖ > 0, pak funkce 1

‖ f ‖ · f je normovaná.
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Definice 8.3. Bud’ {ϕn} konečná nebo spočetná posloupnost integrovatelných
funkcı́ na intervalu [a, b]. Tato posloupnost se nazývá ortogonálnı́, právě když
každé dvě funkce ϕm, ϕn (m 6= n) jsou ortogonálnı́ a každá funkce ϕn má kladnou
normu.
Posloupnost {ϕn} se nazývá se ortonormálnı́, právě když je ortogonálnı́ a každá
funkce ϕn je normovaná.

Posloupnost {ϕn} je tedy ortonormálnı́, právě když platı́:

(ϕm, ϕn) =

{

0 pro m 6= n
1 pro m = n

Poznamenejme ještě, že je-li {ϕn} ortogonálnı́ posloupnost, pak
{

1
‖ϕn‖ · ϕn

}

je

posloupnost ortonormálnı́.

Věta 8.1. Bud’{ϕn} ortogonálnı́ posloupnost funkcı́ na intervalu [a, b], {cn} po-
sloupnost reálných čı́sel. Necht’řada

∞
∑

n=1

cnϕn(x)

stejnoměrně konverguje k funkci f na intervalu [a, b]. Pak pro konstanty cn (n ∈
∈ N) platı́:

cn =
( f, ϕn)

(ϕn, ϕn)
=

( f, ϕn)

‖ϕn‖2
(8.3)

Důkaz. Násobme rovnost

f (x) =
∞
∑

k=1

cnϕn(x)

funkcı́ ϕk(x), kde k ∈ N je libovolné:

f (x)ϕk(x) =
∞
∑

n=1

cnϕn(x)ϕk(x);

řada na pravé straně rovnice je opět stejnoměrně konvergentnı́, proto ji lze inte-
grovat člen po členu
∫ b

a
f (x)ϕk(x) dx =

∫ b

a

∞
∑

n=1

cnϕn(x)ϕk(x) dx =
∞
∑

n=1

cn

∫ b

a
ϕn(x)ϕk(x) dx =

=
∞
∑

n=1

cn(ϕn, ϕk).
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Protože (ϕn, ϕk) = 0 pro n 6= k, plyne odtud ( f, ϕk) = ck‖ϕk‖2, tj. (8.3).

Definice 8.4. Bud’ {ϕn} ortogonálnı́ posloupnost funkcı́ na intervalu [a, b], f
integrovatelná funkce na [a, b]. Pak čı́sla cn vyjádřená vzorcem (8.3) nazýváme
Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k ortogonálnı́ posloupnosti {ϕn} a
řadu

∞
∑

n=1

cnϕn,

kde cn jsou Fourierovy koeficienty, Fourierovou řadou funkce f vzhledem k or-
togonálnı́ posloupnosti {ϕn}.

Poznámka 8.1. V přı́padě, kdy posloupnost {ϕn} je ortonormálnı́, platı́ pro Fou-
rierovy koeficienty funkce f jednoduššı́ vztah cn = ( f, ϕn).

Přiřazenı́ Fourierovy řady k dané funkci f je ovšem zatı́m pouze formálnı́,
nebot’nevı́me, zda tato řada vůbec konverguje, a v přı́padě jejı́ konvergence, zda
jejı́ součet je f . Z Věty 8.1 pouze plyne, že k libovolné integrovatelné funkci f
existuje nejvýše jedna řada tvaru

∑

cnϕn, která stejnoměrně konverguje na [a, b]
k f . Částečné součty Fourierovy řady funkce f však aproximujı́ v jistém smyslu
nejlépe tuto funkci mezi všemi lineárnı́mi kombinacemi funkcı́ ϕn. Nazvěme čı́slo

‖ f − g‖ =

{∫ b

a
[ f (x)− g(x)]2 dx

}1/2

kvadratickou odchylkou funkcı́ f, g. Pak platı́:

Věta 8.2. Bud’{ϕn} ortogonálnı́ posloupnost funkcı́ na intervalu [a, b], f integro-
vatelná funkce na [a, b], bud’n ∈ N. Mezi všemi lineárnı́mi kombinacemi funkcı́
ϕ1, . . . , ϕn má od funkce f nejmenšı́ kvadratickou odchylku ta, jejı́ž koeficienty
jsou Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k posloupnosti {ϕn}.
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Důkaz. Bud’te ck (k = 1, . . . , n) Fourierovy koeficienty funkce f , dk (k =
= 1, . . . , n) libovolná reálná čı́sla. Pak je

∥
∥
∥
∥

f −
n
∑

k=1

dkϕk

∥
∥
∥
∥

2

=

∫ b

a

(

f (x)−
n
∑

k=1

dkϕk(x)

)2

dx

=

∫ b

a
f 2(x) dx − 2

n
∑

k=1

dk

∫ b

a
f (x)ϕk(x) dx+

+

∫ b

a

( n
∑

k=1

dkϕk(x)

)2

dx

= ‖ f ‖2 − 2
n
∑

k=1

dk( f, ϕk) +
n
∑

k=1

d2
k

∫ b

a
ϕ2

k(x) dx

= ‖ f ‖2 − 2
n
∑

k=1

ckdk‖ϕk‖2 +
n
∑

k=1

d2
k‖ϕk‖2

= ‖ f ‖2 +
n
∑

k=1

‖ϕk‖2(d2
k − 2ckdk)

= ‖ f ‖2 +
n
∑

k=1

‖ϕk‖2[(ck − dk)
2 − c2

k].

Poslednı́ výraz však zřejmě nabývá nejmenšı́ hodnoty právě tehdy, když dk = ck

pro k = 1, . . . , n, tj. když dk jsou Fourierovy koeficienty funkce f .

Poznámka 8.2. Z předchozı́ho důkazu plyne, volı́me-li dk = ck pro k = 1, . . . , n,
tzv. Besselova identita

∥
∥
∥
∥

f −
n
∑

k=1

ckϕk

∥
∥
∥
∥

2

= ‖ f ‖2 −
n
∑

k=1

c2
k‖ϕk‖2.

Protože ‖ f −
∑n

k=1 ckϕk‖2 ≥ 0, plyne odtud

n
∑

k=1

c2
k‖ϕk‖2 ≤ ‖ f ‖2 (8.4)

pro libovolné n ∈ N (tzv. Besselova nerovnost).

Důsledek 8.1. Necht’{ϕn} je ortogonálnı́ posloupnost funkcı́ na intervalu [a, b],
f integrovatelná funkce na [a, b] a necht’cn (n ∈ N) jsou Fourierovy koeficienty
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funkce f vzhledem k posloupnosti {ϕn}. Pak řada

∞
∑

n=1

c2
n‖ϕn‖2 (8.5)

konverguje a platı́
∞
∑

n=1

c2
n‖ϕn‖2 ≤ ‖ f ‖2. (8.6)

Zejména platı́ lim cn‖ϕn‖ = 0.

Důkaz. Z Besselovy nerovnosti (8.4) plyne, že posloupnost částečných součtů
čı́selné řady (8.5) je shora ohraničená. Protože jde o řadu s nezápornými členy, je
tato řada konvergentnı́ (viz Kapitola 3).

Z Besselovy nerovnosti (8.4) také plyne, že

∞
∑

n=1

c2
n‖ϕn‖2 = lim

n
∑

k=1

c2
k‖ϕk‖2 ≤ ‖ f ‖2.

Podle Věty 1.1 je pak lim c2
n‖ϕn‖2 = 0 a tedy i lim cn‖ϕn‖ = 0.

Jestliže v nerovnosti (8.6) nastane rovnost, řı́káme, že pro funkci f platı́
Parsevalova rovnost. Řekneme, že Fourierova řada

∑

cnϕn funkce f konverguje
podle středu k funkci f , právě když platı́

∥
∥ f −

n
∑

k=1

ckϕk

∥
∥→ 0 pro n→∞. (8.7)

Pak platı́:

Důsledek 8.2. Bud’ {ϕn} ortogonálnı́ posloupnost funkcı́ na intervalu [a, b], f
integrovatelná funkce na [a, b]. Fourierova řada funkce f vzhledem k posloupnosti
{ϕn} konverguje podle středu k f právě tehdy, když pro funkci f platı́ Parsevalova
rovnost, tj.

∞
∑

n=1

c2
n‖ϕn‖2 = ‖ f ‖2. (8.8)

Důkaz. Jelikož
∥
∥
∥
∥

f −
n
∑

k=1

ckϕk

∥
∥
∥
∥

2

= ‖ f ‖2 −
n
∑

k=1

c2
k‖ϕk‖2,
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je vztah (8.7) ekvivalentnı́ se vztahem

‖ f ‖2 −
n
∑

k=1

c2
k‖ϕk‖2 → 0,

tj. platı́ (8.8).

Poznámka 8.3. Předchozı́ vztahy se poněkud formálně zjednodušı́, je-li posloup-
nost {ϕn} ortonormálnı́. Besselova identita má pak tvar

∥
∥
∥
∥

f −
n
∑

k=1

ckϕx

∥
∥
∥
∥

2

= ‖ f ‖2 −
n
∑

k=1

c2
k,

Parsevalova rovnost má tvar
∞
∑

n=1

c2
n = ‖ f ‖2

a podle (8.6) platı́
∞
∑

n=1

c2
n ≤ ‖ f ‖2, lim

n→∞
cn = 0.

8.2. Fourierovy řady vzhledem k systému {cos nx, sin nx}

V tomto odstavci se budeme zabývat výlučně Fourierovými řadami vzhledem
k systému

{1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cos nx, sin nx, . . . }. (8.9)

Protože jsou tyto funkce 2π-periodické, půjde v tomto přı́padě o aproximaci 2π-
-periodických funkcı́.

Lemma 8.1. Bud’ f periodická funkce s periodou 2π, jež je integrovatelná na
intervalu [0, 2π]. Pak pro libovolné a ∈ R platı́

∫ a+2π

a
f (x) dx =

∫ 2π

0
f (x) dx .

Důkaz. Platı́
∫ a+2π

a
f (x) dx =

∫ 2π

a
f (x) dx +

∫ a+2π

2π
f (x) dx.
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Substitucı́ x = t + 2π ve druhém integrálu vyjde

∫ a+2π

a
f (x) dx =

∫ 2π

a
f (x) dx +

∫ a

0
f (t + 2π) dt =

=

∫ 2π

a
f (x) dx +

∫ a

0
f (t) dt =

∫ 2π

0
f (t) dt.

Lemma 8.2 (Ortogonalita trigonometrického systému). Posloupnost (8.9) je
ortogonálnı́ na libovolném intervalu [c, c + 2π] délky 2π.

Důkaz. Podle předcházejı́cı́ho lemmatu stačı́ ukázat ortogonalitu na intervalu
[−π,π]. Pro libovolné n ∈ N je

(1, cos nx) =

∫
π

−π

cos nx dx = 0, (1, sin nx) =

∫
π

−π

sin nx dx = 0;

pro libovolné m, n ∈ N je

(sin mx, cos nx) =

∫
π

−π

sin mx cos nx dx =

=
1

2

∫
π

−π

[sin(m + n)x + sin(m − n)x] dx = 0

a pro libovolná m, n ∈ N, m 6= n je

(cos mx, cos nx) =

∫
π

−π

cos mx cos nx dx =

=
1

2

∫
π

−π

[cos(m − n)x + cos(m + n)x] dx = 0,

(sin mx, sin nx) =

∫
π

−π

sin mx sin nx dx =

=
1

2

∫
π

−π

[cos(m − n)x − cos(m + n)x] dx = 0.

Konečně je ‖1‖2 =
∫

π

−π
dx = 2π, a

‖ cos nx‖2 =

∫
π

−π

cos2 nx dx =
1

2

∫
π

−π

(1 + cos 2nx) dx = π,
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‖ sin nx‖2 =

∫
π

−π

sin2 nx dx =
1

2

∫
π

−π

(1− cos 2nx) dx = π.

Přı́slušná ortonormálnı́ posloupnost je
{

1
√

2π
,

1
√

π

cos x,
1
√

π

sin x,
1
√

π

cos 2x,
1
√

π

sin 2x, . . .

. . . ,
1
√

π

cos nx,
1
√

π

sin nx, . . .

}

.

Pojmy „Fourierovy koeficienty funkce f “ a „Fourierova řada funkce f “ budou
tedy v dalšı́m zásadně znamenat „Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem
k posloupnosti (8.9)“ a „Fourierova řada funkce f vzhledem k této posloupnosti“.
Úvahy provedeme pro interval [−π,π], lze je však beze zbytku přenést na libo-
volný interval [c, c + 2π], c ∈ R.

Věta 8.3. Fourierova řada libovolné integrovatelné funkce f na intervalu [−π,π]
má vzhledem k systému (8.9) tvar

a0

2
+
∞
∑

n=1

(an cos nx + bn sin nx), (8.10)

kde an, bn jsou Fourierovy koeficienty funkce f , pro něž platı́

an =
1

π

∫
π

−π

f (x) cos nx dx, n ∈ N ∪ {0},

bn =
1

π

∫
π

−π

f (x) sin nx dx, n ∈ N.

Důkaz. Podle Věty 8.1 je Fourierova řada funkce f tvaru

a0 +
∞
∑

n=1

(an cos nx + bn sin nx)

a pro jejı́ Fourierovy koeficienty platı́

a0 =
1

2π

∫
π

−π

f (x) dx, an =
1

π

∫
π

−π

f (x) cos nx dx, n ∈ N.

Aby byla odstraněna jistá nesymetrie v těchto vztazı́ch, je obvyklé „nultý“ koefi-
cient psát ve tvaru a0

2 ; tedy Fourierova řada funkce f má uvedený tvar (8.10).



138 Fourierovy řady

Důsledek 8.3. Bud’ f integrovatelná funkce na intervalu [−π,π].
Je-li f sudá funkce, má jejı́ Fourierova řada tvar

a0

2
+
∞
∑

n=1

an cos nx, kde an =
2

π

∫
π

0
f (x) cos nx dx (n ∈ N ∪ {0}).

Je-li f lichá, má jejı́ Fourierova řada tvar
∞
∑

n=1

bn sin nx, kde bn =
2

π

∫
π

0
f (x) sin nx dx (n ∈ N).

Důkaz. Poznamenejme, že obecně platı́: Je-li g integrovatelná funkce na intervalu
[−h, h], která je sudá, resp. lichá, pak

∫ h

−h
g(x) dx = 2

∫ h

0
g(x) dx, resp.

∫ h

−h
g(x) dx = 0

(toto tvrzenı́ snadno dokážeme, vyjádřı́me-li integrál přes interval [−h, h] na
součet dvou integrálů přes intervaly [−h, 0] a [0, h] a zavedeme-li v prvnı́m z nich
substituci x = −t).

Tvrzenı́ věty nynı́ plyne z toho, že je-li f sudá, je f (x) cos nx sudá, f (x) sin nx
lichá a je-li f lichá, je f (x) cos nx lichá, f (x) sin nx sudá.

Necht’ f je integrovatelná funkce na intervalu [0,π]. Položı́me-li pro x ∈
∈ [−π, 0) f (x) = f (−x), zkonstruujeme sudé rozšı́řenı́ funkce f na interval
[−π,π]; Fourierově řadě sudého rozšı́řenı́ funkce f řı́káme rozvoj funkce f
v kosinovou řadu na intervalu [0,π].

Podobně, je-li f integrovatelná na (0,π] a položı́me-li f (0) = 0, f (x) =
= − f (−x) pro x ∈ [−π, 0), sestrojı́me liché rozšı́řenı́ funkce f na interval
[−π,π]. Fourierova řada lichého rozšı́řenı́ funkce f se nazývá rozvoj funkce f
v sinovou řadu na intervalu [0,π].

Poznámka 8.4. Necht’ f je integrovatelná funkce na intervalu [−π,π] a an (n ∈
∈ N ∪ {0}), bn (n ∈ N) jsou jejı́ Fourierovy koeficienty. Podle Důsledku 8.1 řada

a2
0

2
+
∞
∑

n=1

(a2
n + b2

n)

konverguje a platı́

a2
0

2
+
∞
∑

n=1

(a2
n + b2

n) ≤
1

π

∫
π

−π

f 2(x) dx.

Zejména platı́, že lim an = 0, lim bn = 0.
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Poznámka 8.5. Fourierovu řadu (8.10) lze vyjádřit v oboru C užitı́m vztahů (viz
např. [8])

cos x =
ei x + e−i x

2
, sin x =

ei x − e−i x

2i

takto:

a0

2
+

1

2

∞
∑

n=1

(

an(e
inx + e−inx)− bni(einx − e−inx )

)

=

= c0 +
∞
∑

n=1

(
an − bni

2
einx +

an + bni

2
e−inx

)

=
∞
∑

n=−∞
cneinx ,

kde Fourierovy koeficienty cn jsou tvaru

cn =
1

2π

∫
π

−π

f (x)e−inx dx, n = 0,±1,±2, · · · .

Vskutku, c0 = a0
2 = 1

2π

∫
π

−π
f (x) dx a pro n ∈ N platı́

cn =
1

2
(an − bni) =

1

2

(
1

π

∫
π

−π

f (x) cos nx dx − i
1

π

∫
π

−π

f (x) sin nx dx

)

=

=
1

2π

∫
π

−π

f (x)(cos nx − i sin nx) dx =
1

2π

∫
π

−π

f (x)e−inx dx

a podobně c−n = 1
2(an + bni) = 1

2π

∫
π

−π
f (x)einx dx .

8.3. Konvergence Fourierovy řady

V tomto odstavci uvedeme postačujı́cı́ podmı́nky pro bodovou a stejnoměrnou
konvergenci Fourierovy řady (8.10).

Všimněme si úvodem, že pokud Fourierova řada funkce f konverguje na in-
tervalu [−π,π], pak konverguje na intervalu (−∞,∞) a jejı́ součet je periodická
funkce s periodou 2π. Proto lze rozumné výsledky o aproximacı́ch Fourierovými
řadami očekávat pouze pro periodické funkce s periodou 2π a na takové se v dalšı́m
zásadně omezı́me. Poznamenejme, že pro takovou funkci stačı́, aby byla defino-
vána na intervalu (−π,π] (nebo [−π,π)); pak je totiž jednoznačně určeno jejı́
2π-periodické rozšı́řenı́ na interval (−∞,∞).
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Zavedeme následujı́cı́ označenı́: Symbolem f (x0+) budeme rozumět čı́slo
lim

x→x0+
f (x), pokud tato jednostranná limita existuje. Analogicky je f (x0−) =

= lim
x→x0−

f (x).

Nazvěme funkci f po částech spojitou na intervalu [a, b], právě když má na
tomto intervalu pouze končený počet bodů nespojitosti, přičemž tyto body jsou
body nespojitosti prvnı́ho druhu (tj. v těchto bodech existujı́ obě jednostranné
limity a jsou vlastnı́). Nazvěme funkci f po částech monotonnı́ na intervalu
[a, b], právě když existuje dělenı́ tohoto intervalu (s konečným počtem bodů) tak,
že uvnitř každého dělı́cı́ho intervalu je daná funkce monotonnı́.

Věta 8.4 (Dirichletova). Necht’ funkce f je po částech spojitá a po částech
monotonnı́ na intervalu [−π,π]. Pak jejı́ Fourierova řada konverguje na [−π,π]
a jejı́ součet je roven:

(1) f (x0) v každém bodě x0 ∈ (−π,π), v němž je f spojitá,

(2) 1
2 [ f (x0−) + f (x0+)] v každém bodě x0 ∈ (−π,π), v němž je f nespojitá,

(3) 1
2 [ f (−π+) + f (π−)] v krajnı́ch bodech intervalu [−π,π].

Důkaz. Důkaz spočı́vá na řadě důležitých lemmat; jeho provedenı́ překračuje
rámec těchto skript. Přesný důkaz lze nalézt např. v [15]. Naznačme pouze některé
klı́čové kroky důkazu:

F Označme symbolem Sn( f ) n-tý částečný součet Fourierovy řady funkce f .
Funkci f lze na intervalu [x0 − ε, x0 + ε] vyjádřit jako f = g − h, kde g, h jsou
neklesajı́cı́ na tomto intervalu. Z vlastnosti skalárnı́ho součinu plyne

Sn( f ) = Sn(g)− Sn(h);

můžeme proto předpokládat přı́mo, že f je neklesajı́cı́ na [x0 − ε, x0 + ε].
F Bud’ f integrovatelná funkce na intervalu [−π,π], x0 ∈ [−π,π], n ∈ N. Pak
platı́

Sn( f )(x0) =
1

π

∫ π

2

0
[ f (x0 + 2t) + f (x0 − 2t)] ·

sin(2n + 1)t

sin t
dt.

Označme

Dn(t) =
sin(2n + 1)t

sin t

pro n ∈ N; tato funkce bývá někdy nazývána n-tým Dirichletovým jádrem.
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F Tzv. princip lokalizace: Bud’ f integrovatelná funkce na intervalu [−π,π],
x0 ∈ [−π,π], δ ∈ R, 0 < δ ≤ π

2 . Pak platı́

lim

[

Sn( f )(x0)−
1

π

∫ δ

0
[ f (x0 + 2t) + f (x0 − 2t)]Dn(t) dt

]

= 0.

Princip lokalizace ukazuje, že o tom, zda Fourierova řada funkce f konverguje
v bodě x0 ∈ [−π,π] a k jakému součtu, rozhodujı́ pouze vlastnosti funkce f
v (libovolně malém) okolı́ bodu x0.

F Bud’h ∈ R, h > 0 a necht’ f je monotonnı́ funkce na intervalu [0, h]. Pak platı́

lim

∫ h

0
f (t)

sin nt

t
dt =

π

2
f (0+).

F Pı́šeme Dn(t) ve tvaru

Dn(t) =
sin(2n + 1)t

sin t
=

sin(2n + 1)t

t
+ sin(2n + 1)t ·

(
1

sin t
−

1

t

)

a dokážeme, že

lim

∫ δ

0
[ f (x0 + 2t) + f (x0 − 2t)] ·

(
1

sin t
−

1

t

)

· sin(2n + 1)t dt = 0.

F Dokážeme platnost vztahu

lim
1

π

∫ δ

0
[ f (x0 + 2t) + f (x0 − 2t)]Dn(t) dt =

f (x0+) + f (x0−)

2
,

odkud již lim Sn( f )(x0) = 1
2 [ f (x0+) + f (x0−)].

Poznámka 8.6. Necht’funkce f je po částech spojitá na intervalu [−π,π]. Funkci
f ∗ nazveme 2π-periodickým rozšı́řenı́m funkce f , jestliže

f ∗(x) =







f (x), x ∈ (−π,π),

f (x − 2kπ), x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π) , k ∈ Z,
1
2

[

f (−π+) + f (π−)
]

, x = (2k + 1)π, k ∈ Z.

Jestliže Fourierova řada funkce f konverguje na intervalu [−π,π] k funkci určené
v Dirichletově větě (Věta 8.4), pak konverguje na (−∞,∞) k 2π-periodickému
rozšı́řenı́ této funkce.

Zejména, je-li funkce f spojitá na intervalu [−π,π], Fourierova řada konver-
guje na (−∞,∞) k 2π-periodickému rozšı́řenı́ f ∗ funkce f .
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Poznámka 8.7. Ukažme, jak lze odvozených výsledků využı́t k nalezenı́ Fourie-
rových řad periodických funkcı́ s periodou p 6= 2π. Označme kvůli jednoduchosti
p = 2h a předpokládejme, že f je integrovatelná funkce na intervalu [−h, h]. Pak
funkce

g(t) = f

(
h

π

t

)

je periodická s periodou 2π; je-li přitom f po částech spojitá a po částech mono-
tonnı́ na [−h, h], zřejmě je také funkce g po částech spojitá a po částech monotonnı́
na [−π,π]. Proto lze funkci g rozvinout do Fourierovy řady (8.10) na [−π,π], od-
kud zpětnou transformacı́ t = π

h x obdržı́me Fourierovu řadu funkce f na [−h, h]
ve tvaru

a0

2
+
∞
∑

n=1

(

an cos
nπ

h
x + bn sin

nπ

h
x

)

,

kde Fourierovy koeficienty jsou dány vzorci

an =
1

h

∫ h

−h
f (x) cos

nπ

h
x dx (n ∈ N ∪ {0}),

bn =
1

h

∫ h

−h
f (x) sin

nπ

h
x dx (n ∈ N).

Přı́klad 8.1. Najděte Fourierovu řadu funkce f (x) = x2 na intervalu [−π,π].

Řešenı́. Protože f je po částech monotonnı́ a spojitá na [−π,π], přičemž f (−π) =
= f (π), konverguje jejı́ Fourierova řada na [−π,π] k f . Dále je f sudá, takže
bn = 0 pro n ∈ N a

a0 =
2

π

∫
π

0
x2 dx =

2

π

·
π

3

3
=

2

3
π

2, an =
2

π

∫
π

0
x2 cos nx dx.

Dvojı́ aplikacı́ metody per partes dostaneme

an =
4

n2
cos nπ =

4

n2
· (−1)n.

Tedy pro x ∈ [−π,π] platı́:

x2 =
π

2

3
+ 4

∑ (−1)n

n2
cos nx.

Položı́me-li zde x = π, obdržı́me

π
2 =

π
2

3
+ 4

∞
∑

n=1

1

n2
, odkud

∞
∑

n=1

1

n2
=

π
2

6
.
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Položı́me-li x = 0, obdržı́me

0 =
π

2

3
+ 4

∞
∑

n=1

(−1)n

n2
odkud

∞
∑

n=1

(−1)n−1 ·
1

n2
=

π
2

12
.

Poznamenejme ještě, že nalezená Fourierova řada konverguje na (−∞,∞) a
jejı́ součet je funkce, jež je 2π-periodickým rozšı́řenı́m funkce f ; jejı́ graf je na
Obr. 8.2.

Řešme přı́klad 8.1 nejprve metodou „krok za krokem“. Spočı́táme koeficienty a0,
an a bn, kde n ∈ N.

> a[0]:=1/Pi*int(xˆ2, x=-Pi..Pi);

a0 :=
2

3
π

2

> assume(n, integer);

> a[n]:=1/Pi*int(xˆ2*cos(n*x), x=-Pi..Pi);

an~ := 4
(−1)n~

n~2

Protože funkce je sudá, bude koeficient bn roven nule. Tuto skutečnost ověřı́me
výpočtem.

> b[n]:=1/Pi*int(xˆ2*sin(n*x), x=-Pi..Pi);

bn~ := 0

Fourierova řada funkce f (x) = x2 má tedy tvar:
> xˆ2=a[0]/2+sum(a[n]*cos(n*x)+b[n]*sin(n*x),
> n=1..infinity);

x2 =
1

3
π

2 +

( ∞
∑

n~=1

(4
(−1)n~ cos(n~ x)

n~2
)

)

Nynı́ znázorněme Fourierovy polynomy grafem. Nejdřı́ve vytvořı́me funkcifour,
která pro zadané m vytvořı́ funkci proměnné x z prvnı́ch m členů Fourierovy řady.

> four:=m->a[0]/2+sum(a[n]*cos(n*x)+b[n]*sin(n*x),
> n=1..m):

Napřı́klad Fourierův polynom F3(x) má tvar:
> F[3](x)=four(3);

F3(x) =
1

3
π

2 − 4 cos(x) + cos(2 x)−
4

9
cos(3 x)
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Načteme knihovnu plots obsahujı́cı́ funkce pro kreslenı́ grafů.

> with(plots):

Do proměnné graf1 uložı́me graf funkce x2.
> graf1:=plot(xˆ2, x=-Pi..Pi, color=aquamarine,
> thickness=3):

Do proměnné graf2 graf polynomu F3(x).

> graf2:=plot(four(3), x=-Pi..Pi,color=red):

Grafy zobrazı́me společně pomocı́ přı́kazu display (Obr. 8.1).

> display(graf2, graf1);

2

4

6

8

10

–3 –2 –1 1 2 3
x

Obr. 8.1: Funkce x2, x ∈ (−π,π) a jejı́ Fourierův polynom pro n = 3

Nynı́ vytvořme animaci znázorňujı́cı́ aproximaci funkce x2 Fourierovou řadou.
Pro animaci použijeme prvnı́ch 10 členů Fourierovy řady.

> clenu:=10:

Do proměnné anim uložme animaci polynomu Fm(x) při rostoucı́ hodnotě m.
> anim:=animate(four(m), x=-3*Pi..3*Pi,
> m=0..clenu, frames=clenu+1, color=red,
> numpoints=150):

Pro společné zobrazenı́ spolu s grafem funkce x2 opět použijeme přı́kazdisplay.

> display(anim, graf1);

Jak je vidět, řada konverguje k periodickému rozšı́řenı́ funkce x2. Nynı́ se poku-
sı́me tento postup zautomatizovat pomocı́ vhodných procedur:
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> restart:

> with(plots):

Funkce Period(f,a,b) vytvořı́ periodické rozšı́řenı́ funkce f zadané na in-
tervalu 〈a, b〉.

> Period:=proc(f, a::realcons, b::realcons)
> local f2, modL, L;

> L:=abs(b-a):

> modL := x->x-floor((x-a)/L)*L:

> f2:=x->f(modL(x)):

> eval(f2):

> end:

Funkce ClenyFourierRady(f, a, b, m) vytvořı́ seznam prvnı́ch m
členů Fourierovy řady funkce f na intervalu 〈a, b〉.

> ClenyFourierRady:=proc(f, a::realcons,
> b::realcons, m::integer)
> local a0, L, N, i, rozvoj, pom;

> rozvoj:=[]:

Zjistı́me délku intervalu.

> L:=abs(b-a):

Spočı́táme koeficient a0, koeficienty an a bn budeme počı́tat až pro konkrétnı́
hodnoty n.

> a0:=eval(1/L*int(f(x), x=a..b)):

Počı́táme postupně všechny členy a přidáváme je do seznamu.

> for i from 0 to (m-1) do

> if i=0 then rozvoj:=a0:

> else
> pom:=2/L*int(f(x)*cos(2*Pi/L*i*x),
> x=a..b)*cos(2*Pi/L*i*x)+ 2/L*int(f(x)
> *sin(2*Pi/L*i*x),x=a..b)*sin(2*Pi/L*i*x):

> rozvoj:=rozvoj,pom:

> fi:

> od:

> eval([rozvoj]):

> end:

FunkceVytvorPol(sezclenu,m) vytvořı́ pomocı́ seznamu členů Fourierovy
řady sezclenu Fourierův polynom Fm(x).
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> VytvorPol:=proc(sezclenu::list, m::integer)
> local i, f, rada;

Sečteme prvnı́ch m + 1 členů rozvoje a ze součtu vytvořı́me funkci proměnné x .
> rada:=sum(sezclenu[i+1], i=0..m):

> f:=unapply(rada, x):

> f:

> end:

Animaci znázorňujı́cı́ konvergenci Fourierovy řady vytvořı́ funkce
AnimGrafFourierFce(f,rada,int1,int2,limit,pocclen,inc) .

1. parametr – funkce.

2. parametr – seznam členů Fourierovy řady (zı́skaný výstupem procedury
ClenyFourierRady).

3. parametr – horizontálnı́ rozsah grafu.

4. parametr – vertikálnı́ rozsah grafu.

5. parametr – celkový počet Fourierových polynomů použitých k animaci.

6. parametr – udává, kterým polynomem se začne.

7. parametr – udává rozdı́l indexů dvou po sobě následujı́cı́ch polynomů. Na-
přı́klad, budeme-li chtı́t pouze polynomy F1(x), F3(x) a F5(x), bude roven
dvěma.

8. parametr – souřadnice referenčnı́ho bodu pro výpis indexu Fourierova poly-
nomu. Údaj je vypisován napravo od zadaného referenčnı́ho bodu. Parametr
je volitelný.
> AnimGrafFourierFce:=proc() local fce, rada,
int1, int2, pocclen, inc, limit, i, g1, g2, g3, f,
anim, barva2, bod;

> fce:=args[1]:

> rada:=args[2]:

> int1:=args[3]:

> int2:=args[4]:

> limit:=args[5]:

> pocclen:=args[6]:

> inc:=args[7]:
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> if (nargs>7) then bod:=args[8]: fi:

> anim:=[]:

Zkontrolujeme, zda má seznam členů dostatečný počet položek.
> if ((nops(rada))<(pocclen+(limit-1)*inc)) then
> ERROR(cat(‘Seznam clenu obsahuje pouze ‘,
> nops(rada), ‘ polozek, je pozadovano alespon ‘,
> ((limit-1)*inc+1), ‘ polozek.‘), NULL);

> fi:

Do g1 uložı́me graf původnı́ funkce nakreslený zelenomodře.
> g1:=plot(fce, int1, int2, color=aquamarine,
> discont=true, thickness=3, numpoints=100);

V cyklu budeme vytvářet grafy funkcı́ odpovı́dajı́cı́ Fourierovým polynomům.
> for i from 0 to (limit-1) do

> f:=VytvorPol(rada, pocclen+i*inc):

Vytvořı́me barevný přechod pro lepšı́ rozlišenı́ jednotlivých polynomů.
> barva2:=COLOR(RGB, i/limit, 0, 0.9-i/limit):
> g2:=plot(f, int1, int2, color=barva2,
> thickness=1, numpoints=200):

Pokud jsme zadali vı́ce než sedm argumentů, budeme vypisovat i údaj o
hodnotě indexu m polynomu Fm(x).

> if (nargs>7) then
> g3:=textplot([bod[1], bod[2],
> convert(‘m‘=pocclen+i*inc, string)],
> color=barva2, align=RIGHT):

> anim:=anim, display(g3, g2, g1):

V opačném přı́padě vykreslı́me pouze proložené grafy polynomiálnı́ch funkcı́.
> else

> anim:=anim, display(g2, g1):

> fi:

> od:

> end:

Řešme nynı́ přı́klad 8.1 s pomocı́ těchto nových procedur. Spočı́táme prvnı́ch
dvacet členů Fourierovy řady funkce x2 na intervalu 〈−π,π〉.

> rada:=ClenyFourierRady(x->xˆ2, -Pi, Pi, 20):

Vytvořı́me periodické rozšı́řeni funkce x2.
> fce:=Period(x->xˆ2, -Pi, Pi):

Do proměnné graf1 uložı́me graf periodického rozšı́řenı́ (Obr. 8.2).
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> graf1:=plot(fce, -3*Pi..3*Pi, -1.5..11,
> color=aquamarine, thickness=3, discont=true):

> display(graf1);
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Obr. 8.2: Period. rozšı́řenı́ funkce x2
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Obr. 8.3: Fourierův pol. pro n = 0

Nynı́ spočı́táme polynom F0(x) a vykreslı́me jeho graf společně s periodickým
rozšı́řenı́m (Obr. 8.3).

> pol:=VytvorPol(rada, 0):

> pol(x);

1

3
π

2

> graf2:=plot(pol, -3*Pi..3*Pi, -1.5..11,
> color=red, numpoints=200):

> display(graf2, graf1);

Totéž pro Fourierův polynom F2(x) (Obr. 8.4).

> pol:=VytvorPol(rada, 2):

> pol(x);

1

3
π

2 − 4 cos(x) + cos(2 x)

> graf2:=plot(pol, -3*Pi..3*Pi, -1.5..11,
> color=red, numpoints=200):

> display(graf2, graf1);

Pomocı́ funkce AnimGrafFourierFce znázornı́me prvnı́ čtyři Fourierovy po-
lynomy do jednoho obrázku (8.5).
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Obr. 8.4: Fourierův polynom pro n = 2
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Obr. 8.5: Fourierovy polynomy pro
n = 0, 1, 2, 3

> anim:=AnimGrafFourierFce(fce, rada,
> -3*Pi..3*Pi, -1.5..11, 4, 0, 1):

> display(anim, insequence=false);

Použijeme-li v přı́kazu display volbu insequence=true, mı́sto prokláda-
ného grafu vytvořı́me animaci.

> anim:=AnimGrafFourierFce(fce, rada,
> -3*Pi..3*Pi, -1.5..11, 10, 0, 1, [-7, 10]):

> display(anim, insequence=true);

Přı́klad 8.2. Najděte Fourierovu řadu funkce f (x) = ex na intervalu [0, 2π].

Řešenı́. Platı́

a0 =
1

π

∫ 2π

0
ex dx =

1

π

[ex ]2π0 =
1

π

(e2π − 1).

Dále metodou per partes nalezneme primitivnı́ funkci k funkci ex cos nx ve tvaru

ex(cos nx + n sin nx)

n2 + 1

a primitivnı́ funkci k funkci ex sin nx ve tvaru

ex (sin nx − n cos nx)

n2 + 1
;
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je tedy

an =
1

π

[
ex (cos nx + n sin nx)

n2 + 1

]2π

0

=
1

π

e2π − 1

n2 + 1
,

bn =
1

π

[
ex(sin nx − n cos nx

n2 + 1

]2π

0

= −
1

π

(e2π − 1)
n

n2 + 1
.

Protože f je monotonnı́ a spojitá na [0, 2π], je součet jejı́ Fourierovy řady na
(0, 2π) roven přı́mo f . V krajnı́ch bodech tohoto intervalu je součet roven (e2π +
+ 1)/2, viz Obr. 8.6.

Pro x ∈ (0, 2π) tedy platı́:

ex =
e2π − 1

π

[

1

2
+
∞
∑

n=1

(
1

n2 + 1
cos nx −

n

n2 + 1
sin nx

)
]

a pro x = 0, x = 2π je součet řady na pravé straně roven (e2π + 1)/2.
Odtud obdržı́me

∞
∑

n=1

1

n2 + 1
=

π(e2π + 1)− (e2π − 1)

2(e2π − 1)
.

2π

Obr. 8.6: Periodické rozšı́řenı́ funkce ex , x ∈ (0, 2π)

Přı́klad 8.3. Funkci f (x) = x rozviňte na intervalu [0,π] do kosinové řady.

Řešenı́. Sudé periodické rozšı́řenı́ této funkce je znázorněno na Obr. 8.7. Přitom
platı́

a0 =
2

π

∫
π

0
x dx =

2

π

[
x2

2

]
π

0

= π,
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an =
2

π

∫
π

0
x cos nx dx =

2

nπ

[x sin nx]π0 −
2

nπ

∫
π

0
sin nx dx =

2

n2
π

[(−1)n − 1].

Tedy pro x ∈ [0,π] platı́

x =
π

2
+

2

π

∑ (−1)n − 1

n2
cos nx =

π

2
−

4

π

∞
∑

n=1

cos(2n − 1)x

(2n − 1)2
.

π−π

Obr. 8.7: Sudé periodické rozšı́řenı́ funkce x , x ∈ (0,π)

Přı́klad 8.4. Najděte Fourierův rozvoj funkce f (x) = x na intervalu [−1, 1].

Řešenı́. Periodické rozšı́řenı́ této funkce je uvedeno na Obr. 8.8.

1−1

Obr. 8.8: Periodické rozšı́řenı́ funkce x , x ∈ (−1, 1)

V tomto přı́padě je h = 1; dále je f lichá, a proto an = 0 pro n ∈ N ∪ {0} a

bn = 2

∫ 1

0
x sin nπx dx =

= −
2

nπ

[x cos nπx]10 +
2

nπ

∫ 1

0
cos nπx dx =

= −
2

nπ

cos nπ +
2

n2
π

2
[sin nπx]10 =

2

nπ

(−1)n−1.

Tedy

x =
2

π

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
sin nπx pro x ∈ (−1, 1).
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Na závěr se budeme zabývat otázkou, kdy Fourierova řada dané funkce f
konverguje stejnoměrně na [−π,π]. V této souvislosti je vhodné si všimnout, že
pokud f je nespojité v alespoň jednom bodě x0 ∈ [−π,π], pak jejı́ Fourierova
řada nemůže konvergovat stejnoměrně, nebot’ součet stejnoměrně konvergentnı́
trigonometrické řady je podle Věty 5.8 spojitá funkce na [−π,π]. Stejnoměrnou
konvergenci lze proto očekávat pouze u Fourierových řad spojitých funkcı́. Důkaz
následujı́cı́ho tvrzenı́ neuvádı́me, lze jej nalézt např. v [8].

Věta 8.5. Necht’2π-periodická funkce f (x) je spojitá na intervalu [−π,π] a jejı́
derivace f ′(x) je na témže intervalu po částech spojitá. Pak jejı́ Fourierova řada
konverguje k funkci f (x) stejnoměrně na intervalu (−∞,∞).

Poznámka 8.8. Lze dokázat (viz např. [8]) větu o jednoznačnosti pro součet
trigonometrické řady (tzv. Heineho-Cantorova věta): Jestliže trigonometrická řada

a0

2
+
∞
∑

n=1

(

an cos nx + bn sin nx

)

a trigonometrická řada

a∗0
2

+
∞
∑

n=1

(

a∗n cos nx + b∗n sin nx

)

majı́ stejný součet pro všechna x ∈ R r M , kde M je nejvýše spočetná množina,
pak platı́ an = a∗n , (n = 0, 1, 2, . . .), bn = b∗n , (n = 1, 2, . . .).

Cvičenı́

8.1. Nalezněte Fourierovu řadu funkce f (x) = sgn(x) na intervalu [−π,π]

sgn(x) =







−1, x ∈ [−π, 0),
0, x = 0,
1, x ∈ (0,π].
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Postup je stejný jako v přı́kladě 8.1. Nejprve ukážeme řešenı́ metodou „krok za
krokem“.

> assume(n, integer);

Všimněme si, že funkce sgn(x) je lichá, proto budou členy a0 a an rovny nule.
Ověřı́me výpočtem:

> a[0]:=1/Pi*(int(signum(x), x=-Pi..Pi));

a0 := 0

> a[n]:=1/Pi*(int(signum(x)*cos(n*x),
> x=-Pi..Pi));

an~ := 0

> b[n]:=1/Pi*(int(signum(x)*sin(n*x),
> x=-Pi..Pi));

bn~ := −2
(−1)n~ − 1

π n~

Je vidět, že pro n sudé je bn = 0; proto dalšı́ úpravy provádı́me pro n liché, tj.
n = 2k − 1.

> assume(k, integer);

> b[n]:=simplify(subs(n=2*k-1,b[n]));

bn~ := 4
1

π (2 k~− 1)
Fourierova řada funkce sgn(x):

> ‘sgn(x)‘=Sum(b[n]*sin((2*k-1)*x),
> k=1..infinity);

sgn(x) =
∞
∑

k~=1

(4
sin((2 k~− 1) x)

π (2 k~− 1)
)

Fourierovy polynomy opět znázornı́me grafem (Obr. 8.9) a animacı́.

> four:=m->sum(b[n]*sin((2*k-1)*x), k=1..m):

Pro k = 2 (n = 3) dostáváme:

> F[2](x)=four(2);

F2(x) = 4
sin(x)

π

+
4

3

sin(3 x)

π

> with(plots):
> graf1:=plot(signum(x), x=-Pi..Pi,
> color=aquamarine, discont=true, thickness=3):
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> graf2:=plot(four(2), x=-Pi..Pi,
> color=red):

> display(graf2, graf1);
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Obr. 8.9: Funkce sgn(x), x ∈ (−π,π) a jejı́ Fourierův polynom pro n = 3

> anim:=animate(four(m), x=-6..6, m=1..10,
> frames=10, numpoints=250, color=red):

> display(anim, graf1);

Nynı́ ukážeme řešenı́ s využitı́m Mapleovských procedur. Do proměnných a a b
uložı́me krajnı́ body intervalu.

> a:=-Pi:b:=Pi:

Definujeme funkci.

> fce1:=x->signum(x):

Spočı́táme prvnı́ch dvacet členů Fourierovy řady.

> rada:=ClenyFourierRady(fce1, a, b, 20):

Vytvořı́me periodické rozšı́řenı́ funkce sgn(x).

> fce:=Period(fce1, a, b):

Graf periodického rozšı́řenı́ uložı́me do proměnné graf1.
> graf1:=plot(fce, -8..8, -1.5..1.5,
> color=aquamarine, thickness=3, discont=true):

Spočı́táme hodnotu polynomu F1(x) a vykreslı́me jeho graf spolu s periodickým
rozšı́řenı́m funkce sgn(x) (Obr. 8.10).

> pol:=VytvorPol(rada, 1):
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> pol(x);

4
sin(x)

π

> graf2:=plot(pol, -8..8, -1.5..1.5,
> color=red, numpoints=200):

> display(graf1, graf2);
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Obr. 8.10: Fourierův pol. pro n = 1
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Obr. 8.11: Fourierův pol. pro n = 5

Podobně Fourierův polynom F5(x) je tvaru (Obr. 8.11):
> pol:=VytvorPol(rada, 5):

> pol(x);

4
sin(x)

π

+
4

3

sin(3 x)

π

+
4

5

sin(5 x)

π

> graf2:=plot(pol, -8..8, -1.5..1.5,
> color=red, numpoints=200):

> display(graf2, graf1);

Podobně jako v předcházejı́cı́m přı́kladě použijeme pro vytvořenı́ prokládaného
grafu funkci AnimGrafFourierFce (Obr. 8.12) a animace.

> anim:=AnimGrafFourierFce(fce, rada, -8..8,
> -1.5..1.5, 3, 2, 2):

> display(anim, insequence=false);
> anim:=AnimGrafFourierFce(fce, rada, -8..8,
> -1.5..1.5, 10, 1, 2, [-7.8, 1.3]):

> display(anim, insequence=true);
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Obr. 8.12: Fourierovy polynomy pro n = 1, 3, 5

8.2. Rozložte ve Fourierovu řadu funkci

f (x) =

{

0, x ∈ [−π, 0],
sin x, x ∈ [0,π].

8.3. Mějme zadánu funkci

f (x) =

{

cos x, x ∈ [0, π

2 ],
− cos x, x ∈ (π

2 ,π].

Rozložte tuto funkci v kosinovou Fourierovu řadu.

8.4. Určete rozvoj periodické funkce s periodou 2π, která je v základnı́m intervalu
periodicity definována:

f (x) =

{

0, x ∈ (−π, 0],
x, x ∈ (0,π].

8.5. Rozviňte ve Fourierovu řadu na intervalu [−π,π] funkci

f (x) =

{

− 1
2 (π + x), x ∈ (−π, 0],

1
2 (π− x), x ∈ [0,π).
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8.6. Rozviňte ve Fourierovu řadu funkci f (x) = sgn(cos x).

8.7. Rozviňte ve Fourierovu řadu funkci f (x) = arcsin(sin x).

8.8. Rozložte funkci f (x) = x(π − x) v sinovou Fourierovu řadu na intervalu
(0,π). Najděte součet řady

1−
1

33
+

1

53
−

1

73
+ . . . +

(−1)n−1

(2n − 1)3
+ . . . .

8.9. Funkci f (x) = π
2 − x2 rozložte ve Fourierovu řadu na intervalu (−π,π).

Najděte součty řad
∞
∑

k=1

(−1)k+1

k2
,

∞
∑

k=1

1

k2
.

8.10. Určete Fourierův rozvoj periodické funkce f (x) = x se základnı́m interva-
lem periodicity (0, 2π). Určete součet řady

1−
1

3
+

1

5
−

1

7
+ . . . .

8.11. Rozložte ve Fourierovu řadu funkci f (x) = |x| na intervalu (−l, l).

8.12. Nakreslete liché periodické rozšı́řenı́ funkce 1
2(π−x), x ∈ [0,π] a srovnejte

s Obr. 5.2, 5.3. Z Fourierovy řady této funkce

1

2
(π− x) =

∞
∑

n=1

sin nx

n

integracı́ dokažte vztah
∞
∑

n=1

cos nx

n2
=

π
2

6
−

πx

2
+

x2

4

pro každé x ∈ [0, 2π].
8.13. Pomocı́ Parsevalovy rovnosti dokažte, že pro sudou funkci f (x) na intervalu

(−π,π) platı́ vztah a2
0

2 +
∑∞

n=1 a2
n = 2

π

∫
π

0 f 2(x) dx a odtud pro f (x) = x2 odvod’te
vzorec

∞
∑

n=1

1

n4
=

π
4

90
.



158 Fourierovy řady

8.14. Udejte přı́klad trigonometrické řady, jež nenı́ Fourierovou řadou žádné
funkce.
Návod: Uvažte Poznámku 8.4.

8.15. Udejte přı́klad trigonometrické řady, jež bodově konverguje na [−π,π], ale
nenı́ Fourierovou řadou žádné integrovatelné funkce.
Návod: Podle Dirichletova kritéria řada

∑ sin nx√
n

konverguje pro každé x ∈
∈ [−π,π]. Kdyby tato řada byla Fourierovou řadou funkce f , pak podle Po-
známky 8.4

∑∞
n=1

1
n ≤

1
π

∫
π

−π
f 2(x) dx, což je spor.

8.16. Dokažte: Jestliže na intervalu [−π,π] trigonometrická řada stejnoměrně
konverguje, pak je Fourierovou řadou svého součtu.

Dalšı́ přı́klady rozvojů funkcı́ do Fourierových řad zpracované pomocı́ Maplu
najdete na CD-ROMu v souboru pdf/nradanm8.pdf.

Člověk občas narazı́ na pravdu, ale většinou se otřepe a jde zase dál.



Kapitola 9

Videoukázky

Tato kapitola obsahuje pomocné texty pro sledovánı́ videonahrávek. Dopo-
ručujeme v jednom okně sledovat videonahrávku, a v druhém mı́t otevřené tyto
texty.

9.1. Klip1: přednáška – nekonečné čı́selné řady

Video spust’te otevřenı́m tohoto odkazu (předpokladem je instalace webového
prohlı́žeče a software pro přehrávánı́ videa ve formátu MPEG 1 a jeho asociace
s koncovkou .mpg).

a1 + a2 + · · · + an
︸ ︷︷ ︸

sn

+ · · · =
∞
∑

n=1

an, (an ∈ R)

Součet řady:

Určı́me jako limitu posloupnosti n-tých částečných součtů

sn = a1 + a2 + · · · + an .

1. ∃ lim sn = s ∈ R . . .
∑

an konverguje. Platı́:
∑∞

1 an = s ⇒ lim an = 0 (nutná
podmı́nka konvergence řady)

2. ∃ lim sn = ±∞ . . .
∑

an diverguje

3. @ lim sn . . .
∑

an diverguje

159
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Kritéria konvergence

Na konvergenci či divergenci řady nemá vliv chovánı́ konečně mnoha členů,
nemusı́me tedy striktně psát

∑∞
n=1 an, budeme psát zkráceně

∑

an .
Podle typu nekonečné řady rozlišujeme kritéria

1. řada s nezápornými členy
∑

an, an > 0

• Srovnávacı́ kritérium – jestliže pro dostatečně velká n je an ≤ bn , pak
platı́
∑

bn konverguje ⇒
∑

an konverguje
∑

an diverguje ⇒
∑

bn diverguje

• Podı́lové a odmocninové kritérium
lim an+1

an
= q nebo lim n

√
an = q

q









< 1 konverguje

> 1 diverguje

= 1 nelze nic řı́ci

• Limitnı́ srovnávacı́ kritérium

lim an
bn

= L
L <∞,

∑

bn konv. ⇒
∑

an konverguje
L > 0,

∑

bn div. ⇒
∑

an diverguje

• Integrálnı́ kritérium
∑

an konv. ⇔
∞∫

1

f (x) dx konverguje, kde f je

klesajı́cı́ a platı́ f (n) = an .

2. Alternujı́cı́ řady
∞∑

1
(−1)n+1an, an > 0

Leibnizovo kritérium: řada konverguje, jestliže je posloupnost an klesajı́cı́ a
lim an = 0.

3. Řady s libovolnými členy
∑

an, an ∈ R

• absolutnı́ konvergence (
∑

|an| konverguje)
∑

an absolutně konverguje⇒
∑

an konverguje

• neabsolutnı́ konvergence pro řady typu
∑

anbn

– Dirichletovo kritérium:
∑

anbn konverguje, jestliže lim an = 0,
|b1 + · · · + bn| ≤ c (řada

∑

bn má omezené částečné součty)

– Abelovo kritérium:
∑

anbn konverguje, jestliže |bn| ≤ c a
∑

an

konverguje.
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Operace s nekonečnými řadami

1. Algebraické operace

(a) součet
∑

an +
∑

bn =
∑

(an + bn) za předpokladu konvergence obou řad

(b) součin – situace je mnohem komplikovanějšı́, existuje nekonečně mnoho
způsobů, jak definovat součin řad – viz Kapitola 4.

2. Základnı́ zákony pro součet nekonečných řad

(a) Distributivnı́ zákon k(
∞∑

1
an) =

∞∑

1
kan za předp. konvergence

∑

an

(b) Asociativnı́ zákon (a1 + a2) + (a3 + a4) + · · · = a1 + (a2 + a3) . . . za předp.
konvergence

∑

an

(c) Komutativnı́ zákon a1 + a2 + a3 + · · · = a3 + a1 + a2 + . . . platı́ pouze za
předp. absolutnı́ konvergence

∑

an
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9.2. Klip2: cvičenı́ – řešené přı́klady na konvergenci řad

Video spust’te otevřenı́m tohoto odkazu (předpokladem je instalace webového
prohlı́žeče a software pro přehrávánı́ videa ve formátu MPEG 1 a jeho asociace
s koncovkou .mpg).

Zjistěte konvergenci řad:

1.
∑ n2

(2 + 1
n )n

Jedná se o řadu s nezápornými členy, použijeme odmocninové kritérium:

lim
n
√

n2

2 + 1
n

=
1

2
.

Výsledek: řada konverguje.

2.
∑ 1

n ln n
Opět se jedná o řadu s nezápornými členy, nynı́ ale použijeme
integrálnı́ kritérium

∞∫

2

dx

x ln x
=

∞∫

2

dt

t
=∞.

Použili jsme substituci ln x = t . Jelikož integrál diverguje, i daná řada diver-
guje.

3.
∑

arccos
n

n + 1
Jedná se opět o řadu s nezápornými členy, nevı́me, co čekat – porovnáme tuto
řadu s harmonickou řadou

∑ 1
n . Limitnı́ srovnávacı́ kritérium:

lim
n→∞

arccos n
n+1

1
n

=
0

0

L’Hosp.
= lim

n→∞

arccos n
n+1

1
n

=

lim
n→∞

− 1
√

1−( n
n+1 )

2
· n+1−n

(n+1)2

− 1
n2

=

= lim
n→∞

n2

√
2n+1

(n+1)2 · (n + 1)2
= lim

n→∞

n2

√
2n + 1 · |n + 1|

=∞ > 0

Řada
∑ 1

n diverguje⇒ daná řada diverguje.
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4.
∑ sin n

6n

Nynı́ máme řadu s libovolnými členy, zkusı́me absolutnı́ konvergenci:
∣
∣
∣
∣

sin n

6n

∣
∣
∣
∣
≤

1

6n
.

Řada
∑ 1

6n konverguje (např. odmocninové kritérium: lim n

√

1
6n = 1

6 < 1) ⇒
podle srovnávacı́ho kritéria daná řada konverguje absolutně.

5.
∑

(−1)n sin2 n

n
Jedná se o řadu alternujı́cı́, ale nelze použı́t Leibnizovo kritérium, protože
{

sin2 n
n

}

nenı́ klesajı́cı́. Musı́me tedy použı́t nějaký jiný způsob – upravı́me dle

vzorce pro polovičnı́ úhel výraz sin2 n = 1−cos 2n
2 a rozdělı́me původnı́ řadu na

dvě řady:

(a)
∑

(−1)n 1
2n – konverguje podle Leibnizova kritéria.

(b)
∑

(−1)n cos 2n
2n – řada s libovolnými členy. Upravı́me:

(−1)n cos 2n = cos nπ cos 2n =
1

2
(cos n(π + 2) + cos(π− 2)).

Řada
∑

cos nx má omezené částečné součty pro x 6= 2kπ, lim 1
n = 0⇒

podle Dirichletova kritéria konvergujı́ řady

∑ cos n(π + 2)

n
,
∑ cos n(π− 2)

n
,

a proto konverguje i řada
∑

(−1)n cos 2n

2n
.

Jelikož obě tyto řady konvergujı́, konverguje i řada původnı́.
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9.3. Klip3: přednáška – nekonečné řady funkcı́

Video spust’te otevřenı́m tohoto odkazu (předpokladem je instalace webového
prohlı́žeče a software pro přehrávánı́ videa ve formátu MPEG 1 a jeho asociace
s koncovkou .mpg).

∞
∑

n=1

fn(x), x ∈ I

Stejnoměrná konvergence

• Posloupnost {sn(x)}, x ∈ I konverguje k funkci s(x):

∀x∈I lim
n→∞

sn(x) = s(x),

∀x∈I∀ε>0∃n0∀n>n0 : |sn(x)− s(x)| < ε

• Posloupnost {sn(x)}, x ∈ I stejnoměrně konverguje k s(x):

∀ε>0∃n0∀n>n0∀x∈I : |sn(x)− s(x)| < ε

• Řada
∑

fn(x) stejnoměrně konverguje na intervalu I , jestliže stejnoměrně
konverguje posloupnost n-tých částečných součtů.

Weierstrassovo kritérium:
∑

fn(x) stejnoměrně konverguje, jestliže

| fn(x)| ≤ an ∀x ∈ I a
∑

an konverguje.

Vlastnosti stejnoměrně konvergentnı́ch posloupnostı́ a řad

• {sn(x)} stejnoměrně konverguje k s(x) a funkce sn jsou spojité na I ⇒ s je
spojitá na I .

Př. {e−nx}, I = [0,∞)

s(x) = lim
n→∞

e−nx =

{

1 x = 0
0 x > 0

Proto posloupnost nenı́ stejnoměrně konvergentnı́.
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• Derivace řady. Platı́

(∑

fn(x)
)′

=
∑

f ′n(x) na I

za předpokladu, že
∑

fn(x) konverguje na I a
∑

f ′n(x) konverguje stejno-
měrně na I .

• Integrace řady. Platı́

b∫

a

∑

fn(x) dx =
∑

b∫

a

fn(x) dx

za předpokladu, že jsou funkce fn integrace schopné na [a, b] a jestliže je
∑

fn na [a, b] stejnoměrně spojitá.

Mocninné řady
∞
∑

n=1

an xn, an ∈ R

Existuje čı́slo 0 ≤ r ≤ ∞ s vlastnostı́
(−∞,−r) ∪ (r,∞) diverguje

(−r, r) konverguje

O krajnı́ch bodech intervalu (−r, r) nelze obecně nic řı́ci, je třeba je vyšetřit
zvlášt’. Čı́slo r se nazývá poloměr konvergence.

Každá mocninná řada je stejnoměrně konvergentnı́ na každém uzavřeném
podintervalu [−ρ, ρ] intervalu (−r, r), kde ρ < r . Použitı́: rozvoj funkcı́ do
mocninných řad.

Přı́klad 9.1. Rozviňte do mocninné řady funkci arctg x .

Řešenı́. Nejprve danou funkci zderivujeme a tuto derivaci snadno rozvineme do
mocninné řady:

(arctg x)′ =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − · · · platı́ pro |x| < 1.

Nynı́ pravou stranu zintegrujeme člen po členu a dostáváme požadovaný výsledek

arctg x = x −
x3

3
+

x5

5
− · · · pro |x| < 1 .



Výsledky cvičenı́

Kapitola 1

1.1. a) 1 b) 11
18 c) 23

90 d) 1
2 e) 3

2 f) 3 g) 5 h) 14
15 1.2. a) − 4

33 b) 27
50

1.3. a)–c) divergujı́ 1.4. a) x = 10 b) x = π

6 + kπ nebo x = 5π
6 + kπ. 1.5.

Součet obvodů 8(2 +
√

2), součet obsahů 8. 1.6. Úloha vede k určenı́ součtu
nekonečné geometrické řady: 48 + 24 + 12 + 6 + · · · , jejı́ž součet je s = 96 1.7.
Obsah Sierpińského koberce je P = 1−

∑∞
n=0

8n

9n+1 = 0.

Kapitola 2

2.1. a) konverguje b) konverguje c) konverguje d) diverguje e) konver-
guje pro 0 < a < 1, diverguje pro a ≥ 1 f) diverguje g) konverguje pro
a > 1, diverguje pro a ∈ (0, 1] h) konverguje i) konverguje j) konverguje
k) konverguje l) diverguje m) konverguje n) diverguje o) diverguje pro
a ≥ π

2 , konverguje pro 0 < a < π

2 p) diverguje q) diverguje. 2.2. a2n−1 =
= 1

22n−1 , a2n = 1
32n . 2.3. Neexistuje [Návod: je-li lim sup n

√
an > 1, pak existuje

{nk}, nk → ∞ tak, že lim nk
√

ank ≥ 1. Označı́me-li bk = ank , je řada
∑

bk diver-
gentnı́. Protože an ≥ 0, je divergentnı́ i řada

∑

an. 2.4. viz [5].

Kapitola 3

3.1. a) konverguje b) konverguje c) diverguje d) diverguje e) konverguje
f) konverguje. 3.2. a) konverguje neabsolutně b) konverguje absolutně c)
konverguje neabsolutně d) diverguje e) konverguje absolutně f) konverguje
absolutně g) konverguje absolutně h) konverguje neabsolutně. 3.3. a) Pro
x > 0 řada konverguje absolutně, pro x ≤ 0 řada diverguje. b) Pro x ∈ ( 1

e , e)
řada konverguje absolutně, pro ostatnı́ x řada diverguje. c) Pro |x| < 2 řada

166
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konverguje absolutně, pro |x| > 2 a x = 2 diverguje, pro x = −2 konverguje
neabsolutně. d) Pro x ≥ 0 řada konverguje absolutně, pro x < 0 řada diverguje.

Kapitola 4

4.1.
∑∞

n=0
(x+y)n

n! = ex+y 4.2. Cauchyův součin je
∑∞

n=1
n

qn+1 = 1
(q−1)2 , odkud plyne

∑∞
n=1

n
qn = q

(q−1)2 4.3. a) n = 5 [Využijte Větu 4.5] b) n = 7 [Využijte Větu 4.6]

c) n = 5 [Využijte Větu 4.4] 4.4. a) 3(n + 1)(n + 2)(n + 3) > 104 b) ln n > 104

c) 5n ln2 5
n ln 5+1 > 104.

Kapitola 5

5.1. a) ne (nebot’lim fn(x) = 0 a fn(
1

n√2
) = 1

4 ) b) ano (podle definice) 5.2. a) x ∈
∈ ( 1

e , e) b) x ∈ (−2, 2) c) x ∈ (−∞,−1) ∪ (− 1
3 ,∞). 5.3. Majorantnı́ řady:

a) 1
n2 b) 1

ns c) 1
2n d) 1

n2 e) 1
n(n+1) . f) 2

n2 5.4. a) – Weierstrassovo krité-

rium ( 1
3√

n4
) b) – Weierstrassovo kritérium ( a2

n ln2 n
) c) – Dirichletovo kritérium

(|
∑n

k=1 sin x sin kx| ≤ 2, { 1√
n+x
}] ≤ 1√

n
→ 0). 5.5. 1−r cos x

1−2r cos x+r2 5.6. 1
2 .

Kapitola 6

6.1. a) r = 1, (−1, 1) b) r = 1√
2
, (− 1√

2
, 1√

2
) c) r = 1, (−1, 1] d) r =

= 3, [−3, 3) e) r = ∞ f) r = 1, (−1, 1) g) r = 1, (−1, 1) h) r = 1,
[−1, 1] i) r = 4, (−4, 4) j) r = ∞ k) r = ∞ 6.2. a) 2x

(1−x)3 , |x| < 1 b)

(x + 1) ln(1 + x) − x, x ∈ (−1, 1] c) arctg x, |x| ≤ 1 d) 1−x2

(1+x2)2 , |x| < 1 e)
1
2 ln 1+x

1−x , |x| < 1 f) arctg x, |x| ≤ 1 g) 1
4 ln 1+x

1−x , |x| < 1 h) 2x arctg x−ln(1+

+x2), |x| ≤ 1 i) ln 1
1−x , x ∈ [−1, 1) j) 1+x

(1−x)3 , |x| < 1. 6.3. a) ln 3
2 b) 80

27 c)

128
343 . 6.4. a)

∞∑

n=0
(−1)n xn

n! b)
∞∑

n=0
(−1)n x2n

(2n)! c)
∞∑

n=0
(−1)n x4n

(2n)! d)
∞∑

n=1
(−1)n+1 x4n−2

(2n−1)!

e)
∞∑

n=0

(2n−1)!!
2nn!

x2n+1

2n+1 f)
∞∑

n=1
(−1)n+1nxn−1 g) 1

3

∞∑

n=0

2n

3n xn h)
∞∑

n=0

( 1
2
n

)

xn i) ln 2 + x
2 +

+ x2

8 −
x4

192 + · · · j) e · (1− x2

2 + x4

6 −· · · ) k) 1− n
2 x2 + 3n2−2n

24 x4 + · · · l) x2 + x3 +

+ x4

2 + · · · + xn+1

(n−1)! + · · · m) x + x2 + 2x3

3! −
4x5

5! + · · · n) x2

2 + x4

12 + x6

45 + · · · . 6.5. a)

1+ 3
2 ((x−1)+ 1

2
(x−1)2

2! −
(x−1)3

22·3! +· · · ) b) 1
3−

x−3
9 + (x−3)2

27 −· · ·+(−1)n+1 (x−3)n−1

3n +· · ·

c) e−2

(

1 +
∞∑

n=1

(x+2)n

n!

)

d) (x−1)− 1
2!(x−1)2 + 2

3! (x−1)3+· · ·+(−1)n+1 (x−1)n

n +· · · .
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Kapitola 7

7.1. a) 0,99984 b) 0,0174524 c) 0,17364 d) 0,9848 e) 0,5235. 7.2. a) 0,0874 b)
0,017455 c) 1,37 d) 2,74. 7.3. a) 3,1415 b) 3,141592654. 7.4. a) 0,778 b) 1,39 c)
2,71828 d) 7,389 e) 0,3678 f) 1,157 g) 2,25 h) 2,0022 i) 4,12 j) 2,09 k) 1,004975 l)
3,017 m) 5,03968. 7.5. a) 0,693 b) 1,0986 c) 1,6094 d) 2,39 e) 0,7 f) 1,04 g) 0,43
h) 1,58 i) −0,693 j) −0,2 k) −0,435. 7.6. a) 1

3 b) − 1
2 c) 1

2 d) − 7
12 e) −1 f) 5

6 g)

− 1
12 h) 1

3 i) 2
3 j)− 1

3 k) 0 l) 1
60 . 7.7. a)− 1

x + ln |x| + x
2! +

x2

2·3! + · · · +
xn

n·(n+1)! + · · · x ∈
∈ (−∞,0)∪ (0,∞) b) x − x2

22 + x3

32 − x4

42 + · · · + (−1)n x(n+1)

(n+1)2 + · · · x ∈ (−∞,∞)

c) x + x4

2·4 −
x7

8·7 + x10

16·10 + · · · x ∈ [−1, 1] d) 1 + x5

2·5 + x9

8·3 + 5x13

16·13 + · · · x ∈ (−1, 1)

e) x + x10

10 + x19

19 + · · · + x9n−8

9n−8 + · · · x ∈ [−1, 1) f) x3

3 −
x7

7·3! + · · · + (−1)n x4n+3

(4n+3)(2n+1)! +
+ · · · x ∈ (−∞,∞). 7.8. a) 3,518 b) 1,0573 c) 2,834 d) 0,12 e) 0,497 f) 0,905.
7.9. a) y = 1 + x + 3

2 x2 + 5
3 x3 + 19

12 x4 + · · · b) y = 1 + 2x − 1
2 x2 − 5

3 x3 − 1
2 x4 +

+ · · · c) y = 2 + x + x2 + 1
2 x3 + 1

4 x4 + · · · d) y = 1 + 1
2!x

2 + 1
3!x

3 + · · · 7.10.
a) y = a0

(

1− 1
2 x2 + 1

8 x4 − 1
48 x6 + · · ·

)

+ a1

(

x − 1
3 x3 + 1

15 x5 − 1
100 x7 + · · ·

)

b)

y = a0

(

1− a
12 x4 + a2

672 x8 + · · ·
)

+ a1

(

x − a
20 x5 + a2

800 x9 + · · ·
)

.

Kapitola 8

8.1. sgn(x) = 4
π

∑∞
n=1

sin(2n−1)x
2n−1 8.2. f (x) = 1

π
+ 1

2 sin x − 2
π

∑∞
n=1

cos 2nx
4n2−1 8.3.

f (x) = 2
π

+ 4
π

∑∞
n=1(−1)n−1 cos 2nx

4n2−1 8.4. f (x) = π

4 −
2
π

∑∞
n=1

cos(2n−1)x
(2n−1)2 +

∑∞
k=1(−

−1)k−1 sin kx
k 8.5. f (x) =

∑∞
k=1

sin kx
k 8.6. f (x) = 4

π

∑∞
n=0(−1)n cos(2n+1)x

2n+1 .

8.7. f (x) = 4
π

∑∞
n=0(−1)n sin(2n+1)x

(2n+1)2 . 8.8. f (x) = 8
π

∑∞
n=1

sin(2n−1)x
(2n−1)3 , π

3

32 8.9. π
2−

− x2 = 2π2

3 + 4
∑∞

k=1(−1)k+1 cos kx
k2 , π

2

12 , π
2

6 8.10. x = π − 2
∑∞

k=1
sin kx

k , π

4 8.11.
|x| = l

2 −
4l
π

2

∑∞
k=1

1
(2n−1)2 cos (2n−1)πx

l .
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čı́selné řady, 11
vybraných řad, 53
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po částech spojitá, 140
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bodová, 69, 70, 72
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odmocninové (Cauchyovo), 32
podı́lové, 48
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136
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stejnoměrně konvergentnı́, 71,

72
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přerovnánı́ řady, 52, 53
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konvergentnı́, 11
kosinová, 138
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Dirichletův, 61, 62

spojitost
limitnı́ funkce, 78
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