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Predmluva

STUDIINI OPORY S PREVAZUJICIMI DISTANCNIMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA je nézev projektu, ktery usp&l v rdamci prvni
vyzvy Operacniho programu Rozvoj lidskych zdroji. Projekt je spolufinancovan stat-
nim rozpo&tem CR a Evropskym socidlnim fondem. Partnery projektu jsou Regiondlni
stiedisko vychovy a vzdélavani, s.r.o. v Mosté, Univerzita obrany, Brno a Technickd
univerzita v Liberci. Projekt byl zahdjen 5. 1. 2006 a bude ukoncen 4. 1. 2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich materidli z matematiky, deskriptivni geome-
trie, fyziky a chemie tak, aby umoZznily pfedevSim samostatné studium a tim minima-
lizovaly pocet kontaktnich hodin s ucitelem. Je ziejmé, Ze vytvorené texty jsou uréeny
studentim vSech forem studia. Studenti kombinované a distan¢ni formy studia je vyuZiji
k samostudiu, studenti v prezenéni formé si mohou doplnit ziskané védomosti. VSem stu-
dentlim texty pomohou pfi procviceni a ovéfeni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym
cilem projektu je umoznit zvySeni kvalifikace Sirokému spektru osob, které nemohly ve
studiu na vysoké skole z riznych divodu (socialnich, rodinnych, politickych) pokracovat
bezprostfedné po maturité.

V rédmci projektu jsou vytvoreny jednak standardni ucebni texty v tiSténé podobé,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materidly, piistupné
prostiednictvim Internetu. Soucasti vystupti je rovnéz banka testovych tdloh pro jednotlivé
predméty, na niz si studenti ovéfi, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

Pfejeme vam mnoho dspéchii pri studiu a budeme mit radost, pokud vam ptedloZeny
text pomtlize prfi studiu a bude se vam libit. ProtoZe nikdo neni neomylny, mohou se
i v tomto textu objevit nejasnosti a chyby. Predem se za né omlouvdme a budeme vam
vdécni, pokud nds na né upozornite.
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Kapitola 1
Uvod

1.1. Co je to integralni pocet a ¢im se zabyva

Integral je jednim z ustfednich pojmi matematické analyzy a matematiky viibec. Jeho

vznik motivovaly mimo jiné dvé ulohy:

1. urceni funkce, je-li zndma jeji derivace,

2. vypocet plochy, ktera je vymezena grafem funkce f naintervalu (a, b) a osou nezavislé
proménné x.

Tyto dvé dlohy vedou k pojmu neurcitého a urcitého integralu. Vysetiovani vlastnosti
a vypocet téchto spolu souvisejicich podob integralu je obsahem integralniho poctu.

S rozvojem matematiky a v souvislosti s potfebami pfirodnich véd a techniky se pojem
integralu vyvijel, byl predmétem mnoha zobecnéni a proSel fadou zmén. Postupné vznikala
rada neustdle obecnéjSich integrall, které ¢im dal tim 1épe feSily dvé vyse uvedené dlohy.

Podivame-li se do dneSnich ucebnic diferencidlniho a integrdlniho poctu, vétSinou
vyklad zac¢ind sezndmenim s redlnymi Cisly, nédsleduje pojem limita, pomoci limity se
definuje derivace, pak neurcity integrél a nakonec integral urcity.

Historicky ovSem tyto pojmy nevznikaly v tomto pofadi. Ve skutecnosti se nejdiive
vyvijel pojem urcitého integralu (vypoCty obsahl a objemi), pak derivace a neurcity
integrdl (v 17. stol.), které byly zaloZeny na intuitivnim chdpani nekone¢né malé a velké
veli¢iny a tudiZ limitniho procesu, a o 100 let pozd€ji se uptesiioval pojem limity a teprve
v 19. stoleti byla vybudovéna teorie redlnych ¢isel.

1.2. Co budete po prostudovani tohoto textu umét

Obsahem skripta je vyklad integrdlniho poctu funkci jedné redlné proménné, ktery spo-
le¢né s diferencidlnim poctem tvoii zdklad matematického vzdélani inZenyra. Znalost
integrdlniho poctu funkci jedné proménné je nezbytnym predpokladem pro studium dal-
Sich matematickych partii, jako diferencidlnich rovnic, integralniho poctu funkei vice
proménnych, vektorové analyzy, integrdlnich transformaci a fady dalSich. Neobejde se
bez n¢ho ani mechanika, fyzika a mnoho dalsich technickych disciplin.
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Uvod

1.3. Orientace v textu

Text je rozdélen do Ctyft kapitol. Prvni je vénovana neurcitému integralu a druhd Rieman-
novu urcitému integralu. Z hlediska vykladu je tento piistup snazsi a prehlednéjsi. Pro
vyuku je v§ak mozné probrat pouze prvni dvé sekce prvni kapitoly, pak zavést urcity inte-
grél, vysvétlit jeho zdkladni vlastnosti a Newtonovu-Leibnizovu formuli, potom se vrétit
ke zbytku prvni kapitoly a na zavér dokoncit druhou kapitolu, zejména rizné aplikace.
Zvoleny piistup umozni dojit na cvic¢enich dfive k uréitému integralu a pribézné procvi-
Govat i jeho vypocet. Treti kapitola je pak tyka zobecnéni na nevlastni integral. Ctvrta,
nejkratsi, uvadi informativné zdkladni numerické metody vypoctu urcitého integralu.

Vzhledem k tomu, pro koho je text urcen, neni fada tvrzeni dokazovana. Prakticky
vse je dokdzano v prvni kapitole, kde diikazy nejsou piili§ obtizné. Naopak ve druhé ka-
pitole diikazy témér nejsou, protoZe jsou technicky vétsSinou dost obtizné. Ve zbyvajicich
kapitolach jsou dokdzdna jen nékterd jednodussi tvrzeni. V dneSni dobé totiZ klesd vy-
znam ,,drilovani “ mechanického integrovani, protoZze ndm mohou podstatné pomoci tzv.
programy symbolické neboli pocitacové algebry. Pro jejich spravné pouzivani je ovSem
tieba dobfe rozumét pojmiim, se kterymi tyto programy pracuji, jinak nedokdzeme odhalit
chyby, které nutné tyto programy pii nespravném pouZziti délaji. Proto je vénovéna velka
pozornost dikladnému zavadéni pojmi, jejich spravnému pochopeni a pfesné formulaci
matematickych vét. Pro vétsi ndzornost je text doplnén fadou obrazka.

Skriptum obsahuje spoustu velmi podrobné fesenych prikladu, které by Ctenaii mély
pomoci porozumét probirané latce. Za jednotlivymi tematickymi celky jsou déle zafazena
cviceni. Samostatné feseni v nich obsazenych piikladi tvoii nedilnou soucast studia. Jen
tak mohou studenti ziskat potfebné pocetni navyky a hloubéji si osvojit nové pojmy. Pro
usnadnéni kontroly jsou vSechna cviceni opatfena vysledky. Pro lep$i orientaci v textu
jsou konce diikazli oznac¢eny symbolem [ a konce cvi¢eni symbolem A.

Existuje fada u¢ebnic a skript, které jsou vénovany problematice integrdlu funkci jedné
proménné. V textu [18] naleznete vSechny dlikazy neuvedené v téchto skriptech, pokud
neni explicitné uveden jiny pramen. Mezi klasické ¢eské ucebnice patii [8]. Pouc¢né je ist
rovnéz knihu [19], kterd byla prvni moderni ¢eskou ucebnici integralniho poctu. Prestoze
jeji jazyk zastaral, jeji obsah je pozoruhodny a je zajimavé srovnat, na co se kladl pii
vykladu této partie diraz pred téméf sto lety a na co se klade dnes. RovnéZ l1ze doporucit
ucebnici [16] a pro ty, ktefi hovoii rusky, také klasickou knihu [5].

Pruvodce studiem

Prostfednictvim privodce studiem vas chceme sezndmit s tim, co vds v dané kapitole
¢eka, které ¢asti by mély byt pro vds opakovanim, na co je tfeba se obzvlasté zaméfrit atd.

Cile

V ¢4sti cile se dozvite, co vSechno zvladnete a budete umét po prostudovani dané kapitoly.



1.3 Orientace v textu

Priklad

Touto ikonou jsou oznaceny vSechny fesené priklady. Konec fesenych piikladi je oznacen
plnym trojdhelni¢kem.

Pojmy k zapamatovani

Pojmy zde uvedené jsou vétSinou nové a zcela zdsadni pojmy, které je tieba umét presné
definovat. To znamend pojem nejen pochopit a umét ilustrovat na piikladech, ale také
umét vyslovit jeho pfesnou definici.

Kontrolni otazky

vV 2

Témito otdzkami si ovéfite, zda jste danym pojmim porozuméli, zda si uvédomujete
rozdily mezi zdanlivé podobnymi pojmy, zda dovedete uvést piiklad ilustrujici danou
situaci atd.

Priklady k procviceni

Tyto priklady slouZzi k tomu, abyste si diikladné procvicili probranou latku.

Autotest

Pomoci autotestu si otestujete své znalosti a pocetni dovednosti z urcitého objemu uciva.

Pro zajemce

Tato ¢ast obsahuje komentare, pfip. rozsifeni uciva. Je nepovinnd a je od ostatniho textu
odliSena menSim typem pisma.

Kli¢ k piikladam k procviceni

Za kazdym oddilem s pfiklady k procvi€eni je uveden kli¢ ke cvicenim, ktery obsahuje
vysledky nefesenych piikladu.

Literatura

Jednd se o literaturu pouzitou autory pfi vytvareni tohoto studijniho materidlu, nikoliv
o literaturu doporucenou k dal§imu studiu. Pokud nékterou z uvedenych publikaci do-
porucujeme zajemcum, pak je to v textu spolu s odkazem na dany titul jasné uvedeno.

o
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Uvod
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Rejstrik

Rejstiik, uvedeny na konci skript, poslouZzi ke snadné orientaci v textu.

Zavérem

Cely text vychdzi z koncepce vyuky matematické analyzy pro prvni ro¢nik na Fakulté
elektrotechniky a informatiky VSB—TU v Ostravé a na Fakultd vojenskych technologii
Univerzity obrany. Jako podklad k vytvoreni tohoto textu poslouzila skripta [7]. Vyklad
i grafickd podoba byly uzptisobeny potiebam studentid v distanéni a kombinované formé
studia.

Text existuje ve dvou verzich — tiSténé a interaktivni. U interaktivni verze se jedna
o multimedidlni vyukovy text obsahujici animace a interaktivni testy. Oba studijni ma-
teridly byly vytvoreny v ramci projektu Opera¢niho programu Rozvoje lidskych zdrojt
CZ.04.1.03/3.2.15.1/0016 Studijni opory s prevaZujicimi distancnimi prvky pro predmeéty
teoretického zdkladu studia. Tento projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim fon-
dem a sttnim rozpoctem Ceské republiky

Dékujeme recenzenttim prof. RNDr. Josefu Diblikovi, DrSc. z Ustavu matematiky
adeskriptivni geometrie FAST VUT v Brné a doc. RNDr. Zderiku gmardovi, CSc. z Ustavu
matematiky FEKT VUT v Brn€ za fadu piipominek, které napomohly ke zlepSeni textu.

Dile bychom chtéli také podékovat prof. RNDr. Stefanu Schwabikovi, DrSc. z MU
AV CR a RNDr. Petie Sarmanové, Ph.D. z FEI VSB-TU Ostrava za poskytnuti materidlu
tykajiciho se historie integralniho poctu.

Za pomoc se zafazenim animaci do interaktivni verze a vytvoreni uvodnich stranek
vyukového CD dékujeme Ing. Mgr. Michalovi Haleckému.

Text byl pfipraven sdzecim systémem pdf TgX ve formétu IATEX 2¢, vétSina obrazki
byla vytvofena programem METAPOST s pouZitim baliku TgXovskych maker mfpic.
Dva obrazky byly pfipraveny v programu Maple.

Brno, zati 2006 Autori



Kapitola 2
Neurcity integral

Pruvodce studiem

V pfedchazejicim studiu jste se seznamili s duleZitym pojmem, a to derivaci
funkce. Funkci f byla pfifazena jistym zpusobem definovana nova funkce f'.
Pritom pro konkrétni hodnotu x ¢islo f'(x) mohlo mit riznou interpretaci podle
toho, co vyjadrovala funkce f. Napf. geometricky hodnota f'(x) méla vyznam
smérnice tecny ke grafu funkce f v bodé [x, f(x)], lj. byla to tangenta uhlu,
ktery svirala tecna s kladnou casti osy x. Vlyjadrovala-li funkce f polohu bodu
pohybujiciho se po pfimce v zavislosti na ¢ase, udavalo Cislo f'(x) okamZitou
rychlost tohoto bodu v case x, vyjadfovala-li funkce f okamZitou rychlost takového
bodu v zavislosti na case, udavalo Cislo f'(x) okamzité zrychleni tohoto bodu
v case x, atd. Obecné hodnota f'(x) vyjadfovala ,miru” velikosti zmény funkce f
v zavislosti na zméné nezavisle proménné x. Cim vétsi byla hodnota f'(x), tim
prudCeji funkce f narustala v okoli bodu x a naopak.

Uloha, kterou se v této kapitole budeme zabyvat, je v podstaté opacna. K za-
dané funkci f budeme hledat funkci F takovou, aby platilo F' = f. Budeme se
tedy ptat, jakou funkci je nutné derivovat, abychom dostali zadanou funkci f.
Tudiz ze znalosti smérnic tecen ke grafu funkce budeme chtit najit tuto funkci,
ze znalosti okamZité rychlosti bodu budeme chtit zjistit polohu tohoto bodu, ze
znalosti okamZitého zrychleni bodu budeme chtit urcit jeho okamZitou rychlost
apod.

V této kapitole si mimo jiného postupné vsimneme zejména nasledujicich
otazek:

e Zda vubec takova funkce F existuje.
e Zda takovych funkci mize byt vice.
e Jak néjakou takovou funkci najit ke konkrétné zadané elementarni funkci f .

vvvvvv

otazky, které bude vénovano nejvic mista, nam pujde o praktické nalezeni takové
funkce F.

o




Neurcity integrdl

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e objasnit pojem primitivni funkce,
e objasnit pojem neurcity integral,
e prakticky integrovat n¢které jednoduché funkce,
e pouZzit metodu per partes a substitu¢ni metodu,
e integrovat raciondlni lomenou funkci,
e integrovat integraly obsahujici goniometrické funkce,

e integrovat integrdly obsahujici odmocniny.

2.1. Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 2.1. Necht funkce f(x) je definovand na intervalu /. Funkce F(x) se nazyva
primitivni k funkci f(x) na I, jestlize plati F'(x) = f(x) pro kazdé x € I.

Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f(x) na I se nazyva neurcity integrdl
z funkce f(x) a znadi se f f(x)dx. Tedy

/f(x) dx = {F(x) : F(x) je primitivni k f(x) na I}. 2.1)

Pokud v predchozi definici neni interval I otevieny, v krajnich bodech mdme na mysli
jednostranné derivace.

Symbol f pro neurcity integral vznikl protazenim pismene S, kterym zacind slovo suma
(Jakou to ma souvislost, bude patrné v kapitole 3). Funkci f(x) nazyvame integrandem.
Vyraz dx je diferencidl proménné x a v tuto chvili je jeho vyznam jen v tom, Ze ndm
fikd, jak je oznaCend proménnd. Pozdé€ji ale uvidime, Ze ndm usnadni napf. vypocetni
mechanismus pfi tzv. substituni metod¢.

Zkusme nyni najit néjakou primitivni funkci napf. k funkci cos x, x € R. Neni tézké
uhodnout, Ze takova funkce je napf. F(x) = sin x, protoZe (sinx)’ = cos x. Ale také pro
funkci sin x + 3 plati (sinx + 3)" = cos x, tudiZ i funkce sinx + 3 je primitivni k funkci
cos x. Podobné obecnéji vSechny funkce sinx 4 ¢, kde ¢ € R je libovolna konstanta, jsou
primitivni k funkci cos x.

Obecné plati: Je-li F'(x) primitivni k f(x) na intervalu 7, jsou také funkce F(x) + c,
kde ¢ € R je libovolnd konstanta, rovnéZ primitivni k f(x) na /. Mé-li tedy funkce f(x)
aspon jednu primitivni funkci, m4 jich pak nekone¢né€ mnoho. Naskyta se otdzka, zda toto
uz jsou vSechny primitivni funkce k funkci f(x). Odpovéd dava nasledujici véta.

Véta 2.2. Necht funkce F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu 1. Pak kaZdd jind
primitivni funkce k funkci f(x) na I md tvar F(x) + ¢, kde c € R.
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Diikaz. Necht' F(x) a G(x) jsou dvé& primitivni funkce k f(x). Tedy F'(x) = G'(x) =
= f(x). ProtoZe I je interval, plati podle diisledku Lagrangeovy' véty o stfedni hodnot&
— viz [12, str. 233], Ze tyto funkce se liSi o konstantu, tj. existuje ¢ € R tak, ze G(x) =
= F(x) + ¢, coz jsme méli dokdzat. ]

Jinymi slovy, pfedchozi véta fikd, Ze zndme-li jednu primitivni funkci, zndme vSechny.
Rozdil dvou takovych primitivnich funkci je na intervalu / konstantni.

Pro zajemce:

Zdlraznéme vsak, Ze je podstatné, Ze I je interval. Pokud I nen{ interval, mliZe se stat, Ze
F'(x) = G'(x), ale F(x) — G(x) neni na I konstantni. Napf. funkce F(x) = sgnx uvazovand na
mnoZiné R \ {0} je rovna —1 na intervalu (—o0, 0) a 1 na intervalu (0, +00), a mé tedy v kazdém
bodé mnoZiny R \ {0} nulovou derivaci — viz obr. 2.2. Jinou takovou funkci majici vSude nulovou
derivaci je napt. G(x) = 0. Pritom jejich rozdil F(x) — G(x) = sgnx neni na mnoziné¢ R ~\ {0}
konstantni. Je ov§em konstantni na kazdém z intervall (—oo, 0) resp. (0, +00), jsou-li uvazovany
samostatné, coZ je ve shode s vétou 2.2. (Pfipomenime, Ze pojem primitivni funkce jsme zavedli
jen na intervalu.)

Vzhledem k predchozi vété miZeme nyni upravit vzorec (2.1). Je-li F(x) néjaka
primitivni funkce k f(x), pak

f fx)dx = F(x) +c, kde c € R. (2.2)

Cislo ¢ nazyvame integracni konstanta. Rikdme, 7e neurCity integral je uréen aZ na
konstantu.

Presnéji by vyraz na pravé stran€ rovnosti (2.2) mél byt ve slozenych zavorkéch,
protoZe jde o mnoZinu, ale tento zdpis se nepouzivd. Rovnost (2.2) tedy znamend, Ze
vSechny primitivni funkce k funkci f(x) maji tvar F(x) + ¢, kde F(x) je jedna konkrétni
pevné zvolend primitivni funkce k f(x) a c je libovolnd konstanta.

Je-li napf. f(x) = cosx, za pevné zvolenou primitivni funkci miizeme volit tfeba
F(x) = sinx. Pak

/cosxdxzsinx—l—c, kde ¢ € R.

Situace je zndzornéna na obr. 2.1. Grafy jednotlivych primitivnich funkei jsou vici sobé
rovnobézné posunuty ve sméru osy y. Pro kazdé pevné zvolené x jsou tecny ke grafim
funkci F (x) 4 ¢ v bodech [x, F(x) + c] pro libovolné ¢ € R navzdjem rovnobézné, tedy
maji stejné smérnice, coz odpovidd tomu, Ze vSechny primitivni funkce F'(x) + ¢ maji touz
derivaci f(x). Situace je zndzornéna na zminéném obrazku pro konkrétni body xp a x;.

! Joseph Louis Lagrange (1736—1813) (¢ti lagranz) — vyznamny francouzsky matematik a mechanik.
Zabyval se mnoha oblastmi matematiky. Mimo jiné ovlivnil rozvoj matematické analyzy a polozil zdklady
varia¢niho poctu.

5%
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y=Fx)+2,5

y=Fx)+1,5

y = F(x) =sinx
/ x

y=Fx)—-14

AN

Obr. 2.1: Primitivni funkce k funkci cos x

Nyni si v§imneme otdzky, zda k dané funkci f(x) viibec
y = sgnx néjakd primitivni funkce existuje. Obecné tomu tak neni.
Napt. o funkci sgn x definované vztahem

—1 prox <O,

sgnx = 0 prox =0,

1 prox > 0,

jejiz graf je na obr. 2.2, 1ze ukézat, Ze k ni neexistuje pri-

mitivni funkce na intervalu (—oo, +00). Tuto skuteC¢nost

Obr. 2.2 nebudeme dokazovat (funkce sgnx neni na R tzv. darbou-

xovskd — viz napt. [4, str. 187]). Nastésti ale existuje velmi

jednoduché postacujici podminka existence primitivni funkce, kterd je obsahem nasledu-
jict véty.

Véta 2.3. Je-li funkce f spojitd na intervalu 1, pak na tomto intervalu existuje alespori
Jjedna primitivni funkce k funkci f.

Vétu nebudeme dokazovat, protoze k tomu nemame potiebné néstroje. V kapitole 3 se
zminime, jak se takova primitivni funkce konstruuje (dtsledek 3.29).

Predchozi véta je typickym piikladem tzv. existencni véty. Rikd, Ze néco existuje, ale
nefika, jak se to najde. (Ani dikaz, ktery jsme neuvedli, neni v tomto smyslu konstruktivni.)
Pozdéji se o tomto problému, ktery znacné komplikuje situaci kolem hleddni primitivnich
funkci, jesté zminime — viz kapitola 2.6.

Na zavér uvedeme jednoduchou, ale velmi dilezitou vétu, kterou budeme v dal$im
textu pfi vypoctu neurcitych integral neustale pouzivat.
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Véta 2.4. Necht na intervalu I existuji integrdly [ f(x)dx a [ g(x)dx. Pak na I existuji
také integrdly [(f(x)£g(x))dx a [ af (x) dx, kde o € R je libovolnd konstanta, a plati:

/(f(x):l:g(x)) dx :/f(x)dx:l:fg(x)dx, (2.3)
/ozf(x)dx :a/f(x)dx. (2.4)

Diikaz. Plyne pifimo ze zakladnich vlastnosti derivace. Je-li F'(x) primitivni funkce k f(x)
a G (x) primitivni funkce ke g(x), plati (F(x) £G(x)) = F/'(x) £G'(x) = f(x) £ g(x),
takZze F(x) £+ G(x) je primitivni funkce k f(x) £ g(x) a podobné plati (aF(x)) =
= aF'(x) = af (x), takZe a F (x) je primitivni funkce k of (x). L]

Stru¢né fikdme, Ze ,,neurcity integral ze souctu (rozdilu) je souctem (rozdilem) neur-
¢itych integralii a Ze ,.konstantu, kterou se nasobi (tzv. multiplikativni konstantu), smime
z neurcitého integralu vytknout®. Prvni tvrzeni 1ze pochopitelné snadno rozsitit ze dvou
na libovolny kone¢ny pocet s¢itancti. VSimnéte si rovnéz, Ze z hlediska existence musime
Cist vzorce (2.3) a (2.4) zprava doleva — integrdly na pravych stranidch musi existovat;
pak existuji 1 integraly nalevo a plati pfisluSné rovnosti.

Konecné jesté pfipomeiime, Ze piimo z definice neurcitého integralu vyplyva platnost
rovnosti

[/f(x)dx] = f(x) a /F/(x)dsz(x)-I—c, c € R,

takZe operace derivovani a integrace jsou navzdjem komplementarni. O spravnosti vy-
sledku integrace se tudiZz vZdy miZeme presvédcit derivovanim vysledku — musi nam
vyjit zadana funkce.

Poznamka 2.5. VSimnéme si jesté vztahu (2.3). Na jeho pravé strané stoji ve skute¢nosti
soucet dvou nekone¢nych mnozin. Upfesnime si, co se takovym souctem mysli. Secteme
libovolny prvek mnoZiny | f(x) dx s libovolnym prvkem mnoZiny | g(x) dx. Vysledkem
je mnoZzina vSech takovych souctid. Avsak vSechny prvky prvniho neurcitého integralu
maji tvar F(x) 4+ c¢1, ¢1 € R, a vSechny prvky druhého neurcitého integrdlu maji tvar
G(x) 4+ c2, co € R. Zde F(x) a G(x) jsou pevné zvolené primitivni funkce k f(x)
a g(x). Tedy vyslednd mnoZina je tvofena funkcemi tvaru F(x) + G(x) + c1 + ¢3, kde
c1 a ¢ probihaji nezdvisle vSechna redlnd Cisla. Jde tedy o mnoZinu tvofenou funkcemi
F(x) + G(x) + c, kde c je libovolné redlné Cislo. Ale to je pfesné leva strana zminéného
vztahu.

Podobné ve vztahu (2.4) ndsobek mnoZiny f f(x) dx konstantou « na pravé strané
tohoto vztahu provedeme tak, Ze ndsobime konstantou « kazdy prvek této mnoZiny. Prvky
takto vytvofené mnoZziny jsou pak vSechny funkce tvaru o F (x) + ac, kde ¢ je libovolné
redlné Cislo, coz je (pro o # 0) totéz, co vSechny funkce tvaru o F'(x) + c.

o
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2.2. Zdakladni integra¢ni metody

Pruvodce studiem

Obsahem tohoto oddilu bude naucit se prakticky integrovat nékteré jednoduché
funkce, se kterymi se v béZnych aplikacich setkavame. Pripomerime, Ze tzv. ele-
mentarnimi funkcemi rozumime mocninné funkce, exponencialni a logaritmické
funkce, goniometrické a cyklometrické funkce, hyperbolické a hyperbolometrické
funkce a vsechny dalsi funkce, které z nich muzeme vytvofit konecnym poctem
aritmetickych operaci secitani, odcitani, nasobeni a déleni a skladanim.

2.2.1. Tabulkové integraly

Prvni skupinu vzorct dostaneme, obratime-li zdkladni vzorce pro derivovani. Po malych
Upravach z nich dostaneme vzorce ¢. 1-10, 12 a 13 nasledujici tabulky, kterd je doplnéna
o dva uzite¢né vzorce 11 a 14. Vzorce z tabulky 2.1 se obvykle nazyvaji tabulkové
integrdly. O spravnosti vSech nésledujicich vzorci se Ize snadno piesvédcit derivovanim.
NeZ si ukdZeme pouziti vzorct na prikladech, uvedeme nékolik komentafi.
i) Vzorec 2 je zkrdcenym zdpisem pro [ 1dx. Podobng se ve vzorci 4 a dalsich obdob-
~ . £ v, o2 , 1 - dx
nych integralech pouzivd misto | + dx zapis i = apod.
ii) Vzorec 3 umoZziiuje integraci obecné mocniny, tj. i nejriznéjsich odmocnin.
iii) ProtoZze derivace funkci arkustangens a arkuskotangens se liS§i pouze znaménkem
a totéZz plati pro arkussinus a arkuskosinus, je moZzné ve vzorci 9 resp. 10 psat
f x21+1 dx = —arccotg x +cresp. [ —= — dx = — arccos x +¢ a analogicky v obec-
1—x
nych verzich.

iv) Ve vSech vzorcich je nezdvisle proménnd oznacend pismenem x. Pii praktickém pouZiti
tomu tak pochopitelné nemusi vzdy byt. Jak je proménnd oznacend, se dozvime
z diferencidlu. Pak je tfeba vzorec adekvétné ,,upravit®. Napf. f cosxdx =sinx +c,
[costdt =sint + ¢, [cosudu = sinu + c atd.

Tato jednoduchd zaména nékdy déla studentim problémy. Zkuste se proto ucit vzorce
z tabulky 2.1 bez proménné (pokud je to aspon trochu mozné). Napf.
— integral ze sinu je minus kosinus (vzorec 7),
— integrél z e na proménnou je ,,to samo* (vzorec 5),
— integrdl z jedna lomeno proménnd je pfirozeny logaritmus absolutni hodnoty
proménné (vzorec 4),
— integrdl z proménné na entou je proménnd na en plus prvou lomeno tim samym
¢islem (vzorec 3).
I kdyZ je to obcas trochu krkolomné, uvidite, Ze se vam to vyplati.

v) Domluvime se, Ze vSude v dal$im textu bude ¢ pfipsané na konci vypoctu neurcitého
integralu znamenat integracni konstantu.

vi) Vzorce z predchozi tabulky byste méli umét bezpecné zpaméti. V opaéném piipadé,

vvvvvv
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1. /dezc,

2. /dx_x+c
n+1
3. /x”dxz +c¢, kdeneR, n#—1,
n+1
1 e
4, /—dx In|x| +c, obecnéji / dx =In|x +a| +c,
X X +a
1
5. /exdx—e +c, obecnéji fe“xdxz—e“x—l-c,
a
6. /axdx +c¢, a>0,
Ina
7. /smxdx——cosx—i—c obecnéji fsmaxdx——— cosax +c,
a
8. /cosxdx—smx—l—c obecnéji /cosaxdx——smax+c
9 / d tgx + becndji / L arctg X +
. X = arctgx + c, obecnéji x = — arctg — + ¢,
x2 41 g ! x —l—a2 a &4
10 / 1 d inx + becngii / d x+
. ———dx = arcsinx + ¢, obecnéji X = arcsin — + c,
V1= x2 ] Va2 — x2 a
11. / dx =Injx + +al+c,
e dx = Infe o+ VTl
1 1 1
12. dx =tgx +c, obecnéji dx = — tgax +c,
cos2 x cos? ax a
1 1 1
13. — dx = —cotgx + c, obecnéji — dx = —— cotgax +c,
sin“ x sin” ax a
/
14 (2 4 o) + e
fx)

Tab. 2.1: Tabulka neurcitych integralt

V predchozi tabulce a znamena s vyjimkou vzorce 6 libovolné nenulové cislo, tj.
a € R~ {0}. Cislo ¢ € R je integra¢ni konstanta. Vzorce plati na intervalech, na nichz
jsou vzdy obé strany definovany.
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spravny vzorec. U pfikladu, kde je nutnd né€jaka tprava, vas nenapadne, jakou zvolit,
protoZe nebudete ve vzniklych vyrazech vidét pfislusné vzorce. Rozhodné nevéite, ze
k dspé€Snému integrovani staci mit tabulku vzorcii pfed o¢ima a nenf tfeba vzorce znét
zpaméti.

@ Priklad 2.6. Vypoctéte nasledujici neurcité integraly:

a) fxdx, b) /—dx c) fﬁdx,
_ 1
d) /—dx e) /e *dx, f) / 2_|_3dx,

) / d h) / 1 d ) f 3x2+1
——axX, X, 1
s V4 —x? Vx2 =7 x3+x+2

Reseni. K feSeni prvnich &ty piikladd vyuZijeme 3. vzorec.
2
a) [ xdx = % +¢ (zdebylon = 1),

b) —dx—/x_zdx:x—l—i—c:———i—c (zde bylo n = —2),
— X
32

c)/ﬁdx=/ l/zdx—m—l-c— Vx3+c (zdebylon =1/2),

1 23 3
d)/%dx=/x—1/3dx=);7+c=§i/x2+c (zde bylon = —1/3).

e) Dalsi priklad je na vzorec 5, kde a = —1. Dostaneme

—Xx e —Xx
e tdx = 1—l—c:—e + c.

f) V tomto prikladu pouZijeme vzorec 9. Zde je a’ = 3, tedy a = /3 (mohli bychom
volitia = —+/3, ale pro¢ si komplikovat Zivot). Potom vyjde

1
fmdx \/_arctg7+c

g) V tomto prikladu pouZijeme vzorec 10. Zde je a’ =4, tedy a = 2. Vyjde tudiz

1 X
————dx = arcsin — + c.
f V4 — x? 2

h) V tomto piikladu pouZijeme vzorec 11. Zde je a = —7, takZe po dosazeni vyjde

f\/idx_ln|x+\/7|+c

1) V poslednim piikladu pouZijeme vzorec 14. Neni totiz té€zZké vSimnout si, Ze derivace
jmenovatele je (x> + x +2)" = 3x% + 1, coZ je pravé Citatel. Tedy
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3x2 41
/de:1n|x3+x+2|+c.
34+ x+2 A

V dalsich piikladech pouzijeme navic i vétu 2.4, s jejiz pomoci pfevedeme slozit&jsi

integral na vypocet nékolika jednodussich.

Priklad 2.7. Vypoctéte nasledujici neurcité integraly:

a) /(2x5—x4+3x3—3x2+2)dx b) /( 5 _ 2 )dx
’ VA —3x2  J4+3x2 ’
2 7 4 2
—3sin5x 4+ 2cos = + 3% — — — 2e%/3 ) dx.
© /(0052 Sin S+ COSZ+ 2x+3—x 3x+2+ © *
ReSent.

a) Jde o integraci mnohoclenu, coz je s pomoci vzorce 3 a vztahu (2.4) snadné:

/(2x5—x4+3x3—3x2+2)dx=

/x dx — fx dx+3/x3dx—3/ dx+2/x=
x0 x0
- 3 -
6 3

=2 3——|—2x—|—c_

x?
4 3

<
5

b) Integral rozdélime na dva a pouZijeme vzorce 10 a 11.

/( 3 2 )dx_3/d_x_2/d_x 2.5)
V4 —3x2  Jd+3x2 ) Va—32 Va+3x2 '

ProtoZe pred pouZitim zminénych vzorci je tieba integrandy upravit, spocitime kazdy
integral pro vétsi prehlednost samostatné (integra¢ni konstantu doplnime aZ na zavér):

/ dx _/' dx _L/ dx .
Va-3e ) paps-x) V3 o
W3 V3 x3

arcsin

1 :
= — arcsin — arcsin

x 1
2
VA

(ve vzorci 10 bylo a®> = 4/3,tj.a =2/+/3) a

f dx :/' dx :L/ dx _
Va4 +3x2 V3@/3+x2) V3 473+ 22
1
= ﬁln|x +/4/3 4+ x2|.
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VSimnéte si, Ze funkce se 1i$i v jediném znaménku, ale jejich integrily jsou zcela
odlisné. Dosazenim do (2.5) dostaneme

3 2 xV/3 2
- dx = /3 arcsin — — — In|x +,/4/3 + x2| +c.
/<¢4—3x2 «/4+3x2> 2 V3 | |

Integracni konstantu jsme doplnili az k celkovému vysledku.

c¢) Integral rozdélime na nékolik jednodusSich a pouZijeme (po piipadnych malych upra-
vach) potfebné vzorce.

/ 2 3sinSy42cost 43— 42 2 1 2e2h)d
— 3sinSx COS — - — — e X =
cos? x 2 2 3 —_x 3x4+2

d
:2f )26 —3/sin5xdx+2/cosfdx—I—/3"dx—
COS* X 2
1\" d 2 d
—7f - dx—4/ u ——/ a +2/ezx/3dx:
2 x—3 3) x+2/3

—cos 5x siny 3% (3)"
=2tgx — 3 +22 4 o 72 4l -3 -
2 er/3
— Il +2/3+2 5 +c=
3

X

3 X
=2t 2 cosSx+dsine 4o 4
gX H g Cosox Hasin g+ S 2

2
-3 Inlx +2/3+ 3¢/ +c.

—4Injx — 3| —

A

Vsimnéte si, Ze integracni konstantu pfi vypoctu neurcitého integrdlu musime napsat
v okamziku, kdy byl urcen posledni integral. Pfi ndsledujicich dpravéch ji pak opisujeme.

@ Priklad 2.8. Vypoctéte nasledujici neurcité integraly:

dr
a) /tgzaudu, a #0, b) /tgbsds, b #0, c) —

sint

Reseni. Viechny tii piiklady pfevedeme vhodnymi dpravami na tabulkové integraly.
Musime ddvat pozor, jak je oznacend proménnd, tentokrat to neni x.

a) Uprava je velmi jednoduchd, pouZijeme vztah sin® @ +cos” « = 1, platny pro libovolné
o € R, avzorec 12.

2 2

sin“ au 1 —cos”au
/tgzauduzf 3 duz/.fduz

cos~ au cos® au

1 cos? au 1 1
= — du = —1)du =—tgau —u +c.
coslau  cos?au cosZ au a
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b) V tomto piikladu pouZijeme vzorec 14. Plati tgbs = % a derivace (podle pro-

ménné s) jmenovatele je (cos bs)’ = —b sin bs. V Citateli ndm tudiz chybi —b. Protoze
jde o konstantu, snadno to napravime s ohledem na vzorec (2.4). Vyjde

sin bs 1 —bsinbs 1
/tgbsds:/ ds:——/—ds:——ln|cosbs|+c.
cos bs b cos bs b

c) I tentokrat pouZijeme vzorec 14 (hned dvakrat), ale az po nékolika dpraviach pomoci
vzorcii pro goniometrické funkce sin? @ 4 cos’? @ = 1 a sin2a = 2sina cos «, které
plati pro libovolné o € R. Pfitom zvolime o = ¢/2.

dt / sin? % + cos? % d / sin? % cos? % q
— = : t = : +— r=
sint 2sin § cos § 2sinfcoss  2sinfcos

2

L 1 1 .t 1 1
sin & cos & —=sin% 5 cos &
_ 2 2 _ 7SI 3 €087 .
_/(2cosﬁ+2sin5>dt__/ cos L dt+/ sin £ dr =
2 2 2 2

LI |
sSin 3
t

Ccos 3

t t
= —ln‘cos 5‘ +ln‘sin§‘ +c¢c=1In

t
—1 ‘t —‘ ,
+c ng2 +c

kde jsme v pribéhu tprav do Citatele doplnili chybé&jici —1 obdobné jako v pfedchozim
prikladu. A

V dosud feSenych pfikladech jsme se imyslné nezabyvali defini¢nim oborem, abychom
neodvadéli pozornost od vlastniho integrovani. V nékterych ptikladech by bylo jeho uréeni

Yev s

jednoduché, v jinych sloZitéjsi. Nikdy nesmime zapominat, Ze nasSe vysledky plati jen na
intervalech, na nichZ jsou vSechny funkce definovany.

Upozornéme, Ze ve vysledcich vSech cviceni tykajicich se neurcitych integralt v téchto
skriptech pro struénost nejsou uvddeény integracni konstanty.

Priklady k procvic¢eni

1. Integrujte dané funkce:

a) /3x_ldx, b) /(;ﬁ 1 + 4‘/7;) dx, ¢) fx”dx,
X

3
d) /5x7dx, e) %dx, f) /(x+2> dx.

53

9) /2,4x‘0’16dx, h) /4x—3 dx, i) /x_“ dx, a # 1,

1,5 3,4 6 d 1 4 d
F-i_%_xZ X, ) ; u.

i) — dux, k)
X

o
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2. Integrujte dané funkce:

a) /4x3 dx, b) /

d) /u-S du, e) /zﬁdz,
f—dR h) /8m3/5 dm,

N (€

3. Integrujte dané funkce:

32 1
a) /ﬂdx,

x3

> d
) W )
e) /(4x5+x3—5)dx,

R+ 1)2
(+)dR

g)

1) W ds,

k) /(K—l—%—i—«/f—i-ﬁ

4. Integrujte dané funkce:

/(x3 —3x2 4+ 4x — 7)dx,

c) /x(2x—5)dx,

e) /(@ﬂ/%)@

1
) ax.

2 /(ﬁ+1)(x—ﬁ+1)dx

—
~

Jo )

W
[T,

J)

)

—_—dux, C) /—dZ,

f) /3ﬁdp,
i) /x_’dt,
1
+ﬁ)dz, ) /(3f—7n)dn-
b) /—dM
d) /4\/i/)7dx,
dh, 0,

f) /«/_ g8 F

1—x\?2
o [(5)
J) f—dr

14vu3 11 4
1) /( 3 _u5/3_3u2)du'
o [ ra-s)e

V3x

4 2
d) /‘x 102x +5dx,

X
H /4x—2ﬁdx
X

h) /(1+\/;)2dx

/ﬁ(l —x%)dx,

/ 2 —x2 d
X
x+\/§
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5. Integrujte dané funkce:

a) /(8 cosa — 3sina) da,

1
/(sinx — 3 )dx,
cos? x
a
——do,
/b-sin29
5sin® Q 4 3 cos®

/ 2 sin? Q cos?

/R-ledx,

k) /(ﬁ)xdx, T >0,

c)

e)

2) de,

i)

. Integrujte dané funkce:

a) /
d) /e”(1+ e_: )du,
COS“ U
)f 4
—————dux,
s V4 —4x?

) / 5
] 9+9¢2

. Integrujte dané funkce:

a) /2-7xdx,
d) /
) f A
. S
£ V16— 1612

) 243
i /"

x2+1
. Integrujte dané funkce:

) /
a 2

3 —2cotg?x
— dx,
cos? x

dt,

34+e *sinx
—— dx,
e—X

dx,

dx,

b)

h)

k)

b)

¢) fe
h)/(
/4

k)

b)/

/¢

2x _ 3x)2 q

d)

/
/

/

/3-87d‘r,
/62’—1

el —1
1
/—d@,
V3 — 302

/ 1
xInx
(1 i %) dx.

2x_1

dz,

dx,

dx,
ex

X,

6x

Qu*+2)""du,

sin 2v

. U’
sm v

1

3cos? x
cos’¢p — 0,8

cos? ¢

3-2tg%x

cos? x

/M dx,

fO,S Verdp.

9

2
/[@«/i_jl) + cos™? 0] do,

de,

dx,

dx
sinx - cos?x
e +1
e’ + 1
3-J1-22

) /(2" +3%)2dx.

c) /
/

’

dz,

Jole e

a >0,

/B“dx, B > 0,

V142
V1 —x*
h?—1
R +1

dx,

dh.

/

1
©) /mdw’

o
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cos2p 1 .
d —d —d —)d
) /l—sinzﬁ p ©) /1+cos2w @ D fSIH( ) ¢
1 ) (x+1)2
tz\lld\IJ, h dr, ————dux,
& /g ) /sin22r ¢ DA
. t 34U n+2
—dr, —dU 1 dn.
D rra / ) /277—1 !

KIli¢ k prikladim k procviceni

4 2 13 5
1.a) 3In|x|. b) %—1n|x|+§xi/z, o) % d) gxg,
3 12 4 20
e) - x, f) x+6lnjx|————, g = x% h)y —2x72,
4 X x2 7
1-a 1,7 4
DX i) 15l b -5 H18YE D
1—a u
3 2
3 1
a) Xt b) %+x2—ln|x|, 0) % )~
ZHﬁ 3/2, 1 8/5,
e) ’ f) 2,0 ) T h) Sm
1+42 ¥ TR
s 6/5 2
_ X . 1 5n n
iy - i) 3lnj, k —=+2vz. ) ———.
In |x| Z 2
1 2
) x-St b) 10vM, o) 7y, d) 3x*3,
x
2 1 2h R5/2 4R3/2
e) —x%+4 =x*—5x, f) —, 2) 2\/_+ ,
3 4 g 3
h) x—2Injx| - T ) ——
- n __’ 1 __’ __9
* AL 512 ! JT
K? 2KK 28u°/2 33 4
K) — +1n|K 2 VK, ] —
) 5 K+ = ) 5 toan T
4
8 4 2 5
. a) x——x3—|—2x2—7x, b) ~V3x34+9x —6x2 4+ = x>, ¢) —x>—=x2
4 9 3 3 2
3
5
d) % —10x — 2, e) 2v/2x (§+ 1), f) 4(x — /),
X
2 4 2
g - S 3% 4 x, h) x—i-gx\/;—l-%, i) x —3x¥3 +3x1/3,
2 35 2 1 x?
- /2 _ 2 )2 _ _
1 3x 3x , k) In|x| el 1) V2x 5
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8 1
5.a) 8sina + 3cosa, b) 4ln|o| — —= — — +1tgo, c) —cosx —tgx,
Jo o
1
d) gtgx, e) —%cotg@, f) sing —0,8tg ¢,
5tg 2 — 3cotg Q2 . R-10*
g) , h) 3tgx 4+ 2cotgx, 1) ,
2 STy In 10
4* T
o w YIL D er.
In4 In~sT
3.8
6. a) 3tgx + 2cotgx, b) g’ c) tgx —cotgx,
n
1
d) e +tgu, e) e +1, f) EeZP—e”er,
1
g) 2arcsinx, h) 3 3arcsiné, i) —z+ 3arcsinz,
) 2 arctes k) In|inx| p 12, 9 2en
— arctgt, n|lnx|, .
Vg e * n6 ' 23 ' In2
7 ) 2.7% b) X+e2x ) a2
.a) ——, e — ) — — —,
In7 6 Ina /x
B3x
d) 3e* — ’ X —x —
) 3e' —cosx e) e +e ) 3B
(3) -6)
g) arccosx, h) 1—2 —2x, 1) arcsinx,
n_
3
J)  x + 2arctgx, k) 2arctgu, ) h—2arctgh.
x3 1
8. a) ?—x+arctgx, b) 2sinwv, c) —arctgw — —,
w
1
d) 28 —tgh, e) Etga), f) —cos%sin%—l—g,
1
g tg¥ -\, h) _Etg2t’ 1) In|x| 4 2arctgx,
5
j) t—4In|r + 4|, k) —U —-6In|U — 3|, 1) g+zln|2n—1|.

2.2.2. Metoda per partes

Doposud jsme se naucili pocitat tzv. tabulkové integrdly a integrdly, které na né lze
prevést vhodnou upravou. Z predchoziho textu vime, Ze integral ze souctu resp. rozdilu
je souétem resp. rozdilem integralii. BohuZel nic podobného vsak neplati pro soucin resp.
podil. Rozhodné tedy neni obecné pravda, Zze integral ze soucinu resp. podilu je roven
soucinu resp. podilu integrdli. To nds nemiiZze prekvapit, protoZe ani derivace soucinu
resp. podilu neni obecné souc¢inem resp. podilem derivaci. Nicméné integraci rovnosti ze
vzorce pro derivaci soucinu dostaneme velmi uziteCny vztah pro integraci soucinu.

o
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Véta 2.9. Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu 1. Pak plati

/u(x)v/(x) dx =ux)v(x) — f u (x)v(x)dx, (2.6)

pokud aspori jeden z integrdlii v predchozim vztahu existuje.

Diikaz. Pro funkce u(x) a v(x) majici derivaci plati vztah (u(x)v(x)) = u'(x)v(x) +
+ u(x)v'(x). Jeho integraci dostaneme

/(u(x)v(x))/dx =u(x)v(x)+c= f(u/(x)v(x) + u(x)v'(x)) dx.

Integrdl [(uv’ + u'v)dx tedy existuje. Pokud existuje aspoti jeden z integrald [ uv’ dx,
[ u'vdx, necht je to napf. [uv’dx, musi podle véty 2.4 existovat i integrdl z rozdilu
[ (v’ + u'v) —uv’)dx = [u'vdx, coZ je druhy uvaZovany integral, takZe

ux)vx)+c= fu/(x)v(x) dx+/u(x)v/(x) dx

a odtud jiz dostdvame vztah (2.6). O

V prikladech, které budeme feSit, budou mit funkce spojité derivace, takze existence
integralti bude zarucena vétou 2.3.

Integracni metoda zaloZzena na vztahu (2.6) se nazyva metoda per partes (Cesky po
cdstech). Stru¢né ji zapisujeme

/uv/dx=uv—/u/vdx.

Hodi se na integraly, jejichz integrand ma tvar souc¢inu. Abychom dokézali napsat pravou
stranu vztahu (2.6), musime jeden Cinitel v levé strané (v naSem oznaceni ) umét derivovat
(abychom ziskali u"), coZ nebyva problém, a druhy &initel (v naSem oznaCeni v') musime
umét integrovat (abychom ziskali v), coz uz miize byt problém. A konecné€ integral na

pravé strané¢ by mél byt jednodussi z hlediska dalsi integrace. Postup si ukdZeme na
prikladu.

Piiklad 2.10. Vypoctéte neurcity integral / xsinxdx, xeR.

Reseni. Sou¢in v zadéni je ziejmy. MiiZeme si zvolitbud u = x a v’ = sin x, nebo naopak
u=sinx av = x.

Zkusime nejprve prvni volbu. Je-li u = x, bude v’ = 1. Dédle v = sinx, tedy
v = f sinx dx = —cosx (integrani konstantu volime rovnu nule, sta¢i nim jedna
konkrétni primitivni funkce). Ze vzorce (2.6) dostaneme

fxsinxdx:x(—cosx)—/l-(—cosx)dx:

= —XCOSX +/cosxdx = —xcosx + sinx + c.
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Tato volba tedy vedla k cili. Vypocet obvykle zapisujeme do jakési tabulky, takZze zapis
vypad4 nasledovné:

/
. Uu==x u =1
xsinxdx =| . =x(—cosx)— | 1-(—cosx)dx =
vV =sinx v=—cosx
=—xcosx-i—/cosxdx=—xcosx+sinx+c.

Pfi ruénim zdpisu piSeme tabulku bud’ pod integrdl nebo vedle ného, zde budeme
s ohledem na misto ddvat prednost zapisu vedle integralu a od zbytku vypoctu ji oddélime
svislymi Carami.

Je dobré zvyknout si psét tuto pomocnou tabulku pofad stejné co do umisténi u, u’, v
a v’. Tento ndvyk vdm umozni vyhnout se zbyte¢nym chybdm. Tedy v levém sloupci jsou
funkce u a v’ ze zadaného integrélu, na ,,hlavni diagonéle* tabulky méame u a v a v pravém
sloupci mame funkce u” a v nového integralu. Ptislusné dvojice jsou ve vzorci (2.6) spolu
vzdy vyndsobeny.

Zkusime nynf jesté druhou volbu. Dostaneme

- u=sinx u' =cosx xz x2
xsinxdx =| , 2 = —sinx — [ (cosx) —dx =
vV =ux V=5 2 2
2
X .
—~ sinx — — | x*cosxdx.
2 2

Ptedchozi rovnost je sice sprdvnd, ale novy integrél je ocividné sloZitéjsi neZ vychozi,
takZe tato volba nevede k cili. A

Nez si ukdzeme dalsi priklady, uvedeme si tabulku typickych funkci, jejichZ neurcité
integraly 1ze spocitat metodou per partes. Zaroven bude feceno, kterou funkci derivujeme
a kterou integrujeme. Vycet pochopitelné neni vycerpdvajici, existuji i dalsi integrély,
které 1ze vyfteSit pomoci metody per partes. Nicméné je dilezité tyto zdkladni typy znat,
abyste se bez vdhani dokdzali spravné rozhodnout.

Integraly reSitelné metodou per partes

V nésledujicich tabulkéch je P (x) mnohoclen a a je nenulové konstanta. V prvnim sloupci
je uveden integrand, ve druhém sloupci je uvedeno, kterou funkci budeme derivovat, a ve
tretim, kterou funkci budeme integrovat. Prehled rozdélime do dvou C4sti.

U prvni skupiny derivujeme mnohoclen a integrujeme druhy cinitel. Novy integral
bude sou¢inem mnohoclenu, jehoZ stupeii bude o jednic¢ku mensi, a druhé funkce, kterad
bude obdobna jako ve vychozim integrdlu (exponencidlni funkce e** se zachova, funkce
sinus a kosinus se prohodi).

U druhé skupiny integrujeme mnohoclen a derivujeme druhy cinitel. Opacné volba
by ani nebyla mozn4, protoZe logaritmickou funkci, funkci arkussinus atd. ani neumime
(zatim) integrovat. Derivaci se naopak téchto ,,nepfijemnych* funkci zbavime. Jejich

5%
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Integrand u v/
P(x)e™* P(x) et
P(x)sinax P(x) sin ax
P(x)cosax P(x) cosax

Tab. 2.2: Metoda per partes — prvni ¢ast

Integrand u v’
P(x)Inx Inx P(x)
P(x) arcsinax arcsin ax P(x)
P(x) arccosax arccos ax P(x)
P(x) arctgax arctg ax P(x)
P (x) arccotg ax arccotg ax P(x)

s vz

Tab. 2.3: Metoda per partes — druhd ¢ést

derivace jsou totiZ pro integraci ,,jednodussi“ ((Inx)’ = 1/x, (arcsinx)’ = 1/+/1 — x2,
(arctgx)’ = 1/(x> + 1) atd.).

Piiklad 2.11. Vypoctéte neurcity integral / (x> 4+ 1)e " dx, xeR.

Reseni. Jde o funkci typu ,,mnohoclen krit exponencidlni funkce*, kterou najdeme v ta-
bulce 2.2. Mnoho¢len x>+ 1 tedy budeme derivovat a exponencidlni funkci e ™ integrovat.
Zaroven si v tomto prikladu ukdZzeme typicky rys metody per partes, a to opakované po-
uziti. Jak uvidime, dostaneme integrdl obdobného typu ,,mnohoclen krat exponencidlni
funkce®, ale mnohoclen bude mit nizZ8i stupeni. PouZijeme tedy metodu per partes jesté
jednou. Obecné u této prvni skupiny funkci uvedené v tabulce 2.2 pokracujeme tak dlouho,
az se derivovanim mnohoclen pfevede na konstantu (je-li jeho stupeii n, bude to po n-té
derivaci). V nasem piipadé postupné dostaneme

u=x>+1 u =2
vV =e"* v=—¢

/(x2+1)e_xdx = =

—X

= @2+ (e — f 2x(—e M) dx =

U==x u =1
V=e* v

:—(x2+1)e_x+2/xe_xdx=

=—’4+ e+ 2|:x(—e_x) — / 1. (—e_x)dx:| —
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:—(x2+1)e_x—2xe_x+2/e_xdx:

=2+ DeF—2xe -2 F4c=—(x>+2x+3) e +c. a
Priklad 2.12. Vypoctéte neurcity integral f 2x — 1) Inxdx, x € (0,400).

Reseni. Jde o integral z tabulky 2.3, mnoho&len 2x — 1 tudiZ budeme integrovat a loga-
ritmickou funkci budeme derivovat. Nasledné vyjde

_ r_ 1
u=Inx u =

vV =2x—1 v=x%—x

/(2x —DInxdx =

:(lnx)(xz—x)—/)lc(xz—x)dx:

1
:(x2—x)lnx—/(x—l)dx:(xz—x)lnx—§x2+x+c.

Priklad 2.13. Vypoctéte neurcity integral / arccotgx dx, x € R.

Reseni. Tento integral zdanlivé nemd tvar sou¢inu. Ale za druhy &initel si vZdy miZzeme
predstavit jednicku, coZ je vlastné mnohoclen stupné nula. Jde tedy o integrdl uvedeny
v tabulce 2.3. Derivovat tudiZ budeme funkci arkuskotangens a integrovat jedni¢ku. Vyjde
tedy

— r— 1
u = arccotgx u = el

/ arccotgx dx =

v =1 V=2x

1
= (arccotg x)x — /(—x2 n 1>x dx = x arccotg x + f xzi 1 dx =

1 2 |
= x arccotg x + > / ﬁ dx = x arccotg x + > In(x%>+1) +c.

K vypoctu posledniho integrilu jsme pouZili vzorec 14. A

V nasledujicich ptikladech si ukdZeme dalsi obrat, ktery se v souvislosti s metodou
per partes Casto pouZiva. Tento obrat spo¢iva v tom, Ze po integraci per partes (pfipadné
opakované) a upravach se ndm znovu objevi vychozi integrdl, ktery mame urcit. Tim
dostaneme pro tento integrdl rovnici

/f(x)dx:h(x)+a/f(x)dx, weR, a0

(jeji leva strana je vychozi integrdl a prava strana je zavére¢ny vyraz), z niz ho miZeme
vypocitat (pokud se nezrusi, tj. pokud o # 1).

o
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Priklad 2.14. Vypoctéte neurcity integral f e sinxdx, xeR.

Reseni. Nejde o Zadny z typd uvedenych v tabulkdch 2.2 a 2.3. PouZijeme postupné
dvakrat metodu per partes, pfiCemz vZdy budeme exponencidlni funkce derivovat a druhy
¢initel integrovat (jinak bychom se vratili zpitky k samotnému zadanému integrilu).
Dostaneme

fex sinxdx =

=e*(—cosx) —/ex(—cosx)dx = —e* cosx +/ex cosxdx =

u=-e" u' =e*
vV =sinx v=—cosx

u=-=e* u' =e*
vVV=cosx v=sinx

= —e’cosx +e’sinx —/ex sinx dx.

Dostali jsme tedy rovnici
/ex sinxdx = —e*cosx +¢e*sinx — f e’ sinx dx,
z niZ jiz snadno vypocitdme, Ze
2/ e*sinxdx = —e* cosx +e'sinx + ¢,

X o3 _l X : _
e’ sinxdx = 2e (sinx — cosx) + c.

Nékdo moznd cekal ve vysledku hodnotu 5, ale je-li ¢ libovolnd konstanta, je 5 také

libovolnd konstanta (vlastné jsme provedli pfeznaceni zlomku 5 a pro novou hodnotu

jsme pouzili totéz pismeno). V dalSim textu uz tento obrat nebudeme komentovat. A

Priklad 2.15. Vypoctéte neurcity integral / V1—x2dx, xe(-1,1).

Reseni. Opét nalezneme rovnici pro hledany integral. Za jeden Cinitel volime jednicku.
Vyjde tudiz

/de—
Y S e S Y R N fl—x—l

W pere:
:xm‘/(%‘m)‘”

1—x2 /\/l—xzdx—l—/
V1 —x2
l—xz—/\/l—xzdx—l—arcsinx.

/ X

) —
1xu—m
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Dostali jsme rovnici
/\/1 — x2dx :x\/l—xz—/\/l — x2dx + arcsin x,
z nizZ po jednoduché dpravé obdrzime, Ze
X 1 :
/\/l—xzdx =3 l—xz—l—i arcsin x + c.

Tento ptiklad neni typicky pro pouZiti metody per partes a lze pouZit i jiny postup — viz
priklad 2.30 a text pro zdjemce na str. 77. A

Priklad 2.16. Vypoctéte neurcity integral / cos’xdx, xeR. @

Reseni. Opét najdeme rovnici pro hledany integril. Za u i v budeme tentokrat volit
kosinus. Dostaneme

/coszx dx =

= cosx sinx + f(l — coszx) dx =

u=-cosx u = —sinx

vV =cosx v=sinx

= cosx sinx + / sin® x dx =

:cosxsinx—i—/dx—/coszxdx=c0sxsinx+x—/coszxdx,
coZ vede k rovnici
/coszxdx :cosxsinx—l—x—/coszxdx,
z niz vyjde
) 1 ) X
cos“ xdx = 3 cosx sinx + 5 + c.

Pii tpravach jsme pouZili zndamy vzorec cos®>x + sin>x = 1. I tento integral se &asto

pocita jinym zplsobem — viz priklad 2.46. A

Shriime si ndvody, které se vyskytuji v souvislosti s metodou per partes:

e Existuje jista skupina neurcitych integralii ze soucinu dvou funkci, pro jejichZ vypocet
je (aspon jako vychozi krok) typické pouZiti metody per partes — viz tabulky 2.2
a23.

e Za jeden z Cinitell se voli jednicka.

e Pro hledany integral ziskdme po pouZiti metody per partes a ndslednych upravich
rovnici, z niz Ize tento integral urcit.

e Pomoci této metody se odvozuji rekurentni vzorce — viz napt. vztah (2.15).

e Metoda se Casto pouzivd opakované.
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@ ——

Samoziejmé& existuji 1 jiné integrdly neZ typy uvedené v tabulkiach 2.2 a 2.3, které
lze s uspéchem feSit metodou per partes aniZ se pouziji piedchozi obraty. Ukédzkou je
nésledujici ptiklad. Rozhodnout, kdy tuto metodu pouZit, je pochopitelné véci cviku.

Piiklad 2.17. Vypoctéte neurcity integral / dx, x e (—m/2,n/2).

COS“ x

Reseni. Budeme derivovat mnohodlen x a integrovat zlomek 1/ cos? x. Vyjde

X
/ 3 dx =
cos? x

—sinx
:xtgx+/ dx =xtgx +1In|cosx| +c.
COS X

=X u =1
/I _ 1
COSZX

v =tgx :xtgx—/tgxdx:

Absolutni hodnotu v logaritmu je mozné vynechat, protoZe funkce kosinus je na uvazova-
ném intervalu kladnd. Pfi vypoctu jsme pouzili vzorec 14 stejné€ jako v piikladu 2.8 b). A

Pruvodce studiem

Uvédomte si, Ze predchozi priklad neni typem uvedenym v tabulce 2.2. Tam
je zminén typ ,mnohoclen krat cosax”, kde a je konstanta. V nasem pfipadé
mame ,mnohoclen lomeno cos? x “. Misto soucinu je tedy podil a navic kosinus je
umocnén na druhou. Posluchaci si casto zminéné typy pamatuji jen pfiblizné, vedi,
Ze je tam ,néjaky mnohoclen” a ,néjaky kosinus*, zaméni soucin a podil a pod. To
pak muze vést k naprosto nevhodné volbé integracni metody. Napf. vyraz x e’
neni typ z tabulky 2.2. Jeden cinitel je sice mnohoclen, ale exponencialni funkce
ma byt tvaru e**, kde a je konstanta, coZ v tomto pfipadé neni pravda. PouZiti per
partes zde k nicemu nevede. V nasledujicim oddilu se dozvime, Ze na integral
Z tohoto vyrazu je tfeba pouZit zcela jiny postup.

Priklady k procviceni

1. Integrujte dané funkce:

a) /xarctgxdx, b) /te2’ dr, c) /xcosx dx,
d) /R3R dR, e) /0sin9 de, f) /(3n+2)cosndn,
) / B?sin BdB, h) / ssingds, ) / rsin? r dr,
R) /x3e" dx, k) /x%osxdx, 1) /r2 sin 27 dr.
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2. Integrujte dané funkce:

a)

d)

g)

3

f Pp*e > dg, b)
/ Vin(V—-1)dV, e)
[ﬂlnzwdw, h)

In®¢
- dr, k)

3. Integrujte dané funkce:

a) / 2 arctg zdz, b)

d) / t arcsint dt, e)
sin %

g) — 49, h)
e

i) / e sin’ x dx, k)

KIli¢ k prikladam k procviceni

1. a)

c)
e)

g

)

k)

xZ+1) X
——— arctgx — 5

X sinx 4+ cos x,
sinf — 0 cos0,

(—B2 +2)cos B + 2B sin B,

2 cos?r

8 b

rsin2r r

PR

xZsinx — 2sinx + 2x COS X,
e 20 )

T (29" +2¢ + 1),

e’(p* —5p+7),

I 5 m3
-—m’Inm — —

3 9

/
/

T?cos® T dT, ) f(,o2 —3p+2)e’dp,
) InR
m-Inmdm, f) FdR,
/Hln(H—i— 1)dH, 1) /xlnxdx,
InK\?>
SVarctgVdV, D = dK.
/4ln2§2d§2, c) /arcthd@,
aresiny dy, f) /eT cos T dT,
JV1—=y2
In K . oh .
——dK, 1) e “"sin3hdh,
K
/‘e’/3 singdr, ) /e3x cos® 3x dx.
b -1
_ l’ — R
4
3ReR®  3eR
d) — T
In3 In?3

b)

d)

f) 3cosn+ (B3n + 2)sinn,

h)

- £
4sin — — 2 cos —,

2

j) x3et — 3x2e* + 6xe* — 6e”,

D t2cos2t  cos2t L t sin 2t

2 4 2

T3+<T2 1) in2T + = cos? T

— — — — ) S1n — COS

6 4 8 4 ’

l(v2 DIn(V — 1) v:E_y

— J— n J— _—— _,

2 4 2
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g) ﬂ(181n2w—241nw—|-16), h) 1(Hz-l—l)ln(H—i-l)—H—z—l-ﬂ,
27 2 4 2
1, x? , 1, 5
1) Ex lnx—Z, 1) —;(ln t+3In“t+6Int +6),
5 o L5
k) E(V arctgV — V 4 arctg V), D X (In" K +2In K + 2K).
arctgz 4 2 -3z
3.a) —(z"—1)— , b) 4QIn2Q —4Q,
4 12
) Garctg 1 > 4+ 1) " 12 arcsin N tv/1 —t2  arcsint
c arc — —1In , — ,
S 2 4 4
1 .2 I )
e) Earcsm v, f) Ee (cosT +sinT),
2 4 1
g) —§e¢cos§+§e¢sin§, h) ElnzK,
. e 2h . . (sinx —2cosx)e*sinx 2e*
i) ——— (3 cos3h + 2sin3h), 1 + —,
13 5 5
3 3x
k) -3 L (Cosg + sin g), D el_S ((cos3x + 2sin3x) cos3x +2).

2.2.3. Substituc¢ni metoda

V tomto oddilu se seznidmime s dal$i vyznamnou metodou, kterd vznikne integraci
rovnosti ze vzorce pro derivaci sloZené funkce. Pfipomeinime, Ze plati (F [go(x)])/ =
= F'lp(x)]¢'(x) = fle(x)] ¢ (x), kde jsme oznalili F'(u) = f(u) au = ¢(x). Princip
je popsan v nasledujici véte.

Véta 2.18. Necht funkce f (u) md na otevieném intervalu J primitivni funkci F (u), funkce
¢(x) md derivaci na otevieném intervalu I a pro libovolné x € I je ¢(x) € J. Pak md
sloZend funkce f[@(x)] ¢’ (x) na intervalu I primitivni funkci a plati

ff[qv(X)] ¢'(x)dx = Flp(x)] +c. 2.7

Diikaz. Ve bezprostfedné plyne z vySe pripomenutého vzorce pro derivaci slozené
funkce. Derivace pravé strany rovnosti (2.7) totiz dava integrand z levé strany této rov-
nosti. O]

Integracni metoda zaloZzend na ptfedchozi vété se nazyva prvni substitucni metoda.
PopiSeme si, jak vypada jeji praktické pouziti. Predpoklad o existenci primitivni funkce
k funkei f(u) lze zapsat takto:

/f(u)du =F(u)+c.
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Tvrzeni véty potom zapisujeme nédsledovné:

/f[w(x)]w/(X)dx =/f(u)du, (2.8)

kde do vyrazu na pravé strané za u dosadime ¢ (x). Vypocet provadime ndsledovné:

e Oznacime si substituci ¢(x) = u (oznaceni nové promeénné je nepodstatné, jen to
musi byt jiné pismeno nez stard proménn4, tj. v nasem piipad¢ x).

e Rovnost ¢ (x) = u diferencujeme. (Pfipomeiime, Ze diferencidl né¢jaké funkce h(z) je
roven soucinu derivace této funkce a pfirtistku dz, kde z je nezavisle proménna této
funkce, tj. dh(z) = h’(z) dz.) V naSem piipadé je na levé strané nezévisle proménnd
oznaCena x a na pravé strané u, tudiz ¢’ (x) = % au' = g—’,: = 1. Dostaneme tedy

rovnost ¢’ (x) dx = 1 - du, tj. ¢'(x) dx = du.
e V levém integrilu rovnosti (2.8) tedy nahradime za funkci ¢(x) proménnou u a za

vyraz ¢’ (x) dx diferencidl du. Prakticky vypocet zapisujeme podobné jako u metody
per partes do jakési tabulky. Vzorec (2.8) pak vypada takto:

e | e =u
f flp(01¢/(x) dx = ‘ oy dx = du

= / f(u)du, (2.9)
kde do vysledné pravé strany musime dosadit piivodni proménnou, tj. u = ¢ (x). Opét
je rozumné tento zdpis dodrZzovat a zmechanizovat si popsany postup.

cos x dx
V1+sinZx

Reseni. V zadéni je zfetelné vidét sloZenou funkci 1 / V1 + sin? x. Jeji vn&jii slozka je
f(u) =1/+/1+ u? a vnitini sloZka je ¢(x) = sinx. Déle ¢'(x) = cos x. Tedy

Priklad 2.19. Vypoctéte neurcity integral x eR.

, 1 cos x
P (X) = —————cosx =

1
V14 ¢2(x) /1 + sin? x V1+sin2x

coz je zadany integrand. Je proto mozné pouZit substitu¢ni metodu. Substituci zvolime
sinx = u a diferencovanim této rovnosti dostaneme vztah cosx dx = du. Vypocet
zapiSeme ndsledovné:

fle)]¢'(x) =

cosx dx . _/ du .
V1+sin2x IV
:ln|u+\/1—|—u2{—i—c:ln}sinx—l-\/l—l—sinzx‘—i-c.

Pti vypoctu jsme pouZzili vzorec 11 z tabulky 2.1. A

sinx =u
cosxdx =du
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Pruvodce studiem

NeZ si ukazeme dalsi pfiklady, zamyslime se nad tim, jak musi integrand vypadat,
abychom mohli substitucni metodu pouZit. Rozhodné to nemuze byt libovolny
vyraz, naopak tvar integrandu je dost striktné vymezen. Musi jit o vyraz, ktery
je soucinem néjaké sloZené funkce a derivace jeji vnitini sloZky. Oznacme jako
v pfedchozim vnéjsi sloZku f(u) a vnitini sloZku ¢(x). Vyraz pak musi mit tvar
flo(x)] ¢’ (x). Uvedme si v nasledujici tabulce nékolik takovych funkci. V prvnim
sloupci je dana sloZena funkce, ve druhém jeji vnéjsi sloZka, ve tretim jeji vnitini
slozka, ve ctvrtém derivace vnitini sloZky a v patem pak, jak by mél integrand
vypadat.

fle(x)] f () @(x) @' (x) fle@)]-¢'(x)
x2-3 Ju x>=3 2x x2—-3.2x
e e —x? —2x e . (—2x)
sin® x u® sin x cos x sin® x - cos x
(4 — 7x)10 ul® 4~ 7Tx —7 4 -7 (=7
(14 1Inx)* u’ 1+Inx 1 (1+Inx)*- 1
X X
In arctg x Inu arctg x ﬁ Inarctg x - 2 :_ N

Tab. 2.4: Priklady integrandti vhodnych pro substitu¢ni metodu

Nemuzeme ovsem vzZdy oCekavat, Ze zadani bude ,naservirovano na talifi“
tak, jak by se nam to nejvice libilo. Napf. posledni dva vyrazy z predchozi tabulky
by urcité byly zapsany spise takto:

(1 +1nx)* Inarctg x
. resp. 21

Podobné prvni dva vyrazy by asi spise vypadaly takto: 2x ~/x* — 3 resp. —2x e,
Musite byt schopni ,vidét” v zadaném vyrazu pFislusnou sloZenou funkci a ,hledat*”
k ni v tomto vyrazu derivaci jeji vnitini sloZky. Pravé tato véc cini posluchacum
nejvétsi potize. Proto je duleZité znat bezpecné zpaméti derivace a neurcité inte-
graly zakladnich funkci, abyste ihned védéli, co hledate (mame na mysli derivaci
vnitini sloZKy), a dokazat prehodit poradi Cinitelt a pod., abyste zvaZili, zda tam
potfebny vyraz je nebo neni. Je to véc cviku. Musite-li hledat derivace v néjaké
tabulce, sotva v zadaném vyrazu néco ,uvidite”.

Koneéné upozornéme jesté na jednu véc. Casto se stane, Ze nam bude ,chy-
bét“ multiplikativni konstanta. Napf. budeme mit zadany vyraz x </x2 — 3, ale my
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bychom potiebovali, jak jsme si pravé vysvétlili, 2x ~/x* — 3. To ovsem neni pro-
blem, protoZe konstantu snadno doplnime diky viastnosti (2.4) z véty 2.4. Je

totiz
1
/x\/x2—3dx:5f2x\/x2—3dx,

coZ jsme chtéli. Prakticky budeme postupovat tak, Ze v pomocné tabulce, v niz si
znacime substituci a pocitame diferencialy, pridame dalsi radek, ktery dostaneme
tak, Ze fadek udavajici rovnost mezi diferencialy vhodne upravime jako rovnici,
abychom nalevo dostali presné vyraz, ktery mame k dispozici. Napf. v pripadé
funkce x «/x? — 3 by tabulka vypadala takto:

x2—3=u
2xdx =du
xdx =%du

Zduraznéme ale, Ze timto zptusobem muZeme doplnit pouze multiplikativni
konstantu (1j. konstantu, kterou se nasobi). Pokud nam chybi skutecné (nekon-
stantni) funkce, takto postupovat nelze. K tomu se jesté vratime niZe.

1+ Inx)*
Piiklad 2.20. Vypoitéte neurdity integral / AN 4y x € (0, +o0).
X

Reseni. Jde o predposledni vyraz z tabulky 2.4. Substituce tedy bude u = 1 + Inx.
Dostaneme

f(1+lnx)4 ‘l-l—lnx:u
——dx =
x

1 (1 +1nx)>
e 4 = - 5 e
)lcdx:du _/udu_su +c +c.

5

O spravnosti vypoctu se snadno miizeme piesvédcit derivaci. A

Priklad 2.21. Vypoctéte neurcity integral / sinx cos’ xdx, x eR.

ReSeni. Zde se nabizi sloZena funkce cos’ x s vnitini slozkou cos x. Jeji derivace je

— sin x, coZ je vyraz, ktery v integrandu az na ndsobek —1 mame. Tedy

COSX =U 6 6
. 5 . 5 u cos® x
sinxcos” xdx = | —sinxdx =du = u(—l)du:—g—l—c:— c
sinx dx = —du
Bylo jen tfeba uvédomit si, Ze sin x cos® x dx = cos’ x sinx dx. A
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Priklad 2.22. Vypoctéte neurcity integral f xe ™ dx, xeR.

Reseni. Jde o modifikaci druhého piikladu z tabulky 2.4. Volime substituci u = —x?

a ,,doplnime* chybéjici konstantu —2. Dostaneme
—x2 =

2 T ! 1, 1 .
xe " dx=|—2xdx =du =[]e|l—=z)du=—<ze"+c=—<e" +ec.
1 2 2 2

xdx =—5du

Pti feSeni opét stacilo ,,umét si predstavit®, Ze x e_)‘2 dx = e‘xzx dx. A

Priklad 2.23. Vypoctéte neurcity integral / e dx, xeR.

Reseni. Zvolime substituci s = x> a vyjde nam:
xZ=y
3 —x2 —s 1 1 —s
x’e ™ dx =|2xdx =ds = [ se 'Eds:i se " ds =
xdx = % ds

(vznikly integrél budeme fesit metodou per partes — viz tabulka 2.2; jde o typ mnohoclen
krat exponencidla e**, kde a = —1)

u=s u' =1 1 s s
= | ) e o —et _§<—se —f(—e )ds)—

1 1 1
:5(—se_s—e_s)+c:—E(s—i—l)e_s—i—c:—5(x2+1)e_x2+c. N

Pro zajemce:

Zadani ptedchoziho piikladu je podobné jako v prikladu 2.22, takZze bychom mohli opét ,,vidét*
slozenou funkci e a zkusit substituci 4 = —x2. Aviak (—x?%) = —2x, takZe (kdyZ pomineme
konstantu —2) ndm prebyvé v zaddni x% e~ = x2 e~ x jeste vyraz x>.

Lepsi ndpad tedy bude ,,vidét* v zaddni sloZenou funkci f (x?) = x2 e_XZ, kde f(s) = se™,

s vnitfni sloZzkou x2. Pak zvolime substituci s = x? a v8e jiZ probéhne hladce, kdyZ si predstavime,

< 2 2
Zex3e™ dx = x?e ¥ xdx.
Vsimnéte si, Ze v zad4ni by bylo rovnéz mozné ,,vidét* jinou sloZenou funkci, a to g(—x?) =
2 cy o1 . s PR
= x?e™, kde g(s) = —se*, s vnitini slozkou —x? a volit substituci s = —x2. Vypocet by byl

obdobny a vysledek samoziejmé stejny. Zkuste si sami tuto variantu.

V nasledujicich dvou prikladech si v§imneme velice jednoduchého, ale dileZitého
pfipadu substituce. Jde o tzv. linedrni substituci tvaru u = ax + b, kde a,b € R, a # 0.
ProtoZe (ax +b)" = a, bude platit a dx = du. Pokud ndm konstanta chybi, vzdy ji snadno
JiZ zndmym postupem doplnime.
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Piiklad 2.24. Vypodtéte neurdity integral / 4—7x)1%x, xeR.

Reseni. Ttento piiklad byl uveden v tabulce 2.4. Zvolime substituci u = 4—7x. Dostaneme

4—"Tx=u
1 1
/(4—7x)10dx: —7dx =du :/ulo —= du=——fu10du:
dx = 1 7 7
x——7du
=—1”—“+c———(4 TN +e.
7 11 A

Priklad 2.25. Vypoctéte neurcity integral / V2x —5dx, x € (5/2,400).

Reseni. Opét pouZijeme linedrni substituci u = 2x — 5. Vyjde

2x —5=u
1
V2x —5dx = 2dx =d Ju - —du = u/?du =
2
dx = 1du

1 u?

- _—\/ +C— 2x —5)3 +c.

23 / ( ) A
Poznamka 2.26. U jednodussich piikladl lze pfi troSe cviku linedrni substituci provadét
témér zpaméti, ¢imz se vypocet vyrazné urychli. Jestlize ma funkce f (1) primitivni funkci
F(u), t.

/ £y du = Fu) +c,

plati, Ze

1
/f(ax-l—b)dx:—F(ax—i-b)—l-c, a,beR, a#0.
a

Diikaz se provede bud substituci ax + b = u, adx = du, tj. dx = ﬂl—ldu, anebo pfimym
derivovanim pravé strany, protoze F’'(u) = f (u). Vzorec samoziejmé plati na intervalech,
kde je funkce f(ax + b) definovana.

Ukazme si pouZziti na né€kolika piikladech (nepiSeme integracni konstanty):

1
/e”du:e” = /ez’“_3dx=§ezx_3 (a=2,b=-3),
& Il N fdx 11|3+4|( 3.b=4)
— = 1Nn\u ni|s>x a =>, == )
u 3x +4
4 1 4 1 5
udu:§u = x+7 dng(x+7) (a=1,b=17),
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1
/sinu du = —cosu = /sin(3 —5x)dx = —3 [— cos(3 — 5x)] =

1
= cos(3 —5x) (a=-5,b=23),

. 2x — 1 2 1
fcosudu:smu = /cos 3 dx:/cos §X_§ dx =

1 . 2x-—1 3 0 2x—1
= sin = — sin
2/3 3 2 3

(a=2/3,b=—1/3).

Vsimnéte si, Ze jako specidlni piipad tohoto obratu dostaneme pro b = 0 obecné;jsi verze
vzorci 4, 5,7, 8, 12 a 13 z tabulky 2.1 (pravy sloupec).

Pruvodce studiem

Vratme se jesté k mechanismu Upravy diferencialu, ktery byl popsan na str. 30.
Posluchaci ¢asto mechanicky postupuji takto:

o(x) =u ... volba substituce
¢ (x)dx =du ... diferencovani pfedchozi rovnosti (2.10)
dx = (p‘}& R osamostatnéni diferencialu staré proménné

Pak bez premysleni automaticky za ¢(x) dosadi novou proménnou u a za dx
dosadi vyraz du/¢'(x).

Pokud je substituce dobre zvolena, nestane se nic hrozného, jak ukazuje
nasledujici priklad.

2+sinx =u

COS X cosx du du
——— —dx =] cosxdx =du = = | — =
(2 + sinx)? Qo = _du u? cosx u?

x_cosx
-1
u 1 1
= uzdu=—+c=———|—c=——,
—1 u 2 +sinx

Ve vypoctu se nam na chvili objevila v jednom integralu jak stara proménna x tak
nova proménna u, pricemz diferencial uz byl du. ProtoZe se vSak vyraz obsahu-
jici x (v nasem pfikladu to byl cos x ) zkratil, vSe dobre dopadlo.

Katastrofa vSak obvykle nastane, pokud substituce neni dobre zvolena. Uka-
Zeme si to na nasledujicim odstrasujicim postupu ,vypoctu® neurcitého integralu
z funkce e*’.
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Nyni posluchaci obvykle povaZuji x za konstantu nezavislou na u, kterou Ize pfi
integraci vzhledem k proménné u vytknout, a pocitaji dale

o=

. du 1 "y r ., e’
/e 2x  2x © u_2xe te= te
¢imz je katastrofa dokonana. Pfedchozi postup je naprosto chybny!
Autofi takového postupu totiz zcela ignoruji, Ze mezi starou a novou promén-
nou je vazba dand rovnici u = ¢(x), tj. v nasem pfipadé u = x2, z éehoZ (pro
x > 0) mame x = \/u. Integral vznikly po substituci ma tedy tvar

srerdn= [ speran= [ 5Tma

takZe pred integrél byla viastné vytknuta funkce 1/(2./u)! BohuZel této hrubé
chyby se posluchaci ¢asto dopoustéji.

Abyste se nécemu takovému vyhnuli, nepouZzivejte postup naznaceny v (2.10),
pokud je ¢(x) funkce. VZdy se snaZte mit pfed ocima, jaky tvar musi integrand
mit, aby bylo mozZné pouzit substituéni metodu, tj. fl¢(x)]¢’(x). Rozhodnéte se,
co budete povaZovat za sloZenou funkci f[¢(x)], a hledejte derivaci vnitini sloZky
¢’ (x). KdyZ derivaci nemuZete najit, asi nemate substituci dobfe vybranu. Mozna
pfiklad na substituci viabec neni vhodny, rozhodné ne na tu, kterou jste si zvolili.

Na zavér si vS§imneme toho, Ze vzorec (2.8) se nékdy (méné Casto, ale zato jde o diile-
zité pripady) pouziva zprava doleva. Tedy jako bychom do ,,jednoduché* funkce vlozili
vnitini sloZku a dostali integrdl ze sloZzené funkce, ktery je zdanlivé komplikovanéjsi.
V konkrétnich piipadech vsak tento integral mtize byt pro dalsi vypocet jednodussi. Po-
uziti je obdobné, jen pfislusnd véta ma trochu jiné predpoklady a diikaz je technicky

vvvvvv

slozit&jsi. Pfipometime, %e ¢ ~! zna&f inverzni funkci k funkci ¢.

Véta 2.27. Necht funkce f(x) je definovand na otevieném intervalu J. Necht funkce ¢(t)

md nenulovou derivaci na otevieném intervalu I a zobrazuje tento interval na interval J.

Ddle predpoklddejme, Ze funkce f[@(t)] ¢'(t) md na intervalu I primitivai funkci F(t).
Pak funkce f(x) md na intervalu J primitivni funkci Flo~'(x)]. Plati tudiZ

/f(X)dx =/f[</)(t)]<ﬂ/(t)dt, (2.11)

jestlize do primitivni funkce na pravé strané dosadime za t funkci ¢~ (x).

Integra¢ni metoda zaloZend na predchozi vét€ se nazyva druhd substitucni metoda.

Pro zajemce: /@
Diikaz. Protoze ¢'(t) # 0 na I, je podle Darbouxovy véty (viz [4, str. 188]) bud ¢’(¢) > 0 pro

t € I, nebo ¢'(t) < 0 prot € I, takZe funkce x = ¢(r) je ryze monoténni na I, a tudiZ k ni

o
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existuje inverzni funkce ¢t = ¢~ ' (x). Ta md derivaci na J, pfi¢emz plati (viz [12])

1 1

= , J.
e'(t)  ¢lo~1(x)] re

') =

Dale podle ptedpokladu plati F'(t) = f[e(t)]¢'(t) prot € I, takze podle vzorce pro derivaci
sloZené funkce a pfedchoziho vztahu dostaneme pro x € J ax = ¢(t), Ze

(Flo™' 1) = Fllo ' )1 (07 (x) = fele™ ' 0)]) ¢To " (1)1 - = f(x),

@'~ (x)]

coZ jsme méli dokazat. O

Pouziti je obdobné. Zvolime substituci x = ¢(t), diferencovdnim dostaneme dx =
= ¢'(t) dr a dosadime do levé strany (2.11) (tentokrit nemusime délat Zddné dpravy se
vztahem dx = ¢/(¢) dt). Do vysledku dosadime za ¢ inverzni funkci ¢ ~! (x) (n&kdy tento
vztah rovné€Z napiSeme pro prehlednost do pomocné tabulky).

Priklad 2.28. Vypoctéte neurcity integral / eY¥dx, xe€ (0, +00).

Reseni. Zvolime substituci x = ¢2, &mZ odstranime nepiijemnou odmocninu v expo-
nentu. ProtoZe x > 0, je v nasem piipadé J = (0, +00). Funkci ¢(7) = ¢ tedy budeme
uvazovat na intervalu I = (0, +00) (je samoziejmé ndhoda, Ze ndm vySlo J = I). Funkce
@(t) = t? je prostd na intervalu I a zobrazi ho na interval J (grafem je ¢ast paraboly).
ProtoZe t > 0, je /x = V12 = |t| = t. Inverzni funkce k funkci x = @(t) = t* je tudiz
t = ¢~ 1(x) = /x. Nyni jiz miZeme vypocitat dany integral. Dostaneme (na vypodet
vzniklého integralu pouZzijeme metodu per partes)

2
Jx | o x=t _ N t .
/e dx_‘dx=2tdt = [ 2te dt—/Ztedt—

u=2t u =2
v=¢e v=¢

:2te’—f26’dt:2te’—26’+c:

=2(t—De' +c=2(x - De¥* +c. A

Je mozné dokézat, Ze vysledek predchoziho piikladu plati i na intervalu (0, 4+00).
Pokud bychom to ale chtéli ovéfit z definice primitivni funkce, tj. derivovali bychom
vysledek, museli bychom byt dost opatrni, protoZe funkce 4/x a eV maji vbodé x =0
pouze derivaci zprava a navic nevlastni. Neni tudiZ moZné pouZit v tomto bod¢ standardni
vzorec pro derivovani soucinu.

ProtoZe tato situace se v souvislosti se substitucni metodou dost ¢asto vyskytuje,
uvedeme si jednoduchou vétu, kterd ve vétsiné piipadi tuto komplikaci snadno vyiesi.
Formulace je uvedena pro ohranicené uzaviené intervaly, analogické tvrzeni vSak plati
i pro polouzaviené (ohranicené i neohrani¢ené) intervaly.
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Véta 2.29. Necht funkce f(x) a F(x) jsou spojité na intervalu (o, B), o, B € R, a F(x)
je primitivni k f (x) na otevieném intervalu (o, B), tj. F'(x) = f(x) pro x € (a, B). Pak
je F(x) primitivni k f(x) i na uzavieném intervalu (c, B).

Diikaz. Plyne z [4, str. 111, cviceni 9]. K diikazu 1ze uZzit i I’Hospitalovo pravidlo. [l
Priklad 2.30. Vypoctéte neurcity integral f V1—x2dx, xe(-1,1).

Reseni. Tento integrdl jsme jiZ jednou spoéitali metodou per partes — viz piiklad 2.15.
Tentokrat k jeho vypoctu pouzijeme substituci x = sinz. Protoze plati J = (—1, 1),
zvolime I = (—m/2, m/2). Pak funkce ¢(¢#) = sint zobrazi interval I/ na interval J.
Funkce ¢(¢) = sint je na intervalu (—mt/2, 7t/2) prostd a jeji inverzni funkce je go_l (x) =
= arcsin x, tj. t = arcsin x.
Pfipravime si jeSt¢ integrand po substituci. Vyjde +/1 —x2 = +/1 —sin?t =
cos?t = |cost| = cost, protoZe kosinus je na intervalu / kladny. Dostaneme

/ 1 —x2dx = :f\/l—sinzt costdr =

/ 2 | t
= [ cos tdt:—31ntcost—|—§+c:

x =sint
dx =costdt

\S)

(pouzili jsme vysledek prikladu 2.16)

= I sint 1—sin2t+£+c: ad 1—x2—|—larcsinx—|—c,

2 2 2 2
coZ je stejny vysledek jako v piikladu 2.15. ProtoZe jak integrand /1 — x2, tak vysledn4
primitivni funkce jsou spojité na uzavieném intervalu (—1, 1), plati podle véty 2.29
vysledek i na uzavieném intervalu. Zkontrolovat to pifimo vypocétem derivace by bylo
opét obtizné, protoZe funkce +/1 — x2 a arcsinx maji v bodech x = #1 jednostranné
nevlastni derivace. A

Priklady k procviceni

1. Integrujte dané funkce:

67 sin 372 dt, c)

a) / sin® @ cos w dw, b)

i)

Q) f2ezSi“’costdt, h)

8s2ds
(8s3 +27)2

/ /

d) /cosﬂmdﬁ, e) f _4pe 2 dp, f) /6r2 e > dr,
/7% /
| o /

2C

@ ——p
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2. Integrujte dané funkce:

2) / (6p—5)dp
2/3p2—5p+6
d) 4cost

——dt
/1 +2sint
v
N AT
¢ 4 — 9t
1
/—dx
x+v/1—1n?x

3. Integrujte dané funkce:

) f —2d6
a - . A A bl
tg 0 sin2 0

d) / Zarctgp
1+ p?

3xdx
(212
4x dx

.) —’
Pl B=a

n
m) /nz_ldn,

2

4. Integrujte dané funkce:

a) / (4p — 3)* dp,

) / 2,
g Gx =75 "
i) /«3/5—6xdx,

5. Integrujte dané funkce:

a) / sin(2w — 5) dw,

1
dt
©) /cos2 8t

e) / 14e" 3 dr,

2s 1
g) /e ds,
es

/ X
V1 — x? arcsin x

b)

e)

h)

k)

b) /3 Cos¢d¢,

sin* ¢
) /‘ sin 2r dr
e b
2+/1 4 cos?r
2¢!

Bl S
V2 —4e?t
k
k) / 30 dk,
3k +5

h)

/4sinxcos3xdx,
/\/1 + 2x dx,
/x\/2x2+7dx,

Tdx
(142x)3°

[ o=
cos2(1 —¢)’

b) /x — arctg x dx.
1+ x2

e) f(2x + 1) dx,

h) / dp
p2—6p+9°

k -
) /«/4m+9dm

sin u

c) /—du,
2 4/cos® u
dx
b /xlnxlnlnx’
1) /6tg3xdx,

18q dg
1)) RTVORETR
9+ @Bg*+1)

21
c) / o dx,

X
/ X
5 —4x ’
) /9x2 Vx3+10dx,

)] / 3cos* ¢ sint dt,

/ cosydy
0) —.

3sin?3y

o / dx
x(1+1n%x)’
1 T\ 2

0 [s(1-5)

i) /33(8 — 3x)% dx,

1
—=d!
/«/3—2[

do
®) / sin?(3p —7)

4d

d) /—U 9
1 —cos4v

f) [3e3h+l dh,
eq/z — e_q/z

h) /qu,
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1
) /—dT,
T2 +4T +5

K / 2dx
1 —3x +3x2—x3’
0
S —. Y
m) /2v2+8v—|—58 v

6. Integrujte dané funkce:

f 1—(Q2x +3)?2
/ X
V=2x —x2’

1
& /1+(x+1)2dx’

3
. 3 g
) /x2+3x+3 *
D / 2 db
b*—2b+5

n) f (3e7 —8/5—160)db.

Kli¢ k piikladam k procviceni

1. a) ! in® b)
. a — Sin s
1 w
2(si 3/2
g 26mAT &)
3
g) e2 sin ¢ h)
- K
! 1+C?’
2. a) \/3p2—5p+6, b)
d) 3(1+2sinr)??, e)
3 2
g) arcsin v , h)
J) arcsinlnux, k)
3. a) : b)
. a -,
sin2 6
d) arctg2 0, e)
3
S — h
® 31D )

b [ S0dx o [
1— (25x)%° V3 42y — 2 Y
o 3dx S5dx
V2x —x2° — (5x)? ’
h) / 2 d H / Sdz
V—2y+5 I+ @2-522"
—cos 3172, c) tg4 o,
6_2'02 f) _e—2r3
In® w, ) 2%y,
(853 427173, ) V4+ WS
1 ) 1
T2 C )
sin3 ¢ Jcosu
—+v/'1 4 cos?r, f) ln|lnlnx|,
arcsinv/2¢e’, i)
k%15 1
V15 arctg s 1) arctg (q2 + 5) .
— cos4x, c) lnzx,
(14 2x)3/? b V5 —4x
3 9 2 b
(2x2 + 7)3/2 9 ()C3 + 10)4/3
_— 1 _—
6 9 4 9
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—7 3

D =38 —x*)?3, k) ———, ) —=cos’t,

» =38-x?) ) T0Tar )~ cos
1

m) E1n|nz—1|, n) tg(¢ — 1), 0) sin'/?y.

— aurc:tg2 x + In(1 + x?)

4. a) In|arcsinx|, b) > , ¢) arctglnux,
(4p —3)° 2x + * 6
d —, —_—, ,
T °) 8 R
9~y S—— D —5@8-30!"°
Bx =74’ p—3 ’
5 — 6x)43 Vam +9
) —%, o h —v3-2l
cos(2w — 5) 1 1
5.a —, b) —= cotg(3¢p —7), c) - tg8r,
2 3 8
d) —cotg2v, e) 2e7 78, f) —e 3t
1
g) e+ —, h) 9% +e79/2, i) arctg(T +2),
e
, V3(2x +3) 1 bh—1
D 2 V3 arctg — k) (1——x)2 , 1) arctg —
2
m) arctg v —; , n) —e30 4 5 - 60)4/3.
1 ) ) R
6. a) 3 arcsin(2x + 3), b) 2arcsin25x, c) 2 arcsin ,
. ) . S5x
d) arcsin(x + 1), e) 3arcsin(x — 1), f) arcsin —,
y—1 :
g) arctg(x + 1), h) arctg — 1) arctg(5z —2).

2.3. Rozklad na parcialni zlomky

Pruvodce studiem

U mnohoclenu hral daleZitou roli rozklad na soucin jednodussich (linearnich nebo
kvadratickych) Cinitelti. Podobné u racionalnich lomenych funkci je v fadé aplikaci
dulezité néco podobného. Na rozdil od mnohoclend, kde jde o rozklad na soucin,

zde vSak pujde o rozklad na soucet jednodussich racionalnich lomenych funkci,
tzv. parcialnich zlomka.
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Pfipomenime ve stru¢nosti zakladni poznatky, které budeme dale potiebovat:

e Raciondlni lomena funkce je podil dvou mnohoclent.

e Kazdou neryze lomenou racionélni funkci (stupeii Citatele je vétsi neZ stupen jmeno-
vatele nebo je mu roven) lze délenim prevést na souc¢et mnohoclenu a ryze lomené
raciondlni funkce (stupeii Citatele je mensi nez stupenl jmenovatele).

e Stupenl polynomu P budeme znacit symbolem st(P).
Parcidlni zlomky jsou specidlni raciondlni lomené funkce. RozliSujeme dva typy:

A

W, kdekGN, a,AER,
X —U

Mx + N

2
It pr gk kdek e N, M,N,p,q e R, p*—4q <O.

U prvniho typu je ve jmenovateli néjakd mocnina (tfeba i prvni) linearniho mnohoclenu
tvaru x — « a v Citateli je konstanta. U druhého typu je ve jmenovateli néjakd mocnina
(tfeba i prvni) kvadratického mnohoélenu tvaru x> + px + ¢ majiciho komplexni kofeny
(zdporny diskriminant) a v Citateli je linedrni mnohoclen (nebo konstanta, pokud M je
nula). Parcidlni zlomky jsou vZdy ryze lomené.

Véta 2.31. Necht R(x) = gg ; je raciondlni ryze lomend funkce s redlnymi koeficienty.

Necht rozklad jmenovatele Q(x) na ireducibilni cinitele v redlném oboru md tvar
Q) =alx —an)! -+ (x — )" (& + prx + gD - (7 + pex + g0

Pak R(x) lze napsat jako soucet parcidlnich zlomkii. Pritom k-ndsobnému redlnému
kofenu jmenovatele o odpovidd k parcidlnich zlomku tvaru

Ajq As Ak
x—a (@x—a)? 7 (x—a)k

a l-ndsobné dvojici komplexné sdruZenych kotenii jmenovatele prislusejicich trojclenu
x? 4+ px + q odpovidd | parcidlnich zlomkii tvaru
Mix + Ny Mox + Np Mix + N;
xX2+px+q’ (PHpx+q@? T (P4 px+g)t

V ptedchdzejici vété je podstatné, Ze raciondlni lomend funkce je ryze lomend. Pokud
tomu tak neni, je tfeba ji nejprve pievést na souc¢et mnohoclenu a raciondlni ryze lomené
funkce. Tu pak lze teprve rozkladat.

Poznamka 2.32.
i) Lze ukdzat, Ze rozklad z predchozi véty je az na poradi s¢itancii jednoznacény, tj.
nezndmé koeficienty jsou jediné.

o
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i1) V komplexnim oboru (tj. koeficienty zadané raciondlni lomené funkce mohou byt

1 komplexni) Ize dokdzat obdobnou vétu, v nizZ ale vysta¢ime jen s parcidlnimi zlomky
prvniho typu. To je ddno tim, Ze v komplexnim oboru 1ze mnohoclen vzdy rozloZzit
na soucin mocnin linedrnich mnohoclend. Samoziejmé koeficienty v rozkladu jsou
obecné také komplexni ¢isla.

Postup nalezeni koeficientu rozkladu

I.

Nejprve se presvédc¢ime, ze zadand funkce je ryze lomend. Pokud tomu tak neni,
prevedeme ji délenim na soucet mnohoclenu a raciondlni ryze lomené funkce. Tu pak
teprve rozklddame.

. RozloZime jmenovatel na soucin ireducibilnich ¢initelti v realném oboru.
. Podle tohoto rozkladu napiSeme predpoklddany tvar rozkladu na parcidlni zlomky

s nezndmymi koeficienty. Ten poloZime roven zadané raciondlni ryze lomené funkci,
jejiz jmenovatel si napiSeme ve tvaru soucinu ziskaného v bod¢ 2.

. Vzniklou rovnici vyndsobime jmenovatelem zadani. Dostaneme rovnost dvou mnoho-

¢lent. Na jedné strané rovnice je mnohoclen se znamymi koeficienty, na druhé strané
mnohoclen s nezndmymi koeficienty.

. Dva mnohocleny se rovnaji pravé tehdy, kdyZ jsou stejného stupné a u stejnych moc-

nin nezndmé maji tytéz koeficienty. Rozndsobime tedy mnohocleny na obou strandch
a slouc¢ime c¢leny se stejnymi mocninami nezndmé. Pak porovname koeficienty u stej-
nych mocnin nezndmé na levé a pravé strané rovnice. Dostaneme soustavu linearnich
rovnic, kterd ma vzhledem k jednoznacnosti rozkladu pravé jedno feSenti.

. Jestlize ma jmenovatel redlné kofeny, je vyhodné dosadit je do vzniklé rovnice jesté

pred rozndsobenim. VSechny ¢leny s nezndmymi koeficienty az na jeden totiZ vymizi,
a tak snadno dostaneme za kazdy takovy kofen jeden nezndmy koeficient. Pak staci
porovnat koeficienty jen u nékterych mocnin nezndmé (tak, abychom dostali potfebny
pocet rovnic pro ty koeficienty, jejichZ hodnoty jeSté¢ nemédme).

. Jinou metodou nalezeni koeficientd je do vzniklé rovnice dosadit libovolnych n + 1

Vv,

ruznych ¢isel, kde n je nejvyssi mocnina nezndmé, kterd se v rovnici vyskytuje. Do-
staneme opét soustavu linedrnich rovnic, kterd ma jediné feSeni.

Priklad 2.33. RozloZte na parcidlni zlomky raciondlni lomenou funkci

R(x) =

x2 -1

Reseni. Funkce je ryze lomend, takZe nenf tieba délit. Rozklad jmenovatele je x> — 1 =

(x + 1)(x — 1). Jmenovatel ma tedy jednoduché kofeny —1 a 1, kterym odpovidaji

jednoclenné fetézce parcidlnich zlomku prvniho typu. Tvar rozkladu bude

X B A n B
x+Dx—=1 x+1 x—-1°

Po vynasobeni jmenovatelem (x 4 1)(x — 1) obdrZime rovnici

x=Ax—-1)4+Bx+1).
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Dosadime postupné oba redlné koreny. Vyjde:

x=-1 == —1=-2A - A:%,
x=1 — 1=2B — B = % .
Rozklad tedy je
1 1
xzx—lzx—zi—l_'_xil' A
Priklad 2.34. RozloZte na parcidlni zlomky raciondlni lomenou funkci @

23 —x24x-=2
x4 4+ x2

R(x) =

Reseni. Funkce je ryze lomend, takZe neni tfeba délit. Rozklad jmenovatele je ziejmé
x% 4+ x2 = x>(x? + 1). Jmenovatel ma tedy dvojndsobny kofen 0 a dvojici jednoduchych
komplexné sdruzenych kofeni i a —i, kterym odpovidd mnoho&len x> + 1. Kofenu 0 od-
povidd dvojélenny fetézec parcidlnich zlomkd prvniho typu, mnoho&lenu x2 + 1 odpovida
jednocClenny fetézec parcidlnich zlomkd druhého typu. Tvar rozkladu bude

2x3—x24x—-2 A B Cx+D

Sy =—=
x2(x2+1) x  x?2 x24+1

Po vyndsobeni jmenovatelem x2(x? + 1) obdrzime rovnici
26 —x? +x —2=Ax(x* + 1) + B(x* + 1) + (Cx + D)x*.
Pravou stranu rozndsobime a secteme. Vyjde:
26 —x? +x —2=(A+CO)x’ + (B + D)x* + Ax + B.
Porovname koeficienty u stejnych mocnin x na levé a pravé strané rovnice.

X3 2=A+C, X 1=A4,
X2 —1=B+D, x0 2 =B.

Jetedy A=1,B=-2,C =1aD = 1. Rozklad pak je

263 —x24+x—-2 1 2  x+1

e T L
x4+ x2 x  x2 x241 A
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Priklad 2.35. RozloZte na parcidlni zlomky raciondlni lomenou funkci

3 2
x> +3x"+4
R(x) = —F——+.
x°4+x =2
Reseni. Funkce neni ryze lomend, takZe je ji tfeba nejprve vydélit. Podil vyjde 1 a zbytek
3x2 — x + 6, coz zapiSeme takto:

3x2—x +6
Rx)=1+ T _2
Nyni musime rozloZit jmenovatel, tj. najit kofeny rovnice x> + x — 2 = 0. Je zfejmé, Ze
¢islo 1 je kofenem této rovnice. Plati tedy 4+ x—2=(x—1Dx2+x+2). Protoze
kvadraticky trojélen x% + x + 2 ma komplexni kofeny (diskriminant je D = —7 < 0), je
to jiz rozklad na ireducibilni ¢initele v redlném oboru. Jednoduchému kofenu 1 odpovida
parcidlni zlomek prvniho typu, trojélenu x? + x + 2 parcidlni zlomek druhého typu. Tvar
rozkladu bude

3x2—x+6 A Bx +C

C—D2tx+2) x—1  2ix12

Po vyndsobeni dostaneme rovnici
3x2 —x +6=A? +x+2)+ (Bx + C)(x — 1).
Dosadime redlny kofen x = 1. Vyjde nam 8 = 4A, tj. A = 2. Pro zbyvajici dvé ¢isla
dostaneme rovnice porovnanim koeficientl u stejnych mocnin x na levé a pravé strané
rovnice. Po roznasobeni a slouceni ¢lent se stejnymi mocninami nezndmé obdrZime
3x2 —x+6=(A+B)x*+ (A—B+C)x +24 - C.
Vybereme libovolné dvé rovnice obsahujici B a C.
x*:  3=A+B, X 6=24-C.
Tedy B =1a C = —2. Rozklad ma tvar

3x2—x+6 2 x—=2

+ .
B+x—-2 x—-1 xZ2+x+2
Pro zadanou neryze lomenou raciondlni funkci tedy vyjde

3 +3x2+4 2 x—2
3—:1+ + 3 :
x> +x—=2 x—1 x*4+x+2 A
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2.4. Integrace racionalni lomené funkce

Pruvodce studiem

Dualezitou skupinu funkci, které mizeme (aspon teoreticky) integrovat v mnoziné
elementarnich funkci, tvofi racionalni lomené funkce. K uspésné integraci potre-
bujeme nékteré vysledky z algebry, se kterymi jste se seznamili v pfedchozim
studiu.

Z toho, co jiz bylo v pfedchazejici kapitole feceno, vyplyvd, Ze kazdou raciondlni
lomenou funkci P(x)/Q(x), kde P(x) a Q(x) jsou mnohocleny, 1ze vyjadrit ve tvaru

P(x)
—— =8() + Ri(x) + -+ Ry (x),
Q(x)
kde S(x) je mnohoclen a Ry(x), ..., Rg(x) jsou parcidlni zlomky. Na libovolném inter-

valu, ktery neobsahuje kofeny jmenovatele Q(x), jsou tyto funkce spojité, takZze k nim
existuji primitivni funkce a plati:

P(x)
Q(x)

dx=/S(x)dx+fR1(x)dx+---+/Rs(x)dx.

ProtoZe integrace mnohoclenu S(x) je bezproblémovd, sta¢i umét integrovat parcidlni
zlomky.

2.4.1. Integrace parcialnich zlomkiu s realnymi kofeny ve jmenovateli

Nejprve si vSimneme parcidlnich zlomka prvniho typu, jejichZ jmenovatele maji redlné
kofeny. Jejich integrace je snadnd. Pro k = 1 dostaneme podle vzorce 4 z tabulky 2.1

A
/ dx =Aln|x — x|+ c.
X —o

Pro k = 2 pouzijeme substituci a vzorec 3 z tabulky 2.1. Vyjde ndm

A X—oa=t dr —k
/de— dx=dt _A/t_k_A/t dl—
t_k+1 A A
— A - — .
Sl T U T T Uk €

Pouziti si ukdZzeme na piikladech.
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3 16
Priklad 2.36. Vypoctéte neurcity integral / 2)6;6 dx.
X —x—
Reseni. Jde o raciondlni funkci, kter je ryze lomend, protoZe plati st(3x + 16) = 1 <
< st(x? — x — 6) = 2. RozloZime ji na parcidlni zlomky. K tomu potfebujeme kofeny
jmenovatele:

XZ—X—6:0 = X1,2 =

1+T+24 14+5  [-2,
2 2 | 3.

Plati tedy x> —x —6 = (x — 3)(x +2). Oba kofeny jsou redlné a jednoduché. Ke kazdému
korfenu tudiZ prislusi jednocélenny fetézec parcidlnich zlomku. Tvar rozkladu je

3x + 16 3x + 16 A B

xz—x—6_(x—3)(x+2):x—3+x+2’

kde A a B jsou vhodné konstanty. Rovnost vyndsobime jmenovatelem (x — 3)(x + 2)
a dostaneme rovnost dvou mnohoclend:

3x+16=A(x +2)+ B(x — 3).

Pro urceni konstant A a B je nyni nejrychlejsi do rovnosti dosadit postupné oba koieny.
Vyjde:

x=-=2: 10=-5B
x=3: 25 =5A

R

Nyni jiz miZeme vypocitat integrdl. Dostaneme:

3x + 16 5 2
—dx = — dx =
x2—x—6 x—3 x+2

d d
=5/ il —2/—1—=5mu—ﬂ—2mu+m+a
x—3 x+2

Vysledek plati na kterémkoli z intervali (—oo, —2), (=2, 3) a (3, 400). A

Priklad 2.37. Vypoctéte neurcity integral / x5—ix3 dx.

Reseni. Jde o raciondlni ryze lomenou funkci, protoze st(1) = 0 < st(x> — x3) = 5. Jme-
novatel snadno rozloZime na soucin kofenovych Ciniteld. Plati: X3 =x3ur-1 =
= x3(x — 1)(x + 1). Viechny kofeny jsou redlné: trojndsobny kofen 0, jemuZ odpovida
trojclenny fetézec parcidlnich zlomkd, a jednoduché kotfeny 1 a —1, jimz odpovidaji
jednoclenné fetézce parcidlnich zlomku. Pfedpokladany tvar rozkladu je tudiz

1 _ 1 _A+B+C+ D n E
X—x3 Bax-Dx+1) 3 x2 x x—-1 x+1°

(2.12)
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Abychom ur¢ili neznamé konstanty A, B, C, D, E, vynasobime pfedchozi rovnost jme-
novatelem x>(x — 1)(x + 1). Dostaneme

1=AG> = 1) +Bx(x> =D+ Cx2x> =D+ Dx>(x+ 1)+ Ex>(x — 1). (2.13)

Dosadime redlné kofeny jmenovatele a uréime tfi konstanty:

x=0: I=-A = A=—1,
— 1 | =2E = E=1/2.

Zbyva urcit jesté konstanty B a C. K tomu porovndme koeficienty u stejnych mocnin
proménné x na levé a pravé strané rovnosti (2.13). Po rozndsobeni a upravich dostaneme

1=(C+D+E)x*+(B+D—-E)x*+(A—-C)x*>— Bx — A.
Staci sestavit dvé vhodné rovnice:

Xl 0=-B = B =0,
x?: 0=A—-C = C=-1.

Samoziejmé je mozné urcit vSechny konstanty porovnanim koeficientti, ale kombinace
této metody a dosazeni redlnych kofent je obvykle rychlejsi.

Nyni jiz miZeme pristoupit k vypoctu integralu. Z (2.12) dostaneme
/ 1 d / 1 1 n 1/2 n 1/2 d
———dx = —— — = x =
x> —x3 ¥ ox x—-1 x+1
B /dx dx+1/ dx +1/ dx
B x3 X 2) x—1 2J x+1
1

1 1
:ﬁ—ln|x|—|—§ln|x—1|—|—§ln|x+l|+c

(U prvniho integralu si uvédomte, 7e 1 /x> = x ~3.) Vysledek plati na libovolném intervalu,
ktery neobsahuje redlné kofeny jmenovatele, tj. ¢isla 0, 1 a —1. A
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5 4 2 3,2 1
@ Priklad 2.38. Vypoctéte neurdity integrdl / ke St e L
x3+3x24+3x+1

Reseni. Tentokrét nejde o ryze lomenou racionalni funkci (stupeii Citatele je 5 a stupeii
jmenovatele je 3), takZe nejprve musime mnohocleny vydélit. Vyjde nam:

4+t =23 x>+ 1) (P +3x2+3x+ ) =x>—2x + 1
—(x5 +3x* + 33 + xz)
—oxt =5 —2x? 41
—(—2)64 —6x> —6x% — 2x)
a2+ 2x + 1
—(P+3x2+3x+ 1)

X2 —x
Plati tedy, Ze
4 xt—2x3—x2 41 2 x2—x
=x"—-2x+1+ .
x34+3x2+3x+1 x34+3x24+3x+1

Vzniklou ryze lomenou funkci musime rozloZit na soucet parcidlnich zlomka. K tomu
potiebujeme najit kofeny jmenovatele. Je ziejmé, 7e plati x> +3x> +3x + 1 = (x + 1)°.
Tedy jmenovatel ma jediny kofen —1, a to trojndsobny. Odpovid4 mu fetézec tii parcidlnich
zlomkd. Tvar rozkladu bude

x2 —x . x2 —x . A n B n C
3432 43x+1 x+D3 x4+D3 x+D2 x+1°

Po vynédsobeni jmenovatelem (x + 1)3 a rozndsoben pravé strany postupné dostaneme:

x2—x=A+Bx+1)+C(x+ 1>
2 —x=Cx>+Q2C+B)x+(A+ B +0C).

Porovnanim koeficientd u stejnych mocnin vyjde:

x2: 1=C = C =1,
xl: —1=2C+B = B = -3,
%0 0=A+B+C = A=2.
Plati tedy:
x2 —x 2 3 1

Gt Gt G D Txar
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Dohromady mame

4+t =23 —x2+1 2 e di4 3 N 1
= X — 4ZX — )
(x +1)3 x+13 x+D?2 x+1

takze

/x5+x4—2x3—x2+1
dx =

x34+3x243x+1

. 2 dx _/ dx /dx
_/(x 2x—|—1)dx—|—2f—(x+1)3 3 (x-|—1)2+ Tl

Vypocitime a upravime integraly z prvnich dvou parcidlnich zlomkd (téeti je zfejmy).

dx C|x+l=u | du_u_z_ I 1
f(x—|—1)3_ dx = du _/ﬁ_—_z__ﬁ__z(xﬂﬂ’
dx x+1=u du u! 1 1

fm: dx = du :/ﬁ:j:_ﬁz_xﬂ'

Celkovy vysledek, platny na intervalech (—oo, —1) a (—1, +00), je tudiz

/x5+x4—2x3—x2+1
dx =
x34+3x24+3x+1
Loy L, +1In|x + 1]+
=—x" —x"+x— nlx c.
3 x+1? x+1 A

2.4.2. Integrace parcialnich zlomka s komplexnimi kofeny
ve jmenovateli
Nyni si v§imneme parcidlnich zlomki druhého typu. Ty maji ve jmenovateli mocninu
kvadratického trojélenu x% + px + ¢, ktery ma zdporny diskriminant p> — 4g < 0, tj. ma
komplexni kofeny.
Nejprve si v§imneme piipadu, kdy p = 0. Pak musi byt ¢ > 0, a miZeme polozit
g = a?, kde a > 0. Pgjde tedy o parcidlni zlomek tvaru
Mx + N
x2+a2)"’

Mx + N d /( Mx " N ) d
—_— X = X =
(x%2 +a?)" x2+ad)"  (xZ+a?)"

X 1

kde M,N,aeR, a >0, n e N.

Pak

o
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Prvni integral zvlidneme snadno. Pro n = 1 vyjde podle vzorce 14 z tabulky 2.1

X 1 2x 1 2 2 1 ’ ’
/xz—_’_azdx=§/mdx:iln}x +a ‘—i—c:iln(x +a )+C,

protoZe pro libovolné x € R je x> 4+ a? > 0.
Pro n 2 2 pouzijeme substituci. Dostaneme

x> 4+a*=u
/(xz—ij—c—az)"dx: 2xdx=c11u = uin-d%:%/u_”duz
xdx =5 du
1 ut! 1 1
S Tl T e T
1 1

= T—m . " +a2)"_1 +c.

Druhy integral z (2.14) ndm dé vice prace. Ozna¢me

1
Ju(x,a) = / ray dx, a>0.

Metodou per partes odvodime rekurentni vztah

X 2n — 3

Jn(x,a) = (2n — 2)a2 ' (xz +a2)n—1 T 2n — 2)612

Jn—1(x, a), (2.15)

ktery vyjadiuje pro n = 2 integrél J,(x, a) pomoci J,_1(x, a). To nim umoZni pievést
postupné J, (x, a) aZ na znamy integral Ji(x, a), uvedeny v tabulce 2.1 pod ¢islem 9:

1 1 X
J](X): mdx:;arctgg—l—c.

Ukazme platnost vztahu (2.15). Metodou per partes vyjde, Ze pron = 2 je

1
Joo1 = ——dx =
(xz—l—az)”*1
2
X X
- Lt om-n | - qx=
ey )/ a+ad)
a ) 2)/x2+a2_“2d
R n— - dx =
(X2+a2)n_1 (x2+02)”

X 1 1
= it m-) ——dx - -2 | ————dx =
(x2 +a2)""! e )/(xz+az)n_l X G2 /(x2+a2)n *

=——————+Q2n—2J,1 — 2n —2)a’J,.
(x2 +a?

1 u/ _ —(m—1D2x
()c2+112)7171 T (24a?)"
vV =1 vV=x

u —=
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Dostali jsme rovnici
X 2
Jn-1 = W + @n —2)Jp—1 — 2n —2)a"J,,
x*+a
z niZ vypocitdme
@n —a’d, = ————— + @n—3)J, 1,
(x2 +a2)"!

a odtud jiz po vydéleni (2n — 2)a? plyne vztah (2.15).
3x — 8

m dx, x € (—OO, +OO)

Priklad 2.39. Vypoctéte neurcity integral /

Reseni. Jde o parcidlni zlomek druhého typu, kde p = 0a g = a® = 2, tj. a = V2.

Budeme postupovat podle pfedchoziho ndvodu. Nejprve

3x =8
(2 +2)3 2)3 / (x2 + 2)3 f (x2 + 2)3
Pro prvni integrdl mame
x> 4+2=u
/%dx: thIx:du = %-d—uzlfu_3du:
(x=+2) xdx _ %du u’ 2 2
1 u 1 1

"2 _2 a2 T A2+ )2
Na druhy integral pouZijeme dvakrat vzorec (2.15) — nejprve pron = 3 apak pron = 2:

1 1 x 3
/mdx:h(x’ﬁ):mz'(x2+2)2+4-2h(x"/§):
1

X +3 1 X L
8(x +2)2 2.2 242 2.2

X 4 3x 3 1 . X
= arc
30212 Rt s A
Celkove tedy vyjde
3x — 8 3 X 3x )
~ ° dx=— — — — arc
(x2 +2)3 402112 (24122 4242 a4ph R f

Na zavér si vSimneme parcidlnich zlomkt druhého typu v piipadé, ze p # 0. Postup
bude obdobny jako v piipadé p = O tj. parcidlni zlomek rozdehme na dvé vhodné casti jen
derivace troj¢lenu x> + px + g, tj. dvojClenu 2x + p. Najdeme tudlz vhodnd ¢islar a s
tak, aby

Mx + N _r@2x+p)+s 2x +p 1

2 =72 =r- +s5— :
(x* 4+ px +g)" (x* 4+ px +g)" (x*+ px +g)" (x*+ px +g)*

o
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Pro ¢isla r a s musi platit
Mx+N=rQ2x+p)+s=2rx+ (pr—+s) = M =2r, N =pr+s,

z ¢ehoZ dostavame r = M /2, s = N — pM /2. Tyto vztahy si pochopitelné nebudeme
pamatovat, na kazdém konkrétnim piikladé Cisla r a s porovnanim koeficientii snadno
urcime.

Bude tedy

Mx + N 2x+p 1
3 dx =r 3 dx +s 5 dx.
(x4 px + )" (x4 px + )" (x4 px +gq)"

Prvni integral vypocitime obdobné jako prvni integrdl v (2.14). Pron =1 je

/xzixp%dx=ln\x2+px+q|+C=ln(x2+px+q)+c’

protoZe jmenovatel je vZdy kladny (grafem funkce y = x? + px + ¢ je parabola rozeviena
nahoru, kterd neprotne osu x, tedy prislusnd kvadratickd rovnice ma komplexni koteny).
Pro n 2 2 pouzijeme substituci:

2x+p . x2—|—px—|—q=u du_
2 AT o+ pyde=du | T ) un T
(x*+ px+q) +p u
1 1 1 1

BT

- l—n.()cz—i-px—i—q)”_1 te

Druhy integral pfevedeme substituci na vypocet integralu J,,. Nejprve doplnime troj-
¢len x? 4 px + g na tplny &tverec:

2 2

2 _ 2)2_19_ =( 2)2 49 —p”
X"+ px+gq <x+2 4+q x+2 + i

Vzhledem k pfedpokladu, Ze diskriminant p?> — 44 je zdporny, plati (4g — p?)/4 > 0,
takZe miZzeme polozit (4g — p?)/4 = a?, kde a > 0. Nyni

/ : dx = / : - dx =
(x2 + px +q)" [(x + p/2)* + a?]

1
= / —(u2 ) du = J,(u, a).

Postup si ukdZeme na piikladu.
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Priklad 2.40. Vypodtéte neurdity integral | ———
yp y g / 2rxtl

dx, x € (—o0, +00).

Reseni. Trojélen x> + x + 1 ve jmenovateli m4 diskriminant 1> —4 - 1 - 1 = —3, ktery
je zaporny, takZe jeho kotfeny jsou komplexni. Jde tudiZ o parcidlni zlomek druhého typu.
Derivace jmenovatele je 2x + 1. Citatel 5x + 1 proto upravime na tvar r(2x + 1) + s.
Musi tedy platit

Sx+1=r2x+1D)+s=2rx+ @ +s) = 5=2r, 1=r+s.
To znamend, Ze r = 5/2 a s = —3/2. Zadani bude mit po rozdéleni tvar

Sx+1 3@Qx+D—-3 5 2x+1 3 1

2+x+1  x24x+1 2x24x+1 2x24x+1"

5x +1 5 2x +1 3 1
_  dx==-) —dx— = ] ————dx. (2.16)
x24+x+1 2) x24+x+1 2) x24+x+1

Prvni ze vzniklych integrald je snadny (v Citateli je derivace jmenovatele):

2x + 1
delen(x2+x+1).

a tedy

x24+x+1

Pied vypoétem druhého integralu doplnime trojélen x? + x + 1 na tplny Gtverec:

2441 <+1)2 Ly (+1)2+3
X +x =(x+=) — - =(x+= —.
2) T4 ) T3

Nyni dostaneme s pouZitim vzorce 9 z tabulky 2.1, kde a = +/3/2:

x2+x+1 (x—i—%)z—l-% dx =du u 43
1 ) 2(x+3) 2 2x + 1
= arctg = — arctg ————— = arctg .

FUET

Dosazenim dil¢ich vysledkt do (2.16) dostaneme celkem, Ze

/ Sx +1 dx 51( et 2 t2x+1+
——dx = -In(x"+x ———arc c=
x24+x+1 2.3 g V3
5 2 1
:—ln(xz—i-x—l—l)—«/garctg r + c.
2 V3 A
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2.4.3. Integrace parcialnich zlomki s realnymi a komplexnimi kofeny
ve jmenovateli

3 2
3x2 4 4
@ Piiklad 2.41. Vypoctéte neurdity integral / R e Y
x24+x =2

Reseni. Z prikladu &slo 2.35 vime, Ze rozklad na parcidlni zlomky bude vypadat nésle-

dovné:
x> 4+3x24+4 2 x—2
3—:1+ + 3 :
x> +x—=2 x—1 x*4+x+2

x - M z z. e b4
Zlomek ————— pied integraci upravime nasledovné:
x*+x+2

x—2  3Qx+1) 2
24+x+2 x24+x4+2 (X+%)2+ZT.

Po integraci obdrZzime:

x+1
NG

/‘x3+3x2+4
—_——— +c.

1 5 2
P dx=x—|—21n|x—1|+§ln(x2+x+2)+—arctg

V7

2x3 +8x2 —8x — 22
(x+3)2(x%2+1)

@ Priklad 2.42. Vypoctéte neurcity integral /

Reseni. Jmenovatel ma dvojnasobny redlny kofen —3 a v redlném oboru nerozloZitelny
Cinitel x% + 1. Rozklad ma tedy tvar:

2004+ 8x*—8x—22 A LB _Cx+D
(x +3)2(x24+1) (x+3)2 x+3 x2+4+1°

Po vynasobeni vyjde:

203 +8x2—8x —22=A>+ 1)+ B(x +3)(x>+ 1) + (Cx + D)(x + 3),

2x3 4+ 8x% — 8x — 22 = Ax?> + Ax + Bx> + 3Bx> + Bx + 3B + Cx> + 6Cx> +
+9Cx + Dx?> 4+ 6Dx + 9D,

2603 +8x2 —8x —22=x3(B+C) +x>(A+3B+6C+ D) +
+x(A+B+9C +6D)+3B+9D.

Porovnanim koeficientd obdrzime: A =2, B =1,C =1, D = —3. Tedy

207 4+8x*—8x—22 2 P B
(x +3)2(x24+1)  (x+3)2 x+3 x241°
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2x3 4+ 8x2 —8x — 22 2 1 x—3
dx = | ————dx + dx + | =——dx.
(x +3)2(x24+1) (x +3)2 x+3 x2 41

Treti integrél je tfeba jeSté upravit takto:

-3 1 2 1
/x dx:—/ il dx—3/ dx.
x2 41 2] x2+1 x24+1

Po integraci obdrzime

2x3 + 8x% — 8x — 22 -2 1.,
dx = 1 3+ =1 1| — 3arct .
/ G132+ D) X (x+3)+n|x—l— |—|—2n|x + 1] arctgx + ¢

A

Pruvodce studiem

1) Integrace racionalni lomené funkce sestava ze dvou casti:

e z rozkladu na parcialni zlomky (a pfipadné déleni u neryze lomené funkce),

e Z integrace jednotlivych zlomku (a pfipadné mnohoclenu u neryze lomené
funkce).

Tyto &asti mohou byt rizné dlouhé. Casto zabere prvni &ast vétsinu doby
reseni prikladu a viastni integrace je velmi rychla. Je to typické, pokud ma
jmenovatel jen realné korfeny. V pfipadé komplexnich kofenu, zejména pokud
jsou nasobné, muze byt integrace velmi zdlouhava.

2) Uvédomte si, Ze prakticky muzeme integraci provést, jen kdyz dokazeme najit
rozklad na parcialni zlomky, k ¢emuZz potfebujeme kofeny jmenovatele. AvSak
nalézt koreny mnohoclenu vyssich stuprit obecné neumime (umime resit kvaad-
ratickou rovnici, pro rovnice tretiho a ctvrtého stupné existuji vzorce, které jsou
ale pro praktické pouZiti pfilis sloZité, pro rovnice stupné pét a vice obecné
tzv. feseni pomoci radikalt neexistuje — viz [12]). UZivatelé na tuto skutecnost
casto zapominaji a povaZzuji integraci racionalnich lomenych funkci za bez-
problémovou (maximalné zdlouhavou) zaleZitost. Pokud vSak nejde o Skolské
ulohy nachystané tak, aby ,péknée vysly*, ale o ulohy z praxe, kde koeficienty
mnohoclenu jsou ziskany napr. mérenim, je opak pravdou.

3) Z pfedchoziho je vidét, Ze vysledek neurcitého integralu z raciondlni lomené
funkce dostaneme pfi vyse popsanych postupech ve tvaru souctu, kde jako
sCitance se mohou objevit pouze urcité funkce (pokud nesloucime logaritmy
a pod. nebo pokud neudélame nejakou umélou Upravu, jako Ze napF. misto x
budeme psat e'"~). Jsou to

e mnohocleny,
e racionalni lomené funkce,
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e logaritmy linearnich a kvadratickych mnohoclend,
e arkustangenty linearnich mnohodclend.

4) Nezapominejte ovéfit, zda trojcleny x> + px + q ze jmenovateli maji opravdu
komplexni kofeny, ti. p> —4q < 0 (a tudiZ nejdou rozloZit na soucin dvou
linearnich mnohoclent majicich realné koreny). Pokud to pfehlédnete a budete
takovy ,parcialni zlomek* upravovat postupy urcenymi pro parcialni zlomky
s komplexnimi kofeny ve jmenovateli, projde vse aZ na jeden krok. Po doplnéni
na uplny &tverec a substituci dostanete misto dvojélenu u?+a?* dvojclen u* —a?,

a > 0. Integral
/‘ du
? —a?)"

nelze fesit pomoci rekurentniho vzorce (2.15) a nezbyva nez pouZzit na ného
rozklad na parcialni zlomky, coZ se mélo udélat rovnou. Takto se sice dopracu-
jete ke spravnému vysledku, ale zbyte¢nou oklikou, kterou jste si pfidali praci.
Slo by sice odvodit analogii vzorce (2.15) pro tento pFipad a vypoditat, Ze pro
n=1vede [ uﬂ‘az na dva logaritmy, ale to neni vyhodné, integrace parcialnich
zlomki majicich ve jmenovateli realné korfeny je mnohem rychlejsi.

5) U parcialnich zlomka prvniho typu tvaru xf;a je v pfipadé, Ze a je racionalni
Cislo, které neni celé, nékdy vyhodnéjsi napsat zlomek v nepatrné odlisném
tvaru. Napr. je-li kofen o = % lj. kofenovy Cinitel je (x — %) hledame parcialni
zlomek ve tvaru

misto o
2x — 1 x—3

Pozor, uvédomte si, Ze A vyjde pokaZzdé jiné! Vlastne jsme druhy zlomek pfed-
choziho radku rozsirili dvéma. Musime vsak pak dat pozor, Ze pfi integraci se
pouZije vzorec 14 z tabulky 2.1:

A 1
/ dx:Af dx:—f —1n|2x—1|
2x — 1 2x — 1 2x—1 2

Priklady k procviceni

1. Integrujte dané funkce:

X u
— dx, b — du,
2 /(x+1)(2x+1) * ) /2u2—3u—2 "
5x — 14 33
dx, d ——dh,
© fx3—x2—4x+4 ! ) /6h3—7h2—3h

dx 12(y — 1)
o d
©) /x<2+x)’ D /(y+1)(y 24y
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32s
(2s — 1)(4s2 — 165 + 15)

i / dx
1 5,
6+ x —x?

2_3x+2
k) f&dx,

ds,

x34+2x2 +x

/ 2(x% —4x +5)
m) _—

dx,
x+3

2. Integrujte dané funkce:

dx
a) / ,
BG+x)1A +2x +x2)

/ dx

c) ;

x(16 — 24x + 9x?)

2x2+41x — 91
x—-—Dx2-—x-12)
/ 3x3 — 5x% + 8x

g dx,
(x2=2x+D(x2-1)

/x5+x4+3x3+x2—2

41

x+3
© /(xz—x—i—l)2

5x+3
dx
m) /(x2 2x 4 5)3

3. Integrujte dané funkce:

9’

dx,

) / x“dx
a
x3+5x2+8x +4°

dz,

c) /1—Z z

) / 6r d

€ r3+1 r,
ﬁZ

g) /(x—l) d
X

4
. 4
2 /x(x4 +1) o
Ndpovéda: x* +1 = (x* + 1)* — 2x?

2
k d’
) fv3+5v2+8v+4 v

2
X
dv
m) /x2+2 X

603+ 1)
h —d
) /x3—5x2+6x *

) / 18(3x2 + 1)
] x4 —3x2 4+ 2x

4(3x2 4+ 1)
D /—(xz— e dx,

n) / xdx
x2—x-=2"

X
b — = dx,
) /4—4x+x2 *
2

Gt

1
- dx,
D /2x2+9x—5 x

9x — 5
h) /—dx,
9x2 —6x + 1
/x4+x3—2x2+2x+3
x24+x-=2
3x + 1
——dx
(x2 +2)3
2x +2
dx
x—Dx2+1)2

b) / 5x —1 d
B_3r—2 "

/ 10(7x2 4+ 1)
——dx,
x*+4x2 -5

413
—dr,
D ,/ 41
h) X,

i) nyrly,

’

d)

i), dx,

d)

= (2= V2x + DX+ V2x +1).

x3 +1
x3—x2
/sz ..
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4. Integrujte dané funkce:

1
[t ®
6m
fm3_1dm, d)
[ =rveas 2
@+ D2+
2(p3 —
/—(” 9 4, h)
p*+6p2+38
6(3x + 8) .
S5 dx )
x24+2x+10

/ 28(—5u + 16)
———du
2u?+17

/ 30 d )
———————dux, n
4x2 +4x 4+ 16

KIli¢ k prikladim k procvi¢eni

1. a)
c)
d)
f)

g)
h)

i)

1
Infx + 1] = 2 Inf2x + 1],

—Injx —2|+3In|x — 1| = 2In|x + 2],

9In|3h + 1| — 111In|k| 4+ 21In|2h — 3|,
Inly —2|+8In|y+ 1| —9In|y + 2|,
In|2s — 1|+ 5In|2s — 5| — 61n|2s — 3],

6x —27In|x — 2| + In|x| + 561In|x — 3|,
1 24+ x

—In
5 [3—x

9

6
k) 2Injx|—In|x + 1] + ——

x+1°

m) x> — 14x +521n|x + 3|,

2. a)

c)

I
T
20 +0 4 n'

1 4 .
16\ 4 —3x

3+x
1+x

X
n s
3x —4

’

/' 2
———dux,
x(x24+1)

6x% — 1
/&dx,

x3—x

4
/ dx,
(x+D2(x2+1)
6b
/—db,
b2 4+2b+4
10
/—dx,
(5x +4)3
28

/2y2+4y+6

dy,

4p
(P’ —D(P*+1

dp.

2 1
b) -1 -2 — In|2 1,
) 5nlu H_IO n|2u + 1|

1 X
e) —In ,
2 24+ x
=24 x|? - Jx — 1%
— 4ln—
Dot gm
1 1
1y

AT

1 2
) zlnfx 1]+ S infx 2.

2
b) —— +1In|2 — x|,
2—x

—1
d ——+21
) x—|—2+ n

x+4 4
x+2| x+4’°



2.4 Integrace raciondlni lomené funkce

59

e)

g)

h)

7

D

m)

c)

h)

J)

k)

(x — D*(x — 4) 1

-
x+3)7 | T
3

2 =12 x-—1

+1n|(x — D(x + 1)?,

2x — 1
x+5

9

1',

L x?
m+ln|3x—l|, i) ?+x+ln(|x2—1|-\/x2+1)+arctgx,
£+1ni/|x—1|5-|x+2| AL R S Sl
3 ’ 3x2—x+1) 33 V3
x—06 3x 3 X
302122 TR0l T s
2x — 17 3x —3 3 x—1
A2 —2x 152 162 —2x15) T3 T,
1 —1)?
Eln(i2+i +x2+1—arctgx.
Infx 4+ 1]+ —— b) 1nx_2‘_ 2
x+2 x+1) x+1
an+1z—1‘—2arctgz, d) 12\/§arctgi+51nx_
NG x+1
o4 1 +InG2 — 7+ 1)+ 2B arctg 2 |
V3
In(t* + 1), g Inlx| - ——

arctg x2,

x—1

i) 4ln|x| —In(x* + 1),

2 2+1
V2In M +2v/2arctg(yv/2 + 1) + 2+ 2 arctg(yv/2 — 1),

y2—yV2+41

4
Injv+1|4+-v+2,

X
x — +/2 arct —,
=2
x—1
x b

1
— +1In
X

2In|m — 1| — In(m* + m + 1) + 2+/3 arctg
4ln|x + 1] —In|x| +31n|x — 1],

4In|z|] —2In|z + 1| —ln(z2—|— 1) — 2arctg z,

1
) x—Inlx|+—+2Injx— 1],
X

2m + 1

V3

9

n) x> —6x+ 6«/§arctg

b) 2In|x|—In(x>+ 1),

X

V2
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2
21 1| — —— —In(x*+1),
f) n|x + 1| Y n(x~+1)

p 2 p 2
) 3arctg = — In(p? 4+ 2) — 3+ 2arctg —— + 2In(p* + 4),
g g7 p e 5 p

b+1
h) 3In(* +2b+4) —2+/3arctg —— ,
VG

1) 91n(x2 + 2x + 10) 4 10 arctg )il , ) —; )
3 (5x + 4)2
k) 32+/14arctg Z—M —35InQu* +7), D 7 \/zarctg y+l )
J14 V2
m) VISarctg2x+1, n) In E'
V15 pr+1

2.5. Integrace nékterych specialnich typu funkci

V tomto oddilu se budeme zabyvat integraly, které 1ze pomoci vhodnych substituci prevést
na integraly z racionalni lomené funkce. Jde o jisté vyrazy s goniometrickymi funkcemi
resp. s odmocninami. Vesmés jde o integraly, které se Casto vyskytuji v aplikacich.

Abychom mohli popsat, o jaké integrdly jde, budeme potfebovat pojem racionalni
funkce dvou a vice proménnych. Zavedeme si proto nasledujici oznacent:

Symbolem R(u, v) budeme rozumét zlomek, v jehoz Citateli i jmenovateli jsou pouze
konecné soucty vyrazu tvaru auv", kde a je redlna konstanta a m a n jsou nezdporna
celd ¢isla, tj. a € R, m,n € N U {0}. Zobrazeni (u, v) — R(u, v) se nazyva raciondlni
Sfunkce dvou proménnych. Raciondlni funkce dvou proménnych u a v jsou napf.

u-+v uv + 2 w?vd —2uv +1
u—v’ u? — 2’ uv —utv?2 -3

uv — 4,

Obdobné postupujeme pro tii a vice promé€nnych. Proménné miizeme znacit riznymi
pismeny. Tak napf.

xy?7? —xy —xz4+2x —3z+5

R 9 9’ =
(2.9 3z —xyz+y—4z

je raciondlni funkce tff proménnych x, y a z.

2.5.1. Integraly obsahujici goniometrické funkce

V tomto oddilu se budeme zabyvat neurcitymi integraly tvaru

fR(cosx, sinx) dx. 2.17)
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Jde napf. o integrdly nasledujicich funkci:
2 -3

R(cos x, sinx) = cos” x sin” x,
. cos? x
R(cosx,sinx) = — 3
sin® x
1 +3cos?x

R(cosx,sinx) = ——— .
2 —cosx sinx

Poznamka 2.43.

1) Integrujeme tedy funkce, které dostaneme z funkci cos x, sin x a redlnych ¢isel pomoci
konecného poctu aritmetickych operaci (secitani, od¢itani, ndsobeni a déleni).
2) Pokud bychom mezi vychozi funkce piidaliitg x a cotg x, nedostali bychom nic nového.
: : Y sinx __ cosx : 2 « « c 1. .
Dosadime-li tqtlzo tgx = 2oy acotgx = =, vyjde po uprave opét raciondlni vyraz
vytvoreny ze sind a kosint.

3) Obecnéji bychom mohli pouzit funkce cos ax a sinax, kde a # 0. Postup pfi integraci
je ale naprosto obdobny, proto se omezime na ptipad a = 1.

Nejprve si v§Simneme velice Casto se vyskytujiciho pfipadu integralt

/ cos” x sin" x dx, kde m,n € Z. (2.18)
Situace je jednoduchd, pokud je aspoii jedno z ¢isel m, n liché. Substituce
sinx = ft, je-li m liché,
cosx =1, je-li n liché,

prevede integrél (2.18) na integrdl z raciondlni lomené funkce. Pokud jsou samoziejmé
ob¢ Cisla lichd, mizeme si vybrat.
Jeden takovy integral uz jsme pocitali — viz priklad 2.21. Ukédzeme si dalsi.

stinzxdx, x e R.

Priklad 2.44. Vypoctéte neurcity integral f cos
Reseni. V tomto piipadé je m = 5, n = 2, takZe budeme volit substituci sinx = 7.
Pro diferencidl dostaneme cosx dx = dr. Z integrandu si ,,ptij¢ime* tedy jeden kosinus
a zbytek upravime tak, aby obsahoval jen siny a bylo moZzné snadno dosadit. K tomu
pouZijeme vzorec cos® x + sin?> x = 1. Dostaneme

2 2

. 2 . . 2 .
cos* x sin’ x = (coszx) sin“x = (1 — 31n2x) sin” x.

Cely vypocet bude vypadat takto:

sinx =t
cosx dx =dt

:/(1 t)tdt—/(t —2r* 4 1% dr =

t! 2t5+t+ 7 5o ) N
= - — — - Cc = —smx——smx —smx C.
7 5 3 7 5 3

. . 2 .
/cossxsmzxdx :/(1 —51n2x) sin® x cos x dx =
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Nasledujici integral jsme jiz jednou pocitali — viz pfiklad 2.8 c). Tentokrat zvolime
jiny postup.

d
Priklad 2.45. Vypoctéte neurdity integral / e .
Sin x

Reseni, Tentokrit ve vztahu (2.18) mame m = 0, n = —1. Substituce tudiZ bude cos x =
= t. Po upravé dostaneme
dx sinx dux sinx dux cosx =t dr
—_— = — = —2: —SlnXd.x:dt = ) .
sin x sin“ x 1 —cos“x . _ t-—1
sinx dx = —dt

Vzniklou raciondlni lomenou funkci rozloZime na parcidlni zlomky. Jmenovatel ma
dva jednoduché kofeny t = 1 at = —1. Rozklad bude mit proto tvar

1 A N B
2—1 t—1 t+1°

Po vynasobeni jmenovatelem t2—1=(—1)(t + 1) dostaneme rovnici
l=A@+1)+ B —1),

do niz dosadime kotfeny jmenovatele:

Nyni miZeme dokoncit vypocet integralu:

/ dx / V2 Ny = e
= _— = — In — — — 1n =
Sinx f—1 1+1 2 2 ¢

1
2

cosx — 1

1 1
:5ln|cosx—1|—§1n|c0sx+1|—|—c: In

—| +c.
cosx+l‘

Rozmyslete si, jak by se vysledek upravil na tvar, ktery ndm vySel v piikladu 2.8 c). A

Zbyva vyfesit pfipad, kdy v integrélu (2.18) jsou oba exponenty sudé. Obecny piipad

uvedeme niZe na strané 67. V pripadé€, Ze jsou obé€ ¢isla m, n nezdpornd, je nejrychlejsi
Uprava pomoci vzorci pro dvojnasobny thel. Ty maji tvar

1 — cos?2 1 2
sina — % cosla = $ a eR. (2.19)

Jejich pouziti si ukdzeme na dvou piikladech.
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Priklad 2.46. Vypoctéte neurcity integral / cos’xdx, xeR.

Reseni. Jde ointegrél velice Casto se vyskytujici v aplikacich, ktery jsme jiZ jednou pocitali
— viz priklad 2.16. Jeho vypocet s pomoci predchoziho vzorce je rychlejsi. Dostaneme

) 1+ cos2x 1 1
cos“xdx = dezi dx+§ cos2xdx =

_1 +1 sin2x+ _x+1 in2x +
_2x > > c_2 4smx c.

2

Priklad 2.47. Vypoctéte neurcity integral / sin®x cos* xdx, x eR.

Reseni. Nejprve si integrand upravime s pomoci vzorct (2.19), v nichZ volime o = x:

.9 4 1 — cos2x (1+0032x)2
sin” x cos” x = 5 : 5 =

1 1
= 3 (1— cos? 2x)(1 + cos2x) = 3 (1 4+cos2x — cos? 2x — cos® 2x).
Odtud

) 4 1 2 3
sin“ x cos xdx:§ (1 4+ cos2x —cos”2x —cos” 2x)dx =

1 in2
:g(x_'_smzx —/c0s22xdx—/cos32xdx).

Spocitame vzniklé dva integraly. Na prvni opét pouZijeme vzorec (2.19), v némz

zvolime tentokrat o = 2x. Vyjde ndm

1 4 1 in 4 1
/cosz2xdx:/mdx:— x—i—sm al =£—|—— sin4x.
2 2 4 2 8

U druhého integrélu jde o typ (2.18), kde m = 3, n = 0. Dostaneme

sin2x =t
/cos3 2xdx = /(1 — sin?2x) cos2xdx = | 2cos2xdx =dr | =

cos2xdx = %dt

1 5 1 t3 1. 1,
= |0—=¢t)dt == |t— =)=z sin2x — — sin” 2x.
2 2 3 2 6

Celkovy vysledek je tudiz

.2 4 X 1 . X 1 . 1 .
sin“xcos'xdx = -+ — sin2x — — — — sin4x — — sin2x +
8 16 16 64 16
b sindor o= - L sindx 4+ — sind2x +
— sin = — — — sin — sin .
48 R TR R T e
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Pruvodce studiem

Nyni jiz od specidlnich pfipad integralu | R(cos x, sinx) dx pfejdeme k jeho obec-
nému vypoctu. Nejprve uvedeme univerzalni substituci. Dale pak vyclenime tfi
specialni typy, které jsou obvykle rychleji Fesitelné pomoci jinych vhodnych substi-
tuci. Ve vsech pfipadech prejde zkoumany integral v integral z racionalni lomené
funkce.

Univerzalni substituce tg %

Ukazeme, Ze substituce

et =1 € ( )
— =1, X -7, M),
£2
2

x = 2arctgt, dx = s dr, (2.20)
, 2t 1 —¢?
siny = ——, cosx = .

1412 1412

prevede integral (2.17) na integrél z raciondlni lomené funkce. Uvedeme
, si mnemotechnickou pomticku, jak tyto vztahy rychle odvodit. PouZijeme
k tomu pravouhly trojihelnik, jehoZ jeden thel bude mit velikost x /2.

e Velikost pfilehlé odvésny zvolime rovnu jedné. Z definice funkce tangens

? (pomér velikosti protilehlé a prilehlé odvésny) vyplyva, Ze protilehl4 od-
vésna mé velikost 7. Z Pythagorovy véty kone¢né dostaneme, Ze pfepona

m4 velikost +/1 + t2 — viz obr. 2.3. Z definice funkci sinus a kosinus

Obr. 2.3 (pomér velikosti protilehlé resp. prilehlé odvésny a prepony) dostaneme
LX t X 1 2.21)
sin - = , cos — = . .
V1412 2 V1412

S pouZzitim vzorci pro polovi¢ni thel a vzorct (2.21), v nichZ v§ude nahradime x polovi¢ni
hodnotou 3, dostaneme hledané vztahy:

. X X t 1 2t
sinx = 2sin—-cos— =2 . = 5 s
2 2 V142 V142 141

)X L5 X 1 2 t S
cosx =cos” — —sin“ - = | ——— | — = .
2 2 1412 1+12 1412

Nyni integrél (2.17) obsahujici sinus a kosinus pfevedeme pomoci véty 2.27 na integral
z raciondlni lomené funkce. Dostaneme

/R( inx)d /Rl_’2 2 2 dt
cosx,sinx)dx = , . .
1+2°14+1¢2) 141+

Pouziti si ukdzeme na piikladu.
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5
Priklad 2.48. Vypoctéte neurcity integral / ——— dx naintervalu x € (—m, n). @
4 +sinx

Reseni. PouZijeme substituci tgsy =t

tgs =t
5 q x =2arctgt 5 2 q
_— ol = . t:
f4—|—sinx * dx:ﬁdt ,/44-% 1+ 12
. _ !
s1nx—]+—t2
_5/ dt _5/ dt
2] s+l 20 (4l gl
5 4 t4(t+‘l‘)+ S
=—- arc ¢ = ——arc c=
2 J15 s V15 V15 s V15
10 dtgs +1

Specialni typy substituci sin x, cosx a tgx

Univerzalni substituci (2.20) lze sice feSit kazdy integral typu (2.17), vzniklé racionélni
funkce jsou vSak Casto dost komplikované. Nékdy Ize integrand upravit na specidlni tvar
a je mozné pouZit jinou substituci vedouci na integrdl z raciondlni lomené funkce. Jde
zejména o nésledujici piipady (S(w) je néjakd raciondlni lomena funkce jedné proménné):

R(cos x, sinx) = S(sinx) - cos x volime substituci (2.22)
R(cosx,sinx) = S(cosx) -sinx volime substituci (2.23)
R(cos x, sinx) = S(tgx) volime substituci (2.24)

U typt (2.22) a (2.23) se pouzije véta 2.18 a s ndhradou nejsou problémy. U typu (2.24) se
vSak pouZzije véta 2.27. Univerzalni navod, jak rozhodnout, kdy je moZné kterou substituci

pouZzit, najdete v oddilu ,,Pro zdjemce* na konci této kapitoly. PouZiti si ukdZzeme na
ptikladech.

.3
sin® x
Priklad 2.49. Vypodététe neurdity integral dx, xeR. @
P y integ /1+4coszx+35in2x

2

Reseni. Jedn4 se o integral typu (2.23). Po tpravé s pouZitim vzorce sin® x + cos? x = 1

o
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dostaneme
sind x (1 — cos? x) sin x cosx =t
ey T3 ¥ = e x=|—sinxdx =dr |=
+ 4 cos“ x sin~ x COs™ X sinx dx = —dr
2 —1 P +4-5 5
_ di= | ———dr=[(1- dt =

s 1 ) t+ 5 . COS X
=1 — - — arc — = COS — —arc
g Metey ™ T e

+c.

Vznikla raciondlni funkce byla neryze lomenad, proto jsme ji prevedli na soucet mnohoclenu
(v nasem piipadé to byla konstanta 1) aryze lomené raciondlni funkce. PouZzili jsme rovnéz
vzorec 9 z tabulky 2.1. A

Substituce tg x

U substituce (2.24) je tfeba pied vypoctem diferencidlu vyjadrit starou proménnou pomoci
nové. Ddle je tfeba umét vyjadrit sinus a kosinus pomoci tangens — viz nésledujici tabulka.

tgx =1, x €(—m/2,m/2),
1
X = arctgt, dx = s dr, (2.25)
) t 1
sinx = , COSX = .
V1412 1+12

Pro odvozeni téchto vzorci je opét mozno pouZzit mnemotechnickou pomiicku — pravo-
ahly trojihelnik jako u substituce typu tg5 = ¢ (2.20) s tim rozdilem, Ze velikost tGhlu
bude x.

d
Priklad 2.50. Vypoctéte neurcity integral / *

— —7/2, 71/2).
[Fsmy * S22

Reseni. Jedna se o integral typu (2.24). Nejprve integrand upravime. Vyjde nim

2.2
) 2 1 sin” x 2
1 _ sinPxdoeos’y o ey Tl tgixtl
1 +sin2x 2sin?x +cos?2x —1_ sin?x 2te2x +1°
+ + cos? x 2cos2x+1 gt

Jde tedy o integral typu (2.24). Dostaneme

/ dx /tg2x+1 tgx =1 fz2+1 ds
—_— = —  dx = X =arctgt | = . =
1 + sin?x 2tg?x + 1 dp = 4 21241 t2+1
T 241
dt 1 dr 1 1 t
=)ty arip Ty L et es

V2 V2

1
:—arctg«/it—l—c: arctgx/ztgxqtc.

1
V2 V2
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Opét jsme pouzili vzorec 9 z tabulky 2.1. Funkce ¢(#) = arctgt spliiuje na intervalu
(—o00, +00) predpoklady véty 2.27.

Vysledna primitivni funkce je definovand jen na intervalu (—m /2, 7/2). AvSak inte-
grand je spojita funkce na R. Jak 1ze zkonstruovat primitivni funkci na celé redlné ose si
ukdzeme v podkapitole 2.6.3. A

Mezi integraly typu (2.24) patii i integral (2.18), v némZ jsou m i n suda ¢isla. Sudé
mocniny sinu a kosinu lze vyjadfit pomoci raciondlnich funkci proménné ¢. Jak jsme jiz
konstatovali, pokud jsou ¢&isla m, n nezapornd, je rychlejsi pouziti vzorci (2.19). Je-li
aspoi jedno z nich zdporné, pouZijeme substituci tgx = t.

. 4
sin” x
Priklad 2.51. Vypoctéte neurcity integral / - dx, x € (—n/2,7/2).
cos* x
Reseni.
sin* x gx =1 2t41 2 dt *
f - dx = X = arctgt :/(’T).z lzfz—ldt:
COS™ x dx:ﬂdi1 2 -+ -+

P+ D> -1 +1 / 5 1
/ 241 +t2~|—1
t»3

1
= g—t-l—arctgt—l—c: 3 tg3x—tgx+arctg(tgx)+c:

1
:§tg3x—tgx+x+c.

Neryze lomenou raciondlni funkci jsme pievedli na soucet mnohoclenu a ryze lomené
raciondlni funkce. (Stejny vysledek jsme mohli dostat vyd&lenim ¢* : (12 4+ 1).) Dile jsme
vyuzili toho, Ze na intervalu (—m /2, 7w/2) jsou funkce tangens a arkustangens vzdjemné
inverzni, takze plati arctg(tgx) = x.

Mohli jsme si v§imnout, Ze integrand je vlastné tg* x a prvni iprava mohla byt ponékud
krat$i. Na zbytek vypoctu by to ovSem nemélo vliv. A

Pruvodce studiem

Casto se stavd, Ze konkrétni integral odpovida vice typlm. DileZité je pak zvolit
ten, ktery vede na pokud mozZno co nejkratsi vypocet. Obecna zasada je volit
(pokud je to mozZné)

— nejprve typ (2.22) resp. (2.23), tj. substituci za sinus resp. kosinus,
— pak typ (2.24), tj. substituci za tangens,
— nakonec univerzalni substituci (2.20) za tangens poloviéniho thlu.

Samoziejmé Zadné takové pravidlo neplati absolutné a mohou nastat vyjimky, jak ukazuje
ndsledujici priklad.

o
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d
Priklad 2.52. Vypodtite neurdity integrdl f e .
Sin x

Reseni. Tento integral jsme jiz dvakrat fesili — viz piiklady 2.8 ¢) a 2.45. Nyn{ pouZijeme
univerzalni substituci (2.20) a dostaneme

tgs =t

dx 1 2 dr
- = x=2arctgt = T—zdt: —_— =
sin x d'x=1_§t2dt g 1+t t

:ln|t|+c:ln‘tg§‘ +c.

Ocividné ze vsech ti{ postupti byl tento nejrychlejsi. A

Pro zajemce:

vvvvvv

prvni pohled jasné, zda jde o né€ktery ze specialnich typu (2.22)—(2.24), které obvykle vedou na

jednodussi integraci. Tuto skutecnost 1ze urcit z vlastnosti raciondlni funkce R(u, v).
Rekneme, Ze raciondlni funkce funkce R (u, v) je

licha vzhledem k proménné u, jestlize R(—u, v) = —R(u, v),
lich4 vzhledem k proménné v, jestlize R(u, —v) = —R(u, v),
sudd vzhledem k proménnym u, v, jestlize R(—u, —v) = R(u, v).

Rovnost musi platit pro vSechny hodnoty u, v, pro nézZ je funkce R(u, v) definovana.
Lze ukazat (viz [17, str. 25]), Ze integrand R(cos x, sin x) je typu

(2.22), jestlize je funkce R(u, v) lichd vzhledem k proménné u (volime sinx = ¢),
(2.23), jestliZe je funkce R(u, v) lichd vzhledem k proménné v (volime cos x = 1),
(2.24), jestlize je funkce R(u, v) sudd vzhledem k proménnym u, v (volime tg x = t).

Napt. v prikladu 2.49 bylo

v3

R = a3

tedy
R(u, —v) (v’ —v° R(u, v)
u,—v) = = = —R(u, v).
14 4u? 4+ 3(—v)? 1+ 4u? + 302

Slo tudi o funkci lichou vzhledem k prom&nné v a mohla se pouZit substituce cos x = ¢. Podobng
v ptikladu 2.50 bylo

R(u,v) = T

(na u funkce pfimo viibec nezavisi), takze

1 1
R(— , — = = =R N .
(—u, —v) T 0 1302 (u,v)

Slo tedy o funkci sudou vzhledem k promé&nnym u, v a mohla se pouZit substituce tg x = ¢.
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Na zavér tohoto oddilu se zminime o integraci vyrazli obsahujicich rovnéz goniomet-

rické funkce, které vSak nejsou typu (2.17) na str. 60. Jde o integraly tvaru

/ sinax cos bx dx, / sinax sin bx dx,

kdea,b € R,a # 0, b # 0. Integrand se upravi pomoci vzorcu

) 1
sin cos B = 3
. 1
sina sin 8 = 3
1

cosa cos B = 3

Priklad 2.53. Vypoctéte neurcity integral / sinv/2xcos3xdx, x € (—oo,+00).

[sin(a + B) + sin(a — ,3)],
[cos(cx — B) —cos(a + ﬂ)],

[cos(a — B) + cos(a + ,B)].

/ cos ax cos bx dx,

Reseni. S pouzitim piislu§ného vzorce (a = +/2, b = 3, tj. volime o = v/2x, B = 3x)

dostaneme

/sin 2xcos3xdx = / % [sin(\/ix + 3x) + sin(ﬁx — 3x)] dx =

= %/ sin(\/i—l— 3)x dx + = sm(«/_ 3)x dx =

cos(v/2 + 3)x

1
2

cos(v/2 — 3)x

2(v2+3)

Priklady k procviceni

1. Integrujte dané funkce:

2, B
= ag,
a) /cos 2 B
c) /sinzxdx,
e) fcossxdx,

) / sin® ¢ q
— de
& coste + 1

b)

d)

h)

/
J:
/
| Ereirsn

2(V2 -3)

sin’ u du,

sin’ x dx,

sin® x dx,

(2 4 cos u) sinu

+c.
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2. Integrujte dané funkce:

2
a) 3. dx,
SIn x COS” X

c) /15sin2900339d0,
3
e) /C(,)Szxdx,
sin? x
sin®y + 1
) f ——dy,
cos? y

i) /80054xdx,

. Integrujte dané funkce:

a) / 128 cos* B sin* B dB,
d
0 f—xdx
5+4+4cosx
1
5 /—dx,
1 —cosx
1
R
sinx — 1
. 3
i) f—_dx
5+4sinx

2
K /—dx,
5 —3cosx

. Integrujte dané funkce:

) / 3dx
a ,
5 —4cosx + 3sinx

1—t

) / gzdz,
14+tgz
in2

o) /sm4wdw’
cos* w

sin 2x
g) /.—dx,

sin x + cos* x

4
1) / dx,
1+tgx

3
k) / 7 do,
cost o

b)

d)

N

h)

i)

b)

d)

h)

)

)

b)

d)

h)

3

/
/e
/
/
/

/
[
[ e
[ S
[ Gz
[ e

/
/

/

/
/

12 sin® x cos® x dx,

cos® o sin’ pdp,

3 sin’

cos4 h

32 sin* u cos® u du,

32 cos® x dx.

60 sin’ a cos’ « do,

1+s1nu

3sinx —4cosx
8dx

sin2x — 2sinx ’
—smx
24 cosx

S5dx

2sinx —cosx +5°

2(1 4+ tgu) d
sin 2u

3 cos? x

_ X
sin% x ’

6cosx
——dx
(1 — cosx)?

(sinx + cos x)?
1

——dx

1+3cos?x
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5. Integrujte dané funkce:

sin 3x sin x dx,

3
a) /sin)—c -cos—xdx,
4 4

cos—x cos—xdx.

c) / cos 3x cos4x dx, / sin 5x cos 7x dx,

e) /Sin 3xcosxdx, f)

Kli¢ k prikladim k procviceni

. 3
sin cos
1. a) 2'B+§, b) 3 - —cosu,
X 1 . 2 3 cos’ x
¢c) — — -—sin2x, d —cos’x — — COS X,
2 4 3
) siffx 2 . St p 5x  sin2x +3sin4x +sin32x
e — —sin” x + sinx, — — ,
5 3 16 2 64 48
1 o U u
g) cose—2arctg(coss), h) gln (tg 54—3) tga.
2.a) tg®x+2In|tgx]|, b) 3sin*x — 2sin®x,
.3 .5 2 9 1 11 [
¢) S5sin”6 — 3sin” 6, d) —-cos"p—-—cos p—=cos p,
9 11 7
1 + sin® x 1 —3cos?h
¢ —— H ot
sin x cos’ h
o) l+siny—|—coszy’ ) 2u—Sin4u—zsin32u,
cosy 3
. . sin 4x . 3. 2 . 5 .
1) 2sin2x +3x + 1 1) Esm4x—§sm 2x 4+ 10x 4 8 sin2x.
sin 8
3.2) 38 —sin4f + 18’8 b) 10sin®a — 15sin® & + 65in'%a,
) 2 t(1t x) d 4
c) —arctg| -tg—- ], —-—— —u,
3 372 tg5 —1
) : f) 2
e) — , _ i
tg3 tg5 +1
y 2 h) In[2tg> —1|—Injtg> +2
) n ~ —1n ~ ’
¥ gro1 2 2

o
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) 5 x 4 ) 1
i) 2arctg §tg§+§ , 1) thﬁ_zm
2

k) arctg (2 tg %) ,

X X 4 \/3 X
D In(te?=+3)—In(te?= +1) + —arcte| —tg = ).
) w5 ea)-n(i g 41) + ()

tx
g2’

2 NG Y
4. _, b Sarctg| —(3tg=-+1]) |,
R TR ) ‘/_arcg[s( g5t )]
1
c) 1n|1+tgz|—§ln(1+tg2z), d) tgu+Injtgul,
1 1
°) cos2 o’ D Ctgdx]
g) —arctg(2cos”x — 1) resp. arctgtg” x, h) T T T3
—1
i) 2In|l+tgx| —In(1 + tg® x) + 2x, ) —,
tg+1
3 1 1
k) tgoa+3tga, ) Earctg Etgx .
5. ) —cosx+ X b) 1(2,2 in4x)
.a cos — — (2sin2x — sin4x),
2 2 8 * *

| . cos12x  cos2x
c) ﬁ(sm7x+7smx), d - + )

24 4
_cos(«/§+ 1)x B cos(+/3
2(vV3+1) 2(V3—-1)

|
—_
~

=

1
f) 7 (2sinx 4+ sin2x).

2.5.2. Integraly obsahujici odmocniny

Jako prvniho si vS§imneme integrilu tvaru

/R(x, {/)_c) dx, kdes € N, s = 2. (2.26)

Ukazme si nékolik ptikladi takovych integrala.

R(x,ﬁ)zif*/ff, R(x,%):%, R(x,%):%.

Poznamka 2.54. Nazorné feceno, jde o funkce, které dostaneme z funkci x a 3/x aredlnych
¢isel pomoci konecné mnoha aritmetickych operaci (secitani, od¢itani, ndsobeni a déleni).
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Substituce prevede integrédl (2.26) na integrédl z raciondlni lomené funkce.
Postup si ukdZeme na prikladu.
x4+ /x4 1

X+ /x
Reseni. Zvolime tedy substituci x = £, tj. t = /x. Vyjde ndm:

2 1 AN 41
/ﬂ :/L.Mt:zfldt,
X+ A /x 12+t r+1

coz je integral z raciondlni neryze lomené funkce. Je tedy potieba ji upravit na soucet
mnohoclenu a ryze lomené raciondlni funkce. To je mozZné udélat béZnym algoritmem pro
déleni mnohoclent. Tedy

Priklad 2.55. Vypoctéte neurcity integral / dx, x € (0,00).

x=t2

dx =1 4x = 2rds

th+t+1 5, 1
— =ttt —.
r+1 r+1

Celkovy vysledek bude

2 1 1
/ﬂdx=2/<t3—t2+t+—>dt=
X+ /x r+1

Y (AREARNL VST FE SO Ny SN Sy SR I
— _— — — n - — — = n .
7313 €= 3 X+/x +x x c

V piedchozim piikladu figuroval pouze jeden typ odmocniny. V integrandu se vSak
mohou vyskytnout odmocniny rtiznych typu. Ty se vSak daji vyjadfit jako mocniny o stej-
ném zdkladu. Proto se integrél (2.26), tj. integrél typu [ R(x, {/f) dx, nékdy piSe ve
tvaru

/ S(r. Vx, ..., Wx) dx. 227)

kde k € N, sy = 2,...,s; = 2 jsou prirozend Cisla a S je raciondlni funkce k + 1
proménnych. Tento integral budeme feSit pomoci nasledujici substituce.

Oznacime-li s nejmensi spolecny nasobek Cisel sy, . .., sk, je kazda s;-td& odmocnina
pFirozenou mocninou s-té odmocniny: %/x = (/x )s/ ¥ kdei =1, ..., k. Jetedy integral
typu (2.27), ktery je zdanlivé obecné&jsi, protoZe obsahuje vice riiznych odmocnin, ve sku-
teCnosti naprosto rovnocenny integralu typu (2.26) a lze ho opét fesit obdobnou substituci
, kde s je zminény nejmensi spole¢ny ndsobek cCisel sy, ..., sy (nebo jakykoli
vetsi celociselny ndsobek Cisla s, ale tim bychom dostali zbyte¢né vysoké mocniny nové
proménné ¢ a integrace vzniklé raciondlni lomené funkce by pravdépodobné byla daleko
obtiZné&jsi).

R

s dx, x € (0,+00).
X X

Priklad 2.56. Vypoctéte neurcity integral /
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Reseni. Jednd se o integrdl typu (2.27). Zvolime tedy substituci x = ¢, tj. r = {/x,
spliiujici predpoklady véty 2.27. Vyjde

LRk AN LS U B el AP
x4 /%5 T |dx=65dt | 16 + 15 -
6:5(13 — 12 + 1 63 — 62+ 6
:/ ( + )dt:/—+d,
5t +1) t+1

coz je integrdl z raciondlni neryze lomené funkce. Je tudiZ potfeba upravit ji na soucet
mnohoclenu a ryze lomené raciondlni funkce. BéZnym algoritmem pro déleni mnohoclent
dostaneme

613 — 61> + 6 6
—+:6t2—12t+12——,
r+1 t+1

coz je funkce, kterou miiZzeme rovnou integrovat. Celkovy vysledek bude

1 —3 6
/de: <6t2—12t+12——)dt:
X+ vVx3 r+1

=213 — 6124+ 12t —6In|t + 1|+ ¢ =
=2/x —6/x + 12¢x —6In(V/x + 1) +c. A

Dalsi typ, kterym se budeme zabyvat, mé tvar

/R(x,\/s ax+b)dx, (2.28)

kdes € N, s =2 2,a,b € R. V§imnéme si, Ze pokud a = 1 a b = 0 dostdvame integral
typu (2.26).

Substituce uréend rovnosti prevede tento integral na integral z racionalni
lomené funkce. Musime z této rovnosti nejprve osamostatnit proménnou x a pak vypocitat
diferencidl. Tedy

5 —b st51
a dx =
a a

f=ax+b=x= dr.

PouZiti si opét ukdZzeme na prikladu.

Vx+1+1
Vx+1-1

Reseni. Zavedeme substituci x + 1 = 2, tj. r = +/x + 1. Dostaneme

Priklad 2.57. Vypoctéte neurcity integral dx, x € (0, 00).

AL L 5 LA Py LY
JiFi—1 dx=2tde |~ ) 1 -1 ’
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coZ je integral z raciondlni neryze lomené funkce. Po vydéleni obdrZzime

t2+t_t+2+ 2
r—1 t—1°

Vysledek bude

Jx+14+1 f 2 12
VAT T =2 <t+2+—)dt:2(—+2t+21nt—1)-i—c:
JSrtl-1 F—1 2 =1

=x+1+4/x+1+4In(vVx+1-1)+c. A

Dalsi typ, kterym se budeme zabyvat, m4 tvar

/R Jjlax +b d (2.29)
X, X, .
cx+d

kdes e N,s 2 2,a,b,c,d € R, ad — bc # 0.

Podminka ad — bc # 0 zarucuje, Ze se zlomek f;cj[z nevykrati na konstantu jako napf.
4x—2 __ 2
2x—1 — <+

Dile si v§imnéte, Ze proa = d = 1 a b = ¢ = 0 dostdvame integral typu (2.26), jde
tedy o jeho zobecnéni.

ax+b
cx+d

lomené funkce. Jde o substituci ve smyslu véty 2.27. Musime tedy z této rovnosti nejprve
osamostatnit starou proménnou x a pak teprve pocitat diferencial:

Substituce uréend rovnosti| #* = prevede integral (2.29) na integral z raciondlni

+b
s = cxt'+dtf =ax+b = x(ct' —a)=b—dt
cx +d
. b —dt’
X = ,
¢ ct’s —a

takZe

b—dr\ —sdt’~Yet® —a) — (b — dt*)sct* ™!
dx = dr = —S4r— (e —a) = IS 4y =
ct —a (ct’ —a)?
_ s(ad — boyr'™!
T (etf —a)?

Vysledek si samoziejmé nebudeme pamatovat, ale na kazdém konkrétnim zadani osamo-
statnime starou proménnou x a spocitame jeji diferencidl.
Do vysledného integrdlu musime dosadit za ¢ inverzni funkci ¢ ~!(x), jejiZ uréent je

vSak snadné:
1 JJax +b
p it = .
cx +d
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1 1
Priklad 2.58. Vypoctéte neurcity integral / —/ r 7 dx, xe((,+o00).
X X —

Reseni. Jde o integrél typu (2.29). Zvolime substituci, jeZ je uréena rovnosti x“ = 12,

a osamostatnime x, tj. uréime funkci ¢(¢):

x+1 ?+1
1:l2 = Xt2—12:X+1 = X(t2—1)2t2+1 = @:X:ﬂ.
x_ —

Dile si pfipravime diferencial:

2 ’ 2 2
t 1 2t(tc—1) — (¢ 12t —4¢

dx = + dt = ( ) -+ dt = ——dr.
t2—1 2 —1)2 2 —1)2

Uréime jesté inverzni funkci ¢! (x) potiebnou pro pouZiti véty 2.27:

_1 x+1
o it =

x—1

(Podrobnéjsim rozborem prib&hu funkce ¢ () 1ze ovéfit, Ze pii oznaceni z véty 2.27 jsme
volili / = I = (1, +00). Jind varianta by byla J = (1, 4+00), I = (—o0, —1), pak by
ovSem platilo, Ze (p_l(x) = —\/(x +1)/(x—1).)

Nyni provedeme substituci. Dostaneme:

x+1 t —442
[ /r2+1' = | e

coZ je integral z ryze lomené raciondlni funkce.

Integrand rozloZime na parcidlni zlomky. Rozklad jmenovatele na soucin ireducibil-
nich Ciniteld v redlném oboru je ziejmé (r — 1)(r + 1)(#2 + 1), takZe tvar rozkladu na
soucet parcidlnich zlomkd bude

—41? __A B _Ci+D
¢t—DE+D@E2+1) t—=1 t+1 241

b

kde A, B, C a D jsou vhodné konstanty. Po vyndsobeni jmenovatelem obdrzime
—417 = At + D>+ 1) + Bt — D(* + 1) + (Ct + D)(t* — 1).
Nejprve dosadime reédlné kofeny 1 a —1, ¢imZ uréime dvé konstanty:

t=1: —4=4A = A=—1,
t=—1: —4=—4B - B=1.
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Dale sestavime jest€ dvé rovnice porovnanim koeficienti u vhodnych mocnin. I bez
roznésobeni je vidét, Ze plati:

r 0=A+B+C = C =0,

10 0=A—-B-D = D= -2.

Dostavame

1 [x+1 1 1 2
- dx = — + — dt =
xVx—1 t—1 t4+1 241

=—Inlt —1|+In|t + 1| — 2arctgt + c =

x+1 x+1 x+1
— 1|+ 1In + 1| — 2arctg ,| —— +c.
x—1 x—1 x—1

Vysledek je moZzné zjednodusit. Zkuste si jako cviceni ovérit, Ze plati

1 I i
f—,/x+ dv = 2In(v/x + 1+ vx —1) = 2arctg | >0 + ¢
xVx—1 x—1

(konstanty c¢ nejsou v obou vysledcich stejné, 1isi se o In 2).
Prvni vysledek je platny i na intervalu (—oo, —1). Zkuste si rozmyslet, jak by na tomto
intervalu vypadala upravena verze. A

= —1In

I integraly typu (2.28) a (2.29) je moZzné zobecnit na piipad, kdy integrand obsahuje
vice riznych odmocnin z téhoz linedrniho ¢lenu resp. zlomku. O skutecné zobecnéni ale
nejde, situace je stejnd jako u dvojice typt (2.26) a (2.27).

Dals$im typem integrald s odmocninami, které 1ze prevést na integrdly z raciondlnich
lomenych funkci, je

/R(x,\/axz—i-bx—i-c) dx, kdea,b,c e R, a # 0. (2.30)

Zde R je raciondlni funkce dvou proménnych. Pfitom pfedpokladdme, Ze kvadraticky
trojélen nema dvojnasobny kofen, tj. Ze plati b> — 4ac # 0 (jinak by se odmocnina
zrusila).

Omezime se na pripad, kdy b = 0 (pak je nutné ¢ # 0), a ukdZeme si feSeni pomoci
goniometrickych substituct.

Pro zajemce:

Integraly typu (2.30) se obvykle fesi pomoci tzv. Eulerovych' substituci — viz napt. [8, 17)].
Z Casovych divodui se jimi nebudeme zabyvat. Pro naSe dcely z hlediska aplikaci postaci déle

'Leonard Euler (1707-1783) (&ti ojler) — §vycarsky matematik, fyzik, mechanik a astronom. Pisobil
prevdzné v Petrohrad€. Jeden z nejvétSich matematikt vSech dob. Napsal kolem 850 praci (véetné mno-
hodilnych monografif). Ovlivnil v§echny zdkladni matematické discipliny . Od r. 1766 byl slepy (diktoval
svym zakim).

o
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uvedené specidlni ptipady. Navic obvykle ptijde pouze o integrdly ze samotnych odmocnin, kdy
goniometrické substituce vedou pomérné rychle k cili. Mimoto doplnénim kvadratického trojclenu
ax? + bx + ¢ na tplny &tverec a pomocnou substituci Ize obecny pifpad pievést na pripad b = 0
— srv. postup pfi integraci parcidlniho zlomku 1/(x? 4+ px + ¢)" na str. 52.

Uvedeme jen pro predstavu, jak Eulerovy substituce vypadaji. Jde o tfi substituce (prvni dvé
pokryvaji vSechny piipady, ale tfeti je nékdy vyhodné;jsi). Novou proménnou oznacime ¢.

vax? +bx +c=+/lalt(x —a), kdyz b* — dac > 0 (« je kofen ax>+bx +c¢=0),
Vax? +bx+c==+Jax +1, kdyz b* —4ac < 0, a > 0,
Vvax? +bx +c = +xt + /e, kdyZ ¢ > 0.

Piislu$ny vztah se vzdy umocni a osamostatni se x (x? se zrusf). Vztah mezi x a ¢ je dan raciondln{
funkci. Pak se teprve vypocita diferencidl dx. Integral (2.30) prejde v integral z raciondlni lomené
funkce. Ukdzky pouZiti viz napt. [17, 18].

V piipadé, ze v integralu typu (2.30) je b = 0, se (po vytknuti |a|) mohou podle
znamének koeficientli vyskytnout celkem tfi typy odmocnin. U kazdého typu soucasné
uvedeme, pomoci jaké substituce Ize dany integrél prevést na integral typu S(cos x, sin x),
kde S(u, v) je raciondlni funkce dvou proménnych u, v, ktery uz umime fesit. V dal$im
k > 0 znaci konstantu.

/R(x, k> — x%) dx x =ksint, te(—m/2, n/2), (2.31)

/ R(x, Va2 + k2) dx x =ktgt, te(—m/2,1/2), (2.32)

/R(x, Vx2 —k?)dx x = Lt t € (—7/2,0) nebo (2.33)
- t €0, 71/2).

Jeden takovy integral typu (2.31) jsme jiz pocitali — viz piiklad 2.30 na str. 37. Nyni
si ukaZzeme dalsi.

1
Priklad 2.59. Vypoctéte neurcity integral / —vx2—1dx, x e (1,+00).
X

Reseni. Jednd se o integrdl typu (2.33), pfi¢emz k = 1. Po substituci a ndslednych
upravach dostaneme

1
21 1d = sint 1 1 | cost J
X X = _ __cost - 1 2. a2 t=
= dr 7 sin~ ¢t sin“ t
Sll‘l2

1 —sin?¢ cost . |cost| cost
= sin ¢ P 7 smt,—-Tdt:
sin sin |sint| sin“t
. cost cost cos?t
= — s1nt_—~-2dt:— — dr =
sint  sin“t sin” ¢

1 —sin?¢ 1
= = (11— dr =1 +cotg + c.
sin? ¢ sin? ¢




2.6 Zdverecné pozndmky

79

Protoze x € (1, +00), volime ¢t € (0, m/2). Na tomto intervalu je sint 1 cost kladny,
¢ehoz jsme vyuZili pfi odstraiiovéani absolutnich hodnot.

Déle musime dosadit zpét pivodni proménnou x. K tomu musime vypocitat inverzni
funkci. Vyjde ndm

1 . 1 1
X = — = sint = — = t = arcsin — .
sin ¢t X X

Pfed dosazenim jesté predchozi vysledek upravime. Postupné dostaneme

1 V1 —sin?t
[V Tar=rcogr e =r e SN
X

sin ¢
1
1 -5 1 x2—1
:arcsm——i—f—i—c:arcsm—-i—x 3 +c=
X < X X
1 x2—1 1
= arcsin — + x ———— = arcsin — + vVx2 — 1 +c.
X X X
Podle véty 2.29 na str. 37 vysledek plati i na intervalu (1, +00). A

Vypocet i zdanlivé jednoduchych integrlii typu (2.30) byva technicky pomérné na-
ro¢ny a zdlouhavy, coZ ukazuje i predchozi pfiklad. Nejinak je tomu pfi pouZiti Eulerovych
substituci. Navic je potfeba upozornit, Ze pfi feSeni téhoz integralu jednou Eulerovymi
substitucemi a podruhé goniometrickymi substitucemi (nebo dvéma riznymi Eulerovymi
substitucemi) miizeme dostat zdanlivé zcela odliné vysledky. Casto je dost netrividlni
ukdzat pomoci Uprav, Ze tyto vysledky jsou stejné (aZ na pripadnou konstantu).

2.6. Zavérecné poznamky

2.6.1. Dostaneme integraci elementarni funkce opét
elementarni funkci?

Na str. 10 jsme si pfipomnéli, co rozumime elementarnimi funkcemi. Neni t€zké si uvédo-
mit, Ze z pravidel pro derivaci plyne, Ze derivovdnim elementéarni funkce vzdy dostaneme
opét elementarni funkci.

BohuzZel u neurcitého integrélu je situace komplikované;jsi. ProtoZe elementarni funkce
jsou na intervalech, na nichZ jsou definované, spojité, existuji k nim podle véty 2.3
primitivni funkce. UZ ale neni obecné pravda, Ze primitivni funkce k elementdrnim funkcim
zase musi leZet v mnoZiné elementdrnich funkci. Tento poznatek vSak musime spravné
interpretovat. V Zadném pfipadé nefikdme, Ze primitivni funkce k néjaké elementarni
funkci neexistuje. Jen tvrdime, Ze ji nelze vyjadrit vzorcem takového tvaru, jak by se ndm
libilo, tj. nelze ji vytvorit z jakychsi pfesné vymezenych zdkladnich funkci (mnohocleny,
goniometrické funkce atd.) pomoci kone¢ného poctu aritmetickych operaci a skladani.

o
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Takovéto funkce (tj. primitivni funkce k elementarnim funkcim, které jiZ nejsou ele-
mentarni) se obvykle nazyvaji vyssi transcendentni funkce. (Exponencidlni, logaritmické,
goniometrické a cyklometrické funkce jsou tzv. elementdrni transcendentni funkce.) Na-
nestésti neexistuje zddné jednoduché kritérium, jak rozhodnout, zda konkrétni neurcity
integral vede na vyS§i transcendentni funkci. V praxi se ndm bud podaii konkrétn{ integral
spocitat (tj. nalézt primitivni funkci v mnoziné elementarnich funkci) nebo ne. V ptipadé
neuspéchu ale nevime, zda je to ddno jen na$i nedostatecnou zkuSenosti, neznalosti né-
jakych metod, a tudiZ ma cenu se snaZzit dal, nebo zda to opravdu nejde, a proto neméa
cenu ztricet s danym integrialem cas. Ukdzat o konkrétnim integralu, Ze vede na vySsi
transcendentni funkci, je obecné velmi obtiZné.

Na zavér si uvedeme nékolik velmi prostych neurcitych integrald, o nichZ je znamo,
Ze vedou na vysSi transcendentni funkce. Tato tvrzeni se vSeobecné traduji od 19. stoleti,
avsak jejich dikazy nenajdete v zddné z béznych (i velmi rozsdhlych) ucebnic integral-
ntho po¢tu. Diikazy vychézeji z tzv. Liouvilleovy! véty, uddvajici nutnou a postacujici
podminku integrovatelnosti ve tfidé elementdrnich funkci. Pomérné pristupné dikazy,
Ze nékteré z nasledujicich integrald vedou na vyssi transcendentni funkce, l1ze nalézt
v [22, 23]. Nékteré z uvedenych primitivnich funkci (jednozna¢né urenych predepsdnim
hodnot v urcitych bodech) maji vzhledem k Castému vyskytu vlastni ndzvy.

sin co
/ Y dx (integralsinus), f i dx (integralkosinus),
X X
1
f l—dx (logaritmusintegral), / sin x2 dx, / cos x? dx (Fresnelovy2 integraly),
nx

/ e " ’ dx (Gaussova funkce), / R (x, v/ P(x)) dx (eliptické integrély).

Pfitom v poslednim integrdlu R(u, v) je raciondlni funkce a P(x) je mnohoclen stupné
tii nebo Ctyfi, ktery nemd ndsobné koteny (ndzev pochdzi od toho, Ze integrdlem tohoto
typu je vyjadrena délka elipsy). Ve specidlnich ptipadech lze eliptické integraly vyfesit
pomoci elementdrnich funkci (tzv. pseudoeliptické integraly), ale obecné to neni mozné
(viz [9, 19, 22]). Disledkem toho je, Ze pro délku obecné elipsy neexistuje ,,pékny*
vzorecek (na rozdil od kruznice).

Odhadnout podle ,,sloZitosti* zadané funkce, zda je jeji primitivni funkce elementarni
nebo ne, je nemozné. Napf. [ cos? x dx jsme snadno spoéitali (piiklad 2.16), zatimco
integral [ cos x? dx neni elementarni funkce. P¥itom v obou dvou pifpadech jde o sloZenou
funkci se sloZzkami ,,druhd mocnina* a ,,kosinus®. Lisi se jen pofadim slozek. Obdobné
integrél [ e** dx nevede (stejné jako Gaussova funkce) na elementarni funkci, zatimco
zdéanlivé komplikovan&jsi integral [ eV dx jsme vyresili (priklad 2.28).

Otazka, kdy neurcity integral z elementarni funkce vede zase na elementarni funkci
a kdy ne, je opravdu velmi sloZzitd. Staré vysledky z 19. stoleti neposkytuji dostate¢né

1Joseph Liouville (1809-1882) (¢ti liuvil) — vyznamny francouzsky matematik. Zabyval se mnoha
oblastmi analyzy. Prace o integraci elementdrnich funkci pochézeji z let 1833-1841.
2Augustin Jean Fresnel (1788—1827) (¢ti frenel) — francouzsky matematik, fyzik a inZenyr.
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uspokojivé odpovédi z hlediska dnesnich pozadavkl na pfesnost a obecnost. Renesance
zajmu o tuto problematiku souvisi pravé s vyvojem modernich matematickych programu
(tzv. programi symbolické algebry). Do takovych programi je nutné zabudovat algoritmy,
které dokdzou v kone¢ném poctu krokl rozhodnout, zda dany integral vede na elemen-
tarni funkci (popf. na dalsi typy funkci, které ma program ve svém repertoaru), a pokud
ano, vyjadfit pomoci nich vysledek. Informace o této problematice 1ze nalézt prevdzné
v Casopisecké literatute, napt. [1, 2, 15, 21, 23].

w2 v v v i 7 ex 7 pe e
Priklad 2.60. Ukazte, Ze neurcity integral / —dx, x > 0, neni elementarni funkce.
X

Reseni. Zadany integral upravime pomoci substituce x = Int, t > 1. Vyjde ndm

e’ de— | X% Int

x  |dx=1dt
coZ je integral, o némZ jsme si fekli, Ze neni elementdrni funkci. Ozna¢me G (¢) primitivni
funkci k 1/Inz. Pokud by nas integrdl mél primitivni funkci F(x), kterd by byla elemen-

tarni, platilo by F(x) = G(e*). Tedy F(Int) = G(¢) by byla rovnéZ elementarni, cozZ je
spor. A

el 1 t 1
= —. - —-dr= -—dt = | —dt,

Inr ¢ J Int ¢ Int

2.6.2. Vyuziti systému pocitacové algebry pri vypoctu integrala

Systémy pocitacové algebry jako jsou Maple, Mathematica, Matlab nebo Mathcad ndm
mohou pfi vypoctech integrali velmi usnadnit praci. Nékdy je ndm zcela jasné, jak
dany integrél pocitat, ale ¢ekaji nas hodiny mechanické prace. Na rozdil od nds zminéné
pocitacové programy zvlddnou vypocet fddové za sekundy. Je proto dobré mit takové
programy k dispozici a umét s nimi zachdzet. Ale také nepfecefiovat jejich moZnosti
a nedomnivat se, Ze neni nutné znat potfebnou teorii. Vysledky, které ndim davaji, je nutno
umét spravné interpretovat a kriticky hodnotit. UkaZme si na nésledujicich ptikladech
nékteré problémy, s nimiZ se pii pouzivani pocitacovych programii miZeme setkat.

Ukazka 1

Chceme-li napt. po programu Maple, aby ndm vypocital integral
f2x()c2 + 1)** dx,

dostaneme ndsledujici vysledek:

1 10626
22— x0 xM12x% 102 M L5064 4+ —— x4+ 7084 x38 + 19228 3¢

25
34 32 653752 30 28 26 24
+ 432631 4+ 817190 4+ === 70 + 178296 x™ + 208 012x™ + 208 012x

o
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653752
+ 178296 x% + szo +81719x" +43263x10 + 19228 x4 + 7084 x!2

10626
— T x191 506x8 +92x0 + 12x%.

Nepomtuze ani zjednodusent, tj. uziti piikazu factor:

1

Egxz(x8+5x6+1ox4+10x2+5)(x‘“’+20x38+190x36+-11<mx34+4845x32
+15505x30 438775 x28 + 77625 x20 + 126425 x2* + 169325 x22 + 187760 x2°
+172975x" + 132450 x'0 + 84075 x'* + 43975 x12 + 18760 x'© + 6425 x®
+1725x% +350x* +50x2 + 5).

Kdybychom zadany integral vypocitali ,,ru¢né* (vypocet je velmi jednoduchy), dostali
bychom nésledujici vysledek:

I s 25
— )=
25 (x"+ 1)
Jsou spravné oba vysledky? Zkusime-li od naseho vysledku odecist vysledek, ktery nim

predlozil Maple, dostaneme konstantu rovnu ¢islu 1/25. Z toho tedy plyne, Ze oba vysledky
predstavuji rizné primitivni funkce k zadané funkci.

Ukazka 2

Chceme-li pomoci programu Maple vypocitat integral
/(\/1 —x2+\/x2—4)dx,

dostaneme nasledujici vysledek

1 1 1
7% 1—x2—|—§ arcsinx+§x\/x2—4—21n(x—|— x2—4).

Je spravny? Odpovéd zni NE. Defini¢ni obor této funkce je prazdny, tedy vysledek je
nesmyslny.
Ukazka 3

Chceme-li programem Maple vypocitat integral

/ sin x2 dx,
dostaneme nasledujici vysledek:

1 ﬁx

— /2 /7 FresnelS )

2 JT
Jak si poradime s takovym vysledkem? Jednd se o Fresneliiv integrdl, o némZ jsme se
zminili v pfedchozim odstavci. Jde o jeden ze znadmych integréld, jiZ vedou na vySsi
transcendentni funkce.
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Ukazka 4

Chceme-li spocitat programem Maple integral
f dx
2 —cosx

% arctg(«/g tg %)

Miize byt uvedena funkce primitivni funkci k zadané funkci f: y =

dostaneme vysledek

L9
2—cosx *

Podivejme se nejprve na funkci f:

Funkce f je definovéana a tudiz spojitd na celé R. Dle véty 2.3 tedy existuje na celé R
primitivni funkce k f. Vzhledem k tomu, Ze je kazd4 primitivni funkce spojitd, musi tedy
k nas$i funkci f existovat na celém R spojita primitivni funkce.

Nyni se podivejme na vyslednou funkci, kterou si pracovné oznaéme G:

G(x) = % arctg(«/gtg %)

Funkce G je definovana pro kazdé x e R~ {..., —=3xm, —m, 7, 3w, ... }. Jednd se tedy
o nespojitou funkci. Jako takova tedy nemtiZze byt primitivni funkei k funkci f.

Ptipady tohoto typu, kdy vime, Ze primitivni funkce existuje napf. na celém R, ale nase
,,vysledna* funkce neni definovdna na celém R, feSime tzv. technikou slepovani, kterou si
ukdzeme dale.

Z predchozich priklada plyne, Ze k tomu, abychom mohli efektivné vyuZivat systémy
pocitatové algebry k vypoctu integrall, je tieba znat presné definice pojmi, vlastnosti
téchto pojmil a vS§imat si intervald, na nichZ jsou zadana a vysledna funkce definovany.
Obecné neni dobré tyto programy pfeceniovat a plné€ se na né spoléhat. Je dileZité umét
kriticky zhodnotit, zda vysledek, ktery ndm pocitace vyrobi, mize byt spravny.

2.6.3. Technika slepovani

Priklad 2.61. Vypoctéte neurcity integral

/ dx
2 —cosx

Resenti. Pouzijeme univerzalni substituci tg% = t — viz (2.20). Pomoci této substituce

o
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muzeme dany integrdl vypocitat na kazdém z intervald (—m + 2k7, @ + 2kn), k € Z.

X =

dx ey =1 | 2

Y x =2arctgt | = 1_t2~1+t2dt:
ST dx= g dr ~ e
/ 2 ds 2/ dr 2 1 . t+
= =— | ——=—--—arctg— +c =

2 2,1 L 1
32 +1 3/ 2+) 3 & L

2 2 X
= — arct \/gt-l—c:—arct V3teg=).
NG g 73 g( gz)

Nalezena funkce G (x) je primitivni funkci k funkci f(x) = ﬁ na kazdém otevieném
intervalu (—m + 2k, m + 2km), k € Z. Pokud chceme nalézt primitivni funkci na celé R,
musime postupovat metodou ,,slepovani®, kterou si nyni ukdzeme. A

Zamysleme se nad tim, jak vypadaji primitivni funkce na jednotlivych otevienych
intervalech ((2k — D, 2k + 1)75), k € 7, na nichz je funkce G spojita.

e Pro kazdé x € (—m, ) plati G'(x) = f(x). Na tomto intervalu jsou tedy vSechny
primitivni funkce tvaru G (x) + ¢, cp € R.

Funkce f i funkce G jsou periodické s periodou 2m. Staci se tedy zabyvat témito
funkcemi na intervalu délky 2, tj. napf. na intervalu (—m, ). Grafy téchto funkci na
dalSich intervalech jsou kopii ¢4sti grafu z intervalu (—m, 7). Tedy

e Prokazdé x € (—3m, —7) plati G’(x) = f(x). Na tomto intervalu jsou tedy v§echny
primitivni funkce tvaru G(x) + ¢y, c1 € R.

e Pro kazdé x € (m,37) plati G'(x) = f(x). Na tomto intervalu jsou tedy vSechny
primitivni funkce tvaru G(x) + c2, 2 € R.

Atd. Utvoime nyni z téchto primitivnich funkei na jednotlivych intervalech funkci F,
ktera bude primitivni k f na celém R. Pfedev§im nam jde o to, aby byla funkce F spojitd
na R. Zvolme tedy konstanty cg, ci, c2, ...tak, aby primitivni funkce na jednotlivych
intervalech na sebe navazovaly.

e Vyjdéme od intervalu (—m, ) a poloZzme F(x) = G(x) pro kazdé x € (—m, m).
(Zvolili jsme cp = 0).

e Podivejme se nyni na limitu funkce F v pravém krajnim bod¢ tohoto intervalu — to
je bod, v némZ budeme muset kviili spojitosti dodefinovat hodnotu. Tato limita ndm
také pomuze zjistit konstantu ¢, abychom védéli, kterou z primitivnich funkci na
intervalu (7, 31) vybrat, aby ,,spojit€ navazovala* na funkci F na intervalu (—1, ).

lim F()= lim — arct (ﬁt x)
1m X) = lm ——= arc - )= —,
X—>m~ X—>T~ ﬁ . ¢ 2 3

lim GG = lim — arct (ﬁt x) T
1m X) = 1m —— arc —] = ———.
x—>nt X—>T~ ﬁ g g 2 ﬁ
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Vidime, Ze je tieba zvolit ¢, = % Posouvédme tedy funkci G (x) na intervalu (7, 37)
0 % nahoru.
e Prozatim tedy mame spojitou primitivni funkci na intervalu (—, 37):
% arctg(\/gtg 7) prox € (—m, 1),
Fx) =17 pro x = T, (2.34)
% arctg(«/gtg %) + f/—’% pro x € (m, 37).
e Obdobné se podivdme na limitu v bodé x = —.

2 X bl
lim F(x)= lim —— t< 3t —) -
im F(x) im arctg x/_g2 NG

x——7t X——T7 ﬁ
2 X B
lim G&x)= lim —— arct (ﬁt —):—.
X—>—T" *x) x—>—nt ﬁ & & 2 ﬁ
Vidime, Ze je tfeba zvolit ¢; = —f/—“g. Posouvame tedy funkci G(x) na intervalu

(=37, —7) 0 3—% dold.

e Mame spojitou primitivni funkci na intervalu (=3, 37):

% arctg(v/3tg3) — % pro x € (—3m, —m),
T P
-5 prox = —m,
F(x) = | % arctg(v/3tg %) prox € (—m, 1), (2.35)
\% prox = T,
% arctg(\/gtg )+ % pro x € (m, 37).

Obdobné bychom konstruovali funkci F na vSech intervalech ((2k — D, 2k+ I)TE),
k € Z.Z véty 2.29 vyplyva, Ze takto zkonstruovand funkce bude mit derivaci i v bodech
2k + 1), k € Z (tj. v bodech, kde jsme funkci ,,slepovali®) a Ze i v nich bude platit,
7e F'(x) = f(x). (Spocitat derivaci v téchto bodech standardné pomoci véty o derivaci

sloZené funkce nelze, protoZe vnitini sloZka tg 5 v nich nenf definovand; vypocet pifmo

z definice derivace by byl zna¢né obtiZny.) Tato funkce je tedy primitivni k funkci 2_(:10” .

Vysledek je zndzornén na obr. 2.4. Graf funkce F je zndzornén plnou Carou, graf
funkce G(x), kterd neni definovand v lichych ndsobcich 7, je zndzornén carkované.
VSimnéte si, Ze na intervalu (—m, 1) grafy F(x) a G(x) splyvaji. S podobnou situaci
(,,slepovanim® grafil) se u integrald obsahujicich goniometrické funkce setkdvame velmi
Casto. Pokud potfebujeme primitivni funkci na vét§im intervalu, musime byt velmi opatrni.
Jinak mizeme dostat velmi snadno zcela nesmysIné vysledky (napf. pfi vypoctu urcitého
integralu pomoci neurcitého — viz piiklad 3.18).

o
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y
3n/\/3T
y = F(x)
zn/\/g. .................................. /
" 7[/\/§-- "
7~ : 7~
7 e
\ / \ \ / \ X
-3 // -7 (0] b1 // 27 37
- y=G)
—37/\/37

Obr. 2.4: Graf primitivni funkce k funkei 5—— Clos T

Zamyslime-li se na tim, co v pfedchozim piikladé zpiisobilo nutnost slepovani, vidime
Ze je na vin€ substituce tg 5 = 1.

Vyhodou substituce tg 5 = ¢ je jeji univerzdlnost, uvazovany integral pfevede vZdy na
integrél z raciondlni funkce. Ma vSak dvé velké nevyhody. Prvni z nich spoc¢iva v tom, Ze
konkrétni vypocty pomoci této substituce byvaji vétSinou dost pracné, a druhou nevyhodou
je, Ze k nalezeni integrdlu na maximadlnich intervalech, na nichZ je integrovana funkce
spojitd, musime Casto provadét ,,slepovani* — viz predchozi piiklad. Proto, mizeme-li se
této obecné substituci vyhnout, radéji tak u¢inime.

Pruvodce studiem

V této kapitole jsme si kromé zakladnich integracnich metod ukazali, jak postupo-
vat pfi vypoctu fady typu neurcitych integrald, které vedou na elementarni funkce.
Takovy vycet samoziejmé zdaleka nemohl byt vycerpavajici. Pro béZné aplikace,
které vas ¢ekaji v dalsich kapitolach a rovnéz v jinych matematickych disciplinach
Ci pfedmétech na né navazujicich, vsak tento rozsah staci. Je to také dano tim, Ze
nam pri mechanické integraci dnes mohou vyrazné pomoci programy symbolické
algebry. O to vic vzrasta vyznam teorie a dukladného pochopeni pojmu a pred-
pokladu vét, abychom dokazali spravné interpretovat vysledky téchto programd
a vyhnuli se ¢asto i hrubym chybam, které jejich neopatrné a nekritické pouZiti
muZe snadno pfinést.
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Pojmy k zapamatovani

— primitivni funkce
— neurcity integral

— integrand

— integracni konstanta

— parcidlni zlomky

Kontrolni otazky

Definujte neurcity integral.

Vysvétlete pojem primitivni funkce.

Uvedte zdkladni vlastnosti neur¢itého integralu.

Uvedte podminku existence primitivni funkce.

Vysvétlete princip metody per partes pro neurcity integral.
Vysvétlete princip substituéni metody pro neurcity integral.

Co jsou to parcidlni zlomky a kolik typt té€chto zlomki zname?

Popiste rozklad raciondlni lomené funkce na soucet parcidlnich zlomkd.

A S A S B

Vysvétlete princip integrace racionélni lomené funkce.

_
e

Diskutujte moZnosti integrace goniometrickych funkci — uvedte zakladni substi-
tuce.

11. Diskutujte moznosti integrace funkci obsahujicich odmocniny.

Priklady k procviceni

@ ——p

1. Integrujte dané funkce:

a) vx dx, b) /15x«/a—|—xdx,
1+x
1 dp
C) /—dx, d) I ——
1+ Vx+1 C+pVp+1
35x3 x+1
e dx, —dx,
) Jx—1 D 3x+1
3 1
2) [—ﬁ dx, h) f—dv,
x(\/)_c—i—i/f) Jv+ v
i «/k+1+1dk i / dx
i —dk, .
Vk+1-—1 ! Vx+24+3x+2
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2. Integrujte dané funkce (pouZijte Eulerovy substituce):

a) /2 b? — 6db, b) /6 9x2 — 15dx,
c) /\/4—3x2+2xdx, d) /4\/p2—2p—1dp,
€) /\/5q2—6q—1dq, f) /8\/2+x—x2dx,

2) /4 3+ 2s —s2ds.

3. Integrujte dané funkce:

2x — 3 4 3
a) x—dx, b) de,
V8 —2x —x? V34 4x — 4x?
2 35
c) / dy, d) /—dx,
V—4y? — 12y — 8 V2 — 49x2
) / 2 d f) / ! d
e w’ y— b
V=5 + 12w — du? Vv=2p—p? g
; o +3
2) /\/ Y ldX, h) /—dx,
X+ 1+3xF X2 [
1 2
i) f—dx, ) —ndn,
V5 —2x —x2 V10 —n —n?
3
k) / dk, )] /—du
V12k — 9k + 4 27 —u? 4+ 6u
8x —3
m)

V—=4x2 =5+ 12x

Ndvod: V a),b),]),1) am) postupujte podobné jako pfi integraci parcidlniho zlomku druhého typu
— upravte Citatel, aby obsahoval derivaci vyrazu pod odmocninou ve jmenovateli, a rozdélte
zlomek na dva.

@f KIli¢ k prikladim k procviceni

1.a) 2./x —2arctg +/x, b) 6(a + x)*"? — 10a(a + x)*/?,
c) 2+4x+ —21n(1+Vx+1), d) 2arctg/p+1,

e) 10(x — D2 +42(x — 1)’ +70(x — 1)*? +70/x — 1,
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h)

i)

b)

9)

d)

g

b)

e)

g

h)

Gx + 1) L Bxt 1?3
15 3
2Vv —4Vv +4In(Vv + 1),

AVk+1+k+1+4m|Vk+1-1]|,
2Vx +2-3Vx+24+6Vx+2—6In(Vx+2+1).
bvb?—6—6In|b+vb>—6|,

3x vV9x2 — 15 — (9x2 — 15)
(=3x+1D)V4—-3x2+2x 13 C3x—1
— + —+/3 arcsin ,

6 18 J13

(=242p)\/p?—2p—1—4hn|p—1+/p>—2p—1|,
(5 —3)y/5¢% — 6q — 1
10

7
——1n‘5q—3+\/5(5q —6q—1)|

2x — 1
(4x —2)vV2 4+ x — x? + 9arcsin x3 ,

1
(2s—2)\/3+2s—s2—|—83rcsins2 .

1
—2+/8 —2x — x2 — 5Sarcsin ;— ,

. 1

—/3+4x —4x? + 7arcsm<x — E)

Tx
arcsin(2y + 3), d) Sarcsin—,
y «/5
. 3 .
arcsm(w — 5) f) arcsin(p + 1),
2(x + 132 3(x + 1)A3 N 6(x + 1)7/6 G 1)%/6
J— —_— x —_— _—  —
3 4 7 5
3(x 4+ 1?3
2 b

2.07/2=x\° 2-x\° ) x4+
—= — , 1) arcsin ,
5 X X J6

, ) 6In%x —6In(Yx + 1),
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2 1 20B3k—-2
i) —2v10 —n — n? — arcsin nt , k) arcsin L ,
41 4

D —\/27—u2+6u—|—3arcsinu_

9 3
m) —2+v/—4x2 -5+ 12x + 5 arcsin(x — 5).

2.7. Zavérecna cviCeni ke kapitole 2

Priklady k procviceni

1. Integrujte dané funkce:

. cos 7
a) arcsinx dx, b) —dpn,
1 —sing
c) f4\/—x2+2x+3dx d) / B dB
’ 8§ —3B2
e) f2\/1—x2—2xdx, 1) /ﬂdx
1+ cosx
4x — 1
— dux, h
& /x2+5x+7 g U e
u
1) f—du )] /COt xdx,
JE—out : ¢
1
k —d 1
) /\/3—9x2 g ) /1+cos4Y
m) /arctgﬁdx, n) /5+3BZ
x+2
In5x dx,
0) fnxx p) /x4+x3
/ 1 d ) /'l 1+x
— ax, T J—
Vol ERE- 22V
2. Integrujte dané funkce:
a) fcoslnx dx, b) /smlnx dx,
/\/x2+4dx, d) /2 9 — x2dx,
dx f) /9(354—5)‘1 ds,
Vxr+9
W42

dw, h) /(4 — cos2a) da,
2W —1
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1
i) / —— du,
1 +cos 5
K / 144 d
e — x’
A/ 144x2 — 52
m) f 2(sin®  + cos 2w) dw,

0) /x3ln2 x*dx,
3. Integrujte dané funkce:

a) szin“xdx,
c) /ﬁlnxdx,

1+ cos 26
e) —do
1 — cos 26

92p - 1)

I

1
| .
Y /w——sz
k)

dp,

X
—— dx,
/m g
m) /2(3w2 —w+7) (6w —1)dw,

5e* + 4e*
0) —dx,
e fex 44

4. Integrujte dané funkce:

a) f(S cos2x — 3sin3x)dx,

cosPx — 1
c) / —dx,

cosZ x

3 —2cotg?z
e) f—ngZ’
COS~ Z

X,

/ 3sinfx —2cos?x + 5 d
4 cos? x

1
) L
) f(sinzcosz)2 ¢

3

n)

p)

b)

d)

f)

h)

i)

9 4 7r2

1 —cos2x

dr,

3
E—, P
| =
/cosZwsim//cosx//dw,

3x24+2x -3
?dx.

t
/ 2sin® — dt,
2

1

9’

1
—dy,
/m g
2Bx —1)
x24+9

dx,

X
—dux,
/ Vx?2 =32

D /xtgzxdx,

n)/

p)

b)

d)

h)

4y — 8
2y —8y +7

dy,

— dx.

da

sinfa

5sin? B + 3 cos? B

2(cos B sin )2

f tg? e de,

X x\2
smz—cos—) dx,

cost —sint

dg,

2

cos 2t

dr,
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K / 4 cos2u
o,
sin? 2«
10
m) —dA,
tg S

0) /arctg 3x dx,

A

I

N /’1+coszy
1 +cos2y °’

n) / © dx,
e* + 1

1
f(x—w%dx

i/_;
r) /x+ﬁdx

5. Dokazte, ze nasledujici integraly vedou na vyssi transcendentni funkce:

a) /eex dx,

b) /lnlnx dx,

&) /—dx 5 /smxdx

i) f Inx g i fﬂ d

1 X, e Inxdax,
Inx+1 ]

sin x COsS x

c) vdx d) / 2 dx,
Cos X e
g) / dx, h) dx
Vx Vx
/ ﬁdx ) / e!/* dx.

Ndvod: Vhodnou dpravou pievedte dany integrél na integrél, ktery neni elementdrni, nebo na
vyraz, ktery je souctem elementdrni funkce a integralu, ktery neni elementdrni — viz kapitola 2.6

a priklad 2.60.

KIli¢ k prikladim k procviceni

1. a) xarcsinx ++v 1 — x2,

¢) (2x — 2)v/—x% + 2x + 3 + 8 arcsin

1
e) (x+ 1v1—x2—-2x+ 2 arcsin

n % +5
— arc
N ARV

g) 2In(x>+5x +7) —
1 3u?
1) —arcsin — ,

6 2

1
k) 3 arcsin «/gx,

m) x arctg /x — +/x + arctg +/x,

b) —In|l —sinn|,
1 2
d) —gln|8—3B [,

f) —In|1 4 cosx|,

h) —In|4 — x|,
J) In|sinx]|,
) ey
480
V15 B15
n) —— arctg ,
15 5
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0) xIn5x — x,

q 3(/x +In|/x —1])

2. a) X coslnx + = sinl
. a) —coslnx 4+ = sinlnx,
2 2

N
o) %Jrzln(wr X2 +4),

e) 2xvx2+9—18In(x + Vx> +9),
)E+§1 2W — 1|
¥ " ’

. u
1) 2th’

k) 121n|6x + v/36x2 — 13

1
m) a)+§sin2w,
4 2 1
0) x"(4In |x|—21n|x|+§ ,

1
3. a) 3x—25in2x—|—zsin4x,

c) %/F(lnx — %),

e) —cotgh —0,

g 2y/9p2—4-3In|3p+,/9p2 -4
i) Injz++vz>—38

k) —v8—x2,

m) Guw?—w+7)>

9

b

V15 2e" +1
0) Iny/(e* +e* +4)5 + — arct :
s TS

p) In

X 1 1
x+1

2+ ’
2 (1+x)3
r) —— .
3 X

X X

b) —% coslnx —|-% sinln x,

d) xv9—x2+ 9arcsin§ ,

f) 3In|38 + 5|,

h) 4o —

sin 2«
2 9

7
i) /7 arctg % ,

) v/31n|v/3t ++/312 2],

n)

p) In

b)

)

D
n)

cos* ¥ + sin* ¢
_ 1 ’
xx -1

x+1

—sint + ¢,

! t
——cotg x,
3 g

arcsin(2y — 1),
2 2 X
3In(x“+9) — 3 arctg —,

3
V2 =32,

x2
xtgx +1In|cosx| — 5

In|2y? — 8y + 7|,

—1
— (nx +1).
X
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sinx — tgx,

tge — ¢,

tgz — cotg z,

1
2

—tgy+ —,

1
X arctg 3x — 3 In(1 + 9x?),

x —2/x +2In(vx + 1),

c)

D

p-p.
sub.
sub.

sub.

u = sinx,
x =12,

x=e 1,
x=1/t.

1\3
c) f(x—i——) dx.
X

X,
[ 5

/x2\/1+x3dx,

/ e3* sin x dx,

4. a) 4sin2x + cos3x, b) —cotga, c)
5 3
d) > tg,B—E cotgB, e) 3tgz+2cotgz, )
Sx .
Q) 2tgx—T, h) x4+ cosx, 1)
. . 2
J) sint —cost, k) —— , )]
sin 2o
m) 2In|sin5Ai|, n) In(e* +1), 0)
3
1R =1) 2Yx +1
— Inj——— Jarctg ——,
P 5 Inj=————| +V3areig 7 )
2
Yx +1) 20/x — 1
r 33 +1n(——2\/§arct _
) 3Vt &5
5.a) sub. x =Inrt, b) p.p. u=Inlnx,
d) p.p. u=-cosx, e) p.p. u=¢e",
g) sub. x = 12, h) sub. x = tz,
J) sub. x =Int, k) p.p. u =sinux,
Autotest
1. Vypocitejte ndsledujici neurcité integraly:
3 —\2 3x —5
dx, b dx,
2 f(ﬁ+ﬁ) x ) fx2+1 x
2. Vypocitejte ndsledujici neurcité integraly:
a) / v/3x + 1dx, b)
c) / sin® x cos x dx, d)
) /xlnx d b
e X,
4
X
g) / arctg 1 dx, h)

3. Integrujte a upravte:

a)

c)

/ 3x+1
dx,
x2—-3x+2

f (x+1)dx
(x —2)(x2+3)°

b)/
d)/

/xtgzxdx.

dx

x2(x —1)°

7 — 3x

34+ x24+9x+9

dx.
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4. Integrujte a upravte:

sin x 2+ sinx
a)/ b) / dx
(1+ cosx)2 sin x (1 + cos x)
1_
c) / T dx d) /idx.
x Jx+1
Kli¢ k autotestu @é
2 12x %0 3 Vx2 3
1. a) %+ XH x5x, b) SInG?+1) - Sarcigr,
6x
c) L+3ln|x|—
4
2. a) §(3x—|—l)«/3x—{—l, b) Sln(e* + 1),
.3 5
¢) SH;X, @) 1+,
2 3x .
X e*(3sinx — cosx)
—2Inx -1, ,
€) 16( nx — 1) f) 10
X 2 X
2) xarcth—ZIn(16—|—x), h) xtgx—l—lnlcosx|—§.
1
3.a) 7lnlx —2| —4Injx — 1], b) —+1Injx—1|—In|x|,
X
3 3 1
“lnjx —2| — —In(x>+3) + —,
c) 7n|x | T2 n(x~ + )+7«/§
d) Infx+ 1] 2?4+ 9) + > arctg
ni|x — — Inx — arctg — .
2 383
4 2) L1+ cosx)? b) 1t2x+tx+1(tx
.a) = cosx)”, —tg? = ~ +Inltg =,
2 * R ) 8
¢) 2v/1—x+In[l =1 —x|-
1 1
d) 6(5\/6 x7—§6 \/ f—l—arctgf)
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Kapitola 3
Urcity integral

Pruvodce studiem

V pfedchozi kapitole jsme se seznamili s pojmem neurcitého integralu, ktery funkci
pfitazoval opét funkci (pfesnéji celou mnoZinu funkci). UrcCity integral, kterym se
budeme zabyvat v této kapitole, bude naproti tomu funkci pfifazovat ¢islo. Podle
tfoho, co bude vyjadfovat dana funkce, bude mit vysledné ¢islo riazny vyznam.
Muze udavat napr.

obsah rovinného obrazce,
délku Krivky,
obsah plaste rotacniho télesa,

objem rota¢niho nebo obecnéji libovolného télesa,

hmotnost rovinného obrazce,

Vs s v viev

statické momenty rovinného obrazce, slouZici k vypoctu jeho tézisté,

e moment setrvacnosti rovinného obrazce,

celkovy elektricky naboj rozloZeny na rovinném obrazci

a hodnoty desitek dalsich geometrickych a fyzikalnich velicin.

Pro zajemce:

3.1. Od vypoctu obsahu a objemi k integralnimu poctu

Chceme-li naznacit historicky vyvoj integralniho po¢tu, musime zacit od vypoc¢tt obsahi a objemti.
Na ndsledujicich stranach se pokusime ukazat, kam az sahaji kofeny dnes pouZivanych postupti
vypoctl a jak dlouhy byl jejich vyvoj.
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Matematika ve starém Egypté a Recku

Jiz staif Egyptané byli nuceni vyméfovat pole, tj. pocitat obsahy. Znali obsah ¢tverce, obdélniku,
trojuhelnika a tim i libovolného mnohotihelnika. Mnohotuhelnik rozdé€lili na trojihelniky, spocitali
jejich obsahy a ty potom secetli. Uméli pocitat i objemy krychle, valce nebo komolého jehlanu se
¢tvercovou zdkladnou (pyramidy).

Velkého pokroku v mé&feni obsaht a objemi bylo dosaZeno ve starovékém Recku v obdobi let
350-200 pted n. 1. Z té doby pochazi i zndmé Eukleidovy Zdklady, ve kterych jsou shrnuty témér
vSechny v té dobé zndmé matematické poznatky.

Reckymi matematiky tohoto obdobi, ktefi se zabyvali problematikou obsaht a objemd byli
Hippokrates a Démokritos.

Hippokrates (asi 460-370 pied n. 1.) vyslovil domnénku, Ze kuZel mdze byt ,,vyCerpavan*
jehlany s pravidelnou mnohothelnikovou zdkladnou vepsanou do kruhové zdkladny kuZele. Do-
mnival se, Ze objem kuZele je jedna tietina valce s toutéz zdkladnou a vyskou. K tomuto vysledku
dospél podobnymi tivahami i Démokritos. AvSak ani ten jej neopatfil ditkazem. Teprve o padesat
let pozdéji byly tyto vysledky dokdzany Eudoxem.

Démokritos z Abdér (asi 460-370 pfed n. 1.) je pfedstavitelem atomistil. Ve svych geometric-
kych pracich vychazel z toho, Ze body jsou prostorové atomy majici konecny objem. Predstavoval
si, ze v kazdé tsecce existuje konecny, i kdyZ ,,vétsi nez lze smysly poznat™ pocet bodl. Této
predstavy vyuZil k urovani obsahd a objemi velkého poctu utvard. Télesa si predstavoval, jako
by byla ,,sloZena z rovnobéZnych desticek* silnych jeden atom, a usuzoval z toho, Ze dvé télesa
,,sloZend ze stejnych destiCek* ve stejnych vyskach od zdkladny by méla mit stejné objemy. Tento
princip rozpracoval Cavalieri v 17. stoleti.

Rekové se snaZili plochu neznamého obrazce vypoéitat pomoci obsahti mnohothelniki Py, P,
az P,, kterymi obrazec ,,vyCerpdvali*. Podstatou jejich pfistupu bylo to, Ze obsah tohoto mnoho-
thelniku snadno vypocitali tim, Ze jej rozlozili na vzdjemné se nepiekryvajici trojihelniky. Obsah
mnohothelniku je pak roven souctu obsahil jednotlivych trojihelnikd. Tuto metodu, kterd byla
pozdéji nazvana exhaustivni, rozpracoval Eudoxos (asi 408-355 pfed n. 1.).

Exhaustivni (vyCerpavaci) metoda umoziiuje jiz pomérné presné vypocty obsahi a objemt a je

povazovana za genidlni pfedchidkyni pozdéjsich infinitezimalnich dvah. Zpocdatku se exhaustivni
metody vyuZivalo pouze k dikazim vét, ke kterym se doslo jinymi metodami.

Exhaustivni metoda je zalozena na nekonecném déleni veliCiny a jejim zdkladem je nasledujici
tvrzeni:

(x)  Jestlize od dané veliciny odecteme jeji cdst vétsi neZ jeji polovina a od zbytku opét jeho
cdst vetsi neZ jeho polovina a budeme tak Cinit stdle, zbude néjakd velicina, jeZ bude mensi neZ
libovolnd kladnd velicina.

Ilustrujme tuto metodu na vypoctu obsahu S(A) néjakého utvaru A. Mdme-li najit obsah
utvaru A, budeme do né&j vepisovat jiné utvary Py, P,, ..., P,, jejichZ obsahy jsou zndmé. Tyto

o
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obsahy tvofi monoténni posloupnost S(P;) < S(P2) < ... < S(P,), pro kterou plati:

S(A)
S(A) —S(P) < —

$(A) - sy < DS S

S(A)
S(A) = S(Py) < ETRE

Pti dostate¢né velkém n je podle (x) rozdil S(A) — S(P,) mensi neZ libovolnd kladnd veli¢ina.
Dnes bychom napsali, Ze S(A) = nlirgo S(Py,). Pro Eudoxa byl vSak pojem limity nezndmy; hledal
tudiz takové B, aby rozdil B — S(P,) byl mensi nez libovolna kladna veli¢ina. K nalezeni obsahu
S(A) zbyva dokazat, Ze S(A) = B. Tady Eudoxos vyuziva dikazu sporem. Necht’ S(A) # B,
tj. S(A) < B nebo S(A) > B. V obou piipadech dojdeme ke sporu. V prvnim piipadé poloZme
B — S(A) = e. Vime vsak, Ze k ¢ lze najit takové n, Ze plati B — S(P,) < &. Odtud plyne
B — S(P,) < B— S(A), tedy S(P,) > S(A), coz je spor. Podobné lze postupovat ve druhém
pripadé.

Archimédes (asi 287-212 pfed n. 1.) byl nejvétsim matematikem helénistického obdobi. Archi-
médovym nejvyznamnéjS$im piinosem v matematice jsou véty o obsahu rovinnych ttvard a o ob-
jemu téles. Archimédovy prace zabyvajici se obsahy, objemy a délkami jsou: Méreni kruhu,
Kvadratura paraboly, O kouli a vdlci, O spirdldch, O konoidech a sféroidech a Metoda.

Prvnich pét praci rozviji exhaustivni metodu, kterou Archimédes aplikoval na Sirokou $kédlu
problémi, které jsou dnes typickymi aplikacemi integrdlniho po&tu. Sestd prace, nezndma do
roku 1906, popisuje heuristickou infinitezimdlni metodu — metodu, pomoci niZ objevoval nové
vysledky dfive, nez je opatfil dikazem.

Jednd se o tzv. metodu pdky, podle které je konecny systém bodd o hmotnostech m, ..., m,
na jedné strané paky ve vzddlenostech d, ..., d, od podpéry O vyvaZen jinym systémem bodl
o hmotnostech m/, ..., m; ve vzddlenostech d, - - - ,dt; na druhé strané€ pdky. Pak v souladu
s pfirozenymi zdkony mechaniky plati rovnost

p q
i=1 j=1

Na zékladé tohoto vztahu se na jednu stranu paky umisti rovinny dtvar (resp. té€leso), jehoz obsah
(resp. objem) urcujeme, a na druhou stranu paky rovinny dtvar (resp. téleso), jehoZ obsah (resp.

MO 2%

mp mi 0 m m;
H/_A . >
d; dq
Obr. 3.1

[ustrujme tuto metodu na jednoduchém piikladé urceni obsahu oblasti ohrani¢ené parabolou
y = x? apfimkami x = 1, y = 0, viz obrazek 3.2 . Ozna¢me tuto oblast R. Budeme se snaZit urit
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jejf obsah na zdklad® znalosti obsahu a t&Zisté trojihelnika Tr s vrcholy (0, 0), (1, 1), (1, —3).
Jeho obsah S(7r) = 1 a t&Zist& md v bodg (2, 0).

Nejprve umistéme trojuhelnik i parabolu na stejnou strany péky se stfedem O v bodé (0, 0).
Nyni vyuZijeme nésledujictho Archimédova principu:

Predpoklddejme, Ze existuje konstanta k tak, Ze pro kazdou svislou pFimku vedenou ve vzddle-
nosti x od stiedu pdky O, vytinajici na plose R tisek r a na plose Tr iisek t, plati

k-r=x-t. (3.1

vvey

Umistime-li vitvar R na druhou stranu pdky tak, Ze téZisté je ve vzddlenosti k od stiedu O, pak

v

L, vyvdzi“ vtvar Tr, ktery nechdme na puvodnim misté, a plati
k-S(R) =xg, - S(Tr), 3.2)

kde x, je vzddlenost téZisté iitvaru Tr od stiedu O.

stiedu paky, bude v rovnovaze s iseckou délky ¢ umisténou na druhé strané paky ve vzdalenosti x.
Podobnou tdvahu lze provést pro vSechny fezy trojihelnika 7 adseCe R. Dale Archimédes vychazi
z toho, Ze trojuhelnik je vyplnén vSemi takovymi fezy ¢ a iseC paraboly vSemi takovymi fezy r.

Nyni tedy vezmeme tse¢ paraboly a umistime ji téZist€ém do vzdalenosti k£ od stiedu paky. Takto
umisténd dseC paraboly je nyni vyvdZena trojihelnikem, ktery nechdme tam, kde je (vzdilenost

N2

1/2+ 1/24
r ‘
0 L 0
e — t P —
k x| [ ¥ 1
a) b)
Obr. 3.2

Aplikujme nyn{ tento princip na nas konkrétni ptipad. ProtoZe trojihelnik 7 je rovnoramenny,
fez ve vzdalenosti x od stfedu O md velikost x (1 = x). Velikost fezu v oblasti R je x> (r = x?).
Dosazenim do vySe zminéného vztahu dostdvdme

k-x>=x-x, odkudvypotteme Kk =1.

Pak pomyslné pfesuneme oblast R na druhou stranu paky tak, aby vzdalenost téZisté této oblasti
od stfedu O byla k. Pro obsahy obou oblasti pak plati:

k-S(R)=xp - S(Tr),

odkud dostavame obsah oblasti R:

S(R) =

W N
| =
w
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Timto zpisobem Archimédes odvozuje nejenom obsahy plo$nych tdtvard, ale i objemy téles.
Napf. objem koule uréuje pomoci znamych objemi vilce a kuZele. Ukazme si jeho postup.

Umistéme nejprve na jednu stranu pdky vSechny tfi té€lesa — kouli, kuZel i vdlec s osou
soumérnosti v souradnicové ose x, podle nésledujiciho obrazku.

2r 2r

-

~2r 0 ( ' 2r

a) b)
Obr. 3.3

Ve vzdélenosti x od stiedu paky vedime fez témito télesy. Rezem koule A, kuZele B i vélce C
bude kruh. Obsah fezu ozna¢me pismenem ,,S*. Podle Archimédova principu existuje k tak, Ze
plati:

k- (S(A)+ S(B)) =x-S(C),
k- (n@?—(r—x)%) + nx?) = x - 1(2r)?,
kr(r? — r? 4+ 2rx — x> 4+ x?) = 4nxr?,
k =2r.

Déle presuiime kouli a kuZel na druhou stranu piky do vzdélenosti k = 2r. Tato dvé télesa nyni

Vv

télesa ozna¢me V. Tedy
k- (V(A)+V(B)) =xr-V(C),
2r- (VA +V(B) =r-V(),

V(A) = %V(C) — V(B),
1 2 1 2
V(4) = Sm (@72 — sm (@),

4 3
V(A) = —7tr.
3
Uvedli jsme si dvé ukazky toho, jak Archimédes objevoval své vysledky mechanickou me-
todou paky. VyuZival pfitom myslenku rozfezani plochy na dale ,,nedélitelné tsecky*, pfipadné
rozfezani télesa na déle ,,ned€litelné vrstvicky*. Tato metoda mu vSak byla pouze prostiedkem,
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ktery mu poméhal objevovat nova tvrzeni. Nepokladal ji za diikaz. Diikazy takto objevenych
vysledkt provadél exhaustivni metodou, kterou za timto t¢elem obohatil a vylepsil. Zavedl totiz
kromé vepsanych mnohothelniki i mnohotihelniky opsané a zkoumal jejich obsahy, které omezuji
hledany obsah plochy. Jinymi slovy, zabyval se zkoumdnim dolniho a horniho souétu omezuji-
ctho danou veli¢inu. Pfi vypoctech objemt pouZival stejnym zplsobem vepsanych a opsanych
mnohostént.

Archimédovy prace znamenaly obrovsky krok ve vypoctech obsahd a objemt. Pfi vypoctech
vSak vZdy vychazi z geometrickych vlastnosti dané plochy nebo télesa. To je charakteristické pro
celou dalsi etapu vyvoje vypocétu obsahu plochy. Pfi urovani obsahti a objemu riznych ploch
a téles se vZdy vyuZivaly né&jaké charakteristické vlastnosti studovaného dtvaru. Nejednalo se tedy
o jednotny postup, ktery by se dal pouZit k uréeni obsahu, piip. objemu, libovolného ttvaru.

Matematika v obdobi renesance

Po plodném obdobi fecké védy ve 2. stol. pt. n. l. ndsledovalo mnoho stoleti stagnace védy, kdy se
obzvlaste v Evropé na poli matematiky nedé€lo nic. Teprve ve 12. a 13. stoleti se zacinaji prekladat
stard feckd dila Eukleida, Archiméda, Apollénia atd. Zacaly vznikat prvni univerzity. Ale teprve
v 16. stoleti se novodobd matematika dostava nad ramec fecké matematiky.

V druhé poloviné 15. stoleti zacind obdobi renesance. Hlavnimi stfedisky kultury a v&dy jsou
italskd mésta. V této dobé dochdzi hlavné k rozvoji trigonometrie a algebry. Rozsifeni matematiky
velmi ovlivnil vynélez knihtisku, také bouflivy rozvoj architektury a rozkvét vytvarného uméni
pomohl rozvoji a $ifeni matematiky. Jednim z malifd, jenZ byl zarovein matematikem, byl Leonardo
da Vinci (1452-1519). Zachovaly se ndm jeho pozndmkové sesity, které obsahuji matematické
a filozofické tivahy. Je naptiklad pozoruhodné, Ze pii zkoumani t€Zist obrazct a téles a také pfi
urcovéni obsahu elipsy Leonardo pouzival Archimédovu metodu, kterou matematikové pti feSeni
podobnych tloh zacali uZivat az v 17. stoleti.

16. a 17. stoleti bylo renesanci kultury a védy, a tedy i matematiky. Popsat toto obdobi by
bylo tématem na samostatnou kapitolu. Pfipomefime jen jména nékterych matematiki, ktefi se
zabyvali uréovanim obsahl a objemi a tim vyznamné pfispé€li k dalSimu vyvoji diferencidlniho
a integrdlniho poctu. Byli to Johann Kepler, Galileo Galilei, Bonaventura Cavalieri, John Wallis,
Pierre de Fermat, Blaise Pascal, Georg Riemann, Isaac Newton, Gottfried Leibniz, Augustin-Louis
Cauchy, aj.

Johann Kepler (1571-1630) ve svém dile Novd stereometrie vinnych sudii (1615) pocital
objemy téles, které vznikly rotaci Casti kuzeloseCek kolem osy lezici v jejich roviné. Pfi svych
vypoctech postupoval metodou rozdéleni télesa na nekone¢né mnoho nekone¢né malych ,kusi*,
jejichZ objem Ize jednoduse urcit. Pouzil tedy tivahu, které se fikd infinitezimdalni. Napf. pfi uréovani
objemu koule pii znamém povrchu rozdélil kouli na nekone¢né mnoho jehlani s vrcholy ve stfedu
koule a zakladnou na povrchu koule a vySkou rovnou poloméru koule. Secetl objemy téchto jehlant
adostal V = %Sr, kde S = 47r? je povrch koule. Odtud ziskal objem koule V = %nr3.

Jesté znamé;jsi je jeho ur¢ovani obsahu kruhu. KaZdou z (nekone¢né malych) ¢4sti ohranicujici
kruZnice povazuje za zdkladnu rovnoramenného trojihelnika s vrcholem ve stfedu kruhu. Obsah
kruhu je pak roven souctu obsahii vSech takovych trojihelnikd. Predstavme si (viz obr. 3.4 a)),
Ze kruZnice se stiedem S je rozvinuta do isecky AC (jeji délka je rovna obvodu o kruhu) tak, ze
polomér SA je k ni kolmy. Nekone¢né malému X Y na kruznici odpovida dilek X'Y’ na dsecce AC.
Trojihelniky XY S, X'Y’S” maji vySku i zdkladnu stejné délky, a tedy maji stejny obsah (Kepler

o
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zde povazuje délku oblouku XY a délku jemu odpovidajici dsecky X'Y’ za stejné).

Yx
S/

S S -
|
|
|
d

A X'y’ C
a)
S
A X'y’ C
b)

Obr. 3.4: Keplertuv vypocet obsahu kruhu

Tyto trojihelniky lze zaménit jinymi (viz obr. 3.4 b)), se stejnymi zdkladnami a vyskou, pficemz
,horni* vrcholy vSech trojihelnikd se posunou do stiedu kruznice S. Takto vzniklé trojihelniky
maji stejné obsahy jako piivodni trojihelniky a dohromady vypliiuji trojihelnik ACS.

Obsah kruhu je tedy roven obsahu pravotihlého trojihelnika s odvésnami AC a AS, kde
velikost strany AC je rovna velikosti obvodu o kruhu. Odtud plyne

1 1 5
S=—-ro=—r 2nr =mnr-.
2 2

Kepler podobnych tvah pouzil k vypoétim objemu velkého mnozstvi téles pouZivanych
v praxi. Z hlediska dikazovych metod se Kepler rozesel s archimédovskym pozadavkem pfesnosti.
Prohlasil, ze Archimédovy diikazy jsou absolutné piesné, ze je vSak pfenechava lidem, ktefi si
chtéji doprat presné dikazy. Za nepresnosti tohoto typu bylo Keplerovo dilo ve své dobé velmi
kritizovano. Dnes vidime, Ze vS§ak znamenalo velky krok ke vzniku modernich integra¢nich metod.
Kepler pro feSeni praktické ulohy vedl sprdvné dvahy nového typu, chybéla mu vSak jejich
odpovidajici matematickd formalizace, a proto i rigorézni diikazy.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) ve svém dile Geometria indivisibilibus continuorum
(1635) vylozil jednoduchou formou metodu vypoctu objemu télesa. Své vysledky shrnul ve for-
mulaci, které dnes fikdme ,,Cavalieriho princip*: ,,KdyZ dvé télesa maji stejnou vysku a kdyZ rezy
rovinami, které jsou rovnobézné s jejich podstavami a maji od nich stejnou vzddlenost, jsou takové,
Ze pomér jejich obsahii je vidy stejny, potom objemy téles maji tyZ pomér.

KdyZ budeme pomoci Cavalieriho principu uréovat objem kuZele s polomérem podstavy r
a s vySkou &, miZeme jej porovnat s jehlanem o vysce & se ¢tvercovou podstavou, jejiZ strana ma
délku 1 (viz obr. 3.5.). Roviny, které jsou rovnobéZné s podstavami obou téles a jsou vedeny ve
stejné vzdalenosti od podstav, protinaji tato télesa v kruhu, resp. ve Ctverci, jejichz obsahy jsou
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v konstantnim poméru 7t72: 1. Podle Cavalieriho principu tedy plati % = 7ur?, tedy Vi = nr?V;,
J

kde Vi je objem kuZele a V; objem jehlanu, pro né&jZ plati V; = %h. Odtud plyne, Ze objem kuZele

jeroven Vi = ymurh.

Cavalieriho metoda se 1isi od Keplerovych postupti ve dvou aspektech. Za prvé, Kepler roz-
kladal téleso dané dimenze na nekonecné mnoho ¢asti téZe dimenze, kdeZto Cavalieriho vrstvicky

Tvv s

maji niz§i dimenzi, nez vySetfovany utvar. Za druhé, Kepler rozklddal dané téleso na infinitezi-
maln{ ¢asti a setenim jejich obsahil (resp. objemil) obdrZel obsah (resp. objem) daného télesa.
Cavalieri potfeboval k vypoctu dvé télesa a pouzil metodu porovndvani nekonecné malych ¢asti

téles, jakychsi nedélitelnych vrstvicek.

Obr. 3.5: Cavalieriho princip

Prakticky efekt Cavalieriho principu pfi vypoctu obsahl (resp. objemt) spociva v tom, Ze
odvozuje spravné formule, aniZ je nucen pouzit postupu, ktery dnes nazyvadme vypoctem limity.
I ptes nékteré nedostatky méla Cavalieriho metoda velky vliv na jeho soucasniky i matematiky
pozdéjsiho obdobi.

Kromé této metody pro vypocet objemi dvou téles porovnavanim jejich fezti Cavalieri objevil
i metodu pro vypocet obsahti a objemu jednoduchych utvarG pomoci tzv. pfiénych fezt. Ilustrujme
tuto metodu na piikladu vypoctu objemu t&lesa vzniklého rotaci paraboly y = x? kolem osy x na
intervalu (A, B).

Rezy ve vzdilenosti x od bodu A maji plochu 7x*. Objem tohoto rota¢niho t&lesa je pak

B
V=mn Z x*.
A
B
Problémem nyni zistavd vypocet téchto sum. Cavalieri odvodil souéty » " x" pron = 1,2,...,9.
A

JestliZze ozna¢ime B — A = a, pak dosel ke vztahu

Zx”: a"' pron=1,2,...,9.
" n+1

Z téchto vysledkl Cavalieri usoudil, Ze 1ze pfedpokladat platnost vztahu pro libovolné n € N,
a tak mohl napf. okamzité napsat vztah pro vypocet obsahu plochy pod kfivkou y = x" na

o
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intervalu (0, 1)
1

1
SZ;xn:n—i-l

nebo vztah pro objem télesa vzniklého rotaci této plochy kolem osy x

Jak uvidime, Cavalieriho vysledek je ekvivalentni hodnot€ urcitého integralu

a n+1
a
/ x"dx = ——,
0 fl—i—l

coz znamenalo obrovsky krok v rozvoji algoritmickych procedur pro vypocty obsahil a objemd.

K historickym poznamkam se jeSté vratime na konci této kapitoly. Znalosti pojmi, se kterymi
se seznamime Vv této kapitole, nAm umozni tyto poznamky l1épe chépat.

3.2. Konstrukce urcitého integralu

Pruvodce studiem

Nez popiseme formalné obecnou konstrukci urcitého integralu, vysveétlime si na
dvou prikladech myslenku, ktera k této na prvni pohled ponékud komplikované
konstrukci vede. Jeden priklad bude z geometrie, druhy z fyziky. Podobnych
motivacnich uloh, pochazejicich z geometrie, fyziky a dalsich technickych obord,
bychom mohli uvést mnoho.

Geometricka motivace

Pfedstavme si, Ze madme nezdpornou ohrani¢enou funkci f(x), definovanou na intervalu
(a, b), kterd je pro jednoduchost spojitd. Graf této funkce spole¢né se dvéma svislymi
pfimkami x = a a x = b a osou x ohraniCuje jisty rovinny obrazec P — viz obr. 3.6 a).
Nasim dkolem je urcit jeho obsah.

Pomineme skutecnost, Ze veli¢ina obsah rovinné mnoZiny nebyla pfedem néjak mate-
maticky pfesné definovand. Ze stiedni Skoly zndme obsah trojihelnika, obdélniku, kruhu
ziejmé, co by toto ¢islo mélo vyjadfovat. (Obecné se touto problematikou zabyva tzv.
teorie miry — viz napf. [9].) Oznaéime-li obsah né&jaké mnoZiny A C R? symbolem
my(A) (m od slova mira, dvojka v indexu, protoZe jednotkami jsou délkové jednotky na
druhou, nap¥. cm?), rozhodné by obsah mé&l mit nésledujici vlastnosti:

e Je to nezaporné &islo, tj. my(A) = 0.
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y=f)

a) b)

Obr. 3.6: Vypocet obsahu rovinné mnoZiny

e Rozdélime-li mnoZinu A na dvé disjunktni ¢asti BaC,tj. A= BUC,BNC =0,
je obsah A roven souctu obsahti B a C, tj. ma(A) = mp(B) + my(C).

e Obsah obdélniku O o velikostech stran a a b je roven Cislu ab, tj. ma(O) = ab.

Navrhneme zptisob, jak by se dalo pfi uréeni obsahu mnoziny P postupovat — viz
obr. 3.6 b).

1. Rozdélime mnozinu P rovnobézkami s osou y na ,,pasky* (na obrazku 3.6 b) jsou tfi,
oznacené Pp, P, a P3). Bude platit

mp(P) = my(Py) + my(Pp) + my(P3).

2. Spocitame obsahy jednotlivych ,,paskid®. To vSak bohuzel obecné neumime, nebot’ ze
tif stran jsou ohranicené sice tseCkami, ale ze ¢tvrté grafem funkce f(x). Udélame to
tedy priblizn€. Uvnitf zdkladny kazdého ,,pasku‘ zvolime bod (na naSem obrazku jsou
oznacené postupné &1, & a &3), vypocteme v ném funkéni hodnotu a v této vySce ho
zarovname rovnobézkou s osou x na obdélnik. Tim se samoziejmé dopustime urcité
chyby — nékde obdélnik ,,pasek presahuje, nékde ho zase nepokryva. Pii oznaceni
z obr. 3.6 b) dostaneme piibliznou hodnotu obsahu mnoZiny P:

my(P) = (x1 — x0) f (1) + (x2 — x1) f(&2) + (x3 — x2) f(&3). (3.3)

(Uvédomte si, Ze x| — xq je délka zakladny prvniho obdélniku, f'(&1) je jeho vysSka atd.)

3. U ,rozumnych® funkci lze pifedpokladat, Ze ¢im vice ,,paski* udélame a ¢im budou
uzsi, tim mensi bude chyba, které se dopustime nahrazenim obdélnikti za ,pasky*.
Provedeme-li tedy jakysi limitni pfechod, tj. budeme-li neomezené zvétSovat pocet
,paski“ a soucasné je zuzovat, méla by se pribliznd hodnota (dand souctem ploch
obdélnikti) ¢im dal vic priblizovat k pfesné hodnoté obsahu my(P). Zd4 se tedy, Ze pfi

o
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reSeni této ulohy bude uZite¢né vySetfovat soucCty majici tvar pravé strany (3.3), kde
ovSem pocet s¢itanci bude neomezené nartstat.

Fyzikalni motivace

UvaZujme nehomogenni ty¢ T zanedbatelné tlouStky a Sitky, ktera lezi na ose x tak, Ze
pokryva interval (a, b). Necht' p(x) je jeji délkova hustota v bodé x. NaSim tkolem je
ur¢it hmotnost ty¢e M (T'). Situace je zndzornéna na obr. 3.7.

Hmotnost mé nasledujici vlastnosti (v§imnéte si analogie s obsahem rovinné mnoziny):

e Je nezdporna, tj. M(T) = 0.

e Rozdélime-li ty¢ na dvé disjunktni ¢asti 71 a T, §j. 1 U T, =T, T1 NT, = 0, je
hmotnost celé ty¢e rovna souctu hmotnosti jednotlivych ¢asti, tj. M(T) = M(Ty) +
+ M((T7).

e Je-li ty¢ homogenni, tj. hustota je konstantni, rovnd se hmotnost ty¢e soucinu jeji
délky a hustoty, tj. M(T) = (b — a)p.
Opét navrhneme postup, jak ur¢it hmotnost ty¢e T — viz obr. 3.7.

1. Rozdé€lime ty¢ na nékolik disjunktnich mensich dilkd (na ilustracnim obrazku jsou tfi,
oznacené T, T> a T3). Bude platit

M(T) = M(Th) + M(T2) + M(T3).

2. Uréime hmotnosti jednotlivych dilkii. To neumime udé€lat presné, protozZe hustota neni
konstantni. Udélame to tedy pfiblizné. Uvniti kazdého dilku zvolime bod (na naSem
obrazku jsou oznaceny &1, &> a &€3) a budeme predpoklddat, Ze hustota je na celém dilku
konstantni a rovna hustoté ve zvoleném pomocném bodé. Tak dostaneme piibliznou
hodnotu hmotnosti tyce 7T':

M(T) = (x1 —x0)p(§1) + (x2 —x1)p(82) + (x3 — x2) p(§3). (3.4)

(Uvédomte si, Ze x; — xo je délka prvniho ,,homogenizovaného* dilku, p(&1) jeho
konstantni hustota atd.)

y=px)

a=xgp &1 X1 & x2 & x3=>b
AN A A J

T, 1 T3

Obr. 3.7: Urceni hmotnosti tyce
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3. Lze predpokladat, Ze ¢im vétsi bude pocet dilkti a ¢im budou kratsi, tim opravné-
néj$i bude nas predpoklad, Ze hustota na takovém malém dilku je ,,témé&i* konstantni.
Udé€lame-li tudizZ jakysi limitni pfechod, pfi némZz budeme neomezené zvysSovat pocet
dilkd, na néZ rozdélime ty¢, a budou-li tyto dilky ¢im dél krat$i, Ize oCekavat, Ze se
pfibliznd hodnota bude pfibliZovat pfesné hodnoté hmotnosti tyce.

Podobné bychom mohli urcit napt. celkovy elektricky naboj rozloZeny na ty¢i, pokud
bychom znali jeho hustotu p(x) v bodé x. V tomto piipadé by ovSem tato funkce mohla
byt i zaporna.

Vsimnéte si, Ze aZ na oznaceni funkci (f resp. p) jsou soucty z pravych stran (3.3)
a (3.4) naprosto stejné. Ob¢ dvé ulohy, v nichz §lo o uréeni zcela odliSnych velicin, vedly
tedy na vysetfovani naprosto stejnych soucti. Podobnych piikladi bychom mohli uvést
mnoho. V§em by bylo spolecné, Ze ur¢ované velic¢iny by mély obdobné vlastnosti jako vyse
uvedené vlastnosti obsahu resp. hmotnosti. Klicova je zejména druhd vlastnost (celkova
veli¢ina je rovna souctu veli¢in odpovidajicich disjunktnim ¢4stem). Tim je motivovana
nasledujici obecna konstrukce a z ni vyplyvajici definice.

Nejprve zavedeme nékolik potfebnych pojmi
a oznaceni, abychom mohli definovat urcity integral. y
Uvazujme funkci f(x), kterd je definovand na y=M
ohraniceném uzavieném intervalu (a,b) a kterd je y = f(x)
na tomto intervalu ohranic¢end. Museji tedy existovat
konstanty m a M takové, Ze pro vSechna x € (a, b) N
plati m < f(x) < M . Graf funkce je tedy uzavien \ y
v obdélniku, jehoZ strany jsou uréeny pfimkami x = a,
x =b,y=may = M — vizobr. 3.8. (Studenti ¢asto
zapominaji na predpoklad ohranicenosti, ktery je pro
konstrukci podstatny.) Obr. 3.8

1. Posloupnost xg < x;1 < -+ < X1 < X, n € N, kde xo = a a x, = b, nazveme
délenim intervalu (a, b). Déleni budeme znacit pismenem D. Interval (a, b) tedy bude
rozdé€len na n intervald (xo, x1), (X1, X2),. .., (Xn—1, X, ), kterym fikdme intervaly dé-
leni D.

2. Normou déleni D nazveme Cislo
max{x; — xo, X2 — X1, ..., Xy — Xp—1},

které budeme znacit v(D). Toto Cislo ndm fik4d, jakd je délka nejvétSiho intervalu
déleni. (Samoziejmé intervall s touto maximalni délkou miiZe byt vic; zejména vSechny
intervaly mohou byt napf. stejné dlouhé — tzv. ekvidistantni déleni.) Norma tudiz
charakterizuje, jak jemné je déleni D.

3. V kazdém intervalu déleni D vybereme jeden bod. Oznac¢ime-li bod vybrany v i-tém

intervalu (x;_1, x;),i = 1,...,n,n € N, pismenem &;, bude platit
x0ZE = ZHS xS Sx1 28 S x.

Mnozinu & = {&1, &, ..., &,} t€chto bodi nazveme vybérem reprezentantii déleni D.

o
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Xi—1 S.i Xi ... / / N

—
Obr. 3.9: Znazornéni integralniho souctu

4. Je-li D dé€leni intervalu (a, b) a £ vybér reprezentantli tohoto déleni, definujeme inte-
grdlini soucet S (f, D, E') odpovidajici funkci f, déleni D a vybéru reprezentantii &
vztahem

n
S(fD,E) =) fE)xi —xi1),
i=1
resp. rozepiSeme-li sumu,

L(f, D, &) = fED(x1 —x0) + f(E2)(x2 —x1) + -+ + f(En) (Xn — Xn—1).

Geometricky vyznam integralniho souctu je zndzornén na obr. 3.9. Vlastné jde o soucet
ploch obdélnikli s délkami zdkladen x; — x;_; a vySkami f(§;), kde i =1,...,n,
n € N. Pochopitelné pokud je f (&) < 0, je ptispévek daného obdélniku zdporny.
Integrélni soucet kromé funkce f zdvisi rovnéZ na konkrétnim déleni a jeho vybéru
reprezentantu.

Nyni jiZ miZeme vyslovit definici urcitého integralu.

Definice 3.1. Necht' f(x) je funkce, kterd je definovand a ohrani¢end na ohrani¢eném
a uzavieném intervalu {a, b), a < b.

Rekneme, Ze funkce f(x) je integrovatelnd neboli Ze mé urcity integrdl na intervalu
(a, b), jestlize existuje ¢islo I € R s nédsledujici vlastnosti:

K libovolnému &islu € > 0 1ze nalézt ¢islo 6 > O tak, Ze pro libovolné déleni D
intervalu (a, b) takové, ze v(D) < §, a pro libovolny vybér reprezentantii =
tohoto déleni plati ‘Y(f, D, E)— I| < €.

Cislo I pak nazyvame hodnotou uréitého integralu a piseme

b
/ f(x)dx =1 (3.5)

Cislo a nazyvame dolni mez, ¢islo b horni mez, interval (a, b) integracni obor a funkci f
integrand. Horni a dolni mez nazyvame spolecné integracni meze.
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Nézorny vyznam pfedchozi definice je ndsledujici: Vytvatime-li integralni soucty pro
¢im dél jemnéjsi déleni intervalu (a, b), pak se (pfi libovolnych vybérech reprezentantii)
hodnoty . (f, D, &) ,,ustaluji* kolem ¢isla /. Pokud tomu tak neni (integralni soucty
,osciluji“ i pro velmi jemn4 d&leni), funkce na intervalu (a, b) ur¢ity integral nemd. Ze
tato situace mizZe nastat, ukdZeme nize v piikladu 3.4.

Poznamka 3.2.

1) Snadno se ukdze, ze pokud ¢islo I s vlastnosti uvedenou v piredchozi definici existuje,
je jediné. Urcity integral [ ab f(x) dx je tudiZ definovan jednoznacné.

2) Integral z definice 3.1 se nazyva Riemanniv'. Ukazuje se, 7e tento integrdl nema
ale slozitéjsi konstrukce. Takovych konstrukci existuje celd fada. Nejvétsi vyznam
a roziffeni ma asi Lebesgueiiv? integril — viz [9]. Nejobecn&jii v tomto sméru je asi
Henstockiiv-Kurzweiliiv integral — viz [13, 14, 24]. Pro béZné potieby inZenyri je vSak
Riemanniv integrél zcela dostacujici.

3) Casto se Riemanniv integral zavadi jinym zpasobem. Misto integralnich souctd se
pouzivaji horni a dolni soucty — viz napf. [8, 17, 18]. Lze ukdzat, Ze obé definice jsou
ekvivalentni (viz napft. [6], [17, str. 45]).

4) Diferenciél dx v oznaceni urcitého integralu ve vztahu (3.5) ndm fik4, jak je oznacena
nezdvisle proménnd. Z konstrukce urcitého integralu je ziejmé, Ze oznaceni nezdvisle
proménné pismenem x neni podstatné. Tedy fab f(x)dx = fab fdy=[ ab f(0)dr.

5) Oznaceni urcitého a neurcitého integralu je velmi podobné. U urcitého integrdlu jsou
pouze navic integra¢ni meze. Tato podobnost ma bohuzel za nasledek, Ze u studentt
Casto vznikd dojem, Ze oba tyto pojmy jsou v podstaté stejné. To je vSak hrubé
zKresleni. Je tfeba si uvédomit, Ze neurcity a urcity integral se zasadné liSi. Staci
porovnat jejich definice 2.1 a 3.1. Oba integraly se sice d€laji z funkce, avSak vysledek
je naprosto odlisny:

e U neurcitého integrélu je to funkce (presné€ji celd mnozina funkci).

e U urcitého integrélu je to Cislo.
NiZe uvidime, Ze mezi témito zcela odlisné definovanymi pojmy je velice dilezity
vztah (véta 3.14). Nic to vSak neméni na skutecnosti, Ze jde o dva rizné pojmy.

6) Jiz diive jsme se zminili, Ze symbol | vznikl protaZenim pismene S, zna¢iciho sumu.
Nyni uz je jasné, o jakou sumu (integralni soucet) vlastné jde.

Priklad 3.3. Necht' f(x) je konstantni na intervalu (a, b), tj. f(x) = c pro kazdé
wex b
x € (a, b). Vypoltéte [ cdx.

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) (¢ti riman) — vynikajici némecky matematik.
Zabyval se teorii funkci, geometrii, matematickou a teoretickou fyzikou a diferencidlnimi rovnicemi. Jeden
z nejvétsich matematikd vSech dob. Jeho tzv. Riemannova hypotéza o rozloZeni nul ¢-funkce je dodnes

“Henri Leon Lebesgue (1875-1941) (¢ti lebeg) — vyznamny francouzsky matematik. Zabyval se teorif
funkcf a integrdlu. Jim zavedend mira a integral vyznamné ovlivnily moderni matematiku.

5%
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Reseni. Zvolme libovolné déleni D: a = xo < x| < --- < x, = b a libovolny vybér
reprezentanti = tohoto déleni. Pak plati

S = fED)x1 —x0) + fED (2 —x) + -+ fED) Xy —xpm1) =

=c(x; —xp) +clxa —x1) + - +clxp — xp-1) = c(x, — x0) = c(b — a).

Vsechny integrédlni soucty této funkce jsou tedy stejné a maji hodnotu c(b — a). Z toho
o qx . . PR . b
o¢ividn& vyplyvd, Ze funkce je integrovatelnd a Ze plati | , cdx =c(b—a).
Vsimnéte si, Ze pokud je ¢ > 0, jde o obsah obdélniku o vySce c, sestrojeného nad
intervalem {(a, b). A

Ovéfovat existenci a pocitat urcity integral piimo z definice tak, jak tomu bylo v pied-
chozim pftikladu, je obecné velmi obtizné. V dalSim textu si uvedeme podstatné ucinnéjsi
a jednodussi néstroje.

V nésledujicich odstavcich si v§Simneme v souvislosti s pojmem Riemannova urcitého
integrélu tif okruhti otdzek:

e Existence urcitého integralu.
e Vlastnosti urcitého integralu.

e Prakticky vypocet urcitého integralu.

3.3. Existence urcitého integralu

Zacneme prikladem, ktery ndm ukdZe, Ze ne kazda funkce, kterd je ohrani¢ena na ohrani-
¢eném uzavieném intervalu, musi mit Riemannav integral.

Piiklad 3.4. Ukazte, 7e Dirichletova' funkce

) 1 pro raciondlni x € (0, 1),
X) =
X 0 proiraciondlni x € (0, 1)

. . . s gl o
neni na intervalu (0, 1) riemannovsky integrovatelna, tj. Ze fo X (x) dx neexistuje.

Pro zajemce:

Reseni. ProtoZe mezi libovolnymi dvéma riznymi redlnymi &isly leZi jak nekone&né mnoho
raciondlnich ¢isel, tak nekone¢né mnoho iraciondlnich Cisel, je graf Dirichletovy funkce naprosto
,roztrhan® a nemiZeme ho namalovat.

Ukazeme, Ze existuje libovolné jemné déleni (tj. s libovoln€ malou normou) a k nému vhodny
vybér reprezentanti takové, Ze piislusny integrdlni soucet je roven pfedem danému &islu r, 0 <
< r £ 1. To oviem znamend, Ze pii zjemiovani déleni se integrdlni soucty nepfiblizuji Zzddné

Tz

pevné hodnoté I, ale naopak ,,0sciluji* mezi hodnotami O a 1, tudiZ integral fol x (x) dx neexistuje.

! Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) (&ti diriklé) — vyznamny némecky matematik.
Zabyval se teorif ¢isel, matematickou analyzou a rovnicemi matematické fyziky.
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Volme nejprve r = 0. Zvolime libovolné déleni D: 0 = x¢p < x; < --- < x, = 1 a vybereme
za vSechny reprezentanty iraciondlni ¢isla, tj. x(§;) =0proi =1, ..., n. Pak

L (x, D, 8)= fED)x —x0) + fE) 2 —x) + -+ (&) (xy — xp1) =
=0-(x;1—x0)+0-(2—x)+---+0-(x, —x,-1) =0.

Necht'nyni » = 1. Zvolime opét libovolné déleni D: 0 = xp < x; < --- < x, = 1 avybereme
za vSechny reprezentanty raciondlni ¢isla, tj. x(§;) = 1 proi =1, ..., n. Pak

S (x, D, E)= fED)x1 —x0) + fE)(x2 —x1) + -+ f(E)(xy —xpo1) =
=1-(xi—x)+1-Go—x)+--+1-(x, —x4-1) =%, —x0 = L.

Necht kone¢né 0 < r < 1 je libovolné ¢islo. Nejprve rozdélime libovolnymi délicimi
body interval (0,r), tj. xop < x; < --- < x; = r. Pak libovolné rozdélime interval (r, 1), tj.
F=Xp < Xgp1 < -+ < x, = 1.V prvnich k intervalech déleni vybereme raciondlni reprezentanty,
ve zbyvajicich iraciondlni. Vyjde

L (x, D, &)= fED)x1 —x0) + f(E)(x2 —x1) + -+ f(E)(xx — xx—1) +
+ ) kg1 —x) + -+ fED) () — X)) =
=1l-xp—x)+1-(a—x)+-+ 1O —x-1) +

+0- (kg1 —xK) + - +0- (g —x4-1) =Xk —Xp =T

Ziejmé déleni mohla byt ve vSech piipadech libovolné jemnd, coZz dokazuje, Zze zminény
integral neexistuje. A

Potiebovali bychom tedy néjaké jednoduché, snadno ovéfitelné podminky, které ndm
zaruci, Ze Riemanniiv integral existuje pro dostate¢né Sirokou mnozinu funkci, se kterymi
se v aplikacich bézné setkdvame. Ty jsou obsahem ndsledujici véty.

Véta 3.5. Necht funkce f(x) je definovand na ohraniceném uzavieném intervalu {(a, b).
Necht je splnéna na tomto intervalu kterdkoliv z ndsledujicich podminek:

(1) f(x) je monotonni.
(2) f(x) je spojitd.
(3) f(x) je ohranicend a md nejvyse konecny pocet bodui nespojitosti.

Pak existuje urcity integrdl | ab f(x)dx.

Z podminky (2) pfedchozi véty tedy vyplyvd, Ze existuji napt. urcité integraly
Jo sinxdx, 2 1 dx, f' e dx, [$1nx dx apod. U druhého a étvrtého prikladu to plyne
i z podminky (1), protoZe jejich integrandy jsou monoténni.
Z podminky (3) predchozi véty dostaneme, Ze existuji také integraly fon f(x)dx
4,5
afy " g(x)dx, kde

Flx) = % pro x # 0, o) = sinlx—2 pro x # 0,

(3.6)
0 prox =0, 0 pro x = 0.

o
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Obé funkce jsou ohrani¢ené a maji jediny bod nespojitosti v nule — viz obr. 3.10.
Pro f(x) totiz vyjde 1’Hospitalovym pravidlem lim % = (8) Y im L =
x—0t x—0t
= % =1 # 0 = f(0). Tedy je nespojita v nule, ale ma zde kone¢nou limitu. VSude jinde
je spojita, coz s pouzitim Weierstrassovy véty (viz [12]) zaruCuje ohranicenost.

U funkce g(x) limita lim+ sin 1x_2 neexistuje (osciluje mezi £1), takze je nespojita
x—0

v nule. VSude jinde je spojitd. Ohrani¢enost plyne z toho, Ze ‘sin lx—z‘ < 1prox # 0.
Podobné existuje ur€ity integral | _32 sgn x dx funkce signum, jejiz graf je na obr. 2.2.
Funkce je ziejmé ohrani¢end a je nespojitd pouze v nule.

y=g(x)

FANS

N

a)f(x):“%prox>0 b)g(x):sin%prox>0

1 y=f)

Obr. 3.10: Grafy nespojitych integrovatelnych funkci

S existenci urcitého integralu souvisi rovné€z néasledujici velmi uzitecna véta.

Véta 3.6. Necht funkce f(x) a g(x) jsou definované na intervalu (a, b) a necht se tyto
funkce lisi nejvyse v konecné mnoha bodech.
JestliZe je funkce f(x) integrovatelnd na (a, b), je zde integrovatelnd i funkce g(x)

a plati
b b
/f(x)dxz/ g(x)dx.

Z ptedchozi véty ihned vyplyva, Ze zménou funkce v kone¢né mnoha bodech se neméni
jeji urcity integrél. Pfesnéji plati:

Necht funkce g(x) vznikne z funkce f(x) zménou v kone¢né¢ mnoha bodech.

e Je-li f(x) integrovatelnd na intervalu (a, b), je na tomto intervalu integrovatelna
i funkce g(x) a plati fab f(x)dx = fab g(x)dx.

e Neni-li f(x) integrovatelnd na intervalu (a, b), neni na tomto intervalu integrova-
telnd ani funkce g(x).

Predchozi poznatek ndm dovoluje nestarat se o to, Ze pti vypoctu urcitého integralu
integrand neni definovdn v konecné mnoha bodech. Funkéni hodnoty v téchto bodech
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miZeme stanovit libovolné. Nezdlezi na tom totiZ ani vlastnost ,,mit urCity integral®,
ani (pokud urcity integrdl existuje) jeho hodnota. Tato vlastnost je velmi praktickd pii
vypoctech. Napf. u funkci z (3.6) miZeme psat

T o 4,5
’ 12
/ Smx dx resp. / sin — dx
0 0

X X

a nezatéZovat se tim, Ze ani jeden z integrandli neni definovan v nule.

Pro zajemce: /@

Ve vété 3.5 jsme uvedli jednoduché postacujici podminky existence ur¢itého Riemannova integrélu.

Je moZné nalézt i nutnou a postacujici podminku existence — viz napt. [9]. Ukazuje se, Ze urcity
Riemanndv integral existuje pravé tehdy, kdyZ mnoZina bodt, v nichz je integrand nespojity, je
».mald®“. Pfesny vyznam slova ,,mald" je, Ze ma tzv. Lebesgueovu miru na piimce nula (tato mira
je zobecnénim délky intervalu i pro mnohem sloZitéj$i mnoZiny na piimce).

Napt. Dirichletova funkce z prikladu 3.4 je nespojitd v kazdém bodé integracniho oboru (0, 1).

Délka tohoto intervalu je 1, neni to tudiZ ,,mald* mnoZina, coZ potvrzuje nis diivéjsi zavér, ze
Riemannuv integrdl této funkce neexistuje.

3.4. Zakladni vlastnosti urcitého integralu

V tomto oddilu uvedeme zdkladni vlastnosti urcitého integrilu, které budeme v dal$im
béZné vyuzivat pfi praktickém vypoctu.

Véta3.7. Necht'funkce f(x) a g(x) jsouintegrovatelné na intervalu (a, b). Pak také funkce
f(x) £ g(x)acf(x), kde c je libovolnd konstanta, jsou na tomto intervalu integrovatelné
a plati:

b b b
/[f(x)ig(x)]dx:f f(x)dxi/ g(x)dx, (3.7)

b b
/ cf (x) dx =c/ £(x)dx. (3.8)

Prvni viastnost se nazyvd aditivita vzhledem k integrandu, druhd homogenita.

Vsimnéte si, Ze obdobné vlastnosti ma 1 neurcity integrdl — viz véta 2.4. Prvni tvrzeni
se snadno rozsifi na libovolny kone¢ny pocet s¢itancti. Z hlediska existence opét musime
Cist vzorce zprava doleva.

Pro zajemce: /@

Lze ukézat, Ze z integrovatelnosti funkci f(x) a g(x) na intervalu (a, b) plyne i integrovatelnost

jejich soucinu f(x)g(x) na tomto intervalu.

5%
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v s

Slozit&jsi je situace s podilem. Pfedné musi byt g(x) # 0 pro x € (a, b) s pfipadnou vyjimkou
kone¢né mnoha bodli — viz véta 3.6, podle niZ miZeme g(x) v téchto bodech podle potieby
predefinovat, aniz se cokoli zméni z hlediska integrovatelnosti a hodnoty integrdlu. AvSak funkce
f(x)/g(x) nemusi byt ohranicend (napf. f(x) = 1 prox € (0,1) a g(x) =x prox € (0, 1),
g(0) = 1;pak f(0)/g(0) =1a f(x)/g(x) =1/xprox € (0, 1), coZje shora neohrani¢ena funkce
— jejim grafem na (0, 1) je ¢ast hyperboly). Pokud vSak ohranicend bude, plyne z integrovatelnosti
f(x) a g(x), ze bude integrovatelny na intervalu (a, b) i podil f(x)/g(x) (dikaz lze provést
s pouZitim nutné a postacujici podminky existence z textu pro zdjemce na str. 113).

BohuZel na rozdil od souctu, rozdilu a nasobeni konstantou ani pro soucin ani pro podil
neexistuje Zadny jednoduchy vztah, jak obecné vyjadfit ur€ity integrdl z f (x)g(x) resp. f(x)/g(x)
pomoci integralti z f(x) a g(x).

Dalsi skupina vlastnosti se tykd zmény integra¢niho oboru.

Véta 3.8. Necht funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu {(a, b). Pak je integrovatelnd
i na libovolném podintervalu {(c, d), kdea < ¢ <d < b.

F413

ZmenSenim integra¢niho oboru se tedy vlastnost funkce ,,byt integrovatelnd* zacho-
vava.

Véta 3.9. Necht funkce f(x) je definovand na intervalu (a, b) a a < ¢ < b. Pak funkce
f(x) je integrovatelnd na intervalu (a, b) prdavé tehdy, kdyz je integrovatelnd na obou
intervalech (a, c) a (c, b). Pritom plati

b c b
/ f(x)dx:f f(x)dx—i—/ f(x)dx. 3.9)

Tato vlastnost se nazyvd aditivita vzhledem k integracnimu oboru.

Predchozi véta bude v dalSim uZite¢nd zejména v piipadech, kdy integrand nebude
mit na celém intervalu (a, b) jednotny analyticky ptfedpis. Navic se jeji tvrzeni snadno
indukci zobecni. Je-lia < c¢; < ¢ < -+ < ¢, < b, n € N, bude platit, Ze

b cl c b
/f(x)dx:/ f(x)dx—l—/ f(x)dx—l—---—l—/ f(x)dx.

Pfitom integrovatelnost na celém intervalu (a, b) je rovnocennd integrovatelnosti na v§ech
intervalech vyskytujicich se v integralech na pravé strané predchozi rovnosti.

P¥iklad 3.10. Vypoctte [, f(x) dx, kde

2 prox € (=2,1),
f(x)=49-1 proxe(l,3),
1 prox € (3,4).
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Reseni. Podle véty 3.9 a jejtho zobecnéni bude platit

4 1 3 4
f f(x)dx=/ f(x)dX-I-/ f(x)dx—l—/ f(x)dx =
-2 -2 1 3

1 3 4
:/ 2dx+/ (—1)dx—|—/ 1dx.
-2 1 3

Integrdly na pravé strané predchozi rovnosti existuji, coZ jsme ukdzali v piikladu 3.3,
takZe zminénou vétu je mozné pouzit. (VSimnéte si, Ze u druhého z téchto integrald jsme
mlcky zménili hodnoty f(x) v krajnich bodech na —1; podle véty 3.6 a komentaft za ni
to nema z hlediska existence integrdlu a jeho hodnoty na nic vliv.)

Jiny zptsob, jak ovéfit integrovatelnost, spociva v pouziti véty 3.5 — nase funkce je
ohrani¢ena a spojita s vyjimkou dvou bodii x = 1 a x = 3.

Celkové tedy dostaneme s pouzitim vysledku piikladu 3.3, Ze

4
/ f)dx=2-0—-2)+C-1)-B—-1)+1-(4—-3)=5.
2

Graf funkce f(x) je zndzornén na obr. 3.11. Vysledek je souctem ploch tii rovnobéznikt

(dvou obdélnikd a jednoho ¢tverce), plocha prostiedniho je ovSem brana zaporné. A
y

2
- y=[fx)

1 —
x

-2 1: 3 4
1 ] ]

Obr. 3.11: Graf po ¢astech konstantni funkce

Déle si vSimneme nerovnosti, které plati pro urcity integral.

Véta 3.11. Necht funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu {a, b) a pro kaZdé
x € {a, b) plati f(x) < g(x). Pak plati

b b
/f(X)dX§/ g(x)dx.

Protoze podle ptikladu 3.3 je f ab 0dx = 0, plyne z pfedchozi véty, Ze pro nezdpornou

integrovatelnou funkci g(x) plati, Ze fab g(x)dx = 0. Tuto skuteCnost miZeme casto
vyuZzit k jisté hrubé kontrole vysledku. Je-li integrand ocividné nezdporny, nemiize vyjit
vysledek zéporny.

o
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Véta 3.12. Necht funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu (a, b). Pak je na tomto
intervalu integrovatelnd rovné? funkce | f (x)| a plati

b
/ f(x)dx

Struc¢né feceno: Absolutni hodnota z urcitého integrdlu je mensi nebo rovna nez urcity
integral z absolutni hodnoty.

b
gf ()] dx.

Véta 3.13 (Véta o stiedni hodnoté integralniho poctu). Nech? funkce f(x) je integro-
vatelnd na intervalu {a, b) a necht pro vSechna x € {a, b) platim < f(x) < M, kde m
a M jsou konstanty.

Pak existuje Cislo c takové, Zem < ¢ < M a Ze plati

b
/ f(x)dx =c(b — a).

Je-li funkce f(x) dokonce spojitd, Ize za c volit vhodnou funkcni hodnotu, tj. existuje
xo € {a, b) takové, Ze

b
/ f(x)dx = f(x0)(b — a).
a
Cislo ¢ se nazyvd stredni hodnota funkce f(x) na intervalu {(a, b).

Diikaz. Z véty 3.11 plyne, ze [Pmdx < [’ f(x)dx £ [°Mdx, . m(b —a) <

< [P fx)dx £ M(b —a). Plati tedy m < ;1 [? f(x)dx £ M, takZe sta&f poloZit

c= ﬁfab f(x)dx.

Je-li funkce f(x) spojitd, nabyva podle Weierstrassovy véty na intervalu (a, b) své
nejvetsi a nejmensi hodnoty, tj. existuji x1, xp € (a, b) takovd, ze f(x1) < f(x) < f(x2)
pro libovolné x € (a, b). Mizeme tedy zvolit m = f(x;) a M = f(xp), takze f(x;) <
< ¢ £ f(xp). Podle Cauchyovy-Bolzanovy véty proto l1ze najit xo leZici mezi x; a x; tak,
7e f(xg) = c. Il

Predchozi véta ma nazorny geometricky vyznam. Pfedpokladejme pro jednoduchost,
ze funkce f (x) je spojitd a nezdporna. Z diivéjSka (geometrickd motivace definice uréit€ho
integrédlu) jiz vime, Ze fab f(x)dx vyjadfuje obsah obrazce omezeného grafem funkce
f(x), osou x a rovnobézkami s osou y prochdzejicimi body a a b. Véta pak tika, zZe nad
intervalem (a, b) lze sestrojit obdélnik o stejném obsahu (coZ samo o sobé€ je trividlni
konstatovani), jehoZ vyska je rovna funkcni hodnoté ve vhodném bodé xo — viz obr. 3.12.
Vlastné jde o graf konstantni funkce y = f(xo), kde f(xg) = ﬁ f ab f(x)dx.Z obrazku
je vidét, Ze bod xo neni obecné urcen jednozna¢né. V naSem piipadé pfimka o rovnici
y == fab f(x) dx protind graf funkce f(x) dvakrt.

o
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‘“

y =50 [P o) dx

S

Obr. 3.12: Geometricky vyznam véty o stiedni hodnot€ integralniho poctu

3.5. Vypocet urcitého integralu

V predchozich oddilech jsme uvedli fadu vlastnosti urc¢itého integrélu, ale kromé kon-
stantni funkce (coz je vlastné obsah obdélniku) jsme nebyli dosud schopni Zadny urcity
integrdl spocitat. To nyni napravime. Klicovym prostfedkem je nésledujici véta. Ta ob-
sahuje formuli pojmenovanou podle dvou matematikd, ktefi se velkou mérou zaslouzili
o vybudovani zdkladi diferencidlniho a integralniho poctu funkci jedné proménné —
Newtona' a Leibnize?. Tato formule je slibenym vztahem mezi neurditym a urlitym
integralem.

Véta 3.14 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht funkce f(x) je integrovatelnd na
intervalu (a, b) a necht F (x) je jeji primitivni funkce. Pak plati, Ze

b
f f(x)dx = F(b) — F(a). (3.10)

Diikaz. Ukézeme, ze rozdil F (b) — F(a) je prolibovolnédéleni D: a = xg < x| < -+ <
< x, = b intervalu (a, b) roven integralnimu souctu . (f, D, Z) s vhodnym vybérem
reprezentantu.

Funkce F(x) spliluje na libovolném intervalu (x;_1, x;), i = 1,..., n, predpoklady
Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté. Existuji tedy Cisla &;, & € (xi_1, x;), takovd, Ze
F(x;)) — F(xj—1) = F’(Si)(xi — x;_1). Protoze vSak F/(x) = f(x), platl’, 7e F(x;) —

Isaac Newton (1643-1727) (&ti njitn) — anglicky matematik, fyzik, mechanik a astronom. PoloZil
zéklady diferencidlniho a integralniho poctu, ktery potfeboval pro vybudovani klasické mechaniky.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) (&ti lajbnyc) — némecky matematik, fyzik, filosof, vynélezce,
pravnik, historik a jazykovédec. Polozil zdklady diferencidlniho a integrdlniho poctu.

&%
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— F(xi—1) = f(&)(x; — x;—1). SeCtenim téchto rovnosti dostaneme

F(b) — F(a) =[F(x1) = Fxo))| + [F(x2) = Fx)l + - + [F(x,) — F(x,—1)] =
= féEDx1 —x0)+ fE)x2—x)+ -+ fED (X —x4-1) =
=.7(f,D, &),

kde & = {&1, ..., &,).

Funkce f(x) je podle predpokladu integrovatelnd, coz znamend, Ze pro zjemmujici se

déleni jsou integrdlni soucty pfi libovolnych vybérech reprezentanti ¢im dél blizs{ jisté
konstanté I (hodnoté integralu f ab f (x) dx). Déleni v pfedchozi konstrukci v§ak mohlo byt
libovolné jemné, pficemz hodnota piisluSného integrilniho souctu byla vzdy F (b) — F(a).
To je moZné jediné tak, ze F(b) — F(a) = 1. [l

Poznamka 3.15.
1. Prorozdil F(b) — F(a) se vZzilo oznaceni [ F (x)]g, takZe rovnost (3.10) obvykle zapi-

sujeme jako

b
f fx)dx = [F()1.

. Z prvni kapitoly vime, Ze pokud k funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x), neni

jedina. Na prvni pohled by se tedy mohlo zdat, Ze by vzorec (3.10) pro riizné primitivni
funkce mohl dat rizné vysledky. Z véty 2.2 plyne, Ze tomu tak neni, a tudiZ vzorec dava
stejny vysledek nezdvisle na vybéru konkrétni primitivni funkce. Je-li totizZ G (x) néjaka
dalsi primitivni funkce k f(x), existuje konstanta c takova, ze G(x) = F(x) + c. Tedy
G(b) — G(a) =[F(b) +c]—[F(a) +c] = F(b) — F(a). Z toho divodu nebudeme
v dalSich prikladech na urcity integrél pripisovat k vypoctenému neurcitému integralu
obligétni konstantu c.

. Na obr. 3.13 je zndzornéna Newtonova-Leibnizova formule geometricky. Integral

f ab f(x) dx je roven pfirastku primitivni funkce F(x) na intervalu (a, b) (ob& funkce
mohou byt definovdny na Sir§im intervalu, nez je (a, b), jako je tomu napf. v tomto
pripadé). Vsimnéte si, ze disledkem toho, Ze v tomto piipadé je f(x) kladn4, je, Ze
primitivni funkce F(x) je rostouci. Plati totiz F'(x) = f(x) > 0 a z diferencidlniho
poctu vime, Ze kladnd derivace na intervalu znamen4, ze funkce F (x) roste. To je ve
shodé s ndzorem, ktery ndm fikd, Ze pii zafixované dolni mezi a a zvétSujici se horni
mezi b se plocha pod grafem musi zvétSovat, tj. F(x) musi rist, aby se zvétSoval
prirtstek F(b) — F(a).

Priklad 3.16. S vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule vypoctéte urcité integraly:

2 4[ n L dr
a x“dx, b xdx, C sinu du, d ,
N/ ! ! N e
X

2 4

1
1
e — + + dx.
)f0<«/x2+3 x+1 0 x2+2 x2+2)
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Obr. 3.13: Newtonova-Leibnizova formule
Reseni. Urcité integrily existuji, protoZe integrandy jsou spojité. Ve viech piipadech

vystacime pii uréovani neurcitych integralli se vzorci z tabulky 2.1 na str. 11.

a) Pomoci vzorce 3 vyjde:

b) Pomoci vzorce 3 vyjde:

4 4 3/274 2 4 2 16
[ vra=] xvzdx:[x_} [r] Ve 0=,
0 0 0

3/2, |3
¢) Pomoci vzorce 7 vyjde:
T
/ sinudu = [—cosu]y = —cosmw — (—cos0) = —(—1) +1=2.
0

d) Pomoci vzorce 9 vyjde (pfipomenime, Ze arkustangens je licha funkce):

1
dt
/_2 T = [arctg t]l_2 = arctg 1 — arctg(—2) = % + arctg 2.

e) Nejprve dany integral pomoci vztaht (3.7) a (3.8) pfevedeme na né€kolik urcitych inte-

gral. Ty pak vypocitime pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule s pouZitim vzorci
11,4,9 a 14.

o
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/1 1 2 N 4 L q
—_ X =
0 x2+3 x+1 x2+2 x242
/1 /1 dx /1 X
+ dx =
0 4/x2 x+1 0 X2—|—2 0 X2—|—2
:[ln‘x—l—\/xz 3(], —2[ln|x+l|] +4[

Al

arctg

7
+ l[1n(x2 +2)]1 —In3—Inv/3—2(In2—1Inl) +

(\/_ acth — 7 arcth) +%(ln3—ln2) =

5 1
=1n3 — > In2+ 22 arctg — .
2 G

Jinou moznosti, jak postupovat pfi vypoctu, bylo ned€lit urcity integral na soucet Ctyt
integralt, ale urcit pfimo primitivni funkci. Vypocet by pak vypadal takto:

/1 1 2 N 4 Lx q
—_ X =
0 2+3 x+1 x242 x242

4 X 1 !
= |In|x +vVx2+3| =2In|x + 1| + — arct ——|——ln(x2+2)i| =
-+ 3 VAR :

5 1
:...:1n3——1n2+2\/§arct —_—
2 gﬁ

@ Priklad 3.17. S vyuZitim Newtonovy-Leibnizovy formule vypoc¢téte urCité integraly:

LY

1
a) (x — 1)sinx dx, b) / xv'1—x2dx.
0

—1/2

Reseni. Urtité integraly existuji, protoZe integrandy jsou spojité. Tentokrét viak nedoka-
Zeme urcit primitivni funkce tak snadno, jako v pfedchozich piikladech. Spoc¢itdme proto
nejprve samostatné neurcité integraly.

a) PouZijeme metodu per partes.

u=x—1 u =1
vV =sinx v = —cosx

f(x —1D)sinxdx =

=—(x—1)cosx —l—/cosx dx = (1 —x)cosx + sinx.
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Tedy

T
/_n/z(x — Dsinxdx = [(1 — X)Ccosx +51nx] =

= (1 —m)cosm +sin — [(1 — (—g)) cos(—%) + sin(—g)] =
=(1-m-(=D+0—(1+3)-0- (D=

b) PouZijeme substitu¢ni metodu.

1 —x2=u?
fx\/l—xzdx: —2xdx =2udu :—/u-uduz
xdx = —udu

1 1
=——u = -3 V(1 —x2)3.

Tedy

1 1

/W_xzdx:[_lm] :o_(_l)zl.

0 3 0 3 3 A

Ukazuje se, ze postup z predchoziho piikladu, kdy pii urovani primitivni funkce

bylo nutné pouZzit metodu per partes nebo substitu¢ni metodu, neni vyhodny. Vhodné;jsi

je zminéné metody modifikovat piimo pro urcity integril. Vypocet je pak obvykle pod-

statn€ rychlejsi. Zminéné ipravy budou obsahem ndsledujicich oddili. Predtim vSak jesté

ukazeme jeden piiklad, ktery ilustruje situaci, v niZ se pii pouziti Newtonovy-Leibnizovy
formule Casto délaji chyby.

2w dx
Priklad 3.18. Vypoctéte urcity integral / —_— @
0 2—cCcosx

Reseni. Integril existuje, protoZe integrand W je spojita funkce. PfisluSnou primitivni
funkci na intervalu (—1, 1) jsme nalezli v pfikladu 2.61. Jeji tvar byl

Fx) = % arctg«/gtgg, x € (—m, 7). 3.11)

My vSak pro pouZiti Newtonovy-Leibnizovy formule potfebujeme primitivni funkci ale-
spoi na uzavieném intervalu (0, 21). Musime tudiZ pouZit konstrukci z kapitoly 2.6.3.

27
dx 27w 2
— = [F(x) arctg /3 tg T + arctg v/3tg0 =
Az_cosx[kﬁgg[{gg
2 2n 2 2 2n
:—arcth—l————arcth:O—l———O:—

V3 V3 V3 V3 V3
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Srovnejte vysledek s obrazkem 2.4. Z ného je ihned vidét, ze F(0) = 0a F(2n) = 2m/ V3.
Kdybychom nedavali pozor a ,,slepé* pouZili vzorec (3.11) i pro hodnotu 2w, dostali

bychom

2 2

— arctgv/3tgm — — arctg/3tg0=0—0 = 0.

NG g g /3 g g

Vlastné jsme pouzili funkci G(x) z obrazku 2.4, shodujici se s F(x) jen na (—m, 1),

a vypocitali G(2w) — G(0). Vysledek je ocividné chybny, protoze integrand 2—closx je

kladnd funkce, takze nas integrdl musi mit kladnou hodnotu. A

3.5.1. Metoda per partes pro urcity integral

Véta 3.19. Necht funkce u(x) a v(x) maji na intervalu {a,b), a < b, derivace u’(x)
a v'(x), které jsou na tomto intervalu integrovatelné. Pak plati

b b
/ u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)]z—/ ' (x)v(x) dx. (3.12)

Diikaz. Z existence derivaci vyplyva, Ze funkce u(x) a v(x) jsou spojité. Podle textu
pro zdjemce na str. 113 jsou tudiZ funkce u(x)v'(x) a u’(x)v(x) integrovatelné, takze
podle véty 3.7 je integrovatelnd i funkce u(x)v’(x) + u'(x)v(x). K ni primitivni funkce je
u(x)v(x). Podle Newtonovy-Leibnizovy formule plati

b
/ [u(x)V' (x) + v/ (x)v(x)]dx = [u(x)v(x)]z.

Odsud s pouzitim véty 3.7 dostaneme po upravé tvrzeni. [

Pozdéji ve vété 3.30 uvedeme metodu per partes za obecnéjsich predpoklada.

Praktické pouZiti je zcela analogické jako v pfipadé€ neurcitého integralu. Zejména plati
navody, pro které funkce je metoda per partes vhodna. Vyhoda oproti postupu popsanému
v piikladu 3.17 a) spocivd v tom, Ze meze pribézné dosazujeme do Castecné urcené
primitivni funkce a nemusime ji neustdle opisovat az do konce vypoctu. Vypocet se tim
zkréti a zprehledni, jak ukdZzi ndzorné nasledujici priklady.

2
Piiklad 3.20. Vypodtéte urdity integral / (x2 + 1) Inx dx.
1

Reseni. Integrovat budeme mnohoclen x2 + 1. Dostaneme

2
/ x>+ Dlnxdx =
1




3.5 Vypocet urcitého integrdlu 123

8+212 1+1 0 /212+1d
== n2—|\= -0 — =X X =
3 3 L \3

14 1, 7
=—mIn2—-|=-x"4+x| =
3 9 |

T8, Lo\, 16
-3 " 9 9 —3 "7 g

Funkce (x2 + 1) Inx je na intervalu (1, 2) kladnd (kromé bodu x = 1), takZze vysledek
musi byt kladny. Na kalkulacce si miizete ovéfit, Ze jeho hodnota je pfiblizné 1,46. A

T
Priklad 3.21. Vypoctéte urcity integral / x? cosx dx. @
0

Reseni. Derivovat budeme mnoho¢len x2 a metodu budeme muset pouZit dvakrat. Po-

stupné dostaneme (pozor na zmény znamének)

T, u = x> u' =2x ’ o T
x“cosxdx = |, . = [x*sinx]; — | 2xsinxdx =
0 v =cosx v=sinx 0
ju=2x u' =2 .
v =sinx v=—cosx|

—12.0—-0— ([—ZXCOSX]Z)T +/ 2005xdx> =
0

Zkuste nejprve spocitat celou primitivni funkci k x?cosx a pak teprve pouZijte
Newtonovu-Leibnizovu formuli. Porovnejte, o kolik je takovy vypocet delsi. A

3.5.2. Substitu¢ni metoda pro urcity integral

Nez zformulujeme pifisluSnou vétu, musime rozsitit definici urCitého integralu. Doposud
jsme predpokladali, Ze integracni obor je interval (a, b), tj. Ze a,b € R aa < b. Tento
pfedpoklad nyni odbourdme a pfipustime, Ze mize bytia = b. Pfitom klademe

/af(x)dx =0, (3.13)

b a
/ f(x)dx = —/ f(x)dx proa > b. (3.14)
a b

V pfipadé a > b musi byt samoziejmé funkce integrovatelna na intervalu (b, a). Strucné
si zapamatujme, Ze obrdceni mezi znamend zménu znaménka urcitého integrdlu.

VSsimnéte si, Ze platnost Newtonovy-Leibnizovy formule (3.10) se zachovd i pro takto
rozsitenou definici urcitého integralu. Rovnéz plati véta 3.7 a metoda per partes pro urcity
integral.

o
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Véta 3.22. Necht funkce f(t) je spojitd na intervalu {(a, b), a < b. Necht funkce ¢(x) md
derivaci ¢’ (x) na intervalu (a, B), o < B, kterd je na tomto intervalu integrovatelnd. Ddle
necht plati a < ¢(x) < b pro x € (a, B) (tedy ¢ zobrazuje interval (o, B) do intervalu
(a, b)). Pak plati, ze

B @(B)
[ rocnewar= [ s (3.15)
o @)

Vzorec (3.15) ptfipomind substituci do neurcitého integrélu ve tvaru (2.8). Pfedpoklady
jsou samoziejmeé odlisné. Oba dva integraly jsou v§ak nyni urCité a obecné maji riizné meze.
Kromé zavedeni spravné substituce ¢(x) = t a vypocteni diferencidld ¢'(x)dx = dt
musime tedy tentokrat jeSt€ urcit nové meze. ,,Staré“ meze o a B jsou pro puvodni
proménnou x, ,,nové”“ meze ¢(a) a ¢(B) jsou pro novou promeénnou ¢. V konkrétnim
piipadé se mizZe stét, ze p(a) = @(B), coz je vyfeSeno rozsifenimi (3.13) a (3.14).

Postup vypoctu a zdpis je obdobny jako u neurcitého integrélu, jen pfibude urceni
novych mezi. To vyznac¢ime v nasi pomocné tabulce jako o ~» ¢(«) (staré dolni mezi o
odpovida nova dolni mez ¢ («)) resp. B ~ ¢(fB) (staré horni mezi 8 odpovida nova horni
mez ¢(B)).

Vyhodou oproti postupu z piikladu 3.17 b) je, Ze se nemusime po substituci vracet
k ptivodni proménné, coz bylo nékdy dost nepiijemné, jak jsme vidéli diive — srovnejte
tieba piiklad 2.30. Vzorec (3.15) je mozné pouZit v obou smérech. V nasledujicim ptikladu
ho pouZijeme zleva doprava.

Priklad 3.23. Vypoctéte urcité integraly:

1 2n
a) f )C(_x2 _ 1)3 dx, b) / esinx cos x dx, C) f sin x COS X SmxcosTx .
0 T

V1 +cos3x
Reseni.
a) Pfiklad budeme fesit substituci x> — 1 = ¢. Staré meze jsou pro proménnou x, takze
je do této rovnice dosadime postupné za x a dostaneme hodnoty nOV)’/ch mez{ pro

vvvvvv

mez to bude 0> — 1 = —1, pro horni 12 — 1 = 0. Vznikly integrél Vyp001tame pomoci
Newtonovy-Leibnizovy formule. Cely vypocet bude vypadat takto:

x2—1=t
1 0 470

2xdx =dt 1 I 1
/x(x2—1)3dx= T e 1 :f —3dt = =| — = ——,
0 xdx=§dt _12 21 4 -1 8

0O~ —1,1~0

b) Tentokrat pouZijeme substituci sinx = ¢. Pro novou dolni mez vyjde sin t = 0 a pro
novou horni mez vyjde sin 2w = 0. Vypocet tedy bude velmi kratky:

21t sinx =t 0
/ e cosx dx = | cosx dx = dt = / e'dr = 0.
n T~ 0, 2t~ 0 0
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Vzdy, kdyZ nastane tato situace, tj. kdyZ nové meze splynou, nemusime uZ ani upra-
vovat novy integrand, vysledek je automaticky bez dalSitho pocitdni nula, coZ nds

N 24

vétSinou potési. V tomto piipadé je zvlast markantni zkraceni vypoctu oproti metodé
z ptikladu 3.17 b).

¢) Zvolime substituci 1 +cos? x. Pro novou dolni mez vyjde 14+cos> 0 = 1413 =2 apro
novou horni mez vyjde 1 + cos® 7=1+ 0° = 1, takZe nové dolni mez je v&tii neZ
nova horni mez. Pouzijeme tudiz rozsiteni ze vztahu (3.14) a obratime meze. Postupné
dostaneme

l+cos’x=u

/2 sinx cos? x dr — —3cos? xsinx dx = du . 1—1/3(1 _
0 14 cos3x = coszxsinxdx=—%du b Y ‘=

0~2, m/2~1
— 1\ (2 ia 1 3/42_14432_44
——<—§>/lu du = [3/4] gg[\/u_]l—§(\/§—l)

Pti dpravach jsme vyuzili jednoduse ovéfitelné skutecnosti, Ze pro libovolnou konstantu ¢

) b b 9 .\ . .
plati [cF(x)] = ¢[F(x)] . V dalsim budeme tento obrat jiZ bez komentafe pouZivat,
protoZe se tim Casto vypocty znacné zprehledni. A

V nésledujicim piikladu si ukdzeme pouZziti vzorce (3.15) zprava doleva. To odpovida
spiSe substituci do neurcitého integralu typu (2.11). V tomto piipadé vlastné zndme hod-
noty ¢(a) a ¢(B) (to jsou ted ,,staré meze*) a musime spravné zvolit o a B tak, aby byly
splnény predpoklady véty 3.22. V praxi byvd funkce ¢(x) v téchto ptipadech obvykle
takové, Ze lze zvolit interval («, B) tak, aby na ném byla ryze monoténni, tj. aby ho prosté
zobrazila na zadany integracni obor (¢(), ¢(B)). Také je tfeba smifit se s tim, Ze pokud
je v zaddni, tj. v pravé strané vzorce (3.15), pouzita proménnd x (coZ Casto byvd), jsou
pismenka v tomto vzorci jind. Je to ale jen véc zvyku.

Priklad 3.24. Vypoctéte urcité integraly:

Jx -1 1 d 1
a) f 7 A, b) & o) /\/xz—i-ldx.
0

NZE 0 Vx2+1—x

v s,

Reseni.

a) Integrand je na daném intervalu spojity, takZe urcity integral existuje. PfisluSny neurcity
integral je typu (2.26), takZe pouZijeme substituci x = u?. Funkce ¢(u) = u?, jejimz
grafem je parabola, tedy neni prostd. Musime najit o a 8 tak, aby ¢(a) = a? = 1
a @(B) = B% = 4. Omezime-li se na interval (0, +00), kde je funkce ¢(u) rostouct,

o
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vyjJde o =1, B = 2. Pritom pro u € (1, 2) je vu* = |u| = u. Celkové vyjde:

— 2
4 /x—1 r=u 2u—1 2242 — 2u
dx = |dx =2udu = = _
VAR I~1,4~2 1 routl

du =

2
4
:f<2u—4+ >du:[u2—4u+4ln|u+1|]?:
1 Lt—|—1

=(4—8+4In3)—(1—4+4In2) =4In3 —4In2 — 1.

Vzniklou neryze lomenou raciondlni funkci 2”;%2” bylo tfeba pfevést na ryze
lomenou:
2u* -2 4
u—+1 u—+1

Jind moznost pii ur€ovani novych mezi by byla omezit se na interval (—oo, 0), kde
je funkce ¢(u) klesajici, a zvolit « = —1, B = —2. Pak by ovSem pro u € (-2, —1)
bylo vVu? = |u| = —u.

b) Integrand je na daném intervalu spojity, takZe urcity integral existuje. PfisluSny neurcity
integrdl je typu (2.32). Nejrychleji ho vyfeSime pomoci substituce, kterou urcime
zrovnice +/x2 4+ 1 — x = t (jde o druhou Eulerovu substituci). Upravou a umocnénim
z tohoto vztahu dostaneme

) 2 2 2 1 —¢?
Vxc+l=x+t = x“+1=x"4+2tx+1t = X = Tt
Dile si pripravime derivaci:
1 —1¢? ) —2t-2t—(1—1%)-2 2 +1
) = ) = — —
() 2t = i 42 212

Kone&né nalezneme nové meze. Do vztahu v/x2 + 1 — x = ¢ dosadime staré meze
(jsou pro proménnou x). Pro x = 0 vyjde t = 1, pro x = 1 vyjde t = /2 — 1. Tedy
o =1, B = v/2—1 ve vzorci (3.15) (ktery pouzivame zprava doleva— zadany integrl
chdpeme jako pravy — a oznaceni proménnych x a ¢t je zaménéno). Vyslo o > B.

Funkce ¢(¢) neni definovand pro ¢t = 0. Ze vztahu pro ¢'(¢) je na prvni pohled
vidét, ze ¢'(t) < 0 prot # 0. Tedy funkce ¢(¢) je na intervalu (0, +00) klesajici,
a tudiZ prost& zobrazuje interval (+/2 — 1, 1) na interval (0, 1). Postupn& dostaneme
(vSimnéte si zdmény potadi mezi, ¢imz se zméni znaménko):
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X =
fld_x: o :/f“z. A AP
0 VxZ+1—x r=Tar A 1 t 212

0~ 1, 1~+2-1
1 2 1 1
t 1 1 1 1 1 1
B T [
JV2—1 2t 2 )\t ¢t 2 2t 5.1

— %(1111 —%) —%(M(ﬁ— 1)—@) =

/3
R L R L SV E )}

¢) Integrand je na daném intervalu spojity, takZe urcity integral existuje. PfisluSny neurcity
integrdl je typu (2.32). Doporu¢enou substituci bylo x = tg v. Stejné tak lze ale pouZzit
substituci x = cotg v, kterd se ukdze v naSem piipadé vhodnéjsi.

Urc¢ime nové meze. Funkce ¢ (v) = cotg v je klesajici na intervalu (0, ). M4 platit
cotga = 0, cotg = 1. Mlzeme tedy zvolit « = w/2, B = 7/4. Pak bude interval
(mt/4, 7t /2) funkci ¢ (v) prosté zobrazen na interval (0, 1). Na intervalu (mt/4, /2) je
sinv > 0, takze | sinv| = sin v.

Provedenim substituce dostaneme (opét se zméni pofadi mezi, ¢imZ se zméni
znaménko):

X = cotg v
cosZ v
/\/x2+ dx = dx = — / 7 s
- sin " sin

0*\»2,

RE 1 R
= - T dv = 3 dv.
n/4 | sinv|  sin®v n/4 SIN° v

Vznikly integrdl budeme fesit opét substitu¢ni metodou. Jde o integral typu (2.18),
kde m = 0 an = —3. Doporucena substituce je t = cosv. My vSak dame prednost
univerzalni substituci ¢ = tg 5 — viz (2.20), kterd bude rychlejsi, protoZe vede na
jednodussi raciondlni lomenou funkci. (Pravé proto jsme zvolili vychozi substituci
x = cotg v; piesvédite se, Ze substituce x = tg v by vedla na integral z 1/ cos> v, jeho
vypocet je o néco pracnéjsi.)

V piipadé substituce r = tg 5 jde opét o pouZiti vzorce (3.15) zprava doleva —
nezapomeiite, Ze pro vypocet diferencidlu vychdzime ze vztahu v = 2 arctg¢. AvSak
funkce tg 7 je prostd na intervalu (—m, 7), takZe urceni novych mezi je proto snadné.
Dosazenim za v vyjde, Ze dolni mez bude tg ¢, horni mez bude tg 7 = 1. S pouZitim

o
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vztahu (2.20) tudiz dostaneme:

tgy =t
/W/Z 1 q v:2arctgt /1 1 2 q
——dv = = . t =
T dv= 7 dr ef (F) 1H0

TT
I~otgy. 71

_/1 t4—|-2t2—|—ldt_1/1 2 N
= . 4¢3 T4 gl t 3 =

€3

1 +21 ) — — |
— — n e
4 212 |,
8

g
+211 Nl ™ o X — L o2 T
= - nl—=)—-(=tg = ntg — — = cotg” — | =
4 4\2 %3 83 720 3
1 ,m 1 ,m 1 Els
=_cotg? = — - tg? = — ~Intg = .
g Ut g g g T MEY

Vysledek vypada ovSem dost ,,divoce*. Pokusime se ho ponékud upravit. Hodnotu
tg ¢ je mozné vyjadrit jednoduseji. Ze vzorce pro tangens polovi¢niho thlu

X 1 —cosx
tg= =,/ ——,
2 1+ cosx

platného pro x € (0, ), dostaneme:

Po dosazeni této hodnoty vyjde

2
/1\/x2+1dx_ ! —(ﬁ_l) —%ln(ﬁ—l):
0

8(v2—1)° s
:?—;ln(«/ﬁ—l).

Kdybychom pro V)’/poéet integrélu z 1/sin’ x pouiili substituci ! = cosv, vy§1a

vvvvvv

predchozi vysledek a vyhnuli se ur¢ovani hodnoty tg g. Rovnéz by bylo mozné pouzit
tutéz Eulerovu substituci jako u integrdlu z ¢asti b) tohoto prikladu. Navic si v§imnéte,

ze
1 B VxZ4+1+x
VxZ4+1—x B (VX2+1+x)(Vx2+1—x)

=vx24+14+x.



3.5 Vypocet urcitého integrdlu

129

ProtoZe oba integraly b) a c) tohoto prikladu maji tentyZ integracni obor (0, 1), musi
se vysledky lisit o fol xdx = [% xz] (1) = %, coz lze jejich porovndnim snadno ovéfit.
KaZdopadné& nam ale tento piiklad ukazuje, Ze vypocet urcitého integrélu i ze zdan-
livé velmi jednoduché funkce miize byt technicky zna¢né€ komplikovany a zdlouhavy.
Je véci cviku zvolit pokud mozno co nejispornéjsi postup. Pravé u takovych prikladi
ndm mohou hodné pomoci vhodné pocitacové programy. A

Pro zajemce:

Na zédvér tohoto oddilu se jesté zminime o jistém zobecnéni Newtonovy-Leibnizovy formule. Ve
vété 3.14 se predpokladala existence primitivni funkce k integrandu na celém integracnim oboru
(a, b). Ukazuje se, Ze tento poZadavek je pomérné silny. Napt. pokud je integrand f(x) v nékterém
vnitinim bod¢€ nespojity a ma rtizné jednostranné limity, primitivni funkce nemuiiZe existovat — viz
napf. funkce signum na obr. 2.2 na str. 8. Pfitom pokud je tento bod jedinym bodem nespojitosti
(nebo je takovych bodd pouze kone¢n€ mnoho), urcity Riemanniv integral podle véty 3.5 existuje.
Situaci obvykle fesime rozdélenim integracniho oboru na nékolik ¢asti podle véty 3.9. Nékdy je

wev s

vSak vyhodnéjsi zobecnit Newtonovu-Leibnizovu formuli.

Definice 3.25. Funkce F (x) se nazyva zobecnénou primitivni funkci k funkci f (x) naintervalu /,
jestlize

e F(x) je spojitd na intervalu /,

e plati F'(x) = f(x) naintervalu I s vyjimkou nejvyse konecné mnoha bodii.

Tedy zobecnénd primitivni funkce nemusi mit v nékterych bodech derivaci nebo se tato derivace
nemusi rovnat funkci f(x). Podstatna je ale jeji spojitost. Lze ukdzat, Ze spojitost zarucuje, Ze
zobecnénd primitivni funkce je podobné jako ,,normalni* primitivni funkce uréena jednoznaén¢ az

na aditivni konstantu.

Véta 3.26 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu
{(a, b) a necht F(x) je jeji zobecnénd primitivni funkce. Pak plati, Ze

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a). (3.16)

Diuikaz je zcela analogicky jako u véty 3.14. Uvazuji se pouze ta déleni, kterd obsahuji v§echny
body, v nichZ neplati F'(x) = f(x), jichZ je podle ptedpokladu pouze kone¢né mnoho.

Priklad 3.27. Vypoctéte urcity integral z piikladu 3.10 pomoci zobecnéné Newtonovy-Leibnizovy
formule.

Reseni. Graf integrandu f (x) je zndzornén na obrazku 3.11. Jde o funkci, kterd je na kazdém ze
ti{ navazujicich intervalii konstantni, av§ak konstanty jsou navzdjem rdzné. Nalézt zobecnénou
primitivni funkci F(x) je jednoduché. Sta¢i na kazdém intervalu nalézt ,normdlni* primitivni
funkce, pak jednu zafixovat a ostatni posunout ve sméru osy y (tj. zvolit vhodné integracni
konstanty) tak, abychom dostali spojitou funkci. V nasem piipadé dostaneme

2 prox € (—2,1), 2x +c¢; prox € (=2, 1),
fx)=41—-1 prox e (1,3), = F(x)=1—-x+c¢ prox e (1,3),
1 prox € (3,4), x+c3 prox € (3,4).
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Zbyva jen urcit integraéni konstanty cy, ¢, c3 tak,

aby F(x) byla spojitd. Zvolime napt. ¢; = 0.

Vzorce musi ddvat v krajnich bodech sousednich

intervall touz hodnotu. Dosazenim x = 1 dosta-

neme 2 - 1 = —1 + ¢, tedy ¢, = 3 a nasledné do-

sazenim x = 3 dostaneme, Ze je —3 4+ 3 = 3 + c3,
X takZe c; = —3. Plati tudiz

y y=F(x)

2x prox € (=2, 1),
Fx)=31—-x+3 prox e (l,3),
x —3 prox € (3,4).

Jakékoli dalsi zobecnénd primitivni funkce se od
této 1i8i o konstantu. Graf funkce F(x) je na ob-
""""""""" r—4 = F(=2) razku 3.14. Pro nas integral dostdvame

4
Obr. 3.14 / fx)dx=F@)—F(-2)=1-(-4) =5,
2

coz je stejny vysledek jako v prikladu 3.10. A

3.5.3. Urcity integral jako funkce mezi

Pro zajemce:

Predpoklddejme, Ze funkce f(x) je riemannovsky integrovatelnd na intervalu (a, b). Zvolme
libovolné ¢ € (a, b), které ale bude v dal$ich dvahach pevné. Pro kazdé x € (a, b) je pak korektné
definovén urdity integral fc Y f(t)dt. Pro ¢ < x to plyne z véty 3.8, pro ¢ > x je tieba vzit navic
v tvahu vztahy (3.13) a (3.14). VSimnéte si rovnéZz, Ze vzhledem k tomu, Ze jsme horni mez oznacili
pismenem x, v integrandu jsme museli pouZit jiné pismeno, napt. . Jak vime, na hodnotu urcitého
integralu to nema viibec vliv.

Takto ziskand hodnota ov§em zdvisi na volbé x. Dostdvdme tudiZ novou funkci, oznacme ji
napt. F, kterd Cislu x z intervalu (a, b) pfifazuje hodnotu urcitého integralu funkce f pfes interval
s koncovymi body c a x, pfi¢emZ ¢ povazujeme za dolni mez a x za horni mez. Funkce F je tedy
dédna vztahem

F(x) = /'x f()dz, x € {a,b). (3.17)

O tomto urcitém integralu fikame, Ze je funkci své horni meze.

Funkci F(x) lze zavést vztahem (3.17) nejen pro ohraniCeny uzavieny interval I = (a, b),
ale pro libovolny interval / (otevieny, uzavieny, polootevieny, ohrani¢eny, neohraniceny), pokud
budeme ptedpokladat, Ze funkce f(x) je riemannovsky integrovatelnd na kazdém jeho uzavieném
ohrani¢eném podintervalu (d, e) C I.
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Je-linapf. f(x) = cosx, miZeme vzit I = (—o0, 00), protoZe funkce kosinus je spojitd, a tudiz
integrovatelnd na libovolném ohrani¢eném uzavieném intervalu. Ze vztahu (3.17) dostaneme, Ze
v tomto piipadé je

X
F(x) = / costdt = [sint]j = sinx — sinc, X € (—00, 00).
c

Vsimnéte si, Ze vyslednd funkce F(x) je jednou z primitivnich funkci ke kosinu, tj. integrandu,
a to tou, pro niz plati F(c) = 0.
Lze dokazat nasledujici dilezitou vétu.

Véta 3.28. Necht funkce f(x) je definovand na intervalu I a je riemannovsky integrovatelnd na
kazdém jeho ohraniceném uzavieném podintervalu. Necht ¢ € 1. Pak plati:

1. Funkce F(x) definovand vztahem (3.17) je spojitd na intervalu I.

2. Je-linavic f(x) spojitd v nékterém bodé xy € 1, md v tomto bodé funkce F (x) derivaci, pricemz?
plati F'(xo) = f(xo).

Pokud mé interval [ krajni body, jde o jednostrannou spojitost resp. derivaci.
Z. druhého tvrzeni ptedchozi véty okamzité dostdvame ndsledujici disledek.

Dusledek 3.29. Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, pak funkce F(x) definovand vzta-
hem (3.17) je k ni primitivni.

Tim je vlastné dokdzédna véta 2.3 o existenci primitivni funkce ke spojité funkci. VSimnéte si,
Ze ke konstrukci primitivni funkce, tj. v podstaté neurcitého integralu, se pouzil urcity integral.
Tento vysledek m4, jak jiZ bylo zminéno za vétou 2.3, existencni charakter a neumoZiiuje ndm
konstruktivné v obecném piipadé néjakou primitivni funkci najit. Pro vypocet urcitého integralu
mdame totiZ jediny prostfedek — Newtonovu-Leibnizovu formuli. Jeji pouZiti vSak pfedpoklada
znalost primitivni funkce k integrandu, ¢im se dostdvame do kruhu.

Analogicky je mozZné zavést urcity integral jako funkci dolni meze vztahem

G(x) = /Cf(t) dt, xel.

Funkce G (x) m4 obdobné vlastnosti jako funkce F'(x), jen v bodech spojitosti integrandu f (x)
plati G'(x) = — f (x). Tedy je-li integrand f (x) spojity na I, je —G(x) jeho primitivni funkci.

Urcity integrdl, ktery je funkci své horni resp. dolni meze, budeme potfebovat v nasledujici
kapitole 4 o nevlastnim integralu. M4 ale ddleZité pouziti i v fadé jinych partii matematiky,
napf. v teorii vicendsobného integralu, ktery je zobecnénim jednoduchého urcitého integralu pro
funkce vice proménnych. Nekteti z vds se s nim setkaji rovnéZ pii studiu Laplaceovy integralni
transformace pii zavadéni tzv. konvoluce — viz [10]. My ho jesté vyuZijeme v ndsledujicim
zobecnéni metody per partes pro urity integral, které je Casto potfeba napf. v dikazech z teorie
integralnich transformaci.

Véta 3.30. Necht funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu {a,b) a A, B € R jsou
konstanty. PoloZme

F(x):fx f@)dr + A, G(x):/xg(t)dt+B.
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Pak plati, Ze

b b
/ F(x)g(x)dx = [F(x)G(x)]Z—/ f(x)G(x)dx. (3.18)

Dtikaz viz [8, str. 195]. Skute¢né jde o zobecnéni metody per partes pro urcity integral z véty 3.19.
Jeji predpoklady totiz zajistuji, ze mizeme (pfi oznaceni ze zminéné véty) polozit f(x) = u'(x),
g(x) = v'(x).Zvolime-lijesté A = u(a), B = v(a), dostaneme s pouZitim Newtonovy-Leibnizovy

formule, Ze

F(x) = / W' (1) dt +u(a) = [u®)], +ula) = ux) — ua) + u(a) = u(x)

a analogicky G(x) = v(x). Dosazenim do rovnosti (3.18) okamZité dostaneme ndm zndmy vzorec

per partes pro urcity integrdl (3.12).

Poznamka 3.31. Kromé Riemannova integralu se zavadi jesté tzv. Newtoniiv integrdl — viz [18].
V jeho definici se pfedpoklddd mimo jiné existence primitivni funkce. Newtonova-Leibnizova
formule pak fik4, ze pokud ma funkce Riemanniv i Newtonv integral, jsou jejich hodnoty stejné.

Metoda per partes z véty 3.30 se tyk4 Cisté Riemannova integrdlu, zatimco v predpokladech
véty 3.19 se vyzaduje nepiimo i existence Newtonova integralu jisté funkce.

Priklady k procviceni

L

1. Vypoctéte urcité integraly:

/2 m/2
a) / sinx dx, b) / cosx dx,
0 —n/2
T 3 u
d) / 5sind¢ do, e) / e’ du,
0 0
/2 4
. x
g) / 2sin” 2x dx, h) / dx,
—7/2 0o X+ 1
2 1 1
: 3
1) [ —de, k) / 2x” dx,
0,5 X —1
31 26
m) / -V24vdv n) f dr
) ’ L, 843127

2. Vypoctéte urcité integraly:

/4 1 1
a) / 4in’ x dx, b) / da,
—n/4 _1 Cos 2

4
d) / 3./xdx,
1

3. Vypoctéte urcité integraly:

b1
a) f 2w sin® w dw,
0

3
c) /(x3—3x2+1)dx,
-1
12,
f) —z°+9dz,
0
. 34
1) /—dx,
2 X

|
)] / dx,
1 X —4

LY
0) / 2cosysinydy.

T

0,5
0 / g f dB.

-0,5

2 2
/ dn
_2n2+1
3 _X
) /xe 2 dx,
0




3.5 Vypocet urcitého integrdlu

133

1
d) / 4x’e~ > dx,

1

2
g) f arctgw dw,
0
4. Vypoctéte urcité integrély:
1
2
a) / VX d
0 1+x
22(1+1
d) / 21+hnQ) do,
1 0

T
sint /1 4 cos? ¢t dt,

0

’

5. Vypoctéte urcité integraly:

a) /n 8 cos’ ¢ sin® ¢ dgp,
0

1
d) f 124/s

0
g) / cos? « sin 2« der,
0

n/2

7 / 4sin ¢ cos® ¢ dg,
0

/1/2 2(1+ r2)

m)

p)/

6. Vypoctéte urcité integrély:

1—r2

—1
fm—dm
m—+1
93z -1
d) (z )dz,
Jz+1
) /2 2x d
g 0 1+x4 *
) 10ds
)}
200s8+3
/ CcoS o
m)
5+sma

LY
e) / xcosxdx,
0

1
h) / 4y arctg2ydy,

b)

h)

k)

-1

1
3 it
f —u’du,
2
4 \/E

’

h) /2 dx
1 xv1 —ln2x’

b)

h)

k)

Q

/ 2(1 — cosa)’ da,
0

27
v 1 —cospBdg,

/2
/ 16 sin* x dx,
0

/3sin3xdx,

0

2 1
/—dk,
o (54 4k)3

2 —t
/ef<1+e—>dz,
1 t

/8
(1+1tg2p)dg,

T 10
——dr,

T
f) f x?sinx dx,
0

1
t

1) / 6 arcsin — dr.
0 2

X
0| =
, ' 16
) fﬁ
D f‘ 2dR
116 —4R?’
0) /33¢mdx,
0

5
1

dx,

21
nyd

3 6p
) / dp,
2 p?—1
2

T de
A
0 +cose
1
i) /2\/2p+p2dp,
0

T 2sinw
1) / ——dw
0o S+4+4cosw

2
0) / 4 — ) dy.
-2

o
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7. Urcete zobecnéné primitivni funkce a pomoci nich vypoctéte urcité integraly:

a)
kde

1. a)
f)

k)

2
/ sgnx dx,
—1

X
fx)=4{x*
1

1, b) 2,
T, g T,

0, 1

-2+ T,

1

— T[z’

2

—5e 2+ ez,

1
2arctg2 — 2 InS5,

4 —m,
In>2 +21n2,

ﬁ+1n(1 + \/5)

T,

5V5 -1,
1

2’

1,
—1+21In3,

—1In3,

4
b) / F)dx,
-1

prox € (—1,0),
prox € (0, 1),

In—,
5

b) 2tgl,

Kli¢ k prikladim k procviceni

b) —26e 2+ 16,
e) —2,

h) Sarctg2 — 2,

b) —el/3 +el/2,
e) 6-2In(v2-1)-2v2,

h) arcsinln?2,

b) Sm,
e) 4«/5,
h) 3m,
k) 4,

18

4225°
qQ) e’ +1n2 —e,

3
c) f e ldx,
)

5
d) / g(x)dx,
-3

2 prox € (—3,—1),
gx) =14 prox e (—1,2),
prox € (1, 4), 1 prox € (2,5).
—4, d) O, e) 3e—3,
. 5 .
4 —2In5, 1) 41n§, » L5,
6
—3In2+2In3, n) J&mg%;, 0) 0.
2
c) O, d) 14, e) gln 10, f) 4 —2arctg?2.

c) —10e 3% +4,
f) n?—4,

i) m+6v3—12.

c) 4,
f) 17417 — 1,
i) 4—2In3.
11
In —,
5
2 — /3,
V2In(3 +2v2),
T
3 9
14,
In%5.
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1
6. a) 1—2In2, b) g+zln2, ¢) 9In2—3In3,
d) 23, e) T, ) 1,
g) arctg4, h) 3In2—In3, ) 2v3—In(2++3),
5
) 4ﬁarctg§, k), ) In3,
512
m) In6—1In5, n) \/th, 0) s
% pro x € (—1,0),
7.a) x|, b) Flx)=qx pro x € (0, 1),
x—% prox € (1,4),
o pro x < 0, 2x prox € (=3, —1),
¢c) Hkx) = B d) Gx)=14x+2 prox e (—1,2),
2—¢e* prox >0,
x+8 prox e (2,5),
17
a) 1, b - ) 2—e?—e7?, d) 19.

3.6. Aplikace urcitého integralu

V zavérecném oddilu této kapitoly si uvedeme nékolik ukdzek pouZiti urcitého integralu.
Pijde o nejjednodussi geometrické a fyzikalni aplikace.

3.6.1. Geometrické aplikace

Vsimneme si vypoctu délek, obsahti a objemt. Kazdy z vds ma urcité pfedstavu, co tyto
pojmy znamenaji pro nékteré jednoduché dtvary. Napt. délka usecky nebo kruznice, obsah
¢tverce, obdélniku, lichobéZniku nebo kulové plochy, objem kvadru, kuzele nebo koule
atd. Podobné asi méte intuitivni pfedstavu, co je to délka napf. néjaké prostorové spirdly
a dokdZete si predstavit, jak by se zméfila pfiloZenim ohebného krejcovského metru.
Obdobné mate jisté predstavu, Ze napt. elipsa ma néjaky obsah, i kdyZ tfeba nevite, jak
by se urcil. Pokud bychom se vSak zeptali, jak4 je tfeba délka mnoZiny raciondlnich Cisel
lezicich mezi nulou a jednickou, asi byste s odpovédi hodné vahali. Potiz je v tom, Ze
pojmy délka, obsah a objem nebyly nijak precizné zavedeny.

Vzhledem k rozsahu a uréeni téchto skript neni mozné pottebné pojmy presné zavadeét.
Slo by o pomé&mé& komplikovany a rozsahly vyklad z teorie miry a dalsich niro¢nych
matematickych partii. Pro naSe potteby se bez téchto preciznich matematickych definic
obejdeme, jelikoZ se omezime na jednoduché objekty, u nichZ bude intuitivné jasné, Ze
maji néjakou délku, obsah resp. objem. Nize uvedené vzorce ndm feknou, jak se potiebna
hodnota urci.

Je-li A né€jakd mnozina, ozna¢ime ji prisluSnou hodnotu m(A), kde pismeno m jsme

o
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y y=f(x)

a)

Obr. 3.15: Vypocet obsahu mnoZiny

pouzili, aby nam pfipominalo slovo ,,mira®“. Musime vSak jesté rozlisit, zda jde o délku,
obsah nebo objem. K tomu pouZijeme index, ktery odpovida tomu, v jakych jednotkdch
(délkovych, plosnych, objemovych) se dand veli¢ina méfi. Tedy m; (A) bude znacit délku,
my(A) obsah a m3(A) objem mnoZiny A (samoziejmé& pokud mé piislusnd veli¢ina pro
danou mnoZinu A rozumny smysl — u kiivek budeme pocitat délku, u ploch obsah a u téles
objem; avS$ak co je to kiivka, plocha resp. téleso chdpeme pouze intuitivné, presné definice
nemdame k dispozici).

Obsah rovinné mnoziny

vvvvvv

aplikacim urcitého integralu. Pouzili jsme ho také jako hlavni motivaci.
Necht f(x) je nezdpornd funkce definovand na ohrani¢eném uzavieném intervalu
{(a, b). Mnozina v roviné definovana vztahem

A={(x,y)eR|a<x<h 0Zy< f(x)

se obvykle nazyva podgrafem funkce f(x) na intervalu (a, b). Vlastné jde o mnozinu
bodul v roving, kterd je ohraniend osou x, rovnob&Zkami s osou y o rovnicich x = a
ax = b a grafem funkce f (x). Funkce nemusi byt spojitd — viz obr. 3.15 a).

Véta 3.32. Necht funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu {a, b) a je zde nezdpornd.
Pak pro obsah mnoZiny A plati:

b
my(A) = / f(x)dx. (3.19)
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Zdtraznéme, Ze funkce musi byt na intervalu (a, b) nezapornd. Je vSak celkem ziejmé,
ze pro funkci f(x), kterd je naopak nekladnd, bude integral fab f(x)dx roven obsahu
mnoziny omezené grafem funkce f(x), osou x a pfimkami x = a a x = b (lezici tentokrat
pod osou x), avSak opatienému znaménkem minus. K dikazu sta¢i zaménit f(x) funkci
— f (x), ktera bude nezapornd (mnoZina A se preklopi kolem osy x), a vytknout ¢islo —1.

Z ptredchozi dvahy a aditivity urci-
tého integralu vzhledem k integraénimu y
oboru vyplyvé, Ze v obecném piipadé, y=f&)
kdy funkce f(x) miZe libovolné¢ mé-
nit znaménko, je f ab f(x)dx néazorné /J\
feCeno roven ploSe omezené grafem J '
funkce f(x), osou x a pfimkami x = a a b
ax = b, pricemz Casti lezici nad osou x
se berou kladné, zatimco ¢asti lezici pod
osou x se berou zdporné — viz obr. 3.16.

TudiZ napf. z tvaru grafu funkce si- Obr. 3.16
nus resp. kosinus je zfejmé, Ze musi pla-
tit fozn sinx dx = 0 resp. fozn cos x dx = 0. Nakreslete si ptislusné obrazky.

Predchozi vétu 3.32 Ize snadno zobecnit na piipad mnoZziny zndzornéné na obr. 3.15 b).
Predpokladejme, Ze graf funkce f(x) lezi na intervalu (a, b) nad grafem funkce g(x)
(pFipousti se i rovnost, tj. musi byt g(x) < f(x)). Oznatme

B={(x,y)eR*|a<x<bh gx)Sy=< f0))

Jde tedy o mnoZinu ohrani¢enou pfimkami x = a a x = b a dvojici graft funkci. Nékdy
se pro ni pouziva nazev kfivocary obdélnik nebo krivocary lichobéZnik.

Véta 3.33. Necht funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu {(a, b) a plati
g(x) £ f(x) pro kaZdé x € {(a, b). Pak pro obsah mnoZiny B plati:

b
my(B) =/ [f(x) —g()]dx. (3.20)

Platnost vzorce je celkem zfejma. Sta¢i mnoZinu B posunout o vhodnou konstantu
nahoru tak, aby funkce g(x) + ¢ (a tudiZ samoziejmé i funkce f(x) + c¢) byla na inter-
valu (a, b) nezaporna. To je urcit€¢ mozné, protoZe funkce g(x) je integrovatelnd, a tedy
1 zdola ohrani¢end. Obsah se tim nezméni. Pfimka y = —c v obr. 3.15 b) pak hraje roli
nové osy x.

Nyni je jasné, Ze posunutd mnoZzina B je mnoZinovym rozdilem podgrafu funkce
f(x) + c a podgrafu funkce g(x) + ¢ (je Srafovan). Jeji obsah bude proto rozdilem obsahi
téchto podgrafi. Tedy ma(B) = [V[f(x)+cldx— [Plg(x)+eldx = [*[f(x)—g(x)]dx.
Véta 3.32 je specidlnim piipadem pro g(x) = 0.

o
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@ Priklad 3.34. Vypo&téte obsah mnoZiny K ohrani¢ené grafy funkei g: y = x> 4+x — 3
af:y=—x2—2x+2.

Reseni. U ptikladd tohoto typu se Easto neobejdeme bez
nacrtku. Nejprve musime urcit meze. K tomu musime
najit pruseciky grafii zadanych funkci, tj. musime fesit
rovnici f(x) = g(x). V nasem piipadé je x> +x —3 =
= —x% — 2x + 2, odkud

fry=—x2—2x+2

—3+7 |-3,
2x2+3x—5=0 = X2 = 1 = 21

ProtoZe jde o kvadratické funkce, grafy jsou para-
boly. Podle znaménka u x2 rozhodneme, kterd pa-
rabola je otofend nahoru a ktera doli. Vysledek je
na obr. 3.17. Na intervalu (—5/2,1) je skutecné
f(x) =2 g(x). Pokud by tomu tak nebylo, museli
bychom ve vzorci (3.20) funkce prohodit.

g:y=x+x-3

Obr. 3.17 Pro obsah mnoZiny K tudiz plati:

1
my(K) = / [(=x* —=2x +2) — (x* +x —3)]dx =
—-5/2

1 P 3 1
:/ (—2x2—3x—|—5)dx=|:——x3——x2+5x] =

B 2 3+5 250 75 25\ 343
U3 2 24 8 2) 24" A
Na zdkladni a stiedni Skole jste se seznamili se vzorci pro délku kruznice, obsah kruhu
a kulové plochy a objem koule. Vzhledem k tomu, jaky aparat jste méli k dispozici, jste

nemohli tyto vzorce pochopitelné dokdzat. V tomto oddilu si zminéné vzorce postupné
vSechny dokdZeme. Prvni na fad€ bude obsah kruhu.

@ Priklad 3.35. Vypoctéte obsah kruhu K o poloméru r > 0.

Reseni. Stied kruhu si umistime do pocétku, na obsah to nemé vliv. Rovnice hrani¢ni
kruZnice pak je x> 4+ y? = r2. Odtud mame y = £+/r2 — x2. Ozna¢ime si

f(x)=vr?—x2 a g(x) = —vr? —x2, x € (—rr)

— viz obr. 3.18. Pro obsah kruhu tudiz plati
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m(K) = f [f(x) —g(x)]dx =

::/ﬁ 22 (/i —22)]dx = //’\?\ x;
N\

r —r
:2/ Vr?2 — x2dx.
—r

Podobny neur¢ity integrdl jsme jiZz pocitali — srovnejte giy=—vri-x
piiklad 2.30. Slo o typ (2.31). PouZijeme proto substitu¢ni
metodu z véty 3.22 (jde op€t o smér zprava doleva). Zvo- Obr. 3.18

lime ¢(t) = rsint, tudiZ x = r sint. Funkce sint zobra-
zuje prosté interval (—m /2, w/2) na interval (—1, 1), takZe funkce ¢(t) zobrazi interval
(—m/2, m/2) nainterval (—r, r). Pro hledanou hodnotu m;(K) tedy dostaneme

p X =rsint
mz(K):2/ r2 —x2dx = | dx =rcostdt =
. e -F. ]
/2 /2
:2/ \/rz—rzsinzt-rcostdt:2/ rlcost|-rcostdt =
—n/2 —1/2
s [, , [T [ sin2:7]"?
=2r / cos“tdt =2r / —(14cos2t)dt =r |:t+ :| =
) —n/2 2 2 1 ap

_ ol sin 7 (. = sin(—1) 2
(5 (5

Pfi dpravé jsme vyuzili toho, Ze na intervalu (—1/2, 7t/2) je cost = 0, a pouzili jsme
vzorec (2.19).

Vzhledem k symetrii bylo rovnéZ moZzné urcit obsah ¢tvrtiny kruhu v prvnim kvadrantu
a vysledek vyndsobit ¢tyfmi. Dolni ohranicujici funkce by byla g(x) = 0 a integra¢ni obor
by byl (0, ), tedy mp(K) = 4 [ ~/r? — x2dx. A

Poznamka 3.36. Nékdy mnoZina C, jejiz obsah mame urcit, neni ohrani¢ena dvéma
vhodnymi grafy funkci nezavisle proménné x, abychom mohli pouZit vzorec (3.20). MiZe
mit ale vhodny tvar, kdyZ oto¢ime obrazek o 90°, tj. zaménime x a y. Jinymi slovy existuji
funkce x = h(y), x = k(y), h(y) £ k(y) pro y € {c, d), takové, Ze

C={x,y)eR*|c<y=<d h(y) <x <k

Tedy mnoZina C je ohraniCena grafy funkci 4(y) a k(y) a rovnobéZkami s osou x o rov-
nicich y = cay = d — viz obr. 3.19. Pro jeji obsah plati:

d
my(C) =/ [k(y) — h(y)]ldy. (3.21)

o
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y
d y=d
x = h(y) C x = k(y)
Cc y=¢c¢
X

Obr. 3.19

vvvvvv Vv

U jesté slozitéjSich mnozin je obvykle mozné rozdélit je na jednodussi disjunktni casti
(presnéji feceno, prekryvaji se kiivkami, které je ohranicuji), jejichZ obsah 1ze urcit pomoci
nékterého ze vzorct (3.20) nebo (3.21).

Délka krivky

Dalsi dileZitou aplikaci urcitého integralu je vypocet délky rovinné kiivky (definice délky
viz napt. [11, str. 22]). Omezime se nejprve na pripad, kdy jde o graf funkce y = f(x).

Véta 3.37. Necht funkce f(x) je definovand na intervalu (a, b) a md zde spojitou derivaci.
Pak pro délku jejiho grafu G plati:

b
m (G) = / J1H 02 dx. (3.22)

@ Priklad 3.38. Urcete délku grafu G funkce f: y = Inx, x € (v/3, V/15).

Reseni. Zadand funkce md derivaci, pfi¢emz plati f/(x) = % Podle vzorce (3.22) plati:

Vis I VIS 231 IS 231
ml(G):/ 1+—2dx=/ —dxzf ———xdx =
V3 x iooox ioox

x2+1=12 4 /2 4 2
= xdx =rdr :/ z—l-tdt:/ 2—1dt
V32, JI5~4a| J2 17 2 17—

Pii vypoctu jsme pouZili substituci uréenou vztahem x> + 1 = 12, tj. t = ~/x2 + 1.
Tato funkce je rostouci na intervalu (\/5, v/ 15) a prevadi ho na interval (2, 4). Obdrzeli

o
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jsme urcity integral z raciondlni neryze lomené funkce. Plati

P —1+1 s 1
?—1 ?—1 -1
Vyniklou ryze lomenou funkci musime rozloZit na parcidlni zlomky. Jmenovatel ma
jednoduché redlné kotfeny +1, takze

1 _ A n B
2—1 =1 t+1

Dosazenim kofent uréime konstanty A a B:

= l=A¢t+1D+B@—1).

Celkem dostaneme

4 12 1/2 1 1 4
mi(G) = 14+ ————)dt=|t+=-Injt—1|—=-Injt+1|| =
2 t 2 2

2

1 1 1 1 1

_(4+2ln3 2ln5> <2+21n1 2ln3>_2—|-1n3 21n5. R

Nyni si v§imneme obecnéjstho ptipadu, kdy kfivka nemusi byt grafem funkce. Vzhle-
dem k rozsahu nemuizZeme obecné zavadét pojem kiivky, zdjemctiim o tuto problematiku
doporucujeme napt. [11, str. 15]. Pro ndzornost ndm postaci predstava, Ze jde vlastné
o trajektorii, kterou nakresli bod, jenZ se v Case spojité pohybuje v roviné. Musime tedy
zadat polohu bodu v roviné v dany okamzik. To udélame pomoci dvou spojitych funkci
@(t) a ¥ (t), udavajicich x-ovou a y-ovou soufadnici pohybujiciho se bodu. Dostaneme
tzv. parametrické rovnice krivky. Ty maji tedy tvar

x = (1),
y=v(@),

Proménnou ¢ nazyvdme parametr (nemusi mit nutné¢ vyznam c¢asu, miZe to byt napf.
délka). Specidlni pripad — parametrické rovnice tiseCky — zndte z analytické geometrie.
Z fyzikalniho pohledu je délka kiivky vlastné drahou, kterou bod urazi od okamziku « do
okamziku . Pro délku kiivky lze dokazat nésledujici tvrzeni.

t € (a, B). (3.23)

Véta 3.39. Necht kiivka C je ddna parametrickymi rovnicemi (3.23), pricemz funkce ¢(t)
a Y (t) maji spojité derivace na intervalu («, ). Pak plati:

B
m; (C) =/ \/[w’(t)]2+ [/ (1)1 dr. (3.24)

Graf libovolné funkce f(x), x € (a, b) lze parametrizovat napf. rovnicemi x = ft,
y = f(t),t € {a, b), takZe ¢'(¢t) = 1, ¥'(¢t) = f'(t). Po dosazeni do (3.24) ihned vidime,
Ze jde skute¢né€ o zobecnéni vztahu (3.22).

o
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Priklad 3.40. Vypoctéte délku kruznice C o poloméru r > 0.

Reseni. Bez djmy na obecnosti lze kruZnici
y umistit sttedem do pocatku. Na délku to nema
vliv. Jeji rovnice je pak x? + y* = r2. Nyni
bychom mohli uréit vzorec napf. horni pul-
S A kruZnice, coZz je y = +/r? —x2, pfiemz
x € (—r,r), pomoci vzorce (3.22) spocitat

1 r .« ., , , 2, . v
rsint jeji délku a vysledek vyndsobit dvéma. Po-
! - tiz ovSem je, Ze derivace této funkce ma tvar
— r X — , v P
r O, cost y = \/% , a neni tudiZ definovand pro
r<—Xx
x = —r ax = r (v téchto bodech existuji

nevlastni jednostranné derivace). Predpoklady
véty 3.37 nejsou tedy splnény. Dokonce funkce

—r VI+y? = \/;—2 neni na intervalu (—r, r)

r2—x

ohraniCena.
Zkusime tedy najit parametrické rovnice
kruznice C. To nenf nijak obtiZzné. Z definice funkcfi sinus a kosinus je vidét (viz obr. 3.20),
Ze poloha libovolného bodu A = (x, y) je ddna takto: A = (r cost, r sint), kde ¢ je thel,
ktery svird privodi¢ bodu A s kladnou ¢asti osy x. Ménime-li thel ¢ od nuly do 2w,
probéhne bod A celou kruznici. Ozna¢me ¢(t) = r cost, ¥ (t) = r sint. Hledané para-
metrické rovnice jsou:

Obr. 3.20

X =rcost,
C: ) t € (0, 2m).
y =rSsint,
Protoze ¢'(t) = (rcost) = —rsint a ¥'(t) = (rsint)’ = rcost, vyjde ze vzor-
ce (3.24), ze plati:
21 21
m;(C) = V(=rsint)2 + (rcost)2dt = Vr2sin2t + r2cos? ¢ dt =
0 0
27 )
:/ rdt :r[t]on = 2T7r.
0 A

Poznamka 3.41.

1. Zcela analogicky je moZné postupovat v piipadé prostorové kiivky, pribude jen tieti
soufadnice polohy bodu. Parametrické rovnice kifivky K budou mit tvar

x = (1),
y=v(@), t € {a, B),
z=w(t),
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a pro jeji délku bude platit (za predpokladu existence spojitych derivaci ¢’(¢), ¥'(¢)
aw'(1))

B
nmm=fv®wm+wmﬁﬂmm%a

2. Pri fyzikalni interpretaci, kdy rovnice (3.23) popisuji polohu hmotného bodu, ma
(¢'(t), ¥'(t)) vyznam vektoru okamzité rychlosti v Case ¢t. Z analytické geometrie
vime, Ze /[¢'(1)]? + [¥'(1)]? je velikost tohoto vektoru. Vzorec (3.24) tudiz vyja-
dfuje, Ze urcity integrdl z velikosti okamZité rychlosti pies interval («, B) udava drihu,
kterou tento bod urazi od ¢asového okamziku o do ¢asového okamZziku 8. TotézZ plati
v pripadé prostorové kiivky.

3. Integrdl pro vypocet délky kiivky obsahuje odmocninu. Proto i pro velmi jednoduché
funkce se Casto stane, Ze neumime pfisluSny neurcity integral spocitat pomoci elemen-
tarnich funkci. Pak nezbyva neZ pouZit néjakou pfibliznou metodu — viz kapitola 5. To
je napft. pripad elipsy, kdy lze ukdzat, Ze jeji délka je vyjadfena pomoci tzv. eliptického
integralu — viz str. 80.

Objem rotacniho télesa a obsah plasté rotacniho télesa

Uvazujme spojitou nezdpornou funkci f(x), kterd je definovand na intervalu (a, b). Ta
nam urc¢i kiivocary obdélnik (podgraf funkce f)

P={(x,y)eR*|a<x<h 0Zy= flx) (3.25)

Jeho rotaci kolem osy x vznikne rotacni téleso V — viz obr. 3.21. Povrch tohoto télesa je
tvoren pldstém Q a dvéma postrannimi kruhy. Nasim cilem je vypocitat objem rota¢niho
télesa V a obsah jeho plasté Q.

/ y=f)

—
2
~
T~
s

Obr. 3.21: Rotacni téleso



144

Urcity integrdl

Pro objem rota¢niho télesa plati nasledujici véta:

Véta 3.42. Necht funkce f(x) je spojitd a nezdpornd na intervalu {(a, b). Pak pro objem
rotacniho télesa V, které vznikne rotaci krivocarého obdélniku P daného vztahem (3.25),
plati:

b
m3(V) = n/ F2(x) dx. (3.26)

V pripadé obsahu plasté nestaci predpokladat spojitost funkce f(x), pfedpoklady na
tuto funkci je tfeba zesilit, aby existovala dvourozmérnd mira plasté. Plati tato véta:

Véta 3.43. Necht funkce f(x) je nezdpornd na intervalu {a, b) a md zde spojitou derivaci.
Pak pro obsah pldsté Q rotacniho télesa V, které vznikne rotaci krivocarého obdélniku P
daného vztahem (3.25), plati:

b
ma(Q) = 27 / FONT+ /(0P dx.

Vsimnéte si pro zajimavost, Ze v predchozim vzorci pro obsah plasté se vyskytuje
odmocnina ze stejného vyrazu, jako ve vzorci (3.22) pro vypocet délky kiivky.

Chceme-li urcit obsah celého povrchu, staci k obsahu plasté pric¢ist obsah obou po-
strannich ,,pokli¢ek*, coz jsou kruhy o polomérech f(a) a f(b).

Nyni si pouZiti obou vét ilustrujeme na prikladech. Zatimco objem lze spocitat pro
pomérné slozité funkce urcujici kiivoCary obdélnik, u obsahu pl4sté i v pfipadé velmi
jednoduchych funkci mohou nastat problémy s integraci vyrazu obsahujictho odmocninu
(podobni je situace u délky kiivky — srovnejte pozndmku 3.41). Vysledek pak musime
urcit pouze priblizné — viz kapitola 5.

(3.27)

Poznamka 3.44. V néasledujicich piikladech vyuzijeme jednoduchou, ale velmi uzite¢nou
vlastnost, kterd plati pro urcité integrdly ze sudych funkci. Je-li funkce f(z) sudd na
symetrickém intervalu (—r,r), r > 0, plati, ze /7 f(t)dr = 2 [ f(r)dr. Tento fakt
je zfejmy — prava a leva polovina grafu jsou soumérné podle osy x. Pfesny diikaz se
provede rozdélenim na dva integraly a substituci do prvniho z nich:

t=-s

r 0 r
f@)dr = f(t)dt+/ f(@)dt =|dt = —ds =
_r _ 0

—r~r, 0~0

0 r
=—/ f(—s)ds—l—/ f()ydr =
r 0

:/rf(s)ds+/rf(l)dl=2/rf(t)df,
0 0 0

protoZe f(—s) = f(s) a na oznaeni integrani proménné nezalezi.
Analogicky pro liché funkce plati, Ze | Ir f (@) dt = 0. Geometricky pravou polovinu
grafu dostaneme z levé preklopenim kolem osy x a pak jesté kolem osy y.
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Y y=1+%sin3x

Obr. 3.22

Priklad 3.45. Urcete objem rota¢niho télesa V, které vznikne rotaci podgrafu P funkce

fx)=1+ % sin3x, x € <% 1%“) kolem osy x.

Reseni. Téleso V je zndzornéno na obr. 3.22, kde a = % ab= BT“ . Podle vzorce (3.26)
pro jeho objem dostaneme:

137/6 1 2 137/6 1
m3(V)=TE/ <1+§sin3x) dx:rt/ (1+sin3x+zsin23x) dx =
T T

/3 /3
131t/6 1
:n/ (1—|—sin3x+—(l—cos6x))dx:
/3 8
=T7|x —=cos3x + —x — —sinbx =
3 8 48 /3
131 1 13t 13m 1 .
=n|——=-c0S— + — — —sinl13x | —
6 3 2 48 48
w1 Bl 1 .
—7n|—=——=-cosT+ — — —sin2w | =
3 3 24 48

(13n B3 = 1 ar> 3372«
= Tt —

6 T a8 3 3 24 16 3

Pii tipravach jsme pouZili vzorec sin” 3x = %(1 — cos 6x). A
Priklad 3.46. Urcete objem rotac¢niho télesa V a obsah jeho plaste¢ Q. Téleso vznikne
rotaci podgrafu P funkce f(x) = 2|sinx|, x € (0, 2m), kolem osy x.

Reseni. Téleso V je zndzornéno na obr. 3.23. Vzhledem ke tvaru funkce sinus je zfejmé,
Ze sta¢i uvazovat interval (0, 1), kde sinx = 0, tj. | sinx| = sin x, a vysledek vyndsobit
dvéma.

o
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y = 2|sinx|

Obr. 3.23

Pro objem télesa V dostaneme pouZitim vzorce (3.26), Ze

T T
1
m3(V):2-Tt/ 4sin2xdx:8n/ 51— cos2x)dx =
0 0

1 T
:4n[x —Esin2x:| = 47n(n — 0) — 47(0 — 0) = 4x°.
0

Pro obsah plasté¢ Q dostaneme pouzitim vzorce (3.27), Ze

2cosx =t
T —2sinx dx =dt
=2. i + 4 cos? = =
my(Q) =2 231/0 2sinx+y/ 1 +4cos*xdx 2 sinx dx = —dr

0~ 2, T~ =2
-2 2
= —4x \/1+t2dt=8nf v1+t2de.
2 0

Integral, ktery vznikl po substituci, jsme upravili. Pfedné jsme zaménili meze, ¢imz
se zménilo znaménko. Ddle jsme vyuZili toho, Ze funkce +/1 + 2 je sudd na intervalu
(—2, 2), takZe podle pozndmky 3.44 je mozné vzit dvakrét integrdl na intervalu (0, 2).

Vznikly integral miZeme fesit substituci podobné jako v pfikladu 3.24 c) na str. 127.
Abychom si vSak procvicili i1 jiny postup, integrdl upravime, rozdélime na dva integrily
a na druhy z nich pouZijeme metodu per partes pro urcity integral (srovnejte postup vy-
poctu neurcitého integrdlu z obdobného integrandu v ptikladu 2.15). Postupné dostaneme
(s pouzitim vzorce 11 z tabulky 2.1):
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2 2 1+l'2 2 1 2 t
/\/l—i-tzdt:f —dt:f —dr + t- dr =
0 0 V1412 0 /1412 0 1412
u=t u =1
- /: t — 1 t2 =
v e v=+1+

- 2
= ln\t+\/1+t2\]z+[t\/l—i—tz](z)—/ V1412dr =
- 0

2
:1n(2+x/§)—lnl+2«/§—0—/ V1+12de,
0

Z této rovnice vypocitime:

2/2\/1+t2dt:ln(2—|—\/§)+2\/§ = /2\/1+t2dt=%1n(2—l—\/§)+\/§.
0 0

Tento postup je urcité rychlejsi nez substituce pouzitd v prikladu 3.24 c).
Celkové tedy plati

2
my(Q) = 8rcf V1+12dt = 4nIn(2 ++/5) + 87v/5.
0

A

Na zéavér si dokdZeme posledni dva slibené vzorce — objem koule a obsah kulové
plochy.

Priklad 3.47. Vypoctéte objem koule a obsah kulové plochy o poloméru r > 0.

Reseni. Rovnice kruZnice se stfedem v po-
&atku a polomérem r je x2+y? = r2. Rotac{
horniho ptlkruhu P kolem osy x dostaneme
kouli — viz obr. 3.24. Rovnice horni pil-
kruZnice je y = v/r2 — x2, x € (—r, 7).

Podle vzorce (3.26) tedy pro objem
koule V plati:

m3(V) =7t/r( r2—x2)2dx =

—r
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Pied dal§im vypo&tem si pfipravime vyraz 1 + y'>:
1 —X x? r?
L2 N—1/20 AN 2 _ —
y—z(r x°) (—2x) = e = 14y _1+r2—x2_r2—x2'

Nyni podle vzorce (3.27) pro obsah plasté Q, tj. pro obsah kulové plochy, vyjde

r

r , . ,
my(Q) =27 ViZ—x2  ————dx = anf dx =2nrlx — 47tr-.
L, Vo — . [x]-,

Pfedchozi vypocet nebyl korektni. Derivace y’ neni definovand pro 4r (v tomto bodé&
existuji nevlastni jednostranné derivace). Po zkraceni sice vznikl integrand, ktery uz byl
definovany 1 v téchto bodech (zbyla jednicka), nicméné predpoklady véty 3.43 nebyly
splnény. Mohli bychom ale vypocitat integrdl na intervalu (—r + §,r — §), kde § > 0 je
malé (vlastné bychom odfizli po strandch dva malé kulové vrchliky). Jeho hodnota by byla
47r(r — §). Pak bychom provedli limitni pfechod pro § — 0. Dostali bychom stejny
vysledek. Pro naSe ucely to vSak takto staci. A

Pro zajemce:

Uvedeme nékolik moznych zobecnéni pfedchozich vysledkd.

1. Uvazujme zobecnény obdélnik uréeny funkcemi f(x) a g(x), leZici nad osou x. Tedy 0 <

< g(x) £ f(x), x € {(a, b). Rotaci kolem osy x vznikne prstencovité téleso V, majici plast Q.
Oznalme V resp. V, rotalni téleso urené podgrafem funkce f(x) resp. g(x) a Q resp. Q,
jeho plast. Z nazoru je ziejmé, Ze plati (predstavte si tfeba zdchranné kolo, které vznikne rotaci
kruZnice; f(x) odpovida horni ptlkruZnici a g(x) dolni ptilkruznici):

m3(V) = m3(Vy) —m3(Vy), my(Q) = my(Qy) +my(Q,).

Chceme-li urdit velikost celého povrchu télesa V, musime k obsahu pldsté pficist jesté obsah
dvou postrannich mezikruzi.

. Casto se vyskytuje situace, kdy graf G nezdporné funkce f(x), x € (a, b), je popsdn parame-
trickymi rovnicemi x = ¢(t), y = ¥ (t), t € («, B). UkdZeme, jak lze pro tuto situaci upravit
vzorce (3.19), (3.26) a (3.27).

Budeme ptedpokladat, Ze funkce v (¢) je spojitd a nezdpornd a funkce ¢ (¢) je ryze monoténni
a md spojitou derivaci na (a, B). K funkci ¢(t) pak existuje inverzni funkce t = ¢~ !(x),
x € {(a, b). Vyloucenim parametru ¢ dostaneme explicitni vyjddfeni funkce f(x) = Yip~'(x)].
Do uvedenych vzorci nyni zavedeme substituci x = ¢(¢), dx = ¢'(¢) dt (v ptipadé posledniho
vzorce je tfeba navic predpokladat, ze = ¢'(¢r) # 0 a ¥ (¢) ma spojitou derivaci, protoze pri
vypoctu f’(x) musime pouZit vzorec pro derivaci inverzni funkce).

Po dpravach dostaneme nésledujici zobecnéni vzorcd pro vypocet obsahu podgrafu P
funkce f(x), objemu rota¢niho télesa V a obsahu jeho plaste Q, kde téleso V' vznikne ro-
taci podgrafu P kolem osy x:
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B
ma(P) = / v - 19O dr,

B
ma(V) = 7 / V20) - 19/ (0] d,

B
ma(Q) = 2x / v Vi OF T 0 OR dr.

Spocitejme pomoci té€chto vzorcid jesté jednou obsah kruhu, objem koule a obsah kulové
plochy. Uvidime, Ze vypocet je rychlejsi. Horni pllkruznice kruhu K se stfedem v pocatku
a polomérem r > 0 md (viz pfiklad 3.40) parametrické rovnice x = rcost, y = rsint,
t € (0, t). Podgrafem P je horni pulkruh. ProtoZe na intervalu (0, xt) je sint = 0, je |¢'(¢)| =
= | — rsint| = r sint. Postupné dostaneme:

LY T
mz(K)=2m2(P)=2/ rsint-rsintdt=2r2/ sinfrdt =
0 0
T

T 1
:r2/ (1 —COSZt)dt:r2|:t— —sin2t:| = mr?,
0 2 0

bl T T
m3(V) = n/ r?sin’t - rsintdr = J'EI”3/ sin®rdr = J'cr3/ (1 —cos’*t)sintdr =
0 0 0

cost=u 1
— si = -1 1 4
= s%ntdt du S (1 —u?>)du=nrdlu—-u’ = — 3,
sintdt = —du | 3 ., 3

O~ 1, T~ —1

L

m(0) = 211/ rsinty/(—rsint)? + (rcost)2dt = 2nr2/ sintdt =
0 0

= 2nr2[— cos t]g = 47r?.

Priklady k procviceni '
1. Urcete obsah rovinné plochy ohranic¢ené kiivkami: *
a) y=0,x=—1,y=x? b) y=¢',y=¢",x=1,
) y=4—x%y=0, d yx=1,x=1,x=3,y=0
2
2 _ _ 2y _ _x
e) yY=2x+1lLx—-y—-1=0, D oyd+x)=1y=-—,
1
g) y:lnx’x:5,x:7’y:0, h) y:|10gx|,x:ﬁ,x:10,y=0,
) y=—x’4+4x—-2,x+y=2, j) y=arcsinx,x =0,x =1,
k) y:x3—4x2—x+4,x=—1,x=2,y=0,
4
D x=—,y=1,y=4,x=0, m) y=Inx,y=In9,y=In3,x=0,
y

n) y=uxsinx,x € (km, (k+ )m),y =0.

o
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2. Urcete obsah rovinné plochy ohranic¢ené kiivkami:

k)
m)

0)

y:l—x,y2+x2=1,0§x,y>0,
y=x>—x—6,y=—x>+5x+ 14,

y=0,y=¢e"sinx, x € (0, 1),
1 2

y=|lnx,x=—-,x=¢",y =0,
e

y=x>+x*—6x,y=0,x € (-3,3),

X2 10x+34 10— 3x%+ 18x
- 5 T 5 ’
x2+y*=16,y> =6x,x 20,

y

yV=2x+1,x—y—1=0,

3. Urcete délku oblouku rovinné kiivky:

a)

c)
€)
f)

g)

i)
k)

a)

b)

9
d)

5 x/5 —x/5
_ %,x € (0, 10),

y =+ x —x% —arcsin/x, x € (0, 1),

x =a(t —sint),y = a(l —cost),a > 0, (cykloida),

x =r(cost +tsint),y =r(sint —tcost),r > 0,1t € (0, «),

x:acos3t,y=asin3t,a>0,

b)
d)

h)
J)
)

n)

p)

b)

d)

h)

i)

x2=y,y2=x,
yx=4,x+y=>35,

y=1In’x,y =Inx,

2 2
= —F, :x,
Y 14 x2 Y
4x* +9y* = 36,

y=06x —x% y=0,
y=x>+4x,y=x+4,
y2:x3,y:8.

y3 =x2,x € (0, 1),

y = arcsine™ ", x € {0, 1),

Y =G+1)7, x4
(semikubicka parabola),

In si IS rx
=Insinx, x —, =),
Y 3°2

(asteroida),
Y41

y=lm L x e,

et —1
x =2a(l +cost)cost,y =2a(l +cost)sint,t € (0,2xw),a > 0,
(kardioida),

16 4

X = ra y=2-— T mezi pruseciky s osami soufadnic.

. Urcete délku oblouku prostorové kiivky:

x =acost,y=asint,z=bt,t € (0,27n),a,b > 0,

(jeden zavit Sroubovice),

t ! 813 1t2te(01
xZ’ = = b - = b b
Y73 “T3

’

-~ ~

x=t—sint,y=1—cost,z=4sin§,te(O,Tr),

x=¢,y=e"',z=1v2,1€(0,1).
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5. Urcete objem télesa, které vznikne rotaci podgrafu dané funkce k ¢i plochy P kolem osy x:

a) k:y= % (e +e%),a>0,y=0,x € (—4,4), (rotace fetdzovky),

b) P:xy=4,x=1,x=4,y=0, c) P:y=—x*+1,y=-2x*+2,
d) P:b*x*+a*>y¥? =d’b*,a,b>0,y 20,

e) k:x=ua(t—sint),y=a(l —cost),a > 0,t € (0,27), (cykloida),

f) P:x??4y?3=4%3 y >0, (asteroida),

g) k:y=1+x2,x=—1,x=1, h) P:y2=5x,x=8,
) kix=—1,y=t—1,1€(0,1), j) k:y=sinx,x € (0, ),
k) k:x?4y?=25y2>0, D P:y*=x,y=x*y=>0.

6. Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotaci podgrafu dané funkce k ¢i plochy P kolem osy
X:

a) P:y*=4dax,y>0,x=3a,a >0, b) P:y’=x,y=x,

1
©) kiy=4+x,xe(—4,2), O kiy=( +exe 1),
e) P:(y—1)?%+x?=1, (povrch anuloidu),

fy P: 9ay2 =x(3a —x)%a >0, y 2 0, (mezi priise¢iky s osou x).

7. Vypoctéte obsah plasté a objem nésledujicich rotacnich téles:

a) rotacni vélec o poloméru podstavy r > 0 a vySce v > 0,

b) rotaéni kuZel o poloméru podstavy r > 0 a vySce v > 0,

¢) rotaéni komoly kuzel o polomérech podstav r; > r, > Oavysce h > 0,

d) kulové tse€ o vySce v > 0 z koule o poloméru r > 0,0 < v < 2r,

e) duty vélec o vnéjSim poloméru r; a vnitfnim poloméru r,, r| > r, > 0, a vySce v > 0,

f) anuloid (vznikne rotaci kruhu o poloméru r a stfedu [0, R], R > r > 0, kolem osy x).

Kli¢ k piikladam k procviceni @fé
1 1 32
1. a) —, b) e+ -—-2, c) —, d) In3,
3 e 3
16 T 1 9,9In10 — 8,1
— —— = 7In7 —5In5 -2 h
@ 5 D373 g 7In7=>5In5 -2, ) mio
9 bl 9
) = ) ——1 ky - | In2
1) 5 i) 5~ L ) 1’ ) 8In2,
m) 6, n) Qk+ 1)m.
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: ) b : 343 " 15 415
vy 3’ “ 3 y ~ o

| 4+e ™ 2 2
o —° f 3—c. 9 2-Z4¢ h) -2,
2 € 3
50
i) 18, i) 6, oS ) 36,
4 125 16
m) —(\/§+4TE), n —, 0) —, p) 19,2.
3 6 3
5 5 8 (1313
. ~ (2 - : b) — —1), 2,

a) 2(6 e ) ) 27( g > c)

2

d) In(e+ve2—1), &) 8a. n S

w ) 670 )l e?+1

) A 1 n )

g a 27 e

) D3 K 16 ) 13
— n s s [

Vo3 “ 3

3
.a) 27mva? + b2, b) > ¢) 2m, d) e—e!
3 16 4
a) Tl (B e B9) pama?, b) 12m. o) —m d) - mab?,
4 15 3
) 5nla’ f) 32a° )y (42, h) 160
e T s T, — (7 , T,
“ 105 &

. T . 72 9 500T[ D 3 N
12" Voo 3 0"
567ta’ 7

A b) 5—4(20¢10+45J§—11), ©) 36v2m,

d) %(62—6_24—4), e) 42, ) 3ma.

ca) f(x)=r,x € (0,v), m(Q) =2nrv, m3(V) = nrv,

b f(x) = zx, x € (0,v), m(Q) = mrvr2+v?2 = mrs, kde s = Vr?2 +102,

v
1 2
m3(V) = 3 Trev,
r—r
) flx)= x+7r2,x €(0,v), m(Q) = n(r; + r2)s, kde
TV
s = Vo2 = (=) my(V) = == 07 i+ 1)),
1
d fx)=vVrZ—vixe{r—ovr),m(Q)=2nrv,my(V) = 3 v’ 3r — v),
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e) f(x)=r1,8(x)=r2x € (0,v), m(Q) =2nv(r; +r),

m3(V) = nu(rf — r3),

f) fx)=R+vVr2—x2 g(x)=R—Vr2—x2 m(Q)=4n’rR,

m3(V) = 2w Rr?.
Pro lepsi geometrickou predstavu uvadime obrazky nékterych kiivek a jedné plochy, které
se vyskytly v predchozich cvicenich a nejsou znamé ze stfedni Skoly — viz obr. 3.25.
Oznaceni v obrdzcich odpovida rovnicim v zadénich.

3.6.2. Fyzikalni aplikace

Jak jiz bylo feceno v uvodu kapitoly je mozné uvést stovky piikladd, kdy se pomoci
urcitého integrélu z jistych ,,Jokdlnich* veli¢in urcuji veli¢iny ,,globdlni ““ (napf. z hustoty
hmotnost). V obecném pripadé, kdy lokdlni veli¢iny zavisi na dvou nebo tfech souradni-
cich (rovinné nebo prostorové pripady), je k vypoctu tfeba dvojny nebo trojny integrél, se
kterym se sezndmite azZ pozdéji. Proto se omezime pouze na jednoduché ukazky z mecha-

Rovnéz nemiZeme potiebné fyzikalni veli¢iny néjakym zplisobem zavadét, to je tko-
lem jinych predmétd. V nasem piipadé ovsem jde o veliiny a pojmy, které jsou absol-
ventlim stfednich $kol dobfe zndmé. S fadou dal$ich ukdzek pouZiti ur¢itého integralu se
setkate v mnoha pfedmétech béhem dalSiho studia.

VVvew

Vv

je kiivka. Budeme predpoklddat, Ze mame nezapornou funkci p, definovanou v bodech
ktivky, kterd kazdému bodu ptifazuje délkovou hustotu v tomto bod€. Oznaéme T = [&, n]
teZiste této kiivky.

Nejprve si vSimneme piipadu, kdy kfivka C je ddna parametrickymi rovnicemi

Cx =),
Ly =),

Funkce p () udava délkovou hustotu v bodé kiivky [¢(7), ¥ (¢)].

t e a,B). (3.28)

Véta 3.48. Necht funkce ¢(t) a ¥ (t) maji spojité derivace na intervalu {«, B) a funkce
p (1) je na tomto intervalu spojitd a nezdpornd.
Pak krivka C majici parametrické rovnice (3.28) a délkovou hustotu p(t) md hmotnost

B
M(C) =/ p(t)\/[w/(t)]2+ [y/(0)]*dt. (3.29)

o
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y
Y a
2at
X X
0 2 —a /
—a
a) cykloida b) asteroida
y y
2a /
X - X
o 4a -1
—2a \
¢) kardioida d) semikubicka parabola

e) Sroubovice f) anuloid

Obr. 3.25
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Vv

T = |:Sy(C) , SX(C)], (3.30)
M) M(C)
kde
B
$x(C) :/ lﬁ(f),o(t)\/[w’(l)]zwL [y/(1)]?dt, (3.31)
B
Sy(C) =/ w(t)p(t)\/[w/(t)]z-i- [v'(1)]? dz. (3.32)

Veli¢iny S, (C) a §,(C) se ve statice nékdy nazyvaji statické momenty kiivky C
vzhledem k ose x resp. y.

Pro zajemce:

Oznacéime-li At = t; — t;_; interval déleni pouZity v konstrukci ur¢itého integralu, z kon-
strukce tohoto pojmu plyne, Ze vyraz /[¢/(t)]? + [¥/'(1)]? At, kde t,_; < t < t;, vyjadiuje
priblizné délku malého kousku kiivky. Tedy vyraz p(t)\/ [¢'(t)]? + [Y/(£)]*> At v integrélu pro
hmotnost je soucinem hustoty a délky, tj. udava pfiblizné hmotnost tohoto kousku. Pak vyraz
w(t),o(t)\/ [p' ()12 + [Y/()]> At v integrdlu pro S,(C) je soucinem hmotnosti tohoto kousku
a jeho vzdélenosti od osy x (¥ () je y-ova soufadnice bodu kiivky, tj. orientovand vzdélenost
tohoto bodu od osy x). Odtud ndzev staticky moment vzhledem k ose x. Analogicky je tomu
v integralu pro S,(C) (¢(t) je x-ova soufadnice bodu kiivky, tj. orientovand vzdélenost tohoto
bodu od osy y). Podrobnéji o podobnych uvahach viz text pro zdjemce na str. 158.

Je-li specidlné kiivka C grafem funkce f(x) a p(x) udava jeji délkovou hustotu v bodé
[x, f(x)], dostaneme z predchozi véty nasledujici zjednoduSenou verzi.

Dusledek 3.49. Necht funkce f(x) md spojitou derivaci na intervalu {a, b) a funkce p(x)
Jje na tomto intervalu spojitd a nezdpornd.

vvew

rec (3.30), kde:

b

M(G) =/ p(x)y/ 1+ [f(x)]*dx, (3.33)
b

Sx(G) =f F) e/ 1+ [f'(0)]*dx, (3.34)
b

Sy(G) :/ xp(x)4/ 1+ [f'(x)]*dx. (3.35)

Vv

K:x24+y>=r%y20,r >0.

o
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Reseni. Parametrické rovnice palkruznice K jsou x = rcost, y = rsint, t € (0, 7)
(viz ptiklad 3.40). ProtoZe kiivka je homogenni, bude hustota konstantni, tj ,o(t) =c,
¢ > 0. PouZijeme vzorce z véty 3.48. Pro urychleni vypoctu si vyraz /[¢’(1)]2 + [¥/(1)]?

pfipravime predem. Vyjde \/ [—rsint]? + [r cos 1] = v/r? = r. Dostaneme tedy:

M(K) = /ncr dr = rc[t]g = Trec,
OT[
Sy (K) = / crsint -rdt = crz[— cos t]g = 2r2c,
OT[
Sy(K) = /0 crcost -rdtf = crz[sint]g =0,
takZe souradnice téZisté jsou

0 2r%c 2r
T =|—, =10, —|.
Tre  Tre T A

Vv

y = 2x ,X € (O, 1), je-li délkova hustota p(x) = x.

Reseni. Tentokrét jde o graf funkce (oblouk paraboly), takZe pouZijeme vzorce z di-

sledku 3.49. Je y' = x, takZe /1 + y? = +/1+ x2. Pro hmotnost a prvni staticky
moment dostaneme s pouZitim substituce X241 =12 tj.v/x2+1=t,7%e

14+ x2=¢2

1 V2
M(G):/ xvV1+x2dx = xdx =tdrt :/ t-tdt =
0 0~ 1, 1~ /2 !
_l[t3]«/§_2\/§—1
3t a3
1 2 1+x>=1¢> V2
1
Sx(G):f x'%\/1+x2dx: xdx =tdt :E/ (tz—l)t~tdt:
0 0~ 1, 1~ /2 !
S AT 142 2VZ\ 11 1\ V241
215 3], 2\ 3 2\5 3/ 15 °

Zbyvajici staticky moment ndm da vice price. Vypocet integralu bude téméf ana-
logicky jako v pfikladu 3.24 c) na str. 127, takZe jednotlivé kroky nebudeme detailné
komentovat. VyuZijeme i rovnost, kterou jsme tam odvodili, a to, Ze tg g = V2 —1.

Dostaneme
x—cotgv
Sy(G): X - x\/l-l—xzdx—/ 21+ x2dx = | dx = — 51n2 dv | =
O~ 3, I3
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/4 cos?v [cosZv —1 /2] cos? v
= . 2 * . 2 + 1 * . 2 = . : . 4 ==
n/2 SIN°v sin” v sin“ v n/4 |sinv| sin®v
v _
tg 7= t 2
/2 cos2 v . v =2arctg t 1 (m) 2 .
N sind v v= dv=—2 dr o 2t 5.1+t2 F=
/4 1412 ﬁ_l (m)
T~ V2-1, 7~ 1

o248 1 ! 1 2
=/ —5+dt=— (———+r3>dt:
Vio1 o let 16 /s \r° ¢

1 1 4! 32 1
16[ 4t o0 +4]ﬁ_1 s Tgin(v2-1)

N2

T — |:Sy(C) Sx(C)] _ |:§ . 3\/§+ln(ﬁ— 1)
M(C) M(C)

1 ﬁ—l]
8 272 -1 5 2211

Poznamka 3.52. Obdobnym zplisobem lze postupovat i u prostorové kiivky. Pfi oznaceni
z poznamky 3.41 bude platit

A

T [Syz(K) Sy (K) Sxy(K)]
T ME) MK) MK) ]

kde

B
M(K) = / POV 19 (O + ¥/ (O + [/ (2 dt,

B
Syz(K) = / <p(t),0(t)\/[90/(t)]2 + [/ (O + [ (1)) dt,

B
See(K) = / P OpO I OF + [W/OF + [P dr,

B
Sey(K) = f w(t)/O(t)\/W(t)]2 + [ + [0 (D)]*dt.

VeliCiny Sy, Sy, a Sy, se po fadé nazyvaji statické momenty vzhledem k soufadnym
rovinim x =0,y =0az =0.

Y Vew

Vv e

mogenni rovinné desky. Obecny pfipad vSak ur¢itym integralem, ktery mdme k dispozici

o
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(tzv. jednoduchym urcitym integrdlem) nezvladdneme. Musime se omezit na specidlni pri-
pad, kdy plosnd hustota p v bod€ [x, y] zavisi jen na souradnici x. Tedy v bodech, které
maji touz x-ovou soufadnici, tj. leZi na rovnobéZce s osou y, je hustota stejnd.
Déle budeme predpokladat, Ze uvazovand deska ma tvar zobecnéného obdélniku (viz
obr. 3.15 b))
B={(x.y) eR*|a<x=b gx) Sy < f). (3.36)

Véta 3.53. Necht funkce f(x), g(x) a p(x) jsou spojité na intervalu (a, b) a plati f(x) =
> g(x) pro x € (a, b).
Pak hmotnost krivocarého obdélniku B popsaného v (3.36) s plosnou hustotou p(x)
je
b
M(B) = / p@)[f(x) — g(x)]dx. (3.37)
a

vvew

T = |:Sy(B) , SX(B)], (3.38)
M(B) M(B)
kde tzv. statické momenty vzhledem k osdm x a y jsou ddny vzorci
1 b
Sx(B) = 5/ p)[f2(x) — g%(x)] dx, (3.39)
b
Sy(B) =/ xp ([ f (x) — g(x)] dx. (3.40)

Pro zajemce:

Vysvétlime si z fyzikalniho pohledu, jak se k pfedchozim vzorcim dojde. Oznac¢ime-li Ax = x; —
—x;_ interval déleni pouZity v konstrukci urcitého integrélu, vyjadiuje hodnota [ f(x)—g (x)] Ax,
kde x;—1 < x < x;, pfiblizné€ obsah tzkého kiivocarého obdélniku, ktery je shora resp. zdola
ohranicen grafy funkci f (x) resp. g(x) amd zdkladnu Ax. ProtoZe obdélnik je ve vertikdlnim sméru
homogenni a v horizontadlnim sméru je izky, je na ném plo$nd hustota p (x) zhruba konstantni. Pak
vyraz ,o(x)[ fx) — g(x)] Ax (tj. soucin hustoty a obsahu) je pfibliZzné jeho hmotnosti. Limitnim
prechodem (udélame integralni soucty a zjemiujeme neomezené déleni) dojdeme formdlné ke
vzorci pro hmotnost M (B).

Pfedstavme si, Ze tento kiivoCary obdélnik nahradime jeho té€Zistém, do néhoZ soustiedime
celou jeho hmotnost. Vzdalenost bodl tohoto kiivocarého obdélniku (a tedy i t€zist€) od osy y
je pfiblizné x, protoZe obdélnik je dzky, coZ znamend, Ze x,o(x)[ f(x) — g(x)] Ax je soucin
hmotnosti a vzdéalenosti t€ZiSté od osy y. Protoze staticky moment bodu vzhledem k piimce se
definuje jako soucin hmotnosti soustfedéné v tomto bodé a vzddlenosti bodu od této piimky,
zdivodiiuje predchozi Gvaha vzorec pro staticky moment Sy (B).

V pripadé osy x musime uvazovat jinak. N&a§ kiivocary obdélnik je ve vertikdlnim sméru

&Zi§ M od osy x. Soucin
hmotnosti a této vzdédlenosti proto bude w . p(x)[ fx) — g(x)] Ax = %p(x)[ f2(x) —
— g2(x)] Ax, coZ vysvétluje vzorec pro staticky moment S, (B).
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Ve fyzice, ale i v jinych disciplindch, se ¢asto uvazuje podobnym zptsobem. Z fyzikalnich
zakont se formalné odvodi vztah, které plati ptiblizné pro ,,malé“ rozméry. Vysledek se pak inte-
graci globalné roz$iti. Z matematického hlediska jde o limitni pfechod v integralnim souctu, ktery
vede na pfisluSny urcity integrdl. Symbol diferencidlu dx ma pak vyznam jakéhosi ,,nekonecné
malého* prirtistku. Takovym zpisobem postupovali tvirci integrdlniho poctu Newton a Leibniz.
Teprve pozdéji byla celd konstrukce zbavena tajemnych ,,nekonecné malych veli¢in“ a zpfesnéna
pouZzitim limit. Z motivac¢niho hlediska jsou nicmén€ podobné tivahy cenné a i my jsme je pouZili
v ivodu této kapitoly jako motivaci zavedeni urcitého integralu.

Informace o vzniku a historii integralu a riznych zajimavostech s tim spjatych mtzete najit
v oddilech 3.1 a 3.7. Zdjemclim lze rovnéZz doporucit knihy [25, 26].

N2 %

plo$nd hustota p(x) = x2.

Reseni. Oznaéme dany podgraf B. Jde o tse& paraboly — viz

obr. 3.26. PouZijeme vzorce z véty 3.53. V naSem pfiipad¢ je y
f(x) =4x(1 — x), g(x) = 0. Pro hmotnost dostaneme: 2= 4x(1—x)
1 1 B
M(B):/ x2-4x(1—x)dx:4/ (x> —xHdx = .
O 0 )’]. .............. o
I EANEE) DY AN x
L4 5], \4 5) 5° 0 £ 1
Diéle vypocteme statické momenty: Obr. 3.26

1

1
Sx(B):%/O x2-[4x(1—x)]2dx=8fo 41 =2x +x¥)dx =

1 5 6 791
=8/(X4—2x5+x6)dx=8{x——x—+x—} =
0

53 7],
1 1 1 8
:8 - — = — = —,
<5 3+7) 105

1 1
Sy(B)zf x-x2-4x(1—x)dx=4/ (x4—x5)dx=
0 0

_ x> x61_41 1y 2
s 6], \5 6] 15
2 8
T:[E @}_[% i]
171 - ’ '
1l 3°21

Vsimnéte si, Ze téziste je posunuto doprava od osy soumérnosti podgrafu B. To je disledek

toho, Ze podgraf B neni homogenni. Jinak by muselo byt & = % . A

o
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@ ——

Priklady k procviceni

1. Vypoctéte hmotnost a soufadnice tézisté kfivky s délkovou hustotou p:
a) polovina asteroidy x = acos’t, y = asin’t, a > 0, ktera leZi nad osou x, p(t) = 1,

b) pulkruZnice o poloméru r > 0 se stfedem v pocatku, p(x) = 1,

1
c) oblouk fetézovky y = E(ex + e_x) mezibody x = —1,x =1, p(x) =1,

d) oblouk cykloidy x = a(t —sint), y = a(l —cost),a > 0, € (0,2xn), p(t) =1,

2

1
e) y=Z—§1HX,1§X§2,,0(X)=1,

) y=x%xe(—4,4),pkx) = x|,

=

g) oblouk asteroidy x = a cos’ 1, y=a sin’t,a > 0, x, y 2 0, kde délkova hustota p(7) je
v bodé [x(¢), y(¢)] pfimo imérnd x-ové souradnici tohoto bodu,

hy x*4+y>=r%r>0,x 20,y 2> 0, kde délkové hustota oblouku je v bod& [x, y] rovna
soucinu jeho soufadnic.

a) jednoho zdvitu Sroubovice x = acost, y = asint, z = bt, t € (0,2n), a,b > 0,

px) =1,
b) jednoho zavitu Sroubovice x = acost, y = asint, z = bt, t € (0,2n), a,b > 0,
p(x)=2m —1t.

vy

2
v x v 7
a) kirivkouy = i osou x a pirimkou x = 8,

b) kiivkami y? = 4x, x? = 4y,

¢) kiivkou y =4 — x? a osou x,

d) kfivkami y?> = x, y = x°.

vy

a) A:0=Zy<sinx,0<x <, p(x) =|cosx|,

b) A:x*+y’<40Zx <y, p(x) =1,
o A:x*+y =ay,a=0,p() =y,
d) A: —1Zx<|y—1,0=2y=<2,p(y) =y~
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Kli¢ k piikladam k procviceni

2a 2r
1. a) M:3a,T:|:O,—i|, b) M:nr,T:[O,—],
5 T
1 et +4e? -1 4
¢) M=e——-,T=[0,——x~»——|, d) M=8a,T=|mna,-al,
e de(e?2 — 1) 3
3 1 20 27 —41n%2 — 161n2
&) M=>4-I2T= , 1 221 = 1,52; 0,40),
4 2 6In2+9 161n2 + 24
654/65 — 1 617565 — 1
f) M=—,T:[O,—]ﬁ[0;9,52],
6 6504/65 — 10
3ka? 5a 15
g) M:%,T:[%,%], ,o(t):kacos3t,k>0,
3 2r 2
h) M=%,T=[?r,?r], p(x) = xvr2 —x2.
2.a) M =2n+va?+b2 T =]0,0, nb],
2
b) M =2x’ a2+b2,T:[O,O,§bn].
64 12 16 9 9
3.0 M=—,T=|6,—]|, b) M=—.,T=|=,-|,
3 5 3 5°5
32 8 5 12 3
o) M==,T=10,-]|, d) M=—,T=|—,=]|.
3 5 12 25°7
T 1 8 — 442 3(t—2) 3
4.a)M: ,T:[—,—], b)M:—’T:[ s ],
2°3 3 8(2—+2) 4(2-+2)

a’ 5a 25 24 39
) M = T=10,=—| dM="T=|-—"=,—]|.
8 6 125’ 25

Pro zajemce:

Vratme se k historii a navazme na str. 96. Pojdme se nyni podivat na obdobi, které znamenalo
prechod od jednotlivych vzorcti na vypocet obsahd a objemt konkrétnich ploch a téles k ucelené
teorii vypoctu integralu.

Prakticky vSichni autofi formuli pro vypoclty obsahil, objemt a pfipadné tézist se v letech
1630-1660 zamétuji na problémy tykajici se tzv. algebraickych kiivek, zvlasté téch, jejichZ rovnice
ma tvar a”y" = b"x™, kde a, b € R. Kazdy dosel svym vlastnim zptisobem k vysledkiim, které
jsou ekvivalentni vypoctu integralu foa x™dx = 2“0 Tato feSent byla nalezena nejprve pro kladnd

m+1
celociselna m, pozdéji i pro zadporné a raciondlni exponenty.

o
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/@ Pro zajemce:

3.7. Pocatky infinitezimalniho poctu

Praci matematikd té doby ilustrujme na dile Pierra de Fermata (1601-1665). Stejné jako vSichni
matematikové této doby se i Fermat vénoval kvadraturdm hyperbol a parabol zadanych rovnicemi
Y= kx* kdem,n € N, k € R.

Ukazme, jak Fermat postupoval pii vypoétu obsahu plochy ohrani¢ené parabolou y = x2,
osou x a piimkou x = 1.

R

Obr. 3.27
Nejdfive zvolil libovolné ¢&islo ¢ € (0, 1) a sestrojil posloupnost ¢&isel 1, «, ol a3, ..
Uvazovanou plochu pokryl nekoneéné mnoha obdélniky s vySkami rovnymi funkénim hod-

notdm funkce y = x2 v bodech 1,a,a? o3, ..., tj. s vySkami 1, %, ot «f, ... a sitkami

l —a,a —a? a® —a’,.... Soudet obsahii téchto obdélniki je

11 —a)+a?(@—a?)+a*@® —a’)+-- =
=l-a+al-a)+a®l-a)+ - =
=(l-a)l+a’+a®+ )=

l —« l —« 1

T 1l—ad (1 —-—a)(+a+a?) T ltata?

Jestlize nyni zmensujeme zdkladny obdélnickd, tj. ¢islo « se pribliZzuje k ¢islu jedna, pak se podil
l—i—a—l—i-ozz bude blizit k % .
P
Obdobné Fermat postupoval pii urovani kvadratury paraboly y = x4 pro p > 0ag > Ona
intervalu (0, b).

Zapsano dneSnim matematickym jazykem, dospél k vysledku

b
/ xI?dx:—q bpqﬂ,
0 p+q
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Fermat se zabyval i kvadraturami hyperbol, uréovanim tecen ke kiivkdm, vypocital nevlastni
integral [ % = xlo vyuzival zamény proménnych a integrace po &astech.

On i dal$i matematikové této doby jiZ tusili, Ze existuje souvislost mezi derivovdnim a inte-
grovanim. Dokdzat tuto souvislost se v§ak podafilo aZ Issacu Newtonovi a Gottfriedu Wilhelmu
Leibnizovi, ktefi jsou proto povaZovéni za zakladatele diferencidlniho a integrdlniho poctu. Nez4-
visle na sobé a kazdy jinou cestou nalezli propojeni mezi integrovdnim a derivovanim. Vybudovali

VIV Y

ucelenou teorii, do které zahrnuli vSechny roztfi$téné objevy svych pfedchtdcu.

Newton a Leibniz — zakladatelé infinitezimalniho poctu

Vsimnéme si, co vytvoreni této teorie predchdzelo. V 16.a 17. stoleti byla velkd pozornost vénovéana
studiu kfivek. Byly zkoumény plo$né i prostorové kiivky (spirdly, fetézovky, ...), tvary ¢ocek
a zrcadel s poZzadovanymi vlastnostmi a mnoho dalsich objektt. Pomoci infinitezimalnich metod
se studovaly konstrukce teCen, obsahy dseci, objemy a povrchy téles vzniklych rotaci dseci, byla
uréovdana tézisté téchto utvart. Vyznamnou roli v pohledu na kiivky sehrdlo v 17. stoleti oZiveni
kinematickych predstav. Zkoumaly se drahy pohybujicich se bodd a vrZenych téles, studovaly
se pojmy rychlosti, zrychleni, drdhy, ¢asu a vznikaly i zdkladni predstavy o proménné veli¢iné
a funkci.

V roce 1638 studoval G. Galilei stejnomérné zrychleny piimocary pohyb a dosel ke vztahu pro
dréhu tohoto pohybu (x = % gt?, kdyz ‘é—f = gt),atim vlastné k vypoctu jistého neurcitého integrélu.
Torricelli uvaZoval obecngji; uréil drahu jako ,,integral® rychlosti. Uloha mé&feni drahy v zdvislosti
na Case si vynutila pfeneseni integralnich postupi ze statickych dloh na dlohy dynamické a posléze
poskytla i ideu a metodu, jak svdzat pojem derivace (te¢ny, rychlosti) s pojmem integrédlu (obsahu,
drahy).

Isaac Newton (1643-1727) vytvofil svou teorii v letech 1665-1666, avSak publikoval ji daleko
pozdéji. V pozadi Newtonovy analyzy byly mechanické predstavy o kiivce, kterou chédpal jako
drdhu pohybujiciho se bodu.

Newton formuloval zdkladn{ tlohy své matematické analyzy takto:

e ze znalosti drdhy pohybu hmotného bodu v kazdém okamZiku nalézt rychlost tohoto pohybu
v ur¢itém case,

e ze znalosti rychlosti hmotného bodu v kazdém okamziku urcit drahu, kterou tento bod urazi
za urcity cas.

Prvni z téchto tdloh je vypoctem derivace, druhd vede k vypoctu integrdlu. Newton tyto tlohy
vyfesil a odvodil formuli, kterd svazuje integrl s derivaci a ddva do souvislosti problémy kvadratur
s urovanim tecen ke kiivkam.

UkaZme, jak Newton pfistupoval k feSeni druhé tlohy.

Uloha spoéivd v nalezeni funkce y dané rovnici f(x, y) = 0, je-li znam napf. pomér )XC = %.
Ze soucasného pohledu se jednd o vyfeSeni diferencidlni rovnice typu g(x, y, %) = (0. Tato dloha
v sobé€ skryva problém hledan{ primitivn{ funkce. Je-li zndm napfiklad vztah

dy

ax xT=f(X),

jde ouréeni y(x) = F(x), tj. o ureni primitivni funkce F k funkci f.
V této souvislosti pak Newton diskutoval vypocet obsahii ploch né€kterych ttvari pomoci
antiderivovani®, tj. pomoci primitivni funkce.

5%
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JestliZze pro danou kladnou funkci y = f(x) na intervalu (a, b) oznacime F(z) obsah utvaru
vymezeného grafem funkce f na intervalu (a, z), osou x a pfimkami x = a, x = z, pak miZeme
Newtontiv vysledek z r. 1666 zapsat tak, Ze pro vySe popsanou funkci F plati

dF .

— = f neboli F'(x) = f(x).

dx
(Zde dnes musime byt trochu opatrni a zjiStovat, pro které hodnoty x € (a, b) posledni vztah
plati. Pro spojitou funkci f, a jiné si patrné Newton ani nepfipoustél, problém nenastane a vztah
F'(x) = f(x) plati v§ude na intervalu (a, b).)

UZijeme-li dnesni symboliky, pak pro vySe zmin&ny obsah plati F(z) = | az f(x)dx. Pokud
1ze n&jakym jinym zplsobem urcit funkci F, pro niz je F'(x) = f(x) na (a, b), pak lze s jeji
pomoci vyjadfit i ploSnou velikost ttvaru vymezeného grafem funkce f na intervalu (a, b), osou
x a piimkami x = a, x = b, j. integrdl [ f(x)dx. V této situaci pak je [ f(x)dx = F(b),
ponévadz je moZné ptedpoklddat, Ze je F(a) = 0.

Napsdno dnes$nim jazykem, Newton dospél k ndsledujicimu vysledku:

Je-li f: {a,b) — R funkce, kterd ma primitivni funkci F: (a, b) — R, tj. plati-li F'(x) =
= f(x) prokazdé x € {(a, b), pak existuje Newtoniiv integrdl (N) fab f(x) dx funkce f v intervalu
(a, b) a je definovdn vztahem

b
(N)/ f(x)dx = F(b) — F(a). (3.41)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zformuloval zdklady svého infinitezimalniho poc¢tu
vroce 1675. PredlozZil pravidla pro feSeni tloh tecen a kvadratur, vztah mezi integrovdnim a derivo-
vanim a zavedl novou symboliku. Svoji teorii zaloZil na myslence charakteristického trojtihelnika.
Vychdzel z analyticko-geometrickych ptedstav, které vyjadioval aritmetickym a algebraickym
jazykem.

Vénujme se Leibnizoveé konstrukci podrobnéji.

Necht je dana kfivka pomoci funkce y = f(x) a necht je na ni dan bod A, kterym prochazi
te¢na ke grafu zminéné funkce. Utvorme pravouhly trojihelnik ABC, jehoZ jeden vrchol je dén
bodem A, pfepona ds je ddna dseckou s krajnim bodem A a leZ{ na tecné ke kiivce (ds = |AC])),
odvésny dx a dy jsou rovnob&Zné s odpovidajicimi osami soufadnic (dx = |AB|, dy = |BC|).
V bodé dotyku A tecny ke kiivce uvazujme kolmici k této tecné. Touto kolmici, osou x a pfimkou
prochdzejici bodem A, kterd je rovnobéZznd s osou y, je vytvofen pravouhly trojihelnik AP R
(JAP| =y, |PR| =m a|AR| = n), ktery je podobny trojihelniku ABC, viz obr. 3.28.

Trojihelnik AP R je pravé onen charakteristicky trojihelnik, ktery byl predmétem mnoha
spekulaci v souvislosti s infinitezim4lnimi veli¢inami. UZ oznacenim dx, dy a ds pro strany
trojuhelnika ABC je svym zplisobem naznaceno, Ze na né budeme hledét jako na infinitezimalni
veli¢iny; mizeme si naptiklad predstavit, Ze strana dx bude konvergovat k nule, trojihelnik ABC
se tak bude zmenSovat a pfitom se stdle zachova jeho podobnost s charakteristickym trojihelnikem
APR.Z podobnosti vySe popsanych trojihelnikii dostaneme vztah

m dy .
— = — neboli mdx = ydy. (3.42)
y dx

Leibniz zkoumal i vyznam dalSich vztahtli plynoucich z podobnosti zminénych trojihelnika.

My vsak zlstaneme jen u vztahu (3.42). Leibnizova predstava skute¢né vychazela z predstavy,
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y=fx)
y
C
Ads dy
/ dx B
y n
X
p m R

Obr. 3.28: Leibnizlv charakteristicky trojihelnik

Ze trojuhelnik je infinitezimdlni, tj. Ze napf. dx je nekone¢né malé (dnes bychom mohli fici, Ze
veli¢ina dx konverguje k nule). Situaci popsanou vySe si predstavil v kazdém bodé kiivky a veli¢iny
vystupujici na obou strandch vztahu (3.42) secetl. Témto souctim (nekone¢né mnoha nekoneéné
malych) velic¢in fikal integrdl a dospél tak ke vztahu

/mdx =/ydy. (3.43)

Diéle z (3.42) dostal rovnost m = y g—i a vztah (3.43) prepsal do tvaru

dy
y—dx = [ ydy. (3.44)
dx

Ve formé urcitého integralu pak plati

b (D)
dy Y 1 ,p® 1
/ y—=dx = / ydy = 2y? | = -[y®)?* - y(@?].
a y(a) y(a) 2

KdyZ v této situaci chtél Leibniz naptiklad urcit integral fub x" dx, vedl dvahy tak, aby urcil
funkci y, pro kterou by bylo y% = x". Za tim t¢elem poloZil y(x) = ax* a hledal odpovidajici
hodnoty « a k. Po dosazeni dostal

d
y(x)d—y(x) = axk . akx*! = @?kxF T = 4"
X

27, o _ . _ n+l _ «/i
a odtud pak ek = 1, 2k l_n,tJ.k_—2 Ao = J=.
n+l . . % < . 2 P
x"T . S touto funkef pak Leibniz z vySe uvedeného vztahu pro integral dostal zndmy

Hledana funkce y ma proto tvar

S

y (x ) - \/r%
vztah

b

1 1 2 2 1

/ xn dx = _[y2]y(h) - _ _bn+l _ _al’l-‘rl — (bn+l _ an-‘,—l)‘
B 20 @ 2 n41 n+1 n+1

Uvedené , leibnizovské* tivahy jsou z dneSniho hlediska velmi nepfesné, i kdyZ jsme se zde
snazili uzivat dnesnich symbolt a zplisobu vyjadfovani.

o
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V préaci z roku 1693 Leibniz ukdazal, Ze problém kvadratur se pfevadi na problém nalezeni
funkce, kterd ma dan ,,zakon sklonu®, tj. strany jejiho charakteristického trojihelnika jsou v daném
poméru. Odvodil tedy vztah

/x F(s)ds = Fx), kdyz £
0 dx

= f

za predpokladu, Ze F'(0) = 0. V tomto tvrzeni se skryvaji dvé duleZita fakta: souvislost mezi inte-
grilem a derivaci a vztah pro vypocet urCitého integralu jako rozdilu funk¢énich hodnot primitivn{
funkce.

V souvislosti s vypoétem neurcitého integralu fesil Leibniz diferencidlni rovnici y' = f(x)
a ukazal, Ze feSenim je nekonecné mnoho kiivek, z nichZ Ize vybrat jednu prochézejici danym
bodem, tj. spliiujici pocate¢ni podminku y(xg) = yp.

Na zdkladé souvislosti mezi diferencovdnim a integrovdnim vypracoval Leibniz tzv. teorii
transmutace, kterd v sobé obsahuje integrovani, rozklad do fad i metodu charakteristického troju-
helnika. Obsahem transmutacni véty je rovnost

b F®)
/ ydx=[xy]Z—/ x dy,
a f(a)

jenz je zarodkem metody integrace per partes.

Leibniz kladl velky ddraz na symboliku; vytvarel ji tak, aby usnadfiovala pochopeni podstaty
jeho algoritmid a podpofila algoritmizaci novych poznatkti. V Pafizi dne 29. fijna 1675 napsal,
Ze bude uzitené misto , souctu viech 1“ psdt od nynéjska [ (znak [ je odvozen z prvniho
pismene slova summa), a Ze vznikd novy druh poctu, novd pocetni operace, kterd odpovidd scitani
a ndsobeni. Druhy druh poctu vznikd, kdyZ z vyrazu [ | = a ziskdme | = a3 (d je prvni pismeno
slova differentia). Jako totiZ operace f ZvétSuje rozmér, tak jej d zmensuje. Znak f znamend pak
soucet, d diferenci. Svou symboliku Leibniz neustale vylepSoval, napt. uZ v dopise z 11. listopadu
1675 zménil § na dy. V pozdg&jsim obdobi uz uZivd ndm velmi blizkého zapisu, napf. v praci z roku
1686 &teme . .. jestlize [ xdx =% pakd(5) = xdx...

Leibniz sice zavedl opera¢ni symbol pro integrovdni, ndzev integrdl vSak pochazi od Jakoba
Bernoulliho.

Celé toto obdobi Ize stru¢né charakterizovat témito nejvyznamnéjsimi vysledky:

e Doslo k vzdjemnému propojeni metod integrovani a diferencovani. Diferencidlni metody se
staly prvotnimi, z nich se pfi infinitezimalnich dvahach nadale vychéazelo. Integral funkce
f: (a, b) — R se zacal pocitat na zdkladé fundamentalniho vztahu

b
[ rwax=ro) - F@.
kde F: (a,b) — R je funkce primitivni k funkci f na intervalu (a, b), tj. takova, Ze plati
F'(x) = f(x) pro kazdé x € {(a, b).

e Staticky® urcity integral se propojil s ,,dynamickym* neurCitym integrdlem zejména pod
vlivem mechanickych pfedstav o pohybu.

e Matematické metody byly pifimo odvozeny z potieb fyziky a byly s ni té€sné svdzany.

e Vytvoril se zdkladni ndzor na pojem funkce, kterd se tak stala hlavnim objektem zkoumani
nové védni discipliny (matematické analyzy).
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e Byla vytvorena promySlend symbolika a bohaty algoritmicky aparit.

V souvislosti s témito vysledky zavladlo vSeobecné presvédceni, Ze diive ¢i pozdéji bude
dofeSeno vse, co s matematickou analyzou souvisi. Projevilo se to naptiklad v presvédceni, Ze
funkci bude vZdy mozné derivovat a Ze ji bude mozné vZdy integrovat tak, Ze se uZije vySe uvedené¢ho
fundamentdlniho vztahu. JestliZe se ndm dnes takové presvédceni zdd byt ponékud piehnané, je to
zejména tim, Ze mdme jinou predstavu o tom, co je to funkce. Newtonovo presvédceni se opiralo
o to, Ze ,,jeho* funkce byly v podstaté polynomy.

18. stoleti bylo obdobim nakupeni velkého mnoZstvi novych poznatki, které vSak nestdly na
pevném zdklad€. Nejasnosti a problémy se objevily kolem nekonecné malych veli¢in, konvergence
fad, limity, ale i derivace a integrdlu. V 19. stoleti nastupuje obdobi zpfestiovani matematické
analyzy, jejimiZ predstaviteli byli B. Bolzano, A.-L. Cauchy, N. H. Abel, P. G. L. Dirichlet a pozdéji
R. Dedekind a K. Weierstrass.

Toto obdobi bylo zavr§eno vybudovanim znamého ,,e—§* jazyka soucasné matematické ana-
lyzy. Kli¢ové bylo pfedevsim zavedeni pojmu limita (kolem r. 1820).

Vratme se ale k pojmu integralu. AZ do zacatku 19. stoleti bylo integrovani povaZovano za
inverzni operaci k derivovani a funkce se integrovaly pomoci Newtonova fundamentalniho vztahu.
Tento vztah byl vSak do jisté miry pouze zavedenim symbolu na levé strané rovnosti (3.41). Na
Eudoxovu exhaustivni metodu se jakoby zapomnélo, byla v§ak obcas uzita pri aproximaci velikosti
plochy pod kiivkou v kartézském systému soufadnic v roviné, kdyZ k dané funkci nebylo mozné
urcit primitivni funkei.

Jednim z matematiki, ktefi se vénovali upfesnéni pojmu integrélu, byl Augustin-Louis Cau-
chy (1789-1857), ktery polozil zdklady matematické analyzy v dne$ni podob¢. U¢inil tak zejména
ve svych ucebnicich Cours d’Analyse z roku 1821 a Résumé des lecons données sur le calcul infi-
nitésimal z roku 1823. Definované pojmy a matematické metody buduje na analytickém zakladg.

V roce 1823 Cauchy formuloval novou definici integrdlu a zabyval se jeho existenci pro
pomérné Siroku tfidu funkci. Cauchy se snazil pro funkci f: (a, b) — R urcit obsah plochy
vymezené osou x, pfimkami x = a, x = b a grafem funkce f.

Pro spojitou funkci f: {a, b) — R postupoval Cauchy takto:

Rozdélil interval (a, b) na n ¢asti pomoci bodi a = xg, x1, x2, ..., x, = b. Tomuto déleni D
intervalu (a, b) pfiradil aproximujici soucet

S=> fli —xi), (3.45)
i=1

kterym vyjadfil soucet obsahti obdélnikd se zakladnou (x;_1, x;) a vySkou, kterd je dana funkéni
hodnotou f(x;_1). Cauchyovym dmyslem bylo definovat integral fab f(x) dx jako limitu souétt
tvaru (3.45), kdyz maximum délek ,,délicich* intervald (x;_;, x;) bude konvergovat k nule. Jde
tedy o aproximaci integrdlu, tj. obsahu vySe vymezené plochy v roving€, pomoci souctu ploch
obdélnikii. Za pozornost stoji i ta skute¢nost, Ze pfi vytvafeni souctu S pouzil Cauchy pro interval
(xi—1, x;) funkéni hodnoty funkce f v levém bodé€ tohoto intervalu. Podobné lze pouzit funkéni
hodnoty f(x;) v pravém koncovém bodé. Obdobné pojmy se uZivaji dodnes pod ndzvem levy resp.
pravy Cauchyuy integrdl.

Vcelku lze konstatovat, Ze Cauchy zavrsil teorii integralu pro spojité funkce jedné proménné.

Dalsi vyznamny pokrok v teorii integrdlu znamenala Riemannova prace z roku 1854.

5%
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Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) znovu nastolil otizku, co vlastné je
fab f(x)dx. Ptal se, jak se ma chdpat to, s ¢im se uz vice neZ jedno stoleti pracovalo a co
pfinédselo uZite¢né poznatky a bylo b&Zné uZivano ve fyzice.

Riemann voli libovolny bod & = x;_| + ¢;6; v i-tém intervalu (x;_;, x;) v déleni D intervalu
{(a, b) a podobné jako Cauchy definuje integral vztahem

b n
/{; fx)dx = 52%1; FE)xi — xi—1),

kde 6 znamend maximum délek §; intervali (x;_1, x;) v déleni D. Na rozdil od Cauchyho, ktery
potfeboval spojitost funkce f, Riemann na funkci f nemd Zadné pozadavky. Tim pfimo zobecnil
to, jak integral chpal Cauchy. V Cauchyové piipadé totiZ bylo

b n
/a f)dx = agr&;f(xil)(x,- —xi1).

a to, co Cauchy potfeboval k vykladu své definice (pracoval se spojitou funkci!), se stava pro
Riemanna definici.

y=f) ~ y=1r %
s 9 KN /
x N / \ / x
X0 X1 X2 Xi—1  Xi Xp—1 = Xp xo 51 x1 &2x2 Xi—1 & Xi Xp—18n Xp
a) Cauchyuv pfistup b) Riemanntv pfistup

Obr. 3.29

Riemann ve svém spise piSe:

WSetiujme nyni za druhé rozsah platnosti tohoto pojmu (rozuméj pojmu integralu) neboli
otdzku: ve kterych pripadech pripousti funkce integraci, a ve kterych nikoli?

Zpisob, jakym tuto otizku Riemann polozil, je typicky pro novou matematiku, kterd se
v 19. stoleti formovala. Riemannova definice se totiz tyka libovolné funkce a jim poloZena otizka
sméfuje k vymezeni tfidy funkci, pro které ma jim zavedend definice integralu smysl, tj. ptd se po
dosahu nového pojmu.

Riemann ve své definici nikterak nespecifikoval funkce, pro které svij integrdl definoval.
Hovofi o funkcich, které pfipoustéji integraci; feceno dnesnimi slovy, o integrovatelnych funkcich.
Zavadi tak novou tiidu funkci, které je vhodné a ti€elné zkoumat. Sdm k tomu tik4 toto:

Poté, co jsme vysetrili podminky pro mozZnost urcitého integrdlu obecné, tj. bez zvldstnich
predpokladii o povaze integrované funkce, budiZ nyni toto vySetiovdni ve zvldstnich pripadech
zCdsti pouZito, z7dsti ddle rozvinuto, a sice pro funkce, které jsou mezi dvéma jakkoli blizkymi
hranicemi (body) nekonecné casto nespojité.

Déle uvadi priklad pomérné divoce nespojité funkce a ukazuje, Ze integrdl z této funkce
existuje pres kazdy omezeny interval. Timto piikladem Riemann ukézal, Ze dosah jim zavedeného
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integrélu jde dosti za tfidu spojitych funkci, tj. Ze do tfidy riemannovsky integrovatelnych funkci
patfi i ,,velmi silné* nespojité funkce. Tim se dostal daleko za Cauchyovy pfedstavy o tom, Ze je
rozumné integrovat jenom funkce po ¢4stech spojité.
Z. dal$ich teorif integralu jmenujme Lebesguetv integral, Perrontiv integral nebo Kurzweiltv
integrél, které byly vytvoreny ve 20. stoleti. Jejich popis vSak pfekracuje moZnosti tohoto textu.
Podrobnéjsi informace o historickém vyvoji integralniho poctu od starého Egypta aZ po sou-
Casnost Ize nalézt napt. v publikaci [25].

Pojmy k zapamatovani >

Urcity integral
Newton-Leibnizova formule
norma délen{

integralni soucet

integracni meze

podgraf

Kontrolni otazky 9

~N N L AW

Auto

1. Vypocitejte ndsledujici urCité integraly:

a)

c)

. Popiste konstrukci urcitého integralu.

. Uvedte podminky integrovatelnosti funkce.

. Uvedte zdkladni vlastnosti ur¢itého integralu.

. Vysvétlete princip metody per partes pro urcity integral.

. Vysvétlete princip substituéni metody pro urcity integral.

. PopiSte moZnosti geometrickych aplikaci urcitého integralu.

. PopisSte moZnosti fyzikdlnich aplikaci urcitého integralu.

test

: :
f xe2 dx, b) / sin® x cos x dx,
0 3
T sint 3 dx
—dt, d) 5 .
0 1 + cos?t 1 X°+x

2. Vypocitejte nasledujici urcité integraly:

a)

c)

1 Sox—1
arcsin x dx, b —dux,
/0 ) /2 Vax =2
1 V3 X
/ In(x + 1) dx, d) / —— dx.
0 0o 4-—x?
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. ) ) ) x2 X
3. Urcete obsah rovinné plochy ohranicené kiivkami y = 7T ay = 5 + 2.
< . P . 3 12
4. Urcete délku oblouku rovinné kiivky y = In x na intervalu — < x < 5

5. Urcete objem télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce k: 3y — x3 okolo osy X,
prox € (0, 1).

6. Urcete obsah plasté t€lesa, které vznikne rotaci plochy P ohrani¢ené kiivkami y? =2x
a2x = 3 okolo osy x.

¢end parabolou y = 2x — x? a osou x.

Kli¢ k autotestu

1, 3 V2+1
La 2@ =1, b . o) ln<ﬁ_1>, d) In>
3.2
2. a) 3—1, b) \Tf ¢) In-, d 1
T 147 4 2
3.9 4 Zim2, 5. X 6 X 7 M=-.T=|1.2
20 63 3 3 5
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Kapitola 4

Nevlastni integral

Pti definici Riemannova urcitého integralu jsme kladli na funkci, kterou jsme integrovali,
dvé podstatnd omezeni:

e integracni obor byl ohraniceny uzavieny interval,

e integrand byla funkce, kterd byla na tomto intervalu (oboustranné, tj. shora i zdola)
ohranicend.

Nasim cilem bude aspori Castené tato omezeni oslabit a pojem urcitého integralu zobecnit.
To provedeme ve dvou smérech. Nejprve pripustime, Ze integracni obor bude jednostranné
neohrani¢eny uzavreny interval, tj. (—oo, b) nebo (a, +00). Pak budeme uvaZovat ptipad,
kdy interval bude ohrani¢eny a polootevieny. Na zavér popiSeme urcité zobecnéni, které
vznikne kombinaci obou pfedchozich pripadi. Tyto zobecnéné urcité integraly se nazy-
vaji nevlastni. Ve zbyvajicich oddilech této kapitoly se pak budeme zabyvat tzv. kritérii
konvergence a otazkou absolutni a relativni konvergence.

4.1. Nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu

Uvazujme funkci f definovanou na intervalu (a, +00), a € R, takovou, Ze pro kazdé
¢ > a existuje urcity integral f; f(x) dx. Pak miZeme definovat funkci F vztahem

F(c)=/cf(x)dx, c=a.

Podle véty 3.28 je tato funkce spojitd na intervalu (a, 4-00), ale tento fakt neni pro
ndasledujici definici podstatny.

Nyni budeme ptedpoklddat, Ze horni mez ¢ se neomezené zvétSuje, a budeme sledovat
chovani veli¢iny F(c).

o
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y=f)

F(c)

}
a c — 400

Obr. 4.1: Definice nevlastniho integrdlu na neohrani¢eném intervalu

Definice 4.1. Necht' za uvedenych predpokladii existuje 1i1}_1 F(c) =1,1 € R. Pak
C—> 100
fekneme, Ze nevlastni integrdl fa+°° f(x) dx konverguje a jeho hodnota je I. Tedy
+0o0 c
f(x)dx = lim F(c)= lim / f(x)dx. 4.1
c—>+00 c—>+oo J,

a

V opaéném pripadé, tj. kdyz lirll F (c) je nevlastni nebo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni
C—> 100

integrdl fa+o° f(x)dx diverguje.

Situace je zndzornéna na obr. 4.1. Sedd plocha znazoriiuje hodnotu integralu f ac f(x)dx.
Horni mez ¢ pak neomezené zvétSujeme a zajima nds, zda se hodnota tohoto integrilu
v zavislosti na ¢ bliZi k néjakému kone¢nému Cislu 7/ (tj. zda existuje konecna limita), nebo
se nekone¢né zvétSuje resp. zmensuje (limita je +00), nebo osciluje (limita neexistuje).
V prvnim piipadé fikame, Ze integrél konverguje (tj. ma kone¢nou hodnotu, a to ¢islo 1),
ve zbyvajicich dvou piipadech fikdme, Ze integral diverguje (nemd kone¢nou hodnotu).

Priklad 4.2. Vysetfete nasledujici nevlastni integraly:
T dx o0 dx too
a) , b) —, c) sinx dx.
0 x2 -|- 1 1 X 0

Reseni. Budeme postupovat podle definice 4.1. Nejprve najdeme vzorec pomocné funk-
ce F(c), kterd je funkci horni meze, a pak spoc¢itime jeji limitu pro ¢ — +o0.

a) Dostaneme

¢ dx c
F(c) = = |arct = arct — arctg 0 = arctg c,
(c) /0 o [arctg x|, gc g g

takze

T
lim F(c) = lim arctgec = —.
c—>+00 c—+00 2
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Integral tedy konverguje a plati:

/+°° dx =
o XxZ4+1 27

“dx c
F(e)=| —=[lnx];=Inc—Inl=Inc,
1 X

b) Tentokrit je

takze

lim F(c)= lim Inc = 4o0.
c—> 400 c—> 400

Integral tedy diverguje.
¢) V tomto piipadé je

C
F(c) = / sinx dx = [—cosx]; = —cosc+cos0=1—cosc,
0
takze
lim F(c)= lim (1 —cosc) neexistuje.
c—+00 c—>+00

Integral tudiZ rovnéz diverguje.

Pribéh funkei f i F je zndzornén na obr. 4.2. V kazdé dvojici vzdy horni obrazek
znazoriuje integrand f, dolni pak funkci F, kterd uddvd hodnotu urcitého integrilu
z funkce f v zavislosti na horni mezi.

Obsah Sedé plochy uddva hodnotu integralu fac f(x)dx. VSimnéte si, Ze zatimco
v prvnich dvou prikladech, kdy je integrand f kladna funkce, hodnota F(c) s rostoucim ¢
evidentné musi nardstat, ve tfetim piikladé€ tomu tak neni.

Na obr. 4.2 a) je vidét, Ze s rostoucim c¢ se hodnota F'(c¢) = arctg ¢ zvétSuje a blizi se
k ¢islu 7t/2, coz je hodnota tohoto nevlastniho integralu.

Situace na obr. 4.2 b) je obdobnd, avSak tentokrat hodnota F(c) = Inc neomezené
roste nad vSechny meze (i kdyZ velmi pomalu).

Na obr. 4.2 c) integrand f(x) = sinx méni znaménko. V tomto piipadé je tedy
veli¢ina F(c) rovna rozdilu obsahu Sedé plochy leZici nad osou x a obsahu Sedé plochy
lezici pod osou x. Pro ¢ = 0 je hodnota F'(0) =0 = fOO sin x dx. Pak tato hodnota nartista
azdo F(m) =2 = fon sinx dx. Potom se zaCne zmenSovat, protoze se bude odecitat

obsah plochy lezici pod osou x. Klesa az na hodnotu F(2n) =0 = fozn sin x dx. Pak se
cely priibéh opakuje. Tedy hodnota 1 — cos ¢ ,,0sciluje’ pro ¢ jdouci do 4o0. A

Naprosto analogicky se zavadi nevlastni integrdl na intervalu (—oo, b), kde b € R.
Funkce f(x) musi byt takova, aby pro kazdé ¢ < b existoval urcity integral fcb f(x)dx.
Pak oznacime

b
Go) = / fx)dx, c=D,
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y y
N arctgc u Inc
=1
y= x21+1 Y x
X X
0 c—> +00 1 c— +00
y y
n2+————- - -
arctg ¢ y = arctgx Inel
arctgec — /2
: X X
0 ¢ — 400
a) b)
y
1 —cosc .
1+ y =sinx
+
¢ — 400 X
0 W
y
2..
y=1—cosx
1 —cosct
1 —cosc
) X
0 T c— 400 2w
©)
Obr. 4.2

avySetifujeme limitu lim G(c). Terminologie je stejna jako v definici 4.1. Tento integrél
c—>—00

znacime

b
/ f(x)dx.
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0
Priklad 4.3. Vysetiete nevlastni integral / e’ dx. @

—00

Reseni: UrCime funkci G (¢), ktera zavisi na dolni

mezi, a pak spocitdme jeji limitu pro ¢ — —o0.
Postupné dostaneme: . Y
1—e |
0 0
_ X _ [ax7Y _
G(c)_/cedx_[e]c_ y=c¢f i
:eo_eczl_ec’ —00 < ¢ 0
takze y
. ) y=1-—¢"
lim Gie)= lim (1-¢e¢)=1-0=1.  ——e————— 1
c——00 c——00 : T1 — ¢
) l <1 —e<:
Integral proto konverguje a plati ; X
—0 <« ¢ 0
0
etdx = 1.
/_oo Obr. 4.3

Situace je zndzornéna na obr. 4.3. ProtoZe integrand f(x) = e* je kladny, se zmen-
Sujicim se ¢ se hodnota G(c) = 1 — e zvétSuje a priblizuje se k Cislu 1, coZ je hodnota
nevlastniho integrélu. A

Ze vsech dosavadnich prikladl na nevlastni integral je ziejmé, Ze pfii jejich vySetfo-
vani kromé znalosti urcitého integrélu je tfeba umét pocitat limity. Je potieba spolehlivé
znat grafy béznych elementarnich funkci a z nich umét tyto limity urcit. Ve slozitéjSich
pfipadech samoziejmé dojde napf. i na pouZiti I’ Hospitalova pravidla.

Poznamka 4.4. UvaZujme nevlastni integral f;roo f(x)dx a necht d > a. ProtoZze
pro ¢ > dje [7 f(x)dx = fad f(x)dx + [; f(x)dx, bude existovat kone¢nd limita

lir_'l_‘l f a‘ f(x)dx pravé tehdy, kdyz bude existovat kone¢na limita liril f; f(x)dx.
c—+00 C—>T00

Z toho plyne, Ze integral f a+oo f (x) dx bude konvergentni pravé tehdy, kdyz bude konver-
genmi integrél [ d+°° f(x) dx. Jejich hodnoty se budou pochopitelné lisit o fad £f(x)dx.

Z této uvahy vyplyva, Ze o konvergenci resp. divergenci integralu fa+°° f(x)dx ne-
rozhoduje, jak vypadd funkce f(x) na sebedelSim kone¢ném pocateénim intervalu (a, d),
ale to, jak se chovd pro x — +o00. (Samoziejmé madme na mysli, Ze funkce f(x) spliiuje
predpoklady uvedené pred definici 4.1.)

Napft. zménime-li funkci f(x) na néjakém intervalu (a, d) (tak, aby se na ném zacho-
vala jeji integrovatelnost), nezméni se vlastnost, zda integral fa+o° f(x)dx konverguje
nebo diverguje.

Obdobné tvrzeni plati pro integral [ f ~ J (x) dx — o jeho konvergenci resp. divergenci
rozhoduje jen chovani funkce f(x) prox — —oo.

o



176 Nevlastni integrdl

V piikladu 4.3 jsme zjistili, Ze integral f? ~ €" dx konverguje. Z piedchoziho plyne,

Ze konvergovat budou také napf. integrily f_2 ~ €" dx nebo / __030 e* dx. Jejich hodnoty se
vSak budou lisit.

Nasledujici piiklad bude velmi dilezity v souvislosti s tzv. kritérii konvergence.

|
@ Priklad 4.5. Rozhodnéte, pro kterd k € R je integral / —jf konvergentni.
1 X

Reseni. V piikladu 4.2 b) jsme zjistili, Ze integral je divergentni pro k = 1. Necht tedy
k # 1. Pak

cd c —k+1 ¢ 1 1 — —k+1
F(c) = —x=/ xkdx = |2 - =
L oxk k1), —k+1 k—1

Musime tedy urcit limitu lirJP ¢~**+1. Jde o mocninnou funkci s exponentem —k + 1.
C—>T00

Pripomeiime si grafy mocninné funkce y = x* v zdvislosti na exponentu s.

y
s> 1 s=1
0<s<l1
1 s=0
. s <0
0 i X

Obr. 4.4: Graf funkce y = x*, s e R, x >0

Z prubéhu této funkce vyplyvd, Ze limita je nulova pro zaporny exponent, tj. pro
—k+1 < 0, ajerovna +o0 pro kladny exponent, tj. pro —k + 1 > 0. Celkové tedy vyjde:

l—c ™l 1-0 1

Iim F(c) = lim = = prok > 1,
c——+00 c—>+o00  k—1 k—1 k—1

lim F()— lim A= _ 1= k<1
c—>1r—|{loo (C)_CJTOO — 1 k-1 = +o0 prok < 1.

Vezmeme-li v ivahu i pfipad k = 1, dostaneme, Ze

(4.2)

T dx konverguje prok > 1,
Lok

diverguje  prok = 1.
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V konvergentnim piipadé k > 1 plati

/+°°dx_ 1
1 )Ck_k—l’

ale tento vysledek neni zdaleka tak diilezity, jako skutecnost, Ze hranici mezi konvergenci
a divergenci tohoto integralu je hodnota k = 1.

Z poznamky 4.4 navic plyne, Ze odpovéd bude stejnd, kdyZ v (4.2) nahradime dolni
mez 1 libovolnym kladnym cislem d.

Ze srovnavaciho kritéria — viz disledek 4.19 — uvidime, Ze tvrzeni o divergenci
je v ptipadé k < 0, tj. kdyZ integrand f(x) = 1/x¥ je kladny a neklesajici (pro k < 0
dokonce rostouci), trividlni. Zajimavy je proto pouze piipad k > 0, kdy je tento integrand
kladny a klesajici. A

4.2. Nevlastni integral z neohranic¢ené funkce

Uvazujme funkci f definovanou na intervalu (a, b), a,b € R, a < b, takovou, zZe
pro kazdé c € (a, b) existuje urcity integral f ac f(x) dx. Déle budeme pfedpokladat, Ze
funkce f neni naintervalu (a, b) ohranicend. Pak fikdme, Ze bod b je singuldrnim bodem
funkce f.Tedy v Zddném levém é-okoli (b — 8, b) bodu b, 0 < § < b — a, neni funkce f
ohranicen4.

Nyni miizeme opét definovat funkci F vztahem

F(c)z/cf(x)dx, a<c<b,

a vySetfovat, co se déje s hodnotou F(c), kdyZ se c neomezené priblizuje zleva k b — viz
obr. 4.5.

Definice 4.6. Necht za uvedenych pfedpokladii existuje lim F(c) = I, I € R. Pak

c—b~

rekneme, ze nevlastni integrdl fab f(x) dx konverguje a jeho hodnota je 1. Tedy

b c
/ f(x)dx = hrlr}, F(c) = lirlr}, f(x)dx. 4.3)

a
V opacném piipadé, tj. kdyZ lim F(c) je nevlastni nebo neexistuje, fikdme, Ze neviastni
c—>b~

integrdl fab f(x) dx diverguje.

ProtoZe situace je velmi podobnd jako u nevlastniho integrdlu na neohrani¢eném
intervalu, ktery byl zaveden v definici 4.1, budeme v dal$im vykladu postupovat rychleji.

) . ' xdx
Priklad 4.7. Vysetiete nevlastni integral / —_—.

0 /1 —x?
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a c—>b- b
Obr. 4.5: Definice nevlastniho integrdlu z neohranic¢ené funkce

Reseni: Integrand je funkce spojitd na intervalu

F(co)t

Y (0, 1). V bodé x = 1 neni definovana. Dale
|
y=—7 \ X 1
Vi-s? \ lim —— = — ) = +oo.
\ x—=1= /1 — x2 +0
I=vl-c \ Jedna se tedy skute¢né o nevlastni integral z neohra-
\ ni¢ené funkce. (Funkce ma asymptotu bez smérnice
\ x = 1.) Nejprve proto vypocteme urcity integral na
\ intervalu (0,¢),0 < ¢ < I:
\/I X 1—x2=t
- ¢ d —2xdx =dt
0 c> 1 1 F(c):f xdx de__ld _
0 1 —x2 xdx = —5dat

O~ 1, c~1—¢2

2 2
:_l 1—c 22_1/1 c t—1/2dt:
2./ NG 2 N
1727 |
s A

§1_m —1-1—c2
: X

0 c—)ll_ 1

Diéle vypocteme limitu proc — 17:

lim F(c) = lim (1-vV1-c?)=1-0=1.
c—>1~ c—>1-

Obr. 4.6

Integral je tedy konvergentni a plati:

/1 xdx _q
0 1 —x? '

Situace je zndzornéna na obr. 4.6. A
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Obdobné se postupuje, je-li funkce f definovana na intervalu (a, b),a,b € R,a < b,
a je integrovatelna na kazdém intervalu (c, b), kde ¢ € (a, b). Opét budeme predpokladat,
ze funkce f neni ohranicend naintervalu (a, b). Tedy a je jeji singuldrni bod. Definujeme
funkci

b
G(c):/ f(x)dx, a<c<b,

a vySetfujeme limitu pro ¢ — a. Terminologie a oznadeni jsou stejné jako v definici 4.6.

2 dx
Priklad 4.8. Vysetfete nevlastni integral —. @
o X

Reseni: Integrand je funkce spojitd na intervalu
(0, 2). V bodé x = 0 neni definovand. Protoze

o1 ( 1 )
Iim —=[— ) = 400,
x—=0t X +0

jde skutecné o nevlastni integral. (Funkce, jejimz
grafem je rovnoosa hyperbola, md asymptotu bez
smérnice x = 0.)

In2 —Inc

Nejprve vypoclteme urcity integral na intervalu | | X
(,2),0 <c <2 0 0t < ¢ 2

2 dx

= lnx2:In2—lnc. Y
C X ¢

y=In2—-Inx
Dale vypocteme limitu pro ¢ — 07
Gt

lim (In2 —Inc) =In2 — (—00) = +00. In2 —1Inc

c—>0t

Integrdl je tedy divergentni. Situace je zndzornéna
na obr. 4.7. Hodnota G(c) = In2 — In ¢ se neome- Obr. 4.7
zené zvétSuje pro ¢ — 07, A

Poznamka 4.9.

1. Nevlastni integral z neohrani¢ené funkce méa obdobné vlastnosti jako nevlastn{ integral
na neohrani¢eném intervalu. Zejména o konvergenci resp. divergenci rozhoduje priibéh
funkce v okoli singuldrniho bodu.

o
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2. Nevlastni integrdl z neohraniené funkce ma pro studenty jednu velmi nepiijemnou

vlastnost. Zatimco nevlastni integrdl na neohrani¢eném intervalu na prvni pohled po-
znaji,protoZe v mezich figuruje symbol +o00 nebo —oo, oznaceni nevlastniho integralu
z neohrani¢ené funkce je stejné jako oznaceni obycejného urcitého integralu. V du-
sledku toho studenti Casto prehlédnou, Ze jde o nevlastni integrdl, a pfi vypoctu po-
stupuji, jako by Slo o obycejny urcity integral, coZz miZe vést k fatdlnim nesmyslim.
V nasledujicim oddilu — viz pfiklad 4.13 — si ukdZeme, k ¢emu takové prehlédnuti
miize vést.

Uvidime-li proto od této chvile symbol fab f(x)dx, musime zvazovat, zda je
funkce f(x) na intervalu (a, b) ohranicend a jde tudiZ o obyCejny urcity integral,
nebo zda ohrani¢end neni, m4 singularni bod a jde o nevlastni integral.

Typickym pfiznakem je, Ze funkce neni v nékterém bodé definovand. Nejcastéji jde
o déleni nulou. To ov§em pordd neznamend, Ze musi jit o nevlastni integral. Srovnejte
integral fon % dx — viz obr. 3.10 a) na str. 112. Funkce % sice neni definovand pro
x = 0, ale je ohranicend, takZe jak jsme ukdzali na str. 112, jde o béZny urcity integral.
Obdobné je tomu s integralem z funkce na obr. 3.10 b).

. PoloZme si otdzku, co se naopak stane, kdyZ pfi vypoctu bézného urcitého integrilu

omylem postupujeme, jako by §lo o nevlastni integral. Ukazuje se, Ze naStésti se nestane
nic. To plyne z vlastnosti ur€itého integrilu jako funkce mezi — viz oddil 3.5.3.

Ptredpokladejme, Ze napt. bod b omylem povaZzujeme za singularni bod. Pak funkce
F(c) = fac f(x) dx je podle véty 3.28 spojitd na celém intervalu (a, b). ProtoZe u spojité
funkce je limita rovna funk¢ni hodnoté, plati

b
lim F(c):F(b):f f(x)dx,

c—>b~
coZ je spravny vysledek.
Dokonce je nékdy vyhodné takto postupovat. Typickym piikladem je tfeba urcity
integral fol x Inx dx. Funkce x In x je spojitd na intervalu (0, 1). Pomoci I’Hospitalova
pravidla uréime limitu zprava v bodé x = 0. Vyjde

1 x—0t —iz x—0t
X

1
lim xInx = lim ln—x=<ﬁ)L=H lim — = — lim x =0,
x—0t x—0F T “+00
Funkce je tedy ohranicena na intervalu (0, 1), takZe je riemannovsky integrovatelna na
intervalu (0, 1). Hodnotu v bodé x = 0 miizeme zvolit libovolné, na vysledek to nema
vliv (srovnejte piiklady z obr. 3.10 na str. 112). Chceme-li nyni pouZzit Newtonovu-
-Leibnizovu formuli na cely integra¢ni obor (0, 1), budeme mit problém s nalezenim
primitivni funkce v bod& x = 0. Slo by napf. pouZit vétu 2.29. Jini moZnost je
postupovat podle predchoziho ndvodu. Timto zptisobem dostaneme:

1 u=Inx u =1 1., 1t
G(c) = xIlnxdx = ! ) =—[x lnx] - = xdx =
¢ VV=x v=3x 2 ©c 2/
1 1 1 1
=—Eczlnc—Z[xz]i:—iczlnc—é—l—k%.
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Nyni vypocteme limitu. Po upravé a pouZiti I’Hospitalova pravidla vyjde:

lim G(c) = li TR lim lne -~ 40
im G(¢c)= lim{—=c¢"Inc— -4+ — ) =—= lim ¢“Ilnc — - =
c—07t c—0t 2 4 4 2 c—0t 4
1 1 . Inc IS B
=———=lim — =——-—— lim =
4 2 ot iz 4 20—)0‘*—%
C Cc
Lol im @ 0= 1
=—+- lim ¢ = —- =——,
4 4 o0+t 4 4

takZe

! 1
/ xlnxdx = —-.
0 4

Jesté jednou vSak zduraznéme, Ze tento integral neni nevlastni.

Na zavér uvedeme piiklad, jehoZ vysledek opét podstatné vyuZijeme v souvislosti
s kritérii konvergence.

1
d

Priklad 4.10. Rozhodnéte, pro kterd k € R, k > 0, je integral / —j: konvergentni. @
0 X

Reseni. Funkce 1/x¥ = x7* je spojit4 na intervalu (0, 1). Z graféi mocninnych funkci na

obr. 4.4 je vidét, ze pro k > 0 plati lim+ = x 7% = 400, takZe jde o nevlastni integral.
x—0

(Pro k < 0 jde naopak o normdlni ur¢ity integral.)
Z prikladu 4.8 vime, Ze integrdl diverguje pro k = 1. Necht' tedy k # 1. Postupné
dostaneme:
1 1 —k+1 71 —k+1
d 1 1—
Geoy=| = = / xkdy = |2 = I—chthy=22"°
. xk ¢ —k+1]., —k+1 1—k
Nyni vypocitdme limitu. S pomoci obr. 4.4 je snadno vidét, Ze
lim G() = lim L _1=0_ 1 0O<k<l
im = lim = = 00 <k<l,
c—0t ¢ =0t 1—k 1—k 1—k P
lim G = fim = 1= k> 1
im = lim = = +00 rok > 1.
o 0TS 1k 1—«k P

Zahrneme-li i pfipad k = 1, dostaneme, Ze

pry 4.4)

/ Udx konverguje pro0 <k < 1,
0 diverguje  prok = 1.

V konvergentnim piipadé 0 < k < 1 plati

fldx_ 1
o Xk 1—k°

ale opét tento vysledek neni tak dulezity, jako skutecnost, Ze hranici mezi konvergenci
a divergenci tohoto integralu je hodnota k = 1. A

o
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Posunutim funkce 1/x¥ o &fslo a vpravo nebo vlevo a piipadnym pieklopenim kolem
pfimky x = « se snadno zvaZzi, Ze rovnéz integraly

¢ dx 4 dx
/ W , d < o, resp. / m y d > o, (45)
d - o -

konverguji pro 0 < k < 1 a diverguji pro k = 1 — viz obr. 4.8 a) a 4.8 b).
Konec¢né z prikladt 4.5 a 4.10 je vidét, Ze nevlastni integraly

4 dx / T dx
—_— a —_— y
0 xk d xk
kde d > 0O, pro k = 1 oba diverguji a pro k > 0, k # 1 pravé jeden z nich konverguje
a prave jeden diverguje — viz obr. 4.8 c¢). Konkrétné plati:

4 dx /+°° dx
0 xk d xk

0 < k < 1 | konverguje | diverguje

k=1 diverguje | diverguje

k>1 diverguje | konverguje

4.3. Zobecnéni nevlastniho integralu

Pfi zavadéni nevlastniho integralu z funkce f jsme doposud predpokléddali, Ze interval, na
némz jsme integrovali, obsahoval pravé jeden ,,Spatny* bod, tj. bod, ktery zptisoboval, Ze
neexistoval obycejny urcity integral. Navic vzdy §lo o koncovy bod integra¢niho oboru.
Bud’ to byl symbol +00 nebo —o0, nebo to byl tzv. singuldrni bod, v jehoZ Zddném okoli
nebyl integrand f ohraniceny. Tento ,,Spatny* konec integracniho oboru jsme ,,odfizli*
piimkou x = c a integrovali funkci f pfes zbyvajici ohranieny uzavieny interval. Pak
jsme limitnim pfechodem zmenSovali ,,odfiznutou* ¢ast integraéniho oboru.

Nyni dovolime, aby integracni obor J (vZdy ptjde o interval) obsahoval takovych

»spatnych® bodu vice, ale konecny pocet. Tedy napf. miiZze byt neohraniceny na obé strany,

|
I
4

b)

Obr. 4.8
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y=f)

Obr. 4.9: Zobecnéni nevlastniho integralu

tj. miZe to byt interval (—oo, +00). Nebo mohou byt v obou koncich singularni body.
Nebo miiZe byt singularni bod i uvniti integraéniho oboru; singuldrnim bodem v tomto
pfipadé rozumime takovy bod, v jehoz Zadném oboustranném okoli neni integrand f
ohraniceny. V singularnich bodech integrand f obvykle nebude definovany, to vSak neméa
na nic vliv. Tedy J bude interval s koncovymi body « a 8, kde —0o S o < B < +o00.

Postupovat budeme tak, Ze mezi ,,Spatné* body vloZime pomocné body a rozdélime
pomoci nich a singuldrnich bodl integracni obor J tak, aby jeho jednotlivé dily neobsa-

hovaly uvnitt uz Zadny singularni bod, tj. vSechny singuldrni body budou krajnimi body

nékterych vzniklych podintervall. Pritom kaZdy podinterval bude mit ,Spatny* pravé
jeden konec.

Pak budeme vySetfovat integrdly na jednotlivych podintervalech. Budeme piedpo-
kladat, Ze pro libovolny ohrani¢eny uzavieny interval (a, b), ktery je Casti integratniho
oboru J a neobsahuje Zadny singularni bod, existuje urcity integral fab f(x)dx. Ptajde
tudiZ o nevlastni integrly pfedchozich dvou typt.

Princip celého postupu si ukdaZeme na funkci f s integraénim oborem (—o0, +00),
jejiz graf je uveden na obr. 4.9. ,,Spatné* body jsou ziejmé +00 a body a a b, které jsou
singularni (pfimky x = a a x = b jsou asymptotami bez smérnice ke grafu funkce f).
VloZzime tedy pomocny bod di mezi —oo a a a pomocny bod dy mezi a a b. Mezi b
a +o0o pomocny bod vklddat nemusime, protoze v pravém okoli bodu b je integrand f
ohrani¢eny. Dostaneme pét nevlastnich integrala

d; —+00

a d> b
f(x)dx, f(x)dx, f(x)dx, f(x)dx, f(x)dx.
00 d a dy b
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Definice 4.11. Za vySe uvedenych piedpokladi fekneme, Ze nevlastni integrdl
B NP . - Axr .. .

/ o J (¥) dx konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguji vSechny dil¢i nevlastni integraly.

Jeho hodnota je potom souctem hodnot jednotlivych integrald.

V opacném ptipadé, tj. pokud alespori jeden dil¢i integrél diverguje, fikame, Ze nevlastni

integrl ff f(x) dx diverguje.

Pokud by tedy vSech pét dil¢ich integral v nasem ilustra¢nim piikladu konvergovalo,
konvergoval by 1 integral fjozo f(x)dx aplatilo by:

+00 d a da
S(x)dx = fdx+ [ fx)dx+ Jfx)dx +
—00 —00 d a
b 1 +00
f(x)dx + f(x)dx.
dr

Narazime-li pfi vySetfovani dil¢ich nevlastnich integrélﬁ na divergentni, vypocet konc¢i
avychoziintegrél je rovnéZ divergentni. Proto je v konkrétnim piipadé€ vyhodné zacit s t€émi
dil¢imi integrély, o nichZ si myslime, Ze diverguji. Pokud bude n4s odhad spravny, vypocet
bude kratsi.

Na zavér je tieba zminit se jeSté o tom, jakou roli hraji pomocné dé€lici body. Problém
by byl, kdyby pfi jiném vybé&ru mohl byt odlisny vysledek, tj. odpovéd na otdzku, zda
integral konverguje nebo diverguje a kolik je jeho hodnota v konvergentnim piipadé, by
mohla byt jind. Z aditivity urcitého integralu vzhledem k integraénimu oboru (véta 3.9)
a poznamky 4.4 vyplyva, Ze nic takového se nemize stit. Pomocné délici body si tedy
muZeme vybrat libovolné. Dokonce by ani nevadilo, kdybychom pfidali néjaké zbyte¢né
navic, takZe by nékteré dil¢i integrdly nebyly nevlastni. Samoziejmé, pokud je to mozné,
je vyhodné je volit tak, aby se vyuZila pfipadna symetrie integrandu (suda a lichd funkce),
soumérnost grafu vzhledem k néjaké rovnobéZce s osou y a pod., aby se vypocty co
nejvice usnadnily.

Popsany postup si ukdZeme na nékolika piikladech.

Priklad 4.12. Vypoctéte nasledujici nevlastni integraly:

+00 2 1 d
2) f —_dx, b) /—x
o X041 14/1 = x2
0 dx 2 _x+1
C _— d .
) /o JXE+1) : / IR
Resenti.

¢i vloZzit jeden pomocny bod,
ktery oddéli —oo a +00. Vzhledem symetrii (funkce je sudd) je vhodné zvolit nulu —
viz obr. 4.10 a). Dostaneme dva nevlastni integrdly na neohrani¢enych intervalech

0 x2 +oo 42
/ ——dx a / ——dx. (4.6)
oo X0+ 1 o x04+1
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Zaéneme napf. druhym z nich. ,,Odfizneme* pravy konec, tj. vypocitime pro ¢ = 0
s pouZzitim substitu¢ni metody pro urcity integral, Ze

3

X" =t ;
¢ x? 3x2dx = dt 1 [ dt
F(c)—fo T gt _5/0 =
0~ 0, c~ 3
51 , 1 1 3

1 ¢
= E[arotg t]o = § arctg c § arctg) = § arctg ¢

Déle ur¢ime limitu pro ¢ — +00:
1 ; 1 o= oo x2 T
lim - arctge” = -+ — = — = —dx = —.
c—+o00 3 3 2 6 0 x04+1 6
ProtoZe integrand je sudé funkce, musi byt nutné vzhledem k symetrii i prvni integral

v (4.6) konvergentni a nabyvat stejné hodnoty. Nemusime ho tedy pocitat. Celkové
tudiZ nas integral konverguje a plati:

+00 x2 0 X2 400 x2 T T T
/ dx:f dx+/ dx =—4+—=—.
oo X0+ 1 oo X0+ 1 o x04+1 6 6 3

1
1—x2

1 1 1 1
lim ——={—) = +4o0, lim ——=|— ) = +o0,
x——1T /1 — x2 (+O> x—1= /1 — x2 <+0)
jsou oba konce singuldarnimi body (jsou zde asymptoty bez smérnice). VloZime mezi

né délici bod, nejlépe zase nulu, protoZe integrand je sudou funkci. Dostaneme dva
nevlastni integrdly z neohranic¢enych funkci — viz obr. 4.10 b):

0 dx 1 dx
_ a _— 4.7)
—14/1—x2 0 /1 —x2

Opét zacneme napt. s druhym z nich. ,,Odfizneme* pravy konec, tj. vypocitdme pro
0<c<l1,ze

b) Integrand je spojity na intervalu (—1, 1). Jelikoz

¢ dx

. C . . .

F(c) = / ——= [arcsin x ], = arcsin ¢ — arcsin 0 = arcsinc.
0 1—x

Déle ur¢ime limitu proc — 17
. . T b dx T
lim arcsinc = — = —_— = .
c—>1~ 2 0 1 —x2 2
Diky soumérnosti musi byt prvni integrdl v (4.7) také konvergentni a mit stejnou
hodnotu. Celkové proto nas integrdl konverguje a plati:

/1 dx /0 dx +/1 dx n+n
- = — —_— = — - = T.
141 —x2 —14/1—x? 0 J/1—x2 2 2
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Q) d

Obr. 4.10: Nevlastn{ integraly

c¢) Integrand ﬁ je spojity na intervalu (0, +00). Jelikoz

1 1
1' _— _ = .
st Jx(x+1) <+0> oo

je v levém konci singuldrni bod (je zde asymptota bez smérnice). Mezi ného a o0
vloZime jeden délici bod, napf. jednicku. Dostaneme dva nevlastni integraly, prvni
z neohranicené funkce a druhy na neohrani¢eném intervalu — viz obr. 4.10 c):

/1 dx . +oo dx 438
0 V/Xx@x+1) 1 e+ .

Vysetiime prvni z nich. ,,Odfizneme® levy konec, tj. vypoéitime pro 0 < ¢ < 1
s pouZzitim substitu¢ni metody pro urcity integral, zZe
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—
I dx =t Lo2rde
Ge)= | —————=|dx=2ds | =L
e VXD L e | Jwet@ D

1
dr
= 2/[ 21 Z[arctg t][ = 2arctg 1 — 2arctg+/c =

:2~Z — 2arctg y/c = g — 2arctg 4/c.

Ur¢ime limitu pro ¢ — 07F:

1
1 I T dx T
lim | — —2arctg+/c )| = — —2arctg0 = — = —_— = .
Ho+(2 gf) 2 gV=3 /0 S+ 2
Nyni vySetiime druhy integrél z (4.8). ,,Odfizneme** pravy konec, tj. vypocitime pro
c=>1,7e
x =12 NG
¢ dx ¢ 2tdt
lﬁ(x+1) 1/\»16"\»\/_ 1t + D
Ve dr Je
:2/1 T = 2[arctg?]}’" = 2arctg/c — 2arctg 1 =
= 2arctg/c — 2 - g = 2arctg y/c — g
Ur¢ime limitu pro ¢ — +o00:
T T T W oo dx T
li 2 arct ——)=2 == === - =,
CJTOO( aretg /¢ 2) 2 272 7 ) Aa+h 2
ProtoZe oba dil¢i integraly konverguji, konverguje 1 nas integrél a plati
oo fl dx +oo dx T T
0 ﬁ(x+1) o VXx@+D Ji Jx+D 202
d) Integrand ———— x—xtl Je spojity na intervalu (0, 2) s vyjimkou bodu x = 1, v némZ neni
definovany. Jehkoz
oxt—x+1 1 o oxZ—x+ 1 1
lim —— = — ) = —o0, lim ———— = 400,
—=1- x—=1 -0 =1+t x—1 +0

jde o singularni bod (je zde asymptota bez smérnice). Integracni obor (0, 2) tedy rozdé-
lime v tomto singuldrnim bodé. Dostaneme dva nevlastni integrdly z neohrani¢enych

funkci — viz 4.10 d):

1.2 2.2
— 1 — 1
f oxtl f oxtl (4.9)
0 x—1 1 x—1

o
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VySetiime napf. druhy z nich. ,,Odfizneme* levy konec, tj. vypocCitdme, Ze pro
l<c=2je

2 .2 2 2 2
x4 1
G@Z/ﬂi—ii%UZ/ X+ dr= |2 fmpx—1)] =
¢ x —1 ¢ x—1 2 .

—2+1Inl ¢ Inje—1] =2 ¢ Injc—1
= n 2 ni|c = 2 ni|c .

Uréime limitu pro ¢ — 17

tim (2 - & mle—11) =2 -+~ (—o0) = +
im — — —lInjc— =2— - —(—00) = 4o00.
c—>1t 2 2

Tento dil¢i integrél diverguje, takZe diverguje 1 nas integrdl. Na prvnim integralu z (4.9)
uz nezdleZzi (snadno se ovérfi, Ze také diverguje). A

V podkapitole 3.6.1 jsme se zabyvali geometrickymi aplikacemi urcitého integralu.
Ukazuje se, Ze vzorce tam uvedené plati, i kdyZ vedou na konvergentni nevlastni integraly.
Napr. integrandy v prvnich tfech nevlastnich integrdlech z obr. 4.10 jsou nezaporné.
Protoze tyto integraly konvergovaly, udavaji jejich hodnoty obsahy pfislusnych podgrafi.
Naopak obr. 4.8 ¢) a za nim nasledujici tabulka fikajf, Ze obsah podgrafu funkce 1/x¥, kde
k > 0, neni na intervalu (0, +00) nikdy konecny.

Podobné v piikladu 3.40 jsme zavrhli vypocet délky ptilkruznice, vychazejici z funkce
y = ~/r2 — x2, protoZe vedl na integrél z neohranicené funkce

r r
——dux,
—r \/I"z—)C2

a pouzili misto toho parametrické vyjadieni kruznice. Nyni jiz vime, Ze jde o nevlastni
integral, ktery ma singuldrni body v obou koncich integra¢niho oboru (—r, r). Snadno si
miiZete oveéfit, Ze tento integral konverguje a dava spravny vysledek pro délku ptilkruz-
nice mr — v podstaté jde o integrdl zndzornény na obr. 4.10 b); tam bylo r = 1, takze
vysledek byl 7.

Nevlastni integrdl méd zna¢ny vyznam 1 pro fyzikdlni aplikace.

Na zavér spocitdme jeden jednoduchy piiklad, na némzZ si ukdZeme hrubou chybu,
které se studenti bohuZel nékdy dopoustéji.

I dx
Piiklad 4.13. Vypoctéte integral / 2
-1

Reseni: Integrand xLZ je spojity na intervalu (—1, 1) s vyjimkou bodu x = 0, kde neni
definovany. Jelikoz

li ! ! +
im — =(— | =+o0,
x—0 x2 +0
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jde o singuldrni bod (je zde asymptota bez smérnice). Integracni
obor (—1, 1) rozdélime v tomto singuldrnim bod¢€ a dostaneme dva Y
nevlastni integrdly z neohranic¢enych funkci — viz obr. 4.11:
1
Y=
/ O dx / Udx !
— a — .
—1 x2 0o X 2
Vysetfime prvni integrdl. ,,Odfizneme* pravy konec, tj. vypocitime
pro—1<¢<0,ze X
-1 0 1

Cdx ¢ _, 17° 1
— = x “dx=|—— = ———1. Obr. 4.11
_1 X _1 X _1 C

Urc¢ime limitu pro ¢ — 07:

lim (—1 — 1) = —(—00) — 1 = +o0,
c—>0~ c
takZe integral je divergentni. Rychleji jsme to mohli zjistit ze vzorce (4.4). Ze symetrie je
zfejmé, Ze 1 druhy dil¢i integrél dé stejny vysledek, ale to uz nehraje roli. Kazdopadné nés
integral na intervalu (—1, 1) diverguje.

Studenti nékdy ignoruji, Ze jde o nevlastni integral, a pouZiji formalné¢ Newtonovu-
-Leibnizovu formuli, jako by $lo o béZny urcity integral. Jejich vypocet pak vypada néjak

takto: | | |
d 1
f—;c:/ x_zdx:|:——:| —1-1=-2 '
1 X ~1 X g

To je samoziejmé Gplné Spatné! Misto spravné odpovédi, Ze integrdl je divergentni,
autoti takového ,,postupu’ dojdou k zavéru, Ze se jednd o konvergentni integral (presnéji
feCeno, oni ho povazuji za obycejny urcity integral). Pfitom by jim mélo pfinejmensim
byt divné, Ze z jasné kladné funkce 1/x2, obsah jejihoZ podgrafu tudiz musi byt kladné
¢islo nebo +o0, dostali zdporny vysledek. A

Pro zajemce:

V definicich 4.1 a 4.6 jsme pod pojem divergentniho integralu zahrnuli dvé moZznosti — bud limita
daného vyrazu byla nevlastni, nebo neexistovala. Nékdy se tyto moznosti jesté podrobnéji rozlisuji
a pro ptipad, kdy limita vyjde +00, se pouZiva termin urcité divergentni integrdl.

V piipadé zobecnéni nevlastniho integralu z definice 4.11 se tento nevlastni integrdl nazyva
urcité divergentni, jestlize neni konvergentni a vSechny dil¢{ integraly, které diverguji, diverguji
urcité a davaji nekonecno téhoz znaménka. Vysledny integral ma potom za hodnotu nekone¢no
stejného znaménka.

Poznamka 4.14. V fadé dilezitych aplikaci, jako napf. vypocet inverzni Laplaceovy nebo Fourie-

vy

rovy transformace — viz [10] — ma velky vyznam jiné rozSifeni nevlastniho integralu, nez bylo

o
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y
H(c)
X { X
—00 <« —c¢ 0 ¢ — +0o dt<d+c b
|
a) b)

Obr. 4.12: Hlavni hodnota integralu

uvedené v definici4.11. Jde o tzv. hlavni hodnotu nevlastniho integralu. Ta se znaéi v.p. ff f(x)dx.
Symbol v.p. je zkratkou francouzskych slov valeur principale (Eti valer prensipal), kterd znamenaji
pravé hlavni hodnotu.

Uké4Zeme si dvé varianty tohoto pojmu. Nejprve budeme uvazovat funkci f(x) definovanou
na intervalu (—oo, +00), kterd zde nemd zadny singuldrni bod a je integrovatelnd na kazdém
ohrani¢eném uzavieném intervalu (a, b). Pro libovolné ¢ = 0 definujme funkci

c
H(c) = f(x)dx.
Z integra¢niho oboru (—o00, +00) jsme tedy ,,ufizli* soumérné oba konce — viz obr. 4.12 a). Nyni
budeme soucasné posouvat stejné rychle oba konce od sebe, tj. uréime limitu

lim H(c) = lim / f(x)dx.
c—>—+00 c—>+00 —c

Pokud je tato limita konec¢nd a rovnd né€jakému ¢islu 7, fikame, Ze existuje hlavni hodnota nevlast-
niho integrdlu funkce f na intervalu (—oo, +00), a pisSeme

—+00
v.p. fx)dx = 1.
—00
Jako druhou variantu budeme uvaZovat funkci f(x) definovanou na intervalu (a, b), ktery
uvniti obsahuje jeden singuldrni bod d, pfiCemZ f(x) je integrovatelnd na kazdém intervalu
{(a, B) C {(a, b), ktery neobsahuje d. Pro libovolné malé ¢ > 0 definujeme funkci

d—c b

H(c) = fx)dx + f(x)dx.
a d+c

Z integrac¢niho oboru jsme tedy ,,vyfizli‘ symetrické okoli bodu d o délce 2¢c — viz obr. 4.12 b).
Nyni budeme konce tohoto okoli posouvat stejné rychle k sobé, tj. uréime limitu

d—c b
lim H(c) = lim+( F(x)dx +
c—0 a

c—>0t

fx) dx).

d+c



4.3 Zobecnéni nevlastniho integrdlu 191

Pokud je kone¢nd arovnd ¢islu 7, fikdme, Ze existuje hlavni hodnota nevlastniho integrdlu funkce f
na intervalu (a, b), a piSeme

b
V.p./ fx)dx = 1.

Snadno midZeme ovéfit, Ze jestlize nevlastni integral konverguje ve smyslu definice 4.11,
existuje i ve smyslu hlavni hodnoty a oba vysledky jsou stejné. Opak vSak obecné neplati, pouze
za jistych dodate¢nych predpokladii, napf. neméni-li integrand znaménko. Hlavni hodnota je tedy
zajimavé, kdyZ integrand nemé porad stejné znaménko.

Napt. pro libovolnou lichou funkci f(x) definovanou na intervalu (—oo, +00) existuje hlavni
hodnota nevlastniho integralu na tomto intervalu (samoziejmé piredpokladame, Ze existuje urcity
integrdl f(x) na kazdém intervalu (a, b)). Je totiZ (viz pozndmka 3.44)

c —+00
H(c) = fx)dx =0 = lim H(c)=0 = v.p. fx)dx =0.
—c c——+00 —00
Ale napt. pro funkci f(x) = x integral fj;o x dx diverguje, protoZe, jak se lze snadno
presvédcit, diverguji oba dil¢i integraly: fi) X dx=—o0a O+°° xdx = 4o0.

Zkusme jesté urcit hlavni hodnotu2 divergentniho nevlastniho integrdlu z prikladu 4.12 d),
znazornéného na obr. 4.10 d). Funkce )%Xl“ =x+ x]Tl md na intervalu (0, 2) vnitfn{ singuldrni
bod x = 1. Pro malé ¢ > 0 je:

1—c 1 2 1
H(c)=/ (x+—>dx+/ (x—l— >dx:
0 x—1 I+c x—1

2 1—c 2 2
=|:x—+ln|x—1|:| +|:x—+ln|x—l|:| _
2 0 2 1+c

1 1
:5(1—c)2+ln|—c|—O—0+2+0—§(1+C)2—1n|c|:2—20.
Tedy

1
Iim (2 —2¢) =2 = V.p./ —dx = 2.
c—0F 0

Poznamka 4.15. UvaZujme dva nevlastni integraly ff f(x)dxa ff g(x) dx libovolnych typa, ale
na témZ integradnim oboru, —00 < a < B < +00. Jsou-li oba dva konvergentni (tento piedpoklad
je podstatny), snadno se odvodi, Ze i integrdly ze souctu f(x) + g(x) a ndsobku cf (x), kde c je
konstanta, jsou konvergentni a plati:

B B B
/ [f(x)+g<x>]dx=/ f(x)dx+/ g(x)dx,

B B
/cf(x)dx:c/ f(x)dx.

Tedy konvergentni integrdly jsou aditivni a homogenni vzhledem k integrandim — srovnejte
vétu 3.7 pro urcity integral. Podotknéme, Ze integral faﬁ [ fx)+ g(x)] dx nemusi byt nevlastni.

o
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Priklady k procviceni

@ ——

1. Vypoctéte nasledujici nevlastni integraly:

+00 2 +o00 3
a) / —dux, b) / ——dy,
1 x3 1 /yS

+o0 1 o 4
d —dw, e dx,
) 1 w14+ w? ) /0 1+ x4
+o0 2 +00 036
——dx, h 3e "% do,
g)/1 S )fo &0 dg
+o00 3 +o00 )
i) f dx, 9] f re " /2dr,
1 X+ 1 0
-1 400
d 1
m) / B — n) / L
oo X =DxZ+1) ) u
) /O dx ) /+°° Inu d
) —5 adu,
P e+ 4 Vol
0 x dx 0 1n2 y
s) , t) —du,
oo (X2 4+ D (x2+3) 1 u?
2. Vypoctéte ndsledujici nevlastni integraly:
+o00 2 +00 4 t
a) f L b) / TOEY i,
0 (1 +m)3 1 x?

+00 9 2 2
d) / dx, e) /—d
o 14X 0 JA—y2 Y

s 1 2
) /2 — da, h) /(2r—])1n2rdr,
0o COS~« 0
2 3t3 1
) f ds, k) / Inx dx,
! 0 V4 —1t2 0

) /1 1 q | /2 3x &
m ——dp, n ,
o pP—4p+3 P 1 vx—1

) /+°° 2arctg z d ) /+°° 4 d
: ———dx
L T YL eaes

’

c)

u)

c)

[z
[
[
[
[

[
J

8+2x2

"sin 2t dt,

x sinx dx,

’

2(x + 1)

272 +3 dz,

+00 du

ulnu

+00 )
/ 20%e dp,
0

* coslnx

X,
X

2—x

T2 coslnx
dx.
I
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3. Vypoctéte ndsledujici nevlastni integraly:

+o0
a) /
1
+00
Q) /
V2

xv/x —1 ’
dx
xVxZ—1'

1 ,1/x
€
g) / >-dx,
-1 X

b) f+m 1 /3
o cos?p
&) / dx
oo X2 H2x 427
h) /+oo dx
fee X(xF 1)
K) /2 Al
) x4 —1 *

+00 613
n) / ﬁdx,
o A+ X

Kli¢ k piikladam k procvi¢eni

c)

0)

dx,

x2+1

arctg® x X
1+ x2

[
[
/ e dx,
/ + Vra+1)
[

|x|

dx.
x4+ 1 x

Oznaceni D ve vysledcich znamend, Ze dany integrél diverguje, ale ne urcité.

1. a) 1 b) 2, c) +oo,
e) T \/5, f) m, g) T —2arctg?2,
i 1, j) oo, k) 1,
2In2 —w
m) g , n) oo, o) —In2+1,
1
q 1, r) D, S) —Zln3,
) 1
u —_—
In2
2. a) I, b) w+2In2, ¢ I, d) 273,
g) 400, h) 2In>2-2, i) 400, ) 16,
m) oo, n) 8§, 0) o0, p 1,
1A
3. a) m, b) neni def., c) D, d) 7
g) oo, h) D, i 2, 7 D,
’ s
m) D, n) Ta’, 0) 5

k)

q)

k)

d) In(1++2),

h) 10,
) D,
) T
P
) 2,
T, f) D,
-1, D 2,
4 ) |
— T, ry -—.
2
3
T
7T, f) Ea
D D 2_31
b /\/g?
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4.4. Kritéria konvergence nevlastnich integralua

Chceme-li s nasimi dosavadnimi znalostmi rozhodnout, zda dany nevlastni integral kon-
verguje nebo diverguje, musime spocitat jisty pomocny urcity integral, ktery zdvisi na
dolni resp. horni mezi, a pak zkoumat jeho limitu, kdyZ se mez pfibliZuje k jisté hodnoté.
Tento postup ma jedno podstatné dskali. Urcity integradl umime spocitat v podstaté jediné
pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule. K tomu potfebujeme najit primitivni funkci k in-
tegrandu. Jak uz vime z predchoziho textu, i v ptipadé pomérné jednoduchého integrandu
z mnoziny elementarnich funkci to mtize byt velice pracna zéleZitost, nebo, coz je daleko
horsi, primitivni funkce v mnoziné elementarnich funkci viibec neexistuje. V takovych
pfipadech pak nemdme analyticky vzorec vyrazu, jehoZ limitu mdme pocitat, a o zadaném
nevlastnim integrdlu nejsme schopni nic fici.

V tomto oddilu se budeme zabyvat otdzkou, jak vySetfovat dany nevlastni integral,
aniZ bychom k tomu potiebovali primitivni funkci k integrandu. Zatimco pii zptsobu
popsaném v predchozim odstavci (pokud se ndm ho podafilo zrealizovat), jsme v piipadé
konvergentniho integralu dostali i hodnotu nevlastniho integrdlu, nim nyni pdjde jen
o odpovéd na otdzku, zda integril konverguje, nebo diverguje. Zato vSak ziskani tohoto
poznatku bude daleko snazsi.

Samoziejmé je pfirozené zamyslet se nad tim, zda ndm v pfipadé konvergentniho
integralu takovato ,,slabs$i* informace viibec k néemu je, kdyZ cilem je obvykle urcit
jeho hodnotu. Ukazuje se, Ze i tato informace je velmi uZite€nd. Vysvétlime si to napt. na
nevlastnim integrdlu na neohrani¢eném intervalu fa+°° f(x) dx, pro dal$i typy nevlastnich
integralu je situace obdobna.

V poznamce 4.4 jsme si ukdzali, Ze pro d > a z konvergence zminéného integralu
fjoo f (x) dx vyplyvd i konvergence integrélu | d+°° f(x)dx a Ze plati

+0oo +o0o

d
f(x)dx = / f(x)dx + f(x)dx. (4.10)
a d

a
Z definice nevlastniho integrélu a pfedchozi rovnosti vyplyvd, Ze

+00

d 400
lim / fx)dx = f(x)dx = lim f(x)dx =0.
d—+o00 J, a d—+oo Jg4

Zvolime-li tedy d dostate¢n& velké, je integral [ d+°° f(x)dx hodné maly, takZe jeho
zanedbanim v (4.10) dostaneme, Ze

400 d
fx)dx = / f(x)dx.

a a
Je tedy mozné pro uréeni hodnoty nevlastniho integrdlu pouZzit s jistou chybou urcity
integrél, jehoZ ptibliznou hodnotu (bez znalosti primitivni funkce) lze nalézt celkem
snadno a piesné — viz kapitola 5.

Je ale nutné zdulraznit, Ze podstatny predpoklad byl, Ze integral f;oo f(x)dx kon-
vergoval! To totiZ zaruCovalo, Ze pro velkd d byl integral | joo f(x)dx maly. V piipadé
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urcité divergentniho integrdlu ma rovnost (4.10) sice smysl, ale oba nevlastni integraly
v ni predstavuji symbol oo stejného znaménka. Tedy zanedbanim | joo f(x)dx bychom

v (4.10) zanedbali ,,nekonecné veliké ¢islo vuci kone¢né hodnoté f ad f(x)dx.
Jestlize integrél fa+°° f(x)dx diverguje, ale ne urcité, pak tento integral ani inte-

grél f d+oo f(x) dx vibec nemaji ptifazenou zadnou hodnotu (kone¢nou ani nekonecnou)
a jejich symboly nelze v rovnosti podobného typu pouZit.

V dal$im textu si uvedeme kritéria, kterd ndm umozni za jistych ptedpokladl rozhod-
nout, zda dany nevlastni integrdl konverguje nebo diverguje. Je tfeba fici, Ze neexistuje
Zadné univerzalni kritérium. Omezime se na nevlastni integrdly na neohrani¢eném in-
tervalu (a + 0o0). Na ostatni typy nevlastnich integralii se piislusné vysledky snadno
pfenesou. Déle abychom zkrétili formulace prislusnych vét, budeme ve zbytku kapitoly
predpokléddat, Ze integrandy jsou funkce majici urcity integrdl na kazdém intervalu (a, b),
kde b > a.

4.4.1. Kritéria konvergence nezapornych funkci

Situace je jednodussi u integrandu, které neméni znaménko na (a, +00). Sta¢i se omezit
na nezaporné funkce (nekladnou funkci f nahradime funkci — f). Je-li f nezapornd, pak
pomocnd funkce F(c) = | ac f(x)dx je na intervalu (a, +00) neklesajici a ma proto pro
¢ — +oo vlastni nebo nevlastni limitu, takze integral fjoo f(x)dx bud konverguje,
nebo urcité diverguje. Odpada tedy tieti moznost, Ze limita funkce F'(c) neexistuje, tj. Ze
zminény integral diverguje, ale ne urcité.

Véta 4.16 (Srovnavaci kritérium). Necht na intervalu (a, +00) jsou splnény nerovnosti
0 < f(x) < g(x). Pak plati:

1) Jestlize konverguje fa+oo g(x) dx, konverguje i fa+oo f(x)dx.

ii) Jestlize diverguje fjoo f(x)dx, diverguje i f;roo g(x)dx.

O vétsi funkci g z predchozi véty fikdme, Ze je majorantou funkce f. Podobné o mensi
funkci f tikdme, Ze je minorantou funkce g. Predchozi tvrzeni pak 1ze zformulovat takto:

1) Konverguje-li integrdl z majoranty, konverguje i integrdl z minoranty.

ii) Diverguje-li integrédl z minoranty, diverguje i integrdl z majoranty.

Situace je zndzornéna na obr. 4.13. Podgraf majoranty g je vyznacen Sed€, podgraf mi-
noranty f je Srafovany. Nazorné€ feceno: Je-li obsah vétsi plochy (podgrafu funkce g)
kone¢ny, musi byt kone¢ny i obsah mensi plochy (podgrafu funkce f). Naopak, je-li
obsah mensi plochy nekonec¢ny, musi byt nekonecny i obsah vétsi plochy.

o
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Lze jeSté doplnit, Ze je-li obsah mensi plochy ko-
necny, nelze obecné o obsahu vétsi plochy nic fict, a je-li
obsah vétsi plochy nekonecny, nelze zase nic fict o ob-
sahu mensi plochy (mohou byt kone¢né i nekonecné).

Pro tspésné pouziti srovnavaciho kritéria je dilezité
mit co nejvétsi zdsobu funkci, o nichZ vime, Ze jejich in-

y=8W)  tegraly konvergujf resp. diverguji, abychom mé&li s &m

y=Ff(x)  srovndvat. Studentim obvykle d&€ld problém spravné si

x _ ytipnout®, zda zadany integrdl konverguje nebo diver-

O| a guje. Pokud si vyberou Spatné, samoziejmé se jim nedafi

najit vétsi funkci, jejiz integral konverguje, nebo mensi

Obr. 4.13 funkecti, jejiz integral diverguje. Také se nesmi zapominat,
7e funkce musi byt nezdporné.

sin x

“+o00
Priklad 4.17. Rozhodnéte, zda integral f dx konverguje nebo diverguje.
0 X

2 +1
Reseni. Pomoci srovnavaciho kritéria ukdZeme, Ze integrdl konverguje. Exponencidla
nabyva pouze kladnych hodnot, takZe integrand je kladny. Pro libovolné x € R je
—1 < sinx £ 1. ProtoZe exponencidla e roste a funkce ﬁ je kladnd, postupné do-
staneme:

sinx <1,

sin x
(&

A

c,

eSll’l X e

0< .
X241~ x2+41

A

€
x2+1
f0+°o leﬁ dx je konvergentni. Podle pozndmky 4.15 je konvergentni i integral ze zvolené
majoranty f0+oo xZLH dx, z ¢ehoz plyne, Ze dany integrdl konverguje.
Postup zaloZeny na nalezeni primitivni funkce a tudiZ i urCeni pfesné hodnoty by

v . .« . , . Sin.x Ve, v , 7z z
selhal, protoZe primitivni funkce k integrandu ;2_+1 urcité neni elementarni. A

Za majorantu tedy zvolime funkci g(x) = . V prikladu 4.2 a) jsme zjistili, Ze integral

Nasledujici limitni podoba ptfedchoziho kritéria je pro studenty obvykle snazsi na
pouZziti.

Véta 4.18 (Limitni srovnavaci kritérium). Necht funkce f(x) a g(x) jsou nezdporné na
intervalu {(a, +00) a existuje limita

fim L9
x—+o00 g(x)

0< L < +oo. (4.11)

Potom plati:
1) Je-li L < 400 a integrdl fa+oo g(x)dx konverguje, pak konverguje i integrdl

L7 f(x) dx.
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i) Je-liL > 0a fa+oo g(x) dx diverguje, pak diverguje i integrdl fa+oo f(x)dx.

Pokud je tedy v pfedchozi vété limita L kladné a konecnd, integrdly z f(x) a g(x)
soucasné bud konverguji nebo diverguji.

Ke srovnani se ¢asto pouZivaji funkce 1/x¥, o nichZ vime, pro kterd k konverguji —
viz (4.2). Podobné se pro nevlastni integrdly z neohrani¢enych funkci pouzivaji funkce
1/|x — ok — viz (4.5). V tomto pripade€ je samoziejmé v (4.11) limita uvaZovéna v sin-
guldrnim bodé¢ a je jednostranna.

NezZ si ukazeme pouziti na piikladech, uvedeme jeden uziteCny disledek limitniho
srovnavactho kritéria.

Dusledek 4.19 (Nutna podminka konvergence). Necht integrdl fa+°° f(x)dx konver-
guje a predpoklddejme, Ze existuje limita hT f(x) = L. Pak plati, Ze L = 0.
X—> 100

Diikaz. Pripustme, Ze napi. L > 0. Z definice limity vyplyvd, Ze pro dostate¢né velké
d > a je pak f(x) > 0 pro x = d. Integrdl [ d+°° f(x)dx bude opét konvergentni
(pozndmka 4.4), a protoZe integrand je na intervalu (d, +o00) kladny, je moZné pouZit
limitni srovnavaci kritérium. Za funkci g(x) zvolime g(x) = 1. Pak xlir—{l:loo fx)/gx) =

= lim f(x) = L. ProtoZe [T g(x)dx = [ dx = +oo, musi podle limitniho
X—>1+00

srovnéavactiho kritéria divergovat i f;oo f(x)dx, coZ je spor.
Je-li L < 0, budeme uvazovat funkci — f (x) a dostaneme obdobné spor. Tim je tvrzeni
dokézané. ]

Integrand konvergentniho integralu fa+°° f (x) dx ale nemusi mit limitu pro x — 400,
jak ukazuje nésledujici priklad.

+00
Priklad 4.20. Vypoctéte f(x)dx, kde
0

0 prox =0, x ¢ N,
x prox € N.

f(X)={

Reseni. Pro ¢ > 0 je funkce f(x) na intervalu (0, ¢) ohrani¢end a spojitd s vyjimkou
pfirozenych ¢isel, kterych je v takovém intervalu pouze kone¢né mnoho. Existuje tedy jeji
urcity integrdl a podle véty 3.6 plati:

c——+00

F(c)=/cf(x)dx:/60dx:0 = lim F(c) =0,
0 0

takze
—+00

f(x)dx =0.

Integrél tedy konverguje. Pfitom lir+n f(x) ocividné neexistuje, dokonce funkce f(x)
X—> 100

neni na integracnim oboru (0, 4+-00) shora ohranic¢ena. A

o
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@ Priklad 4.21. Rozhodnéte o konvergenci resp. divergenci nasledujicich nevlastnich inte-
gralt:

oo x2+1 oo ™/2 sinx
a) / dx, b) f arccotg x dux, c) f
1 0 0

——dx.
VX @34+ x241) /T —x

a) Pro x = 1 jsou vSechny Cleny Citatele i jmenovatele integrandu kladné, tedy integrand
je kladny. V Ccitateli je mnohoclen stupné 2. Ve jmenovateli je mnohoclen stupné 3,
ktery je vyndsobeny /x = x!/? 1

Reseni. Ve vSech pripadech pouZijeme limitni srovnavaci kritérium.

, takZe nejvyssi mocnina ve jmenovateli je 3 + % =3.
Rozdil mezi nejvy$si mocninou jmenovatele a Citatele je proto % -2 = % . Zvolime
tedy g(x) = x /2. Vyjde:

x2+1

— 3
o VX (B34x24) xT+x
L_xl}rfoo % _xgrfoox3+x2+l_
X
[+ 1+0

= Jim 7 T - 110+0
too I+l LT 140+

ProtoZe podle (4.2) je integral | 1+O° x73/2dx konvergentni, je i zadany integral kon-

vergentni.

b) Funkce arccotg x je kladna dokonce pro vSechna x € R. Na srovndni zkusime pouZit
funkci g(x) = % . S pouzitim I’Hospitalova pravidla vyjde:

1
. arccotg x O\ tov .. — =2 , x> m o,  2x
L= lim fg: ) E fim XL — g 5 = lim — =1.
x——+00 < 0 x—>+00 x—>+4o00 x« 4+ 1 x—-4+o00 2x
X

ProtoZe podle (4.2) integrél | 1+o° )lc dx diverguje, diverguje i || 1+O° arccotg x dx, a tedy
také [,"* arccotg x dx.
c¢) Jednd se o nevlastni integrél z neohrani¢ené funkce, protoze

) sin x (1)
Im ——=(—) =+0c0.

x—>7/2~ /% —x +0
1

V x = 7 je tudiZ singuldrni bod. Pro srovnéni pouZijeme funkci g(x) = NI =R

Vyjde: .
Sin x
lim Y275 = lim sinx = 1.
x—>1/2 = xX—>T1/2"
Podle (4.5) integrél fon/ 2 Jﬁi—x konverguje, konverguje tedy i zadany integral. A



4.4 Kritéria konvergence nevlastnich integrdli

199

4.4.2. Absolutni a relativni konvergence

Pro zajemce:

V obecném piipadé, kdy limita pomocné funkce F(c) = f: f(x)dx nemusi pro ¢ — +o00
nékdy dost obtiZné.
Nejprve si uvedeme jednu dileZitou vétu.

Véta 4.22. Necht f;oo | f (x)] dx konverguje. Pak konverguje také integrdl f;roo f(x)dx.

Vysetfujeme-li tedy integral, jehoZ integrand f (x) méni znaménko, miZeme ho zkusit nahradit
absolutni hodnotou | f(x)|, coZ je nezdporna funkce. Na takové integrily uz lze pouZit kritéria
z ptedchoziho oddilu.

Ukazuje se, Ze vztah konvergence integrald fa+°° f(x)dx a fjoo | f(x)|dx hraje dileZitou
roli. V ndsledujici tabulce jsou uvedeny vS§echny moZzné kombinace konvergence resp. divergence,
které mohou mezi témito dvéma integraly nastat (K znaci konvergenci, D divergenci).

[P foydx | [0 F(0]dx oznaleni [ f(x)dx
K K konverguje absolutné
K D konverguje relativné
D K nemuze nastat podle véty 4.22
D D diverguje

Tab. 4.1: Absolutni a relativni konvergence nevlastnich integralil

Vzhledem k tomu, Ze nds nezajimé pripad, kdy oba integrily diverguji, zbyvaji pouze dvé
kombinace. Tim je motivovana nasledujici definice.

Definice 4.23. Rekneme, Ze integril f:oo f(x)dx konverguje absolutné, jestlize konverguje
.. . +0o0

iintegral [ | f(x)]dx.

Rekneme, 7e integral fjoo f(x)dx konverguje neabsolutné neboli relativné, jestlize on sdm
konverguje, ale integral f;oo | f (x)| dx diverguje.

Existence absolutné konvergentnich integralt je zfejmad. Je-li totiZ integrand nezdporny, rovna
se své absolutni hodnoté, takZe integrily jsou stejné a konvergence v tomto piipadé znamend
absolutni konvergenci. TotéZ plati pro nekladné integrandy. Oba pojmy zavedené v predchozi
definici jsou tudiZ zajimavé pro funkce ménici znaménko. Ze existuji i neabsolutné konvergentni
integraly, ukdZeme pozdéji.

T coslnx
2

Priklad 4.24. Dokazte, Ze integral / dx konverguje absolutné.

1 X

| cosIn x|
2

72— - Protoze pro libovolné u je | cos u| <

Reseni. Musime vysetfit integral z nezdporné funkce
< 1, plati

1 1
0= |coslnx| <1 = O§M§—2 prox = 1.
X

x2
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Majoranta g(x) = xl—z je podle (4.2) konvergentni, takZe ze srovndvaciho kritéria dostdvdme, Ze
/, 1+°° % dx konverguje, coZ znamen4, Ze zadany integral konverguje absolutné. A

Doposud ndm chybé€l vhodny ndstroj, pomoci kterého bychom mohli dokazovat neabsolutn{
konvergenci. Nynf si takové kritérium uvedeme.

Véta 4.25 (Dirichletovo Kritérium). Nechr pro funkce f(x) a g(x) definované na intervalu
(a, +00) plati:
1) Existuje konstanta K > 0 takovd, Ze | fab f(x) dx| < K pro libovolné b 2 a.

2) Funkce g(x) je monotonni a lirf gx)=0.
X—>+00
Pak integrdl fjoo f(x)g(x)dx konverguje.

+oo i
_ . sinx . i
Priklad 4.26. Dokazte, Ze integral / —— dx neabsolutné konverguje.
0 X
Reseni. Piipomeifime nejprve, 7e v x = 0 neni singuldrni bod — viz obr. 3.10 a). Jednd se tedy
o zékladni typ nevlastniho integrdlu na neohrani¢eném intervalu.
1 wvr

V Dirichletové kritériu zvolime f(x) = sinx, g(x) = - . Ovéfime pfedpoklady. Plati:

X

b
/ sinxdx = [—cosx]g = —coshb+cos0=1—cosbh.
0

S vyuZitim tohoto vysledku dostaneme
—1<cosh <1 = 12 —cosbh = —1 = 221—cosb 20.

Tedy |1 — cosb| < 2, takZe muzeme zvolit K = 2.
1

Funkce )lc je na intervalu (0, +o00) klesajici a plati lirJP + = 0. VSechny pfedpoklady jsou
X—>T00

proto splnény a zadany integral konverguje.

Abychom uk4zali, Ze konverguje neabsolutné, musime ovéfit, Ze integrél f0+°° @ dx je

Pfipustme tedy, Ze zmin&ny integral, a tudiZ také integral || 1+°° ‘“XLX‘ dx konverguje. ProtoZe pro
libovolné ¢islo x € Rje 0 < |sinx| < 1, po vyndsobeni nezdpornym Cislem | sin x| dostaneme,
7e 0 < |sinx|?> = sin’x < |sinx|. Pro x = 1 mdme tudiZ nerovnost 0 < % < I“XLXI Ze
srovndvactho kritéria nyni vyplyvd, Ze rovnéZ integral | 1+°° % dx konverguje. UkdZeme, Ze to
neni mozné.

Plati sin® x = % (1—cos2x). O integrélu | 1+°° % dx se naprosto analogicky jako na pocatku
tohoto diikazu pomoci Dirichletova kritéria ovéfi, Zze konverguje. Podle pozndmky 4.15 bude
konvergentni také integral

o fsin’x  cos2x T/ 1 cos2x  cos2x 1 [T>1
+ dx = — — + dx = - —dx,
I X 2x I 2x 2x 2x 2 N X
coZ je vzhledem k (4.2) spor. Vychozi pfedpoklad o konvergenci integralu f0+°° '“lxﬁ dx byl tudiz
chybny.
Je mozné ukdzat, ze hodnota integralu je f0+oo = dx = 7, tento vysledek ale nelze ziskat

elementdrnimi metodami, protoZe neurcity integral | *% dx vede na vys3i transcendentni funkci
— viz kapitola 2.6.
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y .
_|sinx]
17 y= P
e — —_— X
0 n T ——— 2 3n 4w
a)
y .
_sinx
11 y= ~
‘A. i x
~———— : :
0 T 27 3n 47
b)

Obr. 4.14: Neabsolutné konvergentni integral

Vysledek je zndzornén na obr. 4.14. Integral /0+°° 'b‘xL"' dx diverguje, coZ znamenad, Ze obsah

podgrafu funkce @ na obr. 4.14 a) na intervalu (0, 4-00) je nekonecné& velky.

V pripadé konvergentniho integralu f0+°° % dx je situace jind. Funkce % meéni na inte-
gra¢nim oboru (0, +00) znaménko — viz obr. 4.14 b). To mé za nésledek, Ze se hodnota funkce
F(c) = foc % dx s rostoucim ¢ neméni monoténné. Na intervalu (0, Tt) roste (graf funkce % lezi
nad osou x, takZe plocha se pficitd), na intervalu (7, 27) klesa (graf funkce *=+ leZi pod osou x,
takZe plocha se odcitd), na intervalu (27, 31) opé€t roste, na intervalu (3w, 47) zase klesd atd. Ale

jeji ,,rozkmit* je ¢im dal mensi, protoze podle Dirichletova kritéria existuje limita lirll F(c).Jak
C—> 100

jiz bylo feceno, Ize dokazat, Ze hodnota F(c) se ¢im ddl tim vic piiblizuje k &islu 7. A

Priklady k procviceni

1. Rozhodnéte o konvergenci resp. divergenci nasledujicich integrald:

+°° arctg x T x+1 T x -2
a) dx, b) —dux, c) —dux,
1 x o xZ+x+1 o x3+1
0 +o00 -1 2 Dd
d) / 3x dx, e) ;dx, f) / M
oo X7 — 1 o ~1+x* —o X2V/xA+1
+00 9 . 400 4 1 1
o) + sin x dx. b / Vx+ dx. i f COS X dx.
0o JxP+1 o 4+ DVx 0o X

Inx

) /1 sinx g K) /1 T 4 1) /1 d
X, X, X,
! 0 ~x3 0 /1 —x2 0o x+1

/2 /2 0 x267x
m) / tgx dx, n) f v tgxdx, 0) / dx.
0 0 —1+v/x+1

@ ——p
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Nevlastni integrdl

/0 x26—x d
A Br TR
T
d) / — dux,
o SInx

+00 1
g) / —dx,
1 Inx

) /+°° sin x d
a —dux,
0 1+x2
+00
d) f sinxe " dx,
0

0 cos }C dx

) —_—,
¢ —14/1—x2

T sinx
a) / —dx,
0 Vx
+00
d) / sinx?dx,
0

) /+°° (x—l)sinxd
— aX
2L xe+n N

h)

2. Rozhodnéte o konvergenci resp. divergenci nasledujicich integrali:

+Ooe—x
b) / dx,
(VA
) / L_g
e x’
0 A/sinx

+00 1
h —dx,
) /_oo 2+ sinx *

3. Dokazte, Ze nasledujici integrdly konverguji absolutné:

+00
b) / e cosxdx,

oo

) /1sin%d
e X
o Vx

T sinlnx

—dux,
0o A/x3+1

4. Dokazte, Ze ndsledujici integrily konverguji:

b) /*o" cos x dx.
1

X
—+00
e) / cosx2dx,
0
T cosx dx
h)

1 Y31’

Ndvod: V d) a e) nejprve integrily upravte substituci x> = ¢.

5. Urcete hlavni hodnotu integrali:

+o00
a) / (7™ + x%) dx,

o0

2 3
d) / ——dux,
Hx(x+3)

+00
2 / (e + x%e™ ) dx,

oo

U dx
b K
) /;1 x3
e) / sgnx dx,

—+00
h) / x cosxdx,
—0Q

+00 —x
c) / ¢ dx,
0 X
1
"
0

e
+ 2
i) / x%e™ dx.

o]

dx,

sin? x
o0

+00 R
c) / cosxZe ™ dx,

o0
N /+OO cos e’; dx.
oo 1+ x

) /‘+°° cos /[x] dx
i _—
oo XY 2x243

+2° gind x
c) dx,
0 X

b /+°° cosxsinxd
—_— x’
0 1+ x2

+00 sin x ecos ¥
i) / —— dx.
0 Vx24+1

LI |
ds
c) /0x2—1 X

It
0 X2—4 *

Udx

lxz‘
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Kli¢ k piikladam k procviceni

Oznaceni D ve vysledcich znamend, Ze dany integral diverguje, K Ze konverguje.

1.a) D, b) D, ¢ K, d K, e) D,
f) K, g K, h) K, i) D, ) K
k) K, D K, m) D, n) K, o) K.
2.a) D, b) K, ¢c) D, d D, e) K,
f) D, g) D, h) D, 1) K
1
5.a) 2, b) O, c) —3 In 3, d) —In5, e) O,
f)y —In5, g) 4, h) O, 1) neex.
Autotest

1. Vypoditejte nevlastni integraly:
1 1 +00 1 +00 1 1 dx

a) / —dux, b) / —dux, c) / —dux, d) /
0 VX X o x? —13/x2

2. Vypocitejte nevlastni integraly:

6 dx 400 ) 400
/ —dx, b) / xe ™ dx, c) / e “dx.
2 Y4 —x)? 0 0
3. Vypocitejte nevlastni integraly:
x2 +00 +00
x*+3 3 dx dx
) f b [ s o [ 55
2 x=+2 0 x+2
+oo dx

o [ 0 / o D f L

o X242x+2° o a4+ x

Klic¢ k autotestu

1.a) 2, b) oo, c) 1, d) 6.
1

2.2) 3, b) 62, ¢ 1.
32 tg /2

3.a) =, b) E_M ¢) oo,
5 2 V2
1 5

d —, e T, f) a’m.
e
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Kapitola 5

Numerické metody reSeni urcitého
integralu

Jedinym prostfedkem, ktery mame dosud k dispozici pro uréeni hodnoty urcitého integralu,
je Newtonova-Leibnizova formule (3.10). Jak jsme se jiZ ale v pfedchozim textu nékolikrat
zminovali, jeji pouZiti mé fadu uskali. Pfipomenime si hlavni z nich.

e Primitivni funkce k integrandu neexistuje v mnoziné€ elementarnich funkci.

e Primitivni funkci sice teoreticky umime nalézt, ale prakticky vypocet je velice kompli-
kovany a zdlouhavy.

e Primitivni funkce i k jednoduchému integrandu nemusi viibec existovat (vadi napt. body,
v nichz existuji rizné jednostranné limity). Nékdy to Ize obejit rozd€lenim integracniho
oboru nebo pouZitim zobecnéné Newtonovy-Leibnizovy formule (3.16).

Konecné je tfeba vzit v dvahu, Ze v aplikacich je Casto integrand ziskdn méfenim
napf. v diskrétnich ¢asovych okamzZicich, takZze mame pouze konecnou tabulku hodnot
funkce, kterou mame integrovat, tj. zndme pouze né¢kolik bodu grafu této funkce, ale viibec
nemame jeji vzorec. Pak je pouziti Newtonovy-Leibnizovy formule zcela vyloucené.

Cilem této kapitoly bude sezndmit se s tzv. metodami numerické kvadratury, které naim
1 za této situace (kdy eventuelné nemame vzorec integrandu) umozni s jistou presnosti
urcit hodnotu urcitého integrdlu. V praxi ndm obvykle nebude vadit, Ze vysledek nezname
zcela pfesné, protoZe Casto jsou naméfené hodnoty stejné zatiZeny jistou chybou, a tudiz
uz to, z ¢eho vychdzime, neni presné.

V dnes$ni dobé, kdy mdme béZzné k dispozici vykonné pocitace a kvalitni programy
jako jiz zminiované Maple, Mathematica, Matlab, Mathcad a fadu dalSich, které dokdZou
s velkou presnosti urcit pribliznou hodnotu urcitého integralu, by se mohlo zdat zbyte¢né
mluvit o této problematice. Je vSak potieba uvédomit si, Ze tyto programy musi obsahovat
néjaké algoritmy, pomoci kterych se urcité integrély prfiblizné pocitaji. Pro uZivatele je
dobré mit aspoinl informativni pfedstavu, jak takové metody vypadaji, aby védéli, co od
nich mohou o¢ekavat. Obecné se jednd o dost sloZitou problematiku, kterd tvori rozsdhlou
partii numerické matematiky. My si uvedeme jen tii jednoduché metody, které je mozné
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snadno pouZit i pii ruénim vypoctu na kalkulacce popf. je naprogramovat. Zijemci, ktefi
napf. potfebuji vytvofit program, jehoZ soulasti je integrace ,.divoce* se chovajicich
funkci, se musi obratit na specidlnf literaturu.

Princip numerického vypoctu integralu | ab f(x)dx je zaloZen na tom, Ze se funkce
f(x) nahradi jinou funkci g(x), kterd ma pribliZné stejné funkcni hodnoty jako inte-
grand f(x), ale je jednoduchd z hlediska vypoctu urcitého integrdlu. Protoze geometricky
urcity integrdl vyjadfuje (asponl u nezdpornych funkci) obsah podgrafu, 1ze ocekdvat, Ze
integrél fab g(x) dx da ptiblizné stejny vysledek, tj.

b b
f f(x)dx=f (o) dx + R,

kde tzv. chyba R je malé Cislo, které 1ze zanedbat. Obecné u numerickych vypocta je tfeba
mit na paméti, Ze celkova chyba je ddna souctem nékolika slozek:

e chyba metody (pravé zminéné R) — té se védomé dopoustime, abychom ulohu
zjednodusili,

e zaokrouhlovaci chyby — kalkulacka 1 pocitac (pokud nepocitaji symbolicky) zao-
krouhluji,

e chyby vstupnich dat — pokud byly vstupni hodnoty ziskdny méfenim.

Mezi funkce, které se snadno integruji, patii pfedev§im mnohocleny. Pokud je vSak
integracni obor (a, b) delsi, je pozadavek, aby se hodnoty funkce g(x) neliSily piili§ od
hodnot funkce f(x) obvykle splnitelny jen za tu cenu, Ze mnohoc¢len mé vysoky stupen.
To nepfiznivé ovliviiuje zejména zaokrouhlovaci chyby. Proto se obvykle postupuje tak,
Ze se interval (a, b) rozd€li na mens$i podintervaly a na kazdém z nich se provede né-
hrada jinym mnohoclenem. Pfi vypoctu se integrél | ab g(x) dx pochopitelné rozdéli podle
piislusnych podintervali. Vzorce na diléich intervalech se nékdy nazyvaji jednoduché
formule a celkové vzorce pak sloZené formule.

V dal$§im budeme predpoklddat, Ze interval (a, b) rozdé€lime na n stejné dlouhych
dilkt, kde n € N (takové déleni se nazyva ekvidistantni). Délku jednoho dilku (vlastné

normu tohoto déleni) ozna¢ime 4 > 0 a délici body oznalime x;,i =0, ..., n (tzv. uzlové
body). Funkéni hodnoty integrandu v uzlovych bodech ozna¢ime y;. Tedy
b—a ) .
h = , xi=a-+ih, yi = f(x), i=0,...,n.
n

5.1. Obdélnikova metoda

Nejjednodussim zptisobem je volit funkci g(x) konstantni. Za tuto konstantu zvolime
napf. funkéni hodnotu integrandu v levém konci intervalu (x;, x;+1), tedy bude g(x) =
= f(x;) = y;. Integraci dostaneme jednoduchou obdélnikovou formuli

Xi+1 ) Xi+1 Xi+1 Xig1
/ fx)dx = / g(x)dx = / yidx = yi[x]x; = yi(Xi+1 — x;i) = yih,
X; X X;

o
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kde xjit1 —xi=a+ (G +1)h—(a+ih) = h.
Odtud vyjde

b X1 X2 Xn
/ f(x)dx:/ f(x)dx—i—f f(x)dx—i—---—i—f f(x)dx =
=yoh+yth+---+ yn—1h + R(h),

takZe po tpravé a zanedbani chyby R (/) dostaneme sloZenou obdélnikovou formuli

b
/ Fx)ydx =h(yo+y1+-+ ya-1). .1

Geometrické zndzornéni pro n = 6 je uvedeno na obr. 5.1. Vlastné jde o soucet obsahi
obdélnikli o zdkladnach stejné délky h a vyskach yg, yi, ..., y,—1 (obecné mohou byt
nékteré zaporné).
Obdélnikova metoda je tzv. konvergentni pro libovolnou integrovatelnou funkci f(x).
Tim se mysli, Ze pron — 400, tj. pro h — 0 je }}irr%) R(h) = 0. To plyne z toho, Ze prava
—

strana v (5.1) je vlastné integralnim souctem.
Obvykle chceme ale znéat néjaky odhad chyby. Lze dokéazat, Ze ma-li funkce f na
intervalu (a, b) spojitou prvni derivaci, existuje ¢islo & € (a, b) takové, Ze

h
R(h) =5 & — a) f'(§). (5.2)

Skute¢nou hodnotu ¢isla & ovSem nezndame. Vzorec je tedy moZzné pouZit jen tak, Ze chybu
v absolutni hodnoté odhadneme shora a to tak, Ze | f/(£¢)| nahradime maximem absolutni
hodnoty derivace | f/(x)| na intervalu (a, b). V konkrétnich tlohdch mizZe byt nalezeni
maxima zna¢né pracné a navic se ukazuje, ze takovy odhad je velmi pesimisticky, skutecna
chyba byvda mnohem mensi. Proto je prakticky vyznam takového odhadu maly.

Ze vzorce pro chybu (5.2) vyplyva, Ze obdélnikovd formule je zcela pfesna pro kon-
stantn{ funkce. Pak je totiz f'(§) = 0 pro libovolné &. Toto konstatovani je ovS§em jasné
na prvni pohled i bez tohoto vzorce.

Pouziti obdélnikové formule je velice jednoduché, ale presnost je pochopitelné mala,
proto se pouZzivaji jiné, u¢innéjsi metody, jimiZ se budeme zabyvat dale.

Y y=fx)

a = xg X1 X2 X3 X4 X5 x6=>b

Obr. 5.1: Obdélnikova metoda
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5.2. Lichobéznikova metoda

U této metody nahradime funkci f(x) na intervalu (x;, x;4+1) linedrni funkei g(x), majici
za graf prfimku, kterd prochézi body [x;, y;] a [xi+1, yi+1]. Ze zndmého smérnicového
tvaru piimky vyplyva, Ze funkce g(x) bude mit rovnici

Yi+1 — Vi Yi+1 — Vi

g y=yi+t—(x —x), tj. y=yi+— & —x;).
Xit1 — X h

Integraci dostaneme jednoduchou lichobéZnikovou formuli

Xi+1 Xi+1 Xi+1 , — v
f(x)dxif g(x)dxz/ (y,'-I—M(x—xi))dx:
X Xi X h

i Yi+1 — Vi i
=i [X]iiH + % [ — Xi)z]iiH = yi(Xit1 — x;) +
Yi+l — Vi

+ T (it — x0) = ik o+

Yi+1 — Vi B2
2h

h
o = E()’i + Yit1).

Tento vysledek je pro kladnd y; a y;41 ve shodé se stfedoSkolskym vzorcem pro
obsah lichobéZniku, ktery tikd, Ze obsah lichobéZniku se rovnd souctu délek zakladen
ndsobenému poloviéni vySkou. Zminény lichobéZnik vznikne ndhradou grafu funkce f (x)
na intervalu (x;, x;4+1) pfimkou — viz obr. 5.2. Z predchoziho vzorce dostaneme, Ze

b X1 X2 Xn
/f(X)dx=/ f(X)dx+/ f(X)dx+---+/ fx)dx =

h h h
=5(y0+y1)+§(y1+yz)+---+5(yn_1+yn)+R(h),

takZe po upravé a zanedbani chyby R (/) dostaneme sloZenou lichobéZnikovou formuli

b
 h
/ fx)dx = 5 o +2y1+ -+ +2y4—1 + yn)- (5.3)

Geometrické zndzornéni pro n = 6 je uvedeno na obr. 5.2. Vlastné€ jde v ptipadé klad-
nych y; o soucet obsahii lichobézniki o stejnych vyskach h.

’?}’%, /\\\\}/@, =1 xﬁ“% ,\\\‘

Obr. 5.2: Lichobéznikova metoda
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Opét 1ze snadno dokazat, zZe lichobéznikova metoda je konvergentni pro libovolnou
integrovatelnou funkci f(x), tj. Ze plati %irr%) R(h) = 0. Prava strana v (5.3) je totiz
—

aritmetickym primérem dvou specidlnich integralnich souctt

Pro odhad chyby Ize dokazat (viz [3, str. 643]), Ze ma-li funkce f na intervalu (a, b)
spojitou druhou derivaci, existuje Cislo & € (a, b) takové, zZe

h2
R(h) = BT (b—a)f"&). (5.4)

O pouziti tohoto vzorce plati stejny komentdr jako u obdélnikové metody. Z pfedchoziho
vzorce vyplyva, Ze lichobéZnikova metoda je zcela pfesnd pro linedrni funkce f(x) =
= kx + q. V piipadé téchto funkci je totiz f”(£) = 0 pro libovolné &. To je vzhledem ke
geometrickému vyznamu této metody a skutecnosti, Ze grafem linearni funkce je piimka,
opét jasné 1 bez tohoto vzorce.

5.3. Simpsonova metoda

U této metody musi byt pocet délicich intervali sudy, protoze parabola, jeZ bude f(x)
nahrazovat, je uréena trojici bodl. Ozna¢me proto n = 2m, kde m € N. Funkci budeme
nahrazovat na intervalech (xq, x2), (x2, X4),. .., (X2m_2, X2;n). Na kazdém dil¢im intervalu
(xi—1, Xi41) se sttedem x;, kdei = 1, 3, ..., 2m — 1, ptijde o kvadratickou funkci g(x) =
= p+gqx +rx2, jejimz grafem je parabola, kterd musi prochazet body [x;_1, yi—1], [xi, yi]
a [xi+1, Yi+1]. UkdZeme, Ze takovy mnohoclen stupné nejvyse dva existuje a zZe je jediny.
V piipadé specidlni polohy trojice bodt, kdyz budou leZet na pifimce, totiz vyjde r = 0,
takZe neptijde o parabolu, ale o pfimku.

Ukazuje se, Ze je vyhodné vyjadfit hledany mnohoclen vzhledem k mocnindm x — x;
(nasledujici vypocty se podstatné zkréti). To lze udélat pomoci Taylorova vzorce dosta-
te¢né vysokého stupné, aby zbytek v Taylorové vzorci byl identicky nulovy. V nasem
pripadé je to stupeini dva. Plati

1
g(r) = () +g'(x)(x = x) + 5 " (i) (x — x)” =
=(p+qgxi+ rxl-z) 4+ (g 4+ 2rxi)(x — xi) +r(x — x;)>.

OznaCime p = p + gx; + rxl.z, q = q + 2rx;, r = r a budeme hledat polynom ve tvaru
gx)=p+qglx —x)+r(x— xi)2.Z podminek, Ze jeho graf prochdzi body [x;_1, yi—1],
[xi, yil a [xi+1, yi+1], dostaneme soustavu ti{ rovnic pro nezndmé koeficienty p, g a r:

p—qh+7rh* =y,

p =i

p+qh +7h? = Vigl-
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Z ni snadno urcime, Ze existuje prave jedno feSeni

_— - ikl — Vil 5 Yim1 =2y i
P = Jis q = 2% ’ - 242 ’
takze 2y +
Vil = Vi1 Yi—1 = 2yi + i+
gy =yt T (i w) T (=)

Integraci na intervalu (x;_1, x;+1) dostaneme jednoduchou Simpsonovu' formuli

/ oy = f T e dx =

i—1

i—

Xi+1 . — Vi =2 PRTREYR
Yi+1 — Vi1 Yi—1 y Yi+1
:f (”*%“‘W i “"“”2) =

—y; [X]xi+l + Yi+1 — Yi—1 [(X . xi)z]xi.H + Yi—-1 — 2)’1 + Yi+1 [(X . XI)B]Z-E: _

Xil 4h Xi—1 6h?
Yitl = Vi—l o2 20, Yitl —2Vi+Yi-1 3 .3
—2yih+ 22 = (W —h h” +h”) =
yih + pPA ( )+ 2 (h” + h”)
i+l — 2y + yi-1 h
=2yih + Yt 3y Yl = 3 (Yi—1 +4yi + Yit1).

Z ptedchoziho vzorce dale dostaneme, Ze

X

" fodr =

Xn—1

b X1 X2
/ f(X)dX=/ f(x)dx—i—/ F)dx +---+
h h
=5(y0+4y1+yz)+§(y2+4y3+y4)+..,+

h
+ g (yZm—Z + 4y2m—1 + y2m) + R(h),

takZe po Upravé a zanedbéni chyby R(h) dostaneme sloZenou Simpsonovu formuli
b h
/ fx)dx = 3 (yo +4y1 +2y2 +4y3 +2y4 -+ 2ym—2 +4Y2m—1 + Yom) =
a

h
=3 [Yo+ yom + 401+ -+ yom—1) + 22 + -+ yam—2)].  (5.5)

Geometrické znazornéni pro n = 6 je uvedeno na obr. 5.3.
Rovnéz 1ze dokézat, Ze lichobéznikova metoda je konvergentni pro libovolnou integro-
vatelnou funkci f(x), tj. Ze plati }}in}) R(h) = 0. Pravd strana v (5.5) je totiZ aritmetickym
—

primeérem tif specidlnich integralnich souctl

yoh + yth + -+ + yam—1h, yih + yoh + - - - + yomh,
vi2h + y32h + - - - + yom—12h.

'Thomas Simpson (1710-1761) — anglicky matematik. Zabyval se interpolaci a numerickou integraci.

o
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’ y=r0 /N
2 .. , N\ §?”*¢, ,

Obr. 5.3: Simpsonova metoda

Pfitom norma dé€leni v prvnich dvou integralnich souctech je &, kdeZto ve tietim je 2h.
Pro odhad chyby lze dokdzat (viz [3, str. 645]), Ze ma-li funkce f na intervalu (a, b)
spojitou ¢tvrtou derivaci, existuje ¢islo & € (a, b) takové, Ze

4

Rh:—h—b— “) 5.6
(h) 180( a) (). (5.6)

Tato vlastnost Simpsonovy metody je zndzornéna na
obr. 5.4. Funkce f (x) pfedstavuje libovolny kubicky
polynom a funkce g(x) je odpovidajici kvadratickou

funkci, kterd nahrazuje f(x) na jednom dil¢im inter-
valu (xq, xp). Plati

/ [f(x) —g()]dx = —/ [f(x) —g(x)]dx,

takze

xo X1 x2 v/);o [f(x) —g(x)]dx = 0.

Obr. 5.4 Pouzit tento vzorec pro odhad chyby je obecné ob-
tizné, protoze ¢tvrta derivace muze byt zna¢né kom-
plikovana a o to téZsi by byla uloha najit maximum jeji absolutni hodnoty. Vysledek (5.6)
ale stoji za povSimnuti z jiného divodu. Nepiekvapi nds, Ze vzorec bude pfesny pro
kvadratické funkce f(x) = p + gx + rx?, protoZe na kazdém dil¢im intervalu splyne
,hdhradni* funkce g(x), kterd je rovnéz kvadratickd, s funkci f(x). Ale vzorec pro
chybu obsahuje ¢tvrtou derivaci, takZze formule bude pfesnd i pro kubické mnohocleny

f(x) = p—+qgx +rx®+sx3. Proty je totiz f® (&) = 0 pro libovolné &.
Z pravé uvedeného diivodu se Simpsonova formule ¢asto pouZziva. Je totiZ jednoducha

a i pfi mensim poctu uzlovych bodi pomérné presna.

Podobné by bylo mozné pokracovat ddl a nahrazovat integrand kubickym mnoho-
Clenem, ktery by prochézel ¢tyfmi danymi body grafu integrandu atd. Celd skupina
téchto kvadraturnich formuli, jejichz tfi nejjednodussi piipady jsme uvedli, se nazyva
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N4 Vv s

Newtonovy-Cotesovy' formule. Odvozeni t&chto formulf vyssich fadd je ¢im d4l pracn&;jsi
a vétsinou se tyto formule vyssich fadi nepouzivaji a dava se prednost sloZené Simpsonoveé
formuli s dostate¢nym poctem uzlovych bodii.

Existuje celd fada dalSich metod vypoctu urcitého integrdlu. Mezi nejvyznamnéjsi
patii Gaussovy kvadraturni formule a Rombergova metoda. O nich a dalSich metodach se
lze docist napft. v [3, 20].

Pro zajemce:
Ptedchozi metody pfiblizného vypoctu ur¢itého integralu umoZziiuji pfiblizn€ urcovat i neurcity in-
tegral. Vime, Ze staci nalézt jednu primitivni funkci, ostatni se lis{ o konstantu. Je-li integrand f (x)
spojity, je primitivni funkce F(x) dana podle disledku 3.29 vztahem F(x) = fcx f(@)dt, kde c je
néjaky pevné zvoleny bod integracniho oboru. Hodnoty funkce F(x) lze tedy v jednotlivych bo-
dech pocitat prostfednictvim uréitého integralu. Mame-li téchto hodnot dostate¢ny pocet, mizZeme
funkci F(x) aproximovat na celém integra¢nim oboru nékterou z mnoha metod, které poskytuje
numerickd matematika.

Konec¢né pripometime, Ze také hodnoty nevlastnich integralt 1ze priblizné urcit pomoci vhod-
ného urcitého integralu — viz zacéatek oddilu 4.4.

3
Priklad 5.1. Urcete pribliznou hodnotu urcitého integralu / v x3 — 1 dx pomoci obdél-
1
nikové, lichobéznikové a Simpsonovy metody. Integracni obor rozdélte na osm ¢4sti.

Reseni. V nasem piipadé bude n = 8, tj. budeme mit devét uzlovych bodi xo, . .., xs.
Dale ozna¢ime a = 1, b = 3. Velikost kroku bude /& = l% = % = 0,25. V nasledujici
tabulce jsou uvedeny s presnosti na Ctyii desetinna mista potfebné funkéni hodnoty y; =
= f(x;),i =0,...,8 kde f(x) = +vx3—1.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

x; | 1,0000 | 1,2500 | 1,5000 | 1,7500 | 2,0000 | 2,2500 | 2,5000 | 2,7500 | 3,0000

yi | 0,0000 | 0,9763 | 1,5411 | 2,0879 | 2,6458 | 3,2235 | 3,8242 | 4,4494 | 5,0990

Ozna¢me 19, IF a IS pfibliznou hodnotu daného integrdlu uréenou po fadé obdél-
nikovou, lichobéznikovou a Simpsonovou metodou s pouZzitim n + 1 uzlovych bodt. Ze
vzorce (5.1) dostaneme po zaokrouhleni na Ctyfi desetinnd mista:

I = h(yo+ Y1+ Y2+ y3 + ya + ys + Y6 + y7) = 4,6870.

Podobné ze vzorce (5.3) dostaneme:

h .
I§ = 2 00+ 2y1 + 232 + 293 + 2y4 + 25 + 2356 + 297 + ) = 5,3244.

'Roger Cotes (1682-1716) (éti kouts) — anglicky astronom a experimentdlni filosof. Zabyval se
logaritmy, integralnim poctem a interpolaci.

o
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Konecné ze vzorce (5.5) dostaneme:

I§ = g [vo + y8 + 41 + y3 4+ y5s + y7) + 2(y2 + ya + y6)| = 5.3389.
ProtoZe primitivni funkce k integrandu +/x3 — 1 neni elementdrni, nemtZeme pouZit
Newtonovu-Leibnizovu formuli a najit pro porovndni pfesnou hodnotu / daného integralu.
Pouzijeme-li napf. program Maple, dostaneme, ze I = 5,356314 216. Je tedy vidét, ze
Simpsonova ale i lichobéznikova formule daly i pfi pomérné malém poctu uzlovych bodi
celkem sluSny vysledek. A

Na zavér si vSimneme problematiky posouzeni presnosti vysledku. Jak jsme uvedli,
existuji pro dostatecné hladké funkce vzorce pro uréeni chyby vSech tii probiranych metod.
V nich v3ak figuruje nezndmé ¢islo &, lezici nékde v integra¢nim oboru. Tedy konkrétni
hodnotu chyby nezndme. Vzorce lze pouZit jen pro horni odhad absolutni hodnoty chyby
zpusobem vysvétlenym u obdélnikové metody na str. 206. Vysledek je vSak ¢asto zna¢né
pesimisticky, nebot skute¢nd presnost je mnohem lepsi, nez kolik vyjde odhad.

V praxi se ¢asto zejména v souvislosti s nasazenim pocitaci pouziva nasledujici postup.
Zvoli se malé kladné ¢islo ¢ > 0. Pak se pomoci sloZzené formule urci priblizna hodnota
integralu I,, pro né&jaky konkrétni pocet délicich intervalti n a hodnota I, s dvojnasobnym
poctem délicich intervali. Ovéfi se, zda plati, ze |1, — I»,| < ¢.

Pokud tomu tak je, povazuje se ¢islo I, za pfibliznou hodnotu integralu. Pokud tomu
tak neni, uréi se Iy, se Ctyfndsobnym poctem délicich intervald a ovéfi se, zda je uz
| I, — l4n| < €. Pokud ano, povaZzuje se Cislo 1, za pribliznou hodnotu integralu. Pokud
ne, opét se zdvojnasobi pocet délicich intervald a timto zptisobem se pokracuje tak dlouho,
az se takto ziskané dvé po sobé jdouci pfiblizné hodnoty integralu liSi v absolutni hodnoté
0o méné nez €.

Obecné by stacilo jakkoli zvétSovat pocet délicich intervald. Dvojnasobky jsou vy-
hodné, protoZe neni nutné pocitat znovu vSechny funkcni hodnoty integrandu, naopak se
vSechny hodnoty z piredchoziho kroku vyuZziji.

212
Priklad 5.2. Vypoctéte Simpsonovou metodou hodnotu ur¢itého integralu / sin — dx.
0 X

Zacnéte s poctem délicich intervali n = 30 a tento pocet zdvojnasobujte tak dlouho, az
se budou posledni dva vysledky liSit o méné nez ¢ = 0,01.

Reseni. Graf integrandu je zndzornén na obr. 3.10 b). ProtoZe jde o mimo¥ddné rychle
oscilujici funkci, 1ze ocekdvat, Ze potfebny pocet uzlovych bodl bude na dosaZeni poza-
dované presnosti vysoky. Integrand g(x) neni definovan v nule. Zvolime napt. g(0) = 0.
Na skute¢nou hodnotu integralu to nemad vliv, u numerického feSeni to vSak vysledek pfi
mensim poc¢tu uzlovych bodit mize ovlivnit. V podobném piipadé€ je rozumné chybéjici
funk¢ni hodnotu doplnit tak, aby byla funkce spojitd, to ale zde nejde, protoZe limita
integrandu pro x — 07 neexistuje.

Je zfejmé, Ze tento piiklad nelze feSit bez programovatelné kalkulacky nebo pocitace
s vhodnym softwarem. S pouZitim vzorce (5.5) ur¢ime pfiblizné hodnoty integrilu pro
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n = 30, 60, 120, ... . Pfi pocitani na Sest platnych cifer dostaneme:
I3, = —0,637770 Ly = —0,714130 Ifypy = —0,720183
Igy = —0,672977 15, = —0,793987 I8, = —0,727127
Iy = —0,705 837 IS, = —0,697 963 IS4, = —0,715383

Je videt, ze |15y — Lyyo| = 0,008287 < & = 0,01. Aviak rozdily mezi nésledujicimi
dvéma hodnotami se op&t zv&tSujf. Az opét |15y, — I5g0| = 0,006953 < & = 0,01.
Pak vSak zase dochdzi k mirnému nardstu. Je tedy vidét, Ze s numerickym feSenim tohoto
integrélu jsou potiZe. Pro zajimavost si uvedme, jaky vysledek da Maple: I = —0,716973.

ProtoZe problémy ocividné plisobi chovani integrandu v pravém okoli nuly, bylo by
taktictéjsi rozdélit integracni obor na dvé ¢asti — mensi levy interval, obsahujici nulu, kde
by se pouzilo vice uzlovych bodu, a vétsi pravy, kde by stacilo uzlovych bodu relativné
méné. Oznacime-li InS (or; B) hodnotu ziskanou pomoci Simpsonovy formule s n + 1
d&licfmi body na intervalu (o, B), 1ze urdit, ze 15,(0; 0,5) + 15,(0,5; 4,5) = —0,716513,
coZ je v porovnani s hodnotou ziskanou z Maplu mnohem lepsi vysledek neZ napt. 175680.
To jasné ukazuje, Ze pfi feSeni nelze postupovat bez premysleni a slepé dosazovat do
vzorce, ktery najdeme v néjaké piirucce. A

5.4. Cviceni ke kapitole 5

Priklady k procviceni '

1. Vypocitejte ndsledujici urcité integrdly s pouZitim obdélnikové, lichobéznikové a Simpsonovy
metody s poétem n + 1 uzlovych bodu:

1 1
a) /\/x4+1dx, n=6, b) /\/x3—|—1dx, n==6,
—1 0

2 3 x
) / xvV1+x*dx, n=6, d) e—dx, n =4,
0 1 X
) T sinx d 6 f Tsinx d 6
e ——dx, n=26, ——dx, n=26,
0 X 0 ﬁ
3 2 2 2
) / e dx, n=4, h) / x?e ™ dx, n=S8,
0 1
3 1 2 )
i) / —dx, n=4, ) (x+De™ dx, n=4.
5 Inx 1

Ndvod: V zadénich e) a f) dodefinujte funkéni hodnotu v x = 0 tak, aby byl integrand f(x)
Spojity.

o
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2. S pouZzitim Simpsonovy metody vypoctéte hodnoty zadaného integralu pro n a 2n a rozhodnéte,

zda jejich rozdil je v absolutni hodnoté mensi neZ zadané e:

2 3
a) / Vit £ 1dx, n=4.e=0,005, b) / COSY 4x. n=4.5=005,
0 2 X
4 3 -1 2
o) f YT dx, n=2.e=002 d) / e dx, n=4. =005
1/3 ln3x 1

Ndvod: V zadéni c) dodefinujte funkéni hodnotu v x = 1/3 tak, aby byl integrand f (x) spojity.

. Vypocitejte ndsledujici urcité integrdly a porovnejte ziskané vysledky s vysledky ziskanymi

s pouZitim obdélnikové, lichobéznikové a Simpsonovy metody s poétem uzlovych bodd n + 1:

7/2 3
a) / cosydy, n =4, b) / (x*=3x>+1)dx, n=6,
—7/2 -1
7/3 3
¢) / Ssindxdx, n=F6, d) / ¢Pdx, n=4,
0 0
512 |
e) dx, n=26, f) dx, n=6,
0o X249 L, x—4
0 4 ¥ —1
g) / 2sin2xdx, n =4, h) / dx, n =28,
—n/2 o x+1
1 3 1
1) / In(x +2)dx, n=4, 1) / 5 dx, n =26,
-1 2 X+ X
/3 1
k) / 2cosysinydy, n =206, D / 4yarctg2ydy, n=4.
x -1

. S pouZitim vhodného programu symbolické algebry vypoctéte nasledujici integraly:

3 3
a) / sinx?dx, b) / cosx2dx,
2 2
87 1 8 S
c) / cos —dx, d) / (x —3)Vx3 —7dx,
0 X 2
) fST[ Sian q f) fl() ( . )d
e X, cos(x Inx) dx.
0o WX 1

Kli¢ k prikladim k procviceni

Numerické vypocty byly provedeny pomoci programu Maple s nastavenim piesnosti (pii
vSech vypoctech) na pét platnych cifer. Pii pouziti jiného programu nebo kalkulacky se
tedy mohou ziskané vysledky podle nastaveni ponékud liSit.

1. V dal§im znaci po fadé 1o, 11, Is hodnotu integrdlu uréenou obdélnikovou, lichobéz-

nikovou a Simpsonovou metodou.
a) Ip =2,2051, I =2,2051, Is =2,1786,
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b) Ip = 1,079, I; =1,1139, Is =1,1114,
c) Ilp =3,3732, I, = 4,7476, Is = 4,6473,
d) Ip =17,1368, I, =8,1310, Is = 8,0409,
e) Ilo=2,1065, I, = 1,8520, Is = 1,8520,
fO) =1,
f) Iop=2,2215, I, = 1,9596, Is = 1,9340,
f(0) =0,
g) Ip =1,5144, I, =0,88942, Is = 0,76764,
h) 1p =0,25138, I, = 0,23296, Is = 0,23325,
i) Ip =1,1890, I =1,1224, Is = 1,1185,
j) 1o =0,39988, I, = 0,31478, Is = 0,30989.
2. I, znaci vysledek s pouzitim n + 1 uzlovych bodu.
a) I, =209111, Is =2,9109, ano,
b) 14 =—0,45116, I3 = —0,45898, ne,
c) I, =10,499, 14 = 10,529, ne,
fa/3) =1,
d) Iy =0,040673, I3 = 0,040780, ano.
3.a) 2, Io = 1,8961, I, = 1,8961, Is = 2,0046,
b) —4, lo = —5,3333, I, = —4, Is = —4,
c) 1,8750, lp =2,1761, I; = 1,7982, Is = 1,8778,
d) 35,1549, lp = 4,5373, I; =5,1817, Is =5,1549,
e) 3,1416, 1o = 3,3036, I, =3,1370, Is = 3,1416,
f) —0,5108, Io = —0,48926, I, = —0,51148, Is = —0,51083,
g -2, Ip = —1,8961, I = —1,8961, Is = —2,0046,
h) 0,7812, o = 0,34206, I, = 0,74206, Is = 0,77831,
i) 1,2958, Iop = 1,0075, I, = 1,2821, Is = 1,2953,
50,1178, Iop = 0,12494, I, =0,11799, Is =0,11778,
k) 0,75, Io = 0,32166, I, = 0,62395, Is =0,77037,
1) 3,5355, 1o = 3,7850, I, = 3,7850, Is = 3,5705.
4. a) —0,03130, b) 0,14967, c) 23,582,
d) 36,718, e) 0,67990, f) 0,38210.
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