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ISBN 80-248-1191-X



Obsah
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3.3 Existence určitého integrálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
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Přı́klady k procvičenı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
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Předmluva

STUDIJNÍ OPORY S PŘEVAŽUJÍCÍMI DISTANČNÍMI PRVKY PRO PŘEDMĚTY
TEORETICKÉHO ZÁKLADU STUDIA je název projektu, který uspěl v rámci prvnı́
výzvy Operačnı́ho programu Rozvoj lidských zdrojů. Projekt je spolufinancován stát-
nı́m rozpočtem ČR a Evropským sociálnı́m fondem. Partnery projektu jsou Regionálnı́
středisko výchovy a vzdělávánı́, s. r. o. v Mostě, Univerzita obrany, Brno a Technická
univerzita v Liberci. Projekt byl zahájen 5. 1. 2006 a bude ukončen 4. 1. 2008.

Cı́lem projektu je zpracovánı́ studijnı́ch materiálů z matematiky, deskriptivnı́ geome-
trie, fyziky a chemie tak, aby umožnily předevšı́m samostatné studium a tı́m minima-
lizovaly počet kontaktnı́ch hodin s učitelem. Je zřejmé, že vytvořené texty jsou určeny
studentům všech forem studia. Studenti kombinované a distančnı́ formy studia je využijı́
k samostudiu, studenti v prezenčnı́ formě si mohou doplnit zı́skané vědomosti. Všem stu-
dentům texty pomohou při procvičenı́ a ověřenı́ zı́skaných vědomostı́. Nezanedbatelným
cı́lem projektu je umožnit zvýšenı́ kvalifikace širokému spektru osob, které nemohly ve
studiu na vysoké škole z různých důvodů (sociálnı́ch, rodinných, politických) pokračovat
bezprostředně po maturitě.

V rámci projektu jsou vytvořeny jednak standardnı́ učebnı́ texty v tištěné podobě,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijnı́ materiály, přı́stupné
prostřednictvı́m Internetu. Součástı́ výstupů je rovněž banka testových úloh pro jednotlivé
předměty, na nı́ž si studenti ověřı́, do jaké mı́ry zvládli prostudované učivo.

Bližšı́ informace o projektu můžete najı́t na adrese http://www.studopory.vsb.cz/.
Přejeme vám mnoho úspěchů při studiu a budeme mı́t radost, pokud vám předložený

text pomůže při studiu a bude se vám lı́bit. Protože nikdo nenı́ neomylný, mohou se
i v tomto textu objevit nejasnosti a chyby. Předem se za ně omlouváme a budeme vám
vděčni, pokud nás na ně upozornı́te.

ESF - ROVNÉ PŘÍLEŽITOSTI PRO VŠECHNY
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1

Kapitola 1

Úvod

1.1. Co je to integrálnı́ počet a čı́m se zabývá
Integrál je jednı́m z ústřednı́ch pojmů matematické analýzy a matematiky vůbec. Jeho
vznik motivovaly mimo jiné dvě úlohy:
1. určenı́ funkce, je-li známa jejı́ derivace,
2. výpočet plochy, která je vymezena grafem funkce f na intervalu 〈a, b〉 a osou nezávislé

proměnné x.
Tyto dvě úlohy vedou k pojmu neurčitého a určitého integrálu. Vyšetřovánı́ vlastnostı́

a výpočet těchto spolu souvisejı́cı́ch podob integrálu je obsahem integrálnı́ho počtu.
S rozvojem matematiky a v souvislosti s potřebami přı́rodnı́ch věd a techniky se pojem

integrálu vyvı́jel, byl předmětem mnoha zobecněnı́ a prošel řadou změn. Postupně vznikala
řada neustále obecnějšı́ch integrálů, které čı́m dál tı́m lépe řešily dvě výše uvedené úlohy.

Podı́váme-li se do dnešnı́ch učebnic diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu, většinou
výklad začı́ná seznámenı́m s reálnými čı́sly, následuje pojem limita, pomocı́ limity se
definuje derivace, pak neurčitý integrál a nakonec integrál určitý.

Historicky ovšem tyto pojmy nevznikaly v tomto pořadı́. Ve skutečnosti se nejdřı́ve
vyvı́jel pojem určitého integrálu (výpočty obsahů a objemů), pak derivace a neurčitý
integrál (v 17. stol.), které byly založeny na intuitivnı́m chápánı́ nekonečně malé a velké
veličiny a tudı́ž limitnı́ho procesu, a o 100 let později se upřesňoval pojem limity a teprve
v 19. stoletı́ byla vybudována teorie reálných čı́sel.

1.2. Co budete po prostudovánı́ tohoto textu umět
Obsahem skripta je výklad integrálnı́ho počtu funkcı́ jedné reálné proměnné, který spo-
lečně s diferenciálnı́m počtem tvořı́ základ matematického vzdělánı́ inženýra. Znalost
integrálnı́ho počtu funkcı́ jedné proměnné je nezbytným předpokladem pro studium dal-
šı́ch matematických partiı́, jako diferenciálnı́ch rovnic, integrálnı́ho počtu funkcı́ vı́ce
proměnných, vektorové analýzy, integrálnı́ch transformacı́ a řady dalšı́ch. Neobejde se
bez něho ani mechanika, fyzika a mnoho dalšı́ch technických disciplı́n.
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1.3. Orientace v textu
Text je rozdělen do čtyř kapitol. Prvnı́ je věnována neurčitému integrálu a druhá Rieman-
novu určitému integrálu. Z hlediska výkladu je tento přı́stup snazšı́ a přehlednějšı́. Pro
výuku je však možné probrat pouze prvnı́ dvě sekce prvnı́ kapitoly, pak zavést určitý inte-
grál, vysvětlit jeho základnı́ vlastnosti a Newtonovu-Leibnizovu formuli, potom se vrátit
ke zbytku prvnı́ kapitoly a na závěr dokončit druhou kapitolu, zejména různé aplikace.
Zvolený přı́stup umožnı́ dojı́t na cvičenı́ch dřı́ve k určitému integrálu a průběžně procvi-
čovat i jeho výpočet. Třetı́ kapitola je pak týká zobecněnı́ na nevlastnı́ integrál. Čtvrtá,
nejkratšı́, uvádı́ informativně základnı́ numerické metody výpočtu určitého integrálu.

Vzhledem k tomu, pro koho je text určen, nenı́ řada tvrzenı́ dokazována. Prakticky
vše je dokázáno v prvnı́ kapitole, kde důkazy nejsou přı́liš obtı́žné. Naopak ve druhé ka-
pitole důkazy téměř nejsou, protože jsou technicky většinou dost obtı́žné. Ve zbývajı́cı́ch
kapitolách jsou dokázána jen některá jednoduššı́ tvrzenı́. V dnešnı́ době totiž klesá vý-
znam „drilovánı́ “ mechanického integrovánı́, protože nám mohou podstatně pomocı́ tzv.
programy symbolické neboli počı́tačové algebry. Pro jejich správné použı́vánı́ je ovšem
třeba dobře rozumět pojmům, se kterými tyto programy pracujı́, jinak nedokážeme odhalit
chyby, které nutně tyto programy při nesprávném použitı́ dělajı́. Proto je věnována velká
pozornost důkladnému zaváděnı́ pojmů, jejich správnému pochopenı́ a přesné formulaci
matematických vět. Pro většı́ názornost je text doplněn řadou obrázků.

Skriptum obsahuje spoustu velmi podrobně řešených přı́kladů, které by čtenáři měly
pomoci porozumět probı́rané látce. Za jednotlivými tematickými celky jsou dále zařazena
cvičenı́. Samostatné řešenı́ v nich obsažených přı́kladů tvořı́ nedı́lnou součást studia. Jen
tak mohou studenti zı́skat potřebné početnı́ návyky a hlouběji si osvojit nové pojmy. Pro
usnadněnı́ kontroly jsou všechna cvičenı́ opatřena výsledky. Pro lepšı́ orientaci v textu
jsou konce důkazů označeny symbolem a konce cvičenı́ symbolem N.

Existuje řada učebnic a skript, které jsou věnovány problematice integrálu funkcı́ jedné
proměnné. V textu [18] naleznete všechny důkazy neuvedené v těchto skriptech, pokud
nenı́ explicitně uveden jiný pramen. Mezi klasické české učebnice patřı́ [8]. Poučné je čı́st
rovněž knihu [19], která byla prvnı́ modernı́ českou učebnicı́ integrálnı́ho počtu. Přestože
jejı́ jazyk zastaral, jejı́ obsah je pozoruhodný a je zajı́mavé srovnat, na co se kladl při
výkladu této partie důraz před téměř sto lety a na co se klade dnes. Rovněž lze doporučit
učebnici [16] a pro ty, kteřı́ hovořı́ rusky, také klasickou knihu [5].

Průvodce studiemS

J

VZ

Prostřednictvı́m průvodce studiem vás chceme seznámit s tı́m, co vás v dané kapitole
čeká, které části by měly být pro vás opakovánı́m, na co je třeba se obzvláště zaměřit atd.

Cı́le
ó

V části cı́le se dozvı́te, co všechno zvládnete a budete umět po prostudovánı́ dané kapitoly.
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Přı́klad

+Touto ikonou jsou označeny všechny řešené přı́klady. Konec řešených přı́kladů je označen
plným trojúhelnı́čkem.

Pojmy k zapamatovánı́ ∑
Pojmy zde uvedené jsou většinou nové a zcela zásadnı́ pojmy, které je třeba umět přesně
definovat. To znamená pojem nejen pochopit a umět ilustrovat na přı́kladech, ale také
umět vyslovit jeho přesnou definici.

Kontrolnı́ otázky ?
Těmito otázkami si ověřı́te, zda jste daným pojmům porozuměli, zda si uvědomujete
rozdı́ly mezi zdánlivě podobnými pojmy, zda dovedete uvést přı́klad ilustrujı́cı́ danou
situaci atd.

Přı́klady k procvičenı́ !
Tyto přı́klady sloužı́ k tomu, abyste si důkladně procvičili probranou látku.

Autotest
-

Pomocı́ autotestu si otestujete své znalosti a početnı́ dovednosti z určitého objemu učiva.

Pro zájemce
Tato část obsahuje komentáře, přı́p. rozšı́řenı́ učiva. Je nepovinná a je od ostatnı́ho textu
odlišena menšı́m typem pı́sma.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́
Za každým oddı́lem s přı́klady k procvičenı́ je uveden klı́č ke cvičenı́m, který obsahuje
výsledky neřešených přı́kladů.

Literatura
Jedná se o literaturu použitou autory při vytvářenı́ tohoto studijnı́ho materiálu, nikoliv
o literaturu doporučenou k dalšı́mu studiu. Pokud některou z uvedených publikacı́ do-
poručujeme zájemcům, pak je to v textu spolu s odkazem na daný titul jasně uvedeno.
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Rejstřı́k
Rejstřı́k, uvedený na konci skript, posloužı́ ke snadné orientaci v textu.

Závěrem
Celý text vycházı́ z koncepce výuky matematické analýzy pro prvnı́ ročnı́k na Fakultě
elektrotechniky a informatiky VŠB–TU v Ostravě a na Fakultě vojenských technologiı́
Univerzity obrany. Jako podklad k vytvořenı́ tohoto textu posloužila skripta [7]. Výklad
i grafická podoba byly uzpůsobeny potřebám studentů v distančnı́ a kombinované formě
studia.

Text existuje ve dvou verzı́ch — tištěné a interaktivnı́. U interaktivnı́ verze se jedná
o multimediálnı́ výukový text obsahujı́cı́ animace a interaktivnı́ testy. Oba studijnı́ ma-
teriály byly vytvořeny v rámci projektu Operačnı́ho programu Rozvoje lidských zdrojů
CZ.04.1.03/3.2.15.1/0016 Studijnı́ opory s převažujı́cı́mi distančnı́mi prvky pro předměty
teoretického základu studia. Tento projekt je spolufinancován Evropským sociálnı́m fon-
dem a státnı́m rozpočtem České republiky

Děkujeme recenzentům prof. RNDr. Josefu Diblı́kovi, DrSc. z Ústavu matematiky
a deskriptivnı́ geometrie FAST VUT v Brně a doc. RNDr. Zdeňku Šmardovi, CSc. z Ústavu
matematiky FEKT VUT v Brně za řadu připomı́nek, které napomohly ke zlepšenı́ textu.

Dále bychom chtěli také poděkovat prof. RNDr. Štefanu Schwabikovi, DrSc. z MÚ
AV ČR a RNDr. Petře Šarmanové, Ph.D. z FEI VŠB–TU Ostrava za poskytnutı́ materiálu
týkajı́cı́ho se historie integrálnı́ho počtu.

Za pomoc se zařazenı́m animacı́ do interaktivnı́ verze a vytvořenı́ úvodnı́ch stránek
výukového CD děkujeme Ing. Mgr. Michalovi Haleckému.

Text byl připraven sázecı́m systémem pdf TEX ve formátu LATEX 2ε, většina obrázků
byla vytvořena programem METAPOST s použitı́m balı́ku TEXovských maker mfpic.
Dva obrázky byly připraveny v programu Maple.

Brno, zářı́ 2006 Autoři
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Kapitola 2

Neurčitý integrál

Průvodce studiem S

J

VZ

V předcházejı́cı́m studiu jste se seznámili s důležitým pojmem, a to derivacı́
funkce. Funkci f byla přiřazena jistým způsobem definovaná nová funkce f ′.
Přitom pro konkrétnı́ hodnotu x čı́slo f ′(x) mohlo mı́t různou interpretaci podle
toho, co vyjadřovala funkce f . Např. geometricky hodnota f ′(x) měla význam
směrnice tečny ke grafu funkce f v bodě [x, f (x)], tj. byla to tangenta úhlu,
který svı́rala tečna s kladnou částı́ osy x. Vyjadřovala-li funkce f polohu bodu
pohybujı́cı́ho se po přı́mce v závislosti na čase, udávalo čı́slo f ′(x) okamžitou
rychlost tohoto bodu v čase x, vyjadřovala-li funkce f okamžitou rychlost takového
bodu v závislosti na čase, udávalo čı́slo f ′(x) okamžité zrychlenı́ tohoto bodu
v čase x, atd. Obecně hodnota f ′(x) vyjadřovala „mı́ru“ velikosti změny funkce f
v závislosti na změně nezávisle proměnné x. Čı́m většı́ byla hodnota f ′(x), tı́m
prudčeji funkce f narůstala v okolı́ bodu x a naopak.

Úloha, kterou se v této kapitole budeme zabývat, je v podstatě opačná. K za-
dané funkci f budeme hledat funkci F takovou, aby platilo F ′ = f . Budeme se
tedy ptát, jakou funkci je nutné derivovat, abychom dostali zadanou funkci f .
Tudı́ž ze znalosti směrnic tečen ke grafu funkce budeme chtı́t najı́t tuto funkci,
ze znalosti okamžité rychlosti bodu budeme chtı́t zjistit polohu tohoto bodu, ze
znalosti okamžitého zrychlenı́ bodu budeme chtı́t určit jeho okamžitou rychlost
apod.

V této kapitole si mimo jiného postupně všimneme zejména následujı́cı́ch
otázek:

• Zda vůbec taková funkce F existuje.

• Zda takových funkcı́ může být vı́ce.

• Jak nějakou takovou funkci najı́t ke konkrétně zadané elementárnı́ funkci f .

Zatı́mco odpovědi na prvnı́ dvě otázky budou mı́t teoretičtějšı́ charakter, u třetı́
otázky, které bude věnováno nejvı́c mı́sta, nám půjde o praktické nalezenı́ takové
funkce F .
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Cı́le
ó

Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• objasnit pojem primitivnı́ funkce,
• objasnit pojem neurčitý integrál,
• prakticky integrovat některé jednoduché funkce,
• použı́t metodu per partes a substitučnı́ metodu,
• integrovat racionálnı́ lomenou funkci,
• integrovat integrály obsahujı́cı́ goniometrické funkce,
• integrovat integrály obsahujı́cı́ odmocniny.

2.1. Primitivnı́ funkce a neurčitý integrál

Definice 2.1. Necht’funkce f (x) je definovaná na intervalu I . Funkce F(x) se nazývá
primitivnı́ k funkci f (x) na I , jestliže platı́ F ′(x) = f (x) pro každé x ∈ I .
Množina všech primitivnı́ch funkcı́ k funkci f (x) na I se nazývá neurčitý integrál
z funkce f (x) a značı́ se

∫
f (x) dx. Tedy∫

f (x) dx = {F(x) : F(x) je primitivnı́ k f (x) na I }. (2.1)

Pokud v předchozı́ definici nenı́ interval I otevřený, v krajnı́ch bodech máme na mysli
jednostranné derivace.

Symbol
∫

pro neurčitý integrál vznikl protaženı́m pı́smene S, kterým začı́ná slovo suma
(jakou to má souvislost, bude patrné v kapitole 3). Funkci f (x) nazýváme integrandem.
Výraz dx je diferenciál proměnné x a v tuto chvı́li je jeho význam jen v tom, že nám
řı́ká, jak je označená proměnná. Později ale uvidı́me, že nám usnadnı́ např. výpočetnı́
mechanismus při tzv. substitučnı́ metodě.

Zkusme nynı́ najı́t nějakou primitivnı́ funkci např. k funkci cos x, x ∈ R. Nenı́ těžké
uhodnout, že taková funkce je např. F(x) = sin x, protože (sin x)′ = cos x. Ale také pro
funkci sin x + 3 platı́ (sin x + 3)′ = cos x, tudı́ž i funkce sin x + 3 je primitivnı́ k funkci
cos x. Podobně obecněji všechny funkce sin x + c, kde c ∈ R je libovolná konstanta, jsou
primitivnı́ k funkci cos x.

Obecně platı́: Je-li F(x) primitivnı́ k f (x) na intervalu I , jsou také funkce F(x)+ c,
kde c ∈ R je libovolná konstanta, rovněž primitivnı́ k f (x) na I . Má-li tedy funkce f (x)
aspoň jednu primitivnı́ funkci, má jich pak nekonečně mnoho. Naskýtá se otázka, zda toto
už jsou všechny primitivnı́ funkce k funkci f (x). Odpověd’dává následujı́cı́ věta.

Věta 2.2. Necht’ funkce F(x) je primitivnı́ k funkci f (x) na intervalu I . Pak každá jiná
primitivnı́ funkce k funkci f (x) na I má tvar F(x)+ c, kde c ∈ R.
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Důkaz. Necht’F(x) a G(x) jsou dvě primitivnı́ funkce k f (x). Tedy F ′(x) = G′(x) =
= f (x). Protože I je interval, platı́ podle důsledku Lagrangeovy1 věty o střednı́ hodnotě
— viz [12, str. 233], že tyto funkce se lišı́ o konstantu, tj. existuje c ∈ R tak, že G(x) =
= F(x)+ c, což jsme měli dokázat.

Jinými slovy, předchozı́ věta řı́ká, že známe-li jednu primitivnı́ funkci, známe všechny.
Rozdı́l dvou takových primitivnı́ch funkcı́ je na intervalu I konstantnı́.

Pro zájemce:
Zdůrazněme však, že je podstatné, že I je interval. Pokud I nenı́ interval, může se stát, že
F ′(x) = G′(x), ale F(x)−G(x) nenı́ na I konstantnı́. Např. funkce F(x) = sgn x uvažovaná na
množině R r {0} je rovna−1 na intervalu (−∞, 0) a 1 na intervalu (0,+∞), a má tedy v každém
bodě množiny Rr{0} nulovou derivaci — viz obr. 2.2. Jinou takovou funkcı́ majı́cı́ všude nulovou
derivaci je např. G(x) = 0. Přitom jejich rozdı́l F(x) −G(x) = sgn x nenı́ na množině R r {0}
konstantnı́. Je ovšem konstantnı́ na každém z intervalů (−∞, 0) resp. (0,+∞), jsou-li uvažovány
samostatně, což je ve shodě s větou 2.2. (Připomeňme, že pojem primitivnı́ funkce jsme zavedli
jen na intervalu.)

Vzhledem k předchozı́ větě můžeme nynı́ upravit vzorec (2.1). Je-li F(x) nějaká
primitivnı́ funkce k f (x), pak∫

f (x) dx = F(x)+ c, kde c ∈ R. (2.2)

Čı́slo c nazýváme integračnı́ konstanta. Řı́káme, že neurčitý integrál je určen až na
konstantu.

Přesněji by výraz na pravé straně rovnosti (2.2) měl být ve složených závorkách,
protože jde o množinu, ale tento zápis se nepoužı́vá. Rovnost (2.2) tedy znamená, že
všechny primitivnı́ funkce k funkci f (x)majı́ tvar F(x)+ c, kde F(x) je jedna konkrétnı́
pevně zvolená primitivnı́ funkce k f (x) a c je libovolná konstanta.

Je-li např. f (x) = cos x, za pevně zvolenou primitivnı́ funkci můžeme volit třeba
F(x) = sin x. Pak ∫

cos x dx = sin x + c, kde c ∈ R.

Situace je znázorněna na obr. 2.1. Grafy jednotlivých primitivnı́ch funkcı́ jsou vůči sobě
rovnoběžně posunuty ve směru osy y. Pro každé pevně zvolené x jsou tečny ke grafům
funkcı́ F(x)+ c v bodech [x, F (x)+ c] pro libovolné c ∈ R navzájem rovnoběžné, tedy
majı́ stejné směrnice, což odpovı́dá tomu, že všechny primitivnı́ funkce F(x)+cmajı́ touž
derivaci f (x). Situace je znázorněna na zmı́něném obrázku pro konkrétnı́ body x0 a x1.

1Joseph Louis Lagrange (1736–1813) (čti lagranž) — významný francouzský matematik a mechanik.
Zabýval se mnoha oblastmi matematiky. Mimo jiné ovlivnil rozvoj matematické analýzy a položil základy
variačnı́ho počtu.
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x

y

x0 x1O

y = F(x) = sin x

y = F(x)+ 1,5

y = F(x)+ 2,5

y = F(x)− 1,4

Obr. 2.1: Primitivnı́ funkce k funkci cos x

x

y

O

−1

1

y = sgn x

Obr. 2.2

Nynı́ si všimneme otázky, zda k dané funkci f (x) vůbec
nějaká primitivnı́ funkce existuje. Obecně tomu tak nenı́.
Např. o funkci sgn x definované vztahem

sgn x =


−1 pro x < 0,

0 pro x = 0,
1 pro x > 0,

jejı́ž graf je na obr. 2.2, lze ukázat, že k nı́ neexistuje pri-
mitivnı́ funkce na intervalu (−∞,+∞). Tuto skutečnost
nebudeme dokazovat (funkce sgn x nenı́ na R tzv. darbou-
xovská — viz např. [4, str. 187]). Naštěstı́ ale existuje velmi

jednoduchá postačujı́cı́ podmı́nka existence primitivnı́ funkce, která je obsahem následu-
jı́cı́ věty.

Věta 2.3. Je-li funkce f spojitá na intervalu I , pak na tomto intervalu existuje alespoň
jedna primitivnı́ funkce k funkci f .

Větu nebudeme dokazovat, protože k tomu nemáme potřebné nástroje. V kapitole 3 se
zmı́nı́me, jak se taková primitivnı́ funkce konstruuje (důsledek 3.29).

Předchozı́ věta je typickým přı́kladem tzv. existenčnı́ věty. Řı́ká, že něco existuje, ale
neřı́ká, jak se to najde. (Ani důkaz, který jsme neuvedli, nenı́ v tomto smyslu konstruktivnı́.)
Později se o tomto problému, který značně komplikuje situaci kolem hledánı́ primitivnı́ch
funkcı́, ještě zmı́nı́me — viz kapitola 2.6.

Na závěr uvedeme jednoduchou, ale velmi důležitou větu, kterou budeme v dalšı́m
textu při výpočtu neurčitých integrálů neustále použı́vat.
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Věta 2.4. Necht’na intervalu I existujı́ integrály
∫
f (x) dx a

∫
g(x) dx. Pak na I existujı́

také integrály
∫
(f (x)±g(x)) dx a

∫
αf (x) dx, kde α ∈ R je libovolná konstanta, a platı́:∫ (

f (x)± g(x)
)

dx =
∫
f (x) dx ±

∫
g(x) dx, (2.3)∫

αf (x) dx = α
∫
f (x) dx. (2.4)

Důkaz. Plyne přı́mo ze základnı́ch vlastnostı́ derivace. Je-liF(x) primitivnı́ funkce k f (x)
aG(x) primitivnı́ funkce ke g(x), platı́ (F (x)±G(x))′ = F ′(x)±G′(x) = f (x)±g(x),
takže F(x) ± G(x) je primitivnı́ funkce k f (x) ± g(x) a podobně platı́ (αF (x))′ =
= αF ′(x) = αf (x), takže αF(x) je primitivnı́ funkce k αf (x).

Stručně řı́káme, že „neurčitý integrál ze součtu (rozdı́lu) je součtem (rozdı́lem) neur-
čitých integrálů“ a že „konstantu, kterou se násobı́ (tzv. multiplikativnı́ konstantu), smı́me
z neurčitého integrálu vytknout“. Prvnı́ tvrzenı́ lze pochopitelně snadno rozšı́řit ze dvou
na libovolný konečný počet sčı́tanců. Všimněte si rovněž, že z hlediska existence musı́me
čı́st vzorce (2.3) a (2.4) zprava doleva — integrály na pravých stranách musı́ existovat;
pak existujı́ i integrály nalevo a platı́ přı́slušné rovnosti.

Konečně ještě připomeňme, že přı́mo z definice neurčitého integrálu vyplývá platnost
rovnostı́ [∫

f (x) dx
]′
= f (x) a

∫
F ′(x) dx = F(x)+ c, c ∈ R,

takže operace derivovánı́ a integrace jsou navzájem komplementárnı́. O správnosti vý-
sledku integrace se tudı́ž vždy můžeme přesvědčit derivovánı́m výsledku — musı́ nám
vyjı́t zadaná funkce.

Poznámka 2.5. Všimněme si ještě vztahu (2.3). Na jeho pravé straně stojı́ ve skutečnosti
součet dvou nekonečných množin. Upřesnı́me si, co se takovým součtem myslı́. Sečteme
libovolný prvek množiny

∫
f (x) dx s libovolným prvkem množiny

∫
g(x) dx. Výsledkem

je množina všech takových součtů. Avšak všechny prvky prvnı́ho neurčitého integrálu
majı́ tvar F(x) + c1, c1 ∈ R, a všechny prvky druhého neurčitého integrálu majı́ tvar
G(x) + c2, c2 ∈ R. Zde F(x) a G(x) jsou pevně zvolené primitivnı́ funkce k f (x)
a g(x). Tedy výsledná množina je tvořena funkcemi tvaru F(x) + G(x) + c1 + c2, kde
c1 a c2 probı́hajı́ nezávisle všechna reálná čı́sla. Jde tedy o množinu tvořenou funkcemi
F(x)+G(x)+ c, kde c je libovolné reálné čı́slo. Ale to je přesně levá strana zmı́něného
vztahu.

Podobně ve vztahu (2.4) násobek množiny
∫
f (x) dx konstantou α na pravé straně

tohoto vztahu provedeme tak, že násobı́me konstantou α každý prvek této množiny. Prvky
takto vytvořené množiny jsou pak všechny funkce tvaru αF(x)+ αc, kde c je libovolné
reálné čı́slo, což je (pro α 6= 0) totéž, co všechny funkce tvaru αF(x)+ c.
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2.2. Základnı́ integračnı́ metody

Průvodce studiemS

J

VZ

Obsahem tohoto oddı́lu bude naučit se prakticky integrovat některé jednoduché
funkce, se kterými se v běžných aplikacı́ch setkáváme. Připomeňme, že tzv. ele-
mentárnı́mi funkcemi rozumı́me mocninné funkce, exponenciálnı́ a logaritmické
funkce, goniometrické a cyklometrické funkce, hyperbolické a hyperbolometrické
funkce a všechny dalšı́ funkce, které z nich můžeme vytvořit konečným počtem
aritmetických operacı́ sečı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́ a dělenı́ a skládánı́m.

2.2.1. Tabulkové integrály
Prvnı́ skupinu vzorců dostaneme, obrátı́me-li základnı́ vzorce pro derivovánı́. Po malých
úpravách z nich dostaneme vzorce č. 1–10, 12 a 13 následujı́cı́ tabulky, která je doplněna
o dva užitečné vzorce 11 a 14. Vzorce z tabulky 2.1 se obvykle nazývajı́ tabulkové
integrály. O správnosti všech následujı́cı́ch vzorců se lze snadno přesvědčit derivovánı́m.

Než si ukážeme použitı́ vzorců na přı́kladech, uvedeme několik komentářů.
i) Vzorec 2 je zkráceným zápisem pro

∫
1 dx. Podobně se ve vzorci 4 a dalšı́ch obdob-

ných integrálech použı́vá mı́sto
∫ 1
x

dx zápis
∫ dx

x
apod.

ii) Vzorec 3 umožňuje integraci obecné mocniny, tj. i nejrůznějšı́ch odmocnin.
iii) Protože derivace funkcı́ arkustangens a arkuskotangens se lišı́ pouze znaménkem

a totéž platı́ pro arkussinus a arkuskosinus, je možné ve vzorci 9 resp. 10 psát∫ 1
x2+1 dx = − arccotg x+c resp.

∫ 1√
1−x2

dx = − arccos x+c a analogicky v obec-

ných verzı́ch.
iv) Ve všech vzorcı́ch je nezávisle proměnná označená pı́smenem x. Při praktickém použitı́

tomu tak pochopitelně nemusı́ vždy být. Jak je proměnná označená, se dozvı́me
z diferenciálu. Pak je třeba vzorec adekvátně „upravit“. Např.

∫
cos x dx = sin x + c,∫

cos t dt = sin t + c,
∫

cos u du = sin u+ c atd.
Tato jednoduchá záměna někdy dělá studentům problémy. Zkuste se proto učit vzorce
z tabulky 2.1 bez proměnné (pokud je to aspoň trochu možné). Např.

— integrál ze sinu je mı́nus kosinus (vzorec 7),
— integrál z e na proměnnou je „to samo“ (vzorec 5),
— integrál z jedna lomeno proměnná je přirozený logaritmus absolutnı́ hodnoty

proměnné (vzorec 4),
— integrál z proměnné na entou je proměnná na en plus prvou lomeno tı́m samým

čı́slem (vzorec 3).
I když je to občas trochu krkolomné, uvidı́te, že se vám to vyplatı́.

v) Domluvı́me se, že všude v dalšı́m textu bude c připsané na konci výpočtu neurčitého
integrálu znamenat integračnı́ konstantu.

vi) Vzorce z předchozı́ tabulky byste měli umět bezpečně zpaměti. V opačném přı́padě,
i když budete mı́t tabulku k dispozici, nedokážete u trochu složitějšı́ch přı́padů vybrat
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1.
∫

0 dx = c,

2.
∫

dx = x + c,

3.
∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ c, kde n ∈ R, n 6= −1,

4.
∫

1
x

dx = ln |x| + c, obecněji
∫

1
x + a

dx = ln |x + a| + c,

5.
∫

ex dx = ex + c, obecněji
∫

eax dx =
1
a

eax + c,

6.
∫
ax dx =

ax

ln a
+ c, a > 0,

7.
∫

sin x dx = − cos x + c, obecněji
∫

sin ax dx = −
1
a

cos ax + c,

8.
∫

cos x dx = sin x + c, obecněji
∫

cos ax dx =
1
a

sin ax + c,

9.
∫

1
x2 + 1

dx = arctg x + c, obecněji
∫

1
x2 + a2 dx =

1
a

arctg
x

a
+ c,

10.
∫

1
√

1− x2
dx = arcsin x + c, obecněji

∫
1

√
a2 − x2

dx = arcsin
x

a
+ c,

11.
∫

1
√
x2 + a

dx = ln
∣∣x +√

x2 + a
∣∣+ c,

12.
∫

1
cos2 x

dx = tg x + c, obecněji
∫

1
cos2 ax

dx =
1
a

tg ax + c,

13.
∫

1
sin2 x

dx = − cotg x + c, obecněji
∫

1
sin2 ax

dx = −
1
a

cotg ax + c,

14.
∫
f ′(x)

f (x)
dx = ln |f (x)| + c.

Tab. 2.1: Tabulka neurčitých integrálů

V předchozı́ tabulce a znamená s výjimkou vzorce 6 libovolné nenulové čı́slo, tj.
a ∈ R r {0}. Čı́slo c ∈ R je integračnı́ konstanta. Vzorce platı́ na intervalech, na nichž
jsou vždy obě strany definovány.
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správný vzorec. U přı́kladů, kde je nutná nějaká úprava, vás nenapadne, jakou zvolit,
protože nebudete ve vzniklých výrazech vidět přı́slušné vzorce. Rozhodně nevěřte, že
k úspěšnému integrovánı́ stačı́ mı́t tabulku vzorců před očima a nenı́ třeba vzorce znát
zpaměti.

+

Přı́klad 2.6. Vypočtěte následujı́cı́ neurčité integrály:

a)
∫
x dx, b)

∫
1
x2 dx, c)

∫
√
x dx,

d)
∫

1
3
√
x

dx, e)
∫

e−x dx, f)
∫

1
x2 + 3

dx,

g)
∫

1
√

4− x2
dx, h)

∫
1

√
x2 − 7

dx, i)
∫

3x2
+ 1

x3 + x + 2
dx.

Řešenı́. K řešenı́ prvnı́ch čtyř přı́kladů využijeme 3. vzorec.

a)
∫
x dx =

x2

2
+ c (zde bylo n = 1),

b)
∫

1
x2 dx =

∫
x−2 dx =

x−1

−1
+ c = −

1
x
+ c (zde bylo n = −2),

c)
∫
√
x dx =

∫
x1/2 dx =

x3/2

3/2
+ c =

2
3

√
x3 + c (zde bylo n = 1/2 ),

d)
∫

1
3
√
x

dx =
∫
x−1/3 dx =

x2/3

2/3
+ c =

3
2

3
√
x2 + c (zde bylo n = −1/3 ).

e) Dalšı́ přı́klad je na vzorec 5, kde a = −1. Dostaneme∫
e−x dx =

e−x

−1
+ c = −e−x + c.

f) V tomto přı́kladu použijeme vzorec 9. Zde je a2
= 3, tedy a =

√
3 (mohli bychom

volit i a = −
√

3, ale proč si komplikovat život). Potom vyjde∫
1

x2 + 3
dx =

1
√

3
arctg

x
√

3
+ c.

g) V tomto přı́kladu použijeme vzorec 10. Zde je a2
= 4, tedy a = 2. Vyjde tudı́ž∫

1
√

4− x2
dx = arcsin

x

2
+ c.

h) V tomto přı́kladu použijeme vzorec 11. Zde je a = −7, takže po dosazenı́ vyjde∫
1

√
x2 − 7

dx = ln
∣∣x +√

x2 − 7
∣∣+ c.

i) V poslednı́m přı́kladu použijeme vzorec 14. Nenı́ totiž těžké všimnout si, že derivace
jmenovatele je (x3

+ x + 2)′ = 3x2
+ 1, což je právě čitatel. Tedy
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∫
3x2
+ 1

x3 + x + 2
dx = ln |x3

+ x + 2| + c.
N

V dalšı́ch přı́kladech použijeme navı́c i větu 2.4, s jejı́ž pomocı́ převedeme složitějšı́
integrál na výpočet několika jednoduššı́ch.

+

Přı́klad 2.7. Vypočtěte následujı́cı́ neurčité integrály:

a)
∫
(2x5
− x4

+ 3x3
− 3x2

+ 2) dx, b)
∫ (

3
√

4− 3x2
−

2
√

4+ 3x2

)
dx,

c)
∫ (

2
cos2 x

− 3 sin 5x + 2 cos
x

2
+ 3x −

7
2x
+

4
3− x

−
2

3x + 2
+ 2e2x/3

)
dx.

Řešenı́.

a) Jde o integraci mnohočlenu, což je s pomocı́ vzorce 3 a vztahu (2.4) snadné:∫
(2x5
− x4

+ 3x3
− 3x2

+ 2) dx =

= 2
∫
x5 dx −

∫
x4 dx + 3

∫
x3 dx − 3

∫
x2 dx + 2

∫
dx =

= 2
x6

6
−
x5

5
+ 3

x4

4
− 3

x3

3
+ 2x + c =

x6

3
−
x5

5
+

3x4

4
− x3

+ 2x + c.

b) Integrál rozdělı́me na dva a použijeme vzorce 10 a 11.∫ (
3

√
4− 3x2

−
2

√
4+ 3x2

)
dx = 3

∫
dx

√
4− 3x2

− 2
∫

dx
√

4+ 3x2
. (2.5)

Protože před použitı́m zmı́něných vzorců je třeba integrandy upravit, spočı́táme každý
integrál pro většı́ přehlednost samostatně (integračnı́ konstantu doplnı́me až na závěr):∫

dx
√

4− 3x2
=

∫
dx√

3(4/3− x2)
=

1
√

3

∫
dx√

4/3− x2
=

=
1
√

3
arcsin

x

2
√

3

=
1
√

3
arcsin

x
√

3
2
=

√
3

3
arcsin

x
√

3
2

(ve vzorci 10 bylo a2
= 4/3, tj. a = 2/

√
3) a∫

dx
√

4+ 3x2
=

∫
dx√

3(4/3+ x2)
=

1
√

3

∫
dx√

4/3+ x2
=

=
1
√

3
ln

∣∣x +√
4/3+ x2

∣∣.
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Všimněte si, že funkce se lišı́ v jediném znaménku, ale jejich integrály jsou zcela
odlišné. Dosazenı́m do (2.5) dostaneme∫ (

3
√

4− 3x2
−

2
√

4+ 3x2

)
dx =

√
3 arcsin

x
√

3
2
−

2
√

3
ln

∣∣x +√
4/3+ x2

∣∣+ c.
Integračnı́ konstantu jsme doplnili až k celkovému výsledku.

c) Integrál rozdělı́me na několik jednoduššı́ch a použijeme (po přı́padných malých úpra-
vách) potřebné vzorce.

∫ (
2

cos2 x
− 3 sin 5x + 2 cos

x

2
+ 3x −

7
2x
+

4
3− x

−
2

3x + 2
+ 2e2x/3

)
dx =

= 2
∫

dx
cos2 x

− 3
∫

sin 5x dx + 2
∫

cos
x

2
dx +

∫
3x dx −

− 7
∫ (

1
2

)x
dx − 4

∫
dx
x − 3

−
2
3

∫
dx

x + 2/3
+ 2

∫
e2x/3 dx =

= 2 tg x − 3
− cos 5x

5
+ 2

sin x
2

1
2

+
3x

ln 3
− 7

(1
2

)x
ln 1

2

− 4 ln |x − 3| −

−
2
3

ln |x + 2/3| + 2
e2x/3

2
3

+ c =

= 2 tg x +
3
5

cos 5x + 4 sin
x

2
+

3x

ln 3
+

7
2x ln 2

− 4 ln |x − 3| −

−
2
3

ln |x + 2/3| + 3e2x/3
+ c.

N

Všimněte si, že integračnı́ konstantu při výpočtu neurčitého integrálu musı́me napsat
v okamžiku, kdy byl určen poslednı́ integrál. Při následujı́cı́ch úpravách ji pak opisujeme.

+

Přı́klad 2.8. Vypočtěte následujı́cı́ neurčité integrály:

a)
∫

tg2 au du, a 6= 0, b)
∫

tg bs ds, b 6= 0, c)
∫

dt
sin t

.

Řešenı́. Všechny tři přı́klady převedeme vhodnými úpravami na tabulkové integrály.
Musı́me dávat pozor, jak je označená proměnná, tentokrát to nenı́ x.
a) Úprava je velmi jednoduchá, použijeme vztah sin2 α+cos2 α = 1, platný pro libovolné
α ∈ R, a vzorec 12.∫

tg2 au du =
∫

sin2 au

cos2 au
du =

∫
1− cos2 au

cos2 au
du =

=

∫ (
1

cos2 au
−

cos2 au

cos2 au

)
du =

∫ (
1

cos2 au
− 1

)
du =

1
a

tg au− u+ c.
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b) V tomto přı́kladu použijeme vzorec 14. Platı́ tg bs = sin bs
cos bs a derivace (podle pro-

měnné s) jmenovatele je (cos bs)′ = −b sin bs. V čitateli nám tudı́ž chybı́−b. Protože
jde o konstantu, snadno to napravı́me s ohledem na vzorec (2.4). Vyjde∫

tg bs ds =
∫

sin bs
cos bs

ds = −
1
b

∫
−b sin bs

cos bs
ds = −

1
b

ln | cos bs| + c.

c) I tentokrát použijeme vzorec 14 (hned dvakrát), ale až po několika úpravách pomocı́
vzorců pro goniometrické funkce sin2 α + cos2 α = 1 a sin 2α = 2 sinα cosα, které
platı́ pro libovolné α ∈ R. Přitom zvolı́me α = t/2.∫

dt
sin t
=

∫ sin2 t
2 + cos2 t

2

2 sin t
2 cos t2

dt =
∫ (

sin2 t
2

2 sin t
2 cos t2

+
cos2 t

2

2 sin t
2 cos t2

)
dt =

=

∫ (
sin t

2

2 cos t2
+

cos t2
2 sin t

2

)
dt = −

∫
−

1
2 sin t

2

cos t2
dt +

∫ 1
2 cos t2
sin t

2
dt =

= − ln
∣∣∣cos

t

2

∣∣∣+ ln
∣∣∣sin

t

2

∣∣∣+ c = ln
∣∣∣∣ sin t

2

cos t2

∣∣∣∣+ c = ln
∣∣∣tg t

2

∣∣∣+ c,
kde jsme v průběhu úprav do čitatele doplnili chybějı́cı́−1 obdobně jako v předchozı́m
přı́kladu. N

V dosud řešených přı́kladech jsme se úmyslně nezabývali definičnı́m oborem, abychom
neodváděli pozornost od vlastnı́ho integrovánı́. V některých přı́kladech by bylo jeho určenı́
jednoduché, v jiných složitějšı́. Nikdy nesmı́me zapomı́nat, že naše výsledky platı́ jen na
intervalech, na nichž jsou všechny funkce definovány.

Upozorněme, že ve výsledcı́ch všech cvičenı́ týkajı́cı́ch se neurčitých integrálů v těchto
skriptech pro stručnost nejsou uváděny integračnı́ konstanty.

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Integrujte dané funkce:

a)
∫

3x−1 dx, b)
∫ (

x3
−

1
x
+

4
√
x

2

)
dx, c)

∫
x12 dx,

d)
∫

5x7 dx, e)
∫

3
4

dx, f)
∫
(x + 2)3

x3
dx,

g)
∫

2,4x−0,16 dx, h)
∫

4x−3 dx, i)
∫
x−a dx, a 6= 1,

j)
∫

1,5
x

dx, k)
∫ (

3,4
x3
+

6
3
√
x2

)
dx, l)

∫
4
u2

du.
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2. Integrujte dané funkce:

a)
∫

4x3 dx, b)
∫
x5
+ 2x4

− x2

x3
dx, c)

∫
3z
4

dz,

d)
∫
u−5 du, e)

∫
z
√

2 dz, f)
∫

3
√
ρ dρ,

g)
∫

5
R6

dR, h)
∫

8m3/5 dm, i)
∫
x−t dt,

j)
∫

3
t

dt, k)
∫ (

3
z4
+

1
√
z

)
dz, l)

∫
(3 5
√
η − 7η) dη.

3. Integrujte dané funkce:

a)
∫
x3
− 2 x + 1
x3

dx, b)
∫

5
√
M

dM,

c)
∫

5
y2/7

dy, d)
∫

4
√

3√

x2 dx,

e)
∫
(4 x5

+ x3
− 5) dx, f)

∫
1
√

2gh
dh, g 6= 0,

g)
∫
(R + 1)2
√
R

dR, h)
∫ (

1− x
x

)2

dx,

i)
∫

50
(5t)3

dt, j)
∫ √

τ

τ 2
dτ,

k)
∫ (

K +
1
K
+
√
K +

1
√
K

)
dK, l)

∫ (
14
√
u3

3
−

11
u5/3
−

4
3 u2

)
du.

4. Integrujte dané funkce:

a)
∫
(x3
− 3x2

+ 4x − 7) dx, b)
∫ (

4x
√

3x
+ (3− 2x)2

)
dx,

c)
∫
x(2x − 5) dx, d)

∫
x4
− 10x2

+ 5
x2

dx,

e)
∫ (
√

2x +

√
2
x

)
dx, f)

∫
4x − 2

√
x

x
dx,

g)
∫ (√

x + 1
)(
x −
√
x + 1

)
dx, h)

∫ (
1+
√
x

)2dx,

i)
∫ (

1−
1

3
√
x

)2

dx, j)
∫
√
x(1− x2) dx,

k)
∫ √

x4 + 2+ x−4

x3
dx, l)

∫
2− x2

x +
√

2
dx.
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5. Integrujte dané funkce:

a)
∫
(8 cosα − 3 sinα) dα, b)

∫ [
(2
√
σ + 1)2

σ 2
+ cos−2 σ

]
dσ,

c)
∫ (

sin x −
1

cos2 x

)
dx, d)

∫
1

3 cos2 x
dx,

e)
∫

a

b · sin2 θ
dθ, f)

∫
cos3 φ − 0,8

cos2 φ
dφ,

g)
∫

5 sin2�+ 3 cos2�

2 sin2� cos2�
d�, h)

∫
3− 2 tg−2 x

cos2 x
dx,

i)
∫
R · 10x dx, j)

∫
4λ dλ,

k)
∫ (√

T
)x dx, T > 0, l)

∫
0,5
√

eρ dρ.

6. Integrujte dané funkce:

a)
∫

3− 2 cotg2 x

cos2 x
dx, b)

∫
3 · 8τ dτ, c)

∫
dx

sin2 x · cos2 x
,

d)
∫

eu
(

1+
e−u

cos2 u

)
du, e)

∫
e2t
− 1

et − 1
dt, f)

∫
e3ρ
+ 1

eρ + 1
dρ,

g)
∫

4
√

4− 4x2
dx, h)

∫
1

√
3− 3θ2

dθ, i)
∫

3−
√

1− z2
√

1− z2
dz,

j)
∫

5
9+ 9 t2

dt, k)
∫

1
x ln x

dx, l)
∫
(2x + 3x)2 dx.

7. Integrujte dané funkce:

a)
∫

2 · 7x dx, b)
∫

ex
(

1+
ex

3

)
dx, c)

∫
ax

(
1+

a−x
√
x3

)
dx,

a > 0,

d)
∫

3+ e−x sin x
e−x

dx, e)
∫

e2 x
− 1

ex
dx, f)

∫
B3 x dx, B > 0,

g)
∫

−4
√

16− 16 x2
dx, h)

∫ (
2x − 3x

)2

6x
dx, i)

∫ √
1+ x2
√

1− x4
dx,

j)
∫
x2
+ 3

x2 + 1
dx, k)

∫
4 (2 u2

+ 2)−1 du, l)
∫
h2
− 1

h2 + 1
dh.

8. Integrujte dané funkce:

a)
∫

x4

x2 + 1
dx, b)

∫
sin 2υ
sin υ

dυ, c)
∫

1
w2(1+ w2)

dw,
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d)
∫

cos 2β
1− sin2 β

dβ, e)
∫

1
1+ cos 2ω

dω, f)
∫

sin2
(φ

2

)
dφ,

g)
∫

tg29 d9, h)
∫

1
sin2 2τ

dτ, i)
∫

(x + 1)2

x(x2 + 1)
dx,

j)
∫

t

t + 4
dt, k)

∫
3+ U
3− U

dU, l)
∫

η + 2
2η − 1

dη.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) 3 ln |x|, b)
x4

4
− ln |x| +

2
5
x 4
√
x, c)

x13

13
, d)

5
8
x8,

e)
3
4
x, f) x + 6 ln |x| −

12
x
−

4
x2 , g)

20
7
x0,84, h) −2x−2,

i)
x1−a

1− a
, j) 1,5 ln |x|, k) −

1,7
x2 + 18 3

√
x, l) −

4
u
.

2. a) x4, b)
x3

3
+ x2

− ln |x| , c)
3z2

8
, d) −

1
4u4 ,

e)
z1+
√

2

1+
√

2
, f) 2ρ3/2, g) −

1
R5 , h) 5m8/5,

i) −
x−t

ln |x|
, j) 3 ln |t |, k) −

1
z3 + 2

√
z , l)

5 η6/5
− 7η2

2
.

3. a) x −
1

2 x2 +
2
x
, b) 10

√
M, c) 7 y5/7, d) 3 x4/3,

e)
2
3
x6
+

1
4
x4
− 5x, f)

√
2h
g
, g) 2

√
R +

2R5/2

5
+

4R3/2

3
,

h) x − 2 ln |x| −
1
x
, i) −

1
5 t2

, j) −
2
√
τ
,

k)
K2

2
+ ln |K| +

2K
√
K

3
+ 2
√
K, l)

28u5/2

15
+

33
2 u2/3 +

4
3u
.

4. a)
x4

4
− x3

+ 2x2
− 7x, b)

8
9

√
3x3 + 9x − 6x2

+
4
3
x3, c)

2
3
x3
−

5
2
x2,

d)
x3

3
− 10x −

5
x
, e) 2

√
2x

(
x

3
+ 1

)
, f) 4(x −

√
x),

g)
2
5
x5/2
+ x, h) x +

4
3
x
√
x +

x2

2
, i) x − 3x2/3

+ 3x1/3,

j)
2
3
x3/2
−

2
3
x7/2, k) ln |x| −

1
4x4 , l)

√
2x −

x2

2
.
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5. a) 8 sinα + 3 cosα, b) 4 ln |σ | −
8
√
σ
−

1
σ
+ tg σ, c) − cos x − tg x,

d)
1
3

tg x , e) −
a

b
cotg θ , f) sinφ − 0,8 tgφ,

g)
5 tg�− 3 cotg�

2
, h) 3 tg x + 2 cotg x, i)

R · 10x

ln 10
,

j)
4λ

ln 4
, k)

(√
T

)x
ln
√
T
, l)

√
eρ .

6. a) 3 tg x + 2 cotg x, b)
3 · 8τ

ln 8
, c) tg x − cotg x,

d) eu + tg u , e) et + t, f)
1
2

e2ρ
− eρ + ρ,

g) 2 arcsin x, h)
1
3

√
3 arcsin θ, i) −z+ 3 arcsin z,

j)
5
9

arctg t, k) ln | ln x|, l)
12e2x

ln 6
+

9e2x

2 ln 3
+

2e2x

ln 2
.

7. a)
2 · 7x

ln 7
, b) ex +

e2x

6
, c)

ax

ln a
−

2
√
x
,

d) 3ex − cos x, e) ex + e−x, f)
B3x

3 lnB
,

g) arccos x, h)

(2
3

)x
−

(3
2

)x
ln 2

3

− 2x, i) arcsin x,

j) x + 2 arctg x, k) 2 arctg u, l) h− 2 arctgh.

8. a)
x3

3
− x + arctg x, b) 2 sin υ, c) − arctgw −

1
w
,

d) 2β − tgβ, e)
1
2

tgω, f) − cos
φ

2
sin

φ

2
+
φ

2
,

g) tg9 −9, h) −
1
2

tg 2τ, i) ln |x| + 2 arctg x,

j) t − 4 ln |t + 4|, k) −U − 6 ln |U − 3|, l)
η

2
+

5
4

ln |2η − 1|.

2.2.2. Metoda per partes
Doposud jsme se naučili počı́tat tzv. tabulkové integrály a integrály, které na ně lze
převést vhodnou úpravou. Z předchozı́ho textu vı́me, že integrál ze součtu resp. rozdı́lu
je součtem resp. rozdı́lem integrálů. Bohužel nic podobného však neplatı́ pro součin resp.
podı́l. Rozhodně tedy nenı́ obecně pravda, že integrál ze součinu resp. podı́lu je roven
součinu resp. podı́lu integrálů. To nás nemůže překvapit, protože ani derivace součinu
resp. podı́lu nenı́ obecně součinem resp. podı́lem derivacı́. Nicméně integracı́ rovnosti ze
vzorce pro derivaci součinu dostaneme velmi užitečný vztah pro integraci součinu.
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Věta 2.9. Necht’ funkce u(x) a v(x) majı́ derivaci na intervalu I . Pak platı́∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx, (2.6)

pokud aspoň jeden z integrálů v předchozı́m vztahu existuje.

Důkaz. Pro funkce u(x) a v(x) majı́cı́ derivaci platı́ vztah (u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) +

+ u(x)v′(x). Jeho integracı́ dostaneme∫ (
u(x)v(x)

)′ dx = u(x)v(x)+ c = ∫ (
u′(x)v(x)+ u(x)v′(x)

)
dx.

Integrál
∫
(uv′ + u′v) dx tedy existuje. Pokud existuje aspoň jeden z integrálů

∫
uv′ dx,∫

u′v dx, necht’ je to např.
∫
uv′ dx, musı́ podle věty 2.4 existovat i integrál z rozdı́lu∫ (

(uv′ + u′v)− uv′
)

dx =
∫
u′v dx, což je druhý uvažovaný integrál, takže

u(x)v(x)+ c =

∫
u′(x)v(x) dx +

∫
u(x)v′(x) dx

a odtud již dostáváme vztah (2.6).

V přı́kladech, které budeme řešit, budou mı́t funkce spojité derivace, takže existence
integrálů bude zaručena větou 2.3.

Integračnı́ metoda založená na vztahu (2.6) se nazývá metoda per partes (česky po
částech). Stručně ji zapisujeme∫

uv′ dx = uv −
∫
u′v dx.

Hodı́ se na integrály, jejichž integrand má tvar součinu. Abychom dokázali napsat pravou
stranu vztahu (2.6), musı́me jeden činitel v levé straně (v našem označenı́u) umět derivovat
(abychom zı́skali u′), což nebývá problém, a druhý činitel (v našem označenı́ v′) musı́me
umět integrovat (abychom zı́skali v), což už může být problém. A konečně integrál na
pravé straně by měl být jednoduššı́ z hlediska dalšı́ integrace. Postup si ukážeme na
přı́kladu.

+ Přı́klad 2.10. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
x sin x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Součin v zadánı́ je zřejmý. Můžeme si zvolit bud’u = x a v′ = sin x, nebo naopak
u = sin x a v′ = x.

Zkusı́me nejprve prvnı́ volbu. Je-li u = x, bude u′ = 1. Dále v′ = sin x, tedy
v =

∫
sin x dx = − cos x (integračnı́ konstantu volı́me rovnu nule, stačı́ nám jedna

konkrétnı́ primitivnı́ funkce). Ze vzorce (2.6) dostaneme∫
x sin x dx = x(− cos x)−

∫
1 · (− cos x) dx =

= −x cos x +
∫

cos x dx = −x cos x + sin x + c.
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Tato volba tedy vedla k cı́li. Výpočet obvykle zapisujeme do jakési tabulky, takže zápis
vypadá následovně:∫

x sin x dx =
∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = sin x v = − cos x

∣∣∣∣ = x(− cos x)−
∫

1 · (− cos x) dx =

= −x cos x +
∫

cos x dx = −x cos x + sin x + c.

Při ručnı́m zápisu pı́šeme tabulku bud’ pod integrál nebo vedle něho, zde budeme
s ohledem na mı́sto dávat přednost zápisu vedle integrálu a od zbytku výpočtu ji oddělı́me
svislými čarami.

Je dobré zvyknout si psát tuto pomocnou tabulku pořád stejně co do umı́stěnı́ u, u′, v
a v′. Tento návyk vám umožnı́ vyhnout se zbytečným chybám. Tedy v levém sloupci jsou
funkce u a v′ ze zadaného integrálu, na „hlavnı́ diagonále“ tabulky máme u a v a v pravém
sloupci máme funkce u′ a v nového integrálu. Přı́slušné dvojice jsou ve vzorci (2.6) spolu
vždy vynásobeny.

Zkusı́me nynı́ ještě druhou volbu. Dostaneme∫
x sin x dx =

∣∣∣∣ u = sin x u′ = cos x
v′ = x v = x2

2

∣∣∣∣ = x2

2
sin x −

∫
(cos x)

x2

2
dx =

=
x2

2
sin x −

1
2

∫
x2 cos x dx.

Předchozı́ rovnost je sice správná, ale nový integrál je očividně složitějšı́ než výchozı́,
takže tato volba nevede k cı́li. N

Než si ukážeme dalšı́ přı́klady, uvedeme si tabulku typických funkcı́, jejichž neurčité
integrály lze spočı́tat metodou per partes. Zároveň bude řečeno, kterou funkci derivujeme
a kterou integrujeme. Výčet pochopitelně nenı́ vyčerpávajı́cı́, existujı́ i dalšı́ integrály,
které lze vyřešit pomocı́ metody per partes. Nicméně je důležité tyto základnı́ typy znát,
abyste se bez váhánı́ dokázali správně rozhodnout.

Integrály řešitelné metodou per partes

V následujı́cı́ch tabulkách je P(x)mnohočlen a a je nenulová konstanta. V prvnı́m sloupci
je uveden integrand, ve druhém sloupci je uvedeno, kterou funkci budeme derivovat, a ve
třetı́m, kterou funkci budeme integrovat. Přehled rozdělı́me do dvou částı́.

U prvnı́ skupiny derivujeme mnohočlen a integrujeme druhý činitel. Nový integrál
bude součinem mnohočlenu, jehož stupeň bude o jedničku menšı́, a druhé funkce, která
bude obdobná jako ve výchozı́m integrálu (exponenciálnı́ funkce eax se zachová, funkce
sinus a kosinus se prohodı́).

U druhé skupiny integrujeme mnohočlen a derivujeme druhý činitel. Opačná volba
by ani nebyla možná, protože logaritmickou funkci, funkci arkussinus atd. ani neumı́me
(zatı́m) integrovat. Derivacı́ se naopak těchto „nepřı́jemných“ funkcı́ zbavı́me. Jejich
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Integrand u v′

P(x) eax P(x) eax

P(x) sin ax P (x) sin ax

P (x) cos ax P (x) cos ax

Tab. 2.2: Metoda per partes — prvnı́ část

Integrand u v′

P(x) ln x ln x P (x)

P (x) arcsin ax arcsin ax P (x)

P (x) arccos ax arccos ax P (x)

P (x) arctg ax arctg ax P (x)

P (x) arccotg ax arccotg ax P (x)

Tab. 2.3: Metoda per partes — druhá část

derivace jsou totiž pro integraci „jednoduššı́“ ((ln x)′ = 1/x, (arcsin x)′ = 1/
√

1− x2,
(arctg x)′ = 1/(x2

+ 1) atd.).

+ Přı́klad 2.11. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(x2
+ 1) e−x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Jde o funkci typu „mnohočlen krát exponenciálnı́ funkce“, kterou najdeme v ta-
bulce 2.2. Mnohočlen x2

+1 tedy budeme derivovat a exponenciálnı́ funkci e−x integrovat.
Zároveň si v tomto přı́kladu ukážeme typický rys metody per partes, a to opakované po-
užitı́. Jak uvidı́me, dostaneme integrál obdobného typu „mnohočlen krát exponenciálnı́
funkce“, ale mnohočlen bude mı́t nižšı́ stupeň. Použijeme tedy metodu per partes ještě
jednou. Obecně u této prvnı́ skupiny funkcı́ uvedené v tabulce 2.2 pokračujeme tak dlouho,
až se derivovánı́m mnohočlen převede na konstantu (je-li jeho stupeň n, bude to po n-té
derivaci). V našem přı́padě postupně dostaneme∫

(x2
+ 1) e−x dx =

∣∣∣∣ u = x2
+ 1 u′ = 2x

v′ = e−x v = −e−x

∣∣∣∣ =
= (x2

+ 1)(−e−x)−
∫

2x(−e−x) dx =

= −(x2
+ 1) e−x + 2

∫
x e−x dx =

∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = e−x v = −e−x

∣∣∣∣ =
= −(x2

+ 1) e−x + 2
[
x(−e−x)−

∫
1 · (−e−x) dx

]
=
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= −(x2
+ 1) e−x − 2x e−x + 2

∫
e−x dx =

= −(x2
+ 1) e−x − 2x e−x − 2e−x + c = −(x2

+ 2x + 3) e−x + c. N

+Přı́klad 2.12. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(2x − 1) ln x dx, x ∈ (0,+∞).

Řešenı́. Jde o integrál z tabulky 2.3, mnohočlen 2x − 1 tudı́ž budeme integrovat a loga-
ritmickou funkci budeme derivovat. Následně vyjde∫

(2x − 1) ln x dx =

∣∣∣∣∣ u = ln x u′ = 1
x

v′ = 2x − 1 v = x2
− x

∣∣∣∣∣ =
= (ln x)(x2

− x)−

∫
1
x
(x2
− x) dx =

= (x2
− x) ln x −

∫
(x − 1) dx = (x2

− x) ln x −
1
2
x2
+ x + c.

N

+Přı́klad 2.13. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

arccotg x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Tento integrál zdánlivě nemá tvar součinu. Ale za druhý činitel si vždy můžeme
představit jedničku, což je vlastně mnohočlen stupně nula. Jde tedy o integrál uvedený
v tabulce 2.3. Derivovat tudı́ž budeme funkci arkuskotangens a integrovat jedničku. Vyjde
tedy ∫

arccotgx dx =
∣∣∣∣ u = arccotg x u′ = − 1

x2+1
v′ = 1 v = x

∣∣∣∣ =
= (arccotg x)x −

∫ (
−

1
x2 + 1

)
x dx = x arccotg x +

∫
x

x2 + 1
dx =

= x arccotg x +
1
2

∫
2x

x2 + 1
dx = x arccotg x +

1
2

ln(x2
+ 1)+ c.

K výpočtu poslednı́ho integrálu jsme použili vzorec 14. N

V následujı́cı́ch přı́kladech si ukážeme dalšı́ obrat, který se v souvislosti s metodou
per partes často použı́vá. Tento obrat spočı́vá v tom, že po integraci per partes (přı́padně
opakované) a úpravách se nám znovu objevı́ výchozı́ integrál, který máme určit. Tı́m
dostaneme pro tento integrál rovnici∫

f (x) dx = h(x)+ α
∫
f (x) dx, α ∈ R, α 6= 0

(jejı́ levá strana je výchozı́ integrál a pravá strana je závěrečný výraz), z nı́ž ho můžeme
vypočı́tat (pokud se nezrušı́, tj. pokud α 6= 1).



24 Neurčitý integrál
+ Přı́klad 2.14. Vypočtěte neurčitý integrál

∫
ex sin x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Nejde o žádný z typů uvedených v tabulkách 2.2 a 2.3. Použijeme postupně
dvakrát metodu per partes, přičemž vždy budeme exponenciálnı́ funkce derivovat a druhý
činitel integrovat (jinak bychom se vrátili zpátky k samotnému zadanému integrálu).
Dostaneme∫

ex sin x dx =
∣∣∣∣ u = ex u′ = ex

v′ = sin x v = − cos x

∣∣∣∣ =
= ex(− cos x)−

∫
ex(− cos x) dx = −ex cos x +

∫
ex cos x dx =

=

∣∣∣∣ u = ex u′ = ex

v′ = cos x v = sin x

∣∣∣∣ = −ex cos x + ex sin x −
∫

ex sin x dx.

Dostali jsme tedy rovnici∫
ex sin x dx = −ex cos x + ex sin x −

∫
ex sin x dx,

z nı́ž již snadno vypočı́táme, že

2
∫

ex sin x dx = −ex cos x + ex sin x + c,∫
ex sin x dx =

1
2

ex(sin x − cos x)+ c.

Někdo možná čekal ve výsledku hodnotu c
2 , ale je-li c libovolná konstanta, je c

2 také
libovolná konstanta (vlastně jsme provedli přeznačenı́ zlomku c

2 a pro novou hodnotu
jsme použili totéž pı́smeno). V dalšı́m textu už tento obrat nebudeme komentovat. N

+ Přı́klad 2.15. Vypočtěte neurčitý integrál
∫ √

1− x2 dx, x ∈ (−1, 1).

Řešenı́. Opět nalezneme rovnici pro hledaný integrál. Za jeden činitel volı́me jedničku.
Vyjde tudı́ž∫ √

1− x2 dx =

∣∣∣∣∣ u =
√

1− x2 u′ = − x√
1−x2

v′ = 1 v = x

∣∣∣∣∣ =
= x

√
1− x2 −

∫
−x2
√

1− x2
dx = x

√
1− x2 −

∫
1− x2

− 1
√

1− x2
dx =

= x
√

1− x2 −

∫ (
1− x2
√

1− x2
−

1
√

1− x2

)
dx =

= x
√

1− x2 −

∫ √
1− x2 dx +

∫
dx

√
1− x2

=

= x
√

1− x2 −

∫ √
1− x2 dx + arcsin x.
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Dostali jsme rovnici∫ √
1− x2 dx = x

√
1− x2 −

∫ √
1− x2 dx + arcsin x,

z nı́ž po jednoduché úpravě obdržı́me, že∫ √
1− x2 dx =

x

2

√
1− x2 +

1
2

arcsin x + c.

Tento přı́klad nenı́ typický pro použitı́ metody per partes a lze použı́t i jiný postup — viz
přı́klad 2.30 a text pro zájemce na str. 77. N

+Přı́klad 2.16. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

cos2 x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Opět najdeme rovnici pro hledaný integrál. Za u i v′ budeme tentokrát volit
kosinus. Dostaneme∫

cos2 x dx =
∣∣∣∣ u = cos x u′ = − sin x
v′ = cos x v = sin x

∣∣∣∣ = cos x sin x +
∫

sin2 x dx =

= cos x sin x +
∫
(1− cos2 x) dx =

= cos x sin x +
∫

dx −
∫

cos2 x dx = cos x sin x + x −
∫

cos2 x dx,

což vede k rovnici ∫
cos2 x dx = cos x sin x + x −

∫
cos2 x dx,

z nı́ž vyjde ∫
cos2 x dx =

1
2

cos x sin x +
x

2
+ c.

Při úpravách jsme použili známý vzorec cos2 x + sin2 x = 1. I tento integrál se často
počı́tá jiným způsobem — viz přı́klad 2.46. N

Shrňme si návody, které se vyskytujı́ v souvislosti s metodou per partes:

• Existuje jistá skupina neurčitých integrálů ze součinu dvou funkcı́, pro jejichž výpočet
je (aspoň jako výchozı́ krok) typické použitı́ metody per partes — viz tabulky 2.2
a 2.3.

• Za jeden z činitelů se volı́ jednička.

• Pro hledaný integrál zı́skáme po použitı́ metody per partes a následných úpravách
rovnici, z nı́ž lze tento integrál určit.

• Pomocı́ této metody se odvozujı́ rekurentnı́ vzorce — viz např. vztah (2.15).

• Metoda se často použı́vá opakovaně.
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Samozřejmě existujı́ i jiné integrály než typy uvedené v tabulkách 2.2 a 2.3, které
lze s úspěchem řešit metodou per partes aniž se použijı́ předchozı́ obraty. Ukázkou je
následujı́cı́ přı́klad. Rozhodnout, kdy tuto metodu použı́t, je pochopitelně věcı́ cviku.

+ Přı́klad 2.17. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

x

cos2 x
dx, x ∈ (−π/2,π/2).

Řešenı́. Budeme derivovat mnohočlen x a integrovat zlomek 1/ cos2 x. Vyjde∫
x

cos2 x
dx =

∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = 1

cos2 x
v = tg x

∣∣∣∣ = x tg x −
∫

tg x dx =

= x tg x +
∫
− sin x
cos x

dx = x tg x + ln | cos x| + c.

Absolutnı́ hodnotu v logaritmu je možné vynechat, protože funkce kosinus je na uvažova-
ném intervalu kladná. Při výpočtu jsme použili vzorec 14 stejně jako v přı́kladu 2.8 b). N

Průvodce studiemS

J

VZ

Uvědomte si, že předchozı́ přı́klad nenı́ typem uvedeným v tabulce 2.2. Tam
je zmı́něn typ „mnohočlen krát cos ax“, kde a je konstanta. V našem přı́padě
máme „mnohočlen lomeno cos2 x“. Mı́sto součinu je tedy podı́l a navı́c kosinus je
umocněn na druhou. Posluchači si často zmı́něné typy pamatujı́ jen přibližně, vědı́,
že je tam „nějaký mnohočlen“ a „nějaký kosinus“, zaměnı́ součin a podı́l a pod. To
pak může vést k naprosto nevhodné volbě integračnı́ metody. Např. výraz x ex

2

nenı́ typ z tabulky 2.2. Jeden činitel je sice mnohočlen, ale exponenciálnı́ funkce
má být tvaru eax , kde a je konstanta, což v tomto přı́padě nenı́ pravda. Použitı́ per
partes zde k ničemu nevede. V následujı́cı́m oddı́lu se dozvı́me, že na integrál
z tohoto výrazu je třeba použı́t zcela jiný postup.

Přı́klady k procvičenı́!
1. Integrujte dané funkce:

a)
∫
x arctg x dx, b)

∫
t e2t dt, c)

∫
x cos x dx,

d)
∫
R 3R dR, e)

∫
θ sin θ dθ, f)

∫
(3n+ 2) cos n dn,

g)
∫
B2 sinB dB, h)

∫
ε sin

ε

2
dε, i)

∫
r sin2 r dr,

j)
∫
x3 ex dx, k)

∫
x2 cos x dx, l)

∫
t2 sin 2t dt.
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2. Integrujte dané funkce:

a)
∫
φ2 e−2φ dφ, b)

∫
T 2 cos2 T dT , c)

∫
(ρ2
− 3ρ + 2) eρ dρ,

d)
∫
V ln(V − 1) dV, e)

∫
m2 lnm dm, f)

∫
lnR
R2

dR,

g)
∫
√
w ln2w dw, h)

∫
H ln(H + 1) dH, i)

∫
x ln x dx,

j)
∫

ln3 t

t2
dt, k)

∫
5V arctgV dV, l)

∫ (
lnK
K

)2

dK.

3. Integrujte dané funkce:

a)
∫
z3 arctg z dz, b)

∫
4 ln 2� d�, c)

∫
arctg θ dθ,

d)
∫
t arcsin t dt, e)

∫
arcsin y√

1− y2
dy, f)

∫
eT cos T dT ,

g)
∫ sin φ

2

e−φ
dφ, h)

∫
lnK
K

dK, i)
∫

e−2h sin 3h dh,

j)
∫

ex sin2 x dx, k)
∫

e−r/3 sin
r

3
dr, l)

∫
e3x cos2 3x dx.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a)
(x2
+ 1)
2

arctg x −
x

2
, b)

e2t

4
(2t − 1),

c) x sin x + cos x, d)
3ReR

ln 3
−

3eR

ln2 3
,

e) sin θ − θ cos θ, f) 3 cos n+ (3n+ 2) sin n,

g) (−B2
+ 2) cosB + 2B sinB, h) 4 sin

ε

2
− 2ε cos

ε

2
,

i) −
r sin 2r

4
+
r2

4
−

cos2 r

8
, j) x3 ex − 3x2 ex + 6xex − 6ex,

k) x2 sin x − 2 sin x + 2x cos x, l) −
t2 cos 2t

2
+

cos 2t
4
+
t sin 2t

2
.

2. a) −
e−2φ

4
(2φ2
+ 2φ + 1), b)

T 3

6
+

(
T 2

4
−

1
8

)
sin 2T +

T

4
cos2 T ,

c) eρ(ρ2
− 5ρ + 7), d)

1
2
(V 2
− 1) ln(V − 1)−

V 2

4
−
V

2
,

e)
1
3
m3 lnm−

m3

9
, f) −

lnR
R
−

1
R
,
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g)
w3/2

27
(18 ln2w − 24 lnw + 16), h)

1
2
(H 2
+ 1) ln(H + 1)−

H 2

4
+
H

2
,

i)
1
2
x2 ln x −

x2

4
, j) −

1
t
(ln3 t + 3 ln2 t + 6 ln t + 6),

k)
5
2
(V 2 arctgV − V + arctgV ), l) −

1
K
(ln2K + 2 lnK + 2K).

3. a)
arctg z

4
(z4
− 1)−

z3
− 3z
12

, b) 4� ln 2�− 4�,

c) θ arctg θ −
1
2

ln(θ2
+ 1), d)

t2 arcsin t
2

+
t
√

1− t2

4
−

arcsin t
4

,

e)
1
2

arcsin2 y, f)
1
2

eT (cos T + sin T ),

g) −
2
5

eφ cos
φ

2
+

4
5

eφ sin
φ

2
, h)

1
2

ln2K,

i) −
e−2h

13
(3 cos 3h+ 2 sin 3h), j)

(sin x − 2 cos x) ex sin x
5

+
2ex

5
,

k) −
3
2

e−r/3
(

cos
r

3
+ sin

r

3

)
, l)

e3x

15

(
(cos 3x + 2 sin 3x) cos 3x + 2

)
.

2.2.3. Substitučnı́ metoda
V tomto oddı́lu se seznámı́me s dalšı́ významnou metodou, která vznikne integracı́
rovnosti ze vzorce pro derivaci složené funkce. Připomeňme, že platı́

(
F [ϕ(x)]

)′
=

= F ′[ϕ(x)]ϕ′(x) = f [ϕ(x)]ϕ′(x), kde jsme označili F ′(u) = f (u) a u = ϕ(x). Princip
je popsán v následujı́cı́ větě.

Věta 2.18. Necht’funkce f (u)má na otevřeném intervalu J primitivnı́ funkci F(u), funkce
ϕ(x) má derivaci na otevřeném intervalu I a pro libovolné x ∈ I je ϕ(x) ∈ J . Pak má
složená funkce f [ϕ(x)]ϕ′(x) na intervalu I primitivnı́ funkci a platı́∫

f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx = F [ϕ(x)] + c. (2.7)

Důkaz. Vše bezprostředně plyne z výše připomenutého vzorce pro derivaci složené
funkce. Derivace pravé strany rovnosti (2.7) totiž dává integrand z levé strany této rov-
nosti.

Integračnı́ metoda založená na předchozı́ větě se nazývá prvnı́ substitučnı́ metoda.
Popı́šeme si, jak vypadá jejı́ praktické použitı́. Předpoklad o existenci primitivnı́ funkce
k funkci f (u) lze zapsat takto: ∫

f (u) du = F(u)+ c.
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Tvrzenı́ věty potom zapisujeme následovně:∫
f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =

∫
f (u) du, (2.8)

kde do výrazu na pravé straně za u dosadı́me ϕ(x). Výpočet provádı́me následovně:

• Označı́me si substituci ϕ(x) = u (označenı́ nové proměnné je nepodstatné, jen to
musı́ být jiné pı́smeno než stará proměnná, tj. v našem přı́padě x).

• Rovnost ϕ(x) = u diferencujeme. (Připomeňme, že diferenciál nějaké funkce h(z) je
roven součinu derivace této funkce a přı́růstku dz, kde z je nezávisle proměnná této
funkce, tj. dh(z) = h′(z) dz.) V našem přı́padě je na levé straně nezávisle proměnná
označena x a na pravé straně u, tudı́ž ϕ′(x) = dϕ(x)

dx a u′ = du
du = 1. Dostaneme tedy

rovnost ϕ′(x) dx = 1 · du, tj. ϕ′(x) dx = du.

• V levém integrálu rovnosti (2.8) tedy nahradı́me za funkci ϕ(x) proměnnou u a za
výraz ϕ′(x) dx diferenciál du. Prakticky výpočet zapisujeme podobně jako u metody
per partes do jakési tabulky. Vzorec (2.8) pak vypadá takto:∫

f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =
∣∣∣∣ ϕ(x) = u
ϕ′(x) dx = du

∣∣∣∣ = ∫
f (u) du, (2.9)

kde do výsledné pravé strany musı́me dosadit původnı́ proměnnou, tj. u = ϕ(x). Opět
je rozumné tento zápis dodržovat a zmechanizovat si popsaný postup.

+Přı́klad 2.19. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

cos x dx
√

1+ sin2 x
, x ∈ R.

Řešenı́. V zadánı́ je zřetelně vidět složenou funkci 1
/√

1+ sin2 x. Jejı́ vnějšı́ složka je
f (u) = 1

/√
1+ u2 a vnitřnı́ složka je ϕ(x) = sin x. Dále ϕ′(x) = cos x. Tedy

f [ϕ(x)]ϕ′(x) =
1√

1+ ϕ2(x)
ϕ′(x) =

1
√

1+ sin2 x
cos x =

cos x
√

1+ sin2 x
,

což je zadaný integrand. Je proto možné použı́t substitučnı́ metodu. Substituci zvolı́me
sin x = u a diferencovánı́m této rovnosti dostaneme vztah cos x dx = du. Výpočet
zapı́šeme následovně:∫

cos x dx
√

1+ sin2 x
=

∣∣∣∣ sin x = u
cos x dx = du

∣∣∣∣ = ∫
du

√
1+ u2

=

= ln
∣∣u+√

1+ u2
∣∣+ c = ln

∣∣sin x +
√

1+ sin2 x
∣∣+ c.

Při výpočtu jsme použili vzorec 11 z tabulky 2.1. N
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Průvodce studiemS

J

VZ

Než si ukážeme dalšı́ přı́klady, zamyslı́me se nad tı́m, jak musı́ integrand vypadat,
abychom mohli substitučnı́ metodu použı́t. Rozhodně to nemůže být libovolný
výraz, naopak tvar integrandu je dost striktně vymezen. Musı́ jı́t o výraz, který
je součinem nějaké složené funkce a derivace jejı́ vnitřnı́ složky. Označme jako
v předchozı́m vnějšı́ složku f (u) a vnitřnı́ složku ϕ(x). Výraz pak musı́ mı́t tvar
f [ϕ(x)]ϕ′(x). Uved’me si v následujı́cı́ tabulce několik takových funkcı́. V prvnı́m
sloupci je dána složená funkce, ve druhém jejı́ vnějšı́ složka, ve třetı́m jejı́ vnitřnı́
složka, ve čtvrtém derivace vnitřnı́ složky a v pátém pak, jak by měl integrand
vypadat.

f [ϕ(x)] f (u) ϕ(x) ϕ′(x) f [ϕ(x)] · ϕ′(x)√
x2 − 3

√
u x2

− 3 2x
√
x2 − 3 · 2x

e−x
2

eu −x2
−2x e−x

2
· (−2x)

sin6 x u6 sin x cos x sin6 x · cos x

(4− 7x)10 u10 4− 7x −7 (4− 7x)10
· (−7)

(1+ ln x)4 u4 1+ ln x
1
x

(1+ ln x)4 ·
1
x

ln arctg x ln u arctg x
1

x2 + 1
ln arctg x ·

1
x2 + 1

Tab. 2.4: Přı́klady integrandů vhodných pro substitučnı́ metodu

Nemůžeme ovšem vždy očekávat, že zadánı́ bude „naservı́rováno na talı́ři“
tak, jak by se nám to nejvı́ce lı́bilo. Např. poslednı́ dva výrazy z předchozı́ tabulky
by určitě byly zapsány spı́še takto:

(1+ ln x)4

x
resp.

ln arctg x
x2 + 1

.

Podobně prvnı́ dva výrazy by asi spı́še vypadaly takto: 2x
√
x2 − 3 resp. −2x e−x

2
.

Musı́te být schopni „vidět“ v zadaném výrazu přı́slušnou složenou funkci a „hledat“
k nı́ v tomto výrazu derivaci jejı́ vnitřnı́ složky. Právě tato věc činı́ posluchačům
největšı́ potı́že. Proto je důležité znát bezpečně zpaměti derivace a neurčité inte-
grály základnı́ch funkcı́, abyste ihned věděli, co hledáte (máme na mysli derivaci
vnitřnı́ složky), a dokázat přehodit pořadı́ činitelů a pod., abyste zvážili, zda tam
potřebný výraz je nebo nenı́. Je to věc cviku. Musı́te-li hledat derivace v nějaké
tabulce, sotva v zadaném výrazu něco „uvidı́te“.

Konečně upozorněme ještě na jednu věc. Často se stane, že nám bude „chy-
bět“ multiplikativnı́ konstanta. Např. budeme mı́t zadaný výraz x

√
x2 − 3, ale my
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bychom potřebovali, jak jsme si právě vysvětlili, 2x
√
x2 − 3. To ovšem nenı́ pro-

blém, protože konstantu snadno doplnı́me dı́ky vlastnosti (2.4) z věty 2.4. Je
totiž ∫

x
√
x2 − 3 dx =

1
2

∫
2x

√
x2 − 3 dx,

což jsme chtěli. Prakticky budeme postupovat tak, že v pomocné tabulce, v nı́ž si
značı́me substituci a počı́táme diferenciály, přidáme dalšı́ řádek, který dostaneme
tak, že řádek udávajı́cı́ rovnost mezi diferenciály vhodně upravı́me jako rovnici,
abychom nalevo dostali přesně výraz, který máme k dispozici. Např. v přı́padě
funkce x

√
x2 − 3 by tabulka vypadala takto:∣∣∣∣∣∣

x2
− 3 = u

2x dx = du
x dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣
Zdůrazněme ale, že tı́mto způsobem můžeme doplnit pouze multiplikativnı́

konstantu (tj. konstantu, kterou se násobı́). Pokud nám chybı́ skutečně (nekon-
stantnı́) funkce, takto postupovat nelze. K tomu se ještě vrátı́me nı́že.

+Přı́klad 2.20. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(1+ ln x)4

x
dx, x ∈ (0,+∞).

Řešenı́. Jde o předposlednı́ výraz z tabulky 2.4. Substituce tedy bude u = 1 + ln x.
Dostaneme∫

(1+ ln x)4

x
dx =

∣∣∣∣ 1+ ln x = u
1
x

dx = du

∣∣∣∣ = ∫
u4 du =

1
5
u5
+ c =

(1+ ln x)5

5
+ c.

O správnosti výpočtu se snadno můžeme přesvědčit derivacı́. N

+Přı́klad 2.21. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

sin x cos5 x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Zde se nabı́zı́ složená funkce cos5 x s vnitřnı́ složkou cos x. Jejı́ derivace je
− sin x, což je výraz, který v integrandu až na násobek −1 máme. Tedy

∫
sin x cos5 x dx =

∣∣∣∣∣∣
cos x = u

− sin x dx = du
sin x dx = −du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
u5(−1) du = −

u6

6
+ c = −

cos6 x

6
.

Bylo jen třeba uvědomit si, že sin x cos5 x dx = cos5 x sin x dx. N
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+ Přı́klad 2.22. Vypočtěte neurčitý integrál

∫
x e−x

2
dx, x ∈ R.

Řešenı́. Jde o modifikaci druhého přı́kladu z tabulky 2.4. Volı́me substituci u = −x2

a „doplnı́me“ chybějı́cı́ konstantu −2. Dostaneme

∫
x e−x

2
dx =

∣∣∣∣∣∣
−x2 = u

−2x dx = du
x dx = −1

2 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫

eu
(
−

1
2

)
du = −

1
2

eu + c = −
1
2

e−x
2
+ c.

Při řešenı́ opět stačilo „umět si představit“, že x e−x
2

dx = e−x
2
x dx. N

+ Přı́klad 2.23. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
x3 e−x

2
dx, x ∈ R.

Řešenı́. Zvolı́me substituci s = x2 a vyjde nám:

∫
x3 e−x

2
dx =

∣∣∣∣∣∣
x2 = s

2x dx = ds
x dx = 1

2 ds

∣∣∣∣∣∣ =
∫
s e−s ·

1
2

ds =
1
2

∫
s e−s ds =

(vzniklý integrál budeme řešit metodou per partes — viz tabulka 2.2; jde o typ mnohočlen
krát exponenciála eas , kde a = −1)

=

∣∣∣∣ u = s u′ = 1
v′ = e−s v = −e−s

∣∣∣∣ = 1
2

(
−s e−s −

∫
(−e−s) ds

)
=

=
1
2

(
−s e−s − e−s

)
+ c = −

1
2
(s + 1) e−s + c = −

1
2
(x2
+ 1) e−x

2
+ c.

N

Pro zájemce:
Zadánı́ předchozı́ho přı́kladu je podobné jako v přı́kladu 2.22, takže bychom mohli opět „vidět“
složenou funkci e−x

2
a zkusit substituci u = −x2. Avšak (−x2)′ = −2x, takže (když pomineme

konstantu −2) nám přebývá v zadánı́ x3 e−x
2
= x2 e−x

2
x ještě výraz x2.

Lepšı́ nápad tedy bude „vidět“ v zadánı́ složenou funkci f (x2) = x2 e−x
2
, kde f (s) = s e−s ,

s vnitřnı́ složkou x2. Pak zvolı́me substituci s = x2 a vše již proběhne hladce, když si představı́me,
že x3 e−x

2
dx = x2 e−x

2
x dx.

Všimněte si, že v zadánı́ by bylo rovněž možné „vidět“ jinou složenou funkci, a to g(−x2) =

= x2 e−x
2
, kde g(s) = −s es , s vnitřnı́ složkou −x2 a volit substituci s = −x2. Výpočet by byl

obdobný a výsledek samozřejmě stejný. Zkuste si sami tuto variantu.

V následujı́cı́ch dvou přı́kladech si všimneme velice jednoduchého, ale důležitého
přı́padu substituce. Jde o tzv. lineárnı́ substituci tvaru u = ax + b, kde a, b ∈ R, a 6= 0.
Protože (ax+b)′ = a, bude platit a dx = du. Pokud nám konstanta chybı́, vždy ji snadno
již známým postupem doplnı́me.
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+Přı́klad 2.24. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(4− 7x)10 dx, x ∈ R.

Řešenı́. I tento přı́klad byl uveden v tabulce 2.4. Zvolı́me substituciu = 4−7x. Dostaneme

∫
(4− 7x)10 dx =

∣∣∣∣∣∣
4− 7x = u
−7 dx = du

dx = −1
7 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
u10

(
−

1
7

)
du = −

1
7

∫
u10 du =

= −
1
7
u11

11
+ c = −

1
77
(4− 7x)11

+ c.
N

+Přı́klad 2.25. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
√

2x − 5 dx, x ∈ 〈5/2,+∞).

Řešenı́. Opět použijeme lineárnı́ substituci u = 2x − 5. Vyjde

∫
√

2x − 5 dx =

∣∣∣∣∣∣
2x − 5 = u

2 dx = du
dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
√
u ·

1
2

du =
1
2

∫
u1/2 du =

=
1
2
u3/2

3/2
+ c =

1
3

√
u3 + c =

1
3

√
(2x − 5)3 + c.

N

Poznámka 2.26. U jednoduššı́ch přı́kladů lze při troše cviku lineárnı́ substituci provádět
téměř zpaměti, čı́mž se výpočet výrazně urychlı́. Jestliže má funkce f (u) primitivnı́ funkci
F(u), tj. ∫

f (u) du = F(u)+ c,

platı́, že ∫
f (ax + b) dx =

1
a
F(ax + b)+ c, a, b ∈ R, a 6= 0.

Důkaz se provede bud’substitucı́ ax + b = u, a dx = du, tj. dx = 1
a

du, anebo přı́mým
derivovánı́m pravé strany, protožeF ′(u) = f (u). Vzorec samozřejmě platı́ na intervalech,
kde je funkce f (ax + b) definovaná.

Ukažme si použitı́ na několika přı́kladech (nepı́šeme integračnı́ konstanty):∫
eu du = eu ⇒

∫
e2x−3 dx =

1
2

e2x−3 (a = 2, b = −3),∫
du
u
= ln |u| ⇒

∫
dx

3x + 4
=

1
3

ln |3x + 4| (a = 3, b = 4),∫
u4 du =

1
5
u5

⇒

∫
(x + 7)4 dx =

1
5
(x + 7)5 (a = 1, b = 7),
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∫
sin u du = − cos u ⇒

∫
sin(3− 5x) dx = −

1
5

[
− cos(3− 5x)

]
=

=
1
5

cos(3− 5x) (a = −5, b = 3),∫
cos u du = sin u ⇒

∫
cos

2x − 1
3

dx =
∫

cos
(

2
3
x −

1
3

)
dx =

=
1

2/3
sin

2x − 1
3
=

3
2

sin
2x − 1

3
(a = 2/3, b = −1/3).

Všimněte si, že jako speciálnı́ přı́pad tohoto obratu dostaneme pro b = 0 obecnějšı́ verze
vzorců 4, 5, 7, 8, 12 a 13 z tabulky 2.1 (pravý sloupec).

Průvodce studiemS

J

VZ

Vrat’me se ještě k mechanismu úpravy diferenciálu, který byl popsán na str. 30.
Posluchači často mechanicky postupujı́ takto:

ϕ(x) = u . . . volba substituce
ϕ′(x) dx = du . . . diferencovánı́ předchozı́ rovnosti

dx = du
ϕ′(x)

. . . osamostatněnı́ diferenciálu staré proměnné
(2.10)

Pak bez přemýšlenı́ automaticky za ϕ(x) dosadı́ novou proměnnou u a za dx
dosadı́ výraz du/ϕ′(x).

Pokud je substituce dobře zvolena, nestane se nic hrozného, jak ukazuje
následujı́cı́ přı́klad.

∫
cos x

(2+ sin x)2
dx =

∣∣∣∣∣∣
2+ sin x = u
cos x dx = du

dx = du
cos x

∣∣∣∣∣∣ =
∫

cos x
u2

du
cos x

=

∫
du
u2 =

=

∫
u−2 du =

u−1

−1
+ c = −

1
u
+ c = −

1
2+ sin x

+ c.

Ve výpočtu se nám na chvı́li objevila v jednom integrálu jak stará proměnná x tak
nová proměnná u, přičemž diferenciál už byl du. Protože se však výraz obsahu-
jı́cı́ x (v našem přı́kladu to byl cos x) zkrátil, vše dobře dopadlo.

Katastrofa však obvykle nastane, pokud substituce nenı́ dobře zvolená. Uká-
žeme si to na následujı́cı́m odstrašujı́cı́m postupu „výpočtu“ neurčitého integrálu
z funkce ex

2
.

∫
ex

2
dx =

∣∣∣∣∣∣
x2 = u

2x dx = du
dx = du

2x

∣∣∣∣∣∣ =
∫

eu
du
2x
.
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Nynı́ posluchači obvykle považujı́ x za konstantu nezávislou na u, kterou lze při
integraci vzhledem k proměnné u vytknout, a počı́tajı́ dále∫

eu
du
2x
=

1
2x

∫
eu du =

1
2x

eu + c =
ex

2

2x
+ c, !

čı́mž je katastrofa dokonána. Předchozı́ postup je naprosto chybný!
Autoři takového postupu totiž zcela ignorujı́, že mezi starou a novou proměn-

nou je vazba daná rovnicı́ u = ϕ(x), tj. v našem přı́padě u = x2, z čehož (pro
x > 0) máme x =

√
u. Integrál vzniklý po substituci má tedy tvar∫

1
2x

eu du =
∫

1
2
√
u

eu du =
∫

eu

2
√
u

du,

takže před integrál byla vlastně vytknuta funkce 1
/
(2
√
u )! Bohužel této hrubé

chyby se posluchači často dopouštějı́.
Abyste se něčemu takovému vyhnuli, nepoužı́vejte postup naznačený v (2.10),

pokud je ϕ(x) funkce. Vždy se snažte mı́t před očima, jaký tvar musı́ integrand
mı́t, aby bylo možné použı́t substitučnı́ metodu, tj. f [ϕ(x)]ϕ′(x). Rozhodněte se,
co budete považovat za složenou funkci f [ϕ(x)], a hledejte derivaci vnitřnı́ složky
ϕ′(x). Když derivaci nemůžete najı́t, asi nemáte substituci dobře vybránu. Možná
přı́klad na substituci vůbec nenı́ vhodný, rozhodně ne na tu, kterou jste si zvolili.

Na závěr si všimneme toho, že vzorec (2.8) se někdy (méně často, ale zato jde o důle-
žité přı́pady) použı́vá zprava doleva. Tedy jako bychom do „jednoduché“ funkce vložili
vnitřnı́ složku a dostali integrál ze složené funkce, který je zdánlivě komplikovanějšı́.
V konkrétnı́ch přı́padech však tento integrál může být pro dalšı́ výpočet jednoduššı́. Po-
užitı́ je obdobné, jen přı́slušná věta má trochu jiné předpoklady a důkaz je technicky
složitějšı́. Připomeňme, že ϕ−1 značı́ inverznı́ funkci k funkci ϕ.

Věta 2.27. Necht’funkce f (x) je definovaná na otevřeném intervalu J . Necht’funkce ϕ(t)
má nenulovou derivaci na otevřeném intervalu I a zobrazuje tento interval na interval J .
Dále předpokládejme, že funkce f [ϕ(t)]ϕ′(t) má na intervalu I primitivnı́ funkci F(t).

Pak funkce f (x) má na intervalu J primitivnı́ funkci F [ϕ−1(x)]. Platı́ tudı́ž∫
f (x) dx =

∫
f [ϕ(t)]ϕ′(t) dt, (2.11)

jestliže do primitivnı́ funkce na pravé straně dosadı́me za t funkci ϕ−1(x).

Integračnı́ metoda založená na předchozı́ větě se nazývá druhá substitučnı́ metoda.

Pro zájemce:
Důkaz. Protože ϕ′(t) 6= 0 na I , je podle Darbouxovy věty (viz [4, str. 188]) bud’ϕ′(t) > 0 pro
t ∈ I , nebo ϕ′(t) < 0 pro t ∈ I , takže funkce x = ϕ(t) je ryze monotónnı́ na I , a tudı́ž k nı́
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existuje inverznı́ funkce t = ϕ−1(x). Ta má derivaci na J , přičemž platı́ (viz [12])

(ϕ−1)′(x) =
1

ϕ′(t)
=

1
ϕ′[ϕ−1(x)]

, x ∈ J.

Dále podle předpokladu platı́ F ′(t) = f [ϕ(t)]ϕ′(t) pro t ∈ I , takže podle vzorce pro derivaci
složené funkce a předchozı́ho vztahu dostaneme pro x ∈ J a x = ϕ(t), že

(
F [ϕ−1(x)]

)′
= F ′[ϕ−1(x)] · (ϕ−1)′(x) = f

(
ϕ[ϕ−1(x)]

)
ϕ′[ϕ−1(x)] ·

1
ϕ′[ϕ−1(x)]

= f (x),

což jsme měli dokázat.

Použitı́ je obdobné. Zvolı́me substituci x = ϕ(t), diferencovánı́m dostaneme dx =
= ϕ′(t) dt a dosadı́me do levé strany (2.11) (tentokrát nemusı́me dělat žádné úpravy se
vztahem dx = ϕ′(t) dt). Do výsledku dosadı́me za t inverznı́ funkci ϕ−1(x) (někdy tento
vztah rovněž napı́šeme pro přehlednost do pomocné tabulky).

+ Přı́klad 2.28. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

e
√
x dx, x ∈ (0,+∞).

Řešenı́. Zvolı́me substituci x = t2, čı́mž odstranı́me nepřı́jemnou odmocninu v expo-
nentu. Protože x > 0, je v našem přı́padě J = (0,+∞). Funkci ϕ(t) = t2 tedy budeme
uvažovat na intervalu I = (0,+∞) (je samozřejmě náhoda, že nám vyšlo J = I ). Funkce
ϕ(t) = t2 je prostá na intervalu I a zobrazı́ ho na interval J (grafem je část paraboly).
Protože t > 0, je

√
x =
√
t2 = |t | = t . Inverznı́ funkce k funkci x = ϕ(t) = t2 je tudı́ž

t = ϕ−1(x) =
√
x. Nynı́ již můžeme vypočı́tat daný integrál. Dostaneme (na výpočet

vzniklého integrálu použijeme metodu per partes)∫
e
√
x dx =

∣∣∣∣ x = t2

dx = 2t dt

∣∣∣∣ = ∫
2t e
√
t2 dt =

∫
2t et dt =

=

∣∣∣∣ u = 2t u′ = 2
v′ = et v = et

∣∣∣∣ = 2t et −
∫

2et dt = 2t et − 2et + c =

= 2(t − 1) et + c = 2(
√
x − 1) e

√
x
+ c. N

Je možné dokázat, že výsledek předchozı́ho přı́kladu platı́ i na intervalu 〈0,+∞).
Pokud bychom to ale chtěli ověřit z definice primitivnı́ funkce, tj. derivovali bychom
výsledek, museli bychom být dost opatrnı́, protože funkce

√
x a e

√
x majı́ v bodě x = 0

pouze derivaci zprava a navı́c nevlastnı́. Nenı́ tudı́ž možné použı́t v tomto bodě standardnı́
vzorec pro derivovánı́ součinu.

Protože tato situace se v souvislosti se substitučnı́ metodou dost často vyskytuje,
uvedeme si jednoduchou větu, která ve většině přı́padů tuto komplikaci snadno vyřešı́.
Formulace je uvedena pro ohraničené uzavřené intervaly, analogické tvrzenı́ však platı́
i pro polouzavřené (ohraničené i neohraničené) intervaly.
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Věta 2.29. Necht’ funkce f (x) a F(x) jsou spojité na intervalu 〈α, β〉, α, β ∈ R, a F(x)
je primitivnı́ k f (x) na otevřeném intervalu (α, β), tj. F ′(x) = f (x) pro x ∈ (α, β). Pak
je F(x) primitivnı́ k f (x) i na uzavřeném intervalu 〈α, β〉.

Důkaz. Plyne z [4, str. 111, cvičenı́ 9]. K důkazu lze užı́t i l’Hospitalovo pravidlo.

+Přı́klad 2.30. Vypočtěte neurčitý integrál
∫ √

1− x2 dx, x ∈ (−1, 1).

Řešenı́. Tento integrál jsme již jednou spočı́tali metodou per partes — viz přı́klad 2.15.
Tentokrát k jeho výpočtu použijeme substituci x = sin t . Protože platı́ J = (−1, 1),
zvolı́me I = (−π/2,π/2). Pak funkce ϕ(t) = sin t zobrazı́ interval I na interval J .
Funkce ϕ(t) = sin t je na intervalu (−π/2,π/2) prostá a jejı́ inverznı́ funkce je ϕ−1(x) =

= arcsin x, tj. t = arcsin x.
Připravı́me si ještě integrand po substituci. Vyjde

√
1− x2 =

√
1− sin2 t =

=
√

cos2 t = | cos t | = cos t , protože kosinus je na intervalu I kladný. Dostaneme∫ √
1− x2 dx =

∣∣∣∣ x = sin t
dx = cos t dt

∣∣∣∣ = ∫ √
1− sin2 t cos t dt =

=

∫
cos2 t dt =

1
2

sin t cos t +
t

2
+ c =

(použili jsme výsledek přı́kladu 2.16)

=
1
2

sin t
√

1− sin2 t +
t

2
+ c =

x

2

√
1− x2 +

1
2

arcsin x + c,

což je stejný výsledek jako v přı́kladu 2.15. Protože jak integrand
√

1− x2, tak výsledná
primitivnı́ funkce jsou spojité na uzavřeném intervalu 〈−1, 1〉, platı́ podle věty 2.29
výsledek i na uzavřeném intervalu. Zkontrolovat to přı́mo výpočtem derivace by bylo
opět obtı́žné, protože funkce

√
1− x2 a arcsin x majı́ v bodech x = ±1 jednostranné

nevlastnı́ derivace. N

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Integrujte dané funkce:

a)
∫

sin3 ω cosω dω, b)
∫

6t sin 3t2 dt, c)
∫

4 tg3 φ

cos2 φ
dφ,

d)
∫

cosβ
√

sinβ dβ, e)
∫
−4ρ e−2 ρ2

dρ, f)
∫

6r2 e−2r3
dr,

g)
∫

2 e2 sin t cos t dt, h)
∫

3 ln2W

W
dW, i)

∫
3
√

ln y
y

dy,

j)
∫

2C
(1+ C2)2

dC, k)
∫

8s2 ds
3
√
(8s3 + 27)2

, l)
∫

5W 4 dW

2
√

4+W 5
.



38 Neurčitý integrál

2. Integrujte dané funkce:

a)
∫

(6p − 5) dp

2
√

3p2 − 5p + 6
, b)

∫
3 cosφ
sin4 φ

dφ, c)
∫

sin u

2
√

cos3 u
du,

d)
∫

4 cos t
3
√

1+ 2 sin t
dt, e)

∫
sin 2r dr

2
√

1+ cos2 r
, f)

∫
dx

x ln x ln ln x
,

g)
∫

6v
√

4− 9v4
dv, h)

∫
2 et

√
2− 4 e2 t

dt, i)
∫

6 tg 3x dx,

j)
∫

1

x
√

1− ln2 x
dx, k)

∫
30k

3k4 + 5
dk, l)

∫
18q dq

9+ (3q2 + 1)2
.

3. Integrujte dané funkce:

a)
∫
−2 dθ

tg θ sin2 θ
, b)

∫
4 sin x cos3 x dx, c)

∫
2 ln x
x

dx,

d)
∫

2 arctg ρ
1+ ρ2

dρ, e)
∫
√

1+ 2x dx, f)
∫

dx
√

5− 4x
,

g)
∫

3x dx
(x2 + 1)2

, h)
∫
x

√
2x2 + 7 dx, i)

∫
9x2 3

√
x3 + 10 dx,

j)
∫

4x dx
3
√

8− x2
, k)

∫
7 dx

(1+ 2x)3
, l)

∫
3 cos4 t sin t dt,

m)
∫

n

n2 − 1
dn, n)

∫
dφ

cos2(1− φ)
, o)

∫
cos y dy
3 sin2/3 y

.

4. Integrujte dané funkce:

a)
∫

dx
√

1− x2 arcsin x
, b)

∫
x − arctg x

1+ x2
dx, c)

∫
dx

x(1+ ln2 x)
,

d)
∫
(4ρ − 3)4 dρ, e)

∫
(2x + 1)3 dx, f)

∫
1
6

(
1−

τ

6

)−2
dτ,

g)
∫

12
(3x − 7)5

dx, h)
∫

dp
p2 − 6p + 9

, i)
∫

33(8− 3x)6/5 dx,

j)
∫

3
√

5− 6x dx, k)
∫

1
√

4m+ 9
dm, l)

∫
1

√
3− 2l

dl.

5. Integrujte dané funkce:

a)
∫

sin(2ω − 5) dω, b)
∫

dφ
sin2(3φ − 7)

,

c)
∫

1
cos2 8t

dt, d)
∫

4 dv
1− cos 4v

,

e)
∫

14e7r−8 dr, f)
∫

3e−3h+1 dh,

g)
∫

e2s
− 1

es
ds, h)

∫
eq/2 − e−q/2

2
dq,
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i)
∫

1
T 2 + 4T + 5

dT , j)
∫

3
x2 + 3x + 3

dx,

k)
∫

2 dx
1− 3x + 3x2 − x3

, l)
∫

2
b2 − 2b + 5

db,

m)
∫

10
2v2 + 8v + 58

dv, n)
∫ (

3e−3θ
− 8 3
√

5− 6θ
)

dθ.

6. Integrujte dané funkce:

a)
∫

dx√
1− (2x + 3)2

, b)
∫

50 dx√
1− (25x)2

, c)
∫

2√
3+ 2y − y2

dy,

d)
∫

dx
√
−2x − x2

, e)
∫

3 dx
√

2x − x2
, f)

∫
5 dx√

36− (5x)2
,

g)
∫

1
1+ (x + 1)2

dx, h)
∫

2
y2 − 2y + 5

dy, i)
∫

5 dz
1+ (2− 5z)2

.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a)
1
4

sin4 ω , b) − cos 3 t2, c) tg4 φ,

d)
2(sinβ)3/2

3
, e) e−2 ρ2

, f) −e−2 r3
,

g) e2 sin t , h) ln3W, i) 2 ln3/2 y,

j)
−1

1+ C2 , k) (8 s3
+ 27)1/3, l)

√
4+W 5.

2. a)
√

3p2 − 5p + 6, b) −
1

sin3 φ
, c)

1
√

cos u
,

d) 3(1+ 2 sin t)2/3, e) −
√

1+ cos2 r, f) ln
∣∣ln ln x

∣∣,
g) arcsin

3v2

2
, h) arcsin

√
2 et , i) −2 ln

∣∣cos 3x
∣∣,

j) arcsin ln x, k)
√

15 arctg
k2
√

15
5

, l) arctg
(
q2
+

1
3

)
.

3. a)
1

sin2 θ
, b) − cos4 x, c) ln2 x,

d) arctg2 ρ, e)
(1+ 2x)3/2

3
, f) −

√
5− 4x

2
,

g) −
3

2 (x2 + 1)
, h)

(2x2
+ 7)3/2

6
, i)

9 (x3
+ 10)4/3

4
,
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j) −3(8− x2)2/3, k)
−7

4(1+ 2 x)2
, l) −

3
5

cos5 t ,

m)
1
2

ln |n2
− 1| , n) tg(φ − 1), o) sin1/3 y.

4. a) ln | arcsin x|, b)
− arctg2 x + ln(1+ x2)

2
, c) arctg ln x,

d)
(4ρ − 3)5

20
, e)

(2x + 1)4

8
, f)

6
6− τ

,

g) −
1

(3x − 7)4
, h) −

1
p − 3

, i) −5 (8− 3x)11/5,

j) −
(5− 6x)4/3

8
, k)

√
4m+ 9

2
, l) −

√
3− 2l.

5. a) −
cos(2ω − 5)

2
, b) −

1
3

cotg(3φ − 7), c)
1
8

tg 8 t,

d) − cotg 2v, e) 2 e7r−8, f) −e−3h+1,

g) es +
1
es
, h) eq/2 + e−q/2, i) arctg(T + 2),

j) 2
√

3 arctg

√
3(2x + 3)

3
, k)

1
(1− x)2

, l) arctg
b − 1

2
,

m) arctg
v + 2

5
, n) −e−3 θ

+ (5− 6θ)4/3.

6. a)
1
2

arcsin(2x + 3) , b) 2 arcsin 25x, c) 2 arcsin
y − 1

2
,

d) arcsin(x + 1), e) 3 arcsin(x − 1), f) arcsin
5x
6
,

g) arctg(x + 1), h) arctg
y − 1

2
, i) arctg(5z− 2).

2.3. Rozklad na parciálnı́ zlomky

Průvodce studiemS

J

VZ

U mnohočlenů hrál důležitou roli rozklad na součin jednoduššı́ch (lineárnı́ch nebo
kvadratických) činitelů. Podobně u racionálnı́ch lomených funkcı́ je v řadě aplikacı́
důležité něco podobného. Na rozdı́l od mnohočlenů, kde jde o rozklad na součin,
zde však půjde o rozklad na součet jednoduššı́ch racionálnı́ch lomených funkcı́,
tzv. parciálnı́ch zlomků.
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Připomeňme ve stručnosti základnı́ poznatky, které budeme dále potřebovat:

• Racionálnı́ lomená funkce je podı́l dvou mnohočlenů.

• Každou neryze lomenou racionálnı́ funkci (stupeň čitatele je většı́ než stupeň jmeno-
vatele nebo je mu roven) lze dělenı́m převést na součet mnohočlenu a ryze lomené
racionálnı́ funkce (stupeň čitatele je menšı́ než stupeň jmenovatele).

• Stupeň polynomu P budeme značit symbolem st(P ).

Parciálnı́ zlomky jsou speciálnı́ racionálnı́ lomené funkce. Rozlišujeme dva typy:

A

(x − α)k
, kde k ∈ N, α,A ∈ R,

a

Mx +N

(x2 + px + q)k
, kde k ∈ N, M,N, p, q ∈ R, p2

− 4q < 0.

U prvnı́ho typu je ve jmenovateli nějaká mocnina (třeba i prvnı́) lineárnı́ho mnohočlenu
tvaru x − α a v čitateli je konstanta. U druhého typu je ve jmenovateli nějaká mocnina
(třeba i prvnı́) kvadratického mnohočlenu tvaru x2

+ px + q majı́cı́ho komplexnı́ kořeny
(záporný diskriminant) a v čitateli je lineárnı́ mnohočlen (nebo konstanta, pokud M je
nula). Parciálnı́ zlomky jsou vždy ryze lomené.

Věta 2.31. Necht’R(x) = P(x)
Q(x)

je racionálnı́ ryze lomená funkce s reálnými koeficienty.
Necht’ rozklad jmenovatele Q(x) na ireducibilnı́ činitele v reálném oboru má tvar

Q(x) = a(x − α1)
k1 · · · (x − αr)

kr (x2
+ p1x + q1)

l1 · · · (x2
+ psx + qs)

ls .

Pak R(x) lze napsat jako součet parciálnı́ch zlomků. Přitom k-násobnému reálnému
kořenu jmenovatele α odpovı́dá k parciálnı́ch zlomků tvaru

A1

x − α
,

A2

(x − α)2
, . . . ,

Ak

(x − α)k

a l-násobné dvojici komplexně sdružených kořenů jmenovatele přı́slušejı́cı́ch trojčlenu
x2
+ px + q odpovı́dá l parciálnı́ch zlomků tvaru

M1x +N1

x2 + px + q
,

M2x +N2

(x2 + px + q)2
, . . . ,

Mlx +Nl

(x2 + px + q)l
.

V předcházejı́cı́ větě je podstatné, že racionálnı́ lomená funkce je ryze lomená. Pokud
tomu tak nenı́, je třeba ji nejprve převést na součet mnohočlenu a racionálnı́ ryze lomené
funkce. Tu pak lze teprve rozkládat.

Poznámka 2.32.
i) Lze ukázat, že rozklad z předchozı́ věty je až na pořadı́ sčı́tanců jednoznačný, tj.

neznámé koeficienty jsou jediné.
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ii) V komplexnı́m oboru (tj. koeficienty zadané racionálnı́ lomené funkce mohou být
i komplexnı́) lze dokázat obdobnou větu, v nı́ž ale vystačı́me jen s parciálnı́mi zlomky
prvnı́ho typu. To je dáno tı́m, že v komplexnı́m oboru lze mnohočlen vždy rozložit
na součin mocnin lineárnı́ch mnohočlenů. Samozřejmě koeficienty v rozkladu jsou
obecně také komplexnı́ čı́sla.

Postup nalezenı́ koeficientů rozkladu

1. Nejprve se přesvědčı́me, že zadaná funkce je ryze lomená. Pokud tomu tak nenı́,
převedeme ji dělenı́m na součet mnohočlenu a racionálnı́ ryze lomené funkce. Tu pak
teprve rozkládáme.

2. Rozložı́me jmenovatel na součin ireducibilnı́ch činitelů v reálném oboru.
3. Podle tohoto rozkladu napı́šeme předpokládaný tvar rozkladu na parciálnı́ zlomky

s neznámými koeficienty. Ten položı́me roven zadané racionálnı́ ryze lomené funkci,
jejı́ž jmenovatel si napı́šeme ve tvaru součinu zı́skaného v bodě 2.

4. Vzniklou rovnici vynásobı́me jmenovatelem zadánı́. Dostaneme rovnost dvou mnoho-
členů. Na jedné straně rovnice je mnohočlen se známými koeficienty, na druhé straně
mnohočlen s neznámými koeficienty.

5. Dva mnohočleny se rovnajı́ právě tehdy, když jsou stejného stupně a u stejných moc-
nin neznámé majı́ tytéž koeficienty. Roznásobı́me tedy mnohočleny na obou stranách
a sloučı́me členy se stejnými mocninami neznámé. Pak porovnáme koeficienty u stej-
ných mocnin neznámé na levé a pravé straně rovnice. Dostaneme soustavu lineárnı́ch
rovnic, která má vzhledem k jednoznačnosti rozkladu právě jedno řešenı́.

6. Jestliže má jmenovatel reálné kořeny, je výhodné dosadit je do vzniklé rovnice ještě
před roznásobenı́m. Všechny členy s neznámými koeficienty až na jeden totiž vymizı́,
a tak snadno dostaneme za každý takový kořen jeden neznámý koeficient. Pak stačı́
porovnat koeficienty jen u některých mocnin neznámé (tak, abychom dostali potřebný
počet rovnic pro ty koeficienty, jejichž hodnoty ještě nemáme).

7. Jinou metodou nalezenı́ koeficientů je do vzniklé rovnice dosadit libovolných n+ 1
různých čı́sel, kde n je nejvyššı́ mocnina neznámé, která se v rovnici vyskytuje. Do-
staneme opět soustavu lineárnı́ch rovnic, která má jediné řešenı́.

+

Přı́klad 2.33. Rozložte na parciálnı́ zlomky racionálnı́ lomenou funkci

R(x) =
x

x2 − 1
.

Řešenı́. Funkce je ryze lomená, takže nenı́ třeba dělit. Rozklad jmenovatele je x2
− 1 =

= (x + 1)(x − 1). Jmenovatel má tedy jednoduché kořeny −1 a 1, kterým odpovı́dajı́
jednočlenné řetězce parciálnı́ch zlomků prvnı́ho typu. Tvar rozkladu bude

x

(x + 1)(x − 1)
=

A

x + 1
+

B

x − 1
.

Po vynásobenı́ jmenovatelem (x + 1)(x − 1) obdržı́me rovnici

x = A(x − 1)+ B(x + 1).
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Dosadı́me postupně oba reálné kořeny. Vyjde:

x = −1 =⇒ −1 = −2A =⇒ A =
1
2
,

x = 1 =⇒ 1 = 2B =⇒ B =
1
2
.

Rozklad tedy je
x

x2 − 1
=

1
2

x + 1
+

1
2

x − 1
.

N

+

Přı́klad 2.34. Rozložte na parciálnı́ zlomky racionálnı́ lomenou funkci

R(x) =
2x3
− x2

+ x − 2
x4 + x2 .

Řešenı́. Funkce je ryze lomená, takže nenı́ třeba dělit. Rozklad jmenovatele je zřejmě
x4
+ x2

= x2(x2
+ 1). Jmenovatel má tedy dvojnásobný kořen 0 a dvojici jednoduchých

komplexně sdružených kořenů i a −i, kterým odpovı́dá mnohočlen x2
+ 1. Kořenu 0 od-

povı́dá dvojčlenný řetězec parciálnı́ch zlomků prvnı́ho typu, mnohočlenu x2
+1 odpovı́dá

jednočlenný řetězec parciálnı́ch zlomků druhého typu. Tvar rozkladu bude

2x3
− x2

+ x − 2
x2(x2 + 1)

=
A

x
+
B

x2 +
Cx +D

x2 + 1
.

Po vynásobenı́ jmenovatelem x2(x2
+ 1) obdržı́me rovnici

2x3
− x2

+ x − 2 = Ax(x2
+ 1)+ B(x2

+ 1)+ (Cx +D)x2.

Pravou stranu roznásobı́me a sečteme. Vyjde:

2x3
− x2

+ x − 2 = (A+ C)x3
+ (B +D)x2

+ Ax + B.

Porovnáme koeficienty u stejných mocnin x na levé a pravé straně rovnice.

x3
: 2 = A+ C, x : 1 = A,

x2
: −1 = B +D, x0

: −2 = B.

Je tedy A = 1, B = −2, C = 1 a D = 1. Rozklad pak je

2x3
− x2

+ x − 2
x4 + x2 =

1
x
−

2
x2 +

x + 1
x2 + 1

.
N
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+

Přı́klad 2.35. Rozložte na parciálnı́ zlomky racionálnı́ lomenou funkci

R(x) =
x3
+ 3x2

+ 4
x3 + x − 2

.

Řešenı́. Funkce nenı́ ryze lomená, takže je ji třeba nejprve vydělit. Podı́l vyjde 1 a zbytek
3x2
− x + 6, což zapı́šeme takto:

R(x) = 1+
3x2
− x + 6

x3 + x − 2
.

Nynı́ musı́me rozložit jmenovatel, tj. najı́t kořeny rovnice x3
+ x − 2 = 0. Je zřejmé, že

čı́slo 1 je kořenem této rovnice. Platı́ tedy x3
+ x − 2 = (x − 1)(x2

+ x + 2). Protože
kvadratický trojčlen x2

+ x + 2 má komplexnı́ kořeny (diskriminant je D = −7 < 0), je
to již rozklad na ireducibilnı́ činitele v reálném oboru. Jednoduchému kořenu 1 odpovı́dá
parciálnı́ zlomek prvnı́ho typu, trojčlenu x2

+ x + 2 parciálnı́ zlomek druhého typu. Tvar
rozkladu bude

3x2
− x + 6

(x − 1)(x2 + x + 2)
=

A

x − 1
+

Bx + C

x2 + x + 2
.

Po vynásobenı́ dostaneme rovnici

3x2
− x + 6 = A(x2

+ x + 2)+ (Bx + C)(x − 1).

Dosadı́me reálný kořen x = 1. Vyjde nám 8 = 4A, tj. A = 2. Pro zbývajı́cı́ dvě čı́sla
dostaneme rovnice porovnánı́m koeficientů u stejných mocnin x na levé a pravé straně
rovnice. Po roznásobenı́ a sloučenı́ členů se stejnými mocninami neznámé obdržı́me

3x2
− x + 6 = (A+ B)x2

+ (A− B + C)x + 2A− C.

Vybereme libovolně dvě rovnice obsahujı́cı́ B a C.

x2
: 3 = A+ B, x0

: 6 = 2A− C.

Tedy B = 1 a C = −2. Rozklad má tvar

3x2
− x + 6

x3 + x − 2
=

2
x − 1

+
x − 2

x2 + x + 2
.

Pro zadanou neryze lomenou racionálnı́ funkci tedy vyjde

x3
+ 3x2

+ 4
x3 + x − 2

= 1+
2

x − 1
+

x − 2
x2 + x + 2

.
N
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2.4. Integrace racionálnı́ lomené funkce

Průvodce studiem S

J

VZ

Důležitou skupinu funkcı́, které můžeme (aspoň teoreticky) integrovat v množině
elementárnı́ch funkcı́, tvořı́ racionálnı́ lomené funkce. K úspěšné integraci potře-
bujeme některé výsledky z algebry, se kterými jste se seznámili v předchozı́m
studiu.

Z toho, co již bylo v předcházejı́cı́ kapitole řečeno, vyplývá, že každou racionálnı́
lomenou funkci P(x)/Q(x), kde P(x) a Q(x) jsou mnohočleny, lze vyjádřit ve tvaru

P(x)

Q(x)
= S(x)+ R1(x)+ · · · + Rs(x),

kde S(x) je mnohočlen a R1(x), . . . , Rs(x) jsou parciálnı́ zlomky. Na libovolném inter-
valu, který neobsahuje kořeny jmenovatele Q(x), jsou tyto funkce spojité, takže k nim
existujı́ primitivnı́ funkce a platı́:∫

P(x)

Q(x)
dx =

∫
S(x) dx +

∫
R1(x) dx + · · · +

∫
Rs(x) dx.

Protože integrace mnohočlenu S(x) je bezproblémová, stačı́ umět integrovat parciálnı́
zlomky.

2.4.1. Integrace parciálnı́ch zlomků s reálnými kořeny ve jmenovateli

Nejprve si všimneme parciálnı́ch zlomků prvnı́ho typu, jejichž jmenovatele majı́ reálné
kořeny. Jejich integrace je snadná. Pro k = 1 dostaneme podle vzorce 4 z tabulky 2.1∫

A

x − α
dx = A ln |x − α| + c.

Pro k = 2 použijeme substituci a vzorec 3 z tabulky 2.1. Vyjde nám

∫
A

(x − α)k
dx =

∣∣∣∣ x − α = t
dx = dt

∣∣∣∣ = A ∫
dt
tk
= A

∫
t−k dt =

= A
t−k+1

−k + 1
+ c =

A

(1− k)tk−1 + c =
A

(1− k)(x − α)k−1 + c.

Použitı́ si ukážeme na přı́kladech.
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+ Přı́klad 2.36. Vypočtěte neurčitý integrál

∫
3x + 16
x2 − x − 6

dx.

Řešenı́. Jde o racionálnı́ funkci, která je ryze lomená, protože platı́ st(3x + 16) = 1 <
< st(x2

− x − 6) = 2. Rozložı́me ji na parciálnı́ zlomky. K tomu potřebujeme kořeny
jmenovatele:

x2
− x − 6 = 0 ⇒ x1,2 =

1±
√

1+ 24
2

=
1± 5

2
=

{
−2,

3.

Platı́ tedy x2
−x−6 = (x−3)(x+2). Oba kořeny jsou reálné a jednoduché. Ke každému

kořenu tudı́ž přı́slušı́ jednočlenný řetězec parciálnı́ch zlomků. Tvar rozkladu je

3x + 16
x2 − x − 6

=
3x + 16

(x − 3)(x + 2)
=

A

x − 3
+

B

x + 2
,

kde A a B jsou vhodné konstanty. Rovnost vynásobı́me jmenovatelem (x − 3)(x + 2)
a dostaneme rovnost dvou mnohočlenů:

3x + 16 = A(x + 2)+ B(x − 3).

Pro určenı́ konstant A a B je nynı́ nejrychlejšı́ do rovnosti dosadit postupně oba kořeny.
Vyjde:

x = −2 : 10 = −5B ⇒ B = −2,
x = 3 : 25 = 5A ⇒ A = 5.

Nynı́ již můžeme vypočı́tat integrál. Dostaneme:∫
3x + 16
x2 − x − 6

dx =
∫ (

5
x − 3

−
2

x + 2

)
dx =

= 5
∫

dx
x − 3

− 2
∫

dx
x + 2

= 5 ln |x − 3| − 2 ln |x + 2| + c.

Výsledek platı́ na kterémkoli z intervalů (−∞,−2), (−2, 3) a (3,+∞). N

+ Přı́klad 2.37. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

1
x5 − x3 dx.

Řešenı́. Jde o racionálnı́ ryze lomenou funkci, protože st(1) = 0 < st(x5
− x3) = 5. Jme-

novatel snadno rozložı́me na součin kořenových činitelů. Platı́: x5
− x3

= x3(x2
− 1) =

= x3(x − 1)(x + 1). Všechny kořeny jsou reálné: trojnásobný kořen 0, jemuž odpovı́dá
trojčlenný řetězec parciálnı́ch zlomků, a jednoduché kořeny 1 a −1, jimž odpovı́dajı́
jednočlenné řetězce parciálnı́ch zlomků. Předpokládaný tvar rozkladu je tudı́ž

1
x5 − x3 =

1
x3(x − 1)(x + 1)

=
A

x3 +
B

x2 +
C

x
+

D

x − 1
+

E

x + 1
. (2.12)
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Abychom určili neznámé konstanty A,B,C,D,E, vynásobı́me předchozı́ rovnost jme-
novatelem x3(x − 1)(x + 1). Dostaneme

1 = A(x2
− 1)+ Bx(x2

− 1)+ Cx2(x2
− 1)+Dx3(x + 1)+ Ex3(x − 1). (2.13)

Dosadı́me reálné kořeny jmenovatele a určı́me tři konstanty:

x = 0 : 1 = −A ⇒ A = −1,
x = 1 : 1 = 2D ⇒ D = 1/2,
x = −1 : 1 = 2E ⇒ E = 1/2.

Zbývá určit ještě konstanty B a C. K tomu porovnáme koeficienty u stejných mocnin
proměnné x na levé a pravé straně rovnosti (2.13). Po roznásobenı́ a úpravách dostaneme

1 = (C +D + E)x4
+ (B +D − E)x3

+ (A− C)x2
− Bx − A.

Stačı́ sestavit dvě vhodné rovnice:

x1
: 0 = −B ⇒ B = 0,

x2
: 0 = A− C ⇒ C = −1.

Samozřejmě je možné určit všechny konstanty porovnánı́m koeficientů, ale kombinace
této metody a dosazenı́ reálných kořenů je obvykle rychlejšı́.

Nynı́ již můžeme přistoupit k výpočtu integrálu. Z (2.12) dostaneme

∫
1

x5 − x3 dx =
∫ (
−

1
x3 −

1
x
+

1/2
x − 1

+
1/2
x + 1

)
dx =

= −

∫
dx
x3 −

∫
dx
x
+

1
2

∫
dx
x − 1

+
1
2

∫
dx
x + 1

=

=
1

2x2 − ln |x| +
1
2

ln |x − 1| +
1
2

ln |x + 1| + c.

(U prvnı́ho integrálu si uvědomte, že 1/x3
= x−3.) Výsledek platı́ na libovolném intervalu,

který neobsahuje reálné kořeny jmenovatele, tj. čı́sla 0, 1 a −1. N
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+ Přı́klad 2.38. Vypočtěte neurčitý integrál

∫
x5
+ x4

− 2x3
− x2

+ 1
x3 + 3x2 + 3x + 1

dx.

Řešenı́. Tentokrát nejde o ryze lomenou racionálnı́ funkci (stupeň čitatele je 5 a stupeň
jmenovatele je 3), takže nejprve musı́me mnohočleny vydělit. Vyjde nám:

(x5
+ x4

− 2x3
− x2

+ 1) : (x3
+ 3x2

+ 3x + 1) = x2
− 2x + 1

−(x5
+ 3x4

+ 3x3
+ x2)

−2x4
− 5x3

− 2x2
+ 1

−(−2x4
− 6x3

− 6x2
− 2x)

x3
+ 4x2

+ 2x + 1
−(x3

+ 3x2
+ 3x + 1)

x2
− x

Platı́ tedy, že

x5
+ x4

− 2x3
− x2

+ 1
x3 + 3x2 + 3x + 1

= x2
− 2x + 1+

x2
− x

x3 + 3x2 + 3x + 1
.

Vzniklou ryze lomenou funkci musı́me rozložit na součet parciálnı́ch zlomků. K tomu
potřebujeme najı́t kořeny jmenovatele. Je zřejmé, že platı́ x3

+ 3x2
+ 3x + 1 = (x + 1)3.

Tedy jmenovatel má jediný kořen−1, a to trojnásobný. Odpovı́dá mu řetězec třı́ parciálnı́ch
zlomků. Tvar rozkladu bude

x2
− x

x3 + 3x2 + 3x + 1
=

x2
− x

(x + 1)3
=

A

(x + 1)3
+

B

(x + 1)2
+

C

x + 1
.

Po vynásobenı́ jmenovatelem (x + 1)3 a roznásobenı́ pravé strany postupně dostaneme:

x2
− x = A+ B(x + 1)+ C(x + 1)2,

x2
− x = Cx2

+ (2C + B)x + (A+ B + C).

Porovnánı́m koeficientů u stejných mocnin vyjde:

x2
: 1 = C ⇒ C = 1,

x1
: −1 = 2C + B ⇒ B = −3,

x0
: 0 = A+ B + C ⇒ A = 2.

Platı́ tedy:
x2
− x

(x + 1)3
=

2
(x + 1)3

−
3

(x + 1)2
+

1
x + 1

.
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Dohromady máme

x5
+ x4

− 2x3
− x2

+ 1
(x + 1)3

= x2
− 2x + 1+

2
(x + 1)3

−
3

(x + 1)2
+

1
x + 1

,

takže∫
x5
+ x4

− 2x3
− x2

+ 1
x3 + 3x2 + 3x + 1

dx =

=

∫
(x2
− 2x + 1) dx + 2

∫
dx

(x + 1)3
− 3

∫
dx

(x + 1)2
+

∫
dx
x + 1

.

Vypočı́táme a upravı́me integrály z prvnı́ch dvou parciálnı́ch zlomků (třetı́ je zřejmý).∫
dx

(x + 1)3
=

∣∣∣∣ x + 1 = u
dx = du

∣∣∣∣ = ∫
du
u3 =

u−2

−2
= −

1
2u2 = −

1
2(x + 1)2

,∫
dx

(x + 1)2
=

∣∣∣∣ x + 1 = u
dx = du

∣∣∣∣ = ∫
du
u2 =

u−1

−1
= −

1
u
= −

1
x + 1

.

Celkový výsledek, platný na intervalech (−∞,−1) a (−1,+∞), je tudı́ž∫
x5
+ x4

− 2x3
− x2

+ 1
x3 + 3x2 + 3x + 1

dx =

=
1
3
x3
− x2

+ x −
1

(x + 1)2
+

3
x + 1

+ ln |x + 1| + c.
N

2.4.2. Integrace parciálnı́ch zlomků s komplexnı́mi kořeny
ve jmenovateli

Nynı́ si všimneme parciálnı́ch zlomků druhého typu. Ty majı́ ve jmenovateli mocninu
kvadratického trojčlenu x2

+px + q, který má záporný diskriminant p2
− 4q < 0, tj. má

komplexnı́ kořeny.
Nejprve si všimneme přı́padu, kdy p = 0. Pak musı́ být q > 0, a můžeme položit

q = a2, kde a > 0. Půjde tedy o parciálnı́ zlomek tvaru

Mx +N

(x2 + a2)
n , kde M,N, a ∈ R, a > 0, n ∈ N.

Pak ∫
Mx +N

(x2 + a2)
n dx =

∫ (
Mx

(x2 + a2)
n +

N

(x2 + a2)
n

)
dx =

= M

∫
x

(x2 + a2)
n dx +N

∫
1

(x2 + a2)
n dx. (2.14)
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Prvnı́ integrál zvládneme snadno. Pro n = 1 vyjde podle vzorce 14 z tabulky 2.1∫
x

x2 + a2 dx =
1
2

∫
2x

x2 + a2 dx =
1
2

ln
∣∣x2
+ a2∣∣+ c = 1

2
ln

(
x2
+ a2)

+ c,

protože pro libovolné x ∈ R je x2
+ a2 > 0.

Pro n = 2 použijeme substituci. Dostaneme

∫
x

(x2 + a2)
n dx =

∣∣∣∣∣∣
x2
+ a2 = u

2x dx = du
x dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫

1
un
·

du
2
=

1
2

∫
u−n du =

=
1
2
·
u−n+1

−n+ 1
+ c =

1
2(1− n)

·
1

un−1 + c =

=
1

2(1− n)
·

1

(x2 + a2)
n−1 + c.

Druhý integrál z (2.14) nám dá vı́ce práce. Označme

Jn(x, a) =

∫
1

(x2 + a2)
n dx, a > 0.

Metodou per partes odvodı́me rekurentnı́ vztah

Jn(x, a) =
1

(2n− 2)a2 ·
x

(x2 + a2)
n−1 +

2n− 3
(2n− 2)a2 Jn−1(x, a), (2.15)

který vyjadřuje pro n = 2 integrál Jn(x, a) pomocı́ Jn−1(x, a). To nám umožnı́ převést
postupně Jn(x, a) až na známý integrál J1(x, a), uvedený v tabulce 2.1 pod čı́slem 9:

J1(x) =

∫
1

x2 + a2 dx =
1
a

arctg
x

a
+ c.

Ukažme platnost vztahu (2.15). Metodou per partes vyjde, že pro n = 2 je

Jn−1 =

∫
1

(x2 + a2)
n−1 dx =

∣∣∣∣∣ u = 1
(x2+a2)

n−1 u′ = −(n−1)2x
(x2+a2)

n

v′ = 1 v = x

∣∣∣∣∣ =
=

x

(x2 + a2)
n−1 + (2n− 2)

∫
x2

(x2 + a2)
n dx =

=
x

(x2 + a2)
n−1 + (2n− 2)

∫
x2
+ a2
− a2

(x2 + a2)
n dx =

=
x

(x2 + a2)
n−1 + (2n− 2)

∫
1

(x2 + a2)
n−1 dx − (2n− 2)a2

∫
1

(x2 + a2)
n dx =

=
x

(x2 + a2)
n−1 + (2n− 2)Jn−1 − (2n− 2)a2Jn.
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Dostali jsme rovnici

Jn−1 =
x

(x2 + a2)
n−1 + (2n− 2)Jn−1 − (2n− 2)a2Jn,

z nı́ž vypočı́táme
(2n− 2)a2Jn =

x

(x2 + a2)
n−1 + (2n− 3)Jn−1,

a odtud již po vydělenı́ (2n− 2)a2 plyne vztah (2.15).

+Přı́klad 2.39. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

3x − 8
(x2 + 2)3

dx, x ∈ (−∞,+∞).

Řešenı́. Jde o parciálnı́ zlomek druhého typu, kde p = 0 a q = a2
= 2, tj. a =

√
2.

Budeme postupovat podle předchozı́ho návodu. Nejprve∫
3x − 8
(x2 + 2)3

dx = 3
∫

x

(x2 + 2)3
dx − 8

∫
1

(x2 + 2)3
dx.

Pro prvnı́ integrál máme∫
x

(x2 + 2)3
dx =

∣∣∣∣∣∣
x2
+ 2 = u

2x dx = du
x dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫

1
u3 ·

du
2
=

1
2

∫
u−3 du =

=
1
2
u−2

−2
= −

1
4u2 = −

1
4(x2 + 1)2

.

Na druhý integrál použijeme dvakrát vzorec (2.15) — nejprve pro n = 3 a pak pro n = 2:∫
1

(x2 + 2)3
dx = J3

(
x,
√

2
)
=

1
4 · 2
·

x

(x2 + 2)2
+

3
4 · 2

J2
(
x,
√

2
)
=

=
x

8(x2 + 2)2
+

3
8

(
1

2 · 2
·

x

x2 + 2
+

1
2 · 2

J1
(
x,
√

2
))
=

=
x

8(x2 + 2)2
+

3x
32(x2 + 2)

+
3
32

1
√

2
arctg

x
√

2
.

Celkově tedy vyjde∫
3x − 8
(x2 + 2)3

dx = −
3

4(x2 + 1)2
−

x

(x2 + 2)2
−

3x
4(x2 + 2)

−
3

4
√

2
arctg

x
√

2
+ c.

N

Na závěr si všimneme parciálnı́ch zlomků druhého typu v přı́padě, že p 6= 0. Postup
bude obdobný jako v přı́paděp = 0, tj. parciálnı́ zlomek rozdělı́me na dvě vhodné části, jen
úpravy budou trochu složitějšı́. Čitatel prvnı́ho zlomku vytvořı́me tak, aby byl násobkem
derivace trojčlenu x2

+ px + q, tj. dvojčlenu 2x + p. Najdeme tudı́ž vhodná čı́sla r a s
tak, aby

Mx +N

(x2 + px + q)n
=

r(2x + p)+ s
(x2 + px + q)n

= r
2x + p

(x2 + px + q)n
+ s

1
(x2 + px + q)n

.
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Pro čı́sla r a s musı́ platit

Mx +N = r(2x + p)+ s = 2rx + (pr + s) ⇒ M = 2r, N = pr + s,

z čehož dostáváme r = M/2, s = N − pM/2. Tyto vztahy si pochopitelně nebudeme
pamatovat, na každém konkrétnı́m přı́kladě čı́sla r a s porovnánı́m koeficientů snadno
určı́me.

Bude tedy∫
Mx +N

(x2 + px + q)n
dx = r

∫
2x + p

(x2 + px + q)n
dx + s

∫
1

(x2 + px + q)n
dx.

Prvnı́ integrál vypočı́táme obdobně jako prvnı́ integrál v (2.14). Pro n = 1 je∫
2x + p

x2 + px + q
dx = ln

∣∣x2
+ px + q

∣∣+ c = ln
(
x2
+ px + q

)
+ c,

protože jmenovatel je vždy kladný (grafem funkce y = x2
+px+q je parabola rozevřená

nahoru, která neprotne osu x, tedy přı́slušná kvadratická rovnice má komplexnı́ kořeny).
Pro n = 2 použijeme substituci:∫

2x + p
(x2 + px + q)n

dx =
∣∣∣∣ x2
+ px + q = u

(2x + p) dx = du

∣∣∣∣ = ∫
du
un
=

=
1

1− n
·

1
un−1 + c =

1
1− n

·
1

(x2 + px + q)n−1 + c.

Druhý integrál převedeme substitucı́ na výpočet integrálu Jn. Nejprve doplnı́me troj-
člen x2

+ px + q na úplný čtverec:

x2
+ px + q =

(
x +

p

2

)2
−
p2

4
+ q =

(
x +

p

2

)2
+

4q − p2

4
.

Vzhledem k předpokladu, že diskriminant p2
− 4q je záporný, platı́ (4q − p2)/4 > 0,

takže můžeme položit (4q − p2)/4 = a2, kde a > 0. Nynı́∫
1

(x2 + px + q)n
dx =

∫
1

[(x + p/2)2 + a2]
n dx =

∣∣∣∣ x + p
2 = u

dx = du

∣∣∣∣ =
=

∫
1

(u2 + a2)
n du = Jn(u, a).

Postup si ukážeme na přı́kladu.
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+Přı́klad 2.40. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

5x + 1
x2 + x + 1

dx, x ∈ (−∞,+∞).

Řešenı́. Trojčlen x2
+ x + 1 ve jmenovateli má diskriminant 12

− 4 · 1 · 1 = −3, který
je záporný, takže jeho kořeny jsou komplexnı́. Jde tudı́ž o parciálnı́ zlomek druhého typu.
Derivace jmenovatele je 2x + 1. Čitatel 5x + 1 proto upravı́me na tvar r(2x + 1) + s.
Musı́ tedy platit

5x + 1 = r(2x + 1)+ s = 2rx + (r + s) ⇒ 5 = 2r, 1 = r + s.

To znamená, že r = 5/2 a s = −3/2. Zadánı́ bude mı́t po rozdělenı́ tvar

5x + 1
x2 + x + 1

=

5
2 (2x + 1)− 3

2
x2 + x + 1

=
5
2

2x + 1
x2 + x + 1

−
3
2

1
x2 + x + 1

,

a tedy ∫
5x + 1

x2 + x + 1
dx =

5
2

∫
2x + 1

x2 + x + 1
dx −

3
2

∫
1

x2 + x + 1
dx. (2.16)

Prvnı́ ze vzniklých integrálů je snadný (v čitateli je derivace jmenovatele):∫
2x + 1

x2 + x + 1
dx = ln(x2

+ x + 1).

Před výpočtem druhého integrálu doplnı́me trojčlen x2
+ x + 1 na úplný čtverec:

x2
+ x + 1 =

(
x +

1
2

)2
−

1
4
+ 1 =

(
x +

1
2

)2
+

3
4
.

Nynı́ dostaneme s použitı́m vzorce 9 z tabulky 2.1, kde a =
√

3/2:∫
1

x2 + x + 1
dx =

∫
1(

x + 1
2

)2
+

3
4

dx =
∣∣∣∣ x + 1

2 = u
dx = du

∣∣∣∣ = ∫
1

u2 + 3
4

du =

=
1
√

3
2

arctg
u
√

3
2

=
2
√

3
arctg

2
(
x + 1

2

)
√

3
=

2
√

3
arctg

2x + 1
√

3
.

Dosazenı́m dı́lčı́ch výsledků do (2.16) dostaneme celkem, že∫
5x + 1

x2 + x + 1
dx =

5
2

ln(x2
+ x + 1)−

3
2

2
√

3
arctg

2x + 1
√

3
+ c =

=
5
2

ln(x2
+ x + 1)−

√
3 arctg

2x + 1
√

3
+ c.

N
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2.4.3. Integrace parciálnı́ch zlomků s reálnými a komplexnı́mi kořeny
ve jmenovateli

+ Přı́klad 2.41. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
x3
+ 3x2

+ 4
x3 + x − 2

dx.

Řešenı́. Z přı́kladu čı́slo 2.35 vı́me, že rozklad na parciálnı́ zlomky bude vypadat násle-
dovně:

x3
+ 3x2

+ 4
x3 + x − 2

= 1+
2

x − 1
+

x − 2
x2 + x + 2

.

Zlomek
x − 2

x2 + x + 2
před integracı́ upravı́me následovně:

x − 2
x2 + x + 2

=

1
2(2x + 1)
x2 + x + 2

−

5
2

(x + 1
2)

2 + 7
4

.

Po integraci obdržı́me:∫
x3
+ 3x2

+ 4
x3 + x − 2

dx = x + 2 ln |x − 1| +
1
2

ln(x2
+ x + 2)+

5
√

7
arctg

2x + 1
√

7
+ c.

N

+ Přı́klad 2.42. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

2x3
+ 8x2

− 8x − 22
(x + 3)2(x2 + 1)

dx.

Řešenı́. Jmenovatel má dvojnásobný reálný kořen −3 a v reálném oboru nerozložitelný
činitel x2

+ 1. Rozklad má tedy tvar:

2x3
+ 8x2

− 8x − 22
(x + 3)2(x2 + 1)

=
A

(x + 3)2
+

B

x + 3
+
Cx +D

x2 + 1
.

Po vynásobenı́ vyjde:

2x3
+ 8x2

− 8x − 22 = A(x2
+ 1)+ B(x + 3)(x2

+ 1)+ (Cx +D)(x + 3)2,

2x3
+ 8x2

− 8x − 22 = Ax2
+ Ax + Bx3

+ 3Bx2
+ Bx + 3B + Cx3

+ 6Cx2
+

+ 9Cx +Dx2
+ 6Dx + 9D,

2x3
+ 8x2

− 8x − 22 = x3(B + C)+ x2(A+ 3B + 6C +D)+
+ x(A+ B + 9C + 6D)+ 3B + 9D.

Porovnánı́m koeficientů obdržı́me: A = 2, B = 1, C = 1,D = −3. Tedy

2x3
+ 8x2

− 8x − 22
(x + 3)2(x2 + 1)

=
2

(x + 3)2
+

1
x + 3

+
x − 3
x2 + 1

.
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∫
2x3
+ 8x2

− 8x − 22
(x + 3)2(x2 + 1)

dx =
∫

2
(x + 3)2

dx +
∫

1
x + 3

dx +
∫

x − 3
x2 + 1

dx.

Třetı́ integrál je třeba ještě upravit takto:∫
x − 3
x2 + 1

dx =
1
2

∫
2x

x2 + 1
dx − 3

∫
1

x2 + 1
dx.

Po integraci obdržı́me∫
2x3
+ 8x2

− 8x − 22
(x + 3)2(x2 + 1)

dx =
−2

(x + 3)
+ ln |x + 3| +

1
2

ln |x2
+ 1| − 3 arctg x + c.

N

Průvodce studiem S

J

VZ

1) Integrace racionálnı́ lomené funkce sestává ze dvou částı́:

• z rozkladu na parciálnı́ zlomky (a přı́padně dělenı́ u neryze lomené funkce),

• z integrace jednotlivých zlomků (a přı́padně mnohočlenu u neryze lomené
funkce).

Tyto části mohou být různě dlouhé. Často zabere prvnı́ část většinu doby
řešenı́ přı́kladu a vlastnı́ integrace je velmi rychlá. Je to typické, pokud má
jmenovatel jen reálné kořeny. V přı́padě komplexnı́ch kořenů, zejména pokud
jsou násobné, může být integrace velmi zdlouhavá.

2) Uvědomte si, že prakticky můžeme integraci provést, jen když dokážeme najı́t
rozklad na parciálnı́ zlomky, k čemuž potřebujeme kořeny jmenovatele. Avšak
nalézt kořeny mnohočlenů vyššı́ch stupňů obecně neumı́me (umı́me řešit kvad-
ratickou rovnici, pro rovnice třetı́ho a čtvrtého stupně existujı́ vzorce, které jsou
ale pro praktické použitı́ přı́liš složité, pro rovnice stupně pět a vı́ce obecně
tzv. řešenı́ pomocı́ radikálů neexistuje — viz [12]). Uživatelé na tuto skutečnost
často zapomı́najı́ a považujı́ integraci racionálnı́ch lomených funkcı́ za bez-
problémovou (maximálně zdlouhavou) záležitost. Pokud však nejde o školské
úlohy nachystané tak, aby „pěkně vyšly“, ale o úlohy z praxe, kde koeficienty
mnohočlenů jsou zı́skány např. měřenı́m, je opak pravdou.

3) Z předchozı́ho je vidět, že výsledek neurčitého integrálu z racionálnı́ lomené
funkce dostaneme při výše popsaných postupech ve tvaru součtu, kde jako
sčı́tance se mohou objevit pouze určité funkce (pokud nesloučı́me logaritmy
a pod. nebo pokud neuděláme nějakou umělou úpravu, jako že např. mı́sto x
budeme psát eln x). Jsou to

• mnohočleny,

• racionálnı́ lomené funkce,
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• logaritmy lineárnı́ch a kvadratických mnohočlenů,

• arkustangenty lineárnı́ch mnohočlenů.

4) Nezapomı́nejte ověřit, zda trojčleny x2
+ px + q ze jmenovatelů majı́ opravdu

komplexnı́ kořeny, tj. p2
− 4q < 0 (a tudı́ž nejdou rozložit na součin dvou

lineárnı́ch mnohočlenů majı́cı́ch reálné kořeny). Pokud to přehlédnete a budete
takový „parciálnı́ zlomek“ upravovat postupy určenými pro parciálnı́ zlomky
s komplexnı́mi kořeny ve jmenovateli, projde vše až na jeden krok. Po doplněnı́
na úplný čtverec a substituci dostanete mı́sto dvojčlenu u2

+a2 dvojčlen u2
−a2,

a > 0. Integrál ∫
du

(u2 − a2)
n

nelze řešit pomocı́ rekurentnı́ho vzorce (2.15) a nezbývá než použı́t na něho
rozklad na parciálnı́ zlomky, což se mělo udělat rovnou. Takto se sice dopracu-
jete ke správnému výsledku, ale zbytečnou oklikou, kterou jste si přidali práci.
Šlo by sice odvodit analogii vzorce (2.15) pro tento přı́pad a vypočı́tat, že pro
n = 1 vede

∫ du
u2−a2 na dva logaritmy, ale to nenı́ výhodné, integrace parciálnı́ch

zlomků majı́cı́ch ve jmenovateli reálné kořeny je mnohem rychlejšı́.

5) U parciálnı́ch zlomků prvnı́ho typu tvaru A
x−α

je v přı́padě, že α je racionálnı́
čı́slo, které nenı́ celé, někdy výhodnějšı́ napsat zlomek v nepatrně odlišném
tvaru. Např. je-li kořen α = 1

2 , tj. kořenový činitel je
(
x − 1

2

)
, hledáme parciálnı́

zlomek ve tvaru
A

2x − 1
mı́sto

A

x − 1
2

.

Pozor, uvědomte si, že A vyjde pokaždé jiné! Vlastně jsme druhý zlomek před-
chozı́ho řádku rozšı́řili dvěma. Musı́me však pak dát pozor, že při integraci se
použije vzorec 14 z tabulky 2.1:∫

A

2x − 1
dx = A

∫
1

2x − 1
dx =

A

2

∫
2

2x − 1
dx =

A

2
ln |2x − 1|.

Přı́klady k procvičenı́!
1. Integrujte dané funkce:

a)
∫

x

(x + 1)(2x + 1)
dx, b)

∫
u

2u2 − 3u− 2
du,

c)
∫

5x − 14
x3 − x2 − 4x + 4

dx, d)
∫

33
6h3 − 7h2 − 3h

dh,

e)
∫

dx
x(2+ x)

, f)
∫

12(y − 1)
(y + 1)(y2 − 4)

dy,
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g)
∫

32s
(2s − 1)(4s2 − 16s + 15)

ds, h)
∫

6(x3
+ 1)

x3 − 5x2 + 6x
dx,

i)
∫

dx
6+ x − x2

, j)
∫

18(3x2
+ 1)

x4 − 3x2 + 2x
dx,

k)
∫

x2
− 3x + 2

x3 + 2x2 + x
dx, l)

∫
4(3x2

+ 1)
(x2 − 1)3

dx,

m)
∫

2(x2
− 4x + 5)
x + 3

dx, n)
∫

x dx
x2 − x − 2

.

2. Integrujte dané funkce:

a)
∫

dx
(3+ x)(1+ 2x + x2)

, b)
∫

x

4− 4x + x2
dx,

c)
∫

dx
x(16− 24x + 9x2)

, d)
∫

x2

(x + 2)2(x + 4)2
dx,

e)
∫

2x2
+ 41x − 91

(x − 1)(x2 − x − 12)
dx, f)

∫
1

2x2 + 9x − 5
dx,

g)
∫

3x3
− 5x2

+ 8x
(x2 − 2x + 1)(x2 − 1)

dx, h)
∫

9x − 5
9x2 − 6x + 1

dx,

i)
∫
x5
+ x4
+ 3x3

+ x2
− 2

x4 − 1
dx, j)

∫
x4
+ x3
− 2x2

+ 2x + 3
x2 + x − 2

dx,

k)
∫

x + 3
(x2 − x + 1)2

dx, l)
∫

3x + 1
(x2 + 2)3

dx,

m)
∫

5x + 3
(x2 − 2x + 5)3

dx, n)
∫

2x + 2
(x − 1)(x2 + 1)2

dx.

3. Integrujte dané funkce:

a)
∫

x2 dx
x3 + 5x2 + 8x + 4

, b)
∫

5x − 1
x3 − 3x − 2

dx,

c)
∫

4z2

1− z4
dz, d)

∫
10(7x2

+ 1)
x4 + 4x2 − 5

dx,

e)
∫

6r
r3 + 1

dr, f)
∫

4t3

t4 + 1
dt,

g)
∫ (

x+1
x−1

)2

x
dx, h)

∫
2x

x4 + 1
dx,

i)
∫

4
x(x4 + 1)

dx, j)
∫

8
y4 + 1

dy,

Nápověda: x4
+ 1 = (x2

+ 1)2 − 2x2
= (x2

−
√

2 x + 1)(x2
+
√

2 x + 1).

k)
∫

v2

v3 + 5v2 + 8v + 4
dv, l)

∫
x3
+ 1

x3 − x2
dx,

m)
∫

x2

x2 + 2
dx, n)

∫
3x4

x2 + 2
dx.
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4. Integrujte dané funkce:

a)
∫

1
x3 − x2

dx, b)
∫

2
x(x2 + 1)

dx,

c)
∫

6m
m3 − 1

dm, d)
∫

6x2
− x + 1
x3 − x

dx,

e)
∫

4
(z2 + 1)(z2 + z)

dz, f)
∫

4
(x + 1)2(x2 + 1)

dx,

g)
∫

2(p3
− 6)

p4 + 6p2 + 8
dp, h)

∫
6b

b2 + 2b + 4
db,

i)
∫

6(3x + 8)
x2 + 2x + 10

dx, j)
∫

10
(5x + 4)3

dx,

k)
∫

28(−5u+ 16)
2u2 + 7

du, l)
∫

28
2y2 + 4y + 6

dy,

m)
∫

30
4x2 + 4x + 16

dx, n)
∫

4p
(p2 − 1)(p2 + 1)

dp.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) ln |x + 1| −
1
2

ln |2x + 1|, b)
2
5

ln |u− 2| +
1
10

ln |2u+ 1| ,

c) − ln |x − 2| + 3 ln |x − 1| − 2 ln |x + 2|,

d) 9 ln |3h+ 1| − 11 ln |h| + 2 ln |2h− 3|, e)
1
2

ln
∣∣∣∣ x

2+ x

∣∣∣∣,
f) ln |y − 2| + 8 ln |y + 1| − 9 ln |y + 2|,

g) ln |2s − 1| + 5 ln |2s − 5| − 6 ln |2s − 3|,

h) 6x − 27 ln |x − 2| + ln |x| + 56 ln |x − 3|,

i)
1
5

ln
∣∣∣∣2+ x
3− x

∣∣∣∣ , j)
−24
x − 1

+ ln
|x|9 · |x − 1|4

|x + 2|13 ,

k) 2 ln |x| − ln |x + 1| +
6

x + 1
, l) −

1
(x − 1)2

+
1

(x + 1)2
,

m) x2
− 14x + 52 ln |x + 3|, n)

1
3

ln |x + 1| +
2
3

ln |x − 2|.

2. a)
−1

2(1+ x)
+

1
4

ln
∣∣∣∣3+ x
1+ x

∣∣∣∣, b)
2

2− x
+ ln |2− x|,

c)
1

16

(
4

4− 3x
+ ln

∣∣∣∣ x

3x − 4

∣∣∣∣), d)
−1
x + 2

+ 2 ln
∣∣∣∣x + 4
x + 2

∣∣∣∣− 4
x + 4

,
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e) ln
∣∣∣∣(x − 1)4(x − 4)5

(x + 3)7

∣∣∣∣, f)
1

11
ln

∣∣∣∣2x − 1
x + 5

∣∣∣∣,
g) −

3
2(x − 1)2

−
2

x − 1
+ ln |(x − 1)(x + 1)2|,

h)
2

3(3x − 1)
+ ln |3x − 1|, i)

x2

2
+ x + ln

(
|x2
− 1| ·

√
x2 + 1

)
+ arctg x,

j)
x3

3
+ ln 3

√
|x − 1|5 · |x + 2|, k)

7x − 5
3(x2 − x + 1)

+
14

3
√

3
arctg

2x − 1
√

3
,

l)
x − 6

8(x2 + 2)2
+

3x
32(x2 + 2)

+
3

32
√

2
arctg

x
√

2
,

m)
2x − 7

4(x2 − 2x + 5)2
+

3x − 3
16(x2 − 2x + 5)

+
3

32
arctg

x − 1
2

,

n)
1
2

ln
(x − 1)2

x2 + 1
+

1
x2 + 1

− arctg x.

3. a) ln |x + 1| +
4

x + 2
, b) ln

∣∣∣∣x − 2
x + 1

∣∣∣∣− 2
x + 1

,

c) ln
∣∣∣∣z+ 1

z− 1
∣∣∣∣− 2 arctg z, d) 12

√
5 arctg

x
√

5
+ 5 ln

∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣ ,
e) −2 ln |r + 1| + ln(r2

− r + 1)+ 2
√

3 arctg
2r − 1
√

3
,

f) ln(t4 + 1), g) ln |x| −
4

x − 1
,

h) arctg x2, i) 4 ln |x| − ln(x4
+ 1),

j)
√

2 ln
y2
+ y
√

2+ 1

y2 − y
√

2+ 1
+ 2
√

2 arctg
(
y
√

2+ 1
)
+ 2
√

2 arctg
(
y
√

2− 1
)
,

k) ln |v + 1| +
4
v + 2 , l) x − ln |x| +

1
x
+ 2 ln |x − 1|,

m) x −
√

2 arctg
x
√

2
, n) x3

− 6x + 6
√

2 arctg
x
√

2
.

4. a)
1
x
+ ln

∣∣∣∣x − 1
x

∣∣∣∣, b) 2 ln |x| − ln(x2
+ 1),

c) 2 ln |m− 1| − ln(m2
+m+ 1)+ 2

√
3 arctg

2m+ 1
√

3
,

d) 4 ln |x + 1| − ln |x| + 3 ln |x − 1| ,

e) 4 ln |z| − 2 ln |z+ 1| − ln(z2
+ 1)− 2 arctg z,
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f) 2 ln |x + 1| −
2

x + 1
− ln(x2

+ 1),

g) 3 arctg
p

2
− ln(p2

+ 2)− 3
√

2 arctg
p
√

2
+ 2 ln(p2

+ 4),

h) 3 ln(b2
+ 2b + 4)− 2

√
3 arctg

b + 1
√

3
,

i) 9 ln(x2
+ 2x + 10)+ 10 arctg

x + 1
3

, j) −
1

(5x + 4)2
,

k) 32
√

14 arctg
2u
√

14
− 35 ln(2u2

+ 7), l) 7
√

2 arctg
y + 1
√

2
,

m)
√

15 arctg
2x + 1
√

15
, n) ln

∣∣∣∣p2
− 1

p2 + 1

∣∣∣∣.
2.5. Integrace některých speciálnı́ch typů funkcı́
V tomto oddı́lu se budeme zabývat integrály, které lze pomocı́ vhodných substitucı́ převést
na integrály z racionálnı́ lomené funkce. Jde o jisté výrazy s goniometrickými funkcemi
resp. s odmocninami. Vesměs jde o integrály, které se často vyskytujı́ v aplikacı́ch.

Abychom mohli popsat, o jaké integrály jde, budeme potřebovat pojem racionálnı́
funkce dvou a vı́ce proměnných. Zavedeme si proto následujı́cı́ označenı́:

Symbolem R(u, v) budeme rozumět zlomek, v jehož čitateli i jmenovateli jsou pouze
konečné součty výrazů tvaru aumvn, kde a je reálná konstanta a m a n jsou nezáporná
celá čı́sla, tj. a ∈ R, m, n ∈ N ∪ {0}. Zobrazenı́ (u, v) → R(u, v) se nazývá racionálnı́
funkce dvou proměnných. Racionálnı́ funkce dvou proměnných u a v jsou např.

uv − 4,
u+ v

u− v
,

uv + 2
u2 − v2 ,

u2v3
− 2uv + 1

uv − u4v2 − 3
.

Obdobně postupujeme pro tři a vı́ce proměnných. Proměnné můžeme značit různými
pı́smeny. Tak např.

R(x, y, z) =
xy2z3

− xy − xz+ 2x − 3z+ 5
x5z7 − xyz+ y − 4z

je racionálnı́ funkce třı́ proměnných x, y a z.

2.5.1. Integrály obsahujı́cı́ goniometrické funkce

V tomto oddı́lu se budeme zabývat neurčitými integrály tvaru∫
R(cos x, sin x) dx. (2.17)
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Jde např. o integrály následujı́cı́ch funkcı́:

R(cos x, sin x) = cos2 x sin3 x,

R(cos x, sin x) =
cos2 x

sin3 x
,

R(cos x, sin x) =
1+ 3 cos2 x

2− cos x sin x
.

Poznámka 2.43.
1) Integrujeme tedy funkce, které dostaneme z funkcı́ cos x, sin x a reálných čı́sel pomocı́

konečného počtu aritmetických operacı́ (sečı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́ a dělenı́).
2) Pokud bychom mezi výchozı́ funkce přidali i tg x a cotg x, nedostali bychom nic nového.

Dosadı́me-li totiž tg x = sin x
cos x a cotg x = cos x

sin x , vyjde po úpravě opět racionálnı́ výraz
vytvořený ze sinů a kosinů.

3) Obecněji bychom mohli použı́t funkce cos ax a sin ax, kde a 6= 0. Postup při integraci
je ale naprosto obdobný, proto se omezı́me na přı́pad a = 1.

Nejprve si všimneme velice často se vyskytujı́cı́ho přı́padu integrálů∫
cosm x sinn x dx, kde m, n ∈ Z. (2.18)

Situace je jednoduchá, pokud je aspoň jedno z čı́sel m, n liché. Substituce

sin x = t, je-li m liché,
cos x = t, je-li n liché,

převede integrál (2.18) na integrál z racionálnı́ lomené funkce. Pokud jsou samozřejmě
obě čı́sla lichá, můžeme si vybrat.

Jeden takový integrál už jsme počı́tali — viz přı́klad 2.21. Ukážeme si dalšı́.

+Přı́klad 2.44. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

cos5 x sin2 x dx, x ∈ R.

Řešenı́. V tomto přı́padě je m = 5, n = 2, takže budeme volit substituci sin x = t .
Pro diferenciál dostaneme cos x dx = dt . Z integrandu si „půjčı́me“ tedy jeden kosinus
a zbytek upravı́me tak, aby obsahoval jen siny a bylo možné snadno dosadit. K tomu
použijeme vzorec cos2 x + sin2 x = 1. Dostaneme

cos4 x sin2 x = (cos2 x)
2

sin2 x = (1− sin2 x)
2

sin2 x.

Celý výpočet bude vypadat takto:∫
cos5 x sin2 x dx =

∫
(1− sin2 x)

2
sin2 x cos x dx =

∣∣∣∣ sin x = t
cos x dx = dt

∣∣∣∣ =
=

∫
(1− t2)

2
t2 dt =

∫
(t6 − 2t4 + t2) dt =

=
t7

7
−

2t5

5
+
t3

3
+ c =

1
7

sin7 x −
2
5

sin5 x +
1
3

sin3 x + c.
N
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Následujı́cı́ integrál jsme již jednou počı́tali — viz přı́klad 2.8 c). Tentokrát zvolı́me
jiný postup.

+ Přı́klad 2.45. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

dx
sin x

, x ∈ (0,π).

Řešenı́. Tentokrát ve vztahu (2.18) máme m = 0, n = −1. Substituce tudı́ž bude cos x =
= t . Po úpravě dostaneme

∫
dx

sin x
=

∫
sin x dx
sin2 x

=

∫
sin x dx

1− cos2 x
=

∣∣∣∣∣∣
cos x = t

− sin x dx = dt
sin x dx = −dt

∣∣∣∣∣∣ =
∫

dt
t2 − 1

.

Vzniklou racionálnı́ lomenou funkci rozložı́me na parciálnı́ zlomky. Jmenovatel má
dva jednoduché kořeny t = 1 a t = −1. Rozklad bude mı́t proto tvar

1
t2 − 1

=
A

t − 1
+

B

t + 1
.

Po vynásobenı́ jmenovatelem t2 − 1 = (t − 1)(t + 1) dostaneme rovnici

1 = A(t + 1)+ B(t − 1),

do nı́ž dosadı́me kořeny jmenovatele:

t = −1 : 1 = −2B ⇒ B = −
1
2
,

t = 1 : 1 = 2A ⇒ A =
1
2
.

Nynı́ můžeme dokončit výpočet integrálu:∫
dx

sin x
=

∫ (
1/2
t − 1

−
1/2
t + 1

)
dt =

1
2

ln |t − 1| −
1
2

ln |t + 1| + c =

=
1
2

ln |cos x − 1| −
1
2

ln |cos x + 1| + c =
1
2

ln
∣∣∣∣cos x − 1
cos x + 1

∣∣∣∣+ c.
Rozmyslete si, jak by se výsledek upravil na tvar, který nám vyšel v přı́kladu 2.8 c). N

Zbývá vyřešit přı́pad, kdy v integrálu (2.18) jsou oba exponenty sudé. Obecný přı́pad
uvedeme nı́že na straně 67. V přı́padě, že jsou obě čı́sla m, n nezáporná, je nejrychlejšı́
úprava pomocı́ vzorců pro dvojnásobný úhel. Ty majı́ tvar

sin2 α =
1− cos 2α

2
, cos2 α =

1+ cos 2α
2

, α ∈ R. (2.19)

Jejich použitı́ si ukážeme na dvou přı́kladech.
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+Přı́klad 2.46. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

cos2 x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Jde o integrál velice často se vyskytujı́cı́ v aplikacı́ch, který jsme již jednou počı́tali
— viz přı́klad 2.16. Jeho výpočet s pomocı́ předchozı́ho vzorce je rychlejšı́. Dostaneme∫

cos2 x dx =
∫

1+ cos 2x
2

dx =
1
2

∫
dx +

1
2

∫
cos 2x dx =

=
1
2
x +

1
2
·

sin 2x
2
+ c =

x

2
+

1
4

sin 2x + c.
N

+Přı́klad 2.47. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

sin2 x cos4 x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Nejprve si integrand upravı́me s pomocı́ vzorců (2.19), v nichž volı́me α = x:

sin2 x cos4 x =
1− cos 2x

2
·

(
1+ cos 2x

2

)2

=

=
1
8
(1− cos2 2x)(1+ cos 2x) =

1
8
(1+ cos 2x − cos2 2x − cos3 2x).

Odtud ∫
sin2 x cos4 x dx =

1
8

∫
(1+ cos 2x − cos2 2x − cos3 2x) dx =

=
1
8

(
x +

sin 2x
2
−

∫
cos2 2x dx −

∫
cos3 2x dx

)
.

Spočı́táme vzniklé dva integrály. Na prvnı́ opět použijeme vzorec (2.19), v němž
zvolı́me tentokrát α = 2x. Vyjde nám∫

cos2 2x dx =
∫

1+ cos 4x
2

dx =
1
2

(
x +

sin 4x
4

)
=
x

2
+

1
8

sin 4x.

U druhého integrálu jde o typ (2.18), kde m = 3, n = 0. Dostaneme∫
cos3 2x dx =

∫
(1− sin2 2x) cos 2x dx =

∣∣∣∣∣∣
sin 2x = t

2 cos 2x dx = dt
cos 2x dx = 1

2 dt

∣∣∣∣∣∣ =
=

1
2

∫
(1− t2) dt =

1
2

(
t −

t3

3

)
=

1
2

sin 2x −
1
6

sin3 2x.

Celkový výsledek je tudı́ž∫
sin2 x cos4 x dx =

x

8
+

1
16

sin 2x −
x

16
−

1
64

sin 4x −
1

16
sin 2x +

+
1

48
sin3 2x + c =

x

16
−

1
64

sin 4x +
1

48
sin3 2x + c.

N
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Průvodce studiemS

J

VZ

Nynı́ již od speciálnı́ch přı́padů integrálu
∫
R(cos x, sin x) dx přejdeme k jeho obec-

nému výpočtu. Nejprve uvedeme univerzálnı́ substituci. Dále pak vyčlenı́me tři
speciálnı́ typy, které jsou obvykle rychleji řešitelné pomocı́ jiných vhodných substi-
tucı́. Ve všech přı́padech přejde zkoumaný integrál v integrál z racionálnı́ lomené
funkce.

Univerzálnı́ substituce tg x
2

Ukážeme, že substituce

tg
x

2
= t, x ∈ (−π,π),

x = 2 arctg t, dx =
2

1+ t2
dt,

sin x =
2t

1+ t2
, cos x =

1− t2

1+ t2
.

(2.20)

√
1+ t21

t

x
2

Obr. 2.3

převede integrál (2.17) na integrál z racionálnı́ lomené funkce. Uvedeme
si mnemotechnickou pomůcku, jak tyto vztahy rychle odvodit. Použijeme
k tomu pravoúhlý trojúhelnı́k, jehož jeden úhel bude mı́t velikost x/2.
Velikost přilehlé odvěsny zvolı́me rovnu jedné. Z definice funkce tangens
(poměr velikostı́ protilehlé a přilehlé odvěsny) vyplývá, že protilehlá od-
věsna má velikost t . Z Pythagorovy věty konečně dostaneme, že přepona
má velikost

√
1+ t2 — viz obr. 2.3. Z definice funkcı́ sinus a kosinus

(poměr velikostı́ protilehlé resp. přilehlé odvěsny a přepony) dostaneme

sin
x

2
=

t
√

1+ t2
, cos

x

2
=

1
√

1+ t2
. (2.21)

S použitı́m vzorců pro polovičnı́ úhel a vzorců (2.21), v nichž všude nahradı́me x polovičnı́
hodnotou x

2 , dostaneme hledané vztahy:

sin x = 2 sin
x

2
· cos

x

2
= 2

t
√

1+ t2
·

1
√

1+ t2
=

2t
1+ t2

,

cos x = cos2 x

2
− sin2 x

2
=

(
1

√
1+ t2

)2

−

(
t

√
1+ t2

)2

=
1− t2

1+ t2
.

Nynı́ integrál (2.17) obsahujı́cı́ sinus a kosinus převedeme pomocı́ věty 2.27 na integrál
z racionálnı́ lomené funkce. Dostaneme∫

R(cos x, sin x) dx =
∫
R

(
1− t2

1+ t2
,

2t
1+ t2

)
·

2
1+ t2

dt.

Použitı́ si ukážeme na přı́kladu.
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+Přı́klad 2.48. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

5
4+ sin x

dx na intervalu x ∈ (−π,π).

Řešenı́. Použijeme substituci tg x
2 = t .

∫
5

4+ sin x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tg x

2 = t
x = 2 arctg t

dx = 2
1+t2 dt

sin x = 2t
1+t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫

5

4+ 2t
1+t2
·

2
1+ t2

dt =

=
5
2

∫
dt

t2 + t
2 + 1

=
5
2

∫
dt(

t + 1
4

)2
+

15
16

=

=
5
2
·

4
√

15
arctg

4
(
t + 1

4

)
√

15
+ c =

10
√

15
arctg

4t + 1
√

15
+ c =

=
10
√

15
arctg

4 tg x
2 + 1
√

15
+ c.

N

Speciálnı́ typy substitucı́ sin x, cos x a tg x

Univerzálnı́ substitucı́ (2.20) lze sice řešit každý integrál typu (2.17), vzniklé racionálnı́
funkce jsou však často dost komplikované. Někdy lze integrand upravit na speciálnı́ tvar
a je možné použı́t jinou substituci vedoucı́ na integrál z racionálnı́ lomené funkce. Jde
zejména o následujı́cı́ přı́pady (S(w) je nějaká racionálnı́ lomená funkce jedné proměnné):

R(cos x, sin x) = S(sin x) · cos x volı́me substituci sin x = t, (2.22)

R(cos x, sin x) = S(cos x) · sin x volı́me substituci cos x = t, (2.23)

R(cos x, sin x) = S(tg x) volı́me substituci tg x = t. (2.24)

U typů (2.22) a (2.23) se použije věta 2.18 a s náhradou nejsou problémy. U typu (2.24) se
však použije věta 2.27. Univerzálnı́ návod, jak rozhodnout, kdy je možné kterou substituci
použı́t, najdete v oddı́lu „Pro zájemce“ na konci této kapitoly. Použitı́ si ukážeme na
přı́kladech.

+Přı́klad 2.49. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

sin3 x

1+ 4 cos2 x + 3 sin2 x
dx, x ∈ R.

Řešenı́. Jedná se o integrál typu (2.23). Po úpravě s použitı́m vzorce sin2 x + cos2 x = 1
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dostaneme∫
sin3 x

1+ 4 cos2 x + 3 sin2 x
dx =

∫
(1− cos2 x) sin x

4+ cos2 x
dx =

∣∣∣∣∣∣
cos x = t

− sin x dx = dt
sin x dx = −dt

∣∣∣∣∣∣ =
=

∫
t2 − 1
t2 + 4

dt =
∫
t2 + 4− 5
t2 + 4

dt =
∫ (

1−
5

t2 + 4

)
dt =

= t − 5 ·
1
2

arctg
t

2
+ c = cos x −

5
2

arctg
cos x

2
+ c.

Vzniklá racionálnı́ funkce byla neryze lomená, proto jsme ji převedli na součet mnohočlenu
(v našem přı́padě to byla konstanta 1) a ryze lomené racionálnı́ funkce. Použili jsme rovněž
vzorec 9 z tabulky 2.1. N

Substituce tg x

U substituce (2.24) je třeba před výpočtem diferenciálu vyjádřit starou proměnnou pomocı́
nové. Dále je třeba umět vyjádřit sinus a kosinus pomocı́ tangens — viz následujı́cı́ tabulka.

tg x = t, x ∈ (−π/2,π/2),

x = arctg t, dx =
1

1+ t2
dt,

sin x =
t

√
1+ t2

, cos x =
1

√
1+ t2

.

(2.25)

Pro odvozenı́ těchto vzorců je opět možno použı́t mnemotechnickou pomůcku — pravo-
úhlý trojúhelnı́k jako u substituce typu tg x

2 = t (2.20) s tı́m rozdı́lem, že velikost úhlu
bude x.

+ Přı́klad 2.50. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

dx
1+ sin2 x

, x ∈ (−π/2,π/2).

Řešenı́. Jedná se o integrál typu (2.24). Nejprve integrand upravı́me. Vyjde nám

1
1+ sin2 x

=
sin2 x + cos2 x

2 sin2 x + cos2 x
·

1
cos2 x

1
cos2 x

=

sin2 x
cos2 x

+ 1

2 sin2 x
cos2 x

+ 1
=

tg2 x + 1
2 tg2 x + 1

.

Jde tedy o integrál typu (2.24). Dostaneme∫
dx

1+ sin2 x
=

∫
tg2 x + 1

2 tg2 x + 1
dx =

∣∣∣∣∣∣
tg x = t
x = arctg t

dx = dt
t2+1

∣∣∣∣∣∣ =
∫

t2 + 1
2t2 + 1

·
dt

t2 + 1
=

=

∫
dt

2t2 + 1
=

1
2

∫
dt

t2 + 1/2
=

1
2
·

1
1
√

2

arctg
t

1
√

2

+ c =

=
1
√

2
arctg
√

2 t + c =
1
√

2
arctg
√

2 tg x + c.
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Opět jsme použili vzorec 9 z tabulky 2.1. Funkce ϕ(t) = arctg t splňuje na intervalu
(−∞,+∞) předpoklady věty 2.27.

Výsledná primitivnı́ funkce je definovaná jen na intervalu (−π/2,π/2). Avšak inte-
grand je spojitá funkce na R. Jak lze zkonstruovat primitivnı́ funkci na celé reálné ose si
ukážeme v podkapitole 2.6.3. N

Mezi integrály typu (2.24) patřı́ i integrál (2.18), v němž jsou m i n sudá čı́sla. Sudé
mocniny sinu a kosinu lze vyjádřit pomocı́ racionálnı́ch funkcı́ proměnné t . Jak jsme již
konstatovali, pokud jsou čı́sla m, n nezáporná, je rychlejšı́ použitı́ vzorců (2.19). Je-li
aspoň jedno z nich záporné, použijeme substituci tg x = t .

+Přı́klad 2.51. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

sin4 x

cos4 x
dx, x ∈ (−π/2,π/2).

Řešenı́.

∫
sin4 x

cos4 x
dx =

∣∣∣∣∣∣
tg x = t
x = arctg t

dx = dt
t2+1

∣∣∣∣∣∣ =
∫ t4

(t2+1)2

1
(t2+1)2

·
dt

t2 + 1
=

∫
t4

t2 + 1
dt =

=

∫
(t2 + 1)(t2 − 1)+ 1

t2 + 1
dt =

∫ (
t2 − 1+

1
t2 + 1

)
dt =

=
t3

3
− t + arctg t + c =

1
3

tg3 x − tg x + arctg(tg x)+ c =

=
1
3

tg3 x − tg x + x + c.

Neryze lomenou racionálnı́ funkci jsme převedli na součet mnohočlenu a ryze lomené
racionálnı́ funkce. (Stejný výsledek jsme mohli dostat vydělenı́m t4 : (t2+ 1).) Dále jsme
využili toho, že na intervalu (−π/2,π/2) jsou funkce tangens a arkustangens vzájemně
inverznı́, takže platı́ arctg(tg x) = x.

Mohli jsme si všimnout, že integrand je vlastně tg4 x a prvnı́ úprava mohla být poněkud
kratšı́. Na zbytek výpočtu by to ovšem nemělo vliv. N

Průvodce studiem S

J

VZ

Často se stává, že konkrétnı́ integrál odpovı́dá vı́ce typům. Důležité je pak zvolit
ten, který vede na pokud možno co nejkratšı́ výpočet. Obecná zásada je volit
(pokud je to možné)

— nejprve typ (2.22) resp. (2.23), tj. substituci za sinus resp. kosinus,
— pak typ (2.24), tj. substituci za tangens,
— nakonec univerzálnı́ substituci (2.20) za tangens polovičnı́ho úhlu.

Samozřejmě žádné takové pravidlo neplatı́ absolutně a mohou nastat výjimky, jak ukazuje
následujı́cı́ přı́klad.
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+ Přı́klad 2.52. Vypočtěte neurčitý integrál

∫
dx

sin x
, x ∈ (0,π).

Řešenı́. Tento integrál jsme již dvakrát řešili — viz přı́klady 2.8 c) a 2.45. Nynı́ použijeme
univerzálnı́ substituci (2.20) a dostaneme

∫
dx

sin x
=

∣∣∣∣∣∣
tg x

2 = t
x = 2 arctg t

dx = 2
1+t2 dt

∣∣∣∣∣∣ =
∫

1
2t

1+t2
·

2
1+ t2

dt =
∫

dt
t
=

= ln |t | + c = ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣+ c.
Očividně ze všech třı́ postupů byl tento nejrychlejšı́. N

Pro zájemce:
U složitějšı́ch racionálnı́ch výrazů R(cos x, sin x) obsahujı́cı́ch siny a kosiny někdy nemusı́ být na
prvnı́ pohled jasné, zda jde o některý ze speciálnı́ch typů (2.22)–(2.24), které obvykle vedou na
jednoduššı́ integraci. Tuto skutečnost lze určit z vlastnostı́ racionálnı́ funkce R(u, v).

Řekneme, že racionálnı́ funkce funkce R(u, v) je

lichá vzhledem k proměnné u, jestliže R(−u, v) = −R(u, v),
lichá vzhledem k proměnné v, jestliže R(u,−v) = −R(u, v),
sudá vzhledem k proměnným u, v, jestliže R(−u,−v) = R(u, v).

Rovnost musı́ platit pro všechny hodnoty u, v, pro něž je funkce R(u, v) definovaná.
Lze ukázat (viz [17, str. 25]), že integrand R(cos x, sin x) je typu

(2.22), jestliže je funkce R(u, v) lichá vzhledem k proměnné u (volı́me sin x = t),
(2.23), jestliže je funkce R(u, v) lichá vzhledem k proměnné v (volı́me cos x = t),
(2.24), jestliže je funkce R(u, v) sudá vzhledem k proměnným u, v (volı́me tg x = t).

Např. v přı́kladu 2.49 bylo

R(u, v) =
v3

1+ 4u2 + 3v2
,

tedy

R(u,−v) =
(−v)3

1+ 4u2 + 3(−v)2
=

−v3

1+ 4u2 + 3v2
= −R(u, v).

Šlo tudı́ž o funkci lichou vzhledem k proměnné v a mohla se použı́t substituce cos x = t . Podobně
v přı́kladu 2.50 bylo

R(u, v) =
1

1+ v2

(na u funkce přı́mo vůbec nezávisı́), takže

R(−u,−v) =
1

1+ (−v)2
=

1
1+ v2

= R(u, v).

Šlo tedy o funkci sudou vzhledem k proměnným u, v a mohla se použı́t substituce tg x = t .
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Na závěr tohoto oddı́lu se zmı́nı́me o integraci výrazů obsahujı́cı́ch rovněž goniomet-
rické funkce, které však nejsou typu (2.17) na str. 60. Jde o integrály tvaru∫

sin ax cos bx dx,
∫

sin ax sin bx dx,
∫

cos ax cos bx dx,

kde a, b ∈ R, a 6= 0, b 6= 0. Integrand se upravı́ pomocı́ vzorců

sinα cosβ =
1
2

[
sin(α + β)+ sin(α − β)

]
,

sinα sinβ =
1
2

[
cos(α − β)− cos(α + β)

]
,

cosα cosβ =
1
2

[
cos(α − β)+ cos(α + β)

]
.

+Přı́klad 2.53. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

sin
√

2 x cos 3x dx, x ∈ (−∞,+∞).

Řešenı́. S použitı́m přı́slušného vzorce (a =
√

2, b = 3, tj. volı́me α =
√

2 x, β = 3x)
dostaneme∫

sin
√

2 x cos 3x dx =
∫

1
2

[
sin

(√
2 x + 3x

)
+ sin

(√
2 x − 3x

)]
dx =

=
1
2

∫
sin

(√
2+ 3

)
x dx +

1
2

∫
sin

(√
2− 3

)
x dx =

= −
cos

(√
2+ 3

)
x

2
(√

2+ 3
) − cos

(√
2− 3

)
x

2
(√

2− 3
) + c.

N

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Integrujte dané funkce:

a)
∫

cos2 β

2
dβ, b)

∫
sin3 u du,

c)
∫

sin2 x dx, d)
∫

sin5 x dx,

e)
∫

cos5 x dx, f)
∫

sin6 x dx,

g)
∫

sin3 ε

cos2 ε + 1
dε, h)

∫
du

(2+ cos u) sin u
.
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2. Integrujte dané funkce:

a)
∫

2
sin x cos3 x

dx, b)
∫

12 sin3 x cos3 x dx,

c)
∫

15 sin2 θ cos3 θ dθ, d)
∫

cos6 ρ sin5 ρ dρ,

e)
∫

cos3 x

sin2 x
dx, f)

∫
3 sin3 h

cos4 h
dh,

g)
∫

sin3 y + 1
cos2 y

dy, h)
∫

32 sin4 u cos2 u du,

i)
∫

8 cos4 x dx, j)
∫

32 cos6 x dx.

3. Integrujte dané funkce:

a)
∫

128 cos4 β sin4 β dβ, b)
∫

60 sin5 α cos5 α dα,

c)
∫

dx
5+ 4 cos x

dx, d)
∫

1+ sin u
1− sin u

du,

e)
∫

1
1− cos x

dx, f)
∫

1
1+ sinα

dα,

g)
∫

1
sin x − 1

dx, h)
∫

5 dx
3 sin x − 4 cos x

,

i)
∫

3
5+ 4 sin x

dx, j)
∫

8 dx
sin 2x − 2 sin x

,

k)
∫

2
5− 3 cos x

dx, l)
∫

2− sin x
2+ cos x

dx.

4. Integrujte dané funkce:

a)
∫

3 dx
5− 4 cos x + 3 sin x

, b)
∫

5 dx
2 sin x − cos x + 5

,

c)
∫

1− tg z
1+ tg z

dz, d)
∫

2(1+ tg u)
sin 2u

du,

e)
∫

sin 2ω
cos4 ω

dω, f)
∫

3 cos2 x

sin4 x
dx,

g)
∫

sin 2x
sin4 x + cos4 x

dx, h)
∫

6 cos x
(1− cos x)2

dx,

i)
∫

4
1+ tg x

dx, j)
∫

1
(sin x + cos x)2

dx,

k)
∫

3
cos4 α

dα, l)
∫

1
1+ 3 cos2 x

dx.
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5. Integrujte dané funkce:

a)
∫

sin
x

4
· cos

3 x
4

dx, b)
∫

sin 3x sin x dx,

c)
∫

cos 3x cos 4x dx, d)
∫

sin 5x cos 7x dx,

e)
∫

sin
√

3 x cos x dx, f)
∫

cos
3
2
x · cos

1
2
x dx.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a)
sinβ

2
+
β

2
, b)

cos3 u

3
− cos u,

c)
x

2
−

1
4

sin 2x , d)
2
3

cos3 x −
cos5 x

5
− cos x,

e)
sin5 x

5
−

2
3

sin3 x + sin x, f)
5x
16
−

sin 2x
2
+

3 sin 4x
64

+
sin3 2x

48
,

g) cos ε − 2 arctg
(
cos ε

)
, h)

1
3

ln
∣∣∣∣(tg2 u

2
+ 3

)
tg
u

2

∣∣∣∣.
2. a) tg2 x + 2 ln | tg x|, b) 3 sin4 x − 2 sin6 x,

c) 5 sin3 θ − 3 sin5 θ, d)
2
9

cos9 ρ −
1

11
cos11 ρ −

1
7

cos7 ρ ,

e) −
1+ sin2 x

sin x
, f)

1− 3 cos2 h

cos3 h
,

g)
1+ sin y + cos2 y

cos y
, h) 2u−

sin 4u
2
−

2
3

sin3 2u,

i) 2 sin 2x + 3x +
sin 4x

4
, j)

3
2

sin 4x −
2
3

sin3 2x + 10x + 8 sin 2x.

3. a) 3β − sin 4β +
sin 8β

8
, b) 10 sin6 α − 15 sin8 α + 6 sin10 α,

c)
2
3

arctg
(

1
3

tg
x

2

)
, d) −

4
tg u

2 − 1
− u,

e) −
1

tg x
2
, f) −

2
tg α

2 + 1
,

g)
2

tg x
2 − 1

, h) ln
∣∣∣∣2 tg

x

2
− 1

∣∣∣∣− ln
∣∣∣∣tg x2 + 2

∣∣∣∣,
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i) 2 arctg
(

5
3

tg
x

2
+

4
3

)
, j)

1
tg2 x

2
− 2 ln

∣∣∣∣tg x2
∣∣∣∣ ,

k) arctg
(

2 tg
x

2

)
,

l) ln
(

tg2 x

2
+ 3

)
− ln

(
tg2 x

2
+ 1

)
+

4
√

3
arctg

(√
3

3
tg
x

2

)
.

4. a) −
2

3 tg x
2 + 1

, b)
√

5 arctg
[√

5
5

(
3 tg

x

2
+ 1

)]
,

c) ln |1+ tg z| −
1
2

ln(1+ tg2 z), d) tg u+ ln | tg u|,

e)
1

cos2 ω
, f) −

1
tg3 x

,

g) − arctg(2 cos2 x − 1) resp. arctg tg2 x, h)
3

tg x
2
−

1
tg3 x

2
,

i) 2 ln |1+ tg x| − ln(1+ tg2 x)+ 2x, j)
−1

tg+1
,

k) tg3 α + 3 tgα, l)
1
2

arctg
(

1
2

tg x
)
.

5. a)
− cos x

2
+ cos

x

2
, b)

1
8
(2 sin 2x − sin 4x),

c)
1

14
(sin 7x + 7 sin x), d) −

cos 12x
24

+
cos 2x

4
,

e) −
cos

(√
3+ 1

)
x

2
(√

3+ 1
) − cos

(√
3− 1

)
x

2
(√

3− 1
) , f)

1
4
(2 sin x + sin 2x).

2.5.2. Integrály obsahujı́cı́ odmocniny

Jako prvnı́ho si všimneme integrálu tvaru∫
R

(
x, s
√
x
)

dx, kde s ∈ N, s = 2. (2.26)

Ukažme si několik přı́kladů takových integrálů.

R
(
x,
√
x
)
=
x +
√
x

x −
√
x
, R

(
x, 4
√
x
)
=

x 4
√
x

1+ 4
√
x
, R

(
x, 3
√
x
)
=

3
√
x

x + 3
√
x
.

Poznámka 2.54. Názorně řečeno, jde o funkce, které dostaneme z funkcı́ x a s
√
x a reálných

čı́sel pomocı́ konečně mnoha aritmetických operacı́ (sečı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́ a dělenı́).
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Substituce x = t s převede integrál (2.26) na integrál z racionálnı́ lomené funkce.
Postup si ukážeme na přı́kladu.

+Přı́klad 2.55. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
x2
+
√
x + 1

x +
√
x

dx , x ∈ (0,∞).

Řešenı́. Zvolı́me tedy substituci x = t2, tj. t =
√
x. Vyjde nám:∫

x2
+
√
x + 1

x +
√
x

dx =
∣∣∣∣ x = t2

dx = 2t dt

∣∣∣∣ = ∫
t4 + t + 1
t2 + t

· 2t dt = 2
∫
t4 + t + 1
t + 1

dt,

což je integrál z racionálnı́ neryze lomené funkce. Je tedy potřeba ji upravit na součet
mnohočlenu a ryze lomené racionálnı́ funkce. To je možné udělat běžným algoritmem pro
dělenı́ mnohočlenů. Tedy

t4 + t + 1
t + 1

= t3 − t2 + t +
1

t + 1
.

Celkový výsledek bude∫
x2
+
√
x + 1

x +
√
x

dx = 2
∫ (

t3 − t2 + t +
1

t + 1

)
dt =

= 2
(
t4

4
−
t3

3
+
t2

2
+ ln |t + 1|

)
+ c =

x2

2
−

2
3
x
√
x + x + 2 ln

∣∣√x + 1
∣∣+ c.

N

V předchozı́m přı́kladu figuroval pouze jeden typ odmocniny. V integrandu se však
mohou vyskytnout odmocniny různých typů. Ty se však dajı́ vyjádřit jako mocniny o stej-
ném základu. Proto se integrál (2.26), tj. integrál typu

∫
R

(
x, s
√
x
)

dx, někdy pı́še ve
tvaru ∫

S
(
x,

s1
√
x, . . . ,

sk
√
x
)

dx, (2.27)

kde k ∈ N, s1 = 2, . . . , sk = 2 jsou přirozená čı́sla a S je racionálnı́ funkce k + 1
proměnných. Tento integrál budeme řešit pomocı́ následujı́cı́ substituce.

Označı́me-li s nejmenšı́ společný násobek čı́sel s1, . . . , sk, je každá si-tá odmocnina
přirozenou mocninou s-té odmocniny: si

√
x =

(
s
√
x
)s/si , kde i = 1, . . . , k. Je tedy integrál

typu (2.27), který je zdánlivě obecnějšı́, protože obsahuje vı́ce různých odmocnin, ve sku-
tečnosti naprosto rovnocenný integrálu typu (2.26) a lze ho opět řešit obdobnou substitucı́
x = t s , kde s je zmı́něný nejmenšı́ společný násobek čı́sel s1, . . . , sk (nebo jakýkoli

většı́ celočı́selný násobek čı́sla s, ale tı́m bychom dostali zbytečně vysoké mocniny nové
proměnné t a integrace vzniklé racionálnı́ lomené funkce by pravděpodobně byla daleko
obtı́žnějšı́).

+Přı́klad 2.56. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

1+
√
x − 3
√
x

x +
6√
x5

dx, x ∈ (0,+∞).
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Řešenı́. Jedná se o integrál typu (2.27). Zvolı́me tedy substituci x = t6, tj. t = 6
√
x,

splňujı́cı́ předpoklady věty 2.27. Vyjde∫
1+
√
x − 3
√
x

x +
6√
x5

dx =
∣∣∣∣ x = t6

dx = 6t5 dt

∣∣∣∣ = ∫
1+ t3 − t2

t6 + t5
6t5 dt =

=

∫
6t5(t3 − t2 + 1)

t5(t + 1)
dt =

∫
6t3 − 6t2 + 6

t + 1
dt,

což je integrál z racionálnı́ neryze lomené funkce. Je tudı́ž potřeba upravit ji na součet
mnohočlenu a ryze lomené racionálnı́ funkce. Běžným algoritmem pro dělenı́ mnohočlenů
dostaneme

6t3 − 6t2 + 6
t + 1

= 6t2 − 12t + 12−
6

t + 1
,

což je funkce, kterou můžeme rovnou integrovat. Celkový výsledek bude∫
1+
√
x − 3
√
x

x +
6√
x5

dx =
∫ (

6t2 − 12t + 12−
6

t + 1

)
dt =

= 2t3 − 6t2 + 12t − 6 ln |t + 1| + c =

= 2
√
x − 6 3

√
x + 12 6

√
x − 6 ln

(
6
√
x + 1

)
+ c. N

Dalšı́ typ, kterým se budeme zabývat, má tvar∫
R

(
x,

s
√
ax + b

)
dx, (2.28)

kde s ∈ N, s = 2, a, b ∈ R. Všimněme si, že pokud a = 1 a b = 0 dostáváme integrál
typu (2.26).

Substituce určená rovnostı́ t s = ax + b převede tento integrál na integrál z racionálnı́
lomené funkce. Musı́me z této rovnosti nejprve osamostatnit proměnnou x a pak vypočı́tat
diferenciál. Tedy

t s = ax + b⇒ x =
t s − b

a
a dx =

st s−1

a
dt.

Použitı́ si opět ukážeme na přı́kladu.

+ Přı́klad 2.57. Vypočtěte neurčitý integrál
∫ √

x + 1+ 1
√
x + 1− 1

dx, x ∈ (0,∞).

Řešenı́. Zavedeme substituci x + 1 = t2, tj. t =
√
x + 1. Dostaneme∫ √

x + 1+ 1
√
x + 1− 1

dx =
∣∣∣∣ x + 1 = t2

dx = 2t dt

∣∣∣∣ = ∫
t + 1
t − 1

· 2t dt,
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což je integrál z racionálnı́ neryze lomené funkce. Po vydělenı́ obdržı́me

t2 + t

t − 1
= t + 2+

2
t − 1

.

Výsledek bude∫ √
x + 1+ 1
√
x + 1− 1

dx = 2
∫ (

t + 2+
2

t − 1

)
dt = 2

( t2
2
+ 2t + 2 ln(t − 1)

)
+ c =

= x + 1+ 4
√
x + 1+ 4 ln

(√
x + 1− 1

)
+ c. N

Dalšı́ typ, kterým se budeme zabývat, má tvar∫
R

(
x,

s

√
ax + b

cx + d

)
dx, (2.29)

kde s ∈ N, s = 2, a, b, c, d ∈ R, ad − bc 6= 0.
Podmı́nka ad−bc 6= 0 zaručuje, že se zlomek ax+b

cx+d
nevykrátı́ na konstantu jako např.

4x−2
2x−1 = 2 .

Dále si všimněte, že pro a = d = 1 a b = c = 0 dostáváme integrál typu (2.26), jde
tedy o jeho zobecněnı́.

Substituce určená rovnostı́ t s = ax+b
cx+d

převede integrál (2.29) na integrál z racionálnı́
lomené funkce. Jde o substituci ve smyslu věty 2.27. Musı́me tedy z této rovnosti nejprve
osamostatnit starou proměnnou x a pak teprve počı́tat diferenciál:

t s =
ax + b

cx + d
⇒ cxt s + dt s = ax + b ⇒ x(ct s − a) = b − dt s

⇒ ϕ : x =
b − dt s

ct s − a
,

takže

dx =
(
b − dt s

ct s − a

)′
dt =

−sdt s−1(ct s − a)− (b − dt s)sct s−1

(ct s − a)2
dt =

=
s(ad − bc)t s−1

(ct s − a)2
dt.

Výsledek si samozřejmě nebudeme pamatovat, ale na každém konkrétnı́m zadánı́ osamo-
statnı́me starou proměnnou x a spočı́táme jejı́ diferenciál.

Do výsledného integrálu musı́me dosadit za t inverznı́ funkci ϕ−1(x), jejı́ž určenı́ je
však snadné:

ϕ−1
: t =

s

√
ax + b

cx + d
.
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+ Přı́klad 2.58. Vypočtěte neurčitý integrál

∫
1
x

√
x + 1
x − 1

dx, x ∈ (1,+∞).

Řešenı́. Jde o integrál typu (2.29). Zvolı́me substituci, jež je určena rovnostı́ x+1
x−1 = t

2,
a osamostatnı́me x, tj. určı́me funkci ϕ(t):

x + 1
x − 1

= t2 ⇒ xt2 − t2 = x + 1 ⇒ x(t2 − 1) = t2 + 1 ⇒ ϕ : x =
t2 + 1
t2 − 1

.

Dále si připravı́me diferenciál:

dx =
(
t2 + 1
t2 − 1

)′
dt =

2t (t2 − 1)− (t2 + 1)2t
(t2 − 1)2

dt =
−4t

(t2 − 1)2
dt.

Určı́me ještě inverznı́ funkci ϕ−1(x) potřebnou pro použitı́ věty 2.27:

ϕ−1
: t =

√
x + 1
x − 1

.

(Podrobnějšı́m rozborem průběhu funkce ϕ(t) lze ověřit, že při označenı́ z věty 2.27 jsme
volili J = I = (1,+∞). Jiná varianta by byla J = (1,+∞), I = (−∞,−1), pak by
ovšem platilo, že ϕ−1(x) = −

√
(x + 1)/(x − 1). )

Nynı́ provedeme substituci. Dostaneme:∫
1
x

√
x + 1
x − 1

dx =
∫

1
t2+1
t2−1

· t ·
−4t

(t2 − 1)2
dt =

∫
−4t2

(t2 − 1)(t2 + 1)
dt,

což je integrál z ryze lomené racionálnı́ funkce.
Integrand rozložı́me na parciálnı́ zlomky. Rozklad jmenovatele na součin ireducibil-

nı́ch činitelů v reálném oboru je zřejmě (t − 1)(t + 1)(t2 + 1), takže tvar rozkladu na
součet parciálnı́ch zlomků bude

−4t2

(t − 1)(t + 1)(t2 + 1)
=

A

t − 1
+

B

t + 1
+
Ct +D

t2 + 1
,

kde A, B, C a D jsou vhodné konstanty. Po vynásobenı́ jmenovatelem obdržı́me

−4t2 = A(t + 1)(t2 + 1)+ B(t − 1)(t2 + 1)+ (Ct +D)(t2 − 1).

Nejprve dosadı́me reálné kořeny 1 a −1, čı́mž určı́me dvě konstanty:

t = 1 : − 4 = 4A ⇒ A = −1,
t = −1 : − 4 = −4B ⇒ B = 1.
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Dále sestavı́me ještě dvě rovnice porovnánı́m koeficientů u vhodných mocnin. I bez
roznásobenı́ je vidět, že platı́:

t3 : 0 = A+ B + C ⇒ C = 0,

t0 : 0 = A− B −D ⇒ D = −2.

Dostáváme∫
1
x

√
x + 1
x − 1

dx =
∫ (
−

1
t − 1

+
1

t + 1
−

2
t2 + 1

)
dt =

= − ln |t − 1| + ln |t + 1| − 2 arctg t + c =

= − ln
∣∣∣∣
√
x + 1
x − 1

− 1
∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣
√
x + 1
x − 1

+ 1
∣∣∣∣− 2 arctg

√
x + 1
x − 1

+ c.

Výsledek je možné zjednodušit. Zkuste si jako cvičenı́ ověřit, že platı́∫
1
x

√
x + 1
x − 1

dx = 2 ln
(√
x + 1+

√
x − 1

)
− 2 arctg

√
x + 1
x − 1

+ c

(konstanty c nejsou v obou výsledcı́ch stejné, lišı́ se o ln 2).
Prvnı́ výsledek je platný i na intervalu (−∞,−1). Zkuste si rozmyslet, jak by na tomto

intervalu vypadala upravená verze. N

I integrály typu (2.28) a (2.29) je možné zobecnit na přı́pad, kdy integrand obsahuje
vı́ce různých odmocnin z téhož lineárnı́ho členu resp. zlomku. O skutečné zobecněnı́ ale
nejde, situace je stejná jako u dvojice typů (2.26) a (2.27).

Dalšı́m typem integrálů s odmocninami, které lze převést na integrály z racionálnı́ch
lomených funkcı́, je∫

R
(
x,

√
ax2 + bx + c

)
dx, kde a, b, c ∈ R, a 6= 0. (2.30)

Zde R je racionálnı́ funkce dvou proměnných. Přitom předpokládáme, že kvadratický
trojčlen nemá dvojnásobný kořen, tj. že platı́ b2

− 4ac 6= 0 (jinak by se odmocnina
zrušila).

Omezı́me se na přı́pad, kdy b = 0 (pak je nutně c 6= 0), a ukážeme si řešenı́ pomocı́
goniometrických substitucı́.

Pro zájemce:
Integrály typu (2.30) se obvykle řešı́ pomocı́ tzv. Eulerových1 substitucı́ — viz např. [8, 17].
Z časových důvodů se jimi nebudeme zabývat. Pro naše účely z hlediska aplikacı́ postačı́ dále

1Leonard Euler (1707–1783) (čti ojler) — švýcarský matematik, fyzik, mechanik a astronom. Působil
převážně v Petrohradě. Jeden z největšı́ch matematiků všech dob. Napsal kolem 850 pracı́ (včetně mno-
hodı́lných monografiı́). Ovlivnil všechny základnı́ matematické disciplı́ny . Od r. 1766 byl slepý (diktoval
svým žákům).
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uvedené speciálnı́ přı́pady. Navı́c obvykle půjde pouze o integrály ze samotných odmocnin, kdy
goniometrické substituce vedou poměrně rychle k cı́li. Mimoto doplněnı́m kvadratického trojčlenu
ax2
+ bx + c na úplný čtverec a pomocnou substitucı́ lze obecný přı́pad převést na přı́pad b = 0

— srv. postup při integraci parciálnı́ho zlomku 1/(x2
+ px + q)n na str. 52.

Uvedeme jen pro představu, jak Eulerovy substituce vypadajı́. Jde o tři substituce (prvnı́ dvě
pokrývajı́ všechny přı́pady, ale třetı́ je někdy výhodnějšı́). Novou proměnnou označı́me t .√

ax2 + bx + c =
√
|a| t (x − α), když b2

− 4ac > 0 (α je kořen ax2
+ bx + c = 0),√

ax2 + bx + c = ±
√
a x ± t, když b2

− 4ac < 0, a > 0,√
ax2 + bx + c = ±xt ±

√
c, když c > 0.

Přı́slušný vztah se vždy umocnı́ a osamostatnı́ se x (x2 se zrušı́). Vztah mezi x a t je dán racionálnı́
funkcı́. Pak se teprve vypočı́tá diferenciál dx. Integrál (2.30) přejde v integrál z racionálnı́ lomené
funkce. Ukázky použitı́ viz např. [17, 18].

V přı́padě, že v integrálu typu (2.30) je b = 0, se (po vytknutı́ |a|) mohou podle
znamének koeficientů vyskytnout celkem tři typy odmocnin. U každého typu současně
uvedeme, pomocı́ jaké substituce lze daný integrál převést na integrál typu S(cos x, sin x),
kde S(u, v) je racionálnı́ funkce dvou proměnných u, v, který už umı́me řešit. V dalšı́m
k > 0 značı́ konstantu.∫

R
(
x,

√
k2 − x2

)
dx x = k sin t, t ∈ (−π/2,π/2), (2.31)∫

R
(
x,

√
x2 + k2

)
dx x = k tg t, t ∈ (−π/2,π/2), (2.32)∫

R
(
x,

√
x2 − k2

)
dx x =

k

sin t
, t ∈ (−π/2, 0) nebo (2.33)

t ∈ (0,π/2).

Jeden takový integrál typu (2.31) jsme již počı́tali — viz přı́klad 2.30 na str. 37. Nynı́
si ukážeme dalšı́.

+ Přı́klad 2.59. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

1
x

√
x2 − 1 dx, x ∈ (1,+∞).

Řešenı́. Jedná se o integrál typu (2.33), přičemž k = 1. Po substituci a následných
úpravách dostaneme∫

1
x

√
x2 − 1 dx =

∣∣∣∣∣ x = 1
sin t

dx = − cos t
sin2 t

dt

∣∣∣∣∣ = −
∫

1
1

sin t

·

√
1

sin2 t
− 1 ·

cos t
sin2 t

dt =

= −

∫
sin t

√
1− sin2 t

sin2 t
·

cos t
sin2 t

dt = −
∫

sin t
| cos t |
| sin t |

·
cos t
sin2 t

dt =

= −

∫
sin t

cos t
sin t
·

cos t
sin2 t

dt = −
∫

cos2 t

sin2 t
dt =

= −

∫
1− sin2 t

sin2 t
dt =

∫ (
1−

1
sin2 t

)
dt = t + cotg t + c.
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Protože x ∈ (1,+∞), volı́me t ∈ (0,π/2). Na tomto intervalu je sin t i cos t kladný,
čehož jsme využili při odstraňovánı́ absolutnı́ch hodnot.

Dále musı́me dosadit zpět původnı́ proměnnou x. K tomu musı́me vypočı́tat inverznı́
funkci. Vyjde nám

x =
1

sin t
⇒ sin t =

1
x

⇒ t = arcsin
1
x
.

Před dosazenı́m ještě předchozı́ výsledek upravı́me. Postupně dostaneme∫
1
x

√
x2 − 1 dx = t + cotg t + c = t +

√
1− sin2 t

sin t
+ c =

= arcsin
1
x
+

√
1− 1

x2

1
x

+ c = arcsin
1
x
+ x

√
x2 − 1
x2 + c =

= arcsin
1
x
+ x

√
x2 − 1
x

= arcsin
1
x
+

√
x2 − 1+ c.

Podle věty 2.29 na str. 37 výsledek platı́ i na intervalu 〈1,+∞). N

Výpočet i zdánlivě jednoduchých integrálů typu (2.30) bývá technicky poměrně ná-
ročný a zdlouhavý, což ukazuje i předchozı́ přı́klad. Nejinak je tomu při použitı́ Eulerových
substitucı́. Navı́c je potřeba upozornit, že při řešenı́ téhož integrálu jednou Eulerovými
substitucemi a podruhé goniometrickými substitucemi (nebo dvěma různými Eulerovými
substitucemi) můžeme dostat zdánlivě zcela odlišné výsledky. Často je dost netriviálnı́
ukázat pomocı́ úprav, že tyto výsledky jsou stejné (až na přı́padnou konstantu).

2.6. Závěrečné poznámky

2.6.1. Dostaneme integracı́ elementárnı́ funkce opět
elementárnı́ funkci?

Na str. 10 jsme si připomněli, co rozumı́me elementárnı́mi funkcemi. Nenı́ těžké si uvědo-
mit, že z pravidel pro derivaci plyne, že derivovánı́m elementárnı́ funkce vždy dostaneme
opět elementárnı́ funkci.

Bohužel u neurčitého integrálu je situace komplikovanějšı́. Protože elementárnı́ funkce
jsou na intervalech, na nichž jsou definované, spojité, existujı́ k nim podle věty 2.3
primitivnı́ funkce. Už ale nenı́ obecně pravda, že primitivnı́ funkce k elementárnı́m funkcı́m
zase musı́ ležet v množině elementárnı́ch funkcı́. Tento poznatek však musı́me správně
interpretovat. V žádném přı́padě neřı́káme, že primitivnı́ funkce k nějaké elementárnı́
funkci neexistuje. Jen tvrdı́me, že ji nelze vyjádřit vzorcem takového tvaru, jak by se nám
lı́bilo, tj. nelze ji vytvořit z jakýchsi přesně vymezených základnı́ch funkcı́ (mnohočleny,
goniometrické funkce atd.) pomocı́ konečného počtu aritmetických operacı́ a skládánı́.
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Takovéto funkce (tj. primitivnı́ funkce k elementárnı́m funkcı́m, které již nejsou ele-
mentárnı́) se obvykle nazývajı́ vyššı́ transcendentnı́ funkce. (Exponenciálnı́, logaritmické,
goniometrické a cyklometrické funkce jsou tzv. elementárnı́ transcendentnı́ funkce.) Na-
neštěstı́ neexistuje žádné jednoduché kritérium, jak rozhodnout, zda konkrétnı́ neurčitý
integrál vede na vyššı́ transcendentnı́ funkci. V praxi se nám bud’podařı́ konkrétnı́ integrál
spočı́tat (tj. nalézt primitivnı́ funkci v množině elementárnı́ch funkcı́) nebo ne. V přı́padě
neúspěchu ale nevı́me, zda je to dáno jen našı́ nedostatečnou zkušenostı́, neznalostı́ ně-
jakých metod, a tudı́ž má cenu se snažit dál, nebo zda to opravdu nejde, a proto nemá
cenu ztrácet s daným integrálem čas. Ukázat o konkrétnı́m integrálu, že vede na vyššı́
transcendentnı́ funkci, je obecně velmi obtı́žné.

Na závěr si uvedeme několik velmi prostých neurčitých integrálů, o nichž je známo,
že vedou na vyššı́ transcendentnı́ funkce. Tato tvrzenı́ se všeobecně tradujı́ od 19. stoletı́,
avšak jejich důkazy nenajdete v žádné z běžných (i velmi rozsáhlých) učebnic integrál-
nı́ho počtu. Důkazy vycházejı́ z tzv. Liouvilleovy1 věty, udávajı́cı́ nutnou a postačujı́cı́
podmı́nku integrovatelnosti ve třı́dě elementárnı́ch funkcı́. Poměrně přı́stupné důkazy,
že některé z následujı́cı́ch integrálů vedou na vyššı́ transcendentnı́ funkce, lze nalézt
v [22, 23]. Některé z uvedených primitivnı́ch funkcı́ (jednoznačně určených předepsánı́m
hodnot v určitých bodech) majı́ vzhledem k častému výskytu vlastnı́ názvy.∫

sin x
x

dx (integrálsinus),
∫

cos x
x

dx (integrálkosinus),∫
1

ln x
dx (logaritmusintegrál),

∫
sin x2 dx,

∫
cos x2 dx (Fresnelovy2 integrály),∫

e−x
2

dx (Gaussova funkce),
∫
R

(
x,

√
P(x)

)
dx (eliptické integrály).

Přitom v poslednı́m integrálu R(u, v) je racionálnı́ funkce a P(x) je mnohočlen stupně
tři nebo čtyři, který nemá násobné kořeny (název pocházı́ od toho, že integrálem tohoto
typu je vyjádřena délka elipsy). Ve speciálnı́ch přı́padech lze eliptické integrály vyřešit
pomocı́ elementárnı́ch funkcı́ (tzv. pseudoeliptické integrály), ale obecně to nenı́ možné
(viz [9, 19, 22]). Důsledkem toho je, že pro délku obecné elipsy neexistuje „pěkný“
vzoreček (na rozdı́l od kružnice).

Odhadnout podle „složitosti“ zadané funkce, zda je jejı́ primitivnı́ funkce elementárnı́
nebo ne, je nemožné. Např.

∫
cos2 x dx jsme snadno spočı́tali (přı́klad 2.16), zatı́mco

integrál
∫

cos x2 dx nenı́ elementárnı́ funkce. Přitom v obou dvou přı́padech jde o složenou
funkci se složkami „druhá mocnina“ a „kosinus“. Lišı́ se jen pořadı́m složek. Obdobně
integrál

∫
ex

2
dx nevede (stejně jako Gaussova funkce) na elementárnı́ funkci, zatı́mco

zdánlivě komplikovanějšı́ integrál
∫

e
√
x dx jsme vyřešili (přı́klad 2.28).

Otázka, kdy neurčitý integrál z elementárnı́ funkce vede zase na elementárnı́ funkci
a kdy ne, je opravdu velmi složitá. Staré výsledky z 19. stoletı́ neposkytujı́ dostatečně

1Joseph Liouville (1809–1882) (čti liuvil) — významný francouzský matematik. Zabýval se mnoha
oblastmi analýzy. Práce o integraci elementárnı́ch funkcı́ pocházejı́ z let 1833–1841.

2Augustin Jean Fresnel (1788–1827) (čti frenel) — francouzský matematik, fyzik a inženýr.
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uspokojivé odpovědi z hlediska dnešnı́ch požadavků na přesnost a obecnost. Renesance
zájmu o tuto problematiku souvisı́ právě s vývojem modernı́ch matematických programů
(tzv. programů symbolické algebry). Do takových programů je nutné zabudovat algoritmy,
které dokážou v konečném počtu kroků rozhodnout, zda daný integrál vede na elemen-
tárnı́ funkci (popř. na dalšı́ typy funkcı́, které má program ve svém repertoáru), a pokud
ano, vyjádřit pomocı́ nich výsledek. Informace o této problematice lze nalézt převážně
v časopisecké literatuře, např. [1, 2, 15, 21, 23].

+Přı́klad 2.60. Ukažte, že neurčitý integrál
∫

ex

x
dx, x > 0, nenı́ elementárnı́ funkce.

Řešenı́. Zadaný integrál upravı́me pomocı́ substituce x = ln t , t > 1. Vyjde nám∫
ex

x
dx =

∣∣∣∣ x = ln t
dx = 1

t
dt

∣∣∣∣ = ∫
eln t

ln t
·

1
t

dt =
∫

t

ln t
·

1
t

dt =
∫

1
ln t

dt,

což je integrál, o němž jsme si řekli, že nenı́ elementárnı́ funkcı́. OznačmeG(t) primitivnı́
funkci k 1/ ln t . Pokud by náš integrál měl primitivnı́ funkci F(x), která by byla elemen-
tárnı́, platilo by F(x) = G(ex). Tedy F(ln t) = G(t) by byla rovněž elementárnı́, což je
spor. N

2.6.2. Využitı́ systémů počı́tačové algebry při výpočtu integrálů
Systémy počı́tačové algebry jako jsou Maple, Mathematica, Matlab nebo Mathcad nám
mohou při výpočtech integrálů velmi usnadnit práci. Někdy je nám zcela jasné, jak
daný integrál počı́tat, ale čekajı́ nás hodiny mechanické práce. Na rozdı́l od nás zmı́něné
počı́tačové programy zvládnou výpočet řádově za sekundy. Je proto dobré mı́t takové
programy k dispozici a umět s nimi zacházet. Ale také nepřeceňovat jejich možnosti
a nedomnı́vat se, že nenı́ nutné znát potřebnou teorii. Výsledky, které nám dávajı́, je nutno
umět správně interpretovat a kriticky hodnotit. Ukažme si na následujı́cı́ch přı́kladech
některé problémy, s nimiž se při použı́vánı́ počı́tačových programů můžeme setkat.

Ukázka 1

Chceme-li např. po programu Maple, aby nám vypočı́tal integrál∫
2x(x2

+ 1)24 dx,

dostaneme následujı́cı́ výsledek:

x2
+

1
25
x50
+ x48

+ 12 x46
+ 92 x44

+ 506 x42
+

10 626
5

x40
+ 7 084 x38

+ 19 228 x36

+ 43 263 x34
+ 81 719 x32

+
653 752

5
x30
+ 178 296 x28

+ 208 012x26
+ 208 012x24
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+ 178 296 x22
+

653 752
5

x20
+ 81 719 x18

+ 43 263 x16
+ 19 228 x14

+ 7 084 x12

+
10 626

5
x10
+ 506 x8

+ 92 x6
+ 12 x4.

Nepomůže ani zjednodušenı́, tj. užitı́ přı́kazu factor:

1
25
x2 (x8

+ 5 x6
+ 10 x4

+ 10 x2
+ 5)(x40

+ 20 x38
+ 190 x36

+ 1 140 x34
+ 4 845 x32

+ 15 505 x30
+ 38 775 x28

+ 77 625 x26
+ 126 425 x24

+ 169 325 x22
+ 187 760 x20

+ 172 975 x18
+ 132 450 x16

+ 84 075 x14
+ 43 975 x12

+ 18 760 x10
+ 6 425 x8

+ 1 725 x6
+ 350 x4

+ 50 x2
+ 5).

Kdybychom zadaný integrál vypočı́tali „ručně“ (výpočet je velmi jednoduchý), dostali
bychom následujı́cı́ výsledek:

1
25
(x2
+ 1)25.

Jsou správné oba výsledky? Zkusı́me-li od našeho výsledku odečı́st výsledek, který nám
předložil Maple, dostaneme konstantu rovnu čı́slu 1/25. Z toho tedy plyne, že oba výsledky
představujı́ různé primitivnı́ funkce k zadané funkci.

Ukázka 2

Chceme-li pomocı́ programu Maple vypočı́tat integrál∫ (√
1− x2 +

√
x2 − 4

)
dx,

dostaneme následujı́cı́ výsledek

1
2
x

√
1− x2 +

1
2

arcsin x +
1
2
x

√
x2 − 4− 2 ln

(
x +

√
x2 − 4

)
.

Je správný? Odpověd’ znı́ NE. Definičnı́ obor této funkce je prázdný, tedy výsledek je
nesmyslný.

Ukázka 3

Chceme-li programem Maple vypočı́tat integrál∫
sin x2 dx,

dostaneme následujı́cı́ výsledek:

1
2

√
2
√

π FresnelS
(√

2 x
√

π

)
.

Jak si poradı́me s takovým výsledkem? Jedná se o Fresnelův integrál, o němž jsme se
zmı́nili v předchozı́m odstavci. Jde o jeden ze známých integrálů, již vedou na vyššı́
transcendentnı́ funkce.
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Ukázka 4

Chceme-li spočı́tat programem Maple integrál∫
dx

2− cos x
,

dostaneme výsledek
2
√

3
arctg

(√
3 tg

x

2

)
.

Může být uvedená funkce primitivnı́ funkcı́ k zadané funkci f : y = 1
2−cos x ?

Podı́vejme se nejprve na funkci f :
Funkce f je definována a tudı́ž spojitá na celé R. Dle věty 2.3 tedy existuje na celé R

primitivnı́ funkce k f . Vzhledem k tomu, že je každá primitivnı́ funkce spojitá, musı́ tedy
k našı́ funkci f existovat na celém R spojitá primitivnı́ funkce.

Nynı́ se podı́vejme na výslednou funkci, kterou si pracovně označme G:

G(x) =
2
√

3
arctg

(√
3 tg

x

2

)
.

FunkceG je definována pro každé x ∈ Rr {. . . ,−3π,−π,π, 3π, . . . }. Jedná se tedy
o nespojitou funkci. Jako taková tedy nemůže být primitivnı́ funkcı́ k funkci f .

Přı́pady tohoto typu, kdy vı́me, že primitivnı́ funkce existuje např. na celém R, ale naše
„výsledná“ funkce nenı́ definována na celém R, řešı́me tzv. technikou slepovánı́, kterou si
ukážeme dále.

Z předchozı́ch přı́kladů plyne, že k tomu, abychom mohli efektivně využı́vat systémy
počı́tačové algebry k výpočtu integrálů, je třeba znát přesné definice pojmů, vlastnosti
těchto pojmů a všı́mat si intervalů, na nichž jsou zadaná a výsledná funkce definovány.
Obecně nenı́ dobré tyto programy přeceňovat a plně se na ně spoléhat. Je důležité umět
kriticky zhodnotit, zda výsledek, který nám počı́tače vyrobı́, může být správný.

2.6.3. Technika slepovánı́

+

Přı́klad 2.61. Vypočtěte neurčitý integrál∫
dx

2− cos x
.

Řešenı́. Použijeme univerzálnı́ substituci tg x
2 = t — viz (2.20). Pomocı́ této substituce
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můžeme daný integrál vypočı́tat na každém z intervalů (−π+ 2kπ,π+ 2kπ), k ∈ Z.

∫
dx

2− cos x
=

∣∣∣∣∣∣
tg x

2 = t
x = 2 arctg t

dx = 2
1+t2 dt

∣∣∣∣∣∣ =
∫

1

2− 1−t2
1+t2

·
2

1+ t2
dt =

=

∫
2

3t2 + 1
dt =

2
3

∫
dt

t2 + 1
3

=
2
3
·

1
1
√

3

arctg
t

1
√

3

+ c =

=
2
√

3
arctg
√

3 t + c =
2
√

3
arctg

(√
3 tg

x

2

)
.

Nalezená funkceG(x) je primitivnı́ funkcı́ k funkci f (x) = 1
2−cos x na každém otevřeném

intervalu (−π+ 2kπ,π+ 2kπ), k ∈ Z. Pokud chceme nalézt primitivnı́ funkci na celé R,
musı́me postupovat metodou „slepovánı́“, kterou si nynı́ ukážeme. N

Zamysleme se nad tı́m, jak vypadajı́ primitivnı́ funkce na jednotlivých otevřených
intervalech

(
(2k − 1)π, (2k + 1)π

)
, k ∈ Z, na nichž je funkce G spojitá.

• Pro každé x ∈ (−π,π) platı́ G′(x) = f (x). Na tomto intervalu jsou tedy všechny
primitivnı́ funkce tvaru G(x)+ c0, c0 ∈ R.

Funkce f i funkce G jsou periodické s periodou 2π. Stačı́ se tedy zabývat těmito
funkcemi na intervalu délky 2π, tj. např. na intervalu (−π,π). Grafy těchto funkcı́ na
dalšı́ch intervalech jsou kopiı́ části grafu z intervalu (−π,π). Tedy

• Pro každé x ∈ (−3π,−π) platı́G′(x) = f (x). Na tomto intervalu jsou tedy všechny
primitivnı́ funkce tvaru G(x)+ c1, c1 ∈ R.

• Pro každé x ∈ (π, 3π) platı́ G′(x) = f (x). Na tomto intervalu jsou tedy všechny
primitivnı́ funkce tvaru G(x)+ c2, c2 ∈ R.

Atd. Utvořme nynı́ z těchto primitivnı́ch funkcı́ na jednotlivých intervalech funkci F ,
která bude primitivnı́ k f na celém R. Předevšı́m nám jde o to, aby byla funkce F spojitá
na R. Zvolme tedy konstanty c0, c1, c2, . . . tak, aby primitivnı́ funkce na jednotlivých
intervalech na sebe navazovaly.

• Vyjděme od intervalu (−π,π) a položme F(x) = G(x) pro každé x ∈ (−π,π).
(Zvolili jsme c0 = 0).

• Podı́vejme se nynı́ na limitu funkce F v pravém krajnı́m bodě tohoto intervalu — to
je bod, v němž budeme muset kvůli spojitosti dodefinovat hodnotu. Tato limita nám
také pomůže zjistit konstantu c2, abychom věděli, kterou z primitivnı́ch funkcı́ na
intervalu (π, 3π) vybrat, aby „spojitě navazovala“ na funkci F na intervalu (−π,π).

lim
x→π−

F(x) = lim
x→π−

2
√

3
arctg

(√
3 tg

x

2

)
=

π
√

3
,

lim
x→π+

G(x) = lim
x→π−

2
√

3
arctg

(√
3 tg

x

2

)
= −

π
√

3
.
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Vidı́me, že je třeba zvolit c2 =
2π
√

3
. Posouváme tedy funkciG(x) na intervalu (π, 3π)

o 2π
√

3
nahoru.

• Prozatı́m tedy máme spojitou primitivnı́ funkci na intervalu (−π, 3π):

F(x) =


2
√

3
arctg

(√
3 tg x

2

)
pro x ∈ (−π,π),

π
√

3
pro x = π,

2
√

3
arctg

(√
3 tg x

2

)
+

2π
√

3
pro x ∈ (π, 3π).

(2.34)

• Obdobně se podı́váme na limitu v bodě x = −π.

lim
x→−π+

F(x) = lim
x→−π+

2
√

3
arctg

(√
3 tg

x

2

)
= −

π
√

3
,

lim
x→−π−

G(x) = lim
x→−π+

2
√

3
arctg

(√
3 tg

x

2

)
=

π
√

3
.

Vidı́me, že je třeba zvolit c1 = −
2π
√

3
. Posouváme tedy funkci G(x) na intervalu

(−3π,−π) o 2π
√

3
dolů.

• Máme spojitou primitivnı́ funkci na intervalu (−3π, 3π):

F(x) =



2
√

3
arctg

(√
3 tg x

2

)
−

2π
√

3
pro x ∈ (−3π,−π),

−
π
√

3
pro x = −π,

2
√

3
arctg

(√
3 tg x

2

)
pro x ∈ (−π,π),

π
√

3
pro x = π,

2
√

3
arctg

(√
3 tg x

2

)
+

2π
√

3
pro x ∈ (π, 3π).

(2.35)

Obdobně bychom konstruovali funkci F na všech intervalech
(
(2k−1)π, (2k+1)π

)
,

k ∈ Z. Z věty 2.29 vyplývá, že takto zkonstruovaná funkce bude mı́t derivaci i v bodech
(2k + 1)π, k ∈ Z (tj. v bodech, kde jsme funkci „slepovali“) a že i v nich bude platit,
že F ′(x) = f (x). (Spočı́tat derivaci v těchto bodech standardně pomocı́ věty o derivaci
složené funkce nelze, protože vnitřnı́ složka tg x

2 v nich nenı́ definovaná; výpočet přı́mo
z definice derivace by byl značně obtı́žný.) Tato funkce je tedy primitivnı́ k funkci 1

2−cos x .
Výsledek je znázorněn na obr. 2.4. Graf funkce F je znázorněn plnou čarou, graf

funkce G(x), která nenı́ definovaná v lichých násobcı́ch π, je znázorněn čárkovaně.
Všimněte si, že na intervalu (−π,π) grafy F(x) a G(x) splývajı́. S podobnou situacı́
(„slepovánı́m“ grafů) se u integrálů obsahujı́cı́ch goniometrické funkce setkáváme velmi
často. Pokud potřebujeme primitivnı́ funkci na většı́m intervalu, musı́me být velmi opatrnı́.
Jinak můžeme dostat velmi snadno zcela nesmyslné výsledky (např. při výpočtu určitého
integrálu pomocı́ neurčitého — viz přı́klad 3.18).
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x

y

3π−3π π−π π 3π2π

−3π/
√

3

−π/
√

3

π/
√

3

3π/
√

3

2π/
√

3

O

y = G(x)

y = F(x)

Obr. 2.4: Graf primitivnı́ funkce k funkci 1
2−cos x

Zamyslı́me-li se na tı́m, co v předchozı́m přı́kladě způsobilo nutnost slepovánı́, vidı́me
že je na vině substituce tg x

2 = t .

Výhodou substituce tg x
2 = t je jejı́ univerzálnost, uvažovaný integrál převede vždy na

integrál z racionálnı́ funkce. Má však dvě velké nevýhody. Prvnı́ z nich spočı́vá v tom, že
konkrétnı́ výpočty pomocı́ této substituce bývajı́ většinou dost pracné, a druhou nevýhodou
je, že k nalezenı́ integrálu na maximálnı́ch intervalech, na nichž je integrovaná funkce
spojitá, musı́me často provádět „slepovánı́“ — viz předchozı́ přı́klad. Proto, můžeme-li se
této obecné substituci vyhnout, raději tak učinı́me.

Průvodce studiemS

J

VZ

V této kapitole jsme si kromě základnı́ch integračnı́ch metod ukázali, jak postupo-
vat při výpočtu řady typů neurčitých integrálů, které vedou na elementárnı́ funkce.
Takový výčet samozřejmě zdaleka nemohl být vyčerpávajı́cı́. Pro běžné aplikace,
které vás čekajı́ v dalšı́ch kapitolách a rovněž v jiných matematických disciplı́nách
či předmětech na ně navazujı́cı́ch, však tento rozsah stačı́. Je to také dáno tı́m, že
nám při mechanické integraci dnes mohou výrazně pomoci programy symbolické
algebry. O to vı́c vzrůstá význam teorie a důkladného pochopenı́ pojmů a před-
pokladů vět, abychom dokázali správně interpretovat výsledky těchto programů
a vyhnuli se často i hrubým chybám, které jejich neopatrné a nekritické použitı́
může snadno přinést.
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Pojmy k zapamatovánı́ ∑
— primitivnı́ funkce
— neurčitý integrál
— integrand
— integračnı́ konstanta
— parciálnı́ zlomky

Kontrolnı́ otázky ?
1. Definujte neurčitý integrál.

2. Vysvětlete pojem primitivnı́ funkce.

3. Uved’te základnı́ vlastnosti neurčitého integrálu.

4. Uved’te podmı́nku existence primitivnı́ funkce.

5. Vysvětlete princip metody per partes pro neurčitý integrál.

6. Vysvětlete princip substitučnı́ metody pro neurčitý integrál.

7. Co jsou to parciálnı́ zlomky a kolik typů těchto zlomků známe?

8. Popište rozklad racionálnı́ lomené funkce na součet parciálnı́ch zlomků.

9. Vysvětlete princip integrace racionálnı́ lomené funkce.

10. Diskutujte možnosti integrace goniometrických funkcı́ — uved’te základnı́ substi-
tuce.

11. Diskutujte možnosti integrace funkcı́ obsahujı́cı́ch odmocniny.

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Integrujte dané funkce:

a)
∫ √

x

1+ x
dx, b)

∫
15x
√
a + x dx,

c)
∫

1

1+
√
x + 1

dx, d)
∫

dp
(2+ p)

√
p + 1

,

e)
∫

35x3

√
x − 1

dx, f)
∫

x + 1
3
√

3x + 1
dx,

g)
∫ 3

√
x

x
(√
x + 3
√
x
) dx, h)

∫
1

√
v + 4
√
v

dv,

i)
∫ √

k + 1+ 1
√
k + 1− 1

dk, j)
∫

dx
√
x + 2+ 3

√
x + 2

.
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2. Integrujte dané funkce (použijte Eulerovy substituce):

a)
∫

2
√
b2 − 6 db, b)

∫
6

√
9x2 − 15 dx,

c)
∫ √

4− 3x2 + 2x dx, d)
∫

4
√
p2 − 2p − 1 dp,

e)
∫ √

5q2 − 6q − 1 dq, f)
∫

8
√

2+ x − x2 dx,

g)
∫

4
√

3+ 2s − s2 ds.

3. Integrujte dané funkce:

a)
∫

2x − 3
√

8− 2x − x2
dx, b)

∫
4(x + 3)

√
3+ 4x − 4x2

dx,

c)
∫

2√
−4y2 − 12y − 8

dy, d)
∫

35
√

2− 49x2
dx,

e)
∫

2
√
−5+ 12w − 4w2

dw, f)
∫

1√
−2p − p2

dp,

g)
∫

x
√
x + 1+ 3

√
x + 1

dx, h)
∫ 4

√
x

2−x + 3

x2
√

x
2−x

dx,

i)
∫

1
√

5− 2x − x2
dx, j)

∫
2n

√
10− n− n2

dn,

k)
∫

3
√

12k − 9k2 + 4
dk, l)

∫
u

√
27− u2 + 6u

du,

m)
∫

8x − 3
√
−4x2 − 5+ 12x

dx.

Návod: V a), b), j), l) a m) postupujte podobně jako při integraci parciálnı́ho zlomku druhého typu
— upravte čitatel, aby obsahoval derivaci výrazu pod odmocninou ve jmenovateli, a rozdělte
zlomek na dva.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) 2
√
x − 2 arctg

√
x, b) 6(a + x)5/2 − 10a(a + x)3/2,

c) 2
√
x + 1− 2 ln

(
1+
√
x + 1

)
, d) 2 arctg

√
p + 1,

e) 10(x − 1)7/2 + 42(x − 1)5/2 + 70(x − 1)3/2 + 70
√
x − 1,
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f)
(3x + 1)5/3

15
+
(3x + 1)2/3

3
, g) 6 ln 6

√
x − 6 ln

(
6
√
x + 1

)
,

h) 2
√
v − 44

√
v + 4 ln

(
4
√
v + 1

)
,

i) 4
√
k + 1+ k + 1+ 4 ln

∣∣√k + 1− 1
∣∣,

j) 2
√
x + 2− 3 3√

x + 2+ 6 6√
x + 2− 6 ln

( 6√
x + 2+ 1

)
.

2. a) b
√
b2 − 6− 6 ln

∣∣b +√
b2 − 6

∣∣,
b) 3x

√
9x2 − 15− 5 ln

∣∣9x + 3
√
(9x2 − 15)

∣∣,
c) −

(−3x + 1)
√

4− 3x2 + 2x
6

+
13
18

√
3 arcsin

3x − 1
√

13
,

d) (−2+ 2p)
√
p2 − 2p − 1− 4 ln

∣∣p − 1+
√
p2 − 2p − 1

∣∣,
e)

(5q − 3)
√

5q2 − 6q − 1
10

−
7

25
ln

∣∣5q − 3+
√

5(5q2 − 6q − 1)
∣∣,

f) (4x − 2)
√

2+ x − x2 + 9 arcsin
2x − 1

3
,

g) (2s − 2)
√

3+ 2s − s2 + 8 arcsin
s − 1

2
.

3. a) −2
√

8− 2x − x2 − 5 arcsin
x + 1

3
,

b) −
√

3+ 4x − 4x2 + 7 arcsin
(
x −

1
2

)
,

c) arcsin(2y + 3), d) 5 arcsin
7x
√

2
,

e) arcsin
(
w −

3
2

)
, f) arcsin(p + 1),

g)
2(x + 1)3/2

3
−

3(x + 1)4/3

4
+

6(x + 1)7/6

7
− x − 1+

6(x + 1)5/6

5
−

−
3(x + 1)2/3

2
,

h) −
2
5

4

√(
2− x
x

)5

−

√(
2− x
x

)3

, i) arcsin
x + 1
√

6
,
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j) −2
√

10− n− n2 − arcsin
2n+ 1
√

41
, k) arcsin

√
2 (3k − 2)

4
,

l) −
√

27− u2 + 6u+ 3 arcsin
u− 3

6
,

m) −2
√
−4x2 − 5+ 12x +

9
2

arcsin
(
x −

3
2

)
.

2.7. Závěrečná cvičenı́ ke kapitole 2

Přı́klady k procvičenı́!
1. Integrujte dané funkce:

a)
∫

arcsin x dx, b)
∫

cos η
1− sin η

dη,

c)
∫

4
√
−x2 + 2x + 3 dx, d)

∫
B

8− 3B2
dB,

e)
∫

2
√

1− x2 − 2x dx, f)
∫

sin x
1+ cos x

dx,

g)
∫

4x − 1
x2 + 5x + 7

dx, h)
∫

1
4− x

dx,

i)
∫

u
√

4− 9u4
du, j)

∫
cotg x dx,

k)
∫

1
√

3− 9x2
dx, l)

∫
1

1+ cos 4Y
dY,

m)
∫

arctg
√
x dx, n)

∫
1

5+ 3B2
dB,

o)
∫

ln 5x dx, p)
∫

x + 2
x4 + x3

dx,

q)
∫

1
3
√
x

(
3
√
x − 1

) dx, r)
∫

1
x2

√
1+ x
x

dx.

2. Integrujte dané funkce:

a)
∫

cos ln x dx, b)
∫

sin ln x dx,

c)
∫ √

x2 + 4 dx, d)
∫

2
√

9− x2 dx,

e)
∫

4x2

√
x2 + 9

dx, f)
∫

9(3δ + 5)−1 dδ,

g)
∫

W + 2
2W − 1

dW, h)
∫
(4− cos 2α) dα,
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i)
∫

1
1+ cos u2

du, j)
∫

21
9+ 7r2

dr,

k)
∫

144
√

144x2 − 52
dx, l)

∫
3

√
3t2 − 2

dt,

m)
∫

2(sin2 ω + cos 2ω) dω, n)
∫

cos 2ψsinψ cosψ dψ,

o)
∫
x3 ln2 x4 dx, p)

∫
3x2
+ 2x − 3
x3 − x

dx.

3. Integrujte dané funkce:

a)
∫

8 sin4 x dx, b)
∫

2 sin2 t

2
dt,

c)
∫
√
x ln x dx, d)

∫
1

1− cos 2x
dx,

e)
∫

1+ cos 2θ
1− cos 2θ

dθ, f)
∫

1
√
y(1− y)

dy ,

g)
∫

9(2p − 1)√
9p2 − 4

dp, h)
∫

2(3x − 1)
x2 + 9

dx,

i)
∫

1
√
z2 − 8

dz, j)
∫

x
√
x2 − 32

dx,

k)
∫

x
√

8− x2
dx, l)

∫
x tg2 x dx,

m)
∫

2(3w2
− w + 7)(6w − 1) dw, n)

∫
4y − 8

2y2 − 8y + 7
dy,

o)
∫

5e2x
+ 4ex

e2x + ex + 4
dx, p)

∫
ln x
x2

dx.

4. Integrujte dané funkce:

a)
∫
(8 cos 2x − 3 sin 3x) dx, b)

∫
1

sin2 α
dα,

c)
∫

cos3 x − 1
cos2 x

dx, d)
∫

5 sin2 β + 3 cos2 β

2(cosβ sinβ)2
dβ,

e)
∫

3− 2 cotg2 z

cos2 z
dz, f)

∫
tg2 ε dε,

g)
∫

3 sin2 x − 2 cos2 x + 5
4 cos2 x

dx, h)
∫ (

sin
x

2
− cos

x

2

)2
dx,

i)
∫

1
(sin z cos z)2

dz, j)
∫

cos 2t
cos t − sin t

dt,
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k)
∫

4 cos 2α
sin2 2α

dα, l)
∫

1+ cos2 y

1+ cos 2y
dy,

m)
∫

10
tg 5λ

dλ, n)
∫

ex

ex + 1
dx,

o)
∫

arctg 3x dx, p)
∫

1
(x − 1) 3

√
x

dx.

q)
∫ √

x

1+
√
x

dx, r)
∫ 3
√
x

x +
√
x

dx.

5. Dokažte, že následujı́cı́ integrály vedou na vyššı́ transcendentnı́ funkce:

a)
∫

eex dx, b)
∫

ln ln x dx, c)
∫

sin x
x2

dx, d)
∫

cos x
x2

dx,

e)
∫

ex

x2
dx, f)

∫
sin x
√
x

dx, g)
∫

cos x
√
x

dx, h)
∫

ex
√
x

dx,

i)
∫

ln x
ln x + 1

dx, j)
∫

ex ln x dx, k)
∫

sin x
x3

dx, l)
∫

e1/x dx.

Návod: Vhodnou úpravou převed’te daný integrál na integrál, který nenı́ elementárnı́, nebo na
výraz, který je součtem elementárnı́ funkce a integrálu, který nenı́ elementárnı́ — viz kapitola 2.6
a přı́klad 2.60.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) x arcsin x +
√

1− x2, b) − ln |1− sin η|,

c) (2x − 2)
√
−x2 + 2x + 3+ 8 arcsin

x − 1
2

, d) −
1
6

ln |8− 3B2
|,

e) (x + 1)
√

1− x2 − 2x + 2 arcsin
x + 1
√

2
, f) − ln |1+ cos x|,

g) 2 ln(x2
+ 5x + 7)−

22
√

3
arctg

2x + 5
√

3
, h) − ln |4− x|,

i)
1
6

arcsin
3u2

2
, j) ln | sin x|,

k)
1
3

arcsin
√

3 x, l)
1
4

tg 2Y,

m) x arctg
√
x −
√
x + arctg

√
x, n)

√
15

15
arctg

B
√

15
5

,
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o) x ln 5x − x, p) ln
∣∣∣∣ x

x + 1

∣∣∣∣− 1
x2 +

1
x
,

q) 3
(

3
√
x + ln

∣∣ 3
√
x − 1

∣∣) r) −
2
3

√(
1+ x
x

)3

.

2. a)
x

2
cos ln x +

x

2
sin ln x, b) −

x

2
cos ln x +

x

2
sin ln x,

c)
x
√
x2 + 4
2

+ 2 ln
(
x +

√
x2 + 4

)
, d) x

√
9− x2 + 9 arcsin

x

3
,

e) 2x
√
x2 + 9− 18 ln

(
x +

√
x2 + 9

)
, f) 3 ln |3δ + 5|,

g)
W
2
+

5
4

ln |2W− 1|, h) 4α −
sin 2α

2
,

i) 2 tg
u

4
, j)

√
7 arctg

√
7 r
3

,

k) 12 ln
∣∣6x +√

36x2 − 13
∣∣, l)

√
3 ln

∣∣√3t +
√

3t2 − 2
∣∣,

m) ω +
1
2

sin 2ω, n) −
cos4ψ + sin4ψ

4
,

o) x4
(

4 ln2
|x| − 2 ln |x| +

1
2

)
, p) ln

∣∣∣∣x3(x − 1)
x + 1

∣∣∣∣ .
3. a) 3x − 2 sin 2x +

1
4

sin 4x, b) − sin t + t,

c)
2
3

√
x3

(
ln x −

2
3

)
, d) −

1
2

cotg x,

e) − cotg θ − θ, f) arcsin(2y − 1),

g) 2
√

9p2 − 4− 3 ln
∣∣3p +√

9p2 − 4
∣∣, h) 3 ln(x2

+ 9)−
2
3

arctg
x

3
,

i) ln
∣∣z+√

z2 − 8
∣∣, j)

√
x2 − 32,

k) −
√

8− x2, l) x tg x + ln | cos x| −
x2

2
,

m) (3w2
− w + 7)2, n) ln |2y2

− 8y + 7|,

o) ln
√
(e2x + ex + 4)5 +

√
15
5

arctg
2ex + 1
√

15
, p)

−1
x
(ln x + 1).
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4. a) 4 sin 2x + cos 3x, b) − cotgα, c) sin x − tg x,

d)
5
2

tgβ −
3
2

cotgβ, e) 3 tg z+ 2 cotg z, f) tg ε − ε,

g) 2 tg x −
5x
4
, h) x + cos x, i) tg z− cotg z,

j) sin t − cos t, k) −
2

sin 2α
, l)

1
2

tg y +
y

2
,

m) 2 ln | sin 5λ|, n) ln(ex + 1), o) x arctg 3x −
1
6

ln(1+ 9x2),

p)
1
2

ln
∣∣∣∣
(

3
√
x − 1

)3

x − 1

∣∣∣∣+√3 arctg
2 3
√
x + 1
√

3
, q) x − 2

√
x + 2 ln

(√
x + 1

)
,

r) 3 3
√
x + ln

(
6
√
x + 1

)2

3
√
x − 6
√
x + 1

− 2
√

3 arctg
2 6
√
x − 1
√

3
.

5. a) sub. x = ln t, b) p. p. u = ln ln x, c) p. p. u = sin x,

d) p. p. u = cos x, e) p. p. u = ex, f) sub. x = t2,

g) sub. x = t2, h) sub. x = t2, i) sub. x = et−1,

j) sub. x = ln t, k) p. p. u = sin x, l) sub. x = 1/t.

Autotest
-

1. Vypočı́tejte následujı́cı́ neurčité integrály:

a)
∫ (√

x + 3
√
x

)2 dx, b)
∫

3x − 5
x2 + 1

dx, c)
∫ (

x +
1
x

)3

dx.

2. Vypočı́tejte následujı́cı́ neurčité integrály:

a)
∫
√

3x + 1 dx, b)
∫

5ex

ex + 1
dx,

c)
∫

sin2 x cos x dx, d)
∫
x2 5

√
1+ x3 dx,

e)
∫
x ln x

4
dx, f)

∫
e3x sin x dx,

g)
∫

arctg
x

4
dx, h)

∫
x tg2 x dx.

3. Integrujte a upravte:

a)
∫

3x + 1
x2 − 3x + 2

dx, b)
∫

dx
x2(x − 1)

,

c)
∫

(x + 1) dx
(x − 2)(x2 + 3)

, d)
∫

7− 3x
x3 + x2 + 9x + 9

dx.
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4. Integrujte a upravte:

a)
∫

sin x
(1+ cos x)2

dx, b)
∫

2+ sin x
sin x(1+ cos x)

dx,

c)
∫ √

1− x
x

dx, d)
∫ √

x
3
√
x + 1

dx.

Klı́č k autotestu

1. a)
x2

2
+

12x 6√
x5

11
+

3x 3√
x2

5
, b)

3
2

ln (x2
+ 1)− 5 arctg x,

c)
x4
+ 6x2

4
+ 3 ln |x| −

1
2x2 .

2. a)
2
9
(3x + 1)

√
3x + 1 , b) 5 ln (ex + 1),

c)
sin3 x

3
, d)

5
18
(1+ x3)

5
√

1+ x3 ,

e)
x2

16
(2 ln x − 1) , f)

e3x(3 sin x − cos x)
10

,

g) x arctg
x

4
− 2 ln(16+ x2) , h) x tg x + ln | cos x| −

x

2
.

3. a) 7 ln |x − 2| − 4 ln |x − 1| , b)
1
x
+ ln |x − 1| − ln |x| ,

c)
3
7

ln |x − 2| −
3
14

ln(x2
+ 3)+

1

7
√

3
,

d) ln |x + 1| −
1
2

ln(x2
+ 9)+

2
3

arctg
x

3
.

4. a)
1
2
(1+ cos x)2 , b)

1
2

tg2 x

2
+ tg

x

2
+ ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣ ,
c) 2

√
1− x + ln

∣∣1−√1− x
∣∣− ln

∣∣1+√x − 1
∣∣,

d) 6
(1

7
6
√
x7 −

1
5

6
√
x5 +

1
3

6
√
x3 − 6

√
x + arctg 6

√
x
)
.
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Kapitola 3

Určitý integrál

Průvodce studiemS

J

VZ

V předchozı́ kapitole jsme se seznámili s pojmem neurčitého integrálu, který funkci
přiřazoval opět funkci (přesněji celou množinu funkcı́). Určitý integrál, kterým se
budeme zabývat v této kapitole, bude naproti tomu funkci přiřazovat čı́slo. Podle
toho, co bude vyjadřovat daná funkce, bude mı́t výsledné čı́slo různý význam.
Může udávat např.

• obsah rovinného obrazce,

• délku křivky,

• obsah pláště rotačnı́ho tělesa,

• objem rotačnı́ho nebo obecněji libovolného tělesa,

• hmotnost rovinného obrazce,

• statické momenty rovinného obrazce, sloužı́cı́ k výpočtu jeho těžiště,

• moment setrvačnosti rovinného obrazce,

• celkový elektrický náboj rozložený na rovinném obrazci

a hodnoty desı́tek dalšı́ch geometrických a fyzikálnı́ch veličin.

Pro zájemce:

3.1. Od výpočtu obsahů a objemů k integrálnı́mu počtu

Chceme-li naznačit historický vývoj integrálnı́ho počtu, musı́me začı́t od výpočtů obsahů a objemů.
Na následujı́cı́ch stranách se pokusı́me ukázat, kam až sahajı́ kořeny dnes použı́vaných postupů
výpočtů a jak dlouhý byl jejich vývoj.
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Matematika ve starém Egyptě a Řecku

Již stařı́ Egypt’ané byli nuceni vyměřovat pole, tj. počı́tat obsahy. Znali obsah čtverce, obdélnı́ku,
trojúhelnı́ka a tı́m i libovolného mnohoúhelnı́ka. Mnohoúhelnı́k rozdělili na trojúhelnı́ky, spočı́tali
jejich obsahy a ty potom sečetli. Uměli počı́tat i objemy krychle, válce nebo komolého jehlanu se
čtvercovou základnou (pyramidy).

Velkého pokroku v měřenı́ obsahů a objemů bylo dosaženo ve starověkém Řecku v obdobı́ let
350–200 před n. l. Z té doby pocházı́ i známé Eukleidovy Základy, ve kterých jsou shrnuty téměř
všechny v té době známé matematické poznatky.

Řeckými matematiky tohoto obdobı́, kteřı́ se zabývali problematikou obsahů a objemů byli
Hippokrates a Démokritos.

Hippokrates (asi 460–370 před n. l.) vyslovil domněnku, že kužel může být „vyčerpáván“
jehlany s pravidelnou mnohoúhelnı́kovou základnou vepsanou do kruhové základny kužele. Do-
mnı́val se, že objem kužele je jedna třetina válce s toutéž základnou a výškou. K tomuto výsledku
dospěl podobnými úvahami i Démokritos. Avšak ani ten jej neopatřil důkazem. Teprve o padesát
let později byly tyto výsledky dokázány Eudoxem.

Démokritos z Abdér (asi 460–370 před n. l.) je představitelem atomistů. Ve svých geometric-
kých pracı́ch vycházel z toho, že body jsou prostorové atomy majı́cı́ konečný objem. Představoval
si, že v každé úsečce existuje konečný, i když „většı́ než lze smysly poznat“ počet bodů. Této
představy využil k určovánı́ obsahů a objemů velkého počtu útvarů. Tělesa si představoval, jako
by byla „složena z rovnoběžných destiček“ silných jeden atom, a usuzoval z toho, že dvě tělesa
„složená ze stejných destiček“ ve stejných výškách od základny by měla mı́t stejné objemy. Tento
princip rozpracoval Cavalieri v 17. stoletı́.

Řekové se snažili plochu neznámého obrazce vypočı́tat pomocı́ obsahů mnohoúhelnı́kůP1, P2,

až Pn, kterými obrazec „vyčerpávali“. Podstatou jejich přı́stupu bylo to, že obsah tohoto mnoho-
úhelnı́ku snadno vypočı́tali tı́m, že jej rozložili na vzájemně se nepřekrývajı́cı́ trojúhelnı́ky. Obsah
mnohoúhelnı́ku je pak roven součtu obsahů jednotlivých trojúhelnı́ků. Tuto metodu, která byla
později nazvána exhaustivnı́, rozpracoval Eudoxos (asi 408–355 před n. l.).

Exhaustivnı́ (vyčerpávacı́) metoda umožňuje již poměrně přesné výpočty obsahů a objemů a je
považována za geniálnı́ předchůdkyni pozdějšı́ch infinitezimálnı́ch úvah. Zpočátku se exhaustivnı́
metody využı́valo pouze k důkazům vět, ke kterým se došlo jinými metodami.

Exhaustivnı́ metoda je založena na nekonečném dělenı́ veličiny a jejı́m základem je následujı́cı́
tvrzenı́:

(?) Jestliže od dané veličiny odečteme jejı́ část většı́ než jejı́ polovina a od zbytku opět jeho
část většı́ než jeho polovina a budeme tak činit stále, zbude nějaká veličina, jež bude menšı́ než
libovolná kladná veličina.

Ilustrujme tuto metodu na výpočtu obsahu S(A) nějakého útvaru A. Máme-li najı́t obsah
útvaru A, budeme do něj vepisovat jiné útvary P1, P2, . . . , Pn, jejichž obsahy jsou známé. Tyto
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obsahy tvořı́ monotónnı́ posloupnost S(P1) < S(P2) < . . . < S(Pn), pro kterou platı́:

S(A)− S(P1) <
S(A)

2
,

S(A)− S(P2) <
S(A)− S(P1)

2
<
S(A)

4
,

...

S(A)− S(Pn) <
S(A)

2n
.

Při dostatečně velkém n je podle (?) rozdı́l S(A) − S(Pn) menšı́ než libovolná kladná veličina.
Dnes bychom napsali, že S(A) = lim

n→∞
S(Pn). Pro Eudoxa byl však pojem limity neznámý; hledal

tudı́ž takové B, aby rozdı́l B − S(Pn) byl menšı́ než libovolná kladná veličina. K nalezenı́ obsahu
S(A) zbývá dokázat, že S(A) = B. Tady Eudoxos využı́vá důkazu sporem. Necht’S(A) 6= B,
tj. S(A) < B nebo S(A) > B. V obou přı́padech dojdeme ke sporu. V prvnı́m přı́padě položme
B − S(A) = ε. Vı́me však, že k ε lze najı́t takové n, že platı́ B − S(Pn) < ε. Odtud plyne
B − S(Pn) < B − S(A), tedy S(Pn) > S(A), což je spor. Podobně lze postupovat ve druhém
přı́padě.

Archimédes (asi 287–212 před n. l.) byl největšı́m matematikem helénistického obdobı́. Archi-
médovým nejvýznamnějšı́m přı́nosem v matematice jsou věty o obsahu rovinných útvarů a o ob-
jemu těles. Archimédovy práce zabývajı́cı́ se obsahy, objemy a délkami jsou: Měřenı́ kruhu,
Kvadratura paraboly, O kouli a válci, O spirálách, O konoidech a sféroidech a Metoda.

Prvnı́ch pět pracı́ rozvı́jı́ exhaustivnı́ metodu, kterou Archimédes aplikoval na širokou škálu
problémů, které jsou dnes typickými aplikacemi integrálnı́ho počtu. Šestá práce, neznámá do
roku 1906, popisuje heuristickou infinitezimálnı́ metodu — metodu, pomocı́ nı́ž objevoval nové
výsledky dřı́ve, než je opatřil důkazem.

Jedná se o tzv. metodu páky, podle které je konečný systém bodů o hmotnostech m1, . . . , mp
na jedné straně páky ve vzdálenostech d1, . . . , dp od podpěry O vyvážen jiným systémem bodů
o hmotnostech m′1, . . . , m

′

q ve vzdálenostech d ′1, · · · , d
′

q na druhé straně páky. Pak v souladu
s přirozenými zákony mechaniky platı́ rovnost

p∑
i=1

midi =

q∑
j=1

m′jd
′

j .

Na základě tohoto vztahu se na jednu stranu páky umı́stı́ rovinný útvar (resp. těleso), jehož obsah
(resp. objem) určujeme, a na druhou stranu páky rovinný útvar (resp. těleso), jehož obsah (resp.
objem) a těžiště známe.

mp m1 m′1 m′qO

d1 d ′q

Obr. 3.1

Ilustrujme tuto metodu na jednoduchém přı́kladě určenı́ obsahu oblasti ohraničené parabolou
y = x2 a přı́mkami x = 1, y = 0, viz obrázek 3.2 . Označme tuto oblast R. Budeme se snažit určit
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jejı́ obsah na základě znalosti obsahu a těžiště trojúhelnı́ka Tr s vrcholy (0, 0),
(
1, 1

2

)
,
(
1,− 1

2

)
.

Jeho obsah S(Tr) = 1
2 a těžiště má v bodě

( 2
3 , 0

)
.

Nejprve umı́stěme trojúhelnı́k i parabolu na stejnou strany páky se středem O v bodě (0, 0).
Nynı́ využijeme následujı́cı́ho Archimédova principu:

Předpokládejme, že existuje konstanta k tak, že pro každou svislou přı́mku vedenou ve vzdále-
nosti x od středu páky O, vytı́najı́cı́ na ploše R úsek r a na ploše Tr úsek t , platı́

k · r = x · t. (3.1)

Umı́stı́me-li útvar R na druhou stranu páky tak, že těžiště je ve vzdálenosti k od středu O, pak
„vyvážı́“ útvar Tr , který necháme na původnı́m mı́stě, a platı́

k · S(R) = xTr · S(Tr), (3.2)

kde xTr je vzdálenost těžiště útvaru Tr od středu O.
Přitom vztah (3.1) znamená, že úsečka délky r , umı́stěná svým těžištěm do vzdálenosti k od

středu páky, bude v rovnováze s úsečkou délky t umı́stěnou na druhé straně páky ve vzdálenosti x.
Podobnou úvahu lze provést pro všechny řezy trojúhelnı́ka Tr a úsečeR. Dále Archimédes vycházı́
z toho, že trojúhelnı́k je vyplněn všemi takovými řezy t a úseč paraboly všemi takovými řezy r .
Nynı́ tedy vezmeme úseč paraboly a umı́stı́me ji těžištěm do vzdálenosti k od středu páky. Takto
umı́stěná úseč paraboly je nynı́ vyvážena trojúhelnı́kem, který necháme tam, kde je (vzdálenost
těžiště od středu páky označı́me xT Tr ). Tı́m jsme se dostali k vztahu (3.2).

k

O
t

1/2

x 1

r

a)

k

O

1/2

1

b)

Obr. 3.2

Aplikujme nynı́ tento princip na náš konkrétnı́ přı́pad. Protože trojúhelnı́k Tr je rovnoramenný,
řez ve vzdálenosti x od středu O má velikost x (t = x). Velikost řezu v oblasti R je x2 (r = x2).
Dosazenı́m do výše zmı́něného vztahu dostáváme

k · x2
= x · x, odkud vypočteme k = 1.

Pak pomyslně přesuneme oblast R na druhou stranu páky tak, aby vzdálenost těžiště této oblasti
od středu O byla k. Pro obsahy obou oblastı́ pak platı́:

k · S(R) = xTr · S(Tr),

odkud dostáváme obsah oblasti R:

S(R) =
2
3
·

1
2
=

1
3
.
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Tı́mto způsobem Archimédes odvozuje nejenom obsahy plošných útvarů, ale i objemy těles.
Např. objem koule určuje pomocı́ známých objemů válce a kužele. Ukažme si jeho postup.

Umı́stěme nejprve na jednu stranu páky všechny tři tělesa — kouli, kužel i válec s osou
souměrnosti v souřadnicové ose x, podle následujı́cı́ho obrázku.

2r−2r O 2r

2r

x

k

a)

2r−2r O 2r

2r

k

b)

Obr. 3.3

Ve vzdálenosti x od středu páky ved’me řez těmito tělesy. Řezem koule A, kužele B i válce C
bude kruh. Obsah řezu označme pı́smenem „S“. Podle Archimédova principu existuje k tak, že
platı́:

k · (S(A)+ S(B)) = x · S(C),

k ·
(
π(r2
− (r − x)2)+ πx2)

= x · π(2r)2,

kπ(r2
− r2
+ 2rx − x2

+ x2) = 4πxr2,

k = 2r.

Dále přesuňme kouli a kužel na druhou stranu páky do vzdálenosti k = 2r . Tato dvě tělesa nynı́
„vyvážı́“ válec, který necháme tam, kde je. Těžiště válce je ve vzdálenosti r od středu páky. Objem
tělesa označme V . Tedy

k · (V (A)+ V (B)) = xT · V (C),

2r · (V (A)+ V (B)) = r · V (C),

V (A) =
1
2
V (C)− V (B),

V (A) =
1
2
π(2r)22r −

1
3
π(2r)22r,

V (A) =
4
3
πr3.

Uvedli jsme si dvě ukázky toho, jak Archimédes objevoval své výsledky mechanickou me-
todou páky. Využı́val přitom myšlenku rozřezánı́ plochy na dále „nedělitelné úsečky“, přı́padně
rozřezánı́ tělesa na dále „nedělitelné vrstvičky“. Tato metoda mu však byla pouze prostředkem,
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který mu pomáhal objevovat nová tvrzenı́. Nepokládal ji za důkaz. Důkazy takto objevených
výsledků prováděl exhaustivnı́ metodou, kterou za tı́mto účelem obohatil a vylepšil. Zavedl totiž
kromě vepsaných mnohoúhelnı́ků i mnohoúhelnı́ky opsané a zkoumal jejich obsahy, které omezujı́
hledaný obsah plochy. Jinými slovy, zabýval se zkoumánı́m dolnı́ho a hornı́ho součtu omezujı́-
cı́ho danou veličinu. Při výpočtech objemů použı́val stejným způsobem vepsaných a opsaných
mnohostěnů.

Archimédovy práce znamenaly obrovský krok ve výpočtech obsahů a objemů. Při výpočtech
však vždy vycházı́ z geometrických vlastnostı́ dané plochy nebo tělesa. To je charakteristické pro
celou dalšı́ etapu vývoje výpočtu obsahu plochy. Při určovánı́ obsahů a objemů různých ploch
a těles se vždy využı́valy nějaké charakteristické vlastnosti studovaného útvaru. Nejednalo se tedy
o jednotný postup, který by se dal použı́t k určenı́ obsahu, přı́p. objemu, libovolného útvaru.

Matematika v obdobı́ renesance
Po plodném obdobı́ řecké vědy ve 2. stol. př. n. l. následovalo mnoho stoletı́ stagnace vědy, kdy se
obzvláště v Evropě na poli matematiky nedělo nic. Teprve ve 12. a 13. stoletı́ se začı́najı́ překládat
stará řecká dı́la Eukleida, Archiméda, Apollónia atd. Začaly vznikat prvnı́ univerzity. Ale teprve
v 16. stoletı́ se novodobá matematika dostává nad rámec řecké matematiky.

V druhé polovině 15. stoletı́ začı́ná obdobı́ renesance. Hlavnı́mi středisky kultury a vědy jsou
italská města. V této době docházı́ hlavně k rozvoji trigonometrie a algebry. Rozšı́řenı́ matematiky
velmi ovlivnil vynález knihtisku, také bouřlivý rozvoj architektury a rozkvět výtvarného uměnı́
pomohl rozvoji a šı́řenı́ matematiky. Jednı́m z malı́řů, jenž byl zároveň matematikem, byl Leonardo
da Vinci (1452–1519). Zachovaly se nám jeho poznámkové sešity, které obsahujı́ matematické
a filozofické úvahy. Je napřı́klad pozoruhodné, že při zkoumánı́ těžišt’ obrazců a těles a také při
určovánı́ obsahu elipsy Leonardo použı́val Archimédovu metodu, kterou matematikové při řešenı́
podobných úloh začali užı́vat až v 17. stoletı́.

16. a 17. stoletı́ bylo renesancı́ kultury a vědy, a tedy i matematiky. Popsat toto obdobı́ by
bylo tématem na samostatnou kapitolu. Připomeňme jen jména některých matematiků, kteřı́ se
zabývali určovánı́m obsahů a objemů a tı́m významně přispěli k dalšı́mu vývoji diferenciálnı́ho
a integrálnı́ho počtu. Byli to Johann Kepler, Galileo Galilei, Bonaventura Cavalieri, John Wallis,
Pierre de Fermat, Blaise Pascal, Georg Riemann, Isaac Newton, Gottfried Leibniz, Augustin-Louis
Cauchy, aj.

Johann Kepler (1571–1630) ve svém dı́le Nová stereometrie vinných sudů (1615) počı́tal
objemy těles, které vznikly rotacı́ částı́ kuželoseček kolem osy ležı́cı́ v jejich rovině. Při svých
výpočtech postupoval metodou rozdělenı́ tělesa na nekonečně mnoho nekonečně malých „kusů“,
jejichž objem lze jednoduše určit. Použil tedy úvahu, které se řı́ká infinitezimálnı́. Např. při určovánı́
objemu koule při známém povrchu rozdělil kouli na nekonečně mnoho jehlanů s vrcholy ve středu
koule a základnou na povrchu koule a výškou rovnou poloměru koule. Sečetl objemy těchto jehlanů
a dostal V = 1

3Sr , kde S = 4πr2 je povrch koule. Odtud zı́skal objem koule V = 4
3πr

3.
Ještě známějšı́ je jeho určovánı́ obsahu kruhu. Každou z (nekonečně malých) částı́ ohraničujı́cı́

kružnice považuje za základnu rovnoramenného trojúhelnı́ka s vrcholem ve středu kruhu. Obsah
kruhu je pak roven součtu obsahů všech takových trojúhelnı́ků. Představme si (viz obr. 3.4 a)),
že kružnice se středem S je rozvinuta do úsečky AC (jejı́ délka je rovna obvodu o kruhu) tak, že
poloměr SA je k nı́ kolmý. Nekonečně malémuXY na kružnici odpovı́dá dı́lekX′Y ′ na úsečceAC.
Trojúhelnı́ky XYS, X′Y ′S ′ majı́ výšku i základnu stejné délky, a tedy majı́ stejný obsah (Kepler
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zde považuje délku oblouku XY a délku jemu odpovı́dajı́cı́ úsečky X′Y ′ za stejné).

A X′Y ′ C

S
S′

XY

a)

A X′Y ′ C

S

b)

Obr. 3.4: Keplerův výpočet obsahu kruhu

Tyto trojúhelnı́ky lze zaměnit jinými (viz obr. 3.4 b)), se stejnými základnami a výškou, přičemž
„hornı́“ vrcholy všech trojúhelnı́ků se posunou do středu kružnice S. Takto vzniklé trojúhelnı́ky
majı́ stejné obsahy jako původnı́ trojúhelnı́ky a dohromady vyplňujı́ trojúhelnı́k ACS.

Obsah kruhu je tedy roven obsahu pravoúhlého trojúhelnı́ka s odvěsnami AC a AS, kde
velikost strany AC je rovna velikosti obvodu o kruhu. Odtud plyne

S =
1
2
ro =

1
2
r · 2πr = πr2.

Kepler podobných úvah použil k výpočtům objemů velkého množstvı́ těles použı́vaných
v praxi. Z hlediska důkazových metod se Kepler rozešel s archimédovským požadavkem přesnosti.
Prohlásil, že Archimédovy důkazy jsou absolutně přesné, že je však přenechává lidem, kteřı́ si
chtějı́ dopřát přesné důkazy. Za nepřesnosti tohoto typu bylo Keplerovo dı́lo ve své době velmi
kritizováno. Dnes vidı́me, že však znamenalo velký krok ke vzniku modernı́ch integračnı́ch metod.
Kepler pro řešenı́ praktické úlohy vedl správné úvahy nového typu, chyběla mu však jejich
odpovı́dajı́cı́ matematická formalizace, a proto i rigoróznı́ důkazy.

Bonaventura Cavalieri (1598–1647) ve svém dı́le Geometria indivisibilibus continuorum
(1635) vyložil jednoduchou formou metodu výpočtu objemu tělesa. Své výsledky shrnul ve for-
mulaci, které dnes řı́káme „Cavalieriho princip“: „Když dvě tělesa majı́ stejnou výšku a když řezy
rovinami, které jsou rovnoběžné s jejich podstavami a majı́ od nich stejnou vzdálenost, jsou takové,
že poměr jejich obsahů je vždy stejný, potom objemy těles majı́ týž poměr.“

Když budeme pomocı́ Cavalieriho principu určovat objem kužele s poloměrem podstavy r
a s výškou h, můžeme jej porovnat s jehlanem o výšce h se čtvercovou podstavou, jejı́ž strana má
délku 1 (viz obr. 3.5.). Roviny, které jsou rovnoběžné s podstavami obou těles a jsou vedeny ve
stejné vzdálenosti od podstav, protı́najı́ tato tělesa v kruhu, resp. ve čtverci, jejichž obsahy jsou
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v konstantnı́m poměru πr2: 1. Podle Cavalieriho principu tedy platı́ Vk
Vj
= πr2, tedy Vk = πr2Vj ,

kde Vk je objem kužele a Vj objem jehlanu, pro nějž platı́ Vj = 1
3h. Odtud plyne, že objem kužele

je roven Vk = 1
3πr

2h.
Cavalieriho metoda se lišı́ od Keplerových postupů ve dvou aspektech. Za prvé, Kepler roz-

kládal těleso dané dimenze na nekonečně mnoho částı́ téže dimenze, kdežto Cavalieriho vrstvičky
majı́ nižšı́ dimenzi, než vyšetřovaný útvar. Za druhé, Kepler rozkládal dané těleso na infinitezi-
málnı́ části a sečtenı́m jejich obsahů (resp. objemů) obdržel obsah (resp. objem) daného tělesa.
Cavalieri potřeboval k výpočtu dvě tělesa a použil metodu porovnávánı́ nekonečně malých částı́
těles, jakýchsi nedělitelných vrstviček.

1
r

h

Obr. 3.5: Cavalieriho princip

Praktický efekt Cavalieriho principu při výpočtu obsahů (resp. objemů) spočı́vá v tom, že
odvozuje správné formule, aniž je nucen použı́t postupu, který dnes nazýváme výpočtem limity.
I přes některé nedostatky měla Cavalieriho metoda velký vliv na jeho současnı́ky i matematiky
pozdějšı́ho obdobı́.

Kromě této metody pro výpočet objemů dvou těles porovnávánı́m jejich řezů Cavalieri objevil
i metodu pro výpočet obsahů a objemů jednoduchých útvarů pomocı́ tzv. přı́čných řezů. Ilustrujme
tuto metodu na přı́kladu výpočtu objemu tělesa vzniklého rotacı́ paraboly y = x2 kolem osy x na
intervalu 〈A,B〉.

Řezy ve vzdálenosti x od bodu A majı́ plochu πx4. Objem tohoto rotačnı́ho tělesa je pak

V = π

B∑
A

x4.

Problémem nynı́ zůstává výpočet těchto sum. Cavalieri odvodil součty
B∑
A

xn pro n = 1, 2, . . . , 9.

Jestliže označı́me B − A = a, pak došel ke vztahu

B∑
A

xn =
1

n+ 1
an+1 pro n = 1, 2, . . . , 9 .

Z těchto výsledků Cavalieri usoudil, že lze předpokládat platnost vztahu pro libovolné n ∈ N,
a tak mohl např. okamžitě napsat vztah pro výpočet obsahu plochy pod křivkou y = xn na
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intervalu 〈0, 1〉

s =

1∑
0

xn =
1

n+ 1

nebo vztah pro objem tělesa vzniklého rotacı́ této plochy kolem osy x

V = π

1∑
0

x2n
=

π

2n+ 1
.

Jak uvidı́me, Cavalieriho výsledek je ekvivalentnı́ hodnotě určitého integrálu∫ a

0
xn dx =

an+1

n+ 1
,

což znamenalo obrovský krok v rozvoji algoritmických procedur pro výpočty obsahů a objemů.

K historickým poznámkám se ještě vrátı́me na konci této kapitoly. Znalosti pojmů, se kterými
se seznámı́me v této kapitole, nám umožnı́ tyto poznámky lépe chápat.

3.2. Konstrukce určitého integrálu

Průvodce studiemS

J

VZ

Než popı́šeme formálně obecnou konstrukci určitého integrálu, vysvětlı́me si na
dvou přı́kladech myšlenku, která k této na prvnı́ pohled poněkud komplikované
konstrukci vede. Jeden přı́klad bude z geometrie, druhý z fyziky. Podobných
motivačnı́ch úloh, pocházejı́cı́ch z geometrie, fyziky a dalšı́ch technických oborů,
bychom mohli uvést mnoho.

Geometrická motivace

Představme si, že máme nezápornou ohraničenou funkci f (x), definovanou na intervalu
〈a, b〉, která je pro jednoduchost spojitá. Graf této funkce společně se dvěma svislými
přı́mkami x = a a x = b a osou x ohraničuje jistý rovinný obrazec P — viz obr. 3.6 a).
Našı́m úkolem je určit jeho obsah.

Pomineme skutečnost, že veličina obsah rovinné množiny nebyla předem nějak mate-
maticky přesně definovaná. Ze střednı́ školy známe obsah trojúhelnı́ka, obdélnı́ku, kruhu
a některých dalšı́ch jednoduchých obrazců. Pro složitějšı́ množinu je aspoň intuitivně
zřejmé, co by toto čı́slo mělo vyjadřovat. (Obecně se touto problematikou zabývá tzv.
teorie mı́ry — viz např. [9].) Označı́me-li obsah nějaké množiny A ⊂ R2 symbolem
m2(A) (m od slova mı́ra, dvojka v indexu, protože jednotkami jsou délkové jednotky na
druhou, např. cm2), rozhodně by obsah měl mı́t následujı́cı́ vlastnosti:

• Je to nezáporné čı́slo, tj. m2(A) = 0.
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x

a b

x = a x = b

y = f (x)

P

a)

x

a = x0 x3 = bx1 x2ξ1 ξ2 ξ3

x = a x = b

y = f (x)

P1 P2 P3

b)

Obr. 3.6: Výpočet obsahu rovinné množiny

• Rozdělı́me-li množinu A na dvě disjunktnı́ části B a C, tj. A = B ∪ C, B ∩ C = ∅,
je obsah A roven součtu obsahů B a C, tj. m2(A) = m2(B)+m2(C).

• Obsah obdélnı́ku O o velikostech stran a a b je roven čı́slu ab, tj. m2(O) = ab.

Navrhneme způsob, jak by se dalo při určenı́ obsahu množiny P postupovat — viz
obr. 3.6 b).
1. Rozdělı́me množinu P rovnoběžkami s osou y na „pásky“ (na obrázku 3.6 b) jsou tři,

označené P1, P2 a P3). Bude platit

m2(P ) = m2(P1)+m2(P2)+m2(P3).

2. Spočı́táme obsahy jednotlivých „pásků“. To však bohužel obecně neumı́me, nebot’ze
třı́ stran jsou ohraničené sice úsečkami, ale ze čtvrté grafem funkce f (x). Uděláme to
tedy přibližně. Uvnitř základny každého „pásku“ zvolı́me bod (na našem obrázku jsou
označené postupně ξ1, ξ2 a ξ3), vypočteme v něm funkčnı́ hodnotu a v této výšce ho
zarovnáme rovnoběžkou s osou x na obdélnı́k. Tı́m se samozřejmě dopustı́me určité
chyby — někde obdélnı́k „pásek“ přesahuje, někde ho zase nepokrývá. Při označenı́
z obr. 3.6 b) dostaneme přibližnou hodnotu obsahu množiny P :

m2(P )
.
= (x1 − x0)f (ξ1)+ (x2 − x1)f (ξ2)+ (x3 − x2)f (ξ3). (3.3)

(Uvědomte si, že x1−x0 je délka základny prvnı́ho obdélnı́ku, f (ξ1) je jeho výška atd.)
3. U „rozumných“ funkcı́ lze předpokládat, že čı́m vı́ce „pásků“ uděláme a čı́m budou

užšı́, tı́m menšı́ bude chyba, které se dopustı́me nahrazenı́m obdélnı́ků za „pásky“.
Provedeme-li tedy jakýsi limitnı́ přechod, tj. budeme-li neomezeně zvětšovat počet
„pásků“ a současně je zužovat, měla by se přibližná hodnota (daná součtem ploch
obdélnı́ků) čı́m dál vı́c přibližovat k přesné hodnotě obsahu m2(P ). Zdá se tedy, že při
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řešenı́ této úlohy bude užitečné vyšetřovat součty majı́cı́ tvar pravé strany (3.3), kde
ovšem počet sčı́tanců bude neomezeně narůstat.

Fyzikálnı́ motivace

Uvažujme nehomogennı́ tyč T zanedbatelné tloušt’ky a šı́řky, která ležı́ na ose x tak, že
pokrývá interval 〈a, b〉. Necht’ρ(x) je jejı́ délková hustota v bodě x. Našı́m úkolem je
určit hmotnost tyče M(T ). Situace je znázorněna na obr. 3.7.

Hmotnost má následujı́cı́ vlastnosti (všimněte si analogie s obsahem rovinné množiny):

• Je nezáporná, tj. M(T ) = 0.

• Rozdělı́me-li tyč na dvě disjunktnı́ části T1 a T2, tj. T1 ∪ T2 = T , T1 ∩ T2 = ∅, je
hmotnost celé tyče rovna součtu hmotnostı́ jednotlivých částı́, tj. M(T ) = M(T1)+

+M(T2).

• Je-li tyč homogennı́, tj. hustota je konstantnı́, rovná se hmotnost tyče součinu jejı́
délky a hustoty, tj. M(T ) = (b − a)ρ.

Opět navrhneme postup, jak určit hmotnost tyče T — viz obr. 3.7.
1. Rozdělı́me tyč na několik disjunktnı́ch menšı́ch dı́lků (na ilustračnı́m obrázku jsou tři,

označené T1, T2 a T3). Bude platit

M(T ) = M(T1)+M(T2)+M(T3).

2. Určı́me hmotnosti jednotlivých dı́lků. To neumı́me udělat přesně, protože hustota nenı́
konstantnı́. Uděláme to tedy přibližně. Uvnitř každého dı́lku zvolı́me bod (na našem
obrázku jsou označeny ξ1, ξ2 a ξ3) a budeme předpokládat, že hustota je na celém dı́lku
konstantnı́ a rovna hustotě ve zvoleném pomocném bodě. Tak dostaneme přibližnou
hodnotu hmotnosti tyče T :

M(T )
.
= (x1 − x0)ρ(ξ1)+ (x2 − x1)ρ(ξ2)+ (x3 − x2)ρ(ξ3). (3.4)

(Uvědomte si, že x1 − x0 je délka prvnı́ho „homogenizovaného“ dı́lku, ρ(ξ1) jeho
konstantnı́ hustota atd.)

x

x1 x2ξ1 ξ2 ξ3x0a = x0 x3 = bx3

y = ρ(x)

T1 T2 T3

Obr. 3.7: Určenı́ hmotnosti tyče
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3. Lze předpokládat, že čı́m většı́ bude počet dı́lků a čı́m budou kratšı́, tı́m oprávně-
nějšı́ bude náš předpoklad, že hustota na takovém malém dı́lku je „téměř“ konstantnı́.
Uděláme-li tudı́ž jakýsi limitnı́ přechod, při němž budeme neomezeně zvyšovat počet
dı́lků, na něž rozdělı́me tyč, a budou-li tyto dı́lky čı́m dál kratšı́, lze očekávat, že se
přibližná hodnota bude přibližovat přesné hodnotě hmotnosti tyče.
Podobně bychom mohli určit např. celkový elektrický náboj rozložený na tyči, pokud

bychom znali jeho hustotu ρ(x) v bodě x. V tomto přı́padě by ovšem tato funkce mohla
být i záporná.

Všimněte si, že až na označenı́ funkcı́ (f resp. ρ) jsou součty z pravých stran (3.3)
a (3.4) naprosto stejné. Obě dvě úlohy, v nichž šlo o určenı́ zcela odlišných veličin, vedly
tedy na vyšetřovánı́ naprosto stejných součtů. Podobných přı́kladů bychom mohli uvést
mnoho. Všem by bylo společné, že určované veličiny by měly obdobné vlastnosti jako výše
uvedené vlastnosti obsahu resp. hmotnosti. Klı́čová je zejména druhá vlastnost (celková
veličina je rovna součtu veličin odpovı́dajı́cı́ch disjunktnı́m částem). Tı́m je motivována
následujı́cı́ obecná konstrukce a z nı́ vyplývajı́cı́ definice.

x

y

x = a x = b

O

y = m

y = M

y = f (x)

Obr. 3.8

Nejprve zavedeme několik potřebných pojmů
a označenı́, abychom mohli definovat určitý integrál.

Uvažujme funkci f (x), která je definovaná na
ohraničeném uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a která je
na tomto intervalu ohraničená. Musejı́ tedy existovat
konstanty m a M takové, že pro všechna x ∈ 〈a, b〉
platı́ m 5 f (x) 5 M . Graf funkce je tedy uzavřen
v obdélnı́ku, jehož strany jsou určeny přı́mkami x = a,
x = b, y = m a y = M — viz obr. 3.8. (Studenti často
zapomı́najı́ na předpoklad ohraničenosti, který je pro
konstrukci podstatný.)

1. Posloupnost x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn, n ∈ N, kde x0 = a a xn = b, nazveme
dělenı́m intervalu 〈a, b〉. Dělenı́ budeme značit pı́smenem D. Interval 〈a, b〉 tedy bude
rozdělen na n intervalů 〈x0, x1〉, 〈x1, x2〉,. . . , 〈xn−1, xn〉, kterým řı́káme intervaly dě-
lenı́ D.

2. Normou dělenı́ D nazveme čı́slo

max{x1 − x0, x2 − x1, . . . , xn − xn−1},

které budeme značit ν(D). Toto čı́slo nám řı́ká, jaká je délka největšı́ho intervalu
dělenı́. (Samozřejmě intervalů s touto maximálnı́ délkou může být vı́c; zejména všechny
intervaly mohou být např. stejně dlouhé — tzv. ekvidistantnı́ dělenı́.) Norma tudı́ž
charakterizuje, jak jemné je dělenı́ D.

3. V každém intervalu dělenı́ D vybereme jeden bod. Označı́me-li bod vybraný v i-tém
intervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , n, n ∈ N, pı́smenem ξi , bude platit

x0 5 ξ1 5 x1 5 ξ2 5 x2 5 · · · 5 xn−1 5 ξn 5 xn.

Množinu Ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} těchto bodů nazveme výběrem reprezentantů dělenı́ D.
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x

a = x0 xn = bx1 x2 xn−1ξ1 ξ2 ξn

xi−1 xiξi. . . . . .

y = f (x)

Obr. 3.9: Znázorněnı́ integrálnı́ho součtu

4. Je-li D dělenı́ intervalu 〈a, b〉 a Ξ výběr reprezentantů tohoto dělenı́, definujeme inte-
grálnı́ součet S (f,D,Ξ) odpovı́dajı́cı́ funkci f , dělenı́ D a výběru reprezentantů Ξ
vztahem

S (f,D,Ξ) =

n∑
i=1

f (ξi)(xi − xi−1),

resp. rozepı́šeme-li sumu,

S (f,D,Ξ) = f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · · + f (ξn)(xn − xn−1).

Geometrický význam integrálnı́ho součtu je znázorněn na obr. 3.9. Vlastně jde o součet
ploch obdélnı́ků s délkami základen xi − xi−1 a výškami f (ξi), kde i = 1, . . . , n,
n ∈ N. Pochopitelně pokud je f (ξi) < 0, je přı́spěvek daného obdélnı́ku záporný.
Integrálnı́ součet kromě funkce f závisı́ rovněž na konkrétnı́m dělenı́ a jeho výběru
reprezentantů.
Nynı́ již můžeme vyslovit definici určitého integrálu.

Definice 3.1. Necht’f (x) je funkce, která je definovaná a ohraničená na ohraničeném
a uzavřeném intervalu 〈a, b〉, a < b.
Řekneme, že funkce f (x) je integrovatelná neboli že má určitý integrál na intervalu
〈a, b〉, jestliže existuje čı́slo I ∈ R s následujı́cı́ vlastnostı́:

K libovolnému čı́slu ε > 0 lze nalézt čı́slo δ > 0 tak, že pro libovolné dělenı́D
intervalu 〈a, b〉 takové, že ν(D) < δ, a pro libovolný výběr reprezentantů Ξ
tohoto dělenı́ platı́

∣∣S (f,D,Ξ)− I
∣∣ < ε.

Čı́slo I pak nazýváme hodnotou určitého integrálu a pı́šeme∫ b

a

f (x) dx = I. (3.5)

Čı́slo a nazýváme dolnı́ mez, čı́slo b hornı́ mez, interval 〈a, b〉 integračnı́ obor a funkci f
integrand. Hornı́ a dolnı́ mez nazýváme společně integračnı́ meze.
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Názorný význam předchozı́ definice je následujı́cı́: Vytvářı́me-li integrálnı́ součty pro
čı́m dál jemnějšı́ dělenı́ intervalu 〈a, b〉, pak se (při libovolných výběrech reprezentantů)
hodnoty S (f,D,Ξ) „ustalujı́“ kolem čı́sla I . Pokud tomu tak nenı́ (integrálnı́ součty
„oscilujı́“ i pro velmi jemná dělenı́), funkce na intervalu 〈a, b〉 určitý integrál nemá. Že
tato situace může nastat, ukážeme nı́že v přı́kladu 3.4.

Poznámka 3.2.
1) Snadno se ukáže, že pokud čı́slo I s vlastnostı́ uvedenou v předchozı́ definici existuje,

je jediné. Určitý integrál
∫ b
a
f (x) dx je tudı́ž definován jednoznačně.

2) Integrál z definice 3.1 se nazývá Riemannův1. Ukazuje se, že tento integrál nemá
zcela ideálnı́ vlastnosti a pro některé teoretičtějšı́ úvahy jsou vhodné jiné, obecnějšı́,
ale složitějšı́ konstrukce. Takových konstrukcı́ existuje celá řada. Největšı́ význam
a rozšı́řenı́ má asi Lebesgueův2 integrál — viz [9]. Nejobecnějšı́ v tomto směru je asi
Henstockův-Kurzweilův integrál — viz [13, 14, 24]. Pro běžné potřeby inženýrů je však
Riemannův integrál zcela dostačujı́cı́.

3) Často se Riemannův integrál zavádı́ jiným způsobem. Mı́sto integrálnı́ch součtů se
použı́vajı́ hornı́ a dolnı́ součty — viz např. [8, 17, 18]. Lze ukázat, že obě definice jsou
ekvivalentnı́ (viz např. [6], [17, str. 45]).

4) Diferenciál dx v označenı́ určitého integrálu ve vztahu (3.5) nám řı́ká, jak je označena
nezávisle proměnná. Z konstrukce určitého integrálu je zřejmé, že označenı́ nezávisle
proměnné pı́smenem x nenı́ podstatné. Tedy

∫ b
a
f (x) dx =

∫ b
a
f (y) dy =

∫ b
a
f (t) dt .

5) Označenı́ určitého a neurčitého integrálu je velmi podobné. U určitého integrálu jsou
pouze navı́c integračnı́ meze. Tato podobnost má bohužel za následek, že u studentů
často vzniká dojem, že oba tyto pojmy jsou v podstatě stejné. To je však hrubé
zkreslenı́. Je třeba si uvědomit, že neurčitý a určitý integrál se zásadně lišı́. Stačı́
porovnat jejich definice 2.1 a 3.1. Oba integrály se sice dělajı́ z funkce, avšak výsledek
je naprosto odlišný:

• U neurčitého integrálu je to funkce (přesněji celá množina funkcı́).

• U určitého integrálu je to čı́slo.

Nı́že uvidı́me, že mezi těmito zcela odlišně definovanými pojmy je velice důležitý
vztah (věta 3.14). Nic to však neměnı́ na skutečnosti, že jde o dva různé pojmy.

6) Již dřı́ve jsme se zmı́nili, že symbol
∫

vznikl protaženı́m pı́smene S, značı́cı́ho sumu.
Nynı́ už je jasné, o jakou sumu (integrálnı́ součet) vlastně jde.

+

Přı́klad 3.3. Necht’ f (x) je konstantnı́ na intervalu 〈a, b〉, tj. f (x) = c pro každé
x ∈ 〈a, b〉. Vypočtěte

∫ b
a
c dx.

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866) (čti rı́man) — vynikajı́cı́ německý matematik.
Zabýval se teoriı́ funkcı́, geometriı́, matematickou a teoretickou fyzikou a diferenciálnı́mi rovnicemi. Jeden
z největšı́ch matematiků všech dob. Jeho tzv. Riemannova hypotéza o rozloženı́ nul ζ -funkce je dodnes
nevyřešena a je považována za jeden z nejtěžšı́ch matematických problémů.

2Henri Leon Lebesgue (1875–1941) (čti lebeg) — významný francouzský matematik. Zabýval se teoriı́
funkcı́ a integrálu. Jı́m zavedená mı́ra a integrál významně ovlivnily modernı́ matematiku.
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Řešenı́. Zvolme libovolné dělenı́ D : a = x0 < x1 < · · · < xn = b a libovolný výběr
reprezentantů Ξ tohoto dělenı́. Pak platı́

S = f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · · + f (ξn)(xn − xn−1) =

= c(x1 − x0)+ c(x2 − x1)+ · · · + c(xn − xn−1) = c(xn − x0) = c(b − a).

Všechny integrálnı́ součty této funkce jsou tedy stejné a majı́ hodnotu c(b − a). Z toho
očividně vyplývá, že funkce je integrovatelná a že platı́

∫ b
a
c dx = c(b − a).

Všimněte si, že pokud je c > 0, jde o obsah obdélnı́ku o výšce c, sestrojeného nad
intervalem 〈a, b〉. N

Ověřovat existenci a počı́tat určitý integrál přı́mo z definice tak, jak tomu bylo v před-
chozı́m přı́kladu, je obecně velmi obtı́žné. V dalšı́m textu si uvedeme podstatně účinnějšı́
a jednoduššı́ nástroje.

V následujı́cı́ch odstavcı́ch si všimneme v souvislosti s pojmem Riemannova určitého
integrálu třı́ okruhů otázek:

• Existence určitého integrálu.

• Vlastnosti určitého integrálu.

• Praktický výpočet určitého integrálu.

3.3. Existence určitého integrálu
Začneme přı́kladem, který nám ukáže, že ne každá funkce, která je ohraničená na ohrani-
čeném uzavřeném intervalu, musı́ mı́t Riemannův integrál.

+

Přı́klad 3.4. Ukažte, že Dirichletova1 funkce

χ(x) =

{
1 pro racionálnı́ x ∈ 〈0, 1〉,
0 pro iracionálnı́ x ∈ 〈0, 1〉

nenı́ na intervalu 〈0, 1〉 riemannovsky integrovatelná, tj. že
∫ 1

0 χ(x) dx neexistuje.

Pro zájemce:
Řešenı́. Protože mezi libovolnými dvěma různými reálnými čı́sly ležı́ jak nekonečně mnoho
racionálnı́ch čı́sel, tak nekonečně mnoho iracionálnı́ch čı́sel, je graf Dirichletovy funkce naprosto
„roztrhán“ a nemůžeme ho namalovat.

Ukážeme, že existuje libovolně jemné dělenı́ (tj. s libovolně malou normou) a k němu vhodný
výběr reprezentantů takové, že přı́slušný integrálnı́ součet je roven předem danému čı́slu r , 0 5
5 r 5 1. To ovšem znamená, že při zjemňovánı́ dělenı́ se integrálnı́ součty nepřibližujı́ žádné
pevné hodnotě I , ale naopak „oscilujı́“ mezi hodnotami 0 a 1, tudı́ž integrál

∫ 1
0 χ(x) dx neexistuje.

1Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859) (čti diriklé) — významný německý matematik.
Zabýval se teoriı́ čı́sel, matematickou analýzou a rovnicemi matematické fyziky.
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Volme nejprve r = 0. Zvolı́me libovolné dělenı́ D : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 a vybereme
za všechny reprezentanty iracionálnı́ čı́sla, tj. χ(ξi) = 0 pro i = 1, . . . , n. Pak

S (χ,D,Ξ) = f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · · + f (ξn)(xn − xn−1) =

= 0 · (x1 − x0)+ 0 · (x2 − x1)+ · · · + 0 · (xn − xn−1) = 0.

Necht’nynı́ r = 1. Zvolı́me opět libovolné dělenı́D : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 a vybereme
za všechny reprezentanty racionálnı́ čı́sla, tj. χ(ξi) = 1 pro i = 1, . . . , n. Pak

S (χ,D,Ξ) = f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · · + f (ξn)(xn − xn−1) =

= 1 · (x1 − x0)+ 1 · (x2 − x1)+ · · · + 1 · (xn − xn−1) = xn − x0 = 1.

Necht’ konečně 0 < r < 1 je libovolné čı́slo. Nejprve rozdělı́me libovolnými dělı́cı́mi
body interval 〈0, r〉, tj. x0 < x1 < · · · < xk = r . Pak libovolně rozdělı́me interval 〈r, 1〉, tj.
r = xk < xk+1 < · · · < xn = 1. V prvnı́ch k intervalech dělenı́ vybereme racionálnı́ reprezentanty,
ve zbývajı́cı́ch iracionálnı́. Vyjde

S (χ,D,Ξ) = f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · · + f (ξk)(xk − xk−1)+

+ f (ξk+1)(xk+1 − xk)+ · · · + f (ξn)(xn − xn−1) =

= 1 · (x1 − x0)+ 1 · (x2 − x1)+ · · · + 1 · (xk − xk−1)+

+ 0 · (xk+1 − xk)+ · · · + 0 · (xn − xn−1) = xk − x0 = r.

Zřejmě dělenı́ mohla být ve všech přı́padech libovolně jemná, což dokazuje, že zmı́něný
integrál neexistuje. N

Potřebovali bychom tedy nějaké jednoduché, snadno ověřitelné podmı́nky, které nám
zaručı́, že Riemannův integrál existuje pro dostatečně širokou množinu funkcı́, se kterými
se v aplikacı́ch běžně setkáváme. Ty jsou obsahem následujı́cı́ věty.

Věta 3.5. Necht’ funkce f (x) je definovaná na ohraničeném uzavřeném intervalu 〈a, b〉.
Necht’ je splněna na tomto intervalu kterákoliv z následujı́cı́ch podmı́nek:

(1) f (x) je monotónnı́.
(2) f (x) je spojitá.
(3) f (x) je ohraničená a má nejvýše konečný počet bodů nespojitosti.

Pak existuje určitý integrál
∫ b
a
f (x) dx.

Z podmı́nky (2) předchozı́ věty tedy vyplývá, že existujı́ např. určité integrály∫ π

0 sin x dx,
∫ 2

1
1
x

dx,
∫ 1
−1 ex

2
dx,

∫ e
1 ln x dx a pod. U druhého a čtvrtého přı́kladu to plyne

i z podmı́nky (1), protože jejich integrandy jsou monotónnı́.
Z podmı́nky (3) předchozı́ věty dostaneme, že existujı́ také integrály

∫ π

0 f (x) dx
a

∫ 4,5
0 g(x) dx, kde

f (x) =

{
sin x
x

pro x 6= 0,
0 pro x = 0,

g(x) =

{
sin 12

x
pro x 6= 0,

0 pro x = 0.
(3.6)
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Obě funkce jsou ohraničené a majı́ jediný bod nespojitosti v nule — viz obr. 3.10.
Pro f (x) totiž vyjde l’Hospitalovým pravidlem lim

x→0+
sin x
x
=

(0
0

) LH
= lim

x→0+
cos x

1 =

=
1
1 = 1 6= 0 = f (0). Tedy je nespojitá v nule, ale má zde konečnou limitu. Všude jinde

je spojitá, což s použitı́m Weierstrassovy věty (viz [12]) zaručuje ohraničenost.
U funkce g(x) limita lim

x→0+
sin 12

x
neexistuje (osciluje mezi ±1), takže je nespojitá

v nule. Všude jinde je spojitá. Ohraničenost plyne z toho, že
∣∣sin 12

x

∣∣ 5 1 pro x 6= 0.
Podobně existuje určitý integrál

∫ 3
−2 sgn x dx funkce signum, jejı́ž graf je na obr. 2.2.

Funkce je zřejmě ohraničená a je nespojitá pouze v nule.

x

y

πO

1 y = f (x)

a) f (x) = sin x
x

pro x > 0

x

y

4,5O

1

1−1

y = g(x)

b) g(x) = sin 12
x

pro x > 0

Obr. 3.10: Grafy nespojitých integrovatelných funkcı́

S existencı́ určitého integrálu souvisı́ rovněž následujı́cı́ velmi užitečná věta.

Věta 3.6. Necht’ funkce f (x) a g(x) jsou definované na intervalu 〈a, b〉 a necht’ se tyto
funkce lišı́ nejvýše v konečně mnoha bodech.

Jestliže je funkce f (x) integrovatelná na 〈a, b〉, je zde integrovatelná i funkce g(x)
a platı́ ∫ b

a

f (x) dx =
∫ b

a

g(x) dx.

Z předchozı́ věty ihned vyplývá, že změnou funkce v konečně mnoha bodech se neměnı́
jejı́ určitý integrál. Přesněji platı́:

Necht’funkce g(x) vznikne z funkce f (x) změnou v konečně mnoha bodech.

• Je-li f (x) integrovatelná na intervalu 〈a, b〉, je na tomto intervalu integrovatelná
i funkce g(x) a platı́

∫ b
a
f (x) dx =

∫ b
a
g(x) dx.

• Nenı́-li f (x) integrovatelná na intervalu 〈a, b〉, nenı́ na tomto intervalu integrova-
telná ani funkce g(x).

Předchozı́ poznatek nám dovoluje nestarat se o to, že při výpočtu určitého integrálu
integrand nenı́ definován v konečně mnoha bodech. Funkčnı́ hodnoty v těchto bodech
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můžeme stanovit libovolně. Nezáležı́ na tom totiž ani vlastnost „mı́t určitý integrál“,
ani (pokud určitý integrál existuje) jeho hodnota. Tato vlastnost je velmi praktická při
výpočtech. Např. u funkcı́ z (3.6) můžeme psát∫ π

0

sin x
x

dx resp.
∫ 4,5

0
sin

12
x

dx

a nezatěžovat se tı́m, že ani jeden z integrandů nenı́ definován v nule.

Pro zájemce:
Ve větě 3.5 jsme uvedli jednoduché postačujı́cı́ podmı́nky existence určitého Riemannova integrálu.
Je možné nalézt i nutnou a postačujı́cı́ podmı́nku existence — viz např. [9]. Ukazuje se, že určitý
Riemannův integrál existuje právě tehdy, když množina bodů, v nichž je integrand nespojitý, je
„malá“. Přesný význam slova „malá“ je, že má tzv. Lebesgueovu mı́ru na přı́mce nula (tato mı́ra
je zobecněnı́m délky intervalu i pro mnohem složitějšı́ množiny na přı́mce).

Např. Dirichletova funkce z přı́kladu 3.4 je nespojitá v každém bodě integračnı́ho oboru 〈0, 1〉.
Délka tohoto intervalu je 1, nenı́ to tudı́ž „malá“ množina, což potvrzuje náš dřı́vějšı́ závěr, že
Riemannův integrál této funkce neexistuje.

3.4. Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
V tomto oddı́lu uvedeme základnı́ vlastnosti určitého integrálu, které budeme v dalšı́m
běžně využı́vat při praktickém výpočtu.

Věta 3.7. Necht’funkcef (x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu 〈a, b〉. Pak také funkce
f (x)± g(x) a cf (x), kde c je libovolná konstanta, jsou na tomto intervalu integrovatelné
a platı́: ∫ b

a

[
f (x)± g(x)

]
dx =

∫ b

a

f (x) dx ±
∫ b

a

g(x) dx, (3.7)∫ b

a

cf (x) dx = c
∫ b

a

f (x) dx. (3.8)

Prvnı́ vlastnost se nazývá aditivita vzhledem k integrandu, druhá homogenita.

Všimněte si, že obdobné vlastnosti má i neurčitý integrál — viz věta 2.4. Prvnı́ tvrzenı́
se snadno rozšı́řı́ na libovolný konečný počet sčı́tanců. Z hlediska existence opět musı́me
čı́st vzorce zprava doleva.

Pro zájemce:
Lze ukázat, že z integrovatelnosti funkcı́ f (x) a g(x) na intervalu 〈a, b〉 plyne i integrovatelnost
jejich součinu f (x)g(x) na tomto intervalu.
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Složitějšı́ je situace s podı́lem. Předně musı́ být g(x) 6= 0 pro x ∈ 〈a, b〉 s přı́padnou výjimkou
konečně mnoha bodů — viz věta 3.6, podle nı́ž můžeme g(x) v těchto bodech podle potřeby
předefinovat, aniž se cokoli změnı́ z hlediska integrovatelnosti a hodnoty integrálu. Avšak funkce
f (x)/g(x) nemusı́ být ohraničená (např. f (x) = 1 pro x ∈ 〈0, 1〉 a g(x) = x pro x ∈ (0, 1〉,
g(0) = 1; pak f (0)/g(0) = 1 a f (x)/g(x) = 1/x pro x ∈ (0, 1〉, což je shora neohraničená funkce
— jejı́m grafem na (0, 1〉 je část hyperboly). Pokud však ohraničená bude, plyne z integrovatelnosti
f (x) a g(x), že bude integrovatelný na intervalu 〈a, b〉 i podı́l f (x)/g(x) (důkaz lze provést
s použitı́m nutné a postačujı́cı́ podmı́nky existence z textu pro zájemce na str. 113).

Bohužel na rozdı́l od součtu, rozdı́lu a násobenı́ konstantou ani pro součin ani pro podı́l
neexistuje žádný jednoduchý vztah, jak obecně vyjádřit určitý integrál z f (x)g(x) resp. f (x)/g(x)
pomocı́ integrálů z f (x) a g(x).

Dalšı́ skupina vlastnostı́ se týká změny integračnı́ho oboru.

Věta 3.8. Necht’ funkce f (x) je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉. Pak je integrovatelná
i na libovolném podintervalu 〈c, d〉, kde a 5 c < d 5 b.

Zmenšenı́m integračnı́ho oboru se tedy vlastnost funkce „být integrovatelná“ zacho-
vává.

Věta 3.9. Necht’ funkce f (x) je definovaná na intervalu 〈a, b〉 a a < c < b. Pak funkce
f (x) je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉 právě tehdy, když je integrovatelná na obou
intervalech 〈a, c〉 a 〈c, b〉. Přitom platı́∫ b

a

f (x) dx =
∫ c

a

f (x) dx +
∫ b

c

f (x) dx. (3.9)

Tato vlastnost se nazývá aditivita vzhledem k integračnı́mu oboru.

Předchozı́ věta bude v dalšı́m užitečná zejména v přı́padech, kdy integrand nebude
mı́t na celém intervalu 〈a, b〉 jednotný analytický předpis. Navı́c se jejı́ tvrzenı́ snadno
indukcı́ zobecnı́. Je-li a < c1 < c2 < · · · < cn < b, n ∈ N, bude platit, že∫ b

a

f (x) dx =
∫ c1

a

f (x) dx +
∫ c2

c1

f (x) dx + · · · +
∫ b

cn

f (x) dx.

Přitom integrovatelnost na celém intervalu 〈a, b〉 je rovnocenná integrovatelnosti na všech
intervalech vyskytujı́cı́ch se v integrálech na pravé straně předchozı́ rovnosti.

+

Přı́klad 3.10. Vypočtěte
∫ 4
−2 f (x) dx, kde

f (x) =


2 pro x ∈ 〈−2, 1〉,
−1 pro x ∈ (1, 3),

1 pro x ∈ 〈3, 4〉.
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Řešenı́. Podle věty 3.9 a jejı́ho zobecněnı́ bude platit∫ 4

−2
f (x) dx =

∫ 1

−2
f (x) dx +

∫ 3

1
f (x) dx +

∫ 4

3
f (x) dx =

=

∫ 1

−2
2 dx +

∫ 3

1
(−1) dx +

∫ 4

3
1 dx.

Integrály na pravé straně předchozı́ rovnosti existujı́, což jsme ukázali v přı́kladu 3.3,
takže zmı́něnou větu je možné použı́t. (Všimněte si, že u druhého z těchto integrálů jsme
mlčky změnili hodnoty f (x) v krajnı́ch bodech na −1; podle věty 3.6 a komentářů za nı́
to nemá z hlediska existence integrálu a jeho hodnoty na nic vliv.)

Jiný způsob, jak ověřit integrovatelnost, spočı́vá v použitı́ věty 3.5 — naše funkce je
ohraničená a spojitá s výjimkou dvou bodů x = 1 a x = 3.

Celkově tedy dostaneme s použitı́m výsledku přı́kladu 3.3, že∫ 4

−2
f (x) dx = 2 · (1− (−2))+ (−1) · (3− 1)+ 1 · (4− 3) = 5.

Graf funkce f (x) je znázorněn na obr. 3.11. Výsledek je součtem ploch třı́ rovnoběžnı́ků
(dvou obdélnı́ků a jednoho čtverce), plocha prostřednı́ho je ovšem brána záporně. N

x

y

2−2 41 3

−1

1

2
y = f (x)

Obr. 3.11: Graf po částech konstantnı́ funkce

Dále si všimneme nerovnostı́, které platı́ pro určitý integrál.

Věta 3.11. Necht’ funkce f (x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu 〈a, b〉 a pro každé
x ∈ 〈a, b〉 platı́ f (x) 5 g(x). Pak platı́∫ b

a

f (x) dx 5
∫ b

a

g(x) dx.

Protože podle přı́kladu 3.3 je
∫ b
a

0 dx = 0, plyne z předchozı́ věty, že pro nezápornou
integrovatelnou funkci g(x) platı́, že

∫ b
a
g(x) dx = 0. Tuto skutečnost můžeme často

využı́t k jisté hrubé kontrole výsledku. Je-li integrand očividně nezáporný, nemůže vyjı́t
výsledek záporný.
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Věta 3.12. Necht’ funkce f (x) je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉. Pak je na tomto
intervalu integrovatelná rovněž funkce |f (x)| a platı́∣∣∣∣∫ b

a

f (x) dx
∣∣∣∣ 5

∫ b

a

|f (x)| dx.

Stručně řečeno: Absolutnı́ hodnota z určitého integrálu je menšı́ nebo rovna než určitý
integrál z absolutnı́ hodnoty.

Věta 3.13 (Věta o střednı́ hodnotě integrálnı́ho počtu). Necht’ funkce f (x) je integro-
vatelná na intervalu 〈a, b〉 a necht’ pro všechna x ∈ 〈a, b〉 platı́ m 5 f (x) 5 M , kde m
a M jsou konstanty.

Pak existuje čı́slo c takové, že m 5 c 5 M a že platı́∫ b

a

f (x) dx = c(b − a).

Je-li funkce f (x) dokonce spojitá, lze za c volit vhodnou funkčnı́ hodnotu, tj. existuje
x0 ∈ 〈a, b〉 takové, že ∫ b

a

f (x) dx = f (x0)(b − a).

Čı́slo c se nazývá střednı́ hodnota funkce f (x) na intervalu 〈a, b〉.

Důkaz. Z věty 3.11 plyne, že
∫ b
a
m dx 5

∫ b
a
f (x) dx 5

∫ b
a
M dx, tj. m(b − a) 5

5
∫ b
a
f (x) dx 5 M(b − a). Platı́ tedy m 5 1

b−a

∫ b
a
f (x) dx 5 M , takže stačı́ položit

c = 1
b−a

∫ b
a
f (x) dx.

Je-li funkce f (x) spojitá, nabývá podle Weierstrassovy věty na intervalu 〈a, b〉 své
největšı́ a nejmenšı́ hodnoty, tj. existujı́ x1, x2 ∈ 〈a, b〉 taková, že f (x1) 5 f (x) 5 f (x2)

pro libovolné x ∈ 〈a, b〉. Můžeme tedy zvolit m = f (x1) a M = f (x2), takže f (x1) 5
5 c 5 f (x2). Podle Cauchyovy-Bolzanovy věty proto lze najı́t x0 ležı́cı́ mezi x1 a x2 tak,
že f (x0) = c.

Předchozı́ věta má názorný geometrický význam. Předpokládejme pro jednoduchost,
že funkce f (x) je spojitá a nezáporná. Z dřı́vějška (geometrická motivace definice určitého
integrálu) již vı́me, že

∫ b
a
f (x) dx vyjadřuje obsah obrazce omezeného grafem funkce

f (x), osou x a rovnoběžkami s osou y procházejı́cı́mi body a a b. Věta pak řı́ká, že nad
intervalem 〈a, b〉 lze sestrojit obdélnı́k o stejném obsahu (což samo o sobě je triviálnı́
konstatovánı́), jehož výška je rovna funkčnı́ hodnotě ve vhodném bodě x0 — viz obr. 3.12.
Vlastně jde o graf konstantnı́ funkce y = f (x0), kde f (x0) =

1
b−a

∫ b
a
f (x) dx. Z obrázku

je vidět, že bod x0 nenı́ obecně určen jednoznačně. V našem přı́padě přı́mka o rovnici
y = 1

b−a

∫ b
a
f (x) dx protı́ná graf funkce f (x) dvakrát.
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x

y

a bx0

M

m

f (x0)

y = f (x)

x

y

a b

f (x0)

y = 1
b−a

∫ b
a
f (x) dx

Obr. 3.12: Geometrický význam věty o střednı́ hodnotě integrálnı́ho počtu

3.5. Výpočet určitého integrálu

V předchozı́ch oddı́lech jsme uvedli řadu vlastnostı́ určitého integrálu, ale kromě kon-
stantnı́ funkce (což je vlastně obsah obdélnı́ku) jsme nebyli dosud schopni žádný určitý
integrál spočı́tat. To nynı́ napravı́me. Klı́čovým prostředkem je následujı́cı́ věta. Ta ob-
sahuje formuli pojmenovanou podle dvou matematiků, kteřı́ se velkou měrou zasloužili
o vybudovánı́ základů diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu funkcı́ jedné proměnné —
Newtona1 a Leibnize2. Tato formule je slı́beným vztahem mezi neurčitým a určitým
integrálem.

Věta 3.14 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht’ funkce f (x) je integrovatelná na
intervalu 〈a, b〉 a necht’F(x) je jejı́ primitivnı́ funkce. Pak platı́, že

∫ b

a

f (x) dx = F(b)− F(a). (3.10)

Důkaz. Ukážeme, že rozdı́l F(b)−F(a) je pro libovolné dělenı́D : a = x0 < x1 < · · · <

< xn = b intervalu 〈a, b〉 roven integrálnı́mu součtu S (f,D,Ξ) s vhodným výběrem
reprezentantů.

Funkce F(x) splňuje na libovolném intervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , n, předpoklady
Lagrangeovy věty o střednı́ hodnotě. Existujı́ tedy čı́sla ξi , ξi ∈ 〈xi−1, xi〉, taková, že
F(xi) − F(xi−1) = F ′(ξi)(xi − xi−1). Protože však F ′(x) = f (x), platı́, že F(xi) −

1Isaac Newton (1643–1727) (čti njútn) — anglický matematik, fyzik, mechanik a astronom. Položil
základy diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu, který potřeboval pro vybudovánı́ klasické mechaniky.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) (čti lajbnyc) — německý matematik, fyzik, filosof, vynálezce,
právnı́k, historik a jazykovědec. Položil základy diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu.



118 Určitý integrál

− F(xi−1) = f (ξi)(xi − xi−1). Sečtenı́m těchto rovnostı́ dostaneme

F(b)− F(a) = [F(x1)− F(x0)] + [F(x2)− F(x1)] + · · · + [F(xn)− F(xn−1)] =

= f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · · + f (ξn)(xn − xn−1) =

= S (f,D,Ξ),

kde Ξ = {ξ1, . . . , ξn}.
Funkce f (x) je podle předpokladu integrovatelná, což znamená, že pro zjemňujı́cı́ se

dělenı́ jsou integrálnı́ součty při libovolných výběrech reprezentantů čı́m dál bližšı́ jisté
konstantě I (hodnotě integrálu

∫ b
a
f (x) dx). Dělenı́ v předchozı́ konstrukci však mohlo být

libovolně jemné, přičemž hodnota přı́slušného integrálnı́ho součtu byla vždyF(b)−F(a).
To je možné jedině tak, že F(b)− F(a) = I .

Poznámka 3.15.
1. Pro rozdı́l F(b)− F(a) se vžilo označenı́ [F(x)]ba , takže rovnost (3.10) obvykle zapi-

sujeme jako ∫ b

a

f (x) dx = [F(x)]ba.

2. Z prvnı́ kapitoly vı́me, že pokud k funkci f (x) existuje primitivnı́ funkce F(x), nenı́
jediná. Na prvnı́ pohled by se tedy mohlo zdát, že by vzorec (3.10) pro různé primitivnı́
funkce mohl dát různé výsledky. Z věty 2.2 plyne, že tomu tak nenı́, a tudı́ž vzorec dává
stejný výsledek nezávisle na výběru konkrétnı́ primitivnı́ funkce. Je-li totižG(x) nějaká
dalšı́ primitivnı́ funkce k f (x), existuje konstanta c taková, žeG(x) = F(x)+ c. Tedy
G(b)−G(a) = [F(b)+ c] − [F(a)+ c] = F(b)− F(a). Z toho důvodu nebudeme
v dalšı́ch přı́kladech na určitý integrál připisovat k vypočtenému neurčitému integrálu
obligátnı́ konstantu c.

3. Na obr. 3.13 je znázorněna Newtonova-Leibnizova formule geometricky. Integrál∫ b
a
f (x) dx je roven přı́růstku primitivnı́ funkce F(x) na intervalu 〈a, b〉 (obě funkce

mohou být definovány na širšı́m intervalu, než je 〈a, b〉, jako je tomu např. v tomto
přı́padě). Všimněte si, že důsledkem toho, že v tomto přı́padě je f (x) kladná, je, že
primitivnı́ funkce F(x) je rostoucı́. Platı́ totiž F ′(x) = f (x) > 0 a z diferenciálnı́ho
počtu vı́me, že kladná derivace na intervalu znamená, že funkce F(x) roste. To je ve
shodě s názorem, který nám řı́ká, že při zafixované dolnı́ mezi a a zvětšujı́cı́ se hornı́
mezi b se plocha pod grafem musı́ zvětšovat, tj. F(x) musı́ růst, aby se zvětšoval
přı́růstek F(b)− F(a).

+

Přı́klad 3.16. S využitı́m Newtonovy-Leibnizovy formule vypočtěte určité integrály:

a)
∫ 2

1
x2 dx, b)

∫ 4

0

√
x dx, c)

∫ π

0
sin u du, d)

∫ 1

−2

dt
t2 + 1

,

e)
∫ 1

0

(
1

√
x2 + 3

−
2

x + 1
+

4
x2 + 2

+
x

x2 + 2

)
dx.
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x

y

a b

y = f (x)

x

y

a b

F(a)

F (b)

y = F(x) F (b)− F(a)

Obr. 3.13: Newtonova-Leibnizova formule

Řešenı́. Určité integrály existujı́, protože integrandy jsou spojité. Ve všech přı́padech
vystačı́me při určovánı́ neurčitých integrálů se vzorci z tabulky 2.1 na str. 11.

a) Pomocı́ vzorce 3 vyjde: ∫ 2

1
x2 dx =

[
1
3
x3

]2

1
=

8
3
−

1
3
=

7
3
.

b) Pomocı́ vzorce 3 vyjde:∫ 4

0

√
x dx =

∫ 4

0
x1/2 dx =

[
x3/2

3/2

]4

0
=

[
2
3

√
x3

]4

0
=

2
3

√
43 − 0 =

16
3
.

c) Pomocı́ vzorce 7 vyjde:∫ π

0
sin u du = [− cos u]π0 = − cos π− (− cos 0) = −(−1)+ 1 = 2.

d) Pomocı́ vzorce 9 vyjde (připomeňme, že arkustangens je lichá funkce):∫ 1

−2

dt
t2 + 1

= [arctg t]1
−2 = arctg 1− arctg(−2) =

π

4
+ arctg 2.

e) Nejprve daný integrál pomocı́ vztahů (3.7) a (3.8) převedeme na několik určitých inte-
grálů. Ty pak vypočı́táme pomocı́ Newtonovy-Leibnizovy formule s použitı́m vzorců
11, 4, 9 a 14.
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∫ 1

0

(
1

√
x2 + 3

−
2

x + 1
+

4
x2 + 2

+
x

x2 + 2

)
dx =

=

∫ 1

0

dx
√
x2 + 3

− 2
∫ 1

0

dx
x + 1

+ 4
∫ 1

0

dx
x2 + 2

+

∫ 1

0

x

x2 + 2
dx =

=
[
ln

∣∣x +√
x2 + 3

∣∣]1
0 − 2

[
ln |x + 1|

]1
0 + 4

[
1
√

2
arctg

x
√

2

]1

0
+

+
1
2

[
ln(x2

+ 2)
]1

0 = ln 3− ln
√

3− 2(ln 2− ln 1)+

+ 4
(

1
√

2
arctg

1
√

2
−

1
√

2
arctg 0

)
+

1
2
(ln 3− ln 2) =

= ln 3−
5
2

ln 2+ 2
√

2 arctg
1
√

2
.

Jinou možnostı́, jak postupovat při výpočtu, bylo nedělit určitý integrál na součet čtyř
integrálů, ale určit přı́mo primitivnı́ funkci. Výpočet by pak vypadal takto:

∫ 1

0

(
1

√
x2 + 3

−
2

x + 1
+

4
x2 + 2

+
x

x2 + 2

)
dx =

=

[
ln

∣∣x +√
x2 + 3

∣∣− 2 ln |x + 1| +
4
√

2
arctg

x
√

2
+

1
2

ln(x2
+ 2)

]1

0
=

= · · · = ln 3−
5
2

ln 2+ 2
√

2 arctg
1
√

2
.

N

+

Přı́klad 3.17. S využitı́m Newtonovy-Leibnizovy formule vypočtěte určité integrály:

a)
∫ π

−π/2
(x − 1) sin x dx, b)

∫ 1

0
x
√

1− x2 dx.

Řešenı́. Určité integrály existujı́, protože integrandy jsou spojité. Tentokrát však nedoká-
žeme určit primitivnı́ funkce tak snadno, jako v předchozı́ch přı́kladech. Spočı́táme proto
nejprve samostatně neurčité integrály.

a) Použijeme metodu per partes.

∫
(x − 1) sin x dx =

∣∣∣∣ u = x − 1 u′ = 1
v′ = sin x v = − cos x

∣∣∣∣ =
= −(x − 1) cos x +

∫
cos x dx = (1− x) cos x + sin x.
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Tedy∫ π

−π/2
(x − 1) sin x dx =

[
(1− x) cos x + sin x

]π
−π/2 =

= (1− π) cos π+ sin π−
[(

1−
(
−

π

2

))
cos

(
−

π

2

)
+ sin

(
−

π

2

)]
=

= (1− π) · (−1)+ 0−
(

1+
π

2

)
· 0− (−1) = π.

b) Použijeme substitučnı́ metodu.

∫
x
√

1− x2 dx =

∣∣∣∣∣∣
1− x2 = u2

−2x dx = 2u du
x dx = −u du

∣∣∣∣∣∣ = −
∫
u · u du =

= −
1
3
u3
= −

1
3

√
(1− x2)3.

Tedy ∫ 1

0
x
√

1− x2 dx =
[
−

1
3

√
(1− x2)3

]1

0
= 0−

(
−

1
3

)
=

1
3
.

N

Ukazuje se, že postup z předchozı́ho přı́kladu, kdy při určovánı́ primitivnı́ funkce
bylo nutné použı́t metodu per partes nebo substitučnı́ metodu, nenı́ výhodný. Vhodnějšı́
je zmı́něné metody modifikovat přı́mo pro určitý integrál. Výpočet je pak obvykle pod-
statně rychlejšı́. Zmı́něné úpravy budou obsahem následujı́cı́ch oddı́lů. Předtı́m však ještě
ukážeme jeden přı́klad, který ilustruje situaci, v nı́ž se při použitı́ Newtonovy-Leibnizovy
formule často dělajı́ chyby.

+Přı́klad 3.18. Vypočtěte určitý integrál
∫ 2π

0

dx
2− cos x

.

Řešenı́. Integrál existuje, protože integrand 1
2−cos x je spojitá funkce. Přı́slušnou primitivnı́

funkci na intervalu (−π,π) jsme nalezli v přı́kladu 2.61. Jejı́ tvar byl

F(x) =
2
√

3
arctg
√

3 tg
x

2
, x ∈ (−π,π). (3.11)

My však pro použitı́ Newtonovy-Leibnizovy formule potřebujeme primitivnı́ funkci ale-
spoň na uzavřeném intervalu 〈0, 2π〉. Musı́me tudı́ž použı́t konstrukci z kapitoly 2.6.3.∫ 2π

0

dx
2− cos x

=
[
F(x)

]2π

0 =
2
√

3
arctg
√

3 tg π+
2π
√

3
−

2
√

3
arctg
√

3 tg 0 =

=
2
√

3
arctg 0+

2π
√

3
−

2
√

3
arctg 0 = 0+

2π
√

3
− 0 =

2π
√

3
.
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Srovnejte výsledek s obrázkem 2.4. Z něho je ihned vidět, žeF(0) = 0 aF(2π) = 2π/
√

3.
Kdybychom nedávali pozor a „slepě“ použili vzorec (3.11) i pro hodnotu 2π, dostali

bychom
2
√

3
arctg
√

3 tg π−
2
√

3
arctg
√

3 tg 0 = 0− 0 = 0.

Vlastně jsme použili funkci G(x) z obrázku 2.4, shodujı́cı́ se s F(x) jen na (−π,π),
a vypočı́tali G(2π) − G(0). Výsledek je očividně chybný, protože integrand 1

2−cos x je
kladná funkce, takže náš integrál musı́ mı́t kladnou hodnotu. N

3.5.1. Metoda per partes pro určitý integrál
Věta 3.19. Necht’ funkce u(x) a v(x) majı́ na intervalu 〈a, b〉, a < b, derivace u′(x)
a v′(x), které jsou na tomto intervalu integrovatelné. Pak platı́∫ b

a

u(x)v′(x) dx =
[
u(x)v(x)

]b
a
−

∫ b

a

u′(x)v(x) dx. (3.12)

Důkaz. Z existence derivacı́ vyplývá, že funkce u(x) a v(x) jsou spojité. Podle textu
pro zájemce na str. 113 jsou tudı́ž funkce u(x)v′(x) a u′(x)v(x) integrovatelné, takže
podle věty 3.7 je integrovatelná i funkce u(x)v′(x)+ u′(x)v(x). K nı́ primitivnı́ funkce je
u(x)v(x). Podle Newtonovy-Leibnizovy formule platı́∫ b

a

[u(x)v′(x)+ u′(x)v(x)] dx =
[
u(x)v(x)

]b
a
.

Odsud s použitı́m věty 3.7 dostaneme po úpravě tvrzenı́.

Později ve větě 3.30 uvedeme metodu per partes za obecnějšı́ch předpokladů.
Praktické použitı́ je zcela analogické jako v přı́padě neurčitého integrálu. Zejména platı́

návody, pro které funkce je metoda per partes vhodná. Výhoda oproti postupu popsanému
v přı́kladu 3.17 a) spočı́vá v tom, že meze průběžně dosazujeme do částečně určené
primitivnı́ funkce a nemusı́me ji neustále opisovat až do konce výpočtu. Výpočet se tı́m
zkrátı́ a zpřehlednı́, jak ukážı́ názorně následujı́cı́ přı́klady.

+ Přı́klad 3.20. Vypočtěte určitý integrál
∫ 2

1
(x2
+ 1) ln x dx.

Řešenı́. Integrovat budeme mnohočlen x2
+ 1. Dostaneme∫ 2

1
(x2
+ 1) ln x dx =

∣∣∣∣∣ u = ln x u′ = 1
x

v′ = x2
+ 1 v = 1

3 x
3
+ x

∣∣∣∣∣ =
=

[(
1
3
x3
+ x

)
ln x

]2

1
−

∫ 2

1

1
x

(
1
3
x3
+ x

)
dx =
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=

(
8
3
+ 2

)
ln 2−

(
1
3
+ 1

)
· 0−

∫ 2

1

(
1
3
x2
+ 1

)
dx =

=
14
3

ln 2−
[

1
9
x3
+ x

]2

1
=

=
14
3

ln 2−
[(

8
9
+ 2

)
−

(
1
9
+ 1

)]
=

14
3

ln 2−
16
9
.

Funkce (x2
+ 1) ln x je na intervalu 〈1, 2〉 kladná (kromě bodu x = 1), takže výsledek

musı́ být kladný. Na kalkulačce si můžete ověřit, že jeho hodnota je přibližně 1,46. N

+Přı́klad 3.21. Vypočtěte určitý integrál
∫ π

0
x2 cos x dx.

Řešenı́. Derivovat budeme mnohočlen x2 a metodu budeme muset použı́t dvakrát. Po-
stupně dostaneme (pozor na změny znamének)∫ π

0
x2 cos x dx =

∣∣∣∣ u = x2 u′ = 2x
v′ = cos x v = sin x

∣∣∣∣ = [
x2 sin x

]π
0 −

∫ π

0
2x sin x dx =

=

∣∣∣∣ u = 2x u′ = 2
v′ = sin x v = − cos x

∣∣∣∣ =
= π2

· 0− 0−
([
−2x cos x

]π
0 +

∫ π

0
2 cos x dx

)
=

= −
(
−2π · (−1)− 0

)
−

[
2 sin x

]π
0 = −2π− (0− 0) = −2π.

Zkuste nejprve spočı́tat celou primitivnı́ funkci k x2 cos x a pak teprve použijte
Newtonovu-Leibnizovu formuli. Porovnejte, o kolik je takový výpočet delšı́. N

3.5.2. Substitučnı́ metoda pro určitý integrál
Než zformulujeme přı́slušnou větu, musı́me rozšı́řit definici určitého integrálu. Doposud
jsme předpokládali, že integračnı́ obor je interval 〈a, b〉, tj. že a, b ∈ R a a < b. Tento
předpoklad nynı́ odbouráme a připustı́me, že může být i a = b. Přitom klademe∫ a

a

f (x) dx = 0, (3.13)∫ b

a

f (x) dx = −
∫ a

b

f (x) dx pro a > b. (3.14)

V přı́padě a > b musı́ být samozřejmě funkce integrovatelná na intervalu 〈b, a〉. Stručně
si zapamatujme, že obrácenı́ mezı́ znamená změnu znaménka určitého integrálu.

Všimněte si, že platnost Newtonovy-Leibnizovy formule (3.10) se zachová i pro takto
rozšı́řenou definici určitého integrálu. Rovněž platı́ věta 3.7 a metoda per partes pro určitý
integrál.
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Věta 3.22. Necht’ funkce f (t) je spojitá na intervalu 〈a, b〉, a < b. Necht’ funkce ϕ(x) má
derivaci ϕ′(x) na intervalu 〈α, β〉, α < β, která je na tomto intervalu integrovatelná. Dále
necht’ platı́ a 5 ϕ(x) 5 b pro x ∈ 〈α, β〉 (tedy ϕ zobrazuje interval 〈α, β〉 do intervalu
〈a, b〉). Pak platı́, že ∫ β

α

f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =
∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f (t) dt. (3.15)

Vzorec (3.15) připomı́ná substituci do neurčitého integrálu ve tvaru (2.8). Předpoklady
jsou samozřejmě odlišné. Oba dva integrály jsou však nynı́ určité a obecně majı́ různé meze.
Kromě zavedenı́ správné substituce ϕ(x) = t a vypočtenı́ diferenciálů ϕ′(x) dx = dt
musı́me tedy tentokrát ještě určit nové meze. „Staré“ meze α a β jsou pro původnı́
proměnnou x, „nové“ meze ϕ(α) a ϕ(β) jsou pro novou proměnnou t . V konkrétnı́m
přı́padě se může stát, že ϕ(α) = ϕ(β), což je vyřešeno rozšı́řenı́mi (3.13) a (3.14).

Postup výpočtu a zápis je obdobný jako u neurčitého integrálu, jen přibude určenı́
nových mezı́. To vyznačı́me v našı́ pomocné tabulce jako α ; ϕ(α) (staré dolnı́ mezi α
odpovı́dá nová dolnı́ mez ϕ(α)) resp. β ; ϕ(β) (staré hornı́ mezi β odpovı́dá nová hornı́
mez ϕ(β)).

Výhodou oproti postupu z přı́kladu 3.17 b) je, že se nemusı́me po substituci vracet
k původnı́ proměnné, což bylo někdy dost nepřı́jemné, jak jsme viděli dřı́ve — srovnejte
třeba přı́klad 2.30. Vzorec (3.15) je možné použı́t v obou směrech. V následujı́cı́m přı́kladu
ho použijeme zleva doprava.

+

Přı́klad 3.23. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ 1

0
x(x2
− 1)

3
dx, b)

∫ 2π

π

esin x cos x dx, c)
∫ π/2

0

sin x cos2 x
4√1+ cos3 x

dx.

Řešenı́.
a) Přı́klad budeme řešit substitucı́ x2

− 1 = t . Staré meze jsou pro proměnnou x, takže
je do této rovnice dosadı́me postupně za x a dostaneme hodnoty nových mezı́ pro
proměnnou t (pokud by byl vztah složitějšı́, muselo by se t osamostatnit). Pro dolnı́
mez to bude 02

− 1 = −1, pro hornı́ 12
− 1 = 0. Vzniklý integrál vypočı́táme pomocı́

Newtonovy-Leibnizovy formule. Celý výpočet bude vypadat takto:

∫ 1

0
x(x2
− 1)

3
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2
− 1 = t

2x dx = dt
x dx = 1

2 dt
0 ; −1, 1 ; 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ 0

−1

1
2
t3 dt =

1
2

[
t4

4

]0

−1
= −

1
8
.

b) Tentokrát použijeme substituci sin x = t . Pro novou dolnı́ mez vyjde sin π = 0 a pro
novou hornı́ mez vyjde sin 2π = 0. Výpočet tedy bude velmi krátký:

∫ 2π

π

esin x cos x dx =

∣∣∣∣∣∣
sin x = t

cos x dx = dt
π ; 0, 2π ; 0

∣∣∣∣∣∣ =
∫ 0

0
et dt = 0.
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Vždy, když nastane tato situace, tj. když nové meze splynou, nemusı́me už ani upra-
vovat nový integrand, výsledek je automaticky bez dalšı́ho počı́tánı́ nula, což nás
většinou potěšı́. V tomto přı́padě je zvlášt’markantnı́ zkrácenı́ výpočtu oproti metodě
z přı́kladu 3.17 b).

c) Zvolı́me substituci 1+cos3 x. Pro novou dolnı́ mez vyjde 1+cos3 0 = 1+13
= 2 a pro

novou hornı́ mez vyjde 1 + cos3 π
2 = 1 + 03

= 1, takže nová dolnı́ mez je většı́ než
nová hornı́ mez. Použijeme tudı́ž rozšı́řenı́ ze vztahu (3.14) a obrátı́me meze. Postupně
dostaneme

∫ π/2

0

sin x cos2 x
4√1+ cos3 x

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1+ cos3 x = u

−3 cos2 x sin x dx = du
cos2 x sin x dx = −1

3 du
0 ; 2, π/2 ; 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ 1

2

−1/3
4
√
u

du =

= −

(
−

1
3

) ∫ 2

1
u−1/4 du =

1
3

[
u3/4

3/4

]2

1
=

1
3
·

4
3

[ 4
√
u3

]2
1 =

4
9

( 4√8− 1
)
.

Při úpravách jsme využili jednoduše ověřitelné skutečnosti, že pro libovolnou konstantu c
platı́

[
cF (x)

]b
a
= c

[
F(x)

]b
a
. V dalšı́m budeme tento obrat již bez komentáře použı́vat,

protože se tı́m často výpočty značně zpřehlednı́. N

V následujı́cı́m přı́kladu si ukážeme použitı́ vzorce (3.15) zprava doleva. To odpovı́dá
spı́še substituci do neurčitého integrálu typu (2.11). V tomto přı́padě vlastně známe hod-
noty ϕ(α) a ϕ(β) (to jsou ted’„staré meze“) a musı́me správně zvolit α a β tak, aby byly
splněny předpoklady věty 3.22. V praxi bývá funkce ϕ(x) v těchto přı́padech obvykle
taková, že lze zvolit interval 〈α, β〉 tak, aby na něm byla ryze monotónnı́, tj. aby ho prostě
zobrazila na zadaný integračnı́ obor 〈ϕ(α), ϕ(β)〉. Také je třeba smı́řit se s tı́m, že pokud
je v zadánı́, tj. v pravé straně vzorce (3.15), použita proměnná x (což často bývá), jsou
pı́smenka v tomto vzorci jiná. Je to ale jen věc zvyku.

+

Přı́klad 3.24. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ 4

1

√
x − 1
√
x + 1

dx, b)
∫ 1

0

dx
√
x2 + 1− x

, c)
∫ 1

0

√
x2 + 1 dx.

Řešenı́.

a) Integrand je na daném intervalu spojitý, takže určitý integrál existuje. Přı́slušný neurčitý
integrál je typu (2.26), takže použijeme substituci x = u2. Funkce ϕ(u) = u2, jejı́mž
grafem je parabola, tedy nenı́ prostá. Musı́me najı́t α a β tak, aby ϕ(α) = α2

= 1
a ϕ(β) = β2

= 4. Omezı́me-li se na interval 〈0,+∞), kde je funkce ϕ(u) rostoucı́,
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vyjde α = 1, β = 2. Přitom pro u ∈ 〈1, 2〉 je
√
u2 = |u| = u. Celkově vyjde:

∫ 4

1

√
x − 1
√
x + 1

dx =

∣∣∣∣∣∣
x = u2

dx = 2u du
1 ; 1, 4 ; 2

∣∣∣∣∣∣ =
∫ 2

1

u− 1
u+ 1

2u du =
∫ 2

1

2u2
− 2u

u+ 1
du =

=

∫ 2

1

(
2u− 4+

4
u+ 1

)
du =

[
u2
− 4u+ 4 ln |u+ 1|

]2
1 =

= (4− 8+ 4 ln 3)− (1− 4+ 4 ln 2) = 4 ln 3− 4 ln 2− 1.

Vzniklou neryze lomenou racionálnı́ funkci 2u2
−2u

u+1 bylo třeba převést na ryze
lomenou:

2u2
− 2u

u+ 1
= 2u− 4+

4
u+ 1

.

Jiná možnost při určovánı́ nových mezı́ by byla omezit se na interval (−∞, 0〉, kde
je funkce ϕ(u) klesajı́cı́, a zvolit α = −1, β = −2. Pak by ovšem pro u ∈ 〈−2,−1〉
bylo
√
u2 = |u| = −u.

b) Integrand je na daném intervalu spojitý, takže určitý integrál existuje. Přı́slušný neurčitý
integrál je typu (2.32). Nejrychleji ho vyřešı́me pomocı́ substituce, kterou určı́me
z rovnice

√
x2 + 1− x = t (jde o druhou Eulerovu substituci). Úpravou a umocněnı́m

z tohoto vztahu dostaneme

√
x2 + 1 = x + t ⇒ x2

+ 1 = x2
+ 2tx + t2 ⇒ x =

1− t2

2t
.

Dále si připravı́me derivaci:

ϕ(t) =
1− t2

2t
⇒ ϕ′(t) =

−2t · 2t − (1− t2) · 2
4t2

= −
t2 + 1

2t2
.

Konečně nalezneme nové meze. Do vztahu
√
x2 + 1 − x = t dosadı́me staré meze

(jsou pro proměnnou x). Pro x = 0 vyjde t = 1, pro x = 1 vyjde t =
√

2 − 1. Tedy
α = 1, β =

√
2−1 ve vzorci (3.15) (který použı́váme zprava doleva — zadaný integrál

chápeme jako pravý — a označenı́ proměnných x a t je zaměněno). Vyšlo α > β.
Funkce ϕ(t) nenı́ definovaná pro t = 0. Ze vztahu pro ϕ′(t) je na prvnı́ pohled

vidět, že ϕ′(t) < 0 pro t 6= 0. Tedy funkce ϕ(t) je na intervalu (0,+∞) klesajı́cı́,
a tudı́ž prostě zobrazuje interval 〈

√
2 − 1, 1〉 na interval 〈0, 1〉. Postupně dostaneme

(všimněte si záměny pořadı́ mezı́, čı́mž se změnı́ znaménko):
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∫ 1

0

dx
√
x2 + 1− x

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = 1−t2

2t

dx = − t
2
+1

2t2 dt

0 ; 1, 1 ;
√

2− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ √2−1

1

1
t
·

(
−
t2 + 1

2t2

)
dt =

=

∫ 1

√
2−1

t2 + 1
2t3

dt =
1
2

∫ 1

√
2−1

(
1
t
+

1
t3

)
dt =

1
2

[
ln |t | −

1
2t2

]1

√
2−1
=

=
1
2

(
ln 1−

1
2

)
−

1
2

(
ln

(√
2− 1

)
−

1

2
(√

2− 1
)2

)
=

= −
1
4
−

1
2

ln
(√

2− 1
)
+

1

4
(
3− 2

√
2
) = 1+

√
2

2
−

1
2

ln
(√

2− 1
)
.

c) Integrand je na daném intervalu spojitý, takže určitý integrál existuje. Přı́slušný neurčitý
integrál je typu (2.32). Doporučenou substitucı́ bylo x = tg v. Stejně tak lze ale použı́t
substituci x = cotg v, která se ukáže v našem přı́padě vhodnějšı́.

Určı́me nové meze. Funkce ϕ(v) = cotg v je klesajı́cı́ na intervalu (0,π). Má platit
cotgα = 0, cotgβ = 1. Můžeme tedy zvolit α = π/2, β = π/4. Pak bude interval
〈π/4,π/2〉 funkcı́ ϕ(v) prostě zobrazen na interval 〈0, 1〉. Na intervalu 〈π/4,π/2〉 je
sin v > 0 , takže | sin v| = sin v.

Provedenı́m substituce dostaneme (opět se změnı́ pořadı́ mezı́, čı́mž se změnı́
znaménko):

∫ 1

0

√
x2 + 1 dx =

∣∣∣∣∣∣∣
x = cotg v

dx = − 1
sin2 v

dv
0 ; π

2 , 1 ; π
4

∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ π/4

π/2

√
cos2 v

sin2 v
+ 1 ·

−1
sin2 v

dv =

=

∫ π/2

π/4

1
| sin v|

·
1

sin2 v
dv =

∫ π/2

π/4

1
sin3 v

dv.

Vzniklý integrál budeme řešit opět substitučnı́ metodou. Jde o integrál typu (2.18),
kde m = 0 a n = −3. Doporučená substituce je t = cos v. My však dáme přednost
univerzálnı́ substituci t = tg v

2 — viz (2.20), která bude rychlejšı́, protože vede na
jednoduššı́ racionálnı́ lomenou funkci. (Právě proto jsme zvolili výchozı́ substituci
x = cotg v; přesvědčte se, že substituce x = tg v by vedla na integrál z 1/ cos3 v, jehož
výpočet je o něco pracnějšı́.)

V přı́padě substituce t = tg v
2 jde opět o použitı́ vzorce (3.15) zprava doleva —

nezapomeňte, že pro výpočet diferenciálu vycházı́me ze vztahu v = 2 arctg t . Avšak
funkce tg v

2 je prostá na intervalu (−π,π), takže určenı́ nových mezı́ je proto snadné.
Dosazenı́m za v vyjde, že dolnı́ mez bude tg π

8 , hornı́ mez bude tg π
4 = 1. S použitı́m
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vztahů (2.20) tudı́ž dostaneme:

∫ π/2

π/4

1
sin3 v

dv =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tg v

2 = t
v = 2 arctg t

dv = 2
1+t2 dt

π
4 ; tg π

8 ,
π
2 ; 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ 1

tg π
8

1( 2t
t2+1

)3 ·
2

1+ t2
dt =

=

∫ 1

tg π
8

t4 + 2t2 + 1
4t3

dt =
1
4

∫ 1

tg π
8

(
t +

2
t
+

1
t3

)
dt =

=
1
4

[
t2

2
+ 2 ln |t | −

1
2t2

]1

tg π
8

=

=
1
4

(
1
2
+ 2 ln 1−

1
2

)
−

1
4

(
1
2

tg2 π

8
+ 2 ln tg

π

8
−

1
2

cotg2 π

8

)
=

=
1
8

cotg2 π

8
−

1
8

tg2 π

8
−

1
2

ln tg
π

8
.

Výsledek vypadá ovšem dost „divoce“. Pokusı́me se ho poněkud upravit. Hodnotu
tg π

8 je možné vyjádřit jednodušeji. Ze vzorce pro tangens polovičnı́ho úhlu

tg
x

2
=

√
1− cos x
1+ cos x

,

platného pro x ∈ 〈0,π), dostaneme:

tg
π

8
=

√
1− cos π

4
1+ cos π

4
=

√√√√1− 1
√

2

1+ 1
√

2

=

√√
2− 1
√

2+ 1
=

√(√
2− 1

)2

2− 1
=
√

2− 1.

Po dosazenı́ této hodnoty vyjde∫ 1

0

√
x2 + 1 dx =

1

8
(√

2− 1
)2 −

(√
2− 1

)2

8
−

1
2

ln
(√

2− 1
)
=

=

√
2

2
−

1
2

ln
(√

2− 1
)
.

Kdybychom pro výpočet integrálu z 1/ sin3 x použili substituci t = cos v, vyšla
by nám složitějšı́ racionálnı́ lomená funkce, ale po jejı́ integraci bychom přı́mo dostali
předchozı́ výsledek a vyhnuli se určovánı́ hodnoty tg π

8 . Rovněž by bylo možné použı́t
tutéž Eulerovu substituci jako u integrálu z části b) tohoto přı́kladu. Navı́c si všimněte,
že

1
√
x2 + 1− x

=

√
x2 + 1+ x(√

x2 + 1+ x
)(√

x2 + 1− x
) = √

x2 + 1+ x.
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Protože oba integrály b) a c) tohoto přı́kladu majı́ tentýž integračnı́ obor 〈0, 1〉, musı́
se výsledky lišit o

∫ 1
0 x dx =

[1
2 x

2]1
0 =

1
2 , což lze jejich porovnánı́m snadno ověřit.

Každopádně nám ale tento přı́klad ukazuje, že výpočet určitého integrálu i ze zdán-
livě velmi jednoduché funkce může být technicky značně komplikovaný a zdlouhavý.
Je věcı́ cviku zvolit pokud možno co nejúspornějšı́ postup. Právě u takových přı́kladů
nám mohou hodně pomoci vhodné počı́tačové programy. N

Pro zájemce:
Na závěr tohoto oddı́lu se ještě zmı́nı́me o jistém zobecněnı́ Newtonovy-Leibnizovy formule. Ve
větě 3.14 se předpokládala existence primitivnı́ funkce k integrandu na celém integračnı́m oboru
〈a, b〉. Ukazuje se, že tento požadavek je poměrně silný. Např. pokud je integrand f (x) v některém
vnitřnı́m bodě nespojitý a má různé jednostranné limity, primitivnı́ funkce nemůže existovat — viz
např. funkce signum na obr. 2.2 na str. 8. Přitom pokud je tento bod jediným bodem nespojitosti
(nebo je takových bodů pouze konečně mnoho), určitý Riemannův integrál podle věty 3.5 existuje.
Situaci obvykle řešı́me rozdělenı́m integračnı́ho oboru na několik částı́ podle věty 3.9. Někdy je
však výhodnějšı́ zobecnit Newtonovu-Leibnizovu formuli.

Definice 3.25. FunkceF(x) se nazývá zobecněnou primitivnı́ funkcı́ k funkci f (x) na intervalu I ,
jestliže

• F(x) je spojitá na intervalu I ,

• platı́ F ′(x) = f (x) na intervalu I s výjimkou nejvýše konečně mnoha bodů.

Tedy zobecněná primitivnı́ funkce nemusı́ mı́t v některých bodech derivaci nebo se tato derivace
nemusı́ rovnat funkci f (x). Podstatná je ale jejı́ spojitost. Lze ukázat, že spojitost zaručuje, že
zobecněná primitivnı́ funkce je podobně jako „normálnı́“ primitivnı́ funkce určena jednoznačně až
na aditivnı́ konstantu.

Věta 3.26 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht’ funkce f (x) je integrovatelná na intervalu
〈a, b〉 a necht’F(x) je jejı́ zobecněná primitivnı́ funkce. Pak platı́, že∫ b

a

f (x) dx = F(b)− F(a). (3.16)

Důkaz je zcela analogický jako u věty 3.14. Uvažujı́ se pouze ta dělenı́, která obsahujı́ všechny
body, v nichž neplatı́ F ′(x) = f (x), jichž je podle předpokladu pouze konečně mnoho.

+

Přı́klad 3.27. Vypočtěte určitý integrál z přı́kladu 3.10 pomocı́ zobecněné Newtonovy-Leibnizovy
formule.

Řešenı́. Graf integrandu f (x) je znázorněn na obrázku 3.11. Jde o funkci, která je na každém ze
třı́ navazujı́cı́ch intervalů konstantnı́, avšak konstanty jsou navzájem různé. Nalézt zobecněnou
primitivnı́ funkci F(x) je jednoduché. Stačı́ na každém intervalu nalézt „normálnı́“ primitivnı́
funkce, pak jednu zafixovat a ostatnı́ posunout ve směru osy y (tj. zvolit vhodně integračnı́
konstanty) tak, abychom dostali spojitou funkci. V našem přı́padě dostaneme

f (x) =


2 pro x ∈ 〈−2, 1〉,
−1 pro x ∈ (1, 3),

1 pro x ∈ 〈3, 4〉,

⇒ F(x) =


2x + c1 pro x ∈ 〈−2, 1〉,
−x + c2 pro x ∈ (1, 3),
x + c3 pro x ∈ 〈3, 4〉.



130 Určitý integrál

x

y

2−2 1 3 4

F(4) = 1

2

−4 = F(−2)

y = F(x)

Obr. 3.14

Zbývá jen určit integračnı́ konstanty c1, c2, c3 tak,
aby F(x) byla spojitá. Zvolı́me např. c1 = 0.
Vzorce musı́ dávat v krajnı́ch bodech sousednı́ch
intervalů touž hodnotu. Dosazenı́m x = 1 dosta-
neme 2 · 1 = −1+ c2, tedy c2 = 3 a následně do-
sazenı́m x = 3 dostaneme, že je−3+ 3 = 3+ c3,
takže c3 = −3. Platı́ tudı́ž

F(x) =


2x pro x ∈ 〈−2, 1〉,

−x + 3 pro x ∈ (1, 3),
x − 3 pro x ∈ 〈3, 4〉.

Jakákoli dalšı́ zobecněná primitivnı́ funkce se od
této lišı́ o konstantu. Graf funkce F(x) je na ob-
rázku 3.14. Pro náš integrál dostáváme∫ 4

−2
f (x) dx = F(4)− F(−2) = 1− (−4) = 5,

což je stejný výsledek jako v přı́kladu 3.10. N

3.5.3. Určitý integrál jako funkce mezı́

Pro zájemce:
Předpokládejme, že funkce f (x) je riemannovsky integrovatelná na intervalu 〈a, b〉. Zvolme
libovolně c ∈ 〈a, b〉, které ale bude v dalšı́ch úvahách pevné. Pro každé x ∈ 〈a, b〉 je pak korektně
definován určitý integrál

∫ x
c
f (t) dt . Pro c < x to plyne z věty 3.8, pro c = x je třeba vzı́t navı́c

v úvahu vztahy (3.13) a (3.14). Všimněte si rovněž, že vzhledem k tomu, že jsme hornı́ mez označili
pı́smenem x, v integrandu jsme museli použı́t jiné pı́smeno, např. t . Jak vı́me, na hodnotu určitého
integrálu to nemá vůbec vliv.

Takto zı́skaná hodnota ovšem závisı́ na volbě x. Dostáváme tudı́ž novou funkci, označme ji
např. F , která čı́slu x z intervalu 〈a, b〉 přiřazuje hodnotu určitého integrálu funkce f přes interval
s koncovými body c a x, přičemž c považujeme za dolnı́ mez a x za hornı́ mez. Funkce F je tedy
dána vztahem

F(x) =

∫ x

c

f (t) dt, x ∈ 〈a, b〉. (3.17)

O tomto určitém integrálu řı́káme, že je funkcı́ své hornı́ meze.
Funkci F(x) lze zavést vztahem (3.17) nejen pro ohraničený uzavřený interval I = 〈a, b〉,

ale pro libovolný interval I (otevřený, uzavřený, polootevřený, ohraničený, neohraničený), pokud
budeme předpokládat, že funkce f (x) je riemannovsky integrovatelná na každém jeho uzavřeném
ohraničeném podintervalu 〈d, e〉 ⊂ I .
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Je-li např. f (x) = cos x, můžeme vzı́t I = (−∞,∞), protože funkce kosinus je spojitá, a tudı́ž
integrovatelná na libovolném ohraničeném uzavřeném intervalu. Ze vztahu (3.17) dostaneme, že
v tomto přı́padě je

F(x) =

∫ x

c

cos t dt =
[
sin t

]x
c
= sin x − sin c, x ∈ (−∞,∞).

Všimněte si, že výsledná funkce F(x) je jednou z primitivnı́ch funkcı́ ke kosinu, tj. integrandu,
a to tou, pro niž platı́ F(c) = 0.

Lze dokázat následujı́cı́ důležitou větu.

Věta 3.28. Necht’ funkce f (x) je definovaná na intervalu I a je riemannovsky integrovatelná na
každém jeho ohraničeném uzavřeném podintervalu. Necht’c ∈ I . Pak platı́:

1. Funkce F(x) definovaná vztahem (3.17) je spojitá na intervalu I .

2. Je-li navı́c f (x) spojitá v některém bodě x0 ∈ I , má v tomto bodě funkce F(x) derivaci, přičemž
platı́ F ′(x0) = f (x0).

Pokud má interval I krajnı́ body, jde o jednostrannou spojitost resp. derivaci.
Z druhého tvrzenı́ předchozı́ věty okamžitě dostáváme následujı́cı́ důsledek.

Důsledek 3.29. Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu I , pak funkce F(x) definovaná vzta-
hem (3.17) je k nı́ primitivnı́.

Tı́m je vlastně dokázána věta 2.3 o existenci primitivnı́ funkce ke spojité funkci. Všimněte si,
že ke konstrukci primitivnı́ funkce, tj. v podstatě neurčitého integrálu, se použil určitý integrál.
Tento výsledek má, jak již bylo zmı́něno za větou 2.3, existenčnı́ charakter a neumožňuje nám
konstruktivně v obecném přı́padě nějakou primitivnı́ funkci najı́t. Pro výpočet určitého integrálu
máme totiž jediný prostředek — Newtonovu-Leibnizovu formuli. Jejı́ použitı́ však předpokládá
znalost primitivnı́ funkce k integrandu, čı́m se dostáváme do kruhu.

Analogicky je možné zavést určitý integrál jako funkci dolnı́ meze vztahem

G(x) =

∫ c

x

f (t) dt, x ∈ I.

Funkce G(x) má obdobné vlastnosti jako funkce F(x), jen v bodech spojitosti integrandu f (x)
platı́ G′(x) = −f (x). Tedy je-li integrand f (x) spojitý na I , je −G(x) jeho primitivnı́ funkcı́.

Určitý integrál, který je funkcı́ své hornı́ resp. dolnı́ meze, budeme potřebovat v následujı́cı́
kapitole 4 o nevlastnı́m integrálu. Má ale důležité použitı́ i v řadě jiných partiı́ matematiky,
např. v teorii vı́cenásobného integrálu, který je zobecněnı́m jednoduchého určitého integrálu pro
funkce vı́ce proměnných. Někteřı́ z vás se s nı́m setkajı́ rovněž při studiu Laplaceovy integrálnı́
transformace při zaváděnı́ tzv. konvoluce — viz [10]. My ho ještě využijeme v následujı́cı́m
zobecněnı́ metody per partes pro určitý integrál, které je často potřeba např. v důkazech z teorie
integrálnı́ch transformacı́.

Věta 3.30. Necht’ funkce f (x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu 〈a, b〉 a A,B ∈ R jsou
konstanty. Položme

F(x) =

∫ x

a

f (t) dt + A, G(x) =

∫ x

a

g(t) dt + B.
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Pak platı́, že ∫ b

a

F(x)g(x) dx =
[
F(x)G(x)

]b
a
−

∫ b

a

f (x)G(x) dx. (3.18)

Důkaz viz [8, str. 195]. Skutečně jde o zobecněnı́ metody per partes pro určitý integrál z věty 3.19.
Jejı́ předpoklady totiž zajišt’ujı́, že můžeme (při označenı́ ze zmı́něné věty) položit f (x) = u′(x),
g(x) = v′(x). Zvolı́me-li ještěA = u(a),B = v(a), dostaneme s použitı́m Newtonovy-Leibnizovy
formule, že

F(x) =

∫ x

a

u′(t) dt + u(a) =
[
u(t)

]x
a
+ u(a) = u(x)− u(a)+ u(a) = u(x)

a analogickyG(x) = v(x). Dosazenı́m do rovnosti (3.18) okamžitě dostaneme nám známý vzorec
per partes pro určitý integrál (3.12).

Poznámka 3.31. Kromě Riemannova integrálu se zavádı́ ještě tzv. Newtonův integrál — viz [18].
V jeho definici se předpokládá mimo jiné existence primitivnı́ funkce. Newtonova-Leibnizova
formule pak řı́ká, že pokud má funkce Riemannův i Newtonův integrál, jsou jejich hodnoty stejné.

Metoda per partes z věty 3.30 se týká čistě Riemannova integrálu, zatı́mco v předpokladech
věty 3.19 se vyžaduje nepřı́mo i existence Newtonova integrálu jisté funkce.

Přı́klady k procvičenı́!
1. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ π/2

0
sin x dx, b)

∫ π/2

−π/2
cos x dx, c)

∫ 3

−1
(x3
− 3x2

+ 1) dx,

d)
∫ π

0
5 sin 4φ dφ, e)

∫ 3

0
e
u
3 du, f)

∫ 3

0

12
z2
+ 9 dz,

g)
∫ π/2

−π/2
2 sin2 2x dx, h)

∫ 4

0

x − 1
x + 1

dx, i)
∫ 5

2

4
x

dx,

j)
∫ 2

0,5

1
x2

dx, k)
∫ 1

−1
2x3 dx, l)

∫ 1

−1

1
x − 4

dx,

m)
∫ 3

2

1
V 2
+ V dV, n)

∫ 2

−2

6
8+ 3t2

dt, o)
∫ π

−π

2 cos y sin y dy.

2. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ π/4

−π/4
4 sin2 x dx, b)

∫ 1

−1

1
cos 2α

dα, c)
∫ 0,5

−0,5
tgβ dβ,

d)
∫ 4

1
3
√
x dx, e)

∫ 10

1

6
9p

dp, f)
∫ 2

−2

n2

n2 + 1
dn.

3. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ π

0
2ω sin2 ω dω, b)

∫ 1

0
V 2e

−
V
2 dV, c)

∫ 3

0
xe
−
x
2 dx,
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d)
∫ 1

−1
4x2e−2x dx, e)

∫ π

0
x cos x dx, f)

∫ π

0
x2 sin x dx,

g)
∫ 2

0
arctgw dw, h)

∫ 1

−1
4y arctg 2y dy, i)

∫ 1

0
6 arcsin

t

2
dt.

4. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ 1

0

2
√
x

1+ x
dx, b)

∫ 3

2

e
1
u

u2 du, c)
∫ 3

0

3r
√

4r + 4
dr,

d)
∫ 2

1

2(1+ lnQ)
Q

dQ, e)
∫ 4

2

√
S

√
S − 1

dS, f)
∫ 4

0
12

√
x +

1
4

dx,

g)
∫ π

0
sin t

√
1+ cos2 t dt, h)

∫ 2

1

dx

x
√

1− ln2 x
, i)

∫ 4

0

1
1+
√
x

dx.

5. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ π

0
8 cos2 φ sin2 φ dφ, b)

∫ π

0
2(1− cosα)3 dα, c)

∫ 2

1

6
6x − 1

dx,

d)
∫ 1

0
12
√
s

√
4s + 1

4s
ds, e)

∫ 2π

0

√
1− cosβ dβ, f)

∫ 1

0

x
√

4− x2
dx,

g)
∫ π/2

0
cos2 α sin 2α dα, h)

∫ π/2

0
16 sin4 x dx, i)

∫ 1

0

16
8− 4x2

dx,

j)
∫ π/2

0
4 sinφ cos3 φ dφ, k)

∫ π

0
3 sin3 x dx, l)

∫ 1

−1

2 dR
√

16− 4R2
,

m)
∫ 1/2

0

2(1+ r2)

1− r2
dr, n)

∫ 2

0

1
(5+ 4k)3

dk, o)
∫ 3

0
3
√
x + 1 dx,

p)
∫ 1

−1

2
x2 − 4

dx, q)
∫ 2

1
et

(
1+

e−t

t

)
dt, r)

∫ 5

1

2 ln y
y

dy.

6. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ 1

0

m− 1
m+ 1

dm, b)
∫ π/8

0
(1+ tg 2β) dβ, c)

∫ 3

2

6p
p2 − 1

dp,

d)
∫ 9

4

3(z− 1)
√
z+ 1

dz, e)
∫ T/2

0
π sin

(
2πt

T

)
dt, f)

∫ π/2

0

dε
1+ cos ε

,

g)
∫ 2

0

2x
1+ x4

dx, h)
∫ 2

1

2
K +K3 dK, i)

∫ 1

0
2
√

2p + p2 dp,

j)
∫ π/2

0

10 dδ
2 cos δ + 3

, k)
∫ 2π

0

2 dw
5+ 3 cosw

, l)
∫ π

0

2 sinω
5+ 4 cosω

dω,

m)
∫ π/2

0

cosα
5+ sinα

dα, n)
∫ π

0

10
4+ cos2 t

dt, o)
∫ 2

−2
(4− y2)

2
dy.
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7. Určete zobecněné primitivnı́ funkce a pomocı́ nich vypočtěte určité integrály:

a)
∫ 2

−1
sgn x dx, b)

∫ 4

−1
f (x) dx, c)

∫ 3

−2
e−|x| dx, d)

∫ 5

−3
g(x) dx,

kde

f (x) =


x pro x ∈ 〈−1, 0〉,
x2 pro x ∈ (0, 1),
1 pro x ∈ 〈1, 4〉,

g(x) =


2 pro x ∈ 〈−3,−1〉,
4 pro x ∈ (−1, 2),
1 pro x ∈ 〈2, 5〉.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) 1, b) 2, c) −4, d) 0, e) 3e− 3,

f) π, g) π, h) 4− 2 ln 5, i) 4 ln
5
2
, j) 1, 5,

k) 0, l) ln
3
5
, m) −3 ln 2+ 2 ln 3, n)

√
6 arctg

√
6

2
, o) 0.

2. a) −2+ π, b) 2 tg 1, c) 0, d) 14, e)
2
3

ln 10, f) 4− 2 arctg 2.

3. a)
1
2

π2, b) −26 e−1/2
+ 16, c) −10 e−3/2

+ 4,

d) −5 e−2
+ e2, e) −2, f) π2

− 4,

g) 2 arctg 2−
1
2

ln 5, h) 5 arctg 2− 2, i) π+ 6
√

3− 12.

4. a) 4− π, b) −e1/3
+ e1/2, c) 4,

d) ln2 2+ 2 ln 2, e) 6− 2 ln
(√

2− 1
)
− 2
√

2, f) 17
√

17− 1,

g)
√

2+ ln
(
1+
√

2
)
, h) arcsin ln 2, i) 4− 2 ln 3.

5. a) π, b) 5π, c) ln
11
5
,

d) 5
√

5− 1, e) 4
√

2, f) 2−
√

3,

g)
1
2
, h) 3π, i)

√
2 ln

(
3+ 2

√
2
)
,

j) 1, k) 4, l)
π

3
,

m) −1+ 2 ln 3, n)
18

4225
, o) 14,

p) − ln 3, q) e2
+ ln 2− e, r) ln2 5.
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6. a) 1− 2 ln 2, b)
π

8
+

1
4

ln 2, c) 9 ln 2− 3 ln 3,

d) 23, e) T , f) 1,

g) arctg 4, h) 3 ln 2− ln 5, i) 2
√

3− ln
(
2+
√

3
)
,

j) 4
√

5 arctg

√
5

5
, k) π, l) ln 3,

m) ln 6− ln 5, n)
√

5 π, o)
512
15

.

7. a) |x|, b) F(x) =


x2

2 pro x ∈ 〈−1, 0〉,
x3

3 pro x ∈ (0, 1),
x − 2

3 pro x ∈ 〈1, 4〉,

c) H(x) =

{
ex pro x 5 0,
2− e−x pro x > 0,

d) G(x) =


2x pro x ∈ 〈−3,−1〉,
4x + 2 pro x ∈ (−1, 2),
x + 8 pro x ∈ 〈2, 5〉,

a) 1, b)
17
6
, c) 2− e−2

− e−3, d) 19.

3.6. Aplikace určitého integrálu
V závěrečném oddı́lu této kapitoly si uvedeme několik ukázek použitı́ určitého integrálu.
Půjde o nejjednoduššı́ geometrické a fyzikálnı́ aplikace.

3.6.1. Geometrické aplikace
Všimneme si výpočtu délek, obsahů a objemů. Každý z vás má určitě představu, co tyto
pojmy znamenajı́ pro některé jednoduché útvary. Např. délka úsečky nebo kružnice, obsah
čtverce, obdélnı́ku, lichoběžnı́ku nebo kulové plochy, objem kvádru, kužele nebo koule
atd. Podobně asi máte intuitivnı́ představu, co je to délka např. nějaké prostorové spirály
a dokážete si představit, jak by se změřila přiloženı́m ohebného krejčovského metru.
Obdobně máte jistě představu, že např. elipsa má nějaký obsah, i když třeba nevı́te, jak
by se určil. Pokud bychom se však zeptali, jaká je třeba délka množiny racionálnı́ch čı́sel
ležı́cı́ch mezi nulou a jedničkou, asi byste s odpovědı́ hodně váhali. Potı́ž je v tom, že
pojmy délka, obsah a objem nebyly nijak precizně zavedeny.

Vzhledem k rozsahu a určenı́ těchto skript nenı́ možné potřebné pojmy přesně zavádět.
Šlo by o poměrně komplikovaný a rozsáhlý výklad z teorie mı́ry a dalšı́ch náročných
matematických partiı́. Pro naše potřeby se bez těchto preciznı́ch matematických definic
obejdeme, jelikož se omezı́me na jednoduché objekty, u nichž bude intuitivně jasné, že
majı́ nějakou délku, obsah resp. objem. Nı́že uvedené vzorce nám řeknou, jak se potřebná
hodnota určı́.

Je-li A nějaká množina, označı́me jı́ přı́slušnou hodnotu m(A), kde pı́smeno m jsme
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x

y

a b

x = a x = b

y = f (x)

A

a)

x

y

a b

−c

x = a x = b

y = f (x)

y = −c

B

y = g(x)

b)

Obr. 3.15: Výpočet obsahu množiny

použili, aby nám připomı́nalo slovo „mı́ra“. Musı́me však ještě rozlišit, zda jde o délku,
obsah nebo objem. K tomu použijeme index, který odpovı́dá tomu, v jakých jednotkách
(délkových, plošných, objemových) se daná veličina měřı́. Tedy m1(A) bude značit délku,
m2(A) obsah a m3(A) objem množiny A (samozřejmě pokud má přı́slušná veličina pro
danou množinuA rozumný smysl — u křivek budeme počı́tat délku, u ploch obsah a u těles
objem; avšak co je to křivka, plocha resp. těleso chápeme pouze intuitivně, přesné definice
nemáme k dispozici).

Obsah rovinné množiny

Výpočet obsahu rovinné množiny jako speciálnı́ho přı́padu plochy patřı́ k nejdůležitějšı́m
aplikacı́m určitého integrálu. Použili jsme ho také jako hlavnı́ motivaci.

Necht’ f (x) je nezáporná funkce definovaná na ohraničeném uzavřeném intervalu
〈a, b〉. Množina v rovině definovaná vztahem

A = {(x, y) ∈ R2
| a 5 x 5 b, 0 5 y 5 f (x)}

se obvykle nazývá podgrafem funkce f (x) na intervalu 〈a, b〉. Vlastně jde o množinu
bodů v rovině, která je ohraničená osou x, rovnoběžkami s osou y o rovnicı́ch x = a

a x = b a grafem funkce f (x). Funkce nemusı́ být spojitá — viz obr. 3.15 a).

Věta 3.32. Necht’ funkce f (x) je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉 a je zde nezáporná.
Pak pro obsah množiny A platı́:

m2(A) =

∫ b

a

f (x) dx. (3.19)
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Zdůrazněme, že funkce musı́ být na intervalu 〈a, b〉 nezáporná. Je však celkem zřejmé,
že pro funkci f (x), která je naopak nekladná, bude integrál

∫ b
a
f (x) dx roven obsahu

množiny omezené grafem funkce f (x), osou x a přı́mkami x = a a x = b (ležı́cı́ tentokrát
pod osou x), avšak opatřenému znaménkem mı́nus. K důkazu stačı́ zaměnit f (x) funkcı́
−f (x), která bude nezáporná (množina A se překlopı́ kolem osy x), a vytknout čı́slo −1.

x

y

a b

y = f (x)

+

−

+

−

+

Obr. 3.16

Z předchozı́ úvahy a aditivity urči-
tého integrálu vzhledem k integračnı́mu
oboru vyplývá, že v obecném přı́padě,
kdy funkce f (x) může libovolně mě-
nit znaménko, je

∫ b
a
f (x) dx názorně

řečeno roven ploše omezené grafem
funkce f (x), osou x a přı́mkami x = a
a x = b, přičemž části ležı́cı́ nad osou x
se berou kladně, zatı́mco části ležı́cı́ pod
osou x se berou záporně — viz obr. 3.16.

Tudı́ž např. z tvaru grafu funkce si-
nus resp. kosinus je zřejmé, že musı́ pla-
tit

∫ 2π

0 sin x dx = 0 resp.
∫ 2π

0 cos x dx = 0. Nakreslete si přı́slušné obrázky.
Předchozı́ větu 3.32 lze snadno zobecnit na přı́pad množiny znázorněné na obr. 3.15 b).

Předpokládejme, že graf funkce f (x) ležı́ na intervalu 〈a, b〉 nad grafem funkce g(x)
(připouštı́ se i rovnost, tj. musı́ být g(x) 5 f (x)). Označme

B = {(x, y) ∈ R2
| a 5 x 5 b, g(x) 5 y 5 f (x)}.

Jde tedy o množinu ohraničenou přı́mkami x = a a x = b a dvojicı́ grafů funkcı́. Někdy
se pro ni použı́vá název křivočarý obdélnı́k nebo křivočarý lichoběžnı́k.

Věta 3.33. Necht’ funkce f (x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu 〈a, b〉 a platı́
g(x) 5 f (x) pro každé x ∈ 〈a, b〉. Pak pro obsah množiny B platı́:

m2(B) =

∫ b

a

[f (x)− g(x)] dx. (3.20)

Platnost vzorce je celkem zřejmá. Stačı́ množinu B posunout o vhodnou konstantu
nahoru tak, aby funkce g(x) + c (a tudı́ž samozřejmě i funkce f (x) + c) byla na inter-
valu 〈a, b〉 nezáporná. To je určitě možné, protože funkce g(x) je integrovatelná, a tedy
i zdola ohraničená. Obsah se tı́m nezměnı́. Přı́mka y = −c v obr. 3.15 b) pak hraje roli
nové osy x.

Nynı́ je jasné, že posunutá množina B je množinovým rozdı́lem podgrafu funkce
f (x)+ c a podgrafu funkce g(x)+ c (je šrafován). Jejı́ obsah bude proto rozdı́lem obsahů
těchto podgrafů. Tedy m2(B) =

∫ b
a
[f (x)+c] dx−

∫ b
a
[g(x)+c] dx =

∫ b
a
[f (x)−g(x)] dx.

Věta 3.32 je speciálnı́m přı́padem pro g(x) = 0.
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Přı́klad 3.34. Vypočtěte obsah množiny K ohraničené grafy funkcı́ g : y = x2
+ x − 3

a f : y = −x2
− 2x + 2.

x

y

1
5
2−
5
2

f : y = −x2
− 2x + 2

g : y = x2
+ x − 3

K

Obr. 3.17

Řešenı́. U přı́kladů tohoto typu se často neobejdeme bez
náčrtku. Nejprve musı́me určit meze. K tomu musı́me
najı́t průsečı́ky grafů zadaných funkcı́, tj. musı́me řešit
rovnici f (x) = g(x). V našem přı́padě je x2

+x−3 =
= −x2

− 2x + 2, odkud

2x2
+ 3x − 5 = 0 ⇒ x1,2 =

−3± 7
4
=

{
−

5
2 ,

1.

Protože jde o kvadratické funkce, grafy jsou para-
boly. Podle znaménka u x2 rozhodneme, která pa-
rabola je otočená nahoru a která dolů. Výsledek je
na obr. 3.17. Na intervalu 〈−5/2, 1〉 je skutečně
f (x) = g(x). Pokud by tomu tak nebylo, museli
bychom ve vzorci (3.20) funkce prohodit.

Pro obsah množiny K tudı́ž platı́:

m2(K) =

∫ 1

−5/2

[
(−x2

− 2x + 2)− (x2
+ x − 3)

]
dx =

=

∫ 1

−5/2
(−2x2

− 3x + 5) dx =
[
−

2
3
x3
−

3
2
x2
+ 5x

]1

−5/2
=

=

(
−

2
3
−

3
2
+ 5

)
−

(
250
24
−

75
8
−

25
2

)
=

343
24

.
N

Na základnı́ a střednı́ škole jste se seznámili se vzorci pro délku kružnice, obsah kruhu
a kulové plochy a objem koule. Vzhledem k tomu, jaký aparát jste měli k dispozici, jste
nemohli tyto vzorce pochopitelně dokázat. V tomto oddı́lu si zmı́něné vzorce postupně
všechny dokážeme. Prvnı́ na řadě bude obsah kruhu.

+

Přı́klad 3.35. Vypočtěte obsah kruhu K o poloměru r > 0.

Řešenı́. Střed kruhu si umı́stı́me do počátku, na obsah to nemá vliv. Rovnice hraničnı́
kružnice pak je x2

+ y2
= r2. Odtud máme y = ±

√
r2 − x2. Označı́me si

f (x) =
√
r2 − x2 a g(x) = −

√
r2 − x2, x ∈ 〈−r, r〉

— viz obr. 3.18. Pro obsah kruhu tudı́ž platı́
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x

y

−r r

f : y =
√
r2 − x2

g : y = −
√
r2 − x2

K

Obr. 3.18

m2(K) =

∫ r

−r

[f (x)− g(x)] dx =

=

∫ r

−r

[√
r2 − x2 −

(
−

√
r2 − x2

)]
dx =

= 2
∫ r

−r

√
r2 − x2 dx.

Podobný neurčitý integrál jsme již počı́tali — srovnejte
přı́klad 2.30. Šlo o typ (2.31). Použijeme proto substitučnı́
metodu z věty 3.22 (jde opět o směr zprava doleva). Zvo-
lı́me ϕ(t) = r sin t , tudı́ž x = r sin t . Funkce sin t zobra-
zuje prostě interval 〈−π/2,π/2〉 na interval 〈−1, 1〉, takže funkce ϕ(t) zobrazı́ interval
〈−π/2,π/2〉 na interval 〈−r, r〉. Pro hledanou hodnotu m2(K) tedy dostaneme

m2(K) = 2
∫ r

−r

√
r2 − x2 dx =

∣∣∣∣∣∣
x = r sin t

dx = r cos t dt
−r ; −π

2 , r ; π
2

∣∣∣∣∣∣ =
= 2

∫ π/2

−π/2

√
r2 − r2 sin2 t · r cos t dt = 2

∫ π/2

−π/2
r| cos t | · r cos t dt =

= 2r2
∫ π/2

−π/2
cos2 t dt = 2r2

∫ π/2

−π/2

1
2
(1+ cos 2t) dt = r2

[
t +

sin 2t
2

]π/2

−π/2
=

= r2
[(

π

2
+

sin π

2

)
−

(
−

π

2
+

sin(−π)

2

)]
= πr2.

Při úpravě jsme využili toho, že na intervalu 〈−π/2,π/2〉 je cos t = 0, a použili jsme
vzorec (2.19).

Vzhledem k symetrii bylo rovněž možné určit obsah čtvrtiny kruhu v prvnı́m kvadrantu
a výsledek vynásobit čtyřmi. Dolnı́ ohraničujı́cı́ funkce by byla g(x) = 0 a integračnı́ obor
by byl 〈0, r〉, tedy m2(K) = 4

∫ r
0

√
r2 − x2 dx. N

Poznámka 3.36. Někdy množina C, jejı́ž obsah máme určit, nenı́ ohraničena dvěma
vhodnými grafy funkcı́ nezávisle proměnné x, abychom mohli použı́t vzorec (3.20). Může
mı́t ale vhodný tvar, když otočı́me obrázek o 90◦, tj. zaměnı́me x a y. Jinými slovy existujı́
funkce x = h(y), x = k(y), h(y) 5 k(y) pro y ∈ 〈c, d〉, takové, že

C = {(x, y) ∈ R2
| c 5 y 5 d, h(y) 5 x 5 k(y)}.

Tedy množina C je ohraničena grafy funkcı́ h(y) a k(y) a rovnoběžkami s osou x o rov-
nicı́ch y = c a y = d — viz obr. 3.19. Pro jejı́ obsah platı́:

m2(C) =

∫ d

c

[k(y)− h(y)] dy. (3.21)
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x

y

c

d

y = c

y = d

x = h(y) x = k(y)C

Obr. 3.19

U ještě složitějšı́ch množin je obvykle možné rozdělit je na jednoduššı́ disjunktnı́ části
(přesněji řečeno, překrývajı́ se křivkami, které je ohraničujı́), jejichž obsah lze určit pomocı́
některého ze vzorců (3.20) nebo (3.21).

Délka křivky

Dalšı́ důležitou aplikacı́ určitého integrálu je výpočet délky rovinné křivky (definice délky
viz např. [11, str. 22]). Omezı́me se nejprve na přı́pad, kdy jde o graf funkce y = f (x).

Věta 3.37. Necht’funkce f (x) je definovaná na intervalu 〈a, b〉 a má zde spojitou derivaci.
Pak pro délku jejı́ho grafu G platı́:

m1(G) =

∫ b

a

√
1+ [f ′(x)]2 dx. (3.22)

+

Přı́klad 3.38. Určete délku grafu G funkce f : y = ln x, x ∈
〈√

3,
√

15
〉
.

Řešenı́. Zadaná funkce má derivaci, přičemž platı́ f ′(x) = 1
x

. Podle vzorce (3.22) platı́:

m1(G) =

∫ √15

√
3

√
1+

1
x2 dx =

∫ √15

√
3

√
x2 + 1
x

dx =
∫ √15

√
3

√
x2 + 1
x2 · x dx =

=

∣∣∣∣∣∣
x2
+ 1 = t2

x dx = t dt
√

3 ; 2,
√

15 ; 4

∣∣∣∣∣∣ =
∫ 4

2

√
t2

t2 − 1
· t dt =

∫ 4

2

t2

t2 − 1
dt.

Při výpočtu jsme použili substituci určenou vztahem x2
+ 1 = t2, tj. t =

√
x2 + 1.

Tato funkce je rostoucı́ na intervalu
〈√

3,
√

15
〉

a převádı́ ho na interval 〈2, 4〉. Obdrželi
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jsme určitý integrál z racionálnı́ neryze lomené funkce. Platı́

t2

t2 − 1
=
t2 − 1+ 1
t2 − 1

= 1+
1

t2 − 1
.

Vyniklou ryze lomenou funkci musı́me rozložit na parciálnı́ zlomky. Jmenovatel má
jednoduché reálné kořeny ±1, takže

1
t2 − 1

=
A

t − 1
+

B

t + 1
⇒ 1 = A(t + 1)+ B(t − 1).

Dosazenı́m kořenů určı́me konstanty A a B:

t = 1 : 1 = 2A ⇒ A =
1
2
,

t = −1 : 1 = −2B ⇒ B = −
1
2
.

Celkem dostaneme

m1(G) =

∫ 4

2

(
1+

1/2
t − 1

−
1/2
t + 1

)
dt =

[
t +

1
2

ln |t − 1| −
1
2

ln |t + 1|
]4

2
=

=

(
4+

1
2

ln 3−
1
2

ln 5
)
−

(
2+

1
2

ln 1−
1
2

ln 3
)
= 2+ ln 3−

1
2

ln 5.
N

Nynı́ si všimneme obecnějšı́ho přı́padu, kdy křivka nemusı́ být grafem funkce. Vzhle-
dem k rozsahu nemůžeme obecně zavádět pojem křivky, zájemcům o tuto problematiku
doporučujeme např. [11, str. 15]. Pro názornost nám postačı́ představa, že jde vlastně
o trajektorii, kterou nakreslı́ bod, jenž se v čase spojitě pohybuje v rovině. Musı́me tedy
zadat polohu bodu v rovině v daný okamžik. To uděláme pomocı́ dvou spojitých funkcı́
ϕ(t) a ψ(t), udávajı́cı́ch x-ovou a y-ovou souřadnici pohybujı́cı́ho se bodu. Dostaneme
tzv. parametrické rovnice křivky. Ty majı́ tedy tvar

x = ϕ(t),

y = ψ(t),
t ∈ 〈α, β〉. (3.23)

Proměnnou t nazýváme parametr (nemusı́ mı́t nutně význam času, může to být např.
délka). Speciálnı́ přı́pad — parametrické rovnice úsečky — znáte z analytické geometrie.
Z fyzikálnı́ho pohledu je délka křivky vlastně drahou, kterou bod urazı́ od okamžiku α do
okamžiku β. Pro délku křivky lze dokázat následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 3.39. Necht’křivka C je dána parametrickými rovnicemi (3.23), přičemž funkce ϕ(t)
a ψ(t) majı́ spojité derivace na intervalu 〈α, β〉. Pak platı́:

m1(C) =

∫ β

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 dt. (3.24)

Graf libovolné funkce f (x), x ∈ 〈a, b〉 lze parametrizovat např. rovnicemi x = t ,
y = f (t), t ∈ 〈a, b〉, takže ϕ′(t) = 1, ψ ′(t) = f ′(t). Po dosazenı́ do (3.24) ihned vidı́me,
že jde skutečně o zobecněnı́ vztahu (3.22).
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Přı́klad 3.40. Vypočtěte délku kružnice C o poloměru r > 0.

x

y

O
r cos t

r sin t
t

r−r

r

−r

A

r

C

Obr. 3.20

Řešenı́. Bez újmy na obecnosti lze kružnici
umı́stit středem do počátku. Na délku to nemá
vliv. Jejı́ rovnice je pak x2

+ y2
= r2. Nynı́

bychom mohli určit vzorec např. hornı́ půl-
kružnice, což je y =

√
r2 − x2, přičemž

x ∈ 〈−r, r〉, pomocı́ vzorce (3.22) spočı́tat
jejı́ délku a výsledek vynásobit dvěma. Po-
tı́ž ovšem je, že derivace této funkce má tvar
y′ = −x√

r2−x2
, a nenı́ tudı́ž definovaná pro

x = −r a x = r (v těchto bodech existujı́
nevlastnı́ jednostranné derivace). Předpoklady
věty 3.37 nejsou tedy splněny. Dokonce funkce√

1+ y′2 = r√
r2−x2

nenı́ na intervalu (−r, r)

ohraničená.
Zkusı́me tedy najı́t parametrické rovnice

kružniceC. To nenı́ nijak obtı́žné. Z definice funkcı́ sinus a kosinus je vidět (viz obr. 3.20),
že poloha libovolného bodu A = (x, y) je dána takto: A = (r cos t, r sin t), kde t je úhel,
který svı́rá průvodič bodu A s kladnou částı́ osy x. Měnı́me-li úhel t od nuly do 2π,
proběhne bod A celou kružnici. Označme ϕ(t) = r cos t , ψ(t) = r sin t . Hledané para-
metrické rovnice jsou:

C :
x = r cos t,
y = r sin t,

t ∈ 〈0, 2π〉.

Protože ϕ′(t) = (r cos t)′ = −r sin t a ψ ′(t) = (r sin t)′ = r cos t , vyjde ze vzor-
ce (3.24), že platı́:

m1(C) =

∫ 2π

0

√
(−r sin t)2 + (r cos t)2 dt =

∫ 2π

0

√
r2 sin2 t + r2 cos2 t dt =

=

∫ 2π

0
r dt = r

[
t
]2π

0 = 2πr.
N

Poznámka 3.41.
1. Zcela analogicky je možné postupovat v přı́padě prostorové křivky, přibude jen třetı́

souřadnice polohy bodu. Parametrické rovnice křivky K budou mı́t tvar

x = ϕ(t),

y = ψ(t),

z = ω(t),

t ∈ 〈α, β〉,
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a pro jejı́ délku bude platit (za předpokladu existence spojitých derivacı́ ϕ′(t), ψ ′(t)
a ω′(t))

m1(K) =

∫ β

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 + [ω′(t)]2 dt.

2. Při fyzikálnı́ interpretaci, kdy rovnice (3.23) popisujı́ polohu hmotného bodu, má
(ϕ′(t), ψ ′(t)) význam vektoru okamžité rychlosti v čase t . Z analytické geometrie
vı́me, že

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 je velikost tohoto vektoru. Vzorec (3.24) tudı́ž vyja-

dřuje, že určitý integrál z velikosti okamžité rychlosti přes interval 〈α, β〉 udává dráhu,
kterou tento bod urazı́ od časového okamžiku α do časového okamžiku β. Totéž platı́
v přı́padě prostorové křivky.

3. Integrál pro výpočet délky křivky obsahuje odmocninu. Proto i pro velmi jednoduché
funkce se často stane, že neumı́me přı́slušný neurčitý integrál spočı́tat pomocı́ elemen-
tárnı́ch funkcı́. Pak nezbývá než použı́t nějakou přibližnou metodu — viz kapitola 5. To
je např. přı́pad elipsy, kdy lze ukázat, že jejı́ délka je vyjádřena pomocı́ tzv. eliptického
integrálu — viz str. 80.

Objem rotačnı́ho tělesa a obsah pláště rotačnı́ho tělesa

Uvažujme spojitou nezápornou funkci f (x), která je definovaná na intervalu 〈a, b〉. Ta
nám určı́ křivočarý obdélnı́k (podgraf funkce f )

P = {(x, y) ∈ R2
| a 5 x 5 b, 0 5 y 5 f (x)}. (3.25)

Jeho rotacı́ kolem osy x vznikne rotačnı́ těleso V — viz obr. 3.21. Povrch tohoto tělesa je
tvořen pláštěm Q a dvěma postrannı́mi kruhy. Našı́m cı́lem je vypočı́tat objem rotačnı́ho
tělesa V a obsah jeho pláště Q.

x

y

z

O

a b

y = f (x)

P

Obr. 3.21: Rotačnı́ těleso
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Pro objem rotačnı́ho tělesa platı́ následujı́cı́ věta:

Věta 3.42. Necht’ funkce f (x) je spojitá a nezáporná na intervalu 〈a, b〉. Pak pro objem
rotačnı́ho tělesa V , které vznikne rotacı́ křivočarého obdélnı́ku P daného vztahem (3.25),
platı́:

m3(V ) = π

∫ b

a

f 2(x) dx. (3.26)

V přı́padě obsahu pláště nestačı́ předpokládat spojitost funkce f (x), předpoklady na
tuto funkci je třeba zesı́lit, aby existovala dvourozměrná mı́ra pláště. Platı́ tato věta:

Věta 3.43. Necht’funkce f (x) je nezáporná na intervalu 〈a, b〉 a má zde spojitou derivaci.
Pak pro obsah pláštěQ rotačnı́ho tělesa V , které vznikne rotacı́ křivočarého obdélnı́ku P
daného vztahem (3.25), platı́:

m2(Q) = 2π

∫ b

a

f (x)

√
1+ [f ′(x)]2 dx. (3.27)

Všimněte si pro zajı́mavost, že v předchozı́m vzorci pro obsah pláště se vyskytuje
odmocnina ze stejného výrazu, jako ve vzorci (3.22) pro výpočet délky křivky.

Chceme-li určit obsah celého povrchu, stačı́ k obsahu pláště přičı́st obsah obou po-
strannı́ch „pokliček“, což jsou kruhy o poloměrech f (a) a f (b).

Nynı́ si použitı́ obou vět ilustrujeme na přı́kladech. Zatı́mco objem lze spočı́tat pro
poměrně složité funkce určujı́cı́ křivočarý obdélnı́k, u obsahu pláště i v přı́padě velmi
jednoduchých funkcı́ mohou nastat problémy s integracı́ výrazu obsahujı́cı́ho odmocninu
(podobná je situace u délky křivky — srovnejte poznámku 3.41). Výsledek pak musı́me
určit pouze přibližně — viz kapitola 5.

Poznámka 3.44. V následujı́cı́ch přı́kladech využijeme jednoduchou, ale velmi užitečnou
vlastnost, která platı́ pro určité integrály ze sudých funkcı́. Je-li funkce f (t) sudá na
symetrickém intervalu 〈−r, r〉, r > 0, platı́, že

∫ r
−r
f (t) dt = 2

∫ r
0 f (t) dt . Tento fakt

je zřejmý — pravá a levá polovina grafu jsou souměrné podle osy x. Přesný důkaz se
provede rozdělenı́m na dva integrály a substitucı́ do prvnı́ho z nich:∫ r

−r

f (t) dt =
∫ 0

−r

f (t) dt +
∫ r

0
f (t) dt =

∣∣∣∣∣∣
t = −s

dt = −ds
−r ; r, 0 ; 0

∣∣∣∣∣∣ =
= −

∫ 0

r

f (−s) ds +
∫ r

0
f (t) dt =

=

∫ r

0
f (s) ds +

∫ r

0
f (t) dt = 2

∫ r

0
f (t) dt,

protože f (−s) = f (s) a na označenı́ integračnı́ proměnné nezáležı́.
Analogicky pro liché funkce platı́, že

∫ r
−r
f (t) dt = 0. Geometricky pravou polovinu

grafu dostaneme z levé překlopenı́m kolem osy x a pak ještě kolem osy y.
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x

y

z

O

a b

y = 1+ 1
2 sin 3x

P

Obr. 3.22

+

Přı́klad 3.45. Určete objem rotačnı́ho tělesa V , které vznikne rotacı́ podgrafu P funkce
f (x) = 1+ 1

2 sin 3x, x ∈
〈
π
3 ,

13π
6

〉
, kolem osy x.

Řešenı́. Těleso V je znázorněno na obr. 3.22, kde a = π
3 a b = 13π

6 . Podle vzorce (3.26)
pro jeho objem dostaneme:

m3(V ) = π

∫ 13π/6

π/3

(
1+

1
2

sin 3x
)2

dx = π

∫ 13π/6

π/3

(
1+ sin 3x +

1
4

sin2 3x
)

dx =

= π

∫ 13π/6

π/3

(
1+ sin 3x +

1
8
(1− cos 6x)

)
dx =

= π

[
x −

1
3

cos 3x +
1
8
x −

1
48

sin 6x
]13π/6

π/3
=

= π

(
13π

6
−

1
3

cos
13π

2
+

13π

48
−

1
48

sin 13π

)
−

− π

(
π

3
−

1
3

cos π+
π

24
−

1
48

sin 2π

)
=

= π

(
13π

6
+

13π

48
−

π

3
−

1
3
−

π

24

)
=

33π2

16
−

π

3
.

Při úpravách jsme použili vzorec sin2 3x = 1
2(1− cos 6x). N

+

Přı́klad 3.46. Určete objem rotačnı́ho tělesa V a obsah jeho pláště Q. Těleso vznikne
rotacı́ podgrafu P funkce f (x) = 2| sin x|, x ∈ 〈0, 2π〉, kolem osy x.

Řešenı́. Těleso V je znázorněno na obr. 3.23. Vzhledem ke tvaru funkce sinus je zřejmé,
že stačı́ uvažovat interval 〈0,π〉, kde sin x = 0, tj. | sin x| = sin x, a výsledek vynásobit
dvěma.



146 Určitý integrál

x

y

z

0 2π

y = 2| sin x|

P

Obr. 3.23

Pro objem tělesa V dostaneme použitı́m vzorce (3.26), že

m3(V ) = 2 · π
∫ π

0
4 sin2 x dx = 8π

∫ π

0

1
2
(1− cos 2x) dx =

= 4π

[
x −

1
2

sin 2x
]π

0
= 4π(π− 0)− 4π(0− 0) = 4π2.

Pro obsah pláště Q dostaneme použitı́m vzorce (3.27), že

m2(Q) = 2 · 2π

∫ π

0
2 sin x

√
1+ 4 cos2 x dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 cos x = t

−2 sin x dx = dt
2 sin x dx = −dt

0 ; 2, π ; −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −4π

∫
−2

2

√
1+ t2 dt = 8π

∫ 2

0

√
1+ t2 dt.

Integrál, který vznikl po substituci, jsme upravili. Předně jsme zaměnili meze, čı́mž
se změnilo znaménko. Dále jsme využili toho, že funkce

√
1+ t2 je sudá na intervalu

〈−2, 2〉, takže podle poznámky 3.44 je možné vzı́t dvakrát integrál na intervalu 〈0, 2〉.
Vzniklý integrál můžeme řešit substitucı́ podobně jako v přı́kladu 3.24 c) na str. 127.

Abychom si však procvičili i jiný postup, integrál upravı́me, rozdělı́me na dva integrály
a na druhý z nich použijeme metodu per partes pro určitý integrál (srovnejte postup vý-
počtu neurčitého integrálu z obdobného integrandu v přı́kladu 2.15). Postupně dostaneme
(s použitı́m vzorce 11 z tabulky 2.1):
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∫ 2

0

√
1+ t2 dt =

∫ 2

0

1+ t2
√

1+ t2
dt =

∫ 2

0

1
√

1+ t2
dt +

∫ 2

0
t ·

t
√

1+ t2
dt =

=

∣∣∣∣∣ u = t u′ = 1

v′ = t√
1+t2

v =
√

1+ t2

∣∣∣∣∣ =
=

[
ln

∣∣t +√
1+ t2

∣∣]2

0
+

[
t
√

1+ t2
]2

0
−

∫ 2

0

√
1+ t2 dt =

= ln
(
2+
√

5
)
− ln 1+ 2

√
5− 0−

∫ 2

0

√
1+ t2 dt.

Z této rovnice vypočı́táme:

2
∫ 2

0

√
1+ t2 dt = ln

(
2+
√

5
)
+ 2
√

5 ⇒

∫ 2

0

√
1+ t2 dt =

1
2

ln
(
2+
√

5
)
+
√

5.

Tento postup je určitě rychlejšı́ než substituce použitá v přı́kladu 3.24 c).
Celkově tedy platı́

m2(Q) = 8π

∫ 2

0

√
1+ t2 dt = 4π ln

(
2+
√

5
)
+ 8π
√

5.
N

Na závěr si dokážeme poslednı́ dva slı́bené vzorce — objem koule a obsah kulové
plochy.

+

Přı́klad 3.47. Vypočtěte objem koule a obsah kulové plochy o poloměru r > 0.

x

y

z

−r r

y =
√
r2 − x2

P

Obr. 3.24

Řešenı́. Rovnice kružnice se středem v po-
čátku a poloměrem r je x2

+y2
= r2. Rotacı́

hornı́ho půlkruhuP kolem osy x dostaneme
kouli — viz obr. 3.24. Rovnice hornı́ půl-
kružnice je y =

√
r2 − x2, x ∈ 〈−r, r〉.

Podle vzorce (3.26) tedy pro objem
koule V platı́:

m3(V ) = π

∫ r

−r

(√
r2 − x2

)2 dx =

= π

∫ r

−r

(r2
− x2) dx =

= π

[
r2x −

1
3
x3

]r
−r

=

= π

(
r3
−

1
3
r3

)
− π

(
−r3
+

1
3
r3

)
=

4
3

πr3.
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Před dalšı́m výpočtem si připravı́me výraz 1+ y′2:

y′ =
1
2
(r2
− x2)−1/2(−2x) =

−x
√
r2 − x2

⇒ 1+ y′2 = 1+
x2

r2 − x2 =
r2

r2 − x2 .

Nynı́ podle vzorce (3.27) pro obsah pláště Q, tj. pro obsah kulové plochy, vyjde

m2(Q) = 2π

∫ r

−r

√
r2 − x2 ·

r
√
r2 − x2

dx = 2πr

∫ r

−r

dx = 2πr
[
x
]r
−r
= 4πr2.

Předchozı́ výpočet nebyl korektnı́. Derivace y′ nenı́ definovaná pro ±r (v tomto bodě
existujı́ nevlastnı́ jednostranné derivace). Po zkrácenı́ sice vznikl integrand, který už byl
definovaný i v těchto bodech (zbyla jednička), nicméně předpoklady věty 3.43 nebyly
splněny. Mohli bychom ale vypočı́tat integrál na intervalu 〈−r + δ, r − δ〉, kde δ > 0 je
malé (vlastně bychom odřı́zli po stranách dva malé kulové vrchlı́ky). Jeho hodnota by byla
4πr(r − δ). Pak bychom provedli limitnı́ přechod pro δ → 0+. Dostali bychom stejný
výsledek. Pro naše účely to však takto stačı́. N

Pro zájemce:
Uvedeme několik možných zobecněnı́ předchozı́ch výsledků.

1. Uvažujme zobecněný obdélnı́k určený funkcemi f (x) a g(x), ležı́cı́ nad osou x. Tedy 0 5
5 g(x) 5 f (x), x ∈ 〈a, b〉. Rotacı́ kolem osy x vznikne prstencovité těleso V , majı́cı́ plášt’Q.
Označme Vf resp. Vg rotačnı́ těleso určené podgrafem funkce f (x) resp. g(x) a Qf resp. Qg

jeho plášt’. Z názoru je zřejmé, že platı́ (představte si třeba záchranné kolo, které vznikne rotacı́
kružnice; f (x) odpovı́dá hornı́ půlkružnici a g(x) dolnı́ půlkružnici):

m3(V ) = m3(Vf )−m3(Vg), m2(Q) = m2(Qf )+m2(Qg).

Chceme-li určit velikost celého povrchu tělesa V, musı́me k obsahu pláště přičı́st ještě obsah
dvou postrannı́ch mezikružı́.

2. Často se vyskytuje situace, kdy graf G nezáporné funkce f (x), x ∈ 〈a, b〉, je popsán parame-
trickými rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ 〈α, β〉. Ukážeme, jak lze pro tuto situaci upravit
vzorce (3.19), (3.26) a (3.27).

Budeme předpokládat, že funkceψ(t) je spojitá a nezáporná a funkce ϕ(t) je ryze monotónnı́
a má spojitou derivaci na 〈α, β〉. K funkci ϕ(t) pak existuje inverznı́ funkce t = ϕ−1(x),
x ∈ 〈a, b〉. Vyloučenı́m parametru t dostaneme explicitnı́ vyjádřenı́ funkce f (x) = ψ[ϕ−1(x)].
Do uvedených vzorců nynı́ zavedeme substituci x = ϕ(t), dx = ϕ′(t) dt (v přı́padě poslednı́ho
vzorce je třeba navı́c předpokládat, že = ϕ′(t) 6= 0 a ψ(t) má spojitou derivaci, protože při
výpočtu f ′(x) musı́me použı́t vzorec pro derivaci inverznı́ funkce).

Po úpravách dostaneme následujı́cı́ zobecněnı́ vzorců pro výpočet obsahu podgrafu P

funkce f (x), objemu rotačnı́ho tělesa V a obsahu jeho pláště Q, kde těleso V vznikne ro-
tacı́ podgrafu P kolem osy x:
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m2(P ) =

∫ β

α

ψ(t) · |ϕ′(t)| dt,

m3(V ) = π

∫ β

α

ψ2(t) · |ϕ′(t)| dt,

m2(Q) = 2π

∫ β

α

ψ(t)
√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 dt.

Spočı́tejme pomocı́ těchto vzorců ještě jednou obsah kruhu, objem koule a obsah kulové
plochy. Uvidı́me, že výpočet je rychlejšı́. Hornı́ půlkružnice kruhu K se středem v počátku
a poloměrem r > 0 má (viz přı́klad 3.40) parametrické rovnice x = r cos t , y = r sin t ,
t ∈ 〈0,π〉. Podgrafem P je hornı́ půlkruh. Protože na intervalu 〈0,π〉 je sin t = 0, je |ϕ′(t)| =
= | − r sin t | = r sin t . Postupně dostaneme:

m2(K) = 2 m2(P ) = 2
∫ π

0
r sin t · r sin t dt = 2r2

∫ π

0
sin2 t dt =

= r2
∫ π

0
(1− cos 2t) dt = r2

[
t −

1
2

sin 2t
]π

0
= πr2,

m3(V ) = π

∫ π

0
r2 sin2 t · r sin t dt = πr3

∫ π

0
sin3 t dt = πr3

∫ π

0
(1− cos2 t) sin t dt =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos t = u

− sin t dt = du
sin t dt = −du

0 ; 1, π ; −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −πr3
∫
−1

1
(1− u2) du = πr3

[
u−

1
3
u3

]1

−1
=

4
3

πr3,

m2(Q) = 2π

∫ π

0
r sin t

√
(−r sin t)2 + (r cos t)2 dt = 2πr2

∫ π

0
sin t dt =

= 2πr2[
− cos t

]π

0 = 4πr2.

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Určete obsah rovinné plochy ohraničené křivkami:

a) y = 0, x = −1, y = x2, b) y = ex, y = e−x, x = 1,

c) y = 4− x2, y = 0, d) yx = 1, x = 1, x = 3, y = 0

e) y2
= 2x + 1, x − y − 1 = 0, f) y(1+ x2) = 1, y =

x2

2
,

g) y = ln x, x = 5, x = 7, y = 0, h) y = | log x|, x =
1
10
, x = 10, y = 0,

i) y = −x2
+ 4x − 2, x + y = 2, j) y = arcsin x, x = 0, x = 1,

k) y = x3
− 4x2

− x + 4, x = −1, x = 2, y = 0,

l) x =
4
y
, y = 1, y = 4, x = 0, m) y = ln x, y = ln 9, y = ln 3, x = 0,

n) y = x sin x, x ∈ 〈kπ, (k + 1)π〉, y = 0.
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2. Určete obsah rovinné plochy ohraničené křivkami:

a) y = 1− x, y2
+ x2

= 1, 0 5 x, y > 0, b) x2
= y, y2

= x,

c) y = x2
− x − 6, y = −x2

+ 5x + 14, d) yx = 4, x + y = 5,

e) y = 0, y = e−x sin x, x ∈ 〈0,π〉, f) y = ln2 x, y = ln x,

g) y = | ln x|, x =
1
e
, x = e2, y = 0, h) y =

2
1+ x2

, y = x2,

i) y = x3
+ x2
− 6x, y = 0, x ∈ 〈−3, 3〉, j) 4x2

+ 9y2
= 36,

k) y =
x2
− 10x + 34

5
, y =

10− 3x2
+ 18x

5
, l) y = 6x − x2, y = 0,

m) x2
+ y2

= 16, y2
= 6x, x = 0, n) y = x2

+ 4x, y = x + 4,

o) y2
= 2x + 1, x − y − 1 = 0, p) y2

= x3, y = 8.

3. Určete délku oblouku rovinné křivky:

a) y =
5(ex/5 + e−x/5)

2
, x ∈ 〈0, 10〉, b) y3

= x2, x ∈ 〈0, 1〉,

c) y =
√
x − x2 − arcsin

√
x, x ∈ 〈0, 1〉, d) y = arcsin e−x, x ∈ 〈0, 1〉,

e) x = a(t − sin t), y = a(1− cos t), a > 0, (cykloida),

f) x = r(cos t + t sin t), y = r(sin t − t cos t), r > 0, t ∈ 〈0,π〉,

g) x = a cos3 t, y = a sin3 t, a > 0, h) y2
= (x + 1)3, x 5 4,

(asteroida), (semikubická parabola),

i) y = ln
ex + 1
ex − 1

, x ∈ 〈1, 2〉, j) y = ln sin x, x ∈
〈
π

3
,
π

2

〉
,

k) x = 2a(1+ cos t) cos t, y = 2a(1+ cos t) sin t, t ∈ 〈0, 2π〉, a > 0,
(kardioida),

l) x =
t6

6
, y = 2−

t4

4
, mezi průsečı́ky s osami souřadnic.

4. Určete délku oblouku prostorové křivky:

a) x = a cos t, y = a sin t, z = bt, t ∈ 〈0, 2π〉, a, b > 0,

(jeden závit šroubovice),

b) x = t, y =
1
3

√

8t3, z =
1
2
t2, t ∈ 〈0, 1〉,

c) x = t − sin t, y = 1− cos t, z = 4 sin
t

2
, t ∈ 〈0,π〉,

d) x = et , y = e−t , z = t
√

2, t ∈ 〈0, 1〉.
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5. Určete objem tělesa, které vznikne rotacı́ podgrafu dané funkce k či plochy P kolem osy x:

a) k : y =
a

2

(
ex/a + e−x/a

)
, a > 0, y = 0, x ∈ 〈−4, 4〉, (rotace řetězovky),

b) P : xy = 4, x = 1, x = 4, y = 0, c) P : y = −x2
+ 1, y = −2x2

+ 2,

d) P : b2x2
+ a2y2

= a2b2, a, b > 0, y = 0,

e) k : x = a(t − sin t), y = a(1− cos t), a > 0, t ∈ 〈0, 2π〉, (cykloida),

f) P : x2/3
+ y2/3

= a2/3, y = 0, (asteroida),

g) k : y =
1

1+ x2
, x = −1, x = 1, h) P : y2

= 5x, x = 8,

i) k : x = t2 − 1, y = t − t3, t ∈ 〈0, 1〉, j) k : y = sin x, x ∈ 〈0,π〉,

k) k : x2
+ y2

= 25, y = 0, l) P : y2
= x, y = x2, y = 0.

6. Určete obsah pláště tělesa, které vznikne rotacı́ podgrafu dané funkce k či plochy P kolem osy
x:

a) P : y2
= 4ax, y = 0, x = 3a, a > 0, b) P : y2

= x, y = x3,

c) k : y = 4+ x, x ∈ 〈−4, 2〉, d) k : y =
1
2
(ex + e−x), x ∈ 〈0, 1〉,

e) P : (y − 1)2 + x2
= 1, (povrch anuloidu),

f) P : 9ay2
= x(3a − x)2, a > 0, y = 0, (mezi průsečı́ky s osou x).

7. Vypočtěte obsah pláště a objem následujı́cı́ch rotačnı́ch těles:

a) rotačnı́ válec o poloměru podstavy r > 0 a výšce v > 0,

b) rotačnı́ kužel o poloměru podstavy r > 0 a výšce v > 0,

c) rotačnı́ komolý kužel o poloměrech podstav r1 > r2 > 0 a výšce h > 0,

d) kulová úseč o výšce v > 0 z koule o poloměru r > 0, 0 < v < 2r ,

e) dutý válec o vnějšı́m poloměru r1 a vnitřnı́m poloměru r2, r1 > r2 > 0, a výšce v > 0,

f) anuloid (vznikne rotacı́ kruhu o poloměru r a středu [0, R], R > r > 0, kolem osy x).

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a)
1
3
, b) e+

1
e
− 2 , c)

32
3
, d) ln 3,

e)
16
3
, f)

π

2
−

1
3
, g) 7 ln 7− 5 ln 5− 2, h)

9,9 ln 10− 8,1
ln 10

,

i)
9
2
, j)

π

2
− 1, k)

9
4
, l) 8 ln 2,

m) 6, n) (2k + 1)π.
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2. a)
π− 2

4
, b)

1
3
, c)

343
3
, d)

15
2
− 8 ln 2,

e)
1+ e−π

2
, f) 3− e , g) 2−

2
e
+ e2, h) π−

2
3
,

i) 18, j) 6π, k)
50
3
, l) 36,

m)
4
3

(√
3+ 4π

)
, n)

125
6
, o)

16
3
, p) 19,2.

3. a)
5
2
(e2
− e−2) , b)

8
27

(
13
√

13
8
− 1

)
, c) 2,

d) ln
(
e+

√
e2 − 1

)
, e) 8a, f)

π2r

2
,

g) 6a, h)
670
27

, i) ln
e2
+ 1
e

,

j)
1
2

ln 3, k) 16a, l)
13
3
.

4. a) 2π
√
a2 + b2, b)

3
2
, c) 2π, d) e− e−1.

5. a)
πa3

4

(
e8/a
− e−8/a)

+ 4πa2, b) 12π, c)
16
15

π, d)
4
3

πab2,

e) 5π2a3, f)
32a3

105
π, g)

π

4
(π+ 2), h) 160π,

i)
π

12
, j)

π2

2
, k)

500
3

π, l)
3

10
π.

6. a)
56πa2

3
, b)

π

54

(
20
√

10+ 45
√

5− 11
)
, c) 36

√
2π ,

d)
π

4
(e2
− e−2

+ 4), e) 4π2, f) 3πa2.

7. a) f (x) = r , x ∈ 〈0, v〉, m2(Q) = 2πrv, m3(V ) = πr2v,

b) f (x) =
r

v
x, x ∈ 〈0, v〉, m2(Q) = πr

√
r2 + v2 = πrs, kde s =

√
r2 + v2,

m3(V ) =
1
3

πr2v,

c) f (x) =
r1 − r2

v
x + r2, x ∈ 〈0, v〉, m2(Q) = π(r1 + r2)s, kde

s =
√
v2 − (r1 − r2)2, m3(V ) =

πv

3
(r2

1 + r1r2 + r
2
2 ),

d) f (x) =
√
r2 − v2, x ∈ 〈r − v, r〉, m2(Q) = 2πrv, m3(V ) =

1
3

πv2(3r − v),
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e) f (x) = r1, g(x) = r2, x ∈ 〈0, v〉, m2(Q) = 2πv(r1 + r2),

m3(V ) = πv(r2
1 − r

2
2 ),

f) f (x) = R +
√
r2 − x2, g(x) = R −

√
r2 − x2, m2(Q) = 4π2rR,

m3(V ) = 2π2Rr2.
Pro lepšı́ geometrickou představu uvádı́me obrázky některých křivek a jedné plochy, které
se vyskytly v předchozı́ch cvičenı́ch a nejsou známé ze střednı́ školy — viz obr. 3.25.
Označenı́ v obrázcı́ch odpovı́dá rovnicı́m v zadánı́ch.

3.6.2. Fyzikálnı́ aplikace
Jak již bylo řečeno v úvodu kapitoly je možné uvést stovky přı́kladů, kdy se pomocı́
určitého integrálu z jistých „lokálnı́ch“ veličin určujı́ veličiny „globálnı́ “ (např. z hustoty
hmotnost). V obecném přı́padě, kdy lokálnı́ veličiny závisı́ na dvou nebo třech souřadni-
cı́ch (rovinné nebo prostorové přı́pady), je k výpočtu třeba dvojný nebo trojný integrál, se
kterým se seznámı́te až později. Proto se omezı́me pouze na jednoduché ukázky z mecha-
niky. Půjde o výpočet hmotnosti a určenı́ souřadnic těžiště.

Rovněž nemůžeme potřebné fyzikálnı́ veličiny nějakým způsobem zavádět, to je úko-
lem jiných předmětů. V našem přı́padě ovšem jde o veličiny a pojmy, které jsou absol-
ventům střednı́ch škol dobře známé. S řadou dalšı́ch ukázek použitı́ určitého integrálu se
setkáte v mnoha předmětech během dalšı́ho studia.

Hmotnost a souřadnice těžiště rovinné křivky

Představme si, že máme kus drátu, který je v obecném přı́padě nehomogennı́. Našı́m cı́lem
bude vypočı́tat jeho hmotnost a určit souřadnice těžiště. Matematickým modelem drátu
je křivka. Budeme předpokládat, že máme nezápornou funkci ρ, definovanou v bodech
křivky, která každému bodu přiřazuje délkovou hustotu v tomto bodě. Označme T = [ξ, η]
těžiště této křivky.

Nejprve si všimneme přı́padu, kdy křivka C je dána parametrickými rovnicemi

C :
x = ϕ(t),

y = ψ(t),
t ∈ 〈α, β〉. (3.28)

Funkce ρ(t) udává délkovou hustotu v bodě křivky [ϕ(t), ψ(t)].

Věta 3.48. Necht’ funkce ϕ(t) a ψ(t) majı́ spojité derivace na intervalu 〈α, β〉 a funkce
ρ(t) je na tomto intervalu spojitá a nezáporná.

Pak křivkaC majı́cı́ parametrické rovnice (3.28) a délkovou hustotu ρ(t)má hmotnost

M(C) =

∫ β

α

ρ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 dt. (3.29)



154 Určitý integrál

x

y

2πa0

2a

a) cykloida

x

y

a−a a

−a

a

O

b) asteroida

x

y

4a

−2a

2a

O

c) kardioida

x

y

1−1

d) semikubická parabola
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Pro souřadnice jejı́ho těžiště platı́

T =

[
Sy(C)

M(C)
,
Sx(C)

M(C)

]
, (3.30)

kde

Sx(C) =

∫ β

α

ψ(t)ρ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 dt, (3.31)

Sy(C) =

∫ β

α

ϕ(t)ρ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 dt. (3.32)

Veličiny Sx(C) a Sy(C) se ve statice někdy nazývajı́ statické momenty křivky C
vzhledem k ose x resp. y.

Pro zájemce:
Označı́me-li 1t = ti − ti−1 interval dělenı́ použitý v konstrukci určitého integrálu, z kon-
strukce tohoto pojmu plyne, že výraz

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]21t , kde ti−1 5 t 5 ti , vyjadřuje

přibližně délku malého kousku křivky. Tedy výraz ρ(t)
√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]21t v integrálu pro

hmotnost je součinem hustoty a délky, tj. udává přibližně hmotnost tohoto kousku. Pak výraz
ψ(t)ρ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]21t v integrálu pro Sx(C) je součinem hmotnosti tohoto kousku

a jeho vzdálenosti od osy x (ψ(t) je y-ová souřadnice bodu křivky, tj. orientovaná vzdálenost
tohoto bodu od osy x). Odtud název statický moment vzhledem k ose x. Analogicky je tomu
v integrálu pro Sy(C) (ϕ(t) je x-ová souřadnice bodu křivky, tj. orientovaná vzdálenost tohoto
bodu od osy y). Podrobněji o podobných úvahách viz text pro zájemce na str. 158.

Je-li speciálně křivkaC grafem funkce f (x) a ρ(x) udává jejı́ délkovou hustotu v bodě
[x, f (x)], dostaneme z předchozı́ věty následujı́cı́ zjednodušenou verzi.

Důsledek 3.49. Necht’funkce f (x)má spojitou derivaci na intervalu 〈a, b〉 a funkce ρ(x)
je na tomto intervalu spojitá a nezáporná.

Pak pro souřadnice těžiště grafu G funkce f (x) s délkovou hustotou ρ(x) platı́ vzo-
rec (3.30), kde:

M(G) =

∫ b

a

ρ(x)

√
1+ [f ′(x)]2 dx, (3.33)

Sx(G) =

∫ b

a

f (x)ρ(x)

√
1+ [f ′(x)]2 dx, (3.34)

Sy(G) =

∫ b

a

xρ(x)

√
1+ [f ′(x)]2 dx. (3.35)

+

Přı́klad 3.50. Určete hmotnost a souřadnice těžiště homogennı́ hornı́ půlkružnice
K : x2

+ y2
= r2, y = 0, r > 0.
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Řešenı́. Parametrické rovnice půlkružnice K jsou x = r cos t , y = r sin t , t ∈ 〈0,π〉
(viz přı́klad 3.40). Protože křivka je homogennı́, bude hustota konstantnı́, tj. ρ(t) = c,
c > 0. Použijeme vzorce z věty 3.48. Pro urychlenı́ výpočtu si výraz

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2

připravı́me předem. Vyjde
√
[−r sin t]2 + [r cos t]2 =

√
r2 = r . Dostaneme tedy:

M(K) =

∫ π

0
cr dt = rc

[
t
]π

0 = πrc,

Sx(K) =

∫ π

0
cr sin t · r dt = cr2[

− cos t
]π

0 = 2r2c,

Sy(K) =

∫ π

0
cr cos t · r dt = cr2[sin t

]π
0 = 0,

takže souřadnice těžiště jsou

T =

[
0

πrc
,

2r2c

πrc

]
=

[
0,

2r
π

]
.

N

+

Přı́klad 3.51. Určete hmotnost a souřadnice těžiště křivky G, která je grafem funkce
y = 1

2 x
2, x ∈ 〈0, 1〉, je-li délková hustota ρ(x) = x.

Řešenı́. Tentokrát jde o graf funkce (oblouk paraboly), takže použijeme vzorce z dů-
sledku 3.49. Je y′ = x, takže

√
1+ y′2 =

√
1+ x2. Pro hmotnost a prvnı́ statický

moment dostaneme s použitı́m substituce x2
+ 1 = t2, tj.

√
x2 + 1 = t , že

M(G) =

∫ 1

0
x
√

1+ x2 dx =

∣∣∣∣∣∣
1+ x2 = t2

x dx = t dt
0 ; 1, 1 ;

√
2

∣∣∣∣∣∣ =
∫ √2

1
t · t dt =

=
1
3

[
t3

]√2
1 =

2
√

2− 1
3

,

Sx(G) =

∫ 1

0
x ·
x2

2

√
1+ x2 dx =

∣∣∣∣∣∣
1+ x2 = t2

x dx = t dt
0 ; 1, 1 ;

√
2

∣∣∣∣∣∣ = 1
2

∫ √2

1
(t2 − 1)t · t dt =

=
1
2

[
t5

5
−
t3

3

]√2

1
=

1
2

(
4
√

2
5
−

2
√

2
3

)
−

1
2

(
1
5
−

1
3

)
=

√
2+ 1
15

.

Zbývajı́cı́ statický moment nám dá vı́ce práce. Výpočet integrálu bude téměř ana-
logický jako v přı́kladu 3.24 c) na str. 127, takže jednotlivé kroky nebudeme detailně
komentovat. Využijeme i rovnost, kterou jsme tam odvodili, a to, že tg π

8 =
√

2 − 1.
Dostaneme

Sy(G) =

∫ 1

0
x · x

√
1+ x2 dx =

∫ 1

0
x2

√
1+ x2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣
x = cotg v

dx = − 1
sin2 v

dv
0 ; π

2 , 1 ; π
4

∣∣∣∣∣∣∣ =
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=

∫ π/4

π/2

cos2 v

sin2 v
·

√
cos2 v

sin2 v
+ 1 ·

−1
sin2 v

dv =
∫ π/2

π/4

1
| sin v|

·
cos2 v

sin4 v
dv =

=

∫ π/2

π/4

cos2 v

sin5 v
dv =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tg v

2 = t
v = 2 arctg t

dv = 2
1+t2 dt

π
4 ;
√

2− 1 , π
2 ; 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ 1

√
2−1

(1−t2
t2+1

)2( 2t
t2+1

)5 ·
2

1+ t2
dt =

=

∫ 1

√
2−1

1− 2t4 + t8

16t5
dt =

1
16

∫ 1

√
2−1

(
1
t5
−

2
t
+ t3

)
dt =

=
1

16

[
−

1
4t4
− 2 ln t +

t4

4

]1

√
2−1
=

3
√

2
8
+

1
8

ln
(√

2− 1
)
.

Souřadnice těžiště tudı́ž jsou:

T =

[
Sy(C)

M(C)
,
Sx(C)

M(C)

]
=

[
3
8
·

3
√

2+ ln
(√

2− 1
)

2
√

2− 1
,

1
5
·

√
2− 1

2
√

2− 1

]
.

N

Poznámka 3.52. Obdobným způsobem lze postupovat i u prostorové křivky. Při označenı́
z poznámky 3.41 bude platit

T =

[
Syz(K)

M(K)
,
Sxz(K)

M(K)
,
Sxy(K)

M(K)

]
,

kde

M(K) =

∫ β

α

ρ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 + [ω′(t)]2 dt,

Syz(K) =

∫ β

α

ϕ(t)ρ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 + [ω′(t)]2 dt,

Sxz(K) =

∫ β

α

ψ(t)ρ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 + [ω′(t)]2 dt,

Sxy(K) =

∫ β

α

ω(t)ρ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 + [ω′(t)]2 dt.

Veličiny Syz, Sxz a Sxy se po řadě nazývajı́ statické momenty vzhledem k souřadným
rovinám x = 0, y = 0 a z = 0.

Hmotnost a souřadnice těžiště rovinné množiny

Obdobně nynı́ popı́šeme, jakým způsobem lze určit souřadnice těžiště T = [ξ, η] neho-
mogennı́ rovinné desky. Obecný přı́pad však určitým integrálem, který máme k dispozici
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(tzv. jednoduchým určitým integrálem) nezvládneme. Musı́me se omezit na speciálnı́ přı́-
pad, kdy plošná hustota ρ v bodě [x, y] závisı́ jen na souřadnici x. Tedy v bodech, které
majı́ touž x-ovou souřadnici, tj. ležı́ na rovnoběžce s osou y, je hustota stejná.

Dále budeme předpokládat, že uvažovaná deska má tvar zobecněného obdélnı́ku (viz
obr. 3.15 b))

B = {(x, y) ∈ R2
| a 5 x 5 b, g(x) 5 y 5 f (x)}. (3.36)

Věta 3.53. Necht’funkce f (x), g(x) a ρ(x) jsou spojité na intervalu 〈a, b〉 a platı́ f (x) =
= g(x) pro x ∈ 〈a, b〉.

Pak hmotnost křivočarého obdélnı́ku B popsaného v (3.36) s plošnou hustotou ρ(x)
je

M(B) =

∫ b

a

ρ(x)
[
f (x)− g(x)

]
dx. (3.37)

Pro souřadnice jeho těžiště platı́

T =

[
Sy(B)

M(B)
,
Sx(B)

M(B)

]
, (3.38)

kde tzv. statické momenty vzhledem k osám x a y jsou dány vzorci

Sx(B) =
1
2

∫ b

a

ρ(x)
[
f 2(x)− g2(x)

]
dx, (3.39)

Sy(B) =

∫ b

a

xρ(x)
[
f (x)− g(x)

]
dx. (3.40)

Pro zájemce:
Vysvětlı́me si z fyzikálnı́ho pohledu, jak se k předchozı́m vzorcům dojde. Označı́me-li1x = xi −
−xi−1 interval dělenı́ použitý v konstrukci určitého integrálu, vyjadřuje hodnota

[
f (x)−g(x)

]
1x,

kde xi−1 5 x 5 xi , přibližně obsah úzkého křivočarého obdélnı́ku, který je shora resp. zdola
ohraničen grafy funkcı́f (x) resp. g(x) a má základnu1x. Protože obdélnı́k je ve vertikálnı́m směru
homogennı́ a v horizontálnı́m směru je úzký, je na něm plošná hustota ρ(x) zhruba konstantnı́. Pak
výraz ρ(x)

[
f (x) − g(x)

]
1x (tj. součin hustoty a obsahu) je přibližně jeho hmotnostı́. Limitnı́m

přechodem (uděláme integrálnı́ součty a zjemňujeme neomezeně dělenı́) dojdeme formálně ke
vzorci pro hmotnost M(B).

Představme si, že tento křivočarý obdélnı́k nahradı́me jeho těžištěm, do něhož soustředı́me
celou jeho hmotnost. Vzdálenost bodů tohoto křivočarého obdélnı́ku (a tedy i těžiště) od osy y
je přibližně x, protože obdélnı́k je úzký, což znamená, že xρ(x)

[
f (x) − g(x)

]
1x je součin

hmotnosti a vzdálenosti těžiště od osy y. Protože statický moment bodu vzhledem k přı́mce se
definuje jako součin hmotnosti soustředěné v tomto bodě a vzdálenosti bodu od této přı́mky,
zdůvodňuje předchozı́ úvaha vzorec pro statický moment Sy(B).

V přı́padě osy x musı́me uvažovat jinak. Náš křivočarý obdélnı́k je ve vertikálnı́m směru
homogennı́, těžiště bude proto zhruba uprostřed, tedy ve vzdálenosti f (x)+g(x)

2 od osy x. Součin
hmotnosti a této vzdálenosti proto bude f (x)+g(x)

2 · ρ(x)
[
f (x) − g(x)

]
1x = 1

2 ρ(x)
[
f 2(x) −

− g2(x)
]
1x, což vysvětluje vzorec pro statický moment Sx(B).
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Ve fyzice, ale i v jiných disciplı́nách, se často uvažuje podobným způsobem. Z fyzikálnı́ch
zákonů se formálně odvodı́ vztah, které platı́ přibližně pro „malé“ rozměry. Výsledek se pak inte-
gracı́ globálně rozšı́řı́. Z matematického hlediska jde o limitnı́ přechod v integrálnı́m součtu, který
vede na přı́slušný určitý integrál. Symbol diferenciálu dx má pak význam jakéhosi „nekonečně
malého“ přı́růstku. Takovým způsobem postupovali tvůrci integrálnı́ho počtu Newton a Leibniz.
Teprve později byla celá konstrukce zbavena tajemných „nekonečně malých veličin“ a zpřesněna
použitı́m limit. Z motivačnı́ho hlediska jsou nicméně podobné úvahy cenné a i my jsme je použili
v úvodu této kapitoly jako motivaci zavedenı́ určitého integrálu.

Informace o vzniku a historii integrálu a různých zajı́mavostech s tı́m spjatých můžete najı́t
v oddı́lech 3.1 a 3.7. Zájemcům lze rovněž doporučit knihy [25, 26].

+

Přı́klad 3.54. Určete hmotnost a souřadnice těžiště podgrafu funkce y = 4x(1− x), je-li
plošná hustota ρ(x) = x2.

x

y

1ξ0

1

η

y = 4x(1− x)

T

B

Obr. 3.26

Řešeni. Označme daný podgraf B. Jde o úseč paraboly — viz
obr. 3.26. Použijeme vzorce z věty 3.53. V našem přı́padě je
f (x) = 4x(1− x), g(x) = 0. Pro hmotnost dostaneme:

M(B) =

∫ 1

0
x2
· 4x(1− x) dx = 4

∫ 1

0
(x3
− x4) dx =

= 4
[
x4

4
−
x5

5

]1

0
= 4

(
1
4
−

1
5

)
=

1
5
.

Dále vypočteme statické momenty:

Sx(B) =
1
2

∫ 1

0
x2
· [4x(1− x)]2 dx = 8

∫ 1

0
x4(1− 2x + x2) dx =

= 8
∫ 1

0
(x4
− 2x5

+ x6) dx = 8
[
x5

5
−
x6

3
+
x7

7

]1

0
=

= 8
(

1
5
−

1
3
+

1
7

)
=

8
105

,

Sy(B) =

∫ 1

0
x · x2

· 4x(1− x) dx = 4
∫ 1

0
(x4
− x5) dx =

= 4
[
x5

5
−
x6

6

]1

0
= 4

(
1
5
−

1
6

)
=

2
15
.

Pro souřadnice těžiště T = [ξ, η] tedy platı́:

T =

[
2
15
1
5

,

8
105

1
5

]
=

[
2
3
,

8
21

]
.

Všimněte si, že těžiště je posunuto doprava od osy souměrnosti podgrafuB. To je důsledek
toho, že podgraf B nenı́ homogennı́. Jinak by muselo být ξ = 1

2 . N
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Přı́klady k procvičenı́!
1. Vypočtěte hmotnost a souřadnice těžiště křivky s délkovou hustotou ρ:

a) polovina asteroidy x = a cos3 t , y = a sin3 t , a > 0, která ležı́ nad osou x, ρ(t) = 1,

b) půlkružnice o poloměru r > 0 se středem v počátku, ρ(x) = 1,

c) oblouk řetězovky y =
1
2

(
ex + e−x

)
mezi body x = −1, x = 1, ρ(x) = 1,

d) oblouk cykloidy x = a(t − sin t), y = a(1− cos t), a > 0, t ∈ 〈0, 2π〉, ρ(t) = 1,

e) y =
x2

4
−

1
2

ln x, 1 5 x 5 2, ρ(x) = 1,

f) y = x2, x ∈ 〈−4, 4〉, ρ(x) = |x|,

g) oblouk asteroidy x = a cos3 t , y = a sin3 t , a > 0, x, y = 0, kde délková hustota ρ(t) je
v bodě [x(t), y(t)] přı́mo úměrná x-ové souřadnici tohoto bodu,

h) x2
+ y2

= r2, r > 0, x = 0, y = 0, kde délková hustota oblouku je v bodě [x, y] rovna
součinu jeho souřadnic.

2. Vypočtěte hmotnost a souřadnice těžiště prostorové křivky s délkovou hustotou ρ(t):

a) jednoho závitu šroubovice x = a cos t , y = a sin t , z = bt , t ∈ 〈0, 2π〉, a, b > 0,
ρ(x) = 1,

b) jednoho závitu šroubovice x = a cos t , y = a sin t , z = bt , t ∈ 〈0, 2π〉, a, b > 0,
ρ(x) = 2π− t .

3. Vypočtěte hmotnost a souřadnice těžiště rovinné homogennı́ plochy omezené:

a) křivkou y =
x2

8
, osou x a přı́mkou x = 8,

b) křivkami y2
= 4x, x2

= 4y,

c) křivkou y = 4− x2 a osou x,

d) křivkami y2
= x, y = x3.

4. Vypočtěte hmotnost a souřadnice těžiště nehomogennı́ rovinné plochy A, majı́cı́ hustotu ρ:

a) A : 0 5 y 5 sin x, 0 5 x 5 π, ρ(x) = | cos x|,

b) A : x2
+ y2 5 4, 0 5 x 5 y, ρ(x) = x,

c) A : x2
+ y2

= ay, a = 0, ρ(y) = y,

d) A : − 1 5 x 5 |y − 1|, 0 5 y 5 2, ρ(y) = y2.
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) M = 3a, T =
[

0,
2a
5

]
, b) M = πr, T =

[
0,

2r
π

]
,

c) M = e−
1
e
, T =

[
0,

e4
+ 4e2

− 1
4e(e2 − 1)

]
, d) M = 8a, T =

[
πa,

4
3
a

]
,

e) M =
3
4
+

1
2

ln 2, T =
[

20
6 ln 2+ 9

,
27− 4 ln2 2− 16 ln 2

16 ln 2+ 24

]
.
= [1,52; 0,40],

f) M =
65
√

65− 1
6

, T =

[
0,

6 175
√

65− 1

650
√

65− 10

]
.
= [0; 9,52],

g) M =
3ka2

5
, T =

[
5a
8
,

15πa

256

]
, ρ(t) = ka cos3 t, k > 0,

h) M =
r3

2
, T =

[
2r
3
,

2r
3

]
, ρ(x) = x

√
r2 − x2.

2. a) M = 2π
√
a2 + b2, T = [0, 0,πb],

b) M = 2π2
√
a2 + b2, T =

[
0, 0,

2
3
bπ

]
.

3. a) M =
64
3
, T =

[
6,

12
5

]
, b) M =

16
3
, T =

[
9
5
,

9
5

]
,

c) M =
32
3
, T =

[
0,

8
5

]
, d) M =

5
12
, T =

[
12
25
,

3
7

]
.

4. a) M = 1, T =
[
π

2
,

1
3

]
, b) M =

8− 4
√

2
3

, T =

[
3(π− 2)

8
(
2−
√

2
) , 3

4
(
2−
√

2
)]
,

c) M =
πa3

8
, T =

[
0,

5a
8

]
, d) M =

25
6
, T =

[
−

24
125

,
39
25

]
.

Pro zájemce:
Vrat’me se k historii a navažme na str. 96. Pojd’me se nynı́ podı́vat na obdobı́, které znamenalo
přechod od jednotlivých vzorců na výpočet obsahů a objemů konkrétnı́ch ploch a těles k ucelené
teorii výpočtu integrálu.

Prakticky všichni autoři formulı́ pro výpočty obsahů, objemů a přı́padně těžišt’ se v letech
1630–1660 zaměřujı́ na problémy týkajı́cı́ se tzv. algebraických křivek, zvláště těch, jejichž rovnice
má tvar amyn = bnxm, kde a, b ∈ R. Každý došel svým vlastnı́m způsobem k výsledkům, které
jsou ekvivalentnı́ výpočtu integrálu

∫ a
0 x

m dx = am+1

m+1 . Tato řešenı́ byla nalezena nejprve pro kladná
celočı́selná m, později i pro záporné a racionálnı́ exponenty.
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Pro zájemce:

3.7. Počátky infinitezimálnı́ho počtu
Práci matematiků té doby ilustrujme na dı́le Pierra de Fermata (1601–1665). Stejně jako všichni
matematikové této doby se i Fermat věnoval kvadraturám hyperbol a parabol zadaných rovnicemi
yn = kx±m, kde m, n ∈ N, k ∈ R.

Ukažme, jak Fermat postupoval při výpočtu obsahu plochy ohraničené parabolou y = x2,
osou x a přı́mkou x = 1.

1αα2α3α4

Obr. 3.27

Nejdřı́ve zvolil libovolné čı́slo α ∈ (0, 1) a sestrojil posloupnost čı́sel 1, α, α2, α3, . . . .

Uvažovanou plochu pokryl nekonečně mnoha obdélnı́ky s výškami rovnými funkčnı́m hod-
notám funkce y = x2 v bodech 1, α, α2, α3, . . . , tj. s výškami 1, α2, α4, α6, . . . a šı́řkami
1− α, α − α2, α2

− α3, . . . . Součet obsahů těchto obdélnı́ků je

1(1− α)+ α2(α − α2)+ α4(α2
− α3)+ · · · =

= 1− α + α3(1− α)+ α6(1− α)+ · · · =

= (1− α)(1+ α3
+ α6

+ · · · ) =

=
1− α
1− α3

=
1− α

(1− α)(1+ α + α2)
=

1
1+ α + α2

.

Jestliže nynı́ zmenšujeme základny obdélnı́čků, tj. čı́slo α se přibližuje k čı́slu jedna, pak se podı́l
1

1+α+α2 bude blı́žit k 1
3 .

Obdobně Fermat postupoval při určovánı́ kvadratury paraboly y = x
p
q pro p > 0 a q > 0 na

intervalu 〈0, b〉.
Zapsáno dnešnı́m matematickým jazykem, dospěl k výsledku∫ b

0
x
p
q dx =

q

p + q
b
p+q
q .
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Fermat se zabýval i kvadraturami hyperbol, určovánı́m tečen ke křivkám, vypočı́tal nevlastnı́
integrál

∫
∞

x0

dx
x2 =

1
x0

, využı́val záměny proměnných a integrace po částech.
On i dalšı́ matematikové této doby již tušili, že existuje souvislost mezi derivovánı́m a inte-

grovánı́m. Dokázat tuto souvislost se však podařilo až Issacu Newtonovi a Gottfriedu Wilhelmu
Leibnizovi, kteřı́ jsou proto považováni za zakladatele diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu. Nezá-
visle na sobě a každý jinou cestou nalezli propojenı́ mezi integrovánı́m a derivovánı́m. Vybudovali
ucelenou teorii, do které zahrnuli všechny roztřı́štěné objevy svých předchůdců.

Newton a Leibniz — zakladatelé infinitezimálnı́ho počtu
Všimněme si, co vytvořenı́ této teorie předcházelo. V 16. a 17. stoletı́ byla velká pozornost věnována
studiu křivek. Byly zkoumány plošné i prostorové křivky (spirály, řetězovky, . . . ), tvary čoček
a zrcadel s požadovanými vlastnostmi a mnoho dalšı́ch objektů. Pomocı́ infinitezimálnı́ch metod
se studovaly konstrukce tečen, obsahy úsečı́, objemy a povrchy těles vzniklých rotacı́ úsečı́, byla
určována těžiště těchto útvarů. Významnou roli v pohledu na křivky sehrálo v 17. stoletı́ oživenı́
kinematických představ. Zkoumaly se dráhy pohybujı́cı́ch se bodů a vržených těles, studovaly
se pojmy rychlosti, zrychlenı́, dráhy, času a vznikaly i základnı́ představy o proměnné veličině
a funkci.

V roce 1638 studoval G. Galilei stejnoměrně zrychlený přı́močarý pohyb a došel ke vztahu pro
dráhu tohoto pohybu (x = 1

2gt
2, když dx

dt = gt), a tı́m vlastně k výpočtu jistého neurčitého integrálu.
Torricelli uvažoval obecněji; určil dráhu jako „integrál“ rychlosti. Úloha měřenı́ dráhy v závislosti
na čase si vynutila přenesenı́ integrálnı́ch postupů ze statických úloh na úlohy dynamické a posléze
poskytla i ideu a metodu, jak svázat pojem derivace (tečny, rychlosti) s pojmem integrálu (obsahu,
dráhy).

Isaac Newton (1643–1727) vytvořil svou teorii v letech 1665–1666, avšak publikoval ji daleko
později. V pozadı́ Newtonovy analýzy byly mechanické představy o křivce, kterou chápal jako
dráhu pohybujı́cı́ho se bodu.

Newton formuloval základnı́ úlohy své matematické analýzy takto:

• ze znalosti dráhy pohybu hmotného bodu v každém okamžiku nalézt rychlost tohoto pohybu
v určitém čase,

• ze znalosti rychlosti hmotného bodu v každém okamžiku určit dráhu, kterou tento bod urazı́
za určitý čas.

Prvnı́ z těchto úloh je výpočtem derivace, druhá vede k výpočtu integrálu. Newton tyto úlohy
vyřešil a odvodil formuli, která svazuje integrál s derivacı́ a dává do souvislosti problémy kvadratur
s určovánı́m tečen ke křivkám.

Ukažme, jak Newton přistupoval k řešenı́ druhé úlohy.
Úloha spočı́vá v nalezenı́ funkce y dané rovnicı́ f (x, y) = 0, je-li znám např. poměr ẏ

ẋ
=

dy
dx .

Ze současného pohledu se jedná o vyřešenı́ diferenciálnı́ rovnice typu g(x, y, ẏ
ẋ
) = 0. Tato úloha

v sobě skrývá problém hledánı́ primitivnı́ funkce. Je-li znám napřı́klad vztah

dy
dx
=
ẏ

ẋ
= f (x),

jde o určenı́ y(x) = F(x), tj. o určenı́ primitivnı́ funkce F k funkci f .
V této souvislosti pak Newton diskutoval výpočet obsahů ploch některých útvarů pomocı́

„antiderivovánı́“, tj. pomocı́ primitivnı́ funkce.
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Jestliže pro danou kladnou funkci y = f (x) na intervalu 〈a, b〉 označı́me F(z) obsah útvaru
vymezeného grafem funkce f na intervalu 〈a, z〉, osou x a přı́mkami x = a, x = z, pak můžeme
Newtonův výsledek z r. 1666 zapsat tak, že pro výše popsanou funkci F platı́

dF
dx
= f neboli F ′(x) = f (x).

(Zde dnes musı́me být trochu opatrnı́ a zjišt’ovat, pro které hodnoty x ∈ 〈a, b〉 poslednı́ vztah
platı́. Pro spojitou funkci f , a jiné si patrně Newton ani nepřipouštěl, problém nenastane a vztah
F ′(x) = f (x) platı́ všude na intervalu 〈a, b〉.)

Užijeme-li dnešnı́ symboliky, pak pro výše zmı́něný obsah platı́ F(z) =
∫ z
a
f (x) dx. Pokud

lze nějakým jiným způsobem určit funkci F , pro nı́ž je F ′(x) = f (x) na 〈a, b〉, pak lze s jejı́
pomocı́ vyjádřit i plošnou velikost útvaru vymezeného grafem funkce f na intervalu 〈a, b〉, osou
x a přı́mkami x = a, x = b, tj. integrál

∫ b
a
f (x) dx. V této situaci pak je

∫ b
a
f (x) dx = F(b),

poněvadž je možné předpokládat, že je F(a) = 0.
Napsáno dnešnı́m jazykem, Newton dospěl k následujı́cı́mu výsledku:
Je-li f : 〈a, b〉 → R funkce, která má primitivnı́ funkci F : 〈a, b〉 → R, tj. platı́-li F ′(x) =

= f (x) pro každé x ∈ 〈a, b〉, pak existuje Newtonův integrál (N)
∫ b
a
f (x) dx funkce f v intervalu

〈a, b〉 a je definován vztahem

(N)

∫ b

a

f (x) dx = F(b)− F(a). (3.41)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) zformuloval základy svého infinitezimálnı́ho počtu
v roce 1675. Předložil pravidla pro řešenı́ úloh tečen a kvadratur, vztah mezi integrovánı́m a derivo-
vánı́m a zavedl novou symboliku. Svoji teorii založil na myšlence charakteristického trojúhelnı́ka.
Vycházel z analyticko-geometrických představ, které vyjadřoval aritmetickým a algebraickým
jazykem.

Věnujme se Leibnizově konstrukci podrobněji.
Necht’ je dána křivka pomocı́ funkce y = f (x) a necht’ je na nı́ dán bod A, kterým procházı́

tečna ke grafu zmı́něné funkce. Utvořme pravoúhlý trojúhelnı́k ABC, jehož jeden vrchol je dán
bodem A, přepona ds je dána úsečkou s krajnı́m bodem A a ležı́ na tečně ke křivce (ds = |AC|),
odvěsny dx a dy jsou rovnoběžné s odpovı́dajı́cı́mi osami souřadnic (dx = |AB|, dy = |BC|).
V bodě dotyku A tečny ke křivce uvažujme kolmici k této tečně. Touto kolmicı́, osou x a přı́mkou
procházejı́cı́ bodem A, která je rovnoběžná s osou y, je vytvořen pravoúhlý trojúhelnı́k APR
(|AP | = y, |PR| = m a |AR| = n), který je podobný trojúhelnı́ku ABC, viz obr. 3.28.

Trojúhelnı́k APR je právě onen charakteristický trojúhelnı́k, který byl předmětem mnoha
spekulacı́ v souvislosti s infinitezimálnı́mi veličinami. Už označenı́m dx, dy a ds pro strany
trojúhelnı́ka ABC je svým způsobem naznačeno, že na ně budeme hledět jako na infinitezimálnı́
veličiny; můžeme si napřı́klad představit, že strana dx bude konvergovat k nule, trojúhelnı́k ABC
se tak bude zmenšovat a přitom se stále zachová jeho podobnost s charakteristickým trojúhelnı́kem
APR. Z podobnosti výše popsaných trojúhelnı́ků dostaneme vztah

m

y
=

dy
dx

neboli m dx = y dy. (3.42)

Leibniz zkoumal i význam dalšı́ch vztahů plynoucı́ch z podobnosti zmı́něných trojúhelnı́ků.
My však zůstaneme jen u vztahu (3.42). Leibnizova představa skutečně vycházela z představy,
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x

y

A

C

B

P R

y = f (x)

dx

dyds

y

m

n

Obr. 3.28: Leibnizův charakteristický trojúhelnı́k

že trojúhelnı́k je infinitezimálnı́, tj. že např. dx je nekonečně malé (dnes bychom mohli řı́ci, že
veličina dx konverguje k nule). Situaci popsanou výše si představil v každém bodě křivky a veličiny
vystupujı́cı́ na obou stranách vztahu (3.42) sečetl. Těmto součtům (nekonečně mnoha nekonečně
malých) veličin řı́kal integrál a dospěl tak ke vztahu∫

m dx =
∫
y dy. (3.43)

Dále z (3.42) dostal rovnost m = y dy
dx a vztah (3.43) přepsal do tvaru∫

y
dy
dx

dx =
∫
y dy. (3.44)

Ve formě určitého integrálu pak platı́∫ b

a

y
dy
dx

dx =
∫ y(b)

y(a)

ydy =
1
2
y2

∣∣∣y(b)
y(a)
=

1
2

[
y(b)2 − y(a)2

]
.

Když v této situaci chtěl Leibniz napřı́klad určit integrál
∫ b
a
xn dx, vedl úvahy tak, aby určil

funkci y, pro kterou by bylo y dy
dx = x

n. Za tı́m účelem položil y(x) = αxk a hledal odpovı́dajı́cı́
hodnoty α a k. Po dosazenı́ dostal

y(x)
dy
dx
(x) = αxk · αkxk−1

= α2kx2k−1
= xn

a odtud pak α2k = 1, 2k − 1 = n, tj. k = n+1
2 a α =

√
2

√
n+1

. Hledaná funkce y má proto tvar

y(x) =
√

2
√
n+1

x
n+1

2 . S touto funkcı́ pak Leibniz z výše uvedeného vztahu pro integrál dostal známý
vztah ∫ b

a

xn dx =
1
2

[
y2]y(b)

y(a)
=

1
2

[
2

n+ 1
bn+1
−

2
n+ 1

an+1
]
=

1
n+ 1

(bn+1
− an+1).

Uvedené „leibnizovské“ úvahy jsou z dnešnı́ho hlediska velmi nepřesné, i když jsme se zde
snažili užı́vat dnešnı́ch symbolů a způsobu vyjadřovánı́.
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V práci z roku 1693 Leibniz ukázal, že problém kvadratur se převádı́ na problém nalezenı́
funkce, která má dán „zákon sklonu“, tj. strany jejı́ho charakteristického trojúhelnı́ka jsou v daném
poměru. Odvodil tedy vztah∫ x

0
f (s) ds = F(x), když

dF(x)
dx

= f (x)

za předpokladu, že F(0) = 0. V tomto tvrzenı́ se skrývajı́ dvě důležitá fakta: souvislost mezi inte-
grálem a derivacı́ a vztah pro výpočet určitého integrálu jako rozdı́lu funkčnı́ch hodnot primitivnı́
funkce.

V souvislosti s výpočtem neurčitého integrálu řešil Leibniz diferenciálnı́ rovnici y ′ = f (x)

a ukázal, že řešenı́m je nekonečně mnoho křivek, z nichž lze vybrat jednu procházejı́cı́ daným
bodem, tj. splňujı́cı́ počátečnı́ podmı́nku y(x0) = y0.

Na základě souvislosti mezi diferencovánı́m a integrovánı́m vypracoval Leibniz tzv. teorii
transmutace, která v sobě obsahuje integrovánı́, rozklad do řad i metodu charakteristického trojú-
helnı́ka. Obsahem transmutačnı́ věty je rovnost∫ b

a

y dx = [xy]ba −
∫ f (b)

f (a)

x dy,

jenž je zárodkem metody integrace per partes.
Leibniz kladl velký důraz na symboliku; vytvářel ji tak, aby usnadňovala pochopenı́ podstaty

jeho algoritmů a podpořila algoritmizaci nových poznatků. V Pařı́ži dne 29. řı́jna 1675 napsal,
že bude užitečné mı́sto „součtu všech l“ psát od nynějška

∫
l (znak

∫
je odvozen z prvnı́ho

pı́smene slova summa), a že vzniká nový druh počtu, nová početnı́ operace, která odpovı́dá sčı́tánı́
a násobenı́. Druhý druh počtu vzniká, když z výrazu

∫
l = a zı́skáme l = a yd (d je prvnı́ pı́smeno

slova differentia). Jako totiž operace
∫

zvětšuje rozměr, tak jej d zmenšuje. Znak
∫

znamená pak
součet, d diferenci. Svou symboliku Leibniz neustále vylepšoval, např. už v dopise z 11. listopadu
1675 změnil yd na dy. V pozdějšı́m obdobı́ už užı́vá nám velmi blı́zkého zápisu, např. v práci z roku
1686 čteme . . . jestliže

∫
x dx = x2

2 , pak d
(
x2

2

)
= x dx . . .

Leibniz sice zavedl operačnı́ symbol pro integrovánı́, název integrál však pocházı́ od Jakoba
Bernoulliho.

Celé toto obdobı́ lze stručně charakterizovat těmito nejvýznamnějšı́mi výsledky:

• Došlo k vzájemnému propojenı́ metod integrovánı́ a diferencovánı́. Diferenciálnı́ metody se
staly prvotnı́mi, z nich se při infinitezimálnı́ch úvahách nadále vycházelo. Integrál funkce
f : 〈a, b〉 → R se začal počı́tat na základě fundamentálnı́ho vztahu∫ b

a

f (x) dx = F(b)− F(a),

kde F : 〈a, b〉 → R je funkce primitivnı́ k funkci f na intervalu 〈a, b〉, tj. taková, že platı́
F ′(x) = f (x) pro každé x ∈ 〈a, b〉.

• „Statický“ určitý integrál se propojil s „dynamickým“ neurčitým integrálem zejména pod
vlivem mechanických představ o pohybu.

• Matematické metody byly přı́mo odvozeny z potřeb fyziky a byly s nı́ těsně svázány.

• Vytvořil se základnı́ názor na pojem funkce, která se tak stala hlavnı́m objektem zkoumánı́
nové vědnı́ disciplı́ny (matematické analýzy).
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• Byla vytvořena promyšlená symbolika a bohatý algoritmický aparát.

V souvislosti s těmito výsledky zavládlo všeobecné přesvědčenı́, že dřı́ve či později bude
dořešeno vše, co s matematickou analýzou souvisı́. Projevilo se to napřı́klad v přesvědčenı́, že
funkci bude vždy možné derivovat a že ji bude možné vždy integrovat tak, že se užije výše uvedeného
fundamentálnı́ho vztahu. Jestliže se nám dnes takové přesvědčenı́ zdá být poněkud přehnané, je to
zejména tı́m, že máme jinou představu o tom, co je to funkce. Newtonovo přesvědčenı́ se opı́ralo
o to, že „jeho“ funkce byly v podstatě polynomy.

18. stoletı́ bylo obdobı́m nakupenı́ velkého množstvı́ nových poznatků, které však nestály na
pevném základě. Nejasnosti a problémy se objevily kolem nekonečně malých veličin, konvergence
řad, limity, ale i derivace a integrálu. V 19. stoletı́ nastupuje obdobı́ zpřesňovánı́ matematické
analýzy, jejı́miž představiteli byli B. Bolzano, A.-L. Cauchy, N. H. Abel, P. G. L. Dirichlet a později
R. Dedekind a K. Weierstrass.

Toto obdobı́ bylo završeno vybudovánı́m známého „ε–δ“ jazyka současné matematické ana-
lýzy. Klı́čové bylo předevšı́m zavedenı́ pojmu limita (kolem r. 1820).

Vrat’me se ale k pojmu integrálu. Až do začátku 19. stoletı́ bylo integrovánı́ považováno za
inverznı́ operaci k derivovánı́ a funkce se integrovaly pomocı́ Newtonova fundamentálnı́ho vztahu.
Tento vztah byl však do jisté mı́ry pouze zavedenı́m symbolu na levé straně rovnosti (3.41). Na
Eudoxovu exhaustivnı́ metodu se jakoby zapomnělo, byla však občas užita při aproximaci velikosti
plochy pod křivkou v kartézském systému souřadnic v rovině, když k dané funkci nebylo možné
určit primitivnı́ funkci.

Jednı́m z matematiků, kteřı́ se věnovali upřesněnı́ pojmu integrálu, byl Augustin-Louis Cau-
chy (1789–1857), který položil základy matematické analýzy v dnešnı́ podobě. Učinil tak zejména
ve svých učebnicı́ch Cours d’Analyse z roku 1821 a Résumé des leçons données sur le calcul infi-
nitésimal z roku 1823. Definované pojmy a matematické metody buduje na analytickém základě.

V roce 1823 Cauchy formuloval novou definici integrálu a zabýval se jeho existencı́ pro
poměrně široku třı́du funkcı́. Cauchy se snažil pro funkci f : 〈a, b〉 → R určit obsah plochy
vymezené osou x, přı́mkami x = a, x = b a grafem funkce f .

Pro spojitou funkci f : 〈a, b〉 → R postupoval Cauchy takto:
Rozdělil interval 〈a, b〉 na n částı́ pomocı́ bodů a = x0, x1, x2, . . . , xn = b. Tomuto dělenı́ D

intervalu 〈a, b〉 přiřadil aproximujı́cı́ součet

S =

n∑
i=1

f (xi−1)(xi − xi−1), (3.45)

kterým vyjádřil součet obsahů obdélnı́ků se základnou 〈xi−1, xi〉 a výškou, která je dána funkčnı́
hodnotou f (xi−1). Cauchyovým úmyslem bylo definovat integrál

∫ b
a
f (x) dx jako limitu součtů

tvaru (3.45), když maximum délek „dělicı́ch“ intervalů 〈xi−1, xi〉 bude konvergovat k nule. Jde
tedy o aproximaci integrálu, tj. obsahu výše vymezené plochy v rovině, pomocı́ součtu ploch
obdélnı́ků. Za pozornost stojı́ i ta skutečnost, že při vytvářenı́ součtu S použil Cauchy pro interval
〈xi−1, xi〉 funkčnı́ hodnoty funkce f v levém bodě tohoto intervalu. Podobně lze použı́t funkčnı́
hodnoty f (xi) v pravém koncovém bodě. Obdobné pojmy se užı́vajı́ dodnes pod názvem levý resp.
pravý Cauchyův integrál.

Vcelku lze konstatovat, že Cauchy završil teorii integrálu pro spojité funkce jedné proměnné.

Dalšı́ významný pokrok v teorii integrálu znamenala Riemannova práce z roku 1854.
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Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866) znovu nastolil otázku, co vlastně je∫ b
a
f (x) dx. Ptal se, jak se má chápat to, s čı́m se už vı́ce než jedno stoletı́ pracovalo a co

přinášelo užitečné poznatky a bylo běžně užı́váno ve fyzice.
Riemann volı́ libovolný bod ξi = xi−1 + εiδi v i-tém intervalu 〈xi−1, xi〉 v dělenı́ D intervalu

〈a, b〉 a podobně jako Cauchy definuje integrál vztahem∫ b

a

f (x) dx = lim
δ→0+

n∑
i=1

f (ξi)(xi − xi−1),

kde δ znamená maximum délek δi intervalů 〈xi−1, xi〉 v dělenı́ D. Na rozdı́l od Cauchyho, který
potřeboval spojitost funkce f , Riemann na funkci f nemá žádné požadavky. Tı́m přı́mo zobecnil
to, jak integrál chápal Cauchy. V Cauchyově přı́padě totiž bylo∫ b

a

f (x) dx = lim
δ→0+

n∑
i=1

f (xi−1)(xi − xi−1),

a to, co Cauchy potřeboval k výkladu své definice (pracoval se spojitou funkcı́!), se stává pro
Riemanna definicı́.

x

x0 x1 x2 xn−1 xnxi−1 xi

y = f (x)

a) Cauchyův přı́stup

x

x0 x1 x2 xn−1 xnξ1 ξ2 ξnxi−1 xiξi

y = f (x)

b) Riemannův přı́stup

Obr. 3.29

Riemann ve svém spise pı́še:
Vyšetřujme nynı́ za druhé rozsah platnosti tohoto pojmu (rozuměj pojmu integrálu) neboli

otázku: ve kterých přı́padech připouštı́ funkce integraci, a ve kterých nikoli?
Způsob, jakým tuto otázku Riemann položil, je typický pro novou matematiku, která se

v 19. stoletı́ formovala. Riemannova definice se totiž týká libovolné funkce a jı́m položená otázka
směřuje k vymezenı́ třı́dy funkcı́, pro které má jı́m zavedená definice integrálu smysl, tj. ptá se po
dosahu nového pojmu.

Riemann ve své definici nikterak nespecifikoval funkce, pro které svůj integrál definoval.
Hovořı́ o funkcı́ch, které připouštějı́ integraci; řečeno dnešnı́mi slovy, o integrovatelných funkcı́ch.
Zavádı́ tak novou třı́du funkcı́, které je vhodné a účelné zkoumat. Sám k tomu řı́ká toto:

Poté, co jsme vyšetřili podmı́nky pro možnost určitého integrálu obecně, tj. bez zvláštnı́ch
předpokladů o povaze integrované funkce, budiž nynı́ toto vyšetřovánı́ ve zvláštnı́ch přı́padech
zčásti použito, zčásti dále rozvinuto, a sice pro funkce, které jsou mezi dvěma jakkoli blı́zkými
hranicemi (body) nekonečně často nespojité.

Dále uvádı́ přı́klad poměrně divoce nespojité funkce a ukazuje, že integrál z této funkce
existuje přes každý omezený interval. Tı́mto přı́kladem Riemann ukázal, že dosah jı́m zavedeného
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integrálu jde dosti za třı́du spojitých funkcı́, tj. že do třı́dy riemannovsky integrovatelných funkcı́
patřı́ i „velmi silně“ nespojité funkce. Tı́m se dostal daleko za Cauchyovy představy o tom, že je
rozumné integrovat jenom funkce po částech spojité.

Z dalšı́ch teoriı́ integrálu jmenujme Lebesgueův integrál, Perronův integrál nebo Kurzweilův
integrál, které byly vytvořeny ve 20. stoletı́. Jejich popis však překračuje možnosti tohoto textu.

Podrobnějšı́ informace o historickém vývoji integrálnı́ho počtu od starého Egypta až po sou-
časnost lze nalézt např. v publikaci [25].

Pojmy k zapamatovánı́ ∑
— Určitý integrál
— Newton-Leibnizova formule
— norma dělenı́
— integrálnı́ součet
— integračnı́ meze
— podgraf

Kontrolnı́ otázky ?
1. Popište konstrukci určitého integrálu.
2. Uved’te podmı́nky integrovatelnosti funkce.
3. Uved’te základnı́ vlastnosti určitého integrálu.
4. Vysvětlete princip metody per partes pro určitý integrál.
5. Vysvětlete princip substitučnı́ metody pro určitý integrál.
6. Popište možnosti geometrických aplikacı́ určitého integrálu.
7. Popište možnosti fyzikálnı́ch aplikacı́ určitého integrálu.

Autotest
-

1. Vypočı́tejte následujı́cı́ určité integrály:

a)
∫ 1

0
xe2x2

dx, b)
∫ π

2

π
4

sin3 x cos x dx,

c)
∫ π

0

sin t
√

1+ cos2 t
dt, d)

∫ 3

1

dx
x2 + x

.

2. Vypočı́tejte následujı́cı́ určité integrály:

a)
∫ 1

0
arcsin x dx, b)

∫ 5

2

x − 1
√

4x − 2
dx,

c)
∫ 1

0
ln (x + 1) dx, d)

∫ √3

0

x

4− x2 dx.



170 Určitý integrál

3. Určete obsah rovinné plochy ohraničené křivkami y =
x2

4
a y =

x

2
+ 2.

4. Určete délku oblouku rovinné křivky y = ln x na intervalu
3
4

5 x 5
12
5

.

5. Určete objem tělesa, které vznikne rotacı́ podgrafu funkce k : 3y − x3 okolo osy x,
pro x ∈ 〈0, 1〉.

6. Určete obsah pláště tělesa, které vznikne rotacı́ plochyP ohraničené křivkami y2
= 2x

a 2x = 3 okolo osy x.
7. Vypočtěte hmotnost a souřadnice těžiště homogennı́ rovinné plochy, která je ohrani-

čená parabolou y = 2x − x2 a osou x.

Klı́č k autotestu

1. a)
1
4
(e2
− 1) , b)

3
16
, c) ln

(√2+ 1
√

2− 1

)
, d) ln

3
2
.

2. a)
π

2
− 1 , b)

3
√

2
2

, c) ln
4
e
, d) 1.

3. 9, 4.
27
20
+ ln 2 , 5.

π

63
, 6.

14π

3
, 7. M =

4
3
, T =

[
1,

2
5

]
.
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Kapitola 4

Nevlastnı́ integrál

Při definici Riemannova určitého integrálu jsme kladli na funkci, kterou jsme integrovali,
dvě podstatná omezenı́:

• integračnı́ obor byl ohraničený uzavřený interval,

• integrand byla funkce, která byla na tomto intervalu (oboustranně, tj. shora i zdola)
ohraničená.

Našı́m cı́lem bude aspoň částečně tato omezenı́ oslabit a pojem určitého integrálu zobecnit.
To provedeme ve dvou směrech. Nejprve připustı́me, že integračnı́ obor bude jednostranně
neohraničený uzavřený interval, tj. (−∞, b〉 nebo 〈a,+∞). Pak budeme uvažovat přı́pad,
kdy interval bude ohraničený a polootevřený. Na závěr popı́šeme určité zobecněnı́, které
vznikne kombinacı́ obou předchozı́ch přı́padů. Tyto zobecněné určité integrály se nazý-
vajı́ nevlastnı́. Ve zbývajı́cı́ch oddı́lech této kapitoly se pak budeme zabývat tzv. kritérii
konvergence a otázkou absolutnı́ a relativnı́ konvergence.

4.1. Nevlastnı́ integrál na neohraničeném intervalu

Uvažujme funkci f definovanou na intervalu 〈a,+∞), a ∈ R, takovou, že pro každé
c > a existuje určitý integrál

∫ c
a
f (x) dx. Pak můžeme definovat funkci F vztahem

F(c) =

∫ c

a

f (x) dx, c = a.

Podle věty 3.28 je tato funkce spojitá na intervalu 〈a,+∞), ale tento fakt nenı́ pro
následujı́cı́ definici podstatný.

Nynı́ budeme předpokládat, že hornı́ mez c se neomezeně zvětšuje, a budeme sledovat
chovánı́ veličiny F(c).
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x

y

a c→+∞c

y = f (x)

F (c)

Obr. 4.1: Definice nevlastnı́ho integrálu na neohraničeném intervalu

Definice 4.1. Necht’ za uvedených předpokladů existuje lim
c→+∞

F(c) = I , I ∈ R. Pak

řekneme, že nevlastnı́ integrál
∫
+∞

a
f (x) dx konverguje a jeho hodnota je I . Tedy∫

+∞

a

f (x) dx = lim
c→+∞

F(c) = lim
c→+∞

∫ c

a

f (x) dx. (4.1)

V opačném přı́padě, tj. když lim
c→+∞

F(c) je nevlastnı́ nebo neexistuje, řı́káme, že nevlastnı́

integrál
∫
+∞

a
f (x) dx diverguje.

Situace je znázorněna na obr. 4.1. Šedá plocha znázorňuje hodnotu integrálu
∫ c
a
f (x) dx.

Hornı́ mez c pak neomezeně zvětšujeme a zajı́má nás, zda se hodnota tohoto integrálu
v závislosti na c blı́žı́ k nějakému konečnému čı́slu I (tj. zda existuje konečná limita), nebo
se nekonečně zvětšuje resp. zmenšuje (limita je ±∞), nebo osciluje (limita neexistuje).
V prvnı́m přı́padě řı́káme, že integrál konverguje (tj. má konečnou hodnotu, a to čı́slo I ),
ve zbývajı́cı́ch dvou přı́padech řı́káme, že integrál diverguje (nemá konečnou hodnotu).

+

Přı́klad 4.2. Vyšetřete následujı́cı́ nevlastnı́ integrály:

a)
∫
+∞

0

dx
x2 + 1

, b)
∫
+∞

1

dx
x
, c)

∫
+∞

0
sin x dx.

Řešenı́. Budeme postupovat podle definice 4.1. Nejprve najdeme vzorec pomocné funk-
ce F(c), která je funkcı́ hornı́ meze, a pak spočı́táme jejı́ limitu pro c→+∞.

a) Dostaneme

F(c) =

∫ c

0

dx
x2 + 1

=
[
arctg x

]c
0 = arctg c − arctg 0 = arctg c,

takže
lim

c→+∞
F(c) = lim

c→+∞
arctg c =

π

2
.
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Integrál tedy konverguje a platı́: ∫
+∞

0

dx
x2 + 1

=
π

2
.

b) Tentokrát je

F(c) =

∫ c

1

dx
x
=

[
ln x

]c
1 = ln c − ln 1 = ln c,

takže
lim

c→+∞
F(c) = lim

c→+∞
ln c = +∞.

Integrál tedy diverguje.
c) V tomto přı́padě je

F(c) =

∫ c

0
sin x dx =

[
− cos x

]c
0 = − cos c + cos 0 = 1− cos c,

takže
lim

c→+∞
F(c) = lim

c→+∞
(1− cos c) neexistuje.

Integrál tudı́ž rovněž diverguje.

Průběh funkcı́ f i F je znázorněn na obr. 4.2. V každé dvojici vždy hornı́ obrázek
znázorňuje integrand f , dolnı́ pak funkci F , která udává hodnotu určitého integrálu
z funkce f v závislosti na hornı́ mezi.

Obsah šedé plochy udává hodnotu integrálu
∫ c
a
f (x) dx. Všimněte si, že zatı́mco

v prvnı́ch dvou přı́kladech, kdy je integrand f kladná funkce, hodnota F(c) s rostoucı́m c

evidentně musı́ narůstat, ve třetı́m přı́kladě tomu tak nenı́.
Na obr. 4.2 a) je vidět, že s rostoucı́m c se hodnota F(c) = arctg c zvětšuje a blı́žı́ se

k čı́slu π/2, což je hodnota tohoto nevlastnı́ho integrálu.
Situace na obr. 4.2 b) je obdobná, avšak tentokrát hodnota F(c) = ln c neomezeně

roste nad všechny meze (i když velmi pomalu).
Na obr. 4.2 c) integrand f (x) = sin x měnı́ znaménko. V tomto přı́padě je tedy

veličina F(c) rovna rozdı́lu obsahu šedé plochy ležı́cı́ nad osou x a obsahu šedé plochy
ležı́cı́ pod osou x. Pro c = 0 je hodnota F(0) = 0 =

∫ 0
0 sin x dx. Pak tato hodnota narůstá

až do F(π) = 2 =
∫ π

0 sin x dx. Potom se začne zmenšovat, protože se bude odečı́tat
obsah plochy ležı́cı́ pod osou x. Klesá až na hodnotu F(2π) = 0 =

∫ 2π

0 sin x dx. Pak se
celý průběh opakuje. Tedy hodnota 1− cos c „osciluje“ pro c jdoucı́ do +∞. N

Naprosto analogicky se zavádı́ nevlastnı́ integrál na intervalu (−∞, b〉, kde b ∈ R.
Funkce f (x) musı́ být taková, aby pro každé c < b existoval určitý integrál

∫ b
c
f (x) dx.

Pak označı́me

G(c) =

∫ b

c

f (x) dx, c 5 b,
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x

y

0 c→+∞c

1

y = 1
x2+1

arctg c

x

y

0 c→+∞c

arctg c

π/2

arctg c→ π/2

y = arctg x

a)

x

y

1 c→+∞c

1
y = 1

x

ln c

x

y

0 c→+∞c

ln c
ln c→+∞

y = ln x

b)

x

y

0 π 2π

c→+∞c

1 y = sin x
1− cos c

+

−

x

y

0 c→+∞cπ 2π

1− cos c

2

1− cos c

y = 1− cos x

c)

Obr. 4.2

a vyšetřujeme limitu lim
c→−∞

G(c). Terminologie je stejná jako v definici 4.1. Tento integrál

značı́me ∫ b

−∞

f (x) dx.
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+Přı́klad 4.3. Vyšetřete nevlastnı́ integrál
∫ 0

−∞

ex dx.

x

y

0c−∞← c

1

y = ex

1− ec

x

y

0c−∞← c

1− ec
1

1← 1− ec

y = 1− ex

Obr. 4.3

Řešenı́: Určı́me funkciG(c), která závisı́ na dolnı́
mezi, a pak spočı́táme jejı́ limitu pro c → −∞.
Postupně dostaneme:

G(c) =

∫ 0

c

ex dx =
[
ex

]0
c
=

= e0
− ec = 1− ec,

takže

lim
c→−∞

G(c) = lim
c→−∞

(1− ec) = 1− 0 = 1.

Integrál proto konverguje a platı́∫ 0

−∞

ex dx = 1.

Situace je znázorněna na obr. 4.3. Protože integrand f (x) = ex je kladný, se zmen-
šujı́cı́m se c se hodnota G(c) = 1 − ec zvětšuje a přibližuje se k čı́slu 1, což je hodnota
nevlastnı́ho integrálu. N

Ze všech dosavadnı́ch přı́kladů na nevlastnı́ integrál je zřejmé, že při jejich vyšetřo-
vánı́ kromě znalosti určitého integrálu je třeba umět počı́tat limity. Je potřeba spolehlivě
znát grafy běžných elementárnı́ch funkcı́ a z nich umět tyto limity určit. Ve složitějšı́ch
přı́padech samozřejmě dojde např. i na použitı́ l’Hospitalova pravidla.

Poznámka 4.4. Uvažujme nevlastnı́ integrál
∫
+∞

a
f (x) dx a necht’ d > a. Protože

pro c > d je
∫ c
a
f (x) dx =

∫ d
a
f (x) dx +

∫ c
d
f (x) dx, bude existovat konečná limita

lim
c→+∞

∫ c
a
f (x) dx právě tehdy, když bude existovat konečná limita lim

c→+∞

∫ c
d
f (x) dx.

Z toho plyne, že integrál
∫
+∞

a
f (x) dx bude konvergentnı́ právě tehdy, když bude konver-

gentnı́ integrál
∫
+∞

d
f (x) dx. Jejich hodnoty se budou pochopitelně lišit o

∫ d
a
f (x) dx.

Z této úvahy vyplývá, že o konvergenci resp. divergenci integrálu
∫
+∞

a
f (x) dx ne-

rozhoduje, jak vypadá funkce f (x) na sebedelšı́m konečném počátečnı́m intervalu 〈a, d〉,
ale to, jak se chová pro x → +∞. (Samozřejmě máme na mysli, že funkce f (x) splňuje
předpoklady uvedené před definicı́ 4.1.)

Např. změnı́me-li funkci f (x) na nějakém intervalu 〈a, d〉 (tak, aby se na něm zacho-
vala jejı́ integrovatelnost), nezměnı́ se vlastnost, zda integrál

∫
+∞

a
f (x) dx konverguje

nebo diverguje.
Obdobné tvrzenı́ platı́ pro integrál

∫ b
−∞

f (x) dx— o jeho konvergenci resp. divergenci
rozhoduje jen chovánı́ funkce f (x) pro x →−∞.
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V přı́kladu 4.3 jsme zjistili, že integrál
∫ 0
−∞

ex dx konverguje. Z předchozı́ho plyne,

že konvergovat budou také např. integrály
∫ 2
−∞

ex dx nebo
∫
−3
−∞

ex dx. Jejich hodnoty se
však budou lišit.

Následujı́cı́ přı́klad bude velmi důležitý v souvislosti s tzv. kritérii konvergence.

+ Přı́klad 4.5. Rozhodněte, pro která k ∈ R je integrál
∫
+∞

1

dx
xk

konvergentnı́.

Řešenı́. V přı́kladu 4.2 b) jsme zjistili, že integrál je divergentnı́ pro k = 1. Necht’ tedy
k 6= 1. Pak

F(c) =

∫ c

1

dx
xk
=

∫ c

1
x−k dx =

[
x−k+1

−k + 1

]c
1
=

1
−k + 1

(c−k+1
− 1) =

1− c−k+1

k − 1
.

Musı́me tedy určit limitu lim
c→+∞

c−k+1. Jde o mocninnou funkci s exponentem −k + 1.

Připomeňme si grafy mocninné funkce y = xs v závislosti na exponentu s.

x

y

O

s > 1 s = 1

0 < s < 1

s = 0

s < 0

1

1

Obr. 4.4: Graf funkce y = xs , s ∈ R, x > 0

Z průběhu této funkce vyplývá, že limita je nulová pro záporný exponent, tj. pro
−k+1 < 0, a je rovna+∞ pro kladný exponent, tj. pro−k+1 > 0. Celkově tedy vyjde:

lim
c→+∞

F(c) = lim
c→+∞

1− c−k+1

k − 1
=

1− 0
k − 1

=
1

k − 1
pro k > 1,

lim
c→+∞

F(c) = lim
c→+∞

1− c−k+1

k − 1
=

1−∞
k − 1

= +∞ pro k < 1.

Vezmeme-li v úvahu i přı́pad k = 1, dostaneme, že∫
+∞

1

dx
xk

{
konverguje pro k > 1,
diverguje pro k 5 1.

(4.2)
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V konvergentnı́m přı́padě k > 1 platı́∫
+∞

1

dx
xk
=

1
k − 1

,

ale tento výsledek nenı́ zdaleka tak důležitý, jako skutečnost, že hranicı́ mezi konvergencı́
a divergencı́ tohoto integrálu je hodnota k = 1.

Z poznámky 4.4 navı́c plyne, že odpověd’bude stejná, když v (4.2) nahradı́me dolnı́
mez 1 libovolným kladným čı́slem d.

Ze srovnávacı́ho kritéria — viz důsledek 4.19 — uvidı́me, že tvrzenı́ o divergenci
je v přı́padě k 5 0, tj. když integrand f (x) = 1/xk je kladný a neklesajı́cı́ (pro k < 0
dokonce rostoucı́), triviálnı́. Zajı́mavý je proto pouze přı́pad k > 0, kdy je tento integrand
kladný a klesajı́cı́. N

4.2. Nevlastnı́ integrál z neohraničené funkce
Uvažujme funkci f definovanou na intervalu 〈a, b), a, b ∈ R, a < b, takovou, že
pro každé c ∈ (a, b) existuje určitý integrál

∫ c
a
f (x) dx. Dále budeme předpokládat, že

funkce f nenı́ na intervalu 〈a, b) ohraničená. Pak řı́káme, že bod b je singulárnı́m bodem
funkce f . Tedy v žádném levém δ-okolı́ (b− δ, b) bodu b, 0 < δ < b− a, nenı́ funkce f
ohraničená.

Nynı́ můžeme opět definovat funkci F vztahem

F(c) =

∫ c

a

f (x) dx, a 5 c < b,

a vyšetřovat, co se děje s hodnotou F(c), když se c neomezeně přibližuje zleva k b — viz
obr. 4.5.

Definice 4.6. Necht’ za uvedených předpokladů existuje lim
c→b−

F(c) = I , I ∈ R. Pak

řekneme, že nevlastnı́ integrál
∫ b
a
f (x) dx konverguje a jeho hodnota je I . Tedy∫ b

a

f (x) dx = lim
c→b−

F(c) = lim
c→b−

∫ c

a

f (x) dx. (4.3)

V opačném přı́padě, tj. když lim
c→b−

F(c) je nevlastnı́ nebo neexistuje, řı́káme, že nevlastnı́

integrál
∫ b
a
f (x) dx diverguje.

Protože situace je velmi podobná jako u nevlastnı́ho integrálu na neohraničeném
intervalu, který byl zaveden v definici 4.1, budeme v dalšı́m výkladu postupovat rychleji.

+Přı́klad 4.7. Vyšetřete nevlastnı́ integrál
∫ 1

0

x dx
√

1− x2
.
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x

y

a c→ b−c b

y = f (x)

F (c)

Obr. 4.5: Definice nevlastnı́ho integrálu z neohraničené funkce

x

y

0 c→ 1−c 1

1−
√

1− c2

y = x√
1−x2

x

y

0 c→ 1−c 1

F(c)

1

1−
√

1− c2

y = 1−
√

1− x2

Obr. 4.6

Řešenı́: Integrand je funkce spojitá na intervalu
〈0, 1). V bodě x = 1 nenı́ definovaná. Dále

lim
x→1−

x
√

1− x2
=

(
1
+0

)
= +∞.

Jedná se tedy skutečně o nevlastnı́ integrál z neohra-
ničené funkce. (Funkce má asymptotu bez směrnice
x = 1.) Nejprve proto vypočteme určitý integrál na
intervalu 〈0, c〉, 0 5 c < 1:

F(c) =

∫ c

0

x dx
√

1− x2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− x2 = t
−2x dx = dt
x dx = −1

2 dt
0 ; 1, c ; 1− c2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −

1
2

∫ 1−c2

1

dt
√
t
= −

1
2

∫ 1−c2

1
t−1/2dt =

= −
1
2

[
t1/2

1/2

]1−c2

1
=

[√
t
]1

1−c2 =

= 1−
√

1− c2.

Dále vypočteme limitu pro c→ 1−:

lim
c→1−

F(c) = lim
c→1−

(
1−

√
1− c2

)
= 1− 0 = 1.

Integrál je tedy konvergentnı́ a platı́:∫ 1

0

x dx
√

1− x2
= 1.

Situace je znázorněna na obr. 4.6. N
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Obdobně se postupuje, je-li funkce f definovaná na intervalu (a, b〉, a, b ∈ R, a < b,
a je integrovatelná na každém intervalu 〈c, b〉, kde c ∈ (a, b). Opět budeme předpokládat,
že funkce f nenı́ ohraničená na intervalu (a, b〉. Tedy a je jejı́ singulárnı́ bod. Definujeme
funkci

G(c) =

∫ b

c

f (x) dx, a < c 5 b,

a vyšetřujeme limitu pro c→ a+. Terminologie a označenı́ jsou stejné jako v definici 4.6.

+Přı́klad 4.8. Vyšetřete nevlastnı́ integrál
∫ 2

0

dx
x

.

x

y

0 c0+← c 2

ln 2− ln c

y = 1
x

x

y

0 c0+← c 2

G(c)

ln 2− ln c

y = ln 2− ln x

Obr. 4.7

Řešenı́: Integrand je funkce spojitá na intervalu
(0, 2〉. V bodě x = 0 nenı́ definovaná. Protože

lim
x→0+

1
x
=

(
1
+0

)
= +∞,

jde skutečně o nevlastnı́ integrál. (Funkce, jejı́mž
grafem je rovnoosá hyperbola, má asymptotu bez
směrnice x = 0.)

Nejprve vypočteme určitý integrál na intervalu
〈c, 2〉, 0 < c 5 2:

∫ 2

c

dx
x
=

[
ln x

]2
c
= ln 2− ln c.

Dále vypočteme limitu pro c→ 0+:

lim
c→0+

(ln 2− ln c) = ln 2− (−∞) = +∞.

Integrál je tedy divergentnı́. Situace je znázorněna
na obr. 4.7. Hodnota G(c) = ln 2 − ln c se neome-
zeně zvětšuje pro c→ 0+. N

Poznámka 4.9.

1. Nevlastnı́ integrál z neohraničené funkce má obdobné vlastnosti jako nevlastnı́ integrál
na neohraničeném intervalu. Zejména o konvergenci resp. divergenci rozhoduje průběh
funkce v okolı́ singulárnı́ho bodu.
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2. Nevlastnı́ integrál z neohraničené funkce má pro studenty jednu velmi nepřı́jemnou
vlastnost. Zatı́mco nevlastnı́ integrál na neohraničeném intervalu na prvnı́ pohled po-
znajı́,protože v mezı́ch figuruje symbol+∞ nebo−∞, označenı́ nevlastnı́ho integrálu
z neohraničené funkce je stejné jako označenı́ obyčejného určitého integrálu. V dů-
sledku toho studenti často přehlédnou, že jde o nevlastnı́ integrál, a při výpočtu po-
stupujı́, jako by šlo o obyčejný určitý integrál, což může vést k fatálnı́m nesmyslům.
V následujı́cı́m oddı́lu — viz přı́klad 4.13 — si ukážeme, k čemu takové přehlédnutı́
může vést.

Uvidı́me-li proto od této chvı́le symbol
∫ b
a
f (x) dx, musı́me zvažovat, zda je

funkce f (x) na intervalu 〈a, b〉 ohraničená a jde tudı́ž o obyčejný určitý integrál,
nebo zda ohraničená nenı́, má singulárnı́ bod a jde o nevlastnı́ integrál.

Typickým přı́znakem je, že funkce nenı́ v některém bodě definovaná. Nejčastěji jde
o dělenı́ nulou. To ovšem pořád neznamená, že musı́ jı́t o nevlastnı́ integrál. Srovnejte
integrál

∫ π

0
sin x
x

dx — viz obr. 3.10 a) na str. 112. Funkce sin x
x

sice nenı́ definovaná pro
x = 0, ale je ohraničená, takže jak jsme ukázali na str. 112, jde o běžný určitý integrál.
Obdobně je tomu s integrálem z funkce na obr. 3.10 b).

3. Položme si otázku, co se naopak stane, když při výpočtu běžného určitého integrálu
omylem postupujeme, jako by šlo o nevlastnı́ integrál. Ukazuje se, že naštěstı́ se nestane
nic. To plyne z vlastnostı́ určitého integrálu jako funkce mezı́ — viz oddı́l 3.5.3.

Předpokládejme, že např. bod b omylem považujeme za singulárnı́ bod. Pak funkce
F(c) =

∫ c
a
f (x) dx je podle věty 3.28 spojitá na celém intervalu 〈a, b〉. Protože u spojité

funkce je limita rovna funkčnı́ hodnotě, platı́

lim
c→b−

F(c) = F(b) =

∫ b

a

f (x) dx,

což je správný výsledek.
Dokonce je někdy výhodné takto postupovat. Typickým přı́kladem je třeba určitý

integrál
∫ 1

0 x ln x dx. Funkce x ln x je spojitá na intervalu (0, 1〉. Pomocı́ l’Hospitalova
pravidla určı́me limitu zprava v bodě x = 0. Vyjde

lim
x→0+

x ln x = lim
x→0+

ln x
1
x

=

(
−∞

+∞

)
LH
= lim

x→0+

1
x

−
1
x2

= − lim
x→0+

x = 0.

Funkce je tedy ohraničená na intervalu (0, 1〉, takže je riemannovsky integrovatelná na
intervalu 〈0, 1〉. Hodnotu v bodě x = 0 můžeme zvolit libovolně, na výsledek to nemá
vliv (srovnejte přı́klady z obr. 3.10 na str. 112). Chceme-li nynı́ použı́t Newtonovu-
-Leibnizovu formuli na celý integračnı́ obor 〈0, 1〉, budeme mı́t problém s nalezenı́m
primitivnı́ funkce v bodě x = 0. Šlo by např. použı́t větu 2.29. Jiná možnost je
postupovat podle předchozı́ho návodu. Tı́mto způsobem dostaneme:

G(c) =

∫ 1

c

x ln x dx =

∣∣∣∣∣ u = ln x u′ = 1
x

v′ = x v = 1
2 x

2

∣∣∣∣∣ = 1
2

[
x2 ln x

]1
c
−

1
2

∫ 1

c

x dx =

= −
1
2
c2 ln c −

1
4

[
x2]1

c
= −

1
2
c2 ln c −

1
4
+
c2

4
.
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Nynı́ vypočteme limitu. Po úpravě a použitı́ l’Hospitalova pravidla vyjde:

lim
c→0+

G(c) = lim
c→0+

(
−

1
2
c2 ln c −

1
4
+
c2

4

)
= −

1
2

lim
c→0+

c2 ln c −
1
4
+ 0 =

= −
1
4
−

1
2

lim
c→0+

ln c
1
c2

= −
1
4
−

1
2

lim
c→0+

1
c

−
2
c3

=

= −
1
4
+

1
4

lim
c→0+

c2
= −

1
4
+ 0 = −

1
4
,

takže ∫ 1

0
x ln x dx = −

1
4
.

Ještě jednou však zdůrazněme, že tento integrál nenı́ nevlastnı́.

Na závěr uvedeme přı́klad, jehož výsledek opět podstatně využijeme v souvislosti
s kritérii konvergence.

+Přı́klad 4.10. Rozhodněte, pro která k ∈ R, k > 0, je integrál
∫ 1

0

dx
xk

konvergentnı́.

Řešenı́. Funkce 1/xk = x−k je spojitá na intervalu (0, 1〉. Z grafů mocninných funkcı́ na
obr. 4.4 je vidět, že pro k > 0 platı́ lim

x→0+
= x−k = +∞, takže jde o nevlastnı́ integrál.

(Pro k 5 0 jde naopak o normálnı́ určitý integrál.)
Z přı́kladu 4.8 vı́me, že integrál diverguje pro k = 1. Necht’ tedy k 6= 1. Postupně

dostaneme:

G(c) =

∫ 1

c

dx
xk
=

∫ 1

c

x−k dx =
[
x−k+1

−k + 1

]1

c

=
1

−k + 1
(1− c−k+1) =

1− c−k+1

1− k
.

Nynı́ vypočı́táme limitu. S pomocı́ obr. 4.4 je snadno vidět, že

lim
c→0+

G(c) = lim
c→0+

1− c−k+1

1− k
=

1− 0
1− k

=
1

1− k
pro 0 < k < 1,

lim
c→0+

G(c) = lim
c→0+

1− c−k+1

1− k
=

1−∞
1− k

= +∞ pro k > 1.

Zahrneme-li i přı́pad k = 1, dostaneme, že∫ 1

0

dx
xk

{
konverguje pro 0 < k < 1,
diverguje pro k = 1.

(4.4)

V konvergentnı́m přı́padě 0 < k < 1 platı́∫ 1

0

dx
xk
=

1
1− k

,

ale opět tento výsledek nenı́ tak důležitý, jako skutečnost, že hranicı́ mezi konvergencı́
a divergencı́ tohoto integrálu je hodnota k = 1. N
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Posunutı́m funkce 1/xk o čı́slo α vpravo nebo vlevo a přı́padným překlopenı́m kolem
přı́mky x = α se snadno zvážı́, že rovněž integrály∫ α

d

dx
(α − x)k

, d < α, resp.
∫ d

α

dx
(x − α)k

, d > α, (4.5)

konvergujı́ pro 0 < k < 1 a divergujı́ pro k = 1 — viz obr. 4.8 a) a 4.8 b).
Konečně z přı́kladů 4.5 a 4.10 je vidět, že nevlastnı́ integrály∫ d

0

dx
xk

a
∫
+∞

d

dx
xk
,

kde d > 0, pro k = 1 oba divergujı́ a pro k > 0, k 6= 1 právě jeden z nich konverguje
a právě jeden diverguje — viz obr. 4.8 c). Konkrétně platı́:∫ d

0

dx
xk

∫
+∞

d

dx
xk

0 < k < 1 konverguje diverguje
k = 1 diverguje diverguje
k > 1 diverguje konverguje

4.3. Zobecněnı́ nevlastnı́ho integrálu
Při zaváděnı́ nevlastnı́ho integrálu z funkce f jsme doposud předpokládali, že interval, na
němž jsme integrovali, obsahoval právě jeden „špatný“ bod, tj. bod, který způsoboval, že
neexistoval obyčejný určitý integrál. Navı́c vždy šlo o koncový bod integračnı́ho oboru.
Bud’to byl symbol +∞ nebo −∞, nebo to byl tzv. singulárnı́ bod, v jehož žádném okolı́
nebyl integrand f ohraničený. Tento „špatný“ konec integračnı́ho oboru jsme „odřı́zli“
přı́mkou x = c a integrovali funkci f přes zbývajı́cı́ ohraničený uzavřený interval. Pak
jsme limitnı́m přechodem zmenšovali „odřı́znutou“ část integračnı́ho oboru.

Nynı́ dovolı́me, aby integračnı́ obor J (vždy půjde o interval) obsahoval takových
„špatných“ bodů vı́ce, ale konečný počet. Tedy např. může být neohraničený na obě strany,

x

d α

y = 1
(α−x)k

a)

x

dα

y = 1
(x−α)k

b)

x

y

d0

y = 1
xk

c)

Obr. 4.8
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x

y

d1 d2 ba

y = f (x)

Obr. 4.9: Zobecněnı́ nevlastnı́ho integrálu

tj. může to být interval (−∞,+∞). Nebo mohou být v obou koncı́ch singulárnı́ body.
Nebo může být singulárnı́ bod i uvnitř integračnı́ho oboru; singulárnı́m bodem v tomto
přı́padě rozumı́me takový bod, v jehož žádném oboustranném okolı́ nenı́ integrand f
ohraničený. V singulárnı́ch bodech integrand f obvykle nebude definovaný, to však nemá
na nic vliv. Tedy J bude interval s koncovými body α a β, kde −∞ 5 α < β 5 +∞.

Postupovat budeme tak, že mezi „špatné“ body vložı́me pomocné body a rozdělı́me
pomocı́ nich a singulárnı́ch bodů integračnı́ obor J tak, aby jeho jednotlivé dı́ly neobsa-
hovaly uvnitř už žádný singulárnı́ bod, tj. všechny singulárnı́ body budou krajnı́mi body
některých vzniklých podintervalů. Přitom každý podinterval bude mı́t „špatný“ právě
jeden konec.

Pak budeme vyšetřovat integrály na jednotlivých podintervalech. Budeme předpo-
kládat, že pro libovolný ohraničený uzavřený interval 〈a, b〉, který je částı́ integračnı́ho
oboru J a neobsahuje žádný singulárnı́ bod, existuje určitý integrál

∫ b
a
f (x) dx. Půjde

tudı́ž o nevlastnı́ integrály předchozı́ch dvou typů.

Princip celého postupu si ukážeme na funkci f s integračnı́m oborem (−∞,+∞),
jejı́ž graf je uveden na obr. 4.9. „Špatné“ body jsou zřejmě ±∞ a body a a b, které jsou
singulárnı́ (přı́mky x = a a x = b jsou asymptotami bez směrnice ke grafu funkce f ).
Vložı́me tedy pomocný bod d1 mezi −∞ a a a pomocný bod d2 mezi a a b. Mezi b
a +∞ pomocný bod vkládat nemusı́me, protože v pravém okolı́ bodu b je integrand f
ohraničený. Dostaneme pět nevlastnı́ch integrálů

∫ d1

−∞

f (x) dx,
∫ a

d1

f (x) dx,
∫ d2

a

f (x) dx,
∫ b

d2

f (x) dx,
∫
+∞

b

f (x) dx.
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Definice 4.11. Za výše uvedených předpokladů řekneme, že nevlastnı́ integrál∫ β
α
f (x) dx konverguje právě tehdy, když konvergujı́ všechny dı́lčı́ nevlastnı́ integrály.

Jeho hodnota je potom součtem hodnot jednotlivých integrálů.
V opačném přı́padě, tj. pokud alespoň jeden dı́lčı́ integrál diverguje, řı́káme, že nevlastnı́
integrál

∫ β
α
f (x) dx diverguje.

Pokud by tedy všech pět dı́lčı́ch integrálů v našem ilustračnı́m přı́kladu konvergovalo,
konvergoval by i integrál

∫
+∞

−∞
f (x) dx a platilo by:∫

+∞

−∞

f (x) dx =
∫ d1

−∞

f (x) dx +
∫ a

d1

f (x) dx +
∫ d2

a

f (x) dx +

+

∫ b

d2

f (x) dx +
∫
+∞

b

f (x) dx.

Narazı́me-li při vyšetřovánı́ dı́lčı́ch nevlastnı́ch integrálů na divergentnı́, výpočet končı́
a výchozı́ integrál je rovněž divergentnı́. Proto je v konkrétnı́m přı́padě výhodné začı́t s těmi
dı́lčı́mi integrály, o nichž si myslı́me, že divergujı́. Pokud bude náš odhad správný, výpočet
bude kratšı́.

Na závěr je třeba zmı́nit se ještě o tom, jakou roli hrajı́ pomocné dělı́cı́ body. Problém
by byl, kdyby při jiném výběru mohl být odlišný výsledek, tj. odpověd’ na otázku, zda
integrál konverguje nebo diverguje a kolik je jeho hodnota v konvergentnı́m přı́padě, by
mohla být jiná. Z aditivity určitého integrálu vzhledem k integračnı́mu oboru (věta 3.9)
a poznámky 4.4 vyplývá, že nic takového se nemůže stát. Pomocné dělı́cı́ body si tedy
můžeme vybrat libovolně. Dokonce by ani nevadilo, kdybychom přidali nějaké zbytečně
navı́c, takže by některé dı́lčı́ integrály nebyly nevlastnı́. Samozřejmě, pokud je to možné,
je výhodné je volit tak, aby se využila přı́padná symetrie integrandu (sudá a lichá funkce),
souměrnost grafu vzhledem k nějaké rovnoběžce s osou y a pod., aby se výpočty co
nejvı́ce usnadnily.

Popsaný postup si ukážeme na několika přı́kladech.

+

Přı́klad 4.12. Vypočtěte následujı́cı́ nevlastnı́ integrály:

a)
∫
+∞

−∞

x2

x6 + 1
dx, b)

∫ 1

−1

dx
√

1− x2
,

c)
∫
+∞

0

dx
√
x (x + 1)

, d)
∫ 2

0

x2
− x + 1
x − 1

dx.

Řešenı́.
a) Integrand x2

x6+1 je spojitý na celé reálné ose, takže stačı́ vložit jeden pomocný bod,
který oddělı́ −∞ a +∞. Vzhledem symetrii (funkce je sudá) je vhodné zvolit nulu —
viz obr. 4.10 a). Dostaneme dva nevlastnı́ integrály na neohraničených intervalech∫ 0

−∞

x2

x6 + 1
dx a

∫
+∞

0

x2

x6 + 1
dx. (4.6)



4.3 Zobecněnı́ nevlastnı́ho integrálu 185

Začneme např. druhým z nich. „Odřı́zneme“ pravý konec, tj. vypočı́táme pro c = 0
s použitı́m substitučnı́ metody pro určitý integrál, že

F(c) =

∫ c

0

x2

x6 + 1
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x3 = t

3x2 dx = dt
x2 dx = 1

3 dt
0 ; 0, c ; c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1
3

∫ c3

0

dt
t2 + 1

=

=
1
2

[
arctg t

]c3

0 =
1
3

arctg c3
−

1
3

arctg 0 =
1
3

arctg c3.

Dále určı́me limitu pro c→+∞:

lim
c→+∞

1
3

arctg c3
=

1
3
·
π

2
=

π

6
⇒

∫
+∞

0

x2

x6 + 1
dx =

π

6
.

Protože integrand je sudá funkce, musı́ být nutně vzhledem k symetrii i prvnı́ integrál
v (4.6) konvergentnı́ a nabývat stejné hodnoty. Nemusı́me ho tedy počı́tat. Celkově
tudı́ž náš integrál konverguje a platı́:∫

+∞

−∞

x2

x6 + 1
dx =

∫ 0

−∞

x2

x6 + 1
dx +

∫
+∞

0

x2

x6 + 1
dx =

π

6
+

π

6
=

π

3
.

b) Integrand 1√
1−x2

je spojitý na intervalu (−1, 1). Jelikož

lim
x→−1+

1
√

1− x2
=

(
1
+0

)
= +∞, lim

x→1−

1
√

1− x2
=

(
1
+0

)
= +∞,

jsou oba konce singulárnı́mi body (jsou zde asymptoty bez směrnice). Vložı́me mezi
ně dělı́cı́ bod, nejlépe zase nulu, protože integrand je sudou funkcı́. Dostaneme dva
nevlastnı́ integrály z neohraničených funkcı́ — viz obr. 4.10 b):∫ 0

−1

dx
√

1− x2
a

∫ 1

0

dx
√

1− x2
. (4.7)

Opět začneme např. s druhým z nich. „Odřı́zneme“ pravý konec, tj. vypočı́táme pro
0 5 c < 1, že

F(c) =

∫ c

0

dx
√

1− x2
=

[
arcsin x

]c
0 = arcsin c − arcsin 0 = arcsin c.

Dále určı́me limitu pro c→ 1−:

lim
c→1−

arcsin c =
π

2
⇒

∫ 1

0

dx
√

1− x2
=

π

2
.

Dı́ky souměrnosti musı́ být prvnı́ integrál v (4.7) také konvergentnı́ a mı́t stejnou
hodnotu. Celkově proto náš integrál konverguje a platı́:∫ 1

−1

dx
√

1− x2
=

∫ 0

−1

dx
√

1− x2
+

∫ 1

0

dx
√

1− x2
=

π

2
+

π

2
= π.
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x

y

0

y = x2

x6+1

a)

1

x

y

01−1 1

y = 1√
1−x2

b)

x

y

0 1

y = 1
√
x (x+1)

c)

x

y

0 1 2
−1

3 y = x2
−x+1
x−1

d)

Obr. 4.10: Nevlastnı́ integrály

c) Integrand 1
√
x (x+1) je spojitý na intervalu (0,+∞). Jelikož

lim
x→0+

1
√
x (x + 1)

=

(
1
+0

)
= +∞,

je v levém konci singulárnı́ bod (je zde asymptota bez směrnice). Mezi něho a +∞
vložı́me jeden dělı́cı́ bod, např. jedničku. Dostaneme dva nevlastnı́ integrály, prvnı́
z neohraničené funkce a druhý na neohraničeném intervalu — viz obr. 4.10 c):

∫ 1

0

dx
√
x (x + 1)

a
∫
+∞

1

dx
√
x (x + 1)

. (4.8)

Vyšetřı́me prvnı́ z nich. „Odřı́zneme“ levý konec, tj. vypočı́táme pro 0 < c 5 1
s použitı́m substitučnı́ metody pro určitý integrál, že
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G(c) =

∫ 1

c

dx
√
x (x + 1)

=

∣∣∣∣∣∣
x = t2

dx = 2t dt
c ;
√
c, 1 ; 1

∣∣∣∣∣∣ =
∫ 1

√
c

2t dt
t (t2 + 1)

=

= 2
∫ 1

√
c

dt
t2 + 1

= 2
[
arctg t

]1
√
c
= 2 arctg 1− 2 arctg

√
c =

= 2 ·
π

4
− 2 arctg

√
c =

π

2
− 2 arctg

√
c.

Určı́me limitu pro c→ 0+:

lim
c→0+

(
π

2
− 2 arctg

√
c

)
=

π

2
− 2 arctg 0 =

π

2
⇒

∫ 1

0

dx
√
x (x + 1)

=
π

2
.

Nynı́ vyšetřı́me druhý integrál z (4.8). „Odřı́zneme“ pravý konec, tj. vypočı́táme pro
c = 1, že

F(c) =

∫ c

1

dx
√
x (x + 1)

=

∣∣∣∣∣∣
x = t2

dx = 2t dt
1 ; 1, c ;

√
c

∣∣∣∣∣∣ =
∫ √c

1

2t dt
t (t2 + 1)

=

= 2
∫ √c

1

dt
t2 + 1

= 2
[
arctg t

]√c
1 = 2 arctg

√
c − 2 arctg 1 =

= 2 arctg
√
c − 2 ·

π

4
= 2 arctg

√
c −

π

2
.

Určı́me limitu pro c→+∞:

lim
c→+∞

(
2 arctg

√
c −

π

2

)
= 2 ·

π

2
−

π

2
=

π

2
⇒

∫
+∞

1

dx
√
x (x + 1)

=
π

2
.

Protože oba dı́lčı́ integrály konvergujı́, konverguje i náš integrál a platı́∫
+∞

0

dx
√
x (x + 1)

=

∫ 1

0

dx
√
x (x + 1)

+

∫
+∞

1

dx
√
x (x + 1)

=
π

2
+

π

2
= π.

d) Integrand x2
−x+1
x−1 je spojitý na intervalu 〈0, 2〉 s výjimkou bodu x = 1, v němž nenı́

definovaný. Jelikož

lim
x→1−

x2
− x + 1
x − 1

=

(
1
−0

)
= −∞, lim

x→1+

x2
− x + 1
x − 1

=

(
1
+0

)
= +∞,

jde o singulárnı́ bod (je zde asymptota bez směrnice). Integračnı́ obor 〈0, 2〉 tedy rozdě-
lı́me v tomto singulárnı́m bodě. Dostaneme dva nevlastnı́ integrály z neohraničených
funkcı́ — viz 4.10 d):∫ 1

0

x2
− x + 1
x − 1

dx a
∫ 2

1

x2
− x + 1
x − 1

dx. (4.9)
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Vyšetřı́me např. druhý z nich. „Odřı́zneme“ levý konec, tj. vypočı́táme, že pro
1 < c 5 2 je

G(c) =

∫ 2

c

x2
− x + 1
x − 1

dx =
∫ 2

c

(
x +

1
x − 1

)
dx =

[
x2

2
+ ln |x − 1|

]2

c

=

= 2+ ln 1−
c2

2
− ln |c − 1| = 2−

c2

2
− ln |c − 1|.

Určı́me limitu pro c→ 1+:

lim
c→1+

(
2−

c2

2
− ln |c − 1|

)
= 2−

1
2
− (−∞) = +∞.

Tento dı́lčı́ integrál diverguje, takže diverguje i náš integrál. Na prvnı́m integrálu z (4.9)
už nezáležı́ (snadno se ověřı́, že také diverguje). N

V podkapitole 3.6.1 jsme se zabývali geometrickými aplikacemi určitého integrálu.
Ukazuje se, že vzorce tam uvedené platı́, i když vedou na konvergentnı́ nevlastnı́ integrály.
Např. integrandy v prvnı́ch třech nevlastnı́ch integrálech z obr. 4.10 jsou nezáporné.
Protože tyto integrály konvergovaly, udávajı́ jejich hodnoty obsahy přı́slušných podgrafů.
Naopak obr. 4.8 c) a za nı́m následujı́cı́ tabulka řı́kajı́, že obsah podgrafu funkce 1/xk, kde
k > 0, nenı́ na intervalu (0,+∞) nikdy konečný.

Podobně v přı́kladu 3.40 jsme zavrhli výpočet délky půlkružnice, vycházejı́cı́ z funkce
y =
√
r2 − x2, protože vedl na integrál z neohraničené funkce∫ r

−r

r
√
r2 − x2

dx,

a použili mı́sto toho parametrické vyjádřenı́ kružnice. Nynı́ již vı́me, že jde o nevlastnı́
integrál, který má singulárnı́ body v obou koncı́ch integračnı́ho oboru 〈−r, r〉. Snadno si
můžete ověřit, že tento integrál konverguje a dává správný výsledek pro délku půlkruž-
nice πr — v podstatě jde o integrál znázorněný na obr. 4.10 b); tam bylo r = 1, takže
výsledek byl π.

Nevlastnı́ integrál má značný význam i pro fyzikálnı́ aplikace.
Na závěr spočı́táme jeden jednoduchý přı́klad, na němž si ukážeme hrubou chybu,

které se studenti bohužel někdy dopouštějı́.

+ Přı́klad 4.13. Vypočtěte integrál
∫ 1

−1

dx
x2 .

Řešenı́: Integrand 1
x2 je spojitý na intervalu 〈−1, 1〉 s výjimkou bodu x = 0, kde nenı́

definovaný. Jelikož

lim
x→0

1
x2 =

(
1
+0

)
= +∞,
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x

y

01−1 1

y = 1
x2

Obr. 4.11

jde o singulárnı́ bod (je zde asymptota bez směrnice). Integračnı́
obor 〈−1, 1〉 rozdělı́me v tomto singulárnı́m bodě a dostaneme dva
nevlastnı́ integrály z neohraničených funkcı́ — viz obr. 4.11:∫ 0

−1

dx
x2 a

∫ 1

0

dx
x2 .

Vyšetřı́me prvnı́ integrál. „Odřı́zneme“ pravý konec, tj. vypočı́táme
pro −1 5 c < 0, že∫ c

−1

dx
x2 =

∫ c

−1
x−2 dx =

[
−

1
x

]c
−1
= −

1
c
− 1.

Určı́me limitu pro c→ 0−:

lim
c→0−

(
−

1
c
− 1

)
= −(−∞)− 1 = +∞,

takže integrál je divergentnı́. Rychleji jsme to mohli zjistit ze vzorce (4.4). Ze symetrie je
zřejmé, že i druhý dı́lčı́ integrál dá stejný výsledek, ale to už nehraje roli. Každopádně náš
integrál na intervalu 〈−1, 1〉 diverguje.

Studenti někdy ignorujı́, že jde o nevlastnı́ integrál, a použijı́ formálně Newtonovu-
-Leibnizovu formuli, jako by šlo o běžný určitý integrál. Jejich výpočet pak vypadá nějak
takto: ∫ 1

−1

dx
x2 =

∫ 1

−1
x−2 dx =

[
−

1
x

]1

−1
= −1− 1 = −2. !

To je samozřejmě úplně špatně! Mı́sto správné odpovědi, že integrál je divergentnı́,
autoři takového „postupu“ dojdou k závěru, že se jedná o konvergentnı́ integrál (přesněji
řečeno, oni ho považujı́ za obyčejný určitý integrál). Přitom by jim mělo přinejmenšı́m
být divné, že z jasně kladné funkce 1/x2, obsah jejı́hož podgrafu tudı́ž musı́ být kladné
čı́slo nebo +∞, dostali záporný výsledek. N

Pro zájemce:
V definicı́ch 4.1 a 4.6 jsme pod pojem divergentnı́ho integrálu zahrnuli dvě možnosti — bud’limita
daného výrazu byla nevlastnı́, nebo neexistovala. Někdy se tyto možnosti ještě podrobněji rozlišujı́
a pro přı́pad, kdy limita vyjde ±∞, se použı́vá termı́n určitě divergentnı́ integrál.

V přı́padě zobecněnı́ nevlastnı́ho integrálu z definice 4.11 se tento nevlastnı́ integrál nazývá
určitě divergentnı́, jestliže nenı́ konvergentnı́ a všechny dı́lčı́ integrály, které divergujı́, divergujı́
určitě a dávajı́ nekonečno téhož znaménka. Výsledný integrál má potom za hodnotu nekonečno
stejného znaménka.

Poznámka 4.14. V řadě důležitých aplikacı́, jako např. výpočet inverznı́ Laplaceovy nebo Fourie-
rovy transformace — viz [10] — má velký význam jiné rozšı́řenı́ nevlastnı́ho integrálu, než bylo
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x

y

0c−c−∞← −c c→+∞c

y = f (x)

H(c)

a)

x

dd − c→ d−d − c d + cd+← d + ca b

y = f (x) H(c)

b)

Obr. 4.12: Hlavnı́ hodnota integrálu

uvedené v definici 4.11. Jde o tzv. hlavnı́ hodnotu nevlastnı́ho integrálu. Ta se značı́ v.p.
∫ β
α
f (x) dx.

Symbol v.p. je zkratkou francouzských slov valeur principale (čti valer prensipal), která znamenajı́
právě hlavnı́ hodnotu.

Ukážeme si dvě varianty tohoto pojmu. Nejprve budeme uvažovat funkci f (x) definovanou
na intervalu (−∞,+∞), která zde nemá žádný singulárnı́ bod a je integrovatelná na každém
ohraničeném uzavřeném intervalu 〈a, b〉. Pro libovolné c = 0 definujme funkci

H(c) =

∫ c

−c

f (x) dx.

Z integračnı́ho oboru (−∞,+∞) jsme tedy „uřı́zli“ souměrně oba konce — viz obr. 4.12 a). Nynı́
budeme současně posouvat stejně rychle oba konce od sebe, tj. určı́me limitu

lim
c→+∞

H(c) = lim
c→+∞

∫ c

−c

f (x) dx.

Pokud je tato limita konečná a rovná nějakému čı́slu I , řı́káme, že existuje hlavnı́ hodnota nevlast-
nı́ho integrálu funkce f na intervalu (−∞,+∞), a pı́šeme

v.p.
∫
+∞

−∞

f (x) dx = I.

Jako druhou variantu budeme uvažovat funkci f (x) definovanou na intervalu 〈a, b〉, který
uvnitř obsahuje jeden singulárnı́ bod d , přičemž f (x) je integrovatelná na každém intervalu
〈α, β〉 ⊂ 〈a, b〉, který neobsahuje d. Pro libovolné malé c > 0 definujeme funkci

H(c) =

∫ d−c

a

f (x) dx +
∫ b

d+c

f (x) dx.

Z integračnı́ho oboru jsme tedy „vyřı́zli“ symetrické okolı́ bodu d o délce 2c — viz obr. 4.12 b).
Nynı́ budeme konce tohoto okolı́ posouvat stejně rychle k sobě, tj. určı́me limitu

lim
c→0+

H(c) = lim
c→0+

(∫ d−c

a

f (x) dx +
∫ b

d+c

f (x) dx
)
.
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Pokud je konečná a rovná čı́slu I , řı́káme, že existuje hlavnı́ hodnota nevlastnı́ho integrálu funkce f
na intervalu 〈a, b〉, a pı́šeme

v.p.
∫ b

a

f (x) dx = I.

Snadno můžeme ověřit, že jestliže nevlastnı́ integrál konverguje ve smyslu definice 4.11,
existuje i ve smyslu hlavnı́ hodnoty a oba výsledky jsou stejné. Opak však obecně neplatı́, pouze
za jistých dodatečných předpokladů, např. neměnı́-li integrand znaménko. Hlavnı́ hodnota je tedy
zajı́mavá, když integrand nemá pořád stejné znaménko.

Např. pro libovolnou lichou funkci f (x) definovanou na intervalu (−∞,+∞) existuje hlavnı́
hodnota nevlastnı́ho integrálu na tomto intervalu (samozřejmě předpokládáme, že existuje určitý
integrál f (x) na každém intervalu 〈a, b〉). Je totiž (viz poznámka 3.44)

H(c) =

∫ c

−c

f (x) dx = 0 ⇒ lim
c→+∞

H(c) = 0 ⇒ v.p.
∫
+∞

−∞

f (x) dx = 0.

Ale např. pro funkci f (x) = x integrál
∫
+∞

−∞
x dx diverguje, protože, jak se lze snadno

přesvědčit, divergujı́ oba dı́lčı́ integrály:
∫ 0
−∞

x dx = −∞ a
∫
+∞

0 x dx = +∞.

Zkusme ještě určit hlavnı́ hodnotu divergentnı́ho nevlastnı́ho integrálu z přı́kladu 4.12 d),
znázorněného na obr. 4.10 d). Funkce x2

−x+1
x−1 = x +

1
x−1 má na intervalu 〈0, 2〉 vnitřnı́ singulárnı́

bod x = 1. Pro malé c > 0 je:

H(c) =

∫ 1−c

0

(
x +

1
x − 1

)
dx +

∫ 2

1+c

(
x +

1
x − 1

)
dx =

=

[
x2

2
+ ln |x − 1|

]1−c

0
+

[
x2

2
+ ln |x − 1|

]2

1+c
=

=
1
2
(1− c)2 + ln | − c| − 0− 0+ 2+ 0−

1
2
(1+ c)2 − ln |c| = 2− 2c.

Tedy

lim
c→0+

(2− 2c) = 2 ⇒ v.p.
∫ 1

0

x2
− x + 1
x − 1

dx = 2.

Poznámka 4.15. Uvažujme dva nevlastnı́ integrály
∫ β
α
f (x) dx a

∫ β
α
g(x) dx libovolných typů, ale

na témž integračnı́m oboru,−∞ 5 α < β 5 +∞. Jsou-li oba dva konvergentnı́ (tento předpoklad
je podstatný), snadno se odvodı́, že i integrály ze součtu f (x) + g(x) a násobku cf (x), kde c je
konstanta, jsou konvergentnı́ a platı́:∫ β

α

[
f (x)+ g(x)

]
dx =

∫ β

α

f (x) dx +
∫ β

α

g(x) dx,∫ β

α

cf (x) dx = c
∫ β

α

f (x) dx.

Tedy konvergentnı́ integrály jsou aditivnı́ a homogennı́ vzhledem k integrandům — srovnejte
větu 3.7 pro určitý integrál. Podotkněme, že integrál

∫ β
α

[
f (x)+ g(x)

]
dx nemusı́ být nevlastnı́.
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Přı́klady k procvičenı́!
1. Vypočtěte následujı́cı́ nevlastnı́ integrály:

a)
∫
+∞

1

2
x3

dx, b)
∫
+∞

1

3√
y5

dy, c)
∫
+∞

0

2t
t2 + 1

dt,

d)
∫
+∞

1

1

w
√

1+ w2
dw, e)

∫
+∞

0

4
1+ x4

dx, f)
∫
+∞

0

8
8+ 2x2

dx,

g)
∫
+∞

1

2
x2 + 2x + 2

dx, h)
∫
+∞

0
3e−0,3φ dφ, i)

∫
+∞

0
4e−2t sin 2t dt,

j)
∫
+∞

1

3
x + 1

dx, k)
∫
+∞

0
r e−r

2/2 dr, l)
∫
+∞

1
x sin x dx,

m)
∫
−1

−∞

dx
(x − 1)(x2 + 1)

, n)
∫
+∞

2

ln u
u

du, o)
∫
+∞

1

1
x2(x + 1)

dx,

p)
∫ 0

−∞

dx
(x2 + 1)(x2 + 4)

, q)
∫
+∞

1

ln u
u2

du, r)
∫
+∞

0

2z
2z2 + 3

dz,

s)
∫ 0

−∞

x dx
(x2 + 1)(x2 + 3)

, t)
∫
+∞

1

ln2 u

u2
du, u)

∫
+∞

2

du
u ln2 u

.

2. Vypočtěte následujı́cı́ nevlastnı́ integrály:

a)
∫
+∞

0

2m
(1+m)3

dm, b)
∫
+∞

1

4 arctg x
x2

dx, c)
∫
+∞

0
2ρ3 e−ρ

2
dρ,

d)
∫
+∞

0

9
1+ x3

dx, e)
∫ 2

0

2√
4− y2

dy, f)
∫
∞

1

cos ln x
x

dx,

g)
∫ π

2

0

1
cos2 α

dα, h)
∫ 2

0
(2r − 1) ln2 r dr, i)

∫ 2

0

1
2− x

dx,

j)
∫ 2

0

3t3
√

4− t2
dt, k)

∫ 1

0
ln x dx, l)

∫ 1

0

1
√
x

dx,

m)
∫ 1

0

1
p2 − 4p + 3

dp, n)
∫ 2

1

3x
√
x − 1

dx, o)
∫ 2

1

1
s ln s

ds,

p)
∫
+∞

1

2 arctg z
z3

dz, q)
∫
+∞

1

4
x2(1+ x2)

dx, r)
∫
+∞

1

cos ln x
x2

dx.
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3. Vypočtěte následujı́cı́ nevlastnı́ integrály:

a)
∫
+∞

1

dx

x
√
x − 1

, b)
∫
+∞

0

1
cos2 β

dβ, c)
∫
+∞

−∞

2x
x2 + 1

dx,

d)
∫
+∞

√
2

dx

x
√
x2 − 1

, e)
∫
+∞

−∞

dx
x2 + 2x + 2

, f)
∫
+∞

−∞

arctg2 x

1+ x2
dx,

g)
∫ 1

−1

e1/x

x2
dx, h)

∫
+∞

−∞

dx
x(x + 1)

, i)
∫
+∞

−∞

e−|x|dx,

j)
∫
+∞

−∞

sin x
x2

dx, k)
∫ 2

−2

4x3

x4 − 1
dx, l)

∫
+∞

0

dx
3
√
x(x + 1)

,

m)
∫
+∞

0

dx
x2 − 1

, n)
∫
+∞

−∞

a3

a2 + x2
dx, o)

∫
+∞

−∞

|x|

x4 + 1
dx.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́
Označenı́ D ve výsledcı́ch znamená, že daný integrál diverguje, ale ne určitě.

1. a) 1, b) 2, c) +∞, d) ln
(
1+
√

2
)
,

e) π
√

2, f) π, g) π− 2 arctg 2, h) 10,

i) 1, j) +∞, k) 1, l) D,

m)
2 ln 2− π

8
, n) +∞, o) − ln 2+ 1, p)

π

12
,

q) 1, r) D, s) −
1
4

ln 3, t) 2,

u) −
1

ln 2
.

2. a) 1, b) π+ 2 ln 2, c) 1, d) 2π
√

3, e) π, f) D,

g) +∞, h) 2 ln2 2− 2, i) +∞, j) 16, k) −1, l) 2,

m) +∞, n) 8, o) +∞, p) 1, q) 4− π, r)
1
2
.

3. a) π, b) nenı́ def., c) D, d)
π

4
, e) π, f)

π3

12
,

g) +∞, h) D, i) 2, j) D, k) D, l)
2π
√

3
,

m) D, n) πa2, o)
π

2
.
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4.4. Kritéria konvergence nevlastnı́ch integrálů
Chceme-li s našimi dosavadnı́mi znalostmi rozhodnout, zda daný nevlastnı́ integrál kon-
verguje nebo diverguje, musı́me spočı́tat jistý pomocný určitý integrál, který závisı́ na
dolnı́ resp. hornı́ mezi, a pak zkoumat jeho limitu, když se mez přibližuje k jisté hodnotě.
Tento postup má jedno podstatné úskalı́. Určitý integrál umı́me spočı́tat v podstatě jedině
pomocı́ Newtonovy-Leibnizovy formule. K tomu potřebujeme najı́t primitivnı́ funkci k in-
tegrandu. Jak už vı́me z předchozı́ho textu, i v přı́padě poměrně jednoduchého integrandu
z množiny elementárnı́ch funkcı́ to může být velice pracná záležitost, nebo, což je daleko
horšı́, primitivnı́ funkce v množině elementárnı́ch funkcı́ vůbec neexistuje. V takových
přı́padech pak nemáme analytický vzorec výrazu, jehož limitu máme počı́tat, a o zadaném
nevlastnı́m integrálu nejsme schopni nic řı́ci.

V tomto oddı́lu se budeme zabývat otázkou, jak vyšetřovat daný nevlastnı́ integrál,
aniž bychom k tomu potřebovali primitivnı́ funkci k integrandu. Zatı́mco při způsobu
popsaném v předchozı́m odstavci (pokud se nám ho podařilo zrealizovat), jsme v přı́padě
konvergentnı́ho integrálu dostali i hodnotu nevlastnı́ho integrálu, nám nynı́ půjde jen
o odpověd’na otázku, zda integrál konverguje, nebo diverguje. Zato však zı́skánı́ tohoto
poznatku bude daleko snazšı́.

Samozřejmě je přirozené zamyslet se nad tı́m, zda nám v přı́padě konvergentnı́ho
integrálu takováto „slabšı́“ informace vůbec k něčemu je, když cı́lem je obvykle určit
jeho hodnotu. Ukazuje se, že i tato informace je velmi užitečná. Vysvětlı́me si to např. na
nevlastnı́m integrálu na neohraničeném intervalu

∫
+∞

a
f (x) dx, pro dalšı́ typy nevlastnı́ch

integrálů je situace obdobná.
V poznámce 4.4 jsme si ukázali, že pro d > a z konvergence zmı́něného integrálu∫
+∞

a
f (x) dx vyplývá i konvergence integrálu

∫
+∞

d
f (x) dx a že platı́∫

+∞

a

f (x) dx =
∫ d

a

f (x) dx +
∫
+∞

d

f (x) dx. (4.10)

Z definice nevlastnı́ho integrálu a předchozı́ rovnosti vyplývá, že

lim
d→+∞

∫ d

a

f (x) dx =
∫
+∞

a

f (x) dx ⇒ lim
d→+∞

∫
+∞

d

f (x) dx = 0.

Zvolı́me-li tedy d dostatečně velké, je integrál
∫
+∞

d
f (x) dx hodně malý, takže jeho

zanedbánı́m v (4.10) dostaneme, že∫
+∞

a

f (x) dx .
=

∫ d

a

f (x) dx.

Je tedy možné pro určenı́ hodnoty nevlastnı́ho integrálu použı́t s jistou chybou určitý
integrál, jehož přibližnou hodnotu (bez znalosti primitivnı́ funkce) lze nalézt celkem
snadno a přesně — viz kapitola 5.

Je ale nutné zdůraznit, že podstatný předpoklad byl, že integrál
∫
+∞

a
f (x) dx kon-

vergoval! To totiž zaručovalo, že pro velká d byl integrál
∫
+∞

d
f (x) dx malý. V přı́padě
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určitě divergentnı́ho integrálu má rovnost (4.10) sice smysl, ale oba nevlastnı́ integrály
v nı́ představujı́ symbol∞ stejného znaménka. Tedy zanedbánı́m

∫
+∞

d
f (x) dx bychom

v (4.10) zanedbali „nekonečně veliké čı́slo“ vůči konečné hodnotě
∫ d
a
f (x) dx.

Jestliže integrál
∫
+∞

a
f (x) dx diverguje, ale ne určitě, pak tento integrál ani inte-

grál
∫
+∞

d
f (x) dx vůbec nemajı́ přiřazenou žádnou hodnotu (konečnou ani nekonečnou)

a jejich symboly nelze v rovnosti podobného typu použı́t.

V dalšı́m textu si uvedeme kritéria, která nám umožnı́ za jistých předpokladů rozhod-
nout, zda daný nevlastnı́ integrál konverguje nebo diverguje. Je třeba řı́ci, že neexistuje
žádné univerzálnı́ kritérium. Omezı́me se na nevlastnı́ integrály na neohraničeném in-
tervalu 〈a + ∞). Na ostatnı́ typy nevlastnı́ch integrálů se přı́slušné výsledky snadno
přenesou. Dále abychom zkrátili formulace přı́slušných vět, budeme ve zbytku kapitoly
předpokládat, že integrandy jsou funkce majı́cı́ určitý integrál na každém intervalu 〈a, b〉,
kde b > a.

4.4.1. Kritéria konvergence nezáporných funkcı́

Situace je jednoduššı́ u integrandů, které neměnı́ znaménko na 〈a,+∞). Stačı́ se omezit
na nezáporné funkce (nekladnou funkci f nahradı́me funkcı́ −f ). Je-li f nezáporná, pak
pomocná funkce F(c) =

∫ c
a
f (x) dx je na intervalu 〈a,+∞) neklesajı́cı́ a má proto pro

c → +∞ vlastnı́ nebo nevlastnı́ limitu, takže integrál
∫
+∞

a
f (x) dx bud’ konverguje,

nebo určitě diverguje. Odpadá tedy třetı́ možnost, že limita funkce F(c) neexistuje, tj. že
zmı́něný integrál diverguje, ale ne určitě.

Věta 4.16 (Srovnávacı́ kritérium). Necht’na intervalu 〈a,+∞) jsou splněny nerovnosti
0 5 f (x) 5 g(x). Pak platı́:

i) Jestliže konverguje
∫
+∞

a
g(x) dx, konverguje i

∫
+∞

a
f (x) dx.

ii) Jestliže diverguje
∫
+∞

a
f (x) dx, diverguje i

∫
+∞

a
g(x) dx.

O většı́ funkci g z předchozı́ věty řı́káme, že je majorantou funkce f . Podobně o menšı́
funkci f řı́káme, že je minorantou funkce g. Předchozı́ tvrzenı́ pak lze zformulovat takto:

i) Konverguje-li integrál z majoranty, konverguje i integrál z minoranty.
ii) Diverguje-li integrál z minoranty, diverguje i integrál z majoranty.

Situace je znázorněna na obr. 4.13. Podgraf majoranty g je vyznačen šedě, podgraf mi-
noranty f je šrafovaný. Názorně řečeno: Je-li obsah většı́ plochy (podgrafu funkce g)
konečný, musı́ být konečný i obsah menšı́ plochy (podgrafu funkce f ). Naopak, je-li
obsah menšı́ plochy nekonečný, musı́ být nekonečný i obsah většı́ plochy.
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x

y

aO

y = f (x)

y = g(x)

Obr. 4.13

Lze ještě doplnit, že je-li obsah menšı́ plochy ko-
nečný, nelze obecně o obsahu většı́ plochy nic řı́ct, a je-li
obsah většı́ plochy nekonečný, nelze zase nic řı́ct o ob-
sahu menšı́ plochy (mohou být konečné i nekonečné).

Pro úspěšné použitı́ srovnávacı́ho kritéria je důležité
mı́t co největšı́ zásobu funkcı́, o nichž vı́me, že jejich in-
tegrály konvergujı́ resp. divergujı́, abychom měli s čı́m
srovnávat. Studentům obvykle dělá problém správně si
„tipnout“, zda zadaný integrál konverguje nebo diver-
guje. Pokud si vyberou špatně, samozřejmě se jim nedařı́
najı́t většı́ funkci, jejı́ž integrál konverguje, nebo menšı́
funkci, jejı́ž integrál diverguje. Také se nesmı́ zapomı́nat,
že funkce musı́ být nezáporné.

+ Přı́klad 4.17. Rozhodněte, zda integrál
∫
+∞

0

esin x

x2 + 1
dx konverguje nebo diverguje.

Řešenı́. Pomocı́ srovnávacı́ho kritéria ukážeme, že integrál konverguje. Exponenciála
nabývá pouze kladných hodnot, takže integrand je kladný. Pro libovolné x ∈ R je
−1 5 sin x 5 1. Protože exponenciála eu roste a funkce 1

x2+1 je kladná, postupně do-
staneme:

sin x 5 1,
esin x 5 e,

0 <
esin x

x2 + 1
5

e
x2 + 1

.

Za majorantu tedy zvolı́me funkci g(x) = e
x2+1 . V přı́kladu 4.2 a) jsme zjistili, že integrál∫

+∞

0
1

x2+1 dx je konvergentnı́. Podle poznámky 4.15 je konvergentnı́ i integrál ze zvolené

majoranty
∫
+∞

0
e

x2+1 dx, z čehož plyne, že daný integrál konverguje.
Postup založený na nalezenı́ primitivnı́ funkce a tudı́ž i určenı́ přesné hodnoty by

selhal, protože primitivnı́ funkce k integrandu esin x

x2+1 určitě nenı́ elementárnı́. N

Následujı́cı́ limitnı́ podoba předchozı́ho kritéria je pro studenty obvykle snazšı́ na
použitı́.

Věta 4.18 (Limitnı́ srovnávacı́ kritérium). Necht’funkce f (x) a g(x) jsou nezáporné na
intervalu 〈a,+∞) a existuje limita

lim
x→+∞

f (x)

g(x)
= L, 0 5 L 5 +∞. (4.11)

Potom platı́:
i) Je-li L < +∞ a integrál

∫
+∞

a
g(x) dx konverguje, pak konverguje i integrál∫

+∞

a
f (x) dx.
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ii) Je-li L > 0 a
∫
+∞

a
g(x) dx diverguje, pak diverguje i integrál

∫
+∞

a
f (x) dx.

Pokud je tedy v předchozı́ větě limita L kladná a konečná, integrály z f (x) a g(x)
současně bud’konvergujı́ nebo divergujı́.

Ke srovnánı́ se často použı́vajı́ funkce 1/xk, o nichž vı́me, pro která k konvergujı́ —
viz (4.2). Podobně se pro nevlastnı́ integrály z neohraničených funkcı́ použı́vajı́ funkce
1/|x − α|k — viz (4.5). V tomto přı́padě je samozřejmě v (4.11) limita uvažována v sin-
gulárnı́m bodě a je jednostranná.

Než si ukážeme použitı́ na přı́kladech, uvedeme jeden užitečný důsledek limitnı́ho
srovnávacı́ho kritéria.

Důsledek 4.19 (Nutná podmı́nka konvergence). Necht’ integrál
∫
+∞

a
f (x) dx konver-

guje a předpokládejme, že existuje limita lim
x→+∞

f (x) = L. Pak platı́, že L = 0.

Důkaz. Připust’me, že např. L > 0. Z definice limity vyplývá, že pro dostatečně velké
d > a je pak f (x) > 0 pro x = d. Integrál

∫
+∞

d
f (x) dx bude opět konvergentnı́

(poznámka 4.4), a protože integrand je na intervalu 〈d,+∞) kladný, je možné použı́t
limitnı́ srovnávacı́ kritérium. Za funkci g(x) zvolı́me g(x) = 1. Pak lim

x→+∞
f (x)/g(x) =

= lim
x→+∞

f (x) = L. Protože
∫
+∞

a
g(x) dx =

∫
+∞

a
dx = +∞, musı́ podle limitnı́ho

srovnávacı́ho kritéria divergovat i
∫
+∞

a
f (x) dx, což je spor.

Je-liL < 0, budeme uvažovat funkci−f (x) a dostaneme obdobně spor. Tı́m je tvrzenı́
dokázané.

Integrand konvergentnı́ho integrálu
∫
+∞

a
f (x) dx ale nemusı́ mı́t limitu pro x →+∞,

jak ukazuje následujı́cı́ přı́klad.

+Přı́klad 4.20. Vypočtěte
∫
+∞

0
f (x) dx, kde

f (x) =

{
0 pro x = 0, x /∈ N,
x pro x ∈ N.

Řešenı́. Pro c > 0 je funkce f (x) na intervalu 〈0, c〉 ohraničená a spojitá s výjimkou
přirozených čı́sel, kterých je v takovém intervalu pouze konečně mnoho. Existuje tedy jejı́
určitý integrál a podle věty 3.6 platı́:

F(c) =

∫ c

0
f (x) dx =

∫ c

0
0 dx = 0 ⇒ lim

c→+∞
F(c) = 0,

takže ∫
+∞

0
f (x) dx = 0.

Integrál tedy konverguje. Přitom lim
x→+∞

f (x) očividně neexistuje, dokonce funkce f (x)

nenı́ na integračnı́m oboru 〈0,+∞) shora ohraničená. N
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+

Přı́klad 4.21. Rozhodněte o konvergenci resp. divergenci následujı́cı́ch nevlastnı́ch inte-
grálů:

a)
∫
+∞

1

x2
+ 1

√
x (x3 + x2 + 1)

dx, b)
∫
+∞

0
arccotg x dx, c)

∫ π/2

0

sin x√
π
2 − x

dx.

Řešenı́. Ve všech přı́padech použijeme limitnı́ srovnávacı́ kritérium.
a) Pro x = 1 jsou všechny členy čitatele i jmenovatele integrandu kladné, tedy integrand

je kladný. V čitateli je mnohočlen stupně 2. Ve jmenovateli je mnohočlen stupně 3,
který je vynásobený

√
x = x1/2, takže nejvyššı́ mocnina ve jmenovateli je 3+ 1

2 =
7
2 .

Rozdı́l mezi nejvyššı́ mocninou jmenovatele a čitatele je proto 7
2 − 2 = 3

2 . Zvolı́me
tedy g(x) = x−3/2. Vyjde:

L = lim
x→+∞

x2
+1

√
x (x3+x2+1)

1
√
x3

= lim
x→+∞

x3
+ x

x3 + x2 + 1
=

= lim
x→+∞

1+ 1
x2

1+ 1
x
+

1
x3

=
1+ 0

1+ 0+ 0
= 1.

Protože podle (4.2) je integrál
∫
+∞

1 x−3/2 dx konvergentnı́, je i zadaný integrál kon-
vergentnı́.

b) Funkce arccotg x je kladná dokonce pro všechna x ∈ R. Na srovnánı́ zkusı́me použı́t
funkci g(x) = 1

x
. S použitı́m l’Hospitalova pravidla vyjde:

L= lim
x→+∞

arccotg x
1
x

=

(
0
0

)
LH
= lim

x→+∞

−
1

x2+1

−
1
x2

= lim
x→+∞

x2

x2 + 1
LH
= lim

x→+∞

2x
2x
= 1.

Protože podle (4.2) integrál
∫
+∞

1
1
x

dx diverguje, diverguje i
∫
+∞

1 arccotg x dx, a tedy
také

∫
+∞

0 arccotg x dx.
c) Jedná se o nevlastnı́ integrál z neohraničené funkce, protože

lim
x→π/2−

sin x√
π
2 − x

=

(
1
+0

)
= +∞.

V x = π
2 je tudı́ž singulárnı́ bod. Pro srovnánı́ použijeme funkci g(x) = 1

√
π/2−x .

Vyjde:

lim
x→π/2−

sin x
√

π/2−x
1

√
π/2−x

= lim
x→π/2−

sin x = 1.

Podle (4.5) integrál
∫ π/2

0
dx

√
π/2−x konverguje, konverguje tedy i zadaný integrál. N
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4.4.2. Absolutnı́ a relativnı́ konvergence

Pro zájemce:
V obecném přı́padě, kdy limita pomocné funkce F(c) =

∫ c
a
f (x) dx nemusı́ pro c → +∞

existovat, je situace daleko složitějšı́ a rozhodnout o konvergenci takového integrálu může být
někdy dost obtı́žné.

Nejprve si uvedeme jednu důležitou větu.

Věta 4.22. Necht’
∫
+∞

a
|f (x)| dx konverguje. Pak konverguje také integrál

∫
+∞

a
f (x) dx.

Vyšetřujeme-li tedy integrál, jehož integrand f (x)měnı́ znaménko, můžeme ho zkusit nahradit
absolutnı́ hodnotou |f (x)|, což je nezáporná funkce. Na takové integrály už lze použı́t kritéria
z předchozı́ho oddı́lu.

Ukazuje se, že vztah konvergence integrálů
∫
+∞

a
f (x) dx a

∫
+∞

a
|f (x)| dx hraje důležitou

roli. V následujı́cı́ tabulce jsou uvedeny všechny možné kombinace konvergence resp. divergence,
které mohou mezi těmito dvěma integrály nastat (K značı́ konvergenci, D divergenci).∫

+∞

a
f (x) dx

∫
+∞

a
|f (x)| dx označenı́

∫
+∞

a
f (x) dx

K K konverguje absolutně
K D konverguje relativně
D K nemůže nastat podle věty 4.22
D D diverguje

Tab. 4.1: Absolutnı́ a relativnı́ konvergence nevlastnı́ch integrálů

Vzhledem k tomu, že nás nezajı́má přı́pad, kdy oba integrály divergujı́, zbývajı́ pouze dvě
kombinace. Tı́m je motivovaná následujı́cı́ definice.

Definice 4.23. Řekneme, že integrál
∫
+∞

a
f (x) dx konverguje absolutně, jestliže konverguje

i integrál
∫
+∞

a
|f (x)| dx.

Řekneme, že integrál
∫
+∞

a
f (x) dx konverguje neabsolutně neboli relativně, jestliže on sám

konverguje, ale integrál
∫
+∞

a
|f (x)| dx diverguje.

Existence absolutně konvergentnı́ch integrálů je zřejmá. Je-li totiž integrand nezáporný, rovná
se své absolutnı́ hodnotě, takže integrály jsou stejné a konvergence v tomto přı́padě znamená
absolutnı́ konvergenci. Totéž platı́ pro nekladné integrandy. Oba pojmy zavedené v předchozı́
definici jsou tudı́ž zajı́mavé pro funkce měnı́cı́ znaménko. Že existujı́ i neabsolutně konvergentnı́
integrály, ukážeme později.

+Přı́klad 4.24. Dokažte, že integrál
∫
+∞

1

cos ln x
x2

dx konverguje absolutně.

Řešenı́. Musı́me vyšetřit integrál z nezáporné funkce | cos ln x|
x2 . Protože pro libovolné u je | cos u| 5

5 1, platı́

0 5 | cos ln x| 5 1 ⇒ 0 5
| cos ln x|
x2

5
1
x2

pro x = 1.
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Majoranta g(x) = 1
x2 je podle (4.2) konvergentnı́, takže ze srovnávacı́ho kritéria dostáváme, že∫

+∞

1
| cos ln x|
x2 dx konverguje, což znamená, že zadaný integrál konverguje absolutně. N

Doposud nám chyběl vhodný nástroj, pomocı́ kterého bychom mohli dokazovat neabsolutnı́
konvergenci. Nynı́ si takové kritérium uvedeme.

Věta 4.25 (Dirichletovo kritérium). Necht’ pro funkce f (x) a g(x) definované na intervalu
〈a,+∞) platı́:

1) Existuje konstanta K > 0 taková, že
∣∣∫ b
a
f (x) dx

∣∣ 5 K pro libovolné b = a.
2) Funkce g(x) je monotónnı́ a lim

x→+∞
g(x) = 0.

Pak integrál
∫
+∞

a
f (x)g(x) dx konverguje.

+ Přı́klad 4.26. Dokažte, že integrál
∫
+∞

0

sin x
x

dx neabsolutně konverguje.

Řešenı́. Připomeňme nejprve, že v x = 0 nenı́ singulárnı́ bod — viz obr. 3.10 a). Jedná se tedy
o základnı́ typ nevlastnı́ho integrálu na neohraničeném intervalu.

V Dirichletově kritériu zvolı́me f (x) = sin x, g(x) = 1
x

. Ověřı́me předpoklady. Platı́:∫ b

0
sin x dx =

[
− cos x

]b
0 = − cos b + cos 0 = 1− cos b.

S využitı́m tohoto výsledku dostaneme

−1 5 cos b 5 1 ⇒ 1 = − cos b = −1 ⇒ 2 = 1− cos b = 0.

Tedy |1− cos b| 5 2, takže můžeme zvolit K = 2.
Funkce 1

x
je na intervalu (0,+∞) klesajı́cı́ a platı́ lim

x→+∞

1
x
= 0. Všechny předpoklady jsou

proto splněny a zadaný integrál konverguje.
Abychom ukázali, že konverguje neabsolutně, musı́me ověřit, že integrál

∫
+∞

0
| sin x|
x

dx je
divergentnı́. To je trochu obtı́žnějšı́ a dokážeme to sporem.

Připust’me tedy, že zmı́něný integrál, a tudı́ž také integrál
∫
+∞

1
| sin x|
x

dx konverguje. Protože pro
libovolné čı́slo x ∈ R je 0 5 | sin x| 5 1, po vynásobenı́ nezáporným čı́slem | sin x| dostaneme,
že 0 5 | sin x|2 = sin2 x 5 | sin x|. Pro x = 1 máme tudı́ž nerovnost 0 5 sin2 x

x
5 | sin x|

x
. Ze

srovnávacı́ho kritéria nynı́ vyplývá, že rovněž integrál
∫
+∞

1
sin2 x
x

dx konverguje. Ukážeme, že to
nenı́ možné.

Platı́ sin2 x = 1
2 (1−cos 2x). O integrálu

∫
+∞

1
cos 2x
x

dx se naprosto analogicky jako na počátku
tohoto důkazu pomocı́ Dirichletova kritéria ověřı́, že konverguje. Podle poznámky 4.15 bude
konvergentnı́ také integrál∫

+∞

1

(
sin2 x

x
+

cos 2x
2x

)
dx =

∫
+∞

1

(
1

2x
−

cos 2x
2x
+

cos 2x
2x

)
dx =

1
2

∫
+∞

1

1
x

dx,

což je vzhledem k (4.2) spor. Výchozı́ předpoklad o konvergenci integrálu
∫
+∞

0
| sin x|
x

dx byl tudı́ž
chybný.

Je možné ukázat, že hodnota integrálu je
∫
+∞

0
sin x
x

dx = π
2 , tento výsledek ale nelze zı́skat

elementárnı́mi metodami, protože neurčitý integrál
∫ sin x

x
dx vede na vyššı́ transcendentnı́ funkci

— viz kapitola 2.6.
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x

y

π 2π 3π 4π0

1 y =
| sin x|
x

a)

x

y

π 2π 3π 4π0

1 y =
sin x
x

b)

Obr. 4.14: Neabsolutně konvergentnı́ integrál

Výsledek je znázorněn na obr. 4.14. Integrál
∫
+∞

0
| sin x|
x

dx diverguje, což znamená, že obsah
podgrafu funkce | sin x|

x
na obr. 4.14 a) na intervalu 〈0,+∞) je nekonečně velký.

V přı́padě konvergentnı́ho integrálu
∫
+∞

0
sin x
x

dx je situace jiná. Funkce sin x
x

měnı́ na inte-
gračnı́m oboru 〈0,+∞) znaménko — viz obr. 4.14 b). To má za následek, že se hodnota funkce
F(c) =

∫ c
0

sin x
x

dx s rostoucı́m c neměnı́ monotónně. Na intervalu 〈0,π〉 roste (graf funkce sin x
x

ležı́
nad osou x, takže plocha se přičı́tá), na intervalu 〈π, 2π〉 klesá (graf funkce sin x

x
ležı́ pod osou x,

takže plocha se odčı́tá), na intervalu 〈2π, 3π〉 opět roste, na intervalu 〈3π, 4π〉 zase klesá atd. Ale
jejı́ „rozkmit“ je čı́m dál menšı́, protože podle Dirichletova kritéria existuje limita lim

c→+∞
F(c). Jak

již bylo řečeno, lze dokázat, že hodnota F(c) se čı́m dál tı́m vı́c přibližuje k čı́slu π
2 . N

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Rozhodněte o konvergenci resp. divergenci následujı́cı́ch integrálů:

a)
∫
+∞

1

arctg x
x

dx, b)
∫
+∞

0

x + 1
x2 + x + 1

dx, c)
∫
+∞

0

x − 2
x3 + 1

dx,

d)
∫ 0

−∞

x

x3 − 1
dx, e)

∫
+∞

0

x
√

1+ x4
dx, f)

∫
−1

−∞

(x2
+ 1) dx

x2
√
x4 + 1

,

g)
∫
+∞

0

2+ sin x
√
x3 + 1

dx, h)
∫
+∞

0

4
√
x + 1

(x + 1)
√
x

dx, i)
∫ 1

0

cos x
x

dx,

j)
∫ 1

0

sin x
√
x3

dx, k)
∫ 1

0

ex
√

1− x2
dx, l)

∫ 1

0

ln x
x + 1

dx,

m)
∫ π/2

0
tg x dx, n)

∫ π/2

0

√
tg x dx, o)

∫ 0

−1

x2 e−x
√
x + 1

dx.
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2. Rozhodněte o konvergenci resp. divergenci následujı́cı́ch integrálů:

a)
∫ 0

−1

x2e−x

(x + 1)2
dx, b)

∫
+∞

0

e−x
√
x

dx, c)
∫
+∞

0

e−x

x
dx,

d)
∫ π

0

1
sin x

dx, e)
∫ π

0

1
√

sin x
dx, f)

∫ π

0

1
sin2 x

dx,

g)
∫
+∞

1

1
ln x

dx, h)
∫
+∞

−∞

1
2+ sin x

dx, i)
∫
+∞

−∞

x2e−x
2

dx.

3. Dokažte, že následujı́cı́ integrály konvergujı́ absolutně:

a)
∫
+∞

0

sin x
1+ x2

dx, b)
∫
+∞

−∞

e−|x| cos x dx, c)
∫
+∞

−∞

cos x2 e−x
2

dx,

d)
∫
+∞

0
sin x e−x dx, e)

∫ 1

0

sin 1
x

3
√
x

dx, f)
∫
+∞

−∞

cos ex

1+ x4
dx,

g)
∫ 0

−1

cos 1
x

dx
√

1− x2
, h)

∫
+∞

0

sin ln x
√
x3 + 1

dx, i)
∫
+∞

−∞

cos
√
|x| dx

x4 + 2x2 + 3
.

4. Dokažte, že následujı́cı́ integrály konvergujı́:

a)
∫
+∞

0

sin x
√
x

dx, b)
∫
+∞

1

cos x
x

dx, c)
∫
+∞

0

sin3 x

x
dx,

d)
∫
+∞

0
sin x2 dx, e)

∫
+∞

0
cos x2 dx, f)

∫
+∞

0

cos x sin x
√

1+ x2
dx,

g)
∫
+∞

1

(x − 1) sin x
x(x + 1)

dx, h)
∫
+∞

1

cos x dx
3
√
x3 + 1

, i)
∫
+∞

0

sin x ecos x

4
√
x2 + 1

dx.

Návod: V d) a e) nejprve integrály upravte substitucı́ x2
= t .

5. Určete hlavnı́ hodnotu integrálů:

a)
∫
+∞

−∞

(
e−|x| + x3) dx, b)

∫ 1

−1

dx
x3
, c)

∫ 2

0

1
x2 − 1

dx,

d)
∫ 2

−2

3
x(x + 3)

dx, e)
∫
∞

−∞

sgn x dx, f)
∫ 3

0

4
x2 − 4

dx,

g)
∫
+∞

−∞

(
xe|x| + x2e−|x|

)
dx, h)

∫
+∞

−∞

x cos x dx, i)
∫ 1

−1

dx
x2
.
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́
Označenı́ D ve výsledcı́ch znamená, že daný integrál diverguje, K že konverguje.

1. a) D, b) D, c) K, d) K, e) D,

f) K, g) K, h) K, i) D, j) K,

k) K, l) K, m) D, n) K, o) K.

2. a) D, b) K, c) D, d) D, e) K,

f) D, g) D, h) D, i) K.

5. a) 2, b) 0, c) −
1
2

ln 3, d) − ln 5, e) 0,

f) − ln 5, g) 4, h) 0, i) neex.

Autotest
-

1. Vypočı́tejte nevlastnı́ integrály:

a)
∫ 1

0

1
√
x

dx, b)
∫
+∞

1

1
x

dx, c)
∫
+∞

1

1
x2 dx, d)

∫ 1

−1

dx
3√
x2
.

2. Vypočı́tejte nevlastnı́ integrály:

a)
∫ 6

2

dx
3
√
(4− x)2

dx, b)
∫
+∞

0
xe−x

2
dx, c)

∫
+∞

0
e−xdx.

3. Vypočı́tejte nevlastnı́ integrály:

a)
∫ 1

0

x2
+ 3
√
x

dx, b)
∫
+∞

2

dx
x2 + 2

, c)
∫
+∞

0

dx
x + 2

,

d)
∫
+∞

1

dx
ex
, e)

∫
+∞

−∞

dx
x2 + 2x + 2

, f)
∫
+∞

−∞

a3dx
a2 + x2 .

Klı́č k autotestu
1. a) 2, b) ∞, c) 1, d) 6.

2. a)
1
2
, b) 6 3√2 , c) 1.

3. a)
32
5
, b)

π

2
−

arctg
√

2
√

2
, c) ∞,

d)
−1
e
, e) π, f) a3π.
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Kapitola 5

Numerické metody řešenı́ určitého
integrálu

Jediným prostředkem, který máme dosud k dispozici pro určenı́ hodnoty určitého integrálu,
je Newtonova-Leibnizova formule (3.10). Jak jsme se již ale v předchozı́m textu několikrát
zmiňovali, jejı́ použitı́ má řadu úskalı́. Připomeňme si hlavnı́ z nich.

• Primitivnı́ funkce k integrandu neexistuje v množině elementárnı́ch funkcı́.

• Primitivnı́ funkci sice teoreticky umı́me nalézt, ale praktický výpočet je velice kompli-
kovaný a zdlouhavý.

• Primitivnı́ funkce i k jednoduchému integrandu nemusı́ vůbec existovat (vadı́ např. body,
v nichž existujı́ různé jednostranné limity). Někdy to lze obejı́t rozdělenı́m integračnı́ho
oboru nebo použitı́m zobecněné Newtonovy-Leibnizovy formule (3.16).

Konečně je třeba vzı́t v úvahu, že v aplikacı́ch je často integrand zı́skán měřenı́m
např. v diskrétnı́ch časových okamžicı́ch, takže máme pouze konečnou tabulku hodnot
funkce, kterou máme integrovat, tj. známe pouze několik bodů grafu této funkce, ale vůbec
nemáme jejı́ vzorec. Pak je použitı́ Newtonovy-Leibnizovy formule zcela vyloučené.

Cı́lem této kapitoly bude seznámit se s tzv. metodami numerické kvadratury, které nám
i za této situace (kdy eventuelně nemáme vzorec integrandu) umožnı́ s jistou přesnostı́
určit hodnotu určitého integrálu. V praxi nám obvykle nebude vadit, že výsledek neznáme
zcela přesně, protože často jsou naměřené hodnoty stejně zatı́ženy jistou chybou, a tudı́ž
už to, z čeho vycházı́me, nenı́ přesné.

V dnešnı́ době, kdy máme běžně k dispozici výkonné počı́tače a kvalitnı́ programy
jako již zmiňované Maple, Mathematica, Matlab, Mathcad a řadu dalšı́ch, které dokážou
s velkou přesnostı́ určit přibližnou hodnotu určitého integrálu, by se mohlo zdát zbytečné
mluvit o této problematice. Je však potřeba uvědomit si, že tyto programy musı́ obsahovat
nějaké algoritmy, pomocı́ kterých se určité integrály přibližně počı́tajı́. Pro uživatele je
dobré mı́t aspoň informativnı́ představu, jak takové metody vypadajı́, aby věděli, co od
nich mohou očekávat. Obecně se jedná o dost složitou problematiku, která tvořı́ rozsáhlou
partii numerické matematiky. My si uvedeme jen tři jednoduché metody, které je možné
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snadno použı́t i při ručnı́m výpočtu na kalkulačce popř. je naprogramovat. Zájemci, kteřı́
např. potřebujı́ vytvořit program, jehož součástı́ je integrace „divoce“ se chovajı́cı́ch
funkcı́, se musı́ obrátit na speciálnı́ literaturu.

Princip numerického výpočtu integrálu
∫ b
a
f (x) dx je založen na tom, že se funkce

f (x) nahradı́ jinou funkcı́ g(x), která má přibližně stejné funkčnı́ hodnoty jako inte-
grand f (x), ale je jednoduchá z hlediska výpočtu určitého integrálu. Protože geometricky
určitý integrál vyjadřuje (aspoň u nezáporných funkcı́) obsah podgrafu, lze očekávat, že
integrál

∫ b
a
g(x) dx dá přibližně stejný výsledek, tj.∫ b

a

f (x) dx =
∫ b

a

g(x) dx + R,

kde tzv. chybaR je malé čı́slo, které lze zanedbat. Obecně u numerických výpočtů je třeba
mı́t na paměti, že celková chyba je dána součtem několika složek:

• chyba metody (právě zmı́něné R) — té se vědomě dopouštı́me, abychom úlohu
zjednodušili,

• zaokrouhlovacı́ chyby — kalkulačka i počı́tač (pokud nepočı́tajı́ symbolicky) zao-
krouhlujı́,

• chyby vstupnı́ch dat — pokud byly vstupnı́ hodnoty zı́skány měřenı́m.

Mezi funkce, které se snadno integrujı́, patřı́ předevšı́m mnohočleny. Pokud je však
integračnı́ obor 〈a, b〉 delšı́, je požadavek, aby se hodnoty funkce g(x) nelišily přı́liš od
hodnot funkce f (x) obvykle splnitelný jen za tu cenu, že mnohočlen má vysoký stupeň.
To nepřı́znivě ovlivňuje zejména zaokrouhlovacı́ chyby. Proto se obvykle postupuje tak,
že se interval 〈a, b〉 rozdělı́ na menšı́ podintervaly a na každém z nich se provede ná-
hrada jiným mnohočlenem. Při výpočtu se integrál

∫ b
a
g(x) dx pochopitelně rozdělı́ podle

přı́slušných podintervalů. Vzorce na dı́lčı́ch intervalech se někdy nazývajı́ jednoduché
formule a celkové vzorce pak složené formule.

V dalšı́m budeme předpokládat, že interval 〈a, b〉 rozdělı́me na n stejně dlouhých
dı́lků, kde n ∈ N (takové dělenı́ se nazývá ekvidistantnı́). Délku jednoho dı́lku (vlastně
normu tohoto dělenı́) označı́me h > 0 a dělı́cı́ body označı́me xi , i = 0, . . . , n (tzv. uzlové
body). Funkčnı́ hodnoty integrandu v uzlových bodech označı́me yi . Tedy

h =
b − a

n
, xi = a + ih, yi = f (xi), i = 0, . . . , n.

5.1. Obdélnı́ková metoda
Nejjednoduššı́m způsobem je volit funkci g(x) konstantnı́. Za tuto konstantu zvolı́me
např. funkčnı́ hodnotu integrandu v levém konci intervalu 〈xi, xi+1〉, tedy bude g(x) =
= f (xi) = yi . Integracı́ dostaneme jednoduchou obdélnı́kovou formuli∫ xi+1

xi

f (x) dx .
=

∫ xi+1

xi

g(x) dx =
∫ xi+1

xi

yi dx = yi
[
x
]xi+1
xi
= yi(xi+1 − xi) = yih,
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kde xi+1 − xi = a + (i + 1)h− (a + ih) = h.
Odtud vyjde∫ b

a

f (x) dx =
∫ x1

x0

f (x) dx +
∫ x2

x1

f (x) dx + · · · +
∫ xn

xn−1

f (x) dx =

= y0h+ y1h+ · · · + yn−1h+ R(h),

takže po úpravě a zanedbánı́ chyby R(h) dostaneme složenou obdélnı́kovou formuli∫ b

a

f (x) dx .
= h(y0 + y1 + · · · + yn−1). (5.1)

Geometrické znázorněnı́ pro n = 6 je uvedeno na obr. 5.1. Vlastně jde o součet obsahů
obdélnı́ků o základnách stejné délky h a výškách y0, y1, . . . , yn−1 (obecně mohou být
některé záporné).

Obdélnı́ková metoda je tzv. konvergentnı́ pro libovolnou integrovatelnou funkci f (x).
Tı́m se myslı́, že pro n→+∞, tj. pro h→ 0 je lim

h→0
R(h) = 0. To plyne z toho, že pravá

strana v (5.1) je vlastně integrálnı́m součtem.
Obvykle chceme ale znát nějaký odhad chyby. Lze dokázat, že má-li funkce f na

intervalu 〈a, b〉 spojitou prvnı́ derivaci, existuje čı́slo ξ ∈ 〈a, b〉 takové, že

R(h) =
h

2
(b − a)f ′(ξ). (5.2)

Skutečnou hodnotu čı́sla ξ ovšem neznáme. Vzorec je tedy možné použı́t jen tak, že chybu
v absolutnı́ hodnotě odhadneme shora a to tak, že |f ′(ξ)| nahradı́me maximem absolutnı́
hodnoty derivace |f ′(x)| na intervalu 〈a, b〉. V konkrétnı́ch úlohách může být nalezenı́
maxima značně pracné a navı́c se ukazuje, že takový odhad je velmi pesimistický, skutečná
chyba bývá mnohem menšı́. Proto je praktický význam takového odhadu malý.

Ze vzorce pro chybu (5.2) vyplývá, že obdélnı́ková formule je zcela přesná pro kon-
stantnı́ funkce. Pak je totiž f ′(ξ) = 0 pro libovolné ξ . Toto konstatovánı́ je ovšem jasné
na prvnı́ pohled i bez tohoto vzorce.

Použitı́ obdélnı́kové formule je velice jednoduché, ale přesnost je pochopitelně malá,
proto se použı́vajı́ jiné, účinnějšı́ metody, jimiž se budeme zabývat dále.

x

y

x0a = x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 = bx6

y = f (x)

Obr. 5.1: Obdélnı́ková metoda
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5.2. Lichoběžnı́ková metoda
U této metody nahradı́me funkci f (x) na intervalu 〈xi, xi+1〉 lineárnı́ funkcı́ g(x), majı́cı́
za graf přı́mku, která procházı́ body [xi, yi] a [xi+1, yi+1]. Ze známého směrnicového
tvaru přı́mky vyplývá, že funkce g(x) bude mı́t rovnici

g : y = yi +
yi+1 − yi

xi+1 − xi
(x − xi), tj. y = yi +

yi+1 − yi

h
(x − xi).

Integracı́ dostaneme jednoduchou lichoběžnı́kovou formuli∫ xi+1

xi

f (x) dx .
=

∫ xi+1

xi

g(x) dx =
∫ xi+1

xi

(
yi +

yi+1 − yi

h
(x − xi)

)
dx =

= yi
[
x
]xi+1
xi
+
yi+1 − yi

2h

[
(x − xi)

2]xi+1
xi
= yi(xi+1 − xi)+

+
yi+1 − yi

2h
(xi+1 − xi)

2
= yih+

yi+1 − yi

2h
h2
=
h

2
(yi + yi+1).

Tento výsledek je pro kladná yi a yi+1 ve shodě se středoškolským vzorcem pro
obsah lichoběžnı́ku, který řı́ká, že obsah lichoběžnı́ku se rovná součtu délek základen
násobenému polovičnı́ výškou. Zmı́něný lichoběžnı́k vznikne náhradou grafu funkce f (x)
na intervalu 〈xi, xi+1〉 přı́mkou — viz obr. 5.2. Z předchozı́ho vzorce dostaneme, že∫ b

a

f (x) dx =
∫ x1

x0

f (x) dx +
∫ x2

x1

f (x) dx + · · · +
∫ xn

xn−1

f (x) dx =

=
h

2
(y0 + y1)+

h

2
(y1 + y2)+ · · · +

h

2
(yn−1 + yn)+ R(h),

takže po úpravě a zanedbánı́ chyby R(h) dostaneme složenou lichoběžnı́kovou formuli∫ b

a

f (x) dx .
=
h

2
(y0 + 2y1 + · · · + 2yn−1 + yn). (5.3)

Geometrické znázorněnı́ pro n = 6 je uvedeno na obr. 5.2. Vlastně jde v přı́padě klad-
ných yi o součet obsahů lichoběžnı́ků o stejných výškách h.

x

y

x0a = x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 = bx6

y = f (x)

Obr. 5.2: Lichoběžnı́ková metoda
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Opět lze snadno dokázat, že lichoběžnı́ková metoda je konvergentnı́ pro libovolnou
integrovatelnou funkci f (x), tj. že platı́ lim

h→0
R(h) = 0. Pravá strana v (5.3) je totiž

aritmetickým průměrem dvou speciálnı́ch integrálnı́ch součtů

y0h+ y1h+ · · · + yn−1h a y1h+ y2h+ · · · + ynh.

Pro odhad chyby lze dokázat (viz [3, str. 643]), že má-li funkce f na intervalu 〈a, b〉
spojitou druhou derivaci, existuje čı́slo ξ ∈ 〈a, b〉 takové, že

R(h) = −
h2

12
(b − a)f ′′(ξ). (5.4)

O použitı́ tohoto vzorce platı́ stejný komentář jako u obdélnı́kové metody. Z předchozı́ho
vzorce vyplývá, že lichoběžnı́ková metoda je zcela přesná pro lineárnı́ funkce f (x) =
= kx + q. V přı́padě těchto funkcı́ je totiž f ′′(ξ) = 0 pro libovolné ξ . To je vzhledem ke
geometrickému významu této metody a skutečnosti, že grafem lineárnı́ funkce je přı́mka,
opět jasné i bez tohoto vzorce.

5.3. Simpsonova metoda
U této metody musı́ být počet dělı́cı́ch intervalů sudý, protože parabola, jež bude f (x)
nahrazovat, je určena trojicı́ bodů. Označme proto n = 2m, kde m ∈ N. Funkci budeme
nahrazovat na intervalech 〈x0, x2〉, 〈x2, x4〉,. . . , 〈x2m−2, x2m〉. Na každém dı́lčı́m intervalu
〈xi−1, xi+1〉 se středem xi , kde i = 1, 3, . . . , 2m− 1, půjde o kvadratickou funkci g(x) =
= p+qx+rx2, jejı́mž grafem je parabola, která musı́ procházet body [xi−1, yi−1], [xi, yi]
a [xi+1, yi+1]. Ukážeme, že takový mnohočlen stupně nejvýše dva existuje a že je jediný.
V přı́padě speciálnı́ polohy trojice bodů, když budou ležet na přı́mce, totiž vyjde r = 0,
takže nepůjde o parabolu, ale o přı́mku.

Ukazuje se, že je výhodné vyjádřit hledaný mnohočlen vzhledem k mocninám x − xi
(následujı́cı́ výpočty se podstatně zkrátı́). To lze udělat pomocı́ Taylorova vzorce dosta-
tečně vysokého stupně, aby zbytek v Taylorově vzorci byl identicky nulový. V našem
přı́padě je to stupeň dva. Platı́

g(x) = g(xi)+ g
′(xi)(x − xi)+

1
2
g′′(xi)(x − xi)

2
=

= (p + qxi + rx
2
i )+ (q + 2rxi)(x − xi)+ r(x − xi)2.

Označı́me p̃ = p + qxi + rx2
i , q̃ = q + 2rxi , r̃ = r a budeme hledat polynom ve tvaru

g(x) = p̃+ q̃(x− xi)+ r̃(x− xi)
2. Z podmı́nek, že jeho graf procházı́ body [xi−1, yi−1],

[xi, yi] a [xi+1, yi+1], dostaneme soustavu třı́ rovnic pro neznámé koeficienty p̃, q̃ a r̃:

p̃ − q̃h+ r̃h2
= yi−1,

p̃ = yi,

p̃ + q̃h+ r̃h2
= yi+1.
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Z nı́ snadno určı́me, že existuje právě jedno řešenı́

p̃ = yi, q̃ =
yi+1 − yi−1

2h
, r̃ =

yi−1 − 2yi + yi+1

2h2 ,

takže
g : y = yi +

yi+1 − yi−1

2h
(x − xi)+

yi−1 − 2yi + yi+1

2h2 (x − xi)
2.

Integracı́ na intervalu 〈xi−1, xi+1〉 dostaneme jednoduchou Simpsonovu1 formuli∫ xi+1

xi−1

f (x) dx .
=

∫ xi+1

xi−1

g(x) dx =

=

∫ xi+1

xi−1

(
yi +

yi+1 − yi−1

2h
(x − xi)+

yi−1 − 2yi + yi+1

2h2 (x − xi)
2
)

dx =

= yi
[
x
]xi+1
xi−1
+
yi+1 − yi−1

4h

[
(x − xi)

2]xi+1
xi−1
+
yi−1 − 2yi + yi+1

6h2

[
(x − xi)

3]xi+1
xi−1
=

= 2yih+
yi+1 − yi−1

4h
(h2
− h2)+

yi+1 − 2yi + yi−1

6h2 (h3
+ h3) =

= 2yih+
yi+1 − 2yi + yi−1

3
h =

h

3
(yi−1 + 4yi + yi+1).

Z předchozı́ho vzorce dále dostaneme, že∫ b

a

f (x) dx =
∫ x1

x0

f (x) dx +
∫ x2

x1

f (x) dx + · · · +
∫ xn

xn−1

f (x) dx =

=
h

3
(y0 + 4y1 + y2)+

h

3
(y2 + 4y3 + y4)+ · · · +

+
h

3
(y2m−2 + 4y2m−1 + y2m)+ R(h),

takže po úpravě a zanedbánı́ chyby R(h) dostaneme složenou Simpsonovu formuli∫ b

a

f (x) dx .
=
h

3
(y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + 2y4 · · · + 2y2m−2 + 4y2m−1 + y2m) =

=
h

3

[
y0 + y2m + 4(y1 + · · · + y2m−1)+ 2(y2 + · · · + y2m−2)

]
. (5.5)

Geometrické znázorněnı́ pro n = 6 je uvedeno na obr. 5.3.
Rovněž lze dokázat, že lichoběžnı́ková metoda je konvergentnı́ pro libovolnou integro-

vatelnou funkci f (x), tj. že platı́ lim
h→0

R(h) = 0. Pravá strana v (5.5) je totiž aritmetickým

průměrem třı́ speciálnı́ch integrálnı́ch součtů

y0h+ y1h+ · · · + y2m−1h, y1h+ y2h+ · · · + y2mh,

y12h+ y32h+ · · · + y2m−12h.

1Thomas Simpson (1710–1761) — anglický matematik. Zabýval se interpolacı́ a numerickou integracı́.
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x

y

x0a = x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 = bx6

y = f (x)

Obr. 5.3: Simpsonova metoda

Přitom norma dělenı́ v prvnı́ch dvou integrálnı́ch součtech je h, kdežto ve třetı́m je 2h.
Pro odhad chyby lze dokázat (viz [3, str. 645]), že má-li funkce f na intervalu 〈a, b〉

spojitou čtvrtou derivaci, existuje čı́slo ξ ∈ 〈a, b〉 takové, že

R(h) = −
h4

180
(b − a)f (4)(ξ). (5.6)

x

x0 x1 x2

y = g(x)

y = f (x)

Obr. 5.4

Tato vlastnost Simpsonovy metody je znázorněna na
obr. 5.4. Funkce f (x) představuje libovolný kubický
polynom a funkce g(x) je odpovı́dajı́cı́ kvadratickou
funkcı́, která nahrazuje f (x) na jednom dı́lčı́m inter-
valu 〈x0, x2〉. Platı́∫ x1

x0

[f (x)− g(x)] dx = −
∫ x2

x1

[f (x)− g(x)] dx,

takže ∫ x2

x0

[f (x)− g(x)] dx = 0.

Použı́t tento vzorec pro odhad chyby je obecně ob-
tı́žné, protože čtvrtá derivace může být značně kom-

plikovaná a o to těžšı́ by byla úloha najı́t maximum jejı́ absolutnı́ hodnoty. Výsledek (5.6)
ale stojı́ za povšimnutı́ z jiného důvodu. Nepřekvapı́ nás, že vzorec bude přesný pro
kvadratické funkce f (x) = p + qx + rx2, protože na každém dı́lčı́m intervalu splyne
„náhradnı́ “ funkce g(x), která je rovněž kvadratická, s funkcı́ f (x). Ale vzorec pro
chybu obsahuje čtvrtou derivaci, takže formule bude přesná i pro kubické mnohočleny
f (x) = p + qx + rx2

+ sx3. Pro ty je totiž f (4)(ξ) = 0 pro libovolné ξ .
Z právě uvedeného důvodu se Simpsonova formule často použı́vá. Je totiž jednoduchá

a i při menšı́m počtu uzlových bodů poměrně přesná.

Podobně by bylo možné pokračovat dál a nahrazovat integrand kubickým mnoho-
členem, který by procházel čtyřmi danými body grafu integrandu atd. Celá skupina
těchto kvadraturnı́ch formulı́, jejichž tři nejjednoduššı́ přı́pady jsme uvedli, se nazývá



5.3 Simpsonova metoda 211

Newtonovy-Cotesovy1 formule. Odvozenı́ těchto formulı́ vyššı́ch řádů je čı́m dál pracnějšı́
a většinou se tyto formule vyššı́ch řádů nepoužı́vajı́ a dává se přednost složené Simpsonově
formuli s dostatečným počtem uzlových bodů.

Existuje celá řada dalšı́ch metod výpočtu určitého integrálu. Mezi nejvýznamnějšı́
patřı́ Gaussovy kvadraturnı́ formule a Rombergova metoda. O nich a dalšı́ch metodách se
lze dočı́st např. v [3, 20].

Pro zájemce:
Předchozı́ metody přibližného výpočtu určitého integrálu umožňujı́ přibližně určovat i neurčitý in-
tegrál. Vı́me, že stačı́ nalézt jednu primitivnı́ funkci, ostatnı́ se lišı́ o konstantu. Je-li integrand f (x)
spojitý, je primitivnı́ funkce F(x) dána podle důsledku 3.29 vztahem F(x) =

∫ x
c
f (t) dt , kde c je

nějaký pevně zvolený bod integračnı́ho oboru. Hodnoty funkce F(x) lze tedy v jednotlivých bo-
dech počı́tat prostřednictvı́m určitého integrálu. Máme-li těchto hodnot dostatečný počet, můžeme
funkci F(x) aproximovat na celém integračnı́m oboru některou z mnoha metod, které poskytuje
numerická matematika.

Konečně připomeňme, že také hodnoty nevlastnı́ch integrálů lze přibližně určit pomocı́ vhod-
ného určitého integrálu — viz začátek oddı́lu 4.4.

+Přı́klad 5.1. Určete přibližnou hodnotu určitého integrálu
∫ 3

1

√
x3 − 1 dx pomocı́ obdél-

nı́kové, lichoběžnı́kové a Simpsonovy metody. Integračnı́ obor rozdělte na osm částı́.

Řešenı́. V našem přı́padě bude n = 8, tj. budeme mı́t devět uzlových bodů x0, . . . , x8.
Dále označı́me a = 1, b = 3. Velikost kroku bude h = b−a

n
=

3−1
8 = 0,25. V následujı́cı́

tabulce jsou uvedeny s přesnostı́ na čtyři desetinná mı́sta potřebné funkčnı́ hodnoty yi =
= f (xi), i = 0, . . . , 8, kde f (x) =

√
x3 − 1.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

xi 1,0000 1,2500 1,5000 1,7500 2,0000 2,2500 2,5000 2,7500 3,0000

yi 0,0000 0,9763 1,5411 2,0879 2,6458 3,2235 3,8242 4,4494 5,0990

Označme IOn , ILn a ISn přibližnou hodnotu daného integrálu určenou po řadě obdél-
nı́kovou, lichoběžnı́kovou a Simpsonovou metodou s použitı́m n + 1 uzlových bodů. Ze
vzorce (5.1) dostaneme po zaokrouhlenı́ na čtyři desetinná mı́sta:

IO8 = h(y0 + y1 + y2 + y3 + y4 + y5 + y6 + y7)
.
= 4,6870.

Podobně ze vzorce (5.3) dostaneme:

IL8 =
h

2
(y0 + 2y1 + 2y2 + 2y3 + 2y4 + 2y5 + 2y6 + 2y7 + y8)

.
= 5,3244.

1Roger Cotes (1682–1716) (čti kouts) — anglický astronom a experimentálnı́ filosof. Zabýval se
logaritmy, integrálnı́m počtem a interpolacı́.
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Konečně ze vzorce (5.5) dostaneme:

IS8 =
h

3

[
y0 + y8 + 4(y1 + y3 + y5 + y7)+ 2(y2 + y4 + y6)

] .
= 5,3389.

Protože primitivnı́ funkce k integrandu
√
x3 − 1 nenı́ elementárnı́, nemůžeme použı́t

Newtonovu-Leibnizovu formuli a najı́t pro porovnánı́ přesnou hodnotu I daného integrálu.
Použijeme-li např. program Maple, dostaneme, že I .

= 5,356 314 216. Je tedy vidět, že
Simpsonova ale i lichoběžnı́ková formule daly i při poměrně malém počtu uzlových bodů
celkem slušný výsledek. N

Na závěr si všimneme problematiky posouzenı́ přesnosti výsledku. Jak jsme uvedli,
existujı́ pro dostatečně hladké funkce vzorce pro určenı́ chyby všech třı́ probı́raných metod.
V nich však figuruje neznámé čı́slo ξ , ležı́cı́ někde v integračnı́m oboru. Tedy konkrétnı́
hodnotu chyby neznáme. Vzorce lze použı́t jen pro hornı́ odhad absolutnı́ hodnoty chyby
způsobem vysvětleným u obdélnı́kové metody na str. 206. Výsledek je však často značně
pesimistický, nebot’skutečná přesnost je mnohem lepšı́, než kolik vyjde odhad.

V praxi se často zejména v souvislosti s nasazenı́m počı́tačů použı́vá následujı́cı́ postup.
Zvolı́ se malé kladné čı́slo ε > 0. Pak se pomocı́ složené formule určı́ přibližná hodnota
integrálu In pro nějaký konkrétnı́ počet dělı́cı́ch intervalů n a hodnota I2n s dvojnásobným
počtem dělı́cı́ch intervalů. Ověřı́ se, zda platı́, že |In − I2n| < ε.

Pokud tomu tak je, považuje se čı́slo I2n za přibližnou hodnotu integrálu. Pokud tomu
tak nenı́, určı́ se I4n se čtyřnásobným počtem dělı́cı́ch intervalů a ověřı́ se, zda je už
|I2n − I4n| < ε. Pokud ano, považuje se čı́slo I4n za přibližnou hodnotu integrálu. Pokud
ne, opět se zdvojnásobı́ počet dělı́cı́ch intervalů a tı́mto způsobem se pokračuje tak dlouho,
až se takto zı́skané dvě po sobě jdoucı́ přibližné hodnoty integrálu lišı́ v absolutnı́ hodnotě
o méně než ε.

Obecně by stačilo jakkoli zvětšovat počet dělı́cı́ch intervalů. Dvojnásobky jsou vý-
hodné, protože nenı́ nutné počı́tat znovu všechny funkčnı́ hodnoty integrandu, naopak se
všechny hodnoty z předchozı́ho kroku využijı́.

+ Přı́klad 5.2. Vypočtěte Simpsonovou metodou hodnotu určitého integrálu
∫ 4,5

0
sin

12
x

dx.

Začněte s počtem dělı́cı́ch intervalů n = 30 a tento počet zdvojnásobujte tak dlouho, až
se budou poslednı́ dva výsledky lišit o méně než ε = 0,01.

Řešenı́. Graf integrandu je znázorněn na obr. 3.10 b). Protože jde o mimořádně rychle
oscilujı́cı́ funkci, lze očekávat, že potřebný počet uzlových bodů bude na dosaženı́ poža-
dované přesnosti vysoký. Integrand g(x) nenı́ definován v nule. Zvolı́me např. g(0) = 0.
Na skutečnou hodnotu integrálu to nemá vliv, u numerického řešenı́ to však výsledek při
menšı́m počtu uzlových bodů může ovlivnit. V podobném přı́padě je rozumné chybějı́cı́
funkčnı́ hodnotu doplnit tak, aby byla funkce spojitá, to ale zde nejde, protože limita
integrandu pro x → 0+ neexistuje.

Je zřejmé, že tento přı́klad nelze řešit bez programovatelné kalkulačky nebo počı́tače
s vhodným softwarem. S použitı́m vzorce (5.5) určı́me přibližné hodnoty integrálu pro
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n = 30, 60, 120, . . . . Při počı́tánı́ na šest platných cifer dostaneme:

IS30
.
= −0,637 770 IS240

.
= −0,714 130 IS1920

.
= −0,720 183

IS60
.
= −0,672 977 IS480

.
= −0,793 987 IS3840

.
= −0,727 127

IS120
.
= −0,705 837 IS960

.
= −0,697 963 IS7680

.
= −0,715 383

Je vidět, že
∣∣IS120 − I

S
240

∣∣ = 0,008 287 < ε = 0,01. Avšak rozdı́ly mezi následujı́cı́mi
dvěma hodnotami se opět zvětšujı́. Až opět

∣∣IS1920 − I
S
3840

∣∣ = 0,006 953 < ε = 0,01.
Pak však zase docházı́ k mı́rnému nárůstu. Je tedy vidět, že s numerickým řešenı́m tohoto
integrálu jsou potı́že. Pro zajı́mavost si uved’me, jaký výsledek dá Maple: I .

= −0,716 973.
Protože problémy očividně působı́ chovánı́ integrandu v pravém okolı́ nuly, bylo by

taktičtějšı́ rozdělit integračnı́ obor na dvě části — menšı́ levý interval, obsahujı́cı́ nulu, kde
by se použilo vı́ce uzlových bodů, a většı́ pravý, kde by stačilo uzlových bodů relativně
méně. Označı́me-li ISn (α;β) hodnotu zı́skanou pomocı́ Simpsonovy formule s n + 1
dělı́cı́mi body na intervalu 〈α, β〉, lze určit, že IS120(0; 0,5)+ I

S
60(0,5; 4,5)

.
= −0,716 513,

což je v porovnánı́ s hodnotou zı́skanou z Maplu mnohem lepšı́ výsledek než např. IS7680.
To jasně ukazuje, že při řešenı́ nelze postupovat bez přemýšlenı́ a slepě dosazovat do
vzorce, který najdeme v nějaké přı́ručce. N

5.4. Cvičenı́ ke kapitole 5

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Vypočı́tejte následujı́cı́ určité integrály s použitı́m obdélnı́kové, lichoběžnı́kové a Simpsonovy

metody s počtem n+ 1 uzlových bodů:

a)
∫ 1

−1

√
x4 + 1 dx, n = 6, b)

∫ 1

0

√
x3 + 1 dx, n = 6,

c)
∫ 2

0
x
√

1+ x4 dx, n = 6, d)
∫ 3

1

ex

x
dx, n = 4,

e)
∫ π

0

sin x
x

dx, n = 6, f)
∫ π

0

sin x
√
x

dx, n = 6,

g)
∫ 5

0
e−x

2
dx, n = 4, h)

∫ 2

1
x2e−x

2
dx, n = 8,

i)
∫ 3

2

1
ln x

dx, n = 4, j)
∫ 2

1
(x + 1)e−x

2
dx, n = 4.

Návod: V zadánı́ch e) a f) dodefinujte funkčnı́ hodnotu v x = 0 tak, aby byl integrand f (x)
spojitý.
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2. S použitı́m Simpsonovy metody vypočtěte hodnoty zadaného integrálu pro n a 2n a rozhodněte,
zda jejich rozdı́l je v absolutnı́ hodnotě menšı́ než zadané ε:

a)
∫ 2

0

3
√
x4 + 1 dx, n = 4, ε = 0,005, b)

∫ 3π

π/2

cos x
x

dx, n = 4, ε = 0,05,

c)
∫ 4

1/3

3x − 1
ln 3x

dx, n = 2, ε = 0,02, d)
∫ 2

1
x2 e−2x2

dx, n = 4, ε = 0,05.

Návod: V zadánı́ c) dodefinujte funkčnı́ hodnotu v x = 1/3 tak, aby byl integrand f (x) spojitý.

3. Vypočı́tejte následujı́cı́ určité integrály a porovnejte zı́skané výsledky s výsledky zı́skanými
s použitı́m obdélnı́kové, lichoběžnı́kové a Simpsonovy metody s počtem uzlových bodů n+ 1:

a)
∫ π/2

−π/2
cos y dy, n = 4, b)

∫ 3

−1
(x3
− 3x2

+ 1) dx, n = 6,

c)
∫ π/3

0
5 sin 4x dx, n = 6, d)

∫ 3

0
ex/3 dx, n = 4,

e)
∫ 3

0

12
x2 + 9

dx, n = 6, f)
∫ 1

−1

1
x − 4

dx, n = 6,

g)
∫ 0

−π/2
2 sin 2x dx, n = 4, h)

∫ 4

0

x − 1
x + 1

dx, n = 8,

i)
∫ 1

−1
ln(x + 2) dx, n = 4, j)

∫ 3

2

1
x2 + x

dx, n = 6,

k)
∫ π/3

−π

2 cos y sin y dy, n = 6, l)
∫ 1

−1
4y arctg 2y dy, n = 4.

4. S použitı́m vhodného programu symbolické algebry vypočtěte následujı́cı́ integrály:

a)
∫ 3

2
sin x2 dx, b)

∫ 3

2
cos x2 dx,

c)
∫ 8π

0
cos

1
x

dx, d)
∫ 8

2
(x − 3) 5

√
x3 − 7 dx,

e)
∫ 5π

0

sin x2

√
x

dx, f)
∫ 10

1
cos(x ln x) dx.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

Numerické výpočty byly provedeny pomocı́ programu Maple s nastavenı́m přesnosti (při
všech výpočtech) na pět platných cifer. Při použitı́ jiného programu nebo kalkulačky se
tedy mohou zı́skané výsledky podle nastavenı́ poněkud lišit.

1. V dalšı́m značı́ po řadě IO , IL, IS hodnotu integrálu určenou obdélnı́kovou, lichoběž-
nı́kovou a Simpsonovou metodou.
a) IO = 2,2051, IL = 2,2051, IS = 2,1786,
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b) IO = 1,0794, IL = 1,1139, IS = 1,1114,

c) IO = 3,3732, IL = 4,7476, IS = 4,6473,

d) IO = 7,1368, IL = 8,1310, IS = 8,0409,

e) IO = 2,1065, IL = 1,8520, IS = 1,8520,

f (0) = 1,

f) IO = 2,2215, IL = 1,9596, IS = 1,9340,

f (0) = 0,

g) IO = 1,5144, IL = 0,88942, IS = 0,76764,

h) IO = 0,25138, IL = 0,23296, IS = 0,23325,

i) IO = 1,1890, IL = 1,1224, IS = 1,1185,

j) IO = 0,39988, IL = 0,31478, IS = 0,30989.

2. In značı́ výsledek s použitı́m n+ 1 uzlových bodů.
a) I4 = 2,9111, I8 = 2,9109, ano,

b) I4 = −0,45116, I8 = −0,45898, ne,

c) I2 = 10,499, I4 = 10,529, ne,

f (1/3) = 1,

d) I4 = 0,040673, I8 = 0,040780, ano.

3. a) 2, IO = 1,8961, IL = 1,8961, IS = 2,0046,

b) −4, IO = −5,3333, IL = −4, IS = −4,

c) 1,8750, IO = 2,1761, IL = 1,7982, IS = 1,8778,

d) 5,1549, IO = 4,5373, IL = 5,1817, IS = 5,1549,
e) 3,1416, IO = 3,3036, IL = 3,1370, IS = 3,1416,

f) −0,5108, IO = −0,48926, IL = −0,51148, IS = −0,51083,

g) −2, IO = −1,8961, IL = −1,8961, IS = −2,0046,

h) 0,7812, IO = 0,34206, IL = 0,74206, IS = 0,77831,

i) 1,2958, IO = 1,0075, IL = 1,2821, IS = 1,2953,

j) 0,1178, IO = 0,12494, IL = 0,11799, IS = 0,11778,

k) 0,75, IO = 0,32166, IL = 0,62395, IS = 0,77037,

l) 3,5355, IO = 3,7850, IL = 3,7850, IS = 3,5705.

4. a) −0,03130, b) 0,14967, c) 23,582,

d) 36,718, e) 0,67990, f) 0,38210.
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A
aditivita určitého integrálu

vzhledem k integračnı́mu oboru, 114
vzhledem k integrandu, 113

B
bod

singulárnı́, 177, 179, 183
uzlový, 205

D
dělenı́ intervalu, 107

ekvidistantnı́, 107, 205

F
formule

Gaussovy, 211
jednoduchá

lichoběžnı́ková, 207
obdélnı́ková, 205
Simpsonova, 209

Newtonova-Leibnizova, 117
zobecněná, 129

Newtonovy-Cotesovy, 211
složená

lichoběžnı́ková, 207
obdélnı́ková, 206
Simpsonova, 209

funkce
elementárnı́, 10
integrovatelná, 108
primitivnı́, 6

zobecněná, 129
transcendentnı́

elementárnı́, 80
vyššı́, 80

H
homogenita určitého integrálu, 113

I
integračnı́ konstanta, 7
integračnı́ meze, 108
integračnı́ obor, 108
integrál

neurčitý, 6
nevlastnı́

divergentnı́, 172, 177, 184
hlavnı́ hodnota, 190
konvergentnı́, 172, 177, 184
konvergentnı́ absolutně, 199
konvergentnı́ neabsolutně, 199
konvergentnı́ relativně, 199
určitě divergentnı́, 189

určitý, 108
Henstockův-Kurzweilův, 109
Lebesgueův, 109
Newtonův, 132
Riemannův, 109

integrálnı́ součet, 108
integrand, 6, 108

K
konvergence nevlastnı́ho integrálu

absolutnı́, 199
neabsolutnı́, 199
relativnı́, 199

kritérium konvergence
Dirichletovo, 200
limitnı́ srovnávacı́, 196
srovnávacı́, 195

křivka
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prostorová
délka, 143
hmotnost, 157
parametrické rovnice, 142
souřadnice těžiště, 157

rovinná
délka, 140, 141
hmotnost, 153, 155
parametrické rovnice, 141
souřadnice těžiště, 153, 155

křivočarý
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obdélnı́k, 137
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souřadnice těžiště, 158
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pro neurčitý integrál, 20
pro určitý integrál, 122, 131
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pro neurčitý integrál, 28

substitučnı́
pro neurčitý integrál, 35
pro určitý integrál, 124

mez
dolnı́, 108
hornı́, 108

minoranta, 195
moment statický

vzhledem k souřadné ose, 155, 158
vzhledem k souřadné rovině, 157

N
norma dělenı́, 107

P
podgraf funkce, 136

obsah, 136, 148

R
Rombergova metoda, 211
rotačnı́ těleso, 143

objem, 144, 148
obsah pláště, 144, 148
plášt’, 143

S
střednı́ hodnota funkce, 116
substituce

lineárnı́, 32

U
určitý integrál jako funkce
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