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Anotéacia: Praca sa venuje tvorbe testovych otézok v IS MU, pre podporu
vyucby diferencidlnych rovnic 1. radu. Praca je rozdelena na tri ¢asti. Prva
¢ast je venovana popisu tvorby testovych otédzok v IS MU. Druhé cast je ven-
ovana jednotlivym typom diferencidlnych rovnic 1. radu. Na zaciatku kazdej
podkapitoly je struc¢ne zhrnutéa tedria a nasledne je vyrieSenych niekol’ko prik-
ladov. Tieto priklady boli vybrané z vytvorenych sad testovych otéazok. Tretia
cast obsahuje zdrojové kody vytvorenych testovych otazok a je ulozena na
prilozenom CD.

Klucové slova: diferencialne rovnice 1. rddu, homogénna rovnica, linearna
rovnica 1. rddu, Bernoulliova rovnica, exaktné diferencidlna rovnica, La-
grangeova rovnica, Clairautova rovnica, odpovedniky, typy otazok, tvorba
sady otéazok

Abstract: This thesis focuses on the use of e-learning in IS MU in the field
of the first order differential equations. In the first part of my work there is
given detailed description of creating the test questions in IS MU e-learning
environment. The types of equations are discussed in the second part of the
work. At the beginning of each section a brief summary of a given type of
equations is produced, solved problems follow afterwards. These problems
were chosen from the question sets which were created as an integral part
of this thesis. Their source code makes up the third part of the work and is
stored on an enclosed CD.
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Uvod

Cielom tejto prace bola tvorba e-learningovych testovych prikladov pre pod-
poru a obohatenie vyucby diferencidlnych rovnic 1. radu v prostredi Infor-
macného systému Masarykovej univerzity.

Samotna préca je rozdelena na tri asti.

Prva cast je venovana tvorbe testovych otazok v prostredi IS MU a je
zamerand hlavne na tvorbu zlozitejsich otazok urcenych uZzivatelom s pre-
doslymi skiisenostami.

Druha cast je venovana jednotlivym typom diferencialnych rovnic 1. radu.
Na zaciatku kazdej podkapitoly je struc¢ne zhrnuta teodria, ktoru Student
pouziva pri rieSeni diferencialnych rovnic. Pomocou nej st nasledne vyriesené
niektoré priklady vybrané z jednotlivych sad.

Tretou, hlavnou castou su sady testovych prikladov, ktorych zdrojové
kody st ulozené na prilozenom CD.

Zaciatok tvorby e-learningovych testovych prikladov bol néro¢ny. Pri
tvorbe svojho prvého testu som postupovala krok za krokom, podla navodu
uverejneného v IS MU. Najskor som sa ucila tvorit klasické otézky vkladané
pomocou formulara. Najvacsim problémom bolo vymysliet nespravne odpove-
de, preto som sa v prikladoch zamerala na priame zadanie algebraického
vyrazu.

Celkom bolo vytvorenych 6 sad prikladov rozdelenych podla typu dife-
rencialnych rovnic a jedna sada zamerand na priklady testového charakteru.
Kazda zo 6 sad obsahuje okolo 20 prikladov. Pretoze jednotlivé priklady
su rozdelené na podotazky, tvorba si vyzadovala zlozitejSiu syntax a nebolo
mozné vkladat otazky do sad pomocou formuléara. Pri tvorbe bolo potrebné
ovladat zaklady HTML jazyka, syntax programu Maple a zaklady sadzby
systémom XTREX.

Praca bola napisana systémom KETEX a grafy boli nakreslené programom
Maple.



Kapitola 1

Zaklady e-learningu v IS MU

V tejto kapitole sa budeme venovat tvorbe elektronickych testovych otazok
v prostredi Informac¢ného systému Masarykovej univerzity (IS MU). Tvor-
bou takychto otazok vyucujici podpori a obohati bezné formy vyucovania
a umozni Studentom aktivne odpovedat aj mimo prezencnej vyucby. Pos-
tupne si ukdzeme moznosti tvorby réznych typov otazok. Podrobne sa vsak
zameriame na zlozitejsie typy otazok a otazok, ktoré si v matematike naj-
vyuzivanejsie.

1.1 Typy otazok

IS pontika rozne typy otazok, ktoré je mozné zadavat pomocou formulara
alebo textovym editorom. Otézky st nazvané podla manipula¢ného prvku,
ktory sa v nich vyskytuje.

Otazka typu:

:c ZaSkrtnite vSetky spravne odpovede
:r ZaSkrtnite prave jednu spravnu odpoved
:a Odpovedzte textom
:t Dopliite alebo Prelozte
:tt Vpiste do viacerych poli
v Vyberte z ponuky
:vv Vyberte z viacerych pontk

:m Zoradte alebo vytvorte dvojice



:n Vpiste ¢islo
:s Upravte slovosled
:b KIaé¢ zobrazi odpoved
:bb KTu¢ zobrazi odpovede - viac skrytych poli
:1 Priame zadanie algebraického vyrazu
e Vyhodnotenie odpovede externym serverom
medzitext

Pri tvorbe matematickych testov je paleta otazok znacne obmedzena a re-
dukuje sa iba na niekol'ko moznosti. Vo svojej praci som sa zamerala hlavne
na otazky typy :r, :c, :l a ich kombinaciu.
Priprava otazok sa sklada z dvoch krokov:

1. Tvorba sady otazok — slizi na zadavanie otazok.

2. Nastavenie Popisu odpovednika — kto, kedy, za akych podmienok
moze s materidlom pracovat a z akych sad sa maji otazky vyberat.

1.2 Tvorba sady otazok

Sada otazok je textovy stbor so zadanim a rieSenim otazok. Ma priponu
.qdef a v spravcovi suborov je oznaceny zelenym Stvorcekom.

e Prvym krokom k tvorbe otazok je zalozenie sady testovych otazok. Pre
zalozenie sady otazok musime prejst do sekcie Uéitel —> Odpoveéd-
niky —> Sady otazek - vytvareni, iprava nasledne pre zalozenie
novej sady klikneme na Zalozit novou sadu otazek.

Tu treba vyplnit nazov a zlozku do ktorej sa sada ulozi. Standadne sa pouziva
(je prednastavena) zlozka testbank daného predmetu, nie je to vSak povinné.
Tato zlozka sa pouziva hlavne preto, Ze nie je pristupna studentom. Pri ukla-
dani do tejto zlozky nie je teda potrebné nastavovat pristupové prava a aj chyb-
nou manipuléciou s nimi tato zlozku nemozno otvorit pre ¢itanie. Pristupové
prava ma iba ucitel daného predmetu.

Uverejnené navody si orientované na uzivatela, ktory mé po prihlaseni
do IS v ponuke zlozku UC¢itel. Co vsak robif ak v ponuke tuto zlozku
neméame? V tomto pripade treba postupovat nasledujucim spoésobom.



e Pre zalozenie sady otazok musime prejst do sekcie Elportal —> Vstup
do nepredmétovych e-1 aplikaci—>Sady otazek - vytvareni,
aprava, kde nésledne pre zaloZenie novej sady kliknime na Zalozit
novou sadu otazek. Tu treba vyplnit povinné atributy, tie si:

— nézov sady otazok

— zlozku do ktorej sa mé subor so sadou otazok vlozit
Pre §tudentov odpori¢am namiesto zlozky testbank], zalozit si v sekcii Mij
web podobnii zlozku uréent na tento ucel, popripade ulozit sadu otazok do
inej zlozky, ale nezabudnut na nastavenie pristupovych prav. Nie je totizto

ziaduce, aby mal do tejto zlozky pristup aj iny uzivatel.
Nakoniec vSetko ulozime.

e Druhym krokom je plnenie sady testovych otazok. Klikneme na Plnit
sadu testovych otazek a vstipime na stranku, kde sa vytvarajua jed-
notlivé otazky. Vkladat otazky mozeme:

1. formularom
2. textovym editorom

1. Formular sa otvara klikanim na jednotlivé pismena, kazdé pismeno
reprezentuje jeden typ otéazky.

6.

|'-.-'epi§te matematicky wyraz l

Obr. 1.1: Vkladanie otéazky formuldrom

Formular je pohodlné cesta ako vytvorit vela otazok, ktoré nevyzaduju
zvlastne formétovanie tj. nie st zlozité. ZlozitejSie typy otdzok nemozno
zadévat formuldrom. Pri tvorbe takychto otazok je mozné obratit sa na e-
technikaEL alebo postupovat podla navodu umiestneného na https://is.
muni.cz/auth/dok/el_quest_edit_navod.pl.

2. Vklanie otazok textovym editorom je urcené uzivatelom, ktori chcu
vkladat zlozZitejsie otazky, alebo chet vkladat niekol'ko otazok naraz. Pri pisani

1Zlozka testbank je studentom nepristupna
2Technici vam radi poskytnt akékol'vek informacie k tvorbe sady otazok. Staéi ich
kontaktovat na adrese isna@fi.muni.cz.


https://is.muni.cz/auth/dok/el_quest_edit_navod.pl
https://is.muni.cz/auth/dok/el_quest_edit_navod.pl

otazok textovym editorom je dolezité dodrziavat nasledujice pravidlé. Pri vkla-
dani viacerych otézok naraz sa kazdé dve otazky oddeluju od seba dvomi
znamienkami minus na zaciatku riadku.

Na oddelovacom riadku nesmie byt ni¢ iné zadané.

Do stuboru je mozné vkladat vlastné poznamky, ktoré sa d'alej nespracivaju
a Studentom sa nezobrazuju. Riadok s pozndmkou sa za¢ina znakom # a kon¢i

s koncom riadku.
Napriklad:

<p>Najdite vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice
<M>2y-x"3y’=0</M>.</p>

:rl <M>y= \mathrm{C} \mathrm{e}~{\frac{-1}{x"2}}</M>

:r2 <M>y= \mathrm{C} \mathrm{e}~{\frac{-x~2}{2}}</M>

:r3 <M>y= \mathrm{C} (x+2)\mathrm{e}~{\frac{-x~2}{2}}</M>
:rl ok
# priklad 299/2.21 tato poznamka sa Studentovi nezobrazi.
<p>Najdite vSeobecné rieSenie rovnice <M>4xy’-y=1</M>.</p>

:rl <M>y= -1+\sqrt[4]{\mathrm{C}x}</M>

:r2 <M>y= \sqrt[2]{\mathrm{C}x}-\frac{1}{2} </M>

:r3 <M>y= \sqrt[4]{4x}</M>

:rl ok

Definicia jednej otazky sa sklada z dvoch casti.

1.Zadavacia ¢ast

<p>Ktora diferncidlna rovnica 1. radu ma& vSeobecné
rieSenie v tvare <M>y(x)=\mathrm{CH\mathrm{el} x+x~2</M>7</p>
irl <M>y’=y+2x-x"2</M>
12 <M>yl=x(x-2)+y</M>
:r3 <M>y’=y+4x-2x"2</M>
ird <M>y?=2x(2-x)+y</M>

2.Hodnotiaca ¢ast

:rl ok

1. Zadavacia cast

Zacina sa so zaciatkom definicie jednej testovej otazky. Popisuje sa tu v akom
tvare sa otazka zobrazi, pripadne vSetky poniikané moznosti.

Pri otézkach typu :r, :cff] a pri tvorbe zlozitejsich otazok a vnorovani
niekol'kych typov otazok do seba, dodrziavame nasledujtuce pravidla.
Kazdu z poniikanych moznosti zadavame na samostatny riadok a odsadime ju

3Pri otazkach typu :1, :c vypisujeme do zadavacej Casti vietky poniikané moznosti.



od zaciatku riadka jednou medzerou. Nasleduje manipulac¢ny prvok, medzera
a mozna odpovedﬂ Napriklad:

<p> UkaZkova zadavacia Cast otazky typu :c. Je dnes pekne? </p>
:r1 Ano
:r2 Nie

Int syntax pouzivame pri otéazkach, kde student nevyberé spravnu moznost,
ale vpisuje ju do vyhradeného polickaP} Miesto pre oznaénie policka na odpoved
sa v zdrojovom kode pri otazkach typu :1 znaci: :1___________ L Pocet
podtrzitok urcuje velkost policka na odpoved. Nemusi vzdy nutne zac¢inat na
zaCiatku riadku. MéZzme ho umiestnit kdekol'vek do textu. Jedinou zasadou je
oddelit :1____________ od textu ospon jednou medzerou. Do jednej otazky

je mozné umiestnit niekol’ko poli¢ok na odpoved. V zdrojovom kdde ich ro-
zliSujeme ¢islicami pri manipulacnom prvku. Napriklad:

Vypoclitajte:
1243 = :11_________
12+5 = :12

Ak zadavacia ¢ast zaCina <HTML>, potom systém ni¢ neformatuje a spolieha
sa na to, Ze uzivatel sam doplni vlastné formatovanie v jazyku HTML. Nie
je nutné, aby v testovej otazke bola uvedena uzatvaracia znacka </HTML>.

Ak zadévacia Cast zac¢ina <PRE>, potom systém celii otdzku uzavrie do HTML
znaciek <PRE> ...</PRE>, tzv. rovnaké forméatovanie ako v zdrojovom texte
testovej otazky. Do zadavacej Casti je mozné vkladat matematické vyrazy for-
mulované jazykom ETEX. Vyrazy musia byt uzatvorené v znackach <M>. .. </M>
napr. :

<M> f(x)=bx~{2}+7x </M>.

Editovat vzorce alebo popisy pripadnych chyb je mozné na adrese https:
//is.muni.cz/auth/system/tex2img_debug.pl

Do zadavacej casti taktiez mozno vkladat obrazky, zvuky, videa, externé
pdf a iné dokumenty. Material, na ktory sa odkazujeme, musime ulozit bud
do zlozky testbank, alebo do inej zlozky. Zalezi na tom, ¢i chceme aby
materialy boli studentom pristupné, alebo nie.

4Pre zadiatoénikov je odporidané vkladat otazku formularom a nasledne sa pozriet na
zdrojovy kod.

SPlati pre otazky typu :t, :tt, m, :1.

6 Analogicky pri otazkach typu :t, :tt, :n


https://is.muni.cz/auth/system/tex2img_debug.pl
https://is.muni.cz/auth/system/tex2img_debug.pl

<p>Ktory graf reprezentuje rieSenie diferencidlnej rovnice
<M>xy’=y\1ln{y}</M> so zaliatocnou podmienkou <M>y(1)=2</M>? </p>
:rl <IMG SRC="https://is.muni.cz/auth/el/...">
:r2 <IMG SRC="https://is.muni.cz/auth/el/...">
:rl ok

Pozndmka. Namiesto moznej odpovede sme zadali adresu obrazku, ktory sme
ulozili do zlozky testbank.

Ktary graf reprezentuje riegenie diferencialne) rovnice :i.'g,,rF = i 11 9/ 50 zadiatognou podmienkou y[l) —

Obr. 1.2: Otazka s obrazkom v zadévacej Casti
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2. Hodnotiaca ¢ast

Hodnotiaca ¢ast zac¢ina dvojbodkou, zanamienkom minus alebo otaznikom
na zaciatku riadka. Cielom je urcit, ktoré z moznych odpovedi su spravne,
obodovat ich a popripade urcit spéatni vizbu. Spatna vézba je nepovinna a je
uréend Studentom ako reakcia na zadantu odpoved. Spravnu odpoved, alebo
odpovede, zadavame na zaciatok riadka hned za dvojbodkou. Ak odpovedame
na otézku typu :c alebo :r uvadzame iba ti odpoved ktora je spravna, tj.
oznacena ok, napr.:

Rovnicavtvare iy + a(z)y = blz)y", xR, r # 1, 7 # 0,52 nazyjva;

O harmogénna rovaica
O Lagrangeova rovhica
O Bernoulliova rovhica
O Clairautova rovnica

Obr. 1.3: Otéazka typu :r

Zdrojovy kod tejto otédzky mé tvar:

<p>Rovnica v tvare <M>y’ + a(x)y = b(x)y°r,
\quad x\in\mathbb{R},\, r\neq 1,\, r\neq 0,</M> sa nazyjva:</p>
:rl homogénna rovnica
:r2 Lagrangeova rovnica
:r3 Bernoulliova rovnica
:r4 Clairautova rovnica
:r3 ok
-1

Pozndmka. Vidime, Ze hodnotiaca ¢ast otazky typu :r vid. obr. sa za-
¢ina dvojbodkou na zaciatku riadka. Spravna odpoved je r3 tj. Bernou-
lliova rovnica a Student za oznacenie tejto odpovede ziskava implicitny pocet
bodovﬂ Druhy riadok hodnotiacej ¢asti nam hovori, Ze za kazdu int odpoved
Student dostava -1 bod.

Pocet riadkov v hodnotiacej ¢asti smie byt viac a to v pripade, kedy
méa dana otazka niekolko spréavnych odpovedi. Pri priamom zadavani alge-
braického vyrazu musime do hodnotiacej ¢asti doplnit pozadovanu spravnu
odpoved a to za znak rovnosti. Ak do odpovede vkladdme medzeru, alebo
niekol'ko medzier, cely obsah musime uzavriet do tvodzoviek napr.:

"Implicitné bodové hodnotenie sa zadava pri zakladani popisu odpovednikov.
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<div class="question"><div class="task">Je zadand diferencidlna rovnica
<m>2xy’= 3y+x</m>.

</div><div class="content">

<ol class="abc" >

<li>Separujte premenné (Pri separdcii premennych pouzivajte

zapis <M>f(x)\,\mathrm{d}x = g(w\,\mathrm{d}u </M>.):
____________________________ </p></1i>

<li>Integrujte (Ako integraéni konStantu pouZite pismeno
<M>\mathrm{C}</M>, nezabudnite sa vratit k pdvodnym premennym) :

. </p></1i></0l1></div></div>

:11="2%du/ (u+1)= dx/x" ok 1
:12="(y+x) ~2=C*x~3" ok 1 Vyborne!!! ]
:12="C*(y/x+1) ~2=x" ok 1 Vyborne!!!

Je zadana diferencialna rovnica ZJ‘QJ = agEa

1. Separujte premenne (Pri separdcii premennych pouZivajte zapis f[I:l dr = g(u) du:

Zkontralawvat syntax l :

2. Integrujte (Sko integrand konstantu pouFite pismeno C, nezabudnite sa vratit k pavodnim premenngrm;

[ Zkantralovat syntax ] .

Obr. 1.4: Otéazka typu :1

Hodnotiaca ¢ast obsahuje tieZ volitelné bodové hodnotenie. Pri ukladani
testu Studentom sa zadava implicitné bodové hodnotenie za spravnu odpoved.
Aspoi jedna odpoved musi byt uc¢itel om oznacena symbolom ok ako spravna.
Ak student oznacil tuto odpoved ako spravnu, dostava za nu implicitny pocet
bodov, ak nie je uvedené inak. Pocet ziskanych bodov mozeme dalej upresio-
vat ¢islom, alebo percentom vzhladom k implicitnému pocétu bodov. Bodové
alebo percentualne hodnotenie sa oddeluje od zvysku riadka aspon jednou
medzerou.

8Spitna vizba. Ak student odpovedal spravne, tak pri vyhodnoteni testu bude
pochvéaleny. Naopak, pri otdazkach typu :r, moéZeme spatna viazbu pouZit pri nespravnych
odpovediach. Tak moZeme Studentovi vysvetlit chybu, ktorej sa dopustil.

12



Priame zadanie matematického vyrazu
Otazka typu :1

Tento typ je uréeny pre matematické otazky, na ktoré ma student odpovedat
algebraickym vyrazom. Spravnost zadanych odpovedi je kontrolované pro-
gramom Maple. Aby bolo mozné otazku vyhodnotit, musi Student odpoved
zadat syntaxou programu Maple. Student si méze spravnost zapisu sdm skon-
trolovat kliknutim na Zkontrolovat syntax. Maple umoziuje vyhodnotit
rozne zapisy toho istého vyrazu.

Napriklad:

<div class="question"><div class="task">Je zadand diferencidlna rovnica
<m>y’\left( 1-x~2\right) +y=0 </m>.

</div><div class="content">

<ol class="abc" >

<li>Separujte premenné (Pri separdcii premennych

pouzivajte zapis <M>f(x)\,\mathrm{d}x = g(y)\,\mathrm{d}y </M>.):

<p> :11___ .</p></1i>

<li>Integrujte (Ako integraéni konStantu pouZite pismeno
<M>\mathrm{C}</M>.):

<p><M>y=</M> :12___________________
</ol></div></div>

:11="dy/y=dx/(x"2-1) " ok 1

:12="C*sqrt ((x-1)/(x+1))" ok 1

.</p> </1i>

Je zadana diferencialna rovnica y’ (1— ;1"2) +y=0

1. Separujte premenné (Pri separacii premennych pouZivajte zapis f(.r) dr = g[y) dy.

dlyhr=chi (e P 1) ¥ (dypfy=du/(2-1))|_Zkontrolovat syntex | .

2. Integrujte (Ako integracni konstantu pouZite pismeno C);

y= (CTsqrti(x-1)+10)]_Zkontrolovat syntax |

Obr. 1.5: Grafickd podoba prikladu vybraného zo sady DR so sepa-
rovatelnymi premennymi — mozné spravna odpoved
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Pozndmka. Spravna odpoved, ktora je uvedend v hodnotiacej ¢asti zdro-
jového kodu, je tvaru: dy/y=dx/(x~2-1).

Pretoze Maple umoziuje rozpoznat a vyhodnotit rézne zapisy toho istého
vyrazu, je odpoved tvaru dy/y=dx/ ((x+1)*(x-1)) uznana ako spravna vid.
obr. [L.Al

Rovnako, ked urobime rozklad na parcidlne zlomky, a zadame odpoved do
tvaru dy/y=dx/(2*(x-1))-dx/(2*x(x+1)), ta je rozpoznané a vyhodnotené
ako spravna vid. obr. [I.6] Preto nie je nutné zadéavat vsetky spravne odpovede.

Je zadana diferencidina romica ' (1 — 2%) +y = 0.

1. Separujte premenné (Pri separacii premennych pouZivajte zapis f(;‘t‘-) dr — g(y) dy.):

o= (2401 - df (250 1) \/(dyfy=d}{f(}{f‘2—1))[ Zkontrolowat syntax | .

2. Integrujte (Ako integrasnid kaonstantu pouZite pismeno C):

y = (Crsqut(ie 1o ] Zkontrolovat syntax |

Obr. 1.6: Grafickda podoba prikladu vybraného zo sady DR so sepa-
rovatelnymi premennymi — in4 moZzné spravna odpoved

Naproti tomu v nasledujucom priklade vid. obr.[1.7] (3. krok) je nutné do
hodnotiacej ¢asti zadavat viac spravnych odpovedi.

I I
Je zadana diferencidlna rovnica if = ———
r—3y—>5
1. MNajdite dvojicu Eisiel 112, 12, ktoré spliiujd podmienky am + Sn +7 =0, am+bn+c=0
PaloZte = u +m, Y = v + N a prevedte transformaciu.
T Zkonirolovat syntex y= Zkontrolowat syntax
2. Po transformacii dostavame DR g’; — Zkontrolowat syntax

3. Separujte premenné a integrujte (Aka integracnd kongtantu poufite C, nezabudnite sa wratit' k pévodnim premenngm):

o0
Obr. 1.7: Grafickd podoba prikladu vybraného zo sady HDR

Pozndmka. To, ze Maple nie je schopny v tomto pripade rozpoznat rozne
zapisy toho istého vyrazu, je spdsobené integracnou konstantou C. Odpoved
na treti bod moze byt zadané v tvare:

o 3x(y+1)~2-2%(x-2) *x (y+1)+2*% (x-2) "2
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o BkyT2+2xx72-2*x*xy+10*y-10*x
o 2% (x-2)*(y+1)-2%(x-2) ~2-3*(y+1) "2
o 2xxxy-10%y+10%x-3*xy~2-2%x"~2

Kontrolu spravnosti odpovedi mozno ovplyvnit pomocou povolenych (white-
list), resp. zakazanych (blacklist) funkcii, alebo procedtr. To st funkcie, ktoré
sa v odpovedi mozu, resp. nemozu objavit. Tak mozeme Studentom spristup-
nit iba niektoré funkcie, alebo zamedzit vypocet odpovede pomocou nejakej
funkcie Maplom.

e Priklad pouzitia zakazanych (backlist) funkcii. Student nemoze pri zadani
odpovede pouzit funkciu pre zderivovanie.

Zderivujte vyraz <M>y=5x"5</M>.
<M>y\prime = </M> :1______________
:1="25%x"4 b[diff, Diff, D]" ok 1

e Priklad pouzitia povolenach (whitelist) funkeif. Student v odpovedi
moze pouzit iba exponencialnu funkciu.

<div class="question"><div class="task">Je zadand diferencidlna
rovnica <m> \left( x~2-xy\right) y’+y~2=0 </m>.

</div><div class="content">

<ol class="abc" >

<li>Separujte premenné (Pri separadcii premennych

pouzivajte zapis <M>f(x)\,\mathrm{d}x = g(u)\,\mathrm{d}u </M>.):

<p> :11___ .</p></1i>
<li>Integrujte (Ako integraéni konStantu pouZite pismeno
<M>\mathrm{C}</M>,

nezabudnite sa vratit k pévodnjm premennym) :
<p> <M>y=</M> :12
</ol></div></div>
:11="(u-1) /u*du=dx/x " ok 1

:12="C*exp(y/x) wlexp]" ok 1

. </p></1i>

Ak nie je v odpovedi pouzity whitelist alebo blacklist, automaticky sa
pouzije whitelist funkcii vyskytujicich sa v spravnom rieSeni.

V otazke mozeme pouzit aj lubovol nii kombinéciu manipula¢nych prvkov.

Je dolezité dodrziavat vyssie uvedené pravidla. Uvedieme si priklad jed-
nej zlozitejsej otazky, ktort nemozno vkladat formularom. Otazka obsahuje
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Je zadana diferencialna rovnica [yz = Iy) s Izy" =i}

1. Separujte premenné (Pri separacii premenngch pouzivajte zapis f(z) de = glu) duwy:

Zkontrolowat syntex

2 Integrujte (Ako integragni kanStantu pouZite pismeno C, nezahudnite sa wratit k pévadngm premenngm):

= Zkontrolowat syntax -
3. Ma rovnica singularne rieSenie?
O dino
O Nie
Ak nie do kaldnky dopiste 99
Ak ano, riegenie jev tvare: i = Zkontrolowvat syntax -

Obr. 1.8: Kombinované otéazka typu :r, :1

podotéazky typu :1 a podotazku typu :r. Pretoze otazka nie je Standardnym
typom, uvedieme si jej graficki podobu a nasledne aj zdrojovy kod.

<div class="question"><div class="task">

Je zadana diferencidlna rovnica <m> \left( y~2-xy\right)+x~2y’=0 </m>.
</div><div class="content">

<ol class="123" >

<li>Separujte premenné (Pri separadcii premennych pouzivajte
zapis <M>f(x)\,\mathrm{d}x = g(w\,\mathrm{d}u </M>.):

<p> 1 ___ .</p></1i>

<li>Integrujte (Ako integralni konStantu pouZite pismeno
<M>\mathrm{C}</M>, nezabudnite sa vratit k pdvodnym premennym) :
<p> <M>x=</M> :12 </p> </1i>
<1i><p>M& rovnica singulirne rieSenie?</p>

:r1 Ano
:r2 Nie </1i>
Ak nie,do kolénky dopisSte 99.
Ak ano, rieSenie je v tvare: <M>y=</M> :13
</0l></div></div>
:11="-du/u"~2=dx/x" ok 1
:12="C*exp(x/y) wlexp]" ok 1
:rl ok 1
:13="0" ok 1

Otazky mozno neskor menit a upravovat, ¢i uz pomocou formuléra kliknu-
tim na upravit formularem, alebo tpravou v textovom editore. Tato volba
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je v8ak odportcanéa iba pokrocilejsim uzivatel om, ktori ovladaja znacky pre vy-
tvaranie otazok v textovom editore. TieZ je mozné upravovat otazky pomocou
upravit sadu otazek ve Spravci soubori. Pomocou tohto odkazu mézu
pokrodili uzivatelia upravovat, alebo vkladat viac otédzok naraz a to priamo
textovym editorom v ISe. Otazky mozno skontrolovat kliknutim na Zkon-
trolovat odpovédi. Néasledne sa zobrazia zeleno, resp. ¢erveno vyznacené
spravne, resp. nespravne odpovede.

A PR T ) ) 2 ) . B
Mapi$te véeobecné rieSenie diferencialnej rovnice: (1“ = .l‘.y] _if + y° = 0, pritom pouite substiticiu w = LS

i

Pr separaci premennych pouZivate zapis f(.l) dr — g(y) d-y a ako integragny konstantu pouZite pismano C.

1. Separujte premenne: (u-1)/u*du=chx > odpoved je nespravna ({u-1)/0%du=dxix )| Zkontrolowvat syntax
2. Integrujte (nezabudnite sa wétit k pdvodnym premennymi: Y = Cexplyix) \/(C*exp(yfx) wlexpll| Zkontrolovat syntax

Obr. 1.9: Ukazka spravnej, resp. nespravnej odpovede

1.3 Zalozenie a popis odpovednikov

Odpovedniky st webové formulare obsahujuce otazky, ku ktorym Student
vpisuje, alebo zaskrtava spravne odpovede. Uvedieme si stru¢ny postup za-
loZzenia odpovednika.

Ak sa nenachiddzame na strankach pre pracu so sadami otazok, vstipime
cez zlozku UCcitel do zaznamnika ucitela. V sekcii Odpovédniky klikneme
na Sprava odpovédniku —> Zalozit novy popis odpovédniku. Nasledne
budeme vyzvani na zadanie adresy, kam sa mé popis odpovednikov umiestnit.
Funkciou Vyhledat urcéime zlozku testbank. Pretoze v popise odpovednika
st uvedené technické parametre nastavujice jeho fungovanie, popis odpoved-
nika ukladame vzdy do zlozky testbank. Odkaz pre Studentov pre pracu
s odpovednikom zadavame na iné miesto. Nésledne vyplnime nézov odpoved-
nika a vyber sad otazok ﬂ Je mozné kombinovat otézky aj z viacerych sad.
Stac¢i vyhladat sady ako v prvom pripade a pri kazdej zaskrtnit policko
pouzit a zadat pocet otazok, ktoré sa maji z danej sady vybrat.

V nastaveni odpovednika sa dalej uvadza:

e Implicitny pocet bodov za spravnu odpoved (ok), za nespravnu odpoved
(nok) a za nezodpovedant odpoved (null)[F]

9Sada otazok ma koncovku .qdef.
10B0dy, ktoré st zadané v konkrétnych prikladoch, maja via&siu vahu ako body nastavené
v odpovedniku.

17



e Nastavenie ukladania bodov do poznamkového bloku.

e Nastavenie ndhodného vyberu poradia otézok, popripade nahodny vyber
poradia moznosti v otdzkach typu :r,:c.

e Zobrazenie spravnych odpovedi $tudentom (ihned, po skonéeni obdo-
bia, nikdy).

e Student sa smie k odpovednikom vracat a pracovat s nimi opakovane
(4no, nie).

e Zadanie obdobia, kedy sa smie s odpovednikom pracovat’E-]
e Kto moze s odpovednikom pracovat.
e Vytvorenie odkazu na odpovednik.

Teraz uz mame vsetko pripravené na pracu s odpovednikom. Nastavené parame-
tre mdéZeme menit a upravovat v sekcii Odpovédniky —>Sprava odpvédniku—
>upravovat. Podrobny navod zaloZenia odpovednika najdeme na http:
//is.muni.cz/do/1499/el/zkzk/3.htm.

Pre realne skiiganie je ddlezité venonat velkt pozornost bezpecnostnym opatreniam.
Porad’te sa radsej s e-technikom.
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Kapitola 2

Sady testovych prikladov

Sady testovych prikladov st ulozené v zlozke testbank predmetu Mb5521
podzim 2007. Tiez boli ulozené do zlozky testbank predmetu F2712, kde
bol vytvoreny odpovednik pristupny Studentom tohto predmetu. Studenti
studovaného predmetu st v prvom roc¢niku stadia, a pretoze vyplhovanie
prikladov si vyzaduje syntax programu Maple, robilo im skladanie testu prob-
lémy. Tento problém sa kratkym kurzom a dostatkom ¢asu da odstrénit.

Zatial nie je mozné testy tlacit priamo z IS, preto st zdrojové kody sad
otazok ulozené v prilozenom CD. Celkom bolo vytvorenych 6 sad prikladov
a jedna sada zamerana na priklady testového charakteru. Sady st rozdelené

na:

1.
2.

3.

6.
7.

Rovnice so separovatelnymi premennymi (12 otézok)

Homogénne diferencialne rovnice (27 otazok)

Linearna rovnica 1. radu (22 otazok)

Bernoulliova rovnica (17 otézok)

Exaktné diferencialne rovnice (26 otézok)

Diferencialne rovnice nerozriesené vzhladom k derivacii (25 otazok)

Sada testovych otazok (40 otazok)

KedZe nie je mozné do pisomnej prace priamo vlozit jednotlivé sady,
v tejto Casti si aspon priblizime priklady, ktoré st v sadach obsiahnuté. Na za-
Glatku kazdej podkapitoly je uvedeny stru¢ny prehlad tedrie, ktori Student
pouziva pri rieSeni prikladov. Nasledne st zadané priklady aj s rieSenim, ktoré
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mé Student so znalostami danej latky dosiahnut. Priklady st vyberané z jed-
notlivych sad a formulované rovnako ako v sadach, tj. pomocou vhodne zvo-
lenych podotéazok. Aj ked podotazky mozu byt pri rieSeni akymsi voditkom,
volba takto zvolenych podotazok bola nutna pre kontrolu spréavnosti rieSe-
nia. Nejednoznacnost vznikla volbou integracnej konStanty. Snazila som sa
ju preto eliminovat vhodnou podotazkou, aj za cenu napovedy pri rieSeni
diferencialnych rovnic.

2.1 Rovnice so separovatelnymi premennymi

Definicia 2.1. Diferencialna rovnica tvaru

y' = f(x)g(y), (2.1)

kde f a g st funkcie spojité na (niektorych) otvorenych intervaloch sa nazyva
rovnica so separovatelngmi premennymi.

Rovnicu riesime nasledujtiicim spésobom:
Ak vynechdme konStantné rieSenie, ktoré dostaneme ako rieSenie rovnice
g(y) = 0, mozeme rovnicu ([2.1) prepisat do tvaru

)
= f(z
9(y) )
a po nahradeni 3 ¢lenom S—Z a néaslednym vynasobenim dx dostavame:
—dy = f(z)d (22
—dy = f(x)dx. .
9(y)

Naslednym itnegrovanim dostéavame:

/%:/f(:c)dx.

Ak si ozna¢ime G(y) ako primitivnu funkciu k funkcii @ a F(x) primitivnu

funkciu k f(z), nalavej, resp. pravej strane rovnice, dostaneme tzv. vSeobecné
riesenie v implicitnom tvare

Gy)=F(x)+C, CeR.

Pozndmka. Pri vyplhovani tohto kroku v testoch je potrebné, aby sa Student
nepomylil a ako integra¢ni konstantu pouzival predpisané velké pismeno
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C, ak nie je uvedené inak. Program Maple nevie rozpoznat, ze C je inte-
gra¢né konStanta. Berie ju ako premennt, a preto je treba davat velky pozor.
Ak miesto integracnej konstanty zadame iné pismeno ako dané C a vseobecné
rieSenie diferencidlnej rovnice bude spréavne, tak aj napriek tomu bude celé
otazka vyhodnotena ako nespravna.

Ak ma rovnica g(y) = 0 rieSenia, tak takéto riesenia mozu byt sin-
gquldrnyma rieSeniami roviice .
Uloha najst riegenie y(x) diferencialnej rovnice, ktoré spliaji za¢iatoént pod-
mienku y(zg) = yo sa nazyva Cauchyova zaciatocnd iloha.

Tj. ak nie je pre rieSenie rovnice zadané Zziadna podmienka, urcéujeme
vSeobecné rieSenie rovnice, ktoré zavisi na integrac¢nej konstante C ako na pa-
rametri. Volbou konkrétnej hodnoty pre konstantu C dostéavame tzv. par-
tikuldrne riesenie.

Krivku, ktora je grafom rieSenia, nazyvame tiez integrdlnou krivkou. Geo-
metricka interpretacia vSeobecného rieSenia je jednoparametricky systém in-
tegralnych kriviek. Krivka, ktora odpoveda konkrétnej vol'be integracnej kons-
tanty C, je geometrickou interpretdciou partikuldrneho riesenia. Krivka, ktoré
spliia zadiatoént podmienku y(zy) = yo prechadza bodom [z, yo).

MozZeme sa tiez Castokrat stretnut s tzv. separovatelnym tvarom ktory je
tvaru:

f(@)g(y) + h(zx)e(y)y =0
Tuato rovnicu mozno za predpokladu h(x) # 0, g(y) # 0 upravit na tvar

f@) ely)

nw ! T

¢o je diferencialna rovnica so separovanymi premennymi a jej vSeobecné riese-
nie moézme zapisat do tvaru

f(x) e(y) .

Priklady

Priklad 2.1.1. Je zadana diferencidlna rovnica

yy = 4x
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so zaciatofnou podmienkou y(0) = 2. V prvom kroku separujte premenné,
v druhom kroku integrujte a napiste partikularne riesenie diferencialnej rovnice.
Pri separécii premennych pouzivajte zapis f(z)dx = g(y) dy.

Pozndmka. Separaciou premennych v otédzkach rozumieme prepisanie rovnice
do tvaru (2.2)).Pretoze program Maple berie dz a dy ako premenné¢, nie
je nutné zapisovat separaciu premennych v tvare diff (y(x),x). Vyplnenie
tohto kroku v otézkach si nevyzaduje syntax programu Maple.

Je zadana diferencialna rovnica Yy’ = 42 so zadiatognou podmienkou y(0) = 2

1. Separujte premenne (Pri separacii premennych pouZivajte zapis f(.l) dr = g(y) dy.):
Zkontrolowat syntax
2. Integrujte a dosadte zadiatoénd podmienku:
Zkontrolowat syntax

Obr. 2.1: Grafickd podoba prikladu 2.1.1.

Zdrojovy kod otazky.

<div class="question"><div class="task">Je zadand diferencidlna rovnica
<M>yy’=4x</M> so zaliatoénou podmienkou <M>y(0)=2 </M>.

</div><div class="content">

<ol class="abc" >

<li>Separujte premenné (Pri separdcii premennych pouzZivajte zapis

<M>f (x)\,\mathrm{d}x = g(y)\,\mathrm{d}y </M>.):

<p>:11_____ </p></1i>

<1li> Integrujte a dosadte zaliato&nl podmienku: <p> :12______ .</p></1i>
</ol></div></div>

:11="y*dy=4*x*dx" ok 1

:12="y"~2/2=2xx"2+2" ok 1

Riesenie. 1. Ide o diferencialnu rovnicu so separovatelnymi premennymi.

e e v d , P ~ .
Dosadenim a nahradenim 3/ ¢lenom <% a tpravou dostavame poZzadovany

dz
tvar separacie premennych

ydy = 4x dx.
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Integrovanim dostavame :

Dosadenim = = 0, y = 2:

Obr. 2.2: Partikularne riesenie rovnice yy’ = 4x so zaciato¢nou podmienkou
y(0) = 2.

Priklad 2.1.2. Je zadana diferencidlna rovnica

so zaciatocnou podmienkou y(0) =

siny cos x dy = cosysinx dx

s

Z.

. Separujte premenné. Pri separacii premennych pouzivajte zapis f(z) dz =
= g(y) dy.

. Integrujte a dosadte. Urcte konstantu C.

. Urcte partikulérne riesenie.
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Je zadand diferenciding ravnica sin y cos @ dy = cosy sin z dz

so zatiatoénou podmienkou y(D) =73

1. Separujte premenné (Pri separacii premennych pouZivajte zapis f[.r] drn— g(y) dy):
Zkantrolowat syrtax

2 Integrujte a dosadte Pre kongtantu O potom dostavame

(] Zkaontrolowat synta

3. Partikulame rieSenie:

Zkontrolowvat syntax

Obr. 2.3: Grafickid podoba prikladu 2.1.2.

RieSenie. 1. Ide o tzv. separovatelny tvar rovnice, ktory za predpokladu
cosy # 0 a cosx # 0 prevedieme na rovnicu so separovatel nymi preme-
nnymi

siny sin

Yy = dz.
cos Y cos T

2. Integrujeme. Pri integracii pouzijeme vhodnu substiticiu.

Sinyd cosy =t | Sinl’dx cosT =a
cosy Y —sinydy =dt| J cosz —sinxdr =da
1 1
—/—dt:—/—da
t a
In|t| =In|a| + K

cosy = Ccos .

T
Dosadenim = =0, y = —:

1

T

T — CeosO

COS 4 COS
2
oo Y2
2

3. Partikularne rieSenie je v tvare cosy = - COS .
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Obr. 2.4: Partikularne rieSenie rovnice siny cos z dy = cosy sin z dx so zacia-

totnou podmienkou y(0) = 7.

2.2 Homogénne diferencialne rovnice

Definicia 2.2. Funkciu f(z,y) dvoch premennych nazyvame homogénna
funkcia (stupria k), ak plati

fwz, wy) = w*f(w,y) (2.3)
pre kazdé ¢islo w # 0 a kazdy bod [z,y] z defini¢ného oboru funkcie f.

Tak napriklad funkcia f(z,y) = 2* + y*> — 2y je homogénna funkcia
druhého stupna, pretoze plati:

fwa,wy) = (wa)? + (wy)? — (wa)(wy) = w?(2® +y° — ay) = w’ f(z,y).

2 2

T
Funkcia f(z,y) = 22 1 42

je homogénna funkcia nultého stupna, pretoze
plati:
(wa)? — (wy)?  w?(2® —y°)

flwz, wy) = (wz)? 4+ (wy)?  w2(22 +192)

f(z,y).

Definicia 2.3. Diferencialna rovnica y’ = f(x,y) sa nazyva homogénna difer-
encidlna rovnica 1. radu, ak je funkcia f(z,y) homogénna funkcia nultého
stupna.

Ak je funkcia f(z,y) homogénna funkcia nultého stupna, potom volbou

t= % dostaneme f(z,y) = f (lx, %y) =f (1, %) Ak si oznacime g(z) =

x
= f(1, z) vidime, Ze kazdi homogénnu funkciu mozno napisat v tvare f (%),

kde f je vhodne zvolena funkcia.

Homogénnu diferencidlnu rovnicu potom mozno zapisat v tvare

y = f(%) (2.4)
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Téato rovnica sa riesi zavedenim substiticie u(x) = @, kde

y(r) =z u(z)
y'(z) = u(x) + 2/ (x).

Uvedena substiticia prevedie homogénnu diferencialnu rovnicu na rovnicu
so separovatelnymi premennymi, ktort uz vieme riesit. Po vyrieSeni sa nesmieme
zabudnit vratit k pévodnym premennym.

Na homogénnu rovnicu, pripadne na rovnicu so separovatelnymi pre-
mennymi, mozno previest aj rovnicu

o (M) | (2.5)

am + fn +
a to nasledujtucim sposobom. RieSime stustavu

am—+bn+c=0
am+ fn+ v =0.

a) Sustava méa jediné rieSenie [m,n]. Potom substiticiou

rT=U+m

y=v+n

prevedieme rovnicu (2.5) na homogénnu rovnicu

dv v
i F (E) , (2.6)

¢o je rovnica typu ([2.4)) a tato riesit vieme.

b) Sustava nemé rieSenie a plati am + bn = K(am + On) a ¢ # Ky.
Potom substitiicia z = az + by prevedie rovnicu (2.5)) na rovnicu ([2.4))
SO separovanymi premennymi.

Priklady

Priklad 2.2.1. Je zadana diferencidlna rovnica
(y* — xy) + 2%y = 0.

1. Separujte premenné. (Pri separacii premennych pouzivajte zapis f(z) dx =

— g(u) du.)
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2. Integrujte. (Ako integra¢nu konstantu pouzite pismeno C, nezabudnite
sa vratit k pévodnym premennym.)

3. Urcte singularne riesenie.
RieSenie. 1. Separujeme premenné

(y* — xy) + 2%y =0/ : 2

2
(y—Q—g>+y':0.
T T

Pouzijeme substiticiu u = £ =y = u 4 zv/.

(w® —u) +u+zu =0
w4z =0
du_ dx

5 —— = u? £0.
u x

2. Integrujeme

3. Singulérne riesenie:
Vylaéili sme pripad, kedy u? # 0. Rovnica ma konStantné rieSenie
u? = 0 a teda povodna rovnica ma rieSenie y = 0, ¢o nie je zahrnuté
v predchédzajicom vysledku.
Singuldrnym riesenim je priamka zadané rovnicou y = 0.

Priklad 2.2.2. Je zadana diferencialna rovnica
(x4 2y)de —xdy =0,
so zaciato¢nou podmienkou podmienkou y(1) = 2.

1. Separujte premenné. (Pri separécii premennych pouzivajte zapis f(z) dz =
= g(u) du.)
2. Integrujte. (Ako integra¢nt konstantu pouzite pismeno C, nezabudnite

sa vratit k povodnym premennym.) Uréte singularne riesenie.
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=4
o=

=

Cc=1

—10 4

Obr. 2.5: Vieobecné riesenie rovnice (y* — xy) + 2%y’ = 0.

3. Zo zactiato¢nej podmienky urcte konstantu C.
4. Napiste partikularne rieSenie.

RieSenie. 1. Separujeme premenné

(x4 2y)de =z dy
vy _dy
<1+2;1:> Cdz’

Pouzijeme substiticiu u = £ =y = u + zv/'.

14 2u=u+zu

du
dx du

2. Integrujeme

Injz| =In|1+u|l+K

T+
Cr = Y
x
y = Ca? — .

Singularne riesenie:

Vyluéili sme pripad, kedy 1 + u # 0. Rovnica mé konstantné rieSenie
u = —1 a teda poévodna rovnica ma rieSenie y = —ux, ¢o je zahrnuté
v predchédzajucom vysledku pre volbu konstanty C = 0.
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3. Pre y =2, x = 1 dostavame:

C-1=1+2
C=3.

4. Partikularne riesenie je v tvare y = x(3z — 1).

0,34
=4
024
0.1 C=3
-0z -0l 0 01 03 04
0,1 S CE
-0,2 4 =1

Obr. 2.6: VSeobecné rieSenie rovnice (x + 2y)dz —xdy =0

Priklad 2.2.3. Je zadanéa diferencidlna rovnica

_2x—y—5
oz —3y—5

/

Y

Najdite dvojicu ¢isiel m, n, ktoré splhajia podmienky

am+fn+v=0
am +bn +c = 0.

1. Polozte x = u 4+ m, y = v + n a transformujte.
2. Po transformécii upravte rovnicu na homogénnu rovnicu ([2.6)).

3. Separujte premenné a integrujte. Nezabudnite sa vratit k povodnym
premennym.
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Riesenie. 1. RieSime sdstavu rovnic

2m—n—5=10
m—3n—5=0/(-2)

2m—n—5=0

—2m+6n+10=0

on+5=0

n=-—1

m = 2.

Polozime z =u+m, y =v +n.

r=u+2=—u=x—2
y=v—1=v=y+1.

2. Po dosadeni do poévodnej rovnice dostavame:

dv  2u+4—-v+1-5

du u+2-30+3-5

dv 2u—wv

du  u—3v
Vysledkom je homogénna diferencidlna rovnica . Pouzijeme sub-
stitciu 2 = ¥ = v' = 2z + uz’.

24 uz =

,_3z2—2z+2

uz =
1—-3z
3. Separujeme premenné

1-3z & — du
322 —2z+2 T
Integrujeme
— 162 -2) du

2
2" My =
322 — 2242 : U

/—62_2 d 2/d“:> 40,322 224240
_ - _
322,12 u w7 e -
In|32% =22+ 2| = —2Injul + K

In|32% — 22+ 2|+ 2In |u| = K.
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Po odlogaritmovani
uw?(2? — 224 2) = C.

Vratime sa k pévodnym premennym

2
u2(3”—2—23+2> —C
u u

(3v* = 2uv + 2u®) = C

y+1) -2 —-2)(y+1)+2(x—-2°=C
3y? + 22* — 22y + 10y — 100 +15=C

3y? + 22 — 2zy + 10y — 10z = C.

Toto je vSeobecné rieSenie danej rovnice v implicitnom tvare. Vratime
sa k podmienke 322 — 2z + 2 # 0, & nam neumozni urcit singularne
rieSenie. Dana rovnica nemé v R rieSenie tj., pre ziadne realne ¢islo z
nebude vyraz rovny nule.

20 —y — 5

Obr. 2.7: VSeobecné rieSenie rovnice iy = ————.
r—3y—>5

Priklad 2.2.4. Je zadané diferencidlna rovnica

/

v —2y+3
Yoo 4yt

1. Néajdite substittciu, ktorou rovnicu prevedieme na rovnicu (2.4)) so se-
parovatelnymi premennymi. Substitiiciu oznacte pismenom z.

2. Separujte premenné. (Pri separacii pouzite zéapis f(z)dz = g(z) dz.)
3. Integrujte. (Ako integra¢nu konstantu pouzite C, nezabudnite sa vratit

k povodnym premennym.)

31



RieSenie. 1. Pre stustavu rovnic plati:

r — 2y = 2(x — 2y)
3425,

1—7
2

Potom z =2 -2y, 2/ =1-2y = ¢ =
2. Separujeme premenné

1—-2 243
2 2:+5
22 +6
:2z+5
, 22+6—-22-95 1
T T a5 2245

1—2

Dostavame pozadovany tvar separacie premennych

(224 5)dz = —dux.

3. Integrujeme

/(22+5)dz:—/dx

2 +52=-1+C
(x —2y)* +5(x —2y) +2=C
(x — 2y)* + 62 — 10y = C.

2.3 Linearna rovnica 1. radu

Rovnicu
y' = a(x)y + b(v) (2.7)

nazyvame linedrna diferencidlna rovnica. Ak je funkcia b(x) identicky rovna
nule, rovnicu prepiSeme do tvaru:

Y +a(z)y =0 (2.8)

a hovorime o nej ako o rovnici bez pravej strany, pripadne ako o prislusnej
homogénnej linedrnej rovnici.
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Pozndmka. Nesmieme zamienat homogénnu linearnu rovnicu s homogénnou
rovnicou (|2.4)).

Postup rieSenia:
Najskor vyriesime prislusna linedrnu homogénnu rovnicu y' + a(z)y = 0.
RieSenie najdeme Tahko, ide totiZ o rovnicu so separovanymi premennymi.

In|y| = /a(m) dz +InK. (2.9)
Po odlogaritmovani dostavame vSeobecné riesenie homogénnej linearnej rovnice
yo = Ke/ ®@dz K e R (2.10)

Nehomogénnu rovnicu rieSime tzv. metdédou variacie konstant. Podstata metody
je v nahradeni integra¢nej konstanty K vhodnou funkciou K(x)ﬂ tak, aby

riesenie ([2.10]) rovnice (2.9)) vyhovovalo linearnej rovnici (2.7)). Predpokladame
rieSenie rovnice (2.7) v tvare

y = K(z)yo(z). (2.11)

Vypocitame ' = K'(z)yo(z) + K(x)y)(x) a dosadime do linearnej dife-
rencialnej rovnice . Ak sme pocitali spréavne, ¢leny obsahujice K(z)
vymizna. Z takto vzniknutej rovnice osamostatnime K'(z) a integréaciou zi-
skame hladant funkciu K(x). Dosadenim do predpokladaného riesenia
ziskavame vSeobecné rieSenie linearnej diferencialnej rovnice . Postup
néjdenia vSeobecného riesenia si ukazeme na nasledujicom priklade.

Pri diferencialnych rovniciach 1. radu, v ktorych sa premenna x vysky-
tuje iba v prvej mocnine a hladana funkcia y sa vyskytuje v argumentoch
elementarnych funkcii, je mozné pouzit zamenu premennych. Premennii x po-
kladdme za funkciu a y za nezévisle premennt. Rovnicu potom upravime
na linedrnu diferencialnu rovnicu 1. radu vzhladom k funkcii z. Vseobecné
rieSenie bude tiez vSeobecnym rieSenim povodnej rovnice.

Priklady
Priklad 2.3.1. Je zadana diferencidlna rovnica

e

Y + 42’y = 2%e”

1Preto nazov variacia konstant.
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1. Napiste vSeobecné riesenie homogénnej linearnej diferencialnej rovnice.
Ako integracni konstantu pouzite pismeno K.

2. Dosadte do povodnej rovnice.
3. Integrujte. Ako integrac¢nu konstantu pouzite C.

4. NapiSte vSeobecné rieSenie linearnej rovnice.

RieSenie. 1. VyrieSime homogénnu linedrnu rovnicu y' = —4z3y.
d
Y —42° dx
Y
d
Yo / 42° da
Y

Inly|=—-2*+L LeR.
Vgeobecné rieSenie homogénnej linearnej rovnice je yo = Ke",
2. Nahradime integracnu konstantu K vhodnou funkciou K(z) a rieSenie

predpokladéame v tvare
4

y=K(x)e ™.

Zderivujeme i’ = K'(z)e™*" —423K (z) a dosadime do pévodnej lineérne;
rovnice.

3. Integrujeme

4. V8eobecné rieSenie linearnej diferencidlnej rovnice je v tvare

3
X 4 4
=—e ¥ +Ce ",
Y773
Priklad 2.3.2. Je zadana diferencidlna rovnica

221y + 2% — 6y = 0.
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1. Napiste vSeobecné riesenie homogénnej linearnej diferencialnej rovnice.
Ako integracni konstantu pouzite pismeno K.

2. Dosadte do povodnej rovnice.
3. Integrujte. Ako integra¢nu konstantu pouzite C.
4. NapiSte vSeobecné rieSenie linearnej rovnice.
RieSenie. 1. VyrieSime homogénnu linearnu rovnicu 2zy’ = 6y.

dy . d
Yo%t

Yy T
d d
/_yzg/ﬁ
Yy x
Injyl=3hz+hK KeR

Vseobecné riesenie homogénnej linearnej rovnice je yo = Ka®.

2. Nahradime integra¢na konstantu K vhodnou funkciou K(z) a riesenie

predpokladame v tvare
y = K(z)2".

Zderivujeme y' = K'(z)z? 4 32?K(z) a dosadime do povodnej linedrne;j
rovnice.

20K’ (1) + 62°K(x) + 2* — 62°K(z) =0

1
K'(z) = ——.
3. Integrujeme
1
Kz)=—- | —
L,
K(z) = —2* + C.

2

Vgeobecné riesenie difencialnej rovnice je v tvare

1
Yy = —551:2 + Ca.
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C=4C=3 C=2

Obr. 2.8: Vseobecné riesenie rovnice 22y’ 4+ 22 — 6y = 0.

2.4 Bernoulliova rovnica

Ide o rovnicu tvaru
Y +a(z) = b)Y, (2.12)

kder € R, r # 1, v # 0. Pre pripad, kedy r = 1 ar = 0 ide o linearne
diferencialne rovnice. Pri rieSeni prevedieme Bernoulliovu rovnicu vhodnou
Upravou a substiticiou na linedrnu diferencidlnu rovnicu 1. rddu. Rovnicu
rieSime nasledovne.

Rovnicu delime vyrazom y*

" + ; a(z) = b(z)

a zavedieme novia premennu substiticiou

1
yrfl'

1

Z=(1-1)—
yr

Y.

Po dosadeni a uprave prejde Bernoulliova rovnica na linearnu diferencialnu
rovnicu 1. rddu pre neznamu funkciu z(z).

36



Priklady
Priklad 2.4.1. Je zadan& diferencialna rovnica
Y +y+y’e” =0
1. Navrhnite vhodni substiticiu.
2. Separujte premenné. (Pri separacii premennych pouZivajte zépis f(x) dx =
= g(z)dz.)
3. Integrujte. (Nezabudnite sa vratit k pévodnym premennym.)
4. M4 rovnica singularne rieSenie?

RieSenie. 1. Zadana rovnica je Bernoulliova, kde r = 2. Volime preto
substiticiu z = i

2. Rovnicu vydelime />

Y +y+ye’ =
/
1

% +—-+e"=0

Y
PouZijeme substiticiu z = % = 2 = —?% !
VyrieSime homogénnu linearnu rovnicu —z’ + z = 0.

dz

Separujeme premenné — = dzx.
z

dz
/ /da:
Injzl=2+K
z = Ke”.

Nahradime integrac¢na konstantu K vhodnou funkciou K(z) a riesenie
predpokladéame v tvare

3. Integrujeme

z = K(z)e".
Zderivujeme y' = K'(x)e” + K(z)e® a dosadime do pévodnej linearnej
rovnice.

—K'e® —Ke* + Ke® + e = ()

K=1
K:/ldx
K=x2+C.
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Dosadime a vratime substiticiu. VSeobecné rieSenie je v tvare

1

Y= Te 1 Cev
4. Singuldrnym riesenim je funkcia y = 0.

Priklad 2.4.2. Je zadana diferencialna rovnica

3 —z?

y —zy=—ye
1. Navrhnite vhodni substiticiu.

2. Separujte premenné. (Pri separacii premennych pouZivajte zéapis f(x) dx =
~ g(z)dz.)

3. Integrujte. (Nezabudnite sa vratit k pévodnym premennym.)
4. M4 rovnica singularne rieSenie?

Riesenie. 1. Zadana rovnica je Bernoulliova, kde r = 3. Volime preto
substiticiu z = y—12

2. Rovnicu vydelime 3?3

2
y —ay=y’e?
/
Y T g2
y v
PouZijeme substiticiu z = & = 2/ = — % ¢/.
y y
Z/
VyrieSime homogénnu linedrnu rovnicu —5 %= 0.
. o dz
Separujeme premenné — = —2x dx.
z

3. Integrujeme

dz
—:—Q/xdx
z

In|z| = -2 + K

2
z=Ke™.

Nahradime integrac¢na konstantu K vhodnou funkciou K(z) a rieSenie
predpokladame v tvare
z=K(z)e ™.
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Zderivujeme y = K'(z)e ™ — 22K(z)e™*" a dosadime do povodnej

line4rnej rovnice.

K’ —z2
— 62 + tKe ™ — gKe ™ = —e™@
K =
K= /de
K=2z+C.

Dosadime a vratime substiticiu. VSeobecné rieSenie je v tvare

z2

, e
y 24+ O

4. Singuldrnym rieSenim je rovnica zadané priamkou y = 0.

v L e . . ., . . Q .2
Obr. 2.9: Vieobecné riesenie diferencialnej rovnice 3/ — zy = —y3e .

2.5 Diferencialne rovnice exaktné
Niekedy sa diferencialne rovnice zadévaju v tvare

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0, (2.13)
kde M(x,y) a N(z,y) st funkcie.

Definicia 2.4. Rovnica (2.13)) sa nazyva exaktnd, ak vyraz na lavej strane
je totalnym diferencidlom, tj. existuje funkcia F'(z,y) tak, ze

dF(z,y) = M(z,y)dz + N(z,y)dy.

Funkcia F'(x,y) sa potom nazyva kmernovd funkcia.
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Rovnicu (2.13) mozno pisat v tvare dF(z,y) = F,dz + F,dy. Vzhladom
k tomu je
OF (z,y) OF (x,y)
— Ny =—F—
oz dy
a podla Schwartzovej vety o rovnosti zmieSanych derivacii musi pre funkcie
M(x,y) a N(z,y) za predpokladu spojitosti M, a N, platit
oM  ON
oy  Ox’
Prave ked plati tdto podmienka je rovnica (2.13)) exaktna. K vyrieSeniu
rovnice (2.13) stac¢i teda najst kmenova funkciu F'(z,y), vSeobecné rieSenie
rovnice mozeme potom pisat v implicitnom tvare

F(z,y)=C, CeR.

Pri rieSeni rovnice M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 postupujeme nasledovne:
Vieme, ze musi platit

M(z,y) =

OF (z, OF(x,
Miap) = 250 Ny = T

v skratenej forme

M(z,y) = F,, N(z,y)=F,
Integréaciou tychto rovnic moézeme kmenovi funkciu najst. Vybereme si lubo-
volni funkciu a dostéavame:

M(z,y) :Fx:>F(x,y):/M(m,y)dx—l—C(y).

Pritom tento integral chapeme ako zavisly na parametri y. Musime si este
uvedomit, ze integra¢na konstanta nemusi byt ¢islo, ale funkcia nejakej pre-
mennej. V nasom pripade funkcia premennej y. Zostava urcit funkciu C(y).
Dosadenim do druhej rovnice a tpravou ur¢ime C(y). Vo vzniknutej rovnici
sa nam musi vyrusit neznama, ktord nie je premennou funkcie C. Ak sa
tak nestalo, znamené to, zZe sme urobili matematickta chybu pri dosadzovani,
alebo sme neoverili, ¢i dana rovnica je naozaj exaktné.

Ak rovnica (2.13)) nie je exaktna a ak existuje funkcia R = R(x,y) taka,
Ze po vynasobeni oboch stran rovnice touto funkciou R(M dx + Ndy) = 0
dostaneme rovnicu exaktnd, tuto funkciu R nazyvame potom integracnym

faktorom rovnice (2.13)).

Ak funkcie M(x,y) a N(x,y) maji spojité parcidlne derivéacie, potom
integracny faktor existuje. Najdenim a vynasobenim povodnej rovnice tymto
faktorom prechadza diferencialna rovnica na rovnicu exaktn.
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Priklady
Priklad 2.5.1. Je zadan& diferencialna rovnica
2z —1)dx + 3y + 7) dy.
1. Je diferencialna rovnica exaktna?

2. Ak ano, urc¢te kmenovu funkciu F'(z,y) a vSeobecné rieSenie diferen-
cialnej rovnice zapiste v tvare C = F(z,y).

e : : ., OM  ON
RieSenie. 1. Ak je rovnica exaktna musi platit — = —.
oy ox
M(z,y) =2z -1 N(z,y)=3y+7
oM 0 _ON
oy Oz’

Jedné sa o exaktnua diferencialnu rovnicu.

2. Najdeme kmenovu funkciu. Ukézeme si dva spbdsoby pri vypocte.
Prvy sposob. Vypocitame dva integraly.

/M(x,y)dx:/@x—1>dx:x2—x

3
/N(fc,y)dyz/(3y+7)dy=§y2+7y-

Do kmenovej funkcie zapiSeme kazdy ¢len, ktory nam vysiel, ak sa opakuje
v oboch vysledkoch napiSeme ho iba raz.

3
Kmeiova fukcia je tvaru : F(x,y) : C = 53/2 + Ty + 2% — .
Druhy spdsob vypoctu. Vyuzijeme to, ze vieme M (z,y) = F, = F(z,y) =
= [ M(z,y)dz + K(y). Vypocitame integral

/M(x,y)dx:/(Qx—l)dx:xQ—x—i-K(y).

oF
Tiez plati N(x,y) = %
OF (z,y)
OF (z,y)



Dosadime a dostavame

3 2
Czéy + 7y + a2 —x.

Obr. 2.10: Vseobecné riesenie exaktnej diferencialnej rovnice (2x — 1) dz +
+(3y + 7)dy.

Priklad 2.5.2. Je zadané diferencidlna rovnica
(x+y)(x+y)de + z(z — 2y) dy.

1. Je diferenciilna rovnica exaktna?

2. Ak éno, ur¢te kmenovu funkciu F(x,y) a vSeobecné rieSenie diferen-
cidlnej rovnice zapiste v tvare C = F(x,y).

o . : ., OM  ON
RieSenie. 1. Ak je rovnica exaktna musi platit — = —.
dy ox
M(z,y) =2* —y* N(z,y) =" - 22y
oM 5 ON 5 5
Ty
oM  ON
o
dy ox

Diferencialna rovnica nie je exaktna.

Priklad 2.5.3. Je zadana diferencidlna rovnica

cosydz + (e” + siny)dy = 0.
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1. Je diferencialna rovnica exaktna?

2. Ak ano, ur¢te kmenovu funkciu F'(z,y) a vSeobecné rieSenie diferen-
cialnej rovnice zapiste v tvare C = F(x,y). Ak nie, najskor najdite in-
tegracny faktor @ = a(x, y) nim potom vynasobte zadanu diferencialnu
rovnicu a dalej postupujte ako pri exaktnej diferencialnej rovnici.

C . : ., OM  ON
RieSenie. 1. Ak je rovnica exaktna musi platit ETR S
Yy x

M(x7y> = COSY N(l‘,y) =e" +siny

oM . oN |

8_y =—siny ——-=e
oM  ON
oy T ox

Diferencialna rovnica nie je exaktna.

2. Najdeme integracny faktor u

d M! — N! —siny —e”
du_My=Ny,  —siny—e
L N e’ + siny
d
H o e
i
Inpy=—=x
pw=-e".

Vynéasobime zadanu rovnicu integracnym faktorom a dostavame :

e “cosydr + (1 +e “siny)dy = 0.

M(z,y) =e "cosy N(x,y)=1+e "siny

oM Y ON Y
a_y: —e Sy %I —e€ Sy
oM  ON
oy ox
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Rovnica je exaktna. Najdeme kmenova funkciu. Vypocitame dva inte-
graly.

/M(:L’,y) der = /excosydx: —e “cosy
/N(x,y)dy:/(l—l—exsiny)dy:y—e:”cosy.

Do kmenovej funkcie zapiSeme kazdy clen, ktory nam vysiel, ak sa
opakuje v oboch vysledkoch napiSeme ho iba raz.
Kmenova fukcia je tvaru : F(z,y): C =y —e " cosy.

2.6 Rovnice nerozriesené vzhl'adom k derivacii

Diferencialne rovnice tvaru F'(z,y,y’) = 0 ¢asto nevieme rozriesit vzhladom
k derivacii a pisat ich v tvare ¥/ = f(x,y) . Niekedy je v8ak mozné rovnicu
riesit vzhIadom k x pripadne k y. Dostavame tak rovnice tvaru

z = f(y.y), aleboy = g(z,y).
Zvlastne pripady tychto rovnic sa tiez rovnice tvaru
z = f(y'), aleboy = g(v/).

RieSenie tychto rovnic hladame v parametrickom tvare, z ktorého v nie-
ktorych pripadoch moézeme po eliminacii parametra ziskat vSeobecné riesenie
diferencidlnej rovnice.

Priklady

Priklad 2.6.1. Rieste diferencialnu rovnicu
2y +siny —z=0.
Ako integracnu konstantu pouZzite pismeno C a pri zapise pouZite iy = p

RieSenie. Tuto rovnicu nemozno rozriesit vzhladom k 3/, ale jednoduchou
upravou dostavame x = 2y'+sin ¢/, ¢o je diferencidlna rovnica typu x = f (/).
Riesenie preto budeme hladat v parametrickom vyjadreni. Polozime ¢y = p
(uvedomime si ze p = p(x)). Dosadime do rovnice a dostavame

T = 2p +sinp,
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¢o je parametrické vyjadrenie premennej x. Diferencujeme rovnicu a dosta-
vame
dz = (2 + cosp) dp.

Parametricky vyjadrime premenni y.

Yy =p
dy
P
dy =pdzx

pdx = (2p+ pcosp)dp
dy = (2p + pcosp) dp.

Integrujeme

/ydy:/Zpdp+/pc0spdp

y = p*>+ psinp — /sinpdp

=p u =1
=cosp v =sinp

(%
v’

y = p*>+psinp + cosp + C.
Tak dostavame pre vSeobecné rieSenie dve parametrické rovnice.

r =2p+sinp
y=p°+ psinp + cosp + C.

Eliminacia parametru nie je mozné.
Priklad 2.6.2. Rieste diferencialnu rovnicu
x = siny’ + cosy'.
Ako integracnu konstantu pouZite pismeno C a pri zapise pouZite iy’ = p.

RieSenie. Rovnica je upravena do typu x = f(y'). RieSenie budeme hladat
v parametrickom vyjadreni. Polozime y' = p (uvedomime si ze p = p(z)).
Dosadime do rovnice a dostavame

x = sinp + cosp,

¢o je parametrické vyjadrenie premennej x. Diferencujeme rovnicu a dosté-
vame
dz = (cosp — sinp) dp.
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Parametricky vyjadrime premenna y

/

y =
dy
@IP
dy = pdzx

pdx = (pcosp — psinp)dp
dy = (pcosp — psinp) dp.

Integrujeme
B u=p u'=1 |
/ydy—/pcospdp v/ =cosp v =sinp
_ . u=p u =1
/psmpdp v/ =sinp v = —cosp

y:psinp—/sinpdp+pcosp—/cospdp

y =psinp+cosp+pcosp —sinp+ C
y = p(sinp + cosp) + cosp — sinp + C.

Tak dostavame pre vSeobecné riesenie dve parametrické rovnice.

T =sinp+cosp

y = p(sinp + cosp) + cosp —sinp + C.

Eliminécia parametra nie je mozna.

2.7 Lagrangeova rovnica

Diferencidlnu rovnicu tvaru

y=xf(y)+9), (2.14)

kde f a g st dané funkcie sa nazyva Lagrangeova diferencialna rovnica.
Rovnicu riesime nasledujticim sposobom.
Polozime 1y’ = p, dostaneme

y=zf(p) +9(p)-
Rovnicu derivujeme podla x a dostaneme

dp
d_x.

dp

p=f(p)+ fﬂf’(p)d—x +9'(p)
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Rovnicu upravime a budeme predpokladat, ze p — f(p) # 0.

de _ f'o) . 90
dp p—flp)  p—fp
Tato rovnica je linearne diferencidlna rovnica pre neznamu z. Jej rieSenie

dostaneme vyjadrenim x pomocou parametru p a konstanty C. RieSenie je
urc¢ené parametrickymi rovnicami

z=¢p), y=rf®ebD)+9p)

Vratime sa k podmienke p — f(p) # 0. Ak splia funkcia f v nejakom bode
podmienku f(c) = ¢, je funkcia

y =xf(c)+g(c)

singularnym rieSenim rovnice (2.14)).

Priklady
Priklad 2.7.1. Rieste diferencialnu rovnicu
y=2zy —(y)"

Ako integracntu konStantu pouzite pismeno C a pri zapise pouzite y' = p.
Zistite, ¢i rovnica méa singularne rieSenie.

RieSenie. Ide o Lagrangeovu rovnicu. PoloZime y’ = p a dosadime

= 2zp — p°.
Rovnicu derivujeme
dp dp
=y =2 Qp— — Ip—
p=y D + xdx pdx
dp dp
—p=2r— — p——
b Tz Paz
dp
b= @(P—ﬂﬁ)

Za predpokladu p # 0 mozeme rovnicu prepisat do tvaru
dz  2(p—x)
dp P
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Rovnica je linedrna diferencidlna rovnica pre neznamu x, ktori uz vieme
riesit. RieSime najprv rovnicu

de 2z
dp p
dx 2
—=_Zdp
x p
In|z| = —2In|p| + InK
r=Kp2.

Nahradime integracna konstantu K vhodnou funkciou K(z) a riesenie pred-
pokladdme v tvare

y=K(z)p™.
Zderivujeme 3y = K'(x)p~2? — 2K(2)p~3 a dosadime do povodnej linearne;
rovnice, po uprave dostavame.

K'(z) = /2p2dp
2

2p° + C
T=—0p—
3p

Po dosadeni do rovnice dostaneme vSeobecné rieSenie rovnice v paramet-
rickom tvare.

2p + C
r=—
3p?
_p’+C
Yy = 3p .

Vratime sa k podmienke p # 0. Pre p = 0 dostavame z rovnice riesenie
y = 0. Ako sa presvedc¢ime rieSenie y = 0 je singuldrnym rieSenim zadanej
diferencidlnej rovnice.

Priklad 2.7.2. Rieste diferenciadlnu rovnicu
zy' (y +2) =y

Ako integracnu konStantu pouzite pismeno C a pri zapise pouzite y = p.
Zistite, ¢i rovnica ma singularne rieSenie.
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RieSenie. Ide o Lagrangeovu rovnicu. Polozime y' = p a dosadime

zp(p+2) =y.
Rovnicu derivujeme
dp dp
p=vy =p*+2ap—+2p+ 22—
dx dx
dp dp
2
—p— % = Op — £ D
p=p o dx+ Idx
dp
— 1)=—(2 21).
plp+1) = - (2zp+22)

Za predpokladu p # 0, p # —1 mo6zeme rovnicu prepisat do tvaru

dr  2z(p+1)
dp  —plp+1)

To je separovatelna rovnica pre neznamu x, ktort uz vieme riesit.

dz 2z
dp p
dx 2
—=_Zdp
T p
In|z| =—2In|p| +InC
xz=Cp2.

Dosadime do rovnice xp(p + 2) = y a po vylaceni parametra dostavame

C C

Z/:EPQ‘F?EP
2C
y=C+—
p
y=C+2vCz
y=C?*+2C/x.

Toto je vSeobecné riesenie v explicitnom tvare.

Vréatime sa k podmienke p # 0 a p # —1. Pre p = 0 dostavame z rovnice
rieSenie y = 0. Ako sa presvedéime rieSenie y = 0 dostaneme volbou kons-
tanty C = 0. Pre p = —1 dostavame z rovnice rieSenie y = —x . Lahko sa
presved¢ime, ze y = —x je singuldrnym rieSenim rovnice.
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Obr. 2.11: Vseobecné (y = C? + 2Cy/x) a singularne (y = —z) rieSenie
Lagrangeovej rovnice zy'(y' 4+ 2) = y.

2.8 Clairautova rovnica

y=yz+9)
je Specidlnym pripadom Lagrangeovej rovnice, pre f(y') = y'. Tato rovnica
mé vzdy rieSenie, ak je funkcia g definovana aspon v jednom bode. Tak napri-
klad, ak je g definované v ¢isle py, je rieSsenim rovnice funkcia y = pox + g(po)
definovana pre vsetky realne ¢isla.

Pri hladani v8eobecného riesenia Clairautovej rovnice zavedieme para-
meter p =y a po derivécii podla premennej x dostaneme

dp dgdp
y _p+$d_+dpd:r

dp dg

dp dg

d
1. Ak je d_p =0, je p = C,C € R a vSeobecnym rieSenim st linedrne
x
funkcie

y = Cz + ¢(C).

2. Ak je x + d_g = (. Tato rovnica ur¢uje singularne riesenie Clairautovej

rovnice. Toto singularne rieSenie je ur¢ené parametricky zadanym
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rovnicami
r=—4¢(p), y=-pg ) +9p).

Casto sa z oboch rovnic da vyluc¢it parameter p a ziskame tak singularne
rieSenie v implicitnom tvare.

Zaujimava je geometrickd interpretacia rieSenia Clairautovej rovnice. Kazdéa
priamka vSeobecného rieSenia je dotyc¢nicou ku krivke singularneho riesenia.
Inak povedané, krivka predstavujica singularne riesenie je obalkou jednopara-
metrickej stustavy priamok popisanych rovnicami

y=C+g(C).

Priklady
Priklad 2.8.1. Rieste diferencialnu rovnicu
y=xy +y +y*

Ako integracni konStantu pouzite pismeno C.

1. Najdite vSeobecné rieSenie rovnice.

2. Néajdite partikularne riesenie rovnice.
RieSenie. Dané rovnica je Clairautova. Polozime 3’ = p, potom

y=xp+p+p’ =pl+1)p

Rovnicu derivujeme podla premennej x a upravime

dp dp
/= 1) — 2p —
y = (x+ >dm+p+ pdx

dp
0=— 1+ 2p).
da:(x+ + 2p)

d
1. Pre &L 0 je C = p a teda vSeobecné riesenie danej rovnice je

dx
y = Cx + C+ C2
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2. Pre x4 1+ 2p dostavame parametrické vyjadrenie singularneho riesenia

—x—1
r=x=-2p—1 —=p= 5
1
y=xp+ 2—272
— 22 -2z —1
V= 4
(r+1)?
YTy
o . . (z +1)%

Eliminaciou parametra sme dostali singularne rieSenie v tvare y = — —a

Obr. 2.12: Vieobecné (y = Cz + C + C?) a singularne (y =— (IT)Z> rieSenie

Clairautovej rovnice y = zy’ + ' + 3%
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Zaver

Ulohou prace bola tvorba e-learningovych testovych prikladov, ktora ma
podporit a obohatit klasickii vyucbu diferencidlnych rovnic. Celkom bolo
vytvorenych 170 prikladov rozdelenych do sad podla typov diferencidlnych
rovnic. Pre velky rozsah problematiky diferenciadlnych rovnic, som sa vo svo-
jej praci zamerala na diferencialne rovnice 1. radu.

Tvorba e-learningovych testov bola néro¢na, pretoze som sa zamerala
na zlozitejsie typy otazok, ktoré nemozno vkladat do systému formularom.
Tvorba takychto otazok si vyzaduje znalosti:

1. zédkladov HTML jazyka
2. syntaxi programu Maple
3. zékladov sadzby systémom KETEX

Priklady som cerpala zo zbierok uvedenych v zozname pouzitej literatury.
Nie vsak kazdy prikladriklad uvedeny v tychto zbierkach je vhodny pre testo-
vanie pomocou IS. Priklad musi mat vhodné rieSenie, aby kontrola spréavnosti
rieSenia nesposobovala problémy. Pri vybere prikladov treba brat do uvahy
nejednoznacnost prameniacu z volby integra¢nej konstanty.

Dufam, Ze tato praca bude ndpomocné ucitelom pri tvorbe dalsich testovych
prikladov a studentom pomoze tspesne zvladnut dant problematiku.
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