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Uvod

Cilem této diplomové prace je pomoci programu Maple vytvorit pocitacovou podporu
vyuky analytické geometrie na stfedni skole.

Ucivo se opird o znacné matematické zaklady ze zakladni skoly a predpoklada
dobrou prostorovou predstavivost. Pouziti programu Maple vyzaduje alespon zakladni
dovednosti pfi praci na pocitaci. Diplomovéa prace je prikladem propojeni vyuky ma-
tematiky a vypocetni techniky.

Stézejni casti mé préace jsou vytvorené procedury jako rozsifeni bézné nabidky
programu Maple a zapisnik k vyuce jako ukazka jejich pouziti.

Pri praci jsem vychazel z ucebnice Matematika pro gymndzia - Analytickd geome-
trie [2], ktera je hojné rozsifena a pouzivana na mnoha stfednich skolach. Pro lepsi
pouzitelnost této prace jako doplitku k vyse zminéné ucebnici jsem zachoval jeji vy-
klad i strukturu kapitol, stejné tak jako ¢islovani jednotlivych obrazku a piikladi (pro
jednoznacnost jsem ¢isla piikladit doplnil o ¢isla podkapitol). Obsahem mé prace je
zpracovani kapitol zabyvajicich se popisem a vzajemnou polohou bodi, piimek a rovin.
Jde o kapitoly 3 a 4, pricemz kapitola 3 pojednava pouze o itvarech v roviné, kapitola
4 pak o utvarech v prostoru. Kapitolu 5 zpracovala ve své diplomové praci [3] Jana
Kotackova. Moje prace je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole jsou zakladni
informace o programu Maple, o jeho zékladnim ovladani a jeho standardni nabidce.
Druha kapitola je vénovana baliku andy, ktery jsem vytvoril a ktery obsahuje pro-
cedury na feseni priklad. Nasledujici dvé kapitoly jsou vénované geometrii v roviné a
v prostoru. V téchto kapitolach je uvedena zakladni teorie a poté jsou reseny piiklady.
Nejprve se tloha tesi krok za krokem pomoci jednotlivych piikazi programu Maple
a nakonec je ptiklad vyresen procedurou. Posledni kapitola se zabyva generovanim
zadani, tedy procedurou, kterd umoznuje obménu zadani.

Pro zptehlednéni textu jsem pouzil nékolik typid pisma. Strojopisem jsou psany
vstupy programu Maple a nazvy jeho internich prvku, tj. procedur, proménnych a
prikazli. Vstupy programu jsou odsazeny a uvozeny ,promptem® neboli >. Vystupy
programu jsou potom centrovany a odliSeny kurzivou (pro zvyraznéni vysledku a pfi-
padné zadani piikladu je na né pouzito pismo sklonéné). Pro nézvy soubort jsem
vyuzil pisma bezpatkového.

V textu jsou vlozeny dva typy obrazkd. Obrazky, které jsou soucasti textu, maji
pod sebou ¢islo a popis. Obrazky, které jsou vystupem procedury, pak ¢islované nejsou
a prip. popis maji nahote. Tyto obrazky jsou vyexportovany piimo z Maplu a jsou



v textu pro ilustraci. Je 1épe si je prohlédnout primo v Maplu, kde se s nimi da otacet
a ziskat lepsi predstavu o zobrazenych ttvarech.

Nedilnou soucasti této prace je prilozené CD. Na ném se kromé textu této prace
ve formatu PDF nachazeji zapisnik programu Maple pro prochazeni teorie a feseni
prikladit Analyticka_geometrie. mw, balik andy.m s procedurami a pro ¢tenare bez pro-
gramu Maple také html nahled vyse zminéného zapisniku.

Pro srovnani uvadim, ze soubor andy.m obsahuje cca 330 radkt strojového kédu.
Tento soubor, z kterého Maple nacita jednotlivé procedury baliku andy, je nutné umis-
tit do adresare, odkud Maple nacita knihovny automaticky, piip. rozsirit tuto oblast
pomoci zmény systémové proménné libname. Tato proménné urcuje, z kterych adre-
sartt Maple nacita knihovny.



Kapitola 1

Standardni nabidka programu
Maple

Program Maple je pocitacovy software pattici do skupiny programt CAS, tedy Compu-
ter Algebra Systems. Jsou to programy pracujici se symbolickymi vyrazy pro numerické
vypocty. Miize byt pouzivan jako nastroj pro vypocty a také jako programovaci jazyk.
Podivejme se, jaké nastroje k vypoc¢tiim tloh z analytické geometrie ndm poskytuje
instalace Maple 11. Jedna se zejména o tti baliky - geometry, student a geom3d.

Balik student

Z tohoto baliku bych zminil pouze prikaz distance, ktery umi spocitat vzdalenost
dvou bodi. Tuto (Euklidovskou) vzdalenost umi pocitat v jedné, dvou i vice dimenzich.
Tento nastroj ma ve vypoctech analytické geometrie velké uplatnéni. Abychom ho
ale mohli pouzit, musime nejprve tlohu prevést na vzdalenost dvou bodid. Mame-li
napt. najit vzdalenost bodu od primky, je tieba najit patu kolmice a primku v tloze
nahradit timto bodem. Pak mame urcit vzdalenost dvou boda a prikaz distance
mizeme pouzit.

Balik geometry

Tento balik umi pracovat s objekty v roviné jako jsou bod, primka, kruznice, ¢tverec
apod. Neznd ale pojem vektor, ktery je pro nas stézejni. Zadani objektu, napt. bodu,
nijak ,,nekomentuje®, vystupem je pouze nazev objektu. Jak uvddim v tvodu kapitoly
3, Teseni uloh v roviné je leh¢i a proto neni takova potieba vypocetnich nastroji na
tyto tlohy.

Balik geom3d

Tento balik je prostorovou obdobou baliku geometry. Resi mimo jiné tlohy, kterymi
se zabyvam v této praci. Jsou v ném procedury na zjisténi vzajemné polohy, urceni
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na obsluhu. Jednotlivé prvky maji pevné prifazeno, co reprezentuji. Proto nelze naprt.
»odecist“ dva body a ziskat vektor.

Omezenim balikli geometry a geom3d je to, zZe pfi zadani prvkl nejsou vypsany jejich
hodnoty, ale pouze jejich nazev. Pro zobrazeni souradnic bodu nebo tfeba rovnice
pfimky musime volat piikaz detail. A to samé je bohuzel i u utvart, které jsou
feSenim tulohy.

Z didaktického hlediska je prekazkou jejich pouziti také to, Ze je tieba se soustiedit
vice na dodrzeni formalni spravnosti zadani vstupnich dat, nutnost dotazovat se po
vlastnostech reSeni a také absence postupu feseni. Proto jsem pristoupil k vytvoreni
vlastnich procedur, které vyzaduji pouze souradnice a navic poskytuji v ¢estiné postup
feseni. Vytvoreny balik popisuji v nasledujici kapitole.



Kapitola 2

Vytvoreny balik andy

Balik andy obsahuje procedury, které jsem vytvoril pro leh¢i vyuziti programu Maple
pri vyuce analytické geometrie na stfedni skole. Cilem byl stav, kdy procedury maji
¢esky nazev a pfi jejich volani se jednoduse zadéavaji jednotlivé utvary. Body, vektory
i rovnice rovin se zadavaji jako proménné typu list. Uzivatel tedy napi. nemusi roz-
liSovat, zda zadava bod nebo vektor. Skutecnost, ze body i vektory jsou stejného typu
umoznuje také intuitivni konstrukci vektoru @ = A — B. Vektoru pfesné dle matema-
tického zapisu pritadime rozdil proménnych A a B. Odec¢tenim dvou proménnych typu
list je totiz opét proménna typu list.

Vétsina procedur v baliku je urcena na feseni polohovych a metrickych tloh. Tyto
procedury maji poradi parametrii stejné jako je potadi atvart v zadani tlohy. U vSech
procedur se muze pii jejich volani pouzit jesté dalsi nepovinny parametr vystup, kte-
rym musi byt prirozené ¢islo. Vystupem procedury pak je podle tohoto parametru:

1 - pouze hodnota vysledku, tj. ¢islo, true apod.
2 - vysledek tlohy zapsany celou vétou

3 - vypsané zadani ulohy, postup feseni s mezivysledky a vysledek zapsany celou
vétou

4 - jako v bodé 3 a navic obrazek celé situace v prostoru
5 - pouze obrazek, ktery ale v popisu obsahuje i vysledek

Proménna vystup je globalni a nastavi se pfi nacteni baliku andy na hodnotu 3. Pri
jednotlivém volani procedury se muze tento parametr libovolné zvolit. Pouze pokud
je procedura volana bez tohoto parametru, pouzije se globalni hodnota parametru
vystup. Tu je mozné v pripadé potieby zménit i piikazem. Volani jedné procedury
s rliznym nastavenim vystupu je mozné vidét napr. na stranach 48 az 50.

Rovina se v proceduradch téméi vzdy zadava koeficienty obecné rovnice. Pokud
mame rovinu zadanu parametricky, pomoci procedury ORovniceRovinyABC mtizeme
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ziskat potfebnou rovnici obecnou. Poté jiz mizeme jeji koeficienty vyuzit pii volani
vybrané procedury.

Ptimka se v procedurach stejné jako v prikladech zadava bodem a vektorem. Mame-
li danu primku body A a B, pak pfi volani procedury muzeme jako smérovy vektor
pouzit napi. vektor B — A.

Procedury miizeme vyuzit az po nacteni celého baliku pfikazem with(andy) nebo
volat jednotlivou proceduru ve tvaru andy [ndzev_procedury] (parametry).

Procedury byly vytvareny v programu Maple 11 a také v této verzi Maplu testo-
vany.

Déle uvadim popis jednotlivych procedur z tohoto baliku, jejich funkci a kde v dal-
sim textu je uveden priklad jejich pouziti.

2.1 Seznam procedur

BodPrimka

Procedura zjisti, zda bod lezi na pfimce zadané bodem a vektorem (piip. paramet-
ricky). Tuto proceduru lze pouzit pro feseni ptiklada jak v roviné, tak v prostoru. Je
pouzita na strané 11, resp. 14 az 16.

BodRovinaABC

Procedura zjisti, zda bod lezi v roviné dané tfemi body. Je pouzita na strané 19 a 19.
V této procedure je vyjimecné rovina zadana tfemi body a ne obecnou rovnici. Po-
kud bychom meéli rovinu ur¢enou obecnou rovnici, spocivalo by celé feseni v dosazeni
soufadnic bodu do této rovnice - pokud je splnéna, bod v roviné lezi, pokud ne, bod
v roviné nelezi. Vytvaret na to proceduru by bylo zbytecné.

OdchylkaPrimkyRoviny
Procedura vypocita odchylku primky dané bodem a vektorem a roviny dané obecnou
rovnici. Je pouzita na strané 57.

OdchylkaRovin
Procedura vypocitd odchylku dvou rovin zadanych obecnou rovnici. Jeji pouziti je
ukazano na strané 59.

OdchylkaVektoru

Procedura vypocita odchylku dvou vektorti. Soucasti vypisovaného postupu feseni je
také upozornéni na pripadnou kolmost nebo rovnobéznost. Lze pouzit jak na urceni
odchylky dvou pfimek (na strané 54), tak na uréeni odchylky dvou rovin (na strané 60).
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PrimkaPrimka

Uréi vzédjemnou polohu dvou pfimek danych bodem a vektorem (nebo parametricky).
Pokud jsou pfimky rtiznobézné, vypocita také soutadnice jejich priseciku. Jeji pouziti
je ukadzano na stranach 42 az 44.

PrimkaRovina
Uréi vzajemnou polohu primky a roviny. Je pouzita na strané 27.

PrusPrimkaRovina

Procedura vypocita prisecik piimky a roviny. Pokud je pfimka s rovinou rovnobézna
nebo v ni lezi, procedura o tom informuje. Jeji pouziti je ukdzano na stranach 28 az
31.

PrusRovinaRovina
Procedura nalezne priisecnici dvou rovin. Je pouzita na stranach 38 az 39.

RovinaRovina
Procedura uré¢i vzajemnou polohu dvou rovin. Je pouzita na strané 34.

RovniceRovinyABC
Procedura vypocita obecnou rovnici roviny dané tiemi body. Je pouzita na strané 22.
Pokud méame rovinu danou parametricky, lze tuto proceduru také pouzit. Postup pou-
Ziti je na strané 22.

Vzdalenost0dPrimky
Procedura vypocita vzdalenost bodu od primky zadané bodem a vektorem. Jeji pou-
Ziti je ukdzano na strané 48.

VzdalenostOdRoviny
Procedura vypocita vzdalenost bodu od roviny dané obecnou rovnici. Je pouzita na
strané 52.

GenerujVzdalenostOdPrimky
Procedura vygeneruje obménéné zadani prikladu 4.5.3 ze strany 47. Jejimu vyuziti se
vice vénuji v kapitole 5.



Kapitola 3

(Geometrie v rovine

V analytické geometrii je pii vypoctech i pfi pochopeni tloh problém spise s llohami
v prostoru. Vyhoda Maplu, a pocitacové podpory obecné, je také v tom, zZe si mizeme
s prostorovymi obrazky otacet a tim ziskat lepsi predstavu o geometrickych ttvarech
v prostoru. V roviné je situace jind. ProtoZe zobrazujeme rovinné tutvary do (téze)
roviny, mame na obrazku skutecné utvary a zadné ,vylepseni“ pohledu uz nam neda
ani pocitac. Proto ndm pro popis a zobrazeni atvarii v rovin€ poslouzi stejné i vytistény
obrazek.

Pokud bychom si chtéli usnadnit vypocty v roviné, je nam aparat programu Maple
samoziejmé k dispozici. Na druhé strané by se studenti méli ve vyuce matematiky
také naucit provadét jednoduché vypocty bez pouziti techniky. A myslim si, Ze pravé
analyticka geometrie v roviné je k ru¢nim vypoctim vhodné téma. Proto uvadim pro
ilustraci pouze jeden teSeny typ prikladu a také pouze procedura BodPrimka pracuje
i v roviné. Je tedy mozné ji volat s parametry bud o dvou nebo o tfech prvcich
(soutadnicich).

3.1 Parametrické vyjadreni primky
Vime, ze kazdé dva ruzné body A, B urcuji primku, kterou oznacujeme AB.
Definice. Vektor @ = B — A se nazyva smérovy vektor piimky AB.

Definice. Rovnice
X=A+tu, teR

se nazyvé parametricka rovnice nebo také parametrické vyjadieni primky urcené
bodem A a vektorem . Proménna ¢ se nazyva parametr.

Body X, A a vektor u v parametrickém vyjadreni pfimky miizeme samoziejmé vyja-
dfit pomoci soufadnic. Pro body Alay, as|, X[z, y| a vektor & = (uy, us) pak dostaneme
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parametrické vyjadieni pfimky (nebo parametrické rovnice p¥imky) v soufadnicich:

T = ay + tuq,
y=as +tus, teR.

Priklad 3.1.1
Zjistéte, zda bod @[3, 1] lezi na pfimce p, kterd méa parametrické vyjadieni

r=2—1,
y=3+2t, teR.

Postupné reseni

Zadani:
> Q:=[3,1]; t:="t’: r:=[x=2-t,y=3+2xt] :r[1];r[2];
Q = [3,1]
r=2-—1t
y=3+2t

Lezi-li bod @ na pfimce p, musi existovat takové realné ¢islo ¢, ze Q = A + tu:
> r:=subs({x=Q[1],y=Q[2]},r) :r[1];r[2];
3=2—1t
1=3+2t
Z prvni rovnice spoc¢itame hodnotu parametru ¢:
> t:=solve(r[1]);
t .= —1
a tu dosadime do druhé rovnice:
> r[2];testeq(r[2]);
1=1
true
Vidime, ze t spliiuje i druhou rovnici. Proto bod ) lezi na primce p.

Reseni pomoci procedury

Pro feseni prikladti tohoto typu mtzeme pouzit proceduru BodPrimka. Na jejim vstupu
zadavame piimku jako bod a vektor (ty jsou vidét z parametrického vyjadfeni primky
p: X = A+ ta).
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> BodPrimka(Q, [2,3],[-1,2],4);
Zadani ulohy:

Zjistete, zda bod Q[3, 1] lezi na primce p urcene
bodem A[2, 3] a vektorem u = (-1, 2).

Postup reseni:
1) Lezi-li bod @ na primce p, existuje takove realne cislo t, ze:
3,1] = [2,3] + t[-1, 2]
2) Z rovnice prunich souradnic vypocitame t:
t=-1
3) Hodnotu t dosadime do rovnice druhych souradnic:
1=3+2t
1=1
Rovnost je spinena. Z toho plyne vysledek:
Bod [3, 1] LEZI na primce urcene bodem [2, 3] a vektorem (-1, 2).

6_.
u
4_
A
Y

24
0
0 T T T
1 2 3
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Jiné zadani:
> BodPrimka([14,5],[2,3]1,[-4,1],4);
Zadani ulohy:

Zjistete, zda bod Q[14, 5] lezi na primce p urcene
bodem A|2, 3] a vektorem u = (-4, 1).

Postup reseni:
1) Lezi-li bod @ na primce p, existuje takove realne cislo t, ze:
[14,5] = [2, 3] 4+ t[—4, 1]
2) Z rovnice prunich souradnic vypocitame t:
t=-3
3) Hodnotu t dosadime do rovnice druhych souradnic:
D=3+t
5=0
Rovnost neni splnena. Z toho plyne vysledek:

Bod [14, 5] NELEZI na primce urcene bodem [2, 3] a vektorem (-4, 1).

P
6 0
p <
I} A
2 _\
T T
-10 0 10 T~
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Kapitola 4

Geometrie v prostoru

Mnoho poznatkt z geometrie v roviné miizeme snadno uplatnit v prostoru. To vyplyva
z toho, ze v roviné i v prostoru se s vektory pracuje v podstaté stejné.

4.1 Parametrické vyjadreni primky
Parametrické vyjadieni primky vychazi ze zavedeni nasobeni vektoru cislem.
Definice. Vektor @ = B — A se nazyva smérovy vektor piimky AB.

Smérovy vektor primky p je také smérovym vektorem kazdé primky ¢ rovnobézné
s primkou p a obracené, maji-li pfimky p a ¢ stejné smérové vektory, jsou rovnobézné.
Tak jako v roviné mtizeme i v prostoru urcit pfimku misto body A, B jen jednim
z téchto bodu a smérovym vektorem . Je-li pifimka p urcena bodem A a vektorem ,

—

piseme p(A, @)

Definice. Rovnice
X=A+1tu, tekR,

se nazyva parametrické vyjadieni piimky p(A,«). Proménna ¢ se nazyva para-
metr.

Probiha-li ¢t v parametrickém vyjadreni pfimky mnozinu vSech realnych ¢isel, pro-
biha bod X celou pfimku p.

Ve zvolené kartézské soustavé soufadnic O,,. mizeme body a vektory zapsat
pomoci soutadnic: X|[x,y,z|, Alay,as,a3], @ = (uy1,us,us). Parametrické vyjadieni
primky p pak mtzeme zapsat v souradnicich:

T = ay + tuq,
Y = ag + tug,
z =ag+tus, teR.
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Priklad 4.1.1
Zjistéte, zda bod Q[—3, 8, —3]| lezi na piimce p(A,u), kde A[1,2, —1], & = (2,3,1).

Postupné reseni

Zadani:
> Q:=[-3,8,-3]; A:=[1,2,-1]; u:=[2,3,1];
Q = [-3,8,—3]
A= [1,2,-1]
w = [2,3,1]

Lezi-li bod @) na pfimce p, musi existovat takové realné ¢islo ¢, ze Q = A + tu:
> t:="t’: r1:=Q[1]1=A[1]+t*ul1]: r2:=Q[2]=A[2]+t*ul[2]:
> r3:=Q[3]=A[3]+t*ul3]: rl;r2;r3;

—3=1+2t
8 =2+ 3t
—3=—1+¢

7 prvni rovnice spoc¢itame hodnotu parametru ¢:
> t:=solve(rl);
t .= =2
a tu dosadime do druhé a tteti rovnice:
> 1r2;testeq(r2); r3;testeq(r3);
8=—4
false
-3 =-3
true
Vidime, Ze t nevyhovuje druhé rovnici. Proto bod () nelezi na pfimce p.

Reseni pomoci procedury

Pro teseni prikladii tohoto typu mizeme pouzit proceduru BodPrimka:
> BodPrimka(Q,A,u,4);
Zadani ulohy:

Zjistete, zda bod Q[-3, 8, -3] lezi na primce p
urcene bodem A[l, 2, -1] a vektorem u = (2, 3, 1).

Postup reseni:
1) Lezi-li bod @ na primce p, existuje takove realne cislo t, ze:
[—3,8,-3] =[1,2,—1] + t[2, 3, 1]
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2) Z rovnice prunich souradnic vypocitame t:
t= -2
3) Hodnotu t dosadime do rovnice druhych a tretich souradnic:
8=2+3t, -3=—-1+t
8§=—-4,-3=-3
Rovnosti nejsou splneny. Z toho plyne vysledek:
Bod [-3, 8, -3] NELEZI na primce urcene bodem [1, 2, -1] a vektorem (2, 3, 1).

Q

Upravme nyni v zadani druhou soutfadnici vektoru u tak, aby byla splnéna i druhé
rovnice. Dostavame nové zadani a novou polohu:

> BodPrimka(Q,A,[2,-3,1],2);
Bod [-3, 8, -3] LEZI na primce urcene bodem [1, 2, -1] a vektorem (2, -3, 1).
Jiné zadani:
> BodPrimka([2,6,8],[6,2,6],[2,-3,6]);
Zadani ulohy:

Zjistete, zda bod Q[2, 6, 8] lezi na primce p
urcene bodem A[6, 2, 6] a vektorem u = (2, -3, 6).

Postup reseni:
1) Lezi-li bod @ na primce p, existuje takove realne cislo t, ze:
2,6,8] = [6,2,6] + t[2, —3, 6]

2) Z rovnice prunich souradnic vypocitame t:
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t= -2
3) Hodnotu t dosadime do rovnice druhych a tretich souradnic:
6=2—-3t,8=6+6t¢
6=8,8=—6
Rovnosti nejsou splneny. Z toho plyne vysledek:
Bod [2, 6, 8] NELEZI na primce urcene bodem [6, 2, 6] a vektorem (2, -3, 6).
A nyni zkusme zadat procedufre stejny priklad s vystupem pouze do obrazku:
> BodPrimka([2,6,8],[6,2,6],[2,-3,6],5);

Bod Q NELEZI na primce p(A,u).

15
10~
Z
5 o
)
4 2
6
8 6
X y

Vidime, ze feseni tlohy mame v popisku obrazku.

4.2 Parametrické vyjadreni roviny
Umime uz pracovat s primkou v prostoru. Mimo jiné umime:
a) vyjadrit skute¢nost, Ze né&jaky bod lezi na dané piimce,
b) danym bodem vést pfimku rovnobéznou s danou pfimkou.
Jak pomoci téchto dvou dovednosti popiseme body roviny ABC'?
Odpovéd na otézku je ziejmé z obrazku 4.1.
Kazdym bodem Y piimky AB vedeme pfimku p rovnobéznou s pfimkou AC. Vsechny

piimky p vyplni rovinu ABC.
Jak zapiSeme tyto skutecnosti pomoci parametrického vyjadieni primky?
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Obréazek 4.1: Parametrické vyjadieni roviny

Oznacéme v = B — A, v = C — A. Kazdy bod X primky p muzeme psat ve tvaru
X=Y+sv, seR.

Kazdy bod Y primky AB muzeme psat ve tvaru
Y=A+tu, teR.

Dosadime-li z druhé rovnice do prvni, dostaneme tvrzeni:

Véta. Kazdy bod X roviny ABC miizeme psat ve tvaru
X=A+ti+sv, t,selR,

kde ©w = B — A, v = C — A, a obracené kazdy bod X zapsany v tomto tvaru je bod
roviny ABC.

Definice. Rovnice
X=A+ti+sv, t,seR

se nazyva parametricka rovnice (nebo téz parametrické vyjadieni) roviny ABC,

kde B=A+u,C=A+7.

Priklad 4.2.1

Zjistéte, zda bod X[—1,—1, 3] lezi v roviné uréené body A[l,2, —1], B[3,1,1],
C[-1,1,0].

Postupné feseni

Zadani:
> X:=[-1,-1,3]; A:=[1,2,-1]; B:=[3,1,1]; C:=[-1,1,0];



4.2. PARAMETRICKE VYJADRENI ROVINY 18

X = [-1,-1,3]
A= [1,2,—1]
B = [3,1,1]
C = [-1,1,0]
Urc¢ime dva vektory, které lezi v roviné ABC"
> u:=’B-A’; v:="C-A’; ’u’=u; ’v’=v;
u:=B-A
v=C—-A
u=[2,-1,2]
v=[-2,—1,1]

Parametrické rovnice roviny tedy jsou:
> t:=t’: s:=7g’: rl:=x=A[1]+t*u[1]+s*xv[1]:
> r2:=y=A[2]+t*ul[2]+s*v[2]: r3:=z=A[3]+t*u[3]+s*v[3]: rl;r2;r3;
r=14+2t—-2s
y=2—1t—s
z=—-14+2t+s
Aby bod X lezel v roviné ABC', musi existovat realna ¢isla ¢, s tak, ze:
> el:=subs(x=X[1],r1): e2:=subs(y=X[2],r2): e3:=subs(z=X[3],r3):
> el;e2;e3;
—1=1+2t—-2s
—1=2—-t—s
3=—-14+2t+s
Cisla t, s vypocitame z prvnich dvou rovnic:

>  el-2x%e2;
1=-3+14¢
> t:=solve(%);
t =1
> el;
—1=3-2s
> s:=solve(%);
s =2

Dosazenim do tieti rovnice dostavame:
> subs(z=X[3],r3);testeq(%);
3=3
true
Vypocitana ¢isla ¢, s tedy vyhovuji i tfeti rovnici. Proto bod X lezi v roviné ABC.
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Reseni pomoci procedury

Pro teseni prikladi tohoto typu mtzeme pouzit proceduru BodRovinaABC:
> BodRovinaABC(X,A,B,C);
Zadani ulohy:

Zjistete, zda bod X[-1, -1, 3] lezi v rovine
urcene body A[l, 2, -1], B[3, 1, 1], C[-1, 1, 0].

Postup reseni:
1) Urcime dva vektory v rovine ABC, napr. vektory u=B-A a v=C-A:
u=1[2,-1,2], v=[-2,-1,1]
2) Parametricke rovnice roviny tedy jsou:
r=142t—-2s,y=2—t—s,z2=—-14+2t+s
3) Lezi-li bod X v rovine ABC, existuji realna cisla t, s tak, ze:
—1=142t-2s5, -1=2—-t—5,3=—-1+2t+s
4) Z pruni a druhe rovnice vypocitame t, s:
t=1,s=2
5) Hodnotu t, s dosadime do treti rovnice:
3=—1+2t+s
3=3
6) Z toho vidime, ze:
Bod [-1, -1, 3] LEZI v rovine urcene body [1, 2, -1], [3, 1, 1], [-1, 1, 0].
Jiné zadani:
> BodRovinaABC([5,1,2],[1,2,-11,[1,2,21,[2,9,7]1,2);
Bod [5, 1, 2] NELEZI v rovine urcene body [1, 2, -1], [1, 2, 2], [2, 9, 7].
Pozn.: tuto tlohu fesi i procedura AreCoplanar z baliku geom3d:
> with(geom3d):A:="A’:B:="B’:C:="C’:X:="X’:point(4,1,2,-1),
point(B,3,1,1), point(C,-1,1,0), point(X,-1,-1,3):
geom3d [AreCoplanar] (A,B,C,X);
true

4.3 Obecna rovnice roviny

Castéji nez parametricky vyjadiujeme rovinu obecnou rovnici. Rovinu p uréime bodem
P a vektorem 1, ktery je k ni kolmy (obr. 4.2), tzn. je kolmy ke vSem vektortim lezicim
v roviné p . Tento vektor se nazyvd normalovy vektor roviny.
Bod X lezi v roviné p pravé tehdy, kdyz vektor X — P je kolmy k vektoru 7, tj.
kdyz
n-(X—-P)=0.
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P X

Obrazek 4.2: Norméalovy vektor roviny

Body P, X a vektor 7 miZeme v dané kartézské soustavé soutadnic urcit soufadni-
cemi: X|[z,y, 2], P[p1,pa,p3], 7 = (a,b,c). Rovnici 71 - (X — P) = 0 muzeme rozepsat
v soufadnicich:

a(z —p1) +b(y — p2) + c(z —p3) = 0.

Jestlize zévorky roznasobime a oznacime

d = —apy — bps — cps,

dostaneme rovnici
ar +by+cz+d=0.

Definice. Rovnice
ar +by+cz+d=0, a,bc,deR

se nazyva obecna rovnice roviny.
Snadno se da ovérit, ze obracené plati:

Veéta. Kazda rovnice
ar +by+cz+d=0,

kde alespon jedno z ¢isel a, b, ¢ je nenulové, je rovnice néjaké roviny.
Zakladni tlohou bude najit obecnou rovnici roviny, zname-li jeji tii body, které nelezi

na jedné piimce, nebo, coz je skoro totéz, bod a dva vektory, které lezi v této roviné a
nelezi na jedné primce. Reseni této tlohy si ukazeme na prikladé na nésledujici strané.
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Priklad 4.3.1
Napiste obecnou rovnici roviny ABC'. Pfitom A[1,0,2], B[-1,1, 2], C[3, 2, 0].

Postupné reseni

Zadani:
> A:=[1,0,2];B:=[-1,1,-2];C:=[3,2,0];
A = 11,0,2]
B = [-1,1,-2]
C = 1[3,2,0]
Urcéime dva vektory, které lezi v roviné ABC"
> u:=’B-A’;v:="C-A’; ’u’=u;’v’=v;
u:=B-A
v=C—-A
u=[-2,1,—4]
v=1[2,2,-2]

Ur¢ime vektor kolmy k obéma vektortm u, ' (vektorovy souéin):
> n:=[ul2]*v[3]-ul3]*v[2] ,ul3]*v[1]-ul1]*v[3],ul1]l*v[2]-ul[2]*v[1]];
n = [6,—12, —6]
Protoze je pro nas dilezity pouze smér normalového vektoru, mizeme vzit jeho
libovolny nasobek. Vydélme tedy souradnice jejich nejvétsim spolecnym délitelem:
> mn:=n/igcd(nl[1],n[2],n[3]);
n = [1,-2,—1]
Obecnéa rovnice roviny bude tvaru:
> d:=’d’: r:=n[1]*x+n[2]*y+n[3]*z+d=0:r;
r—2y—z+d=0
Cislo d uréime z podminky, Ze bod A lezi v roviné (do rovnice dosadime za z,y, 2
soufadnice bodu A):
> subs(x=A[1],y=A[2],z=A[3],r);d:=solve(%);
—1+d=0
d =1
Hledana obecné rovnice roviny ABC je tedy:
S
r—2y—z+1=0
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Reseni pomoci procedury

Pro feseni ptiklad tohoto typu muzeme pouzit proceduru RovniceRovinyABC.
Tuto proceduru je mozné pouzit i pro ziskani obecné rovnice roviny zadané para-
metricky, neboli bodem a dvéma vektory, prip. i pro rovinu zadanou dvéma body a
vektorem. Piiklad pouziti v tomto pripadé je ukazan na druhém volani procedury:

> RovniceRovinyABC(A,B,C);
Zadani ulohy:

Napiste obecnou rovnici roviny ABC. Pritom A1, 0, 2], B[-1, 1, -2], C[3, 2, 0].

Postup reseni:
1) Urcime dva vektory v rovine ABC, napr. vektory u=B-A a v=C-A:
w=1[-2,1,-4), v =22 -2
2) Urcime vektor kolmy k obema vektorum u, v (vektorovy soucin):
6, —12, —6]
3) Obecna rovnice roviny bude tedy tvaru:
r—2y—z+d=0
4) Cislo d urcime dosazenim souradnic bodu A:
—14+d=0
d=1
Obecna rovnice roviny je
r—2y—z+1=0
Jiné zadani:
> RovniceRovinyABC([1,6,3],[1,6,2],[1,5,2],1);

r—1=0

Postup pro prevod parametrické rovnice roviny na obecnou

Mame-li rovinu zadanu parametrickymi rovnicemi nebo bodem A a vektory u a v,
pak pro ziskani obecné rovnice volame proceduru takto:

> RovniceRovinyABC(A,A+u,A+v,2);
Obecna rovnice roviny je
r—2y—z+1=0
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4.4 Polohové ulohy v prostoru

V této casti se budeme zabyvat vzajemnou polohou primek a rovin, budeme urcovat
jejich priseciky a budeme hledat Gtvary v urcenych polohach. Jedna se o tlohy typu
,danym bodem vedte rovinu rovnobéznou s danou rovinou*, ,urcete prusecik danych
atvara® apod.

P1i teseni téchto tloh budeme primky zadavat bodem a vektorem nebo, coz je
vlastné totéz, parametrickymi rovnicemi. Rovinu je nejvyhodnéjsi zadavat obecnou
rovnici. Proto se pfi Teseni tloh omezime na tento pripad. Zname-li parametrické
vyjadFeni roviny, mizeme snadno najit jeji obecnou rovnici (napf. pomoci procedury
RovniceRovinyABC dle postupu na strané 22).

Priklad 4.4.1

Danym bodem Q[1,2, —3| vedte pfimku ¢ rovnobéznou s danou pfimkou p, kterd je
dana parametrickymi rovnicemi:

r =2+ 3t,
y=—1+2t,
z =1—t, teR

Postupné reseni

Zadani:
> Q:=[1,2,-3]; t:="t’:p:= [2,-1,1] + [3,2,-1]*t:
print(‘p: x‘=op([1,1],p)+op([2,1,1],p)*t);
print (y=op([1,2],p)+op([2,1,2],p)*t);
print(z=op([1,3],p)+op([2,1,3],p)*t);

Q = [1,2,-3]

prr=2+3t
y=—142t
z=1-—1

Hledana pfimka ¢ ma byt rovnobézna, tudiz ma stejny smérovy vektor. Koeficienty
u parametru ¢ tedy budou stejné. Prochazi vsak bodem @), takze jeho souradnice
dosadime do rovnice primky ¢. Tim dostavame parametrické vyjadieni primky g:
> q:= subsop(1=Q,p); print(‘q: x‘=Q[1]+op([2,1,1],9)*t);
print (y=Q[2]+op([2,1,2],9)*t);
print (z=Q[3]+op([2,1,3],q)*t);
q = [1,2,-3]+[3,2,—1]t
qg:r=1+3t
y=2+2t
z=-3—-1
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Nez pristoupime k Teseni druhého prikladu, zamysleme se nad otazkou:
Jak spolu souviseji norméalové vektory dvou rovnobéznych rovin?

Navodem nam mitize byt obrazek 4.4.

S|

Obrazek 4.4: Dvé rovnobézné roviny

Priklad 4.4.2

Danym bodem Q[1, —2, 3| vedte rovinu ¢ rovnobéZnou s danou rovinou p, kterd ma
obecnou rovnici 3r —y + 2z — 1 =0.

Postupné feseni

Zadani:
> Q:=[1,-2,3]; rho:=[3,-1,2,-1]:
sort(rho[1]*’x’+rho[2]*’y’+rho[3]*’z’+rho[4]=0, [x,y,2]);
Q = [1,-2,3]
3x—y+22—1=0
Rovnice rovnobéznych rovin se lisi pouze poslednim koeficientem d, takze rovnice
bude tvaru:
> d:=’d’:rho[1]*x+rho[2] *y+rho [3] *z+d=0;
3r—y+2z2z4+d=0
Cislo d vypocitame dosazenim soufadnic bodu @ do této rovnice:
> d:=solve(subs([x=Q[1],y=Q[2],z=Q[31]1,%));
d .= —11
Rovnice hledané roviny tedy je:
> rho[1]*x+rho[2]*y+rho[3]*z+d=0;
3r—y+2z—11=0
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V nasledujicich prikladech budeme vysSetfovat vzajemnou polohu pfimek a rovin.

Jestlize q je primka kolmé k rovin€é, mizeme urcit vzajemnou polohu pfimky p a roviny

pomoci vzajemné polohy piimek p a ¢7
Navodem nam mitize byt obrazek 4.5.

N
A

]|

q

Obrazek 4.5: Pfimka rovnobézna s rovinou

Priklad 4.4.3

Urcete vzajemnou polohu roviny p a pfimky p dané bodem P[1,2, 3| a vektorem
u=(1,-2,4).

Postupné feseni
a)p:2r+3y+z2—3=0

Zadani:
> P:=[1,2,3]; u:=[1,-2,4]; rho:=[2,3,1,-3]:
sort(rho[1]*’x’+rho[2]*’y’+rho[3]*’z’+rho[4]=0, [x,y,2]);
P :=11,2,3]
u = [1,—-2,4]
20 +3y+2—-3=0
Jestlize 77 - © = 0, pak primka je kolma k norméalovému vektoru 7 a tudiz primka
je s rovinou rovnobézna:
> mn:=[rho[1],rho[2],rho[3]]: n[1]l*ul1]+n[2]*ul2]+n[3]*u[3];
0
Smér primky je tedy rovnobézny s rovinou. Zjistime jesté, zda primka v roviné
nelezi. K tomu staci zjistit, zda v roviné lezi bod P:
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> testeq(rho[1]*P[1]+rho[2]*P[2]+rho [3]*P[3]+rho[4]=0) ;
false
Bod P nespliuje rovnici roviny a tudiz v roviné nelezi. Proto ani primka v roviné
nelezi.
Dostavame vysledek: primka je s rovinou rovnobézna.

b) prx+32+2=0
Zadani:

> P:=[1,2,3]; u:=[1,-2,4]; rho:=[1,0,3,2]:
sort(rho[1]*’x’+rho[2]*’y’+rho[3]*’z’+rho[4]=0, [x,y,2]);

P :=11,2,3]
u = [1,—-2,4]
r+32z4+2=0

Jestlize 71 - © = 0, pak pfimka je kolma k normalovému vektoru 7 a tudiz primka
je s rovinou rovnobézna:
> mn:=[rho[1],rho[2],rho[3]]: n[1]l*ul1]+n[2]*ul2]+n[3]*u[3];
13
Normaélovy vektor neni kolmy k pfimce, takze piimka je s rovinou riznobézna.

c)p:2y+2—-7=0

Zadani:
> P:=[1,2,3]; u:=[1,-2,4]; rho:=[0,2,1,-7]:
sort(rho[1]*’x’+rho[2]*’y’+rho[3]*’z’+rho[4]=0, [x,y,2]);
P :=11,2,3]
u = [1,—-2,4]
2y+2—-7=0
Jestlize 71 - © = 0, pak piimka je kolma k normalovému vektoru 7 a tudiz primka
je s rovinou rovnobézna:
> mn:=[rho[1],rho[2],rho[3]]: n[1]l*ul1]+n[2]*u[2]+n[3]*ul3];
0
Smér primky je rovnobézny s rovinou. Zjistime jesté, zda primka v rovin€ nelezi.
K tomu staci zjistit, zda v roviné lezi bod P:
> testeq(rho[1]*P[1]+rho[2]*P[2]+rho [3]*P[3]+rho[4]=0);
true
Bod P spliiuje rovnici roviny a tudiz v roviné lezi. Proto i celd pfimka lezi v roviné.
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Reseni pomoci procedury

Pro vyteseni prikladti tohoto typu mizeme pouzit proceduru PrimkaRovina:
a)p:2r+3y+2—3=0
> PrimkaRovina(P,u,[2,3,1,-3]);
Primka a rovina jsou rovnobezne.
b) prx+32+2=0
> PrimkaRovina(P,u,[1,0,3,2]);
Primka a rovina jsou ruznobezne.
P1i riiznobézné poloze mizeme pro nalezeni jejich priiseciku pouzit proceduru
PrusPrimkaRovina (vice k této procedufe v nasledujicim piikladé 4.4.4):
> PrusPrimkaRovina(P,u,[1,0,3,2],2);
Prusecikem primky a roviny je bod [1/13, 50/13, -9/13].
c)p:2y+2z—7=0
> PrimkaRovina([1,2,3],[1,-2,4],[0,2,1,-7]1);
Primka a rovina jsou incidentni, tzn. primka lezi v rovine.

Priklad 4.4.4

Urcete prusecik roviny p: 2z + 4y — 3z + 1 = 0 a pfimky p dané bodem PJ0,3, —1] a
vektorem o = (1, —1,2).

Postupné feseni

Zadani:
> P:=[0,3,-1]; u:=[1,-1,2]; rho:=[2,4,-3,1]:
sort(rho[1]*’x’+rho[2]*’y’+rho[3]*’z’+rho[4]=0, [x,y,2]);
P = 10,3,—1]
u = [1,-1,2]
20 +4y—3z+1=0
Zjistujeme, pro jaky parametr ¢t je bod X pfimky p také bodem roviny p. Parame-
trické rovnice bodi X pfimky p jsou:
> t:="t’: X:=[P[1]+t*ul[1l],P[2]+t*ul[2],P[3]+t*ul3]];
X = [t,3—t,—1+21]
Z parametrického vyjadreni piimky p dosadime do rovnice roviny p souradnice
bodu X:
> print(cat(rho[1], ‘*(¢,convert(X[1],string), ‘)+¢,rho[2], ‘*
(“,convert(X[2],string), ‘)+¢,rho[3], ‘*(‘,convert(X[3],string), )+,
rho[4], ‘=0, po selteni:‘));
rho[1]*X[1]+rho[2]*X[2]+rho[3]*X[3]+rho[4]=0;
2% (t)+4%(3-t)+-3*(-1+2%t)+1=0, po selteni:

—8t+16=10
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Rovnici vyfesime:
> tl:=solve(%);
t1 = 2
Po dosazeni t do parametrického vyjadieni primky p dostavame priisecik R:
> R:=subs(t=t1,X);
R = [2,1,3]

Reseni pomoci procedury

Pro teseni prikladi tohoto typu mtzeme pouzit proceduru PrusPrimkaRovina:
> PrusPrimkaRovina(P,u,rho,4);
Zadani ulohy:

Urcete prusecik primky p urcene bodem P[0, 3, -1] a vektorem u = (1,-1,2)
a roviny rho: 2*x+4*y-3*z+1 = 0.

Postup reseni:
Parametricke vyjadreni primky p je:
r=t,y=3—t, 2=—-1+2t
1) Vyjadreni bodu primky p dosadime do rovnice roviny rho:
2¢04+4y—32+1=0
2¥(t)+4*(5-t)+-3%(-1+27t)+1=0
2) Rovnici vyresime
—8t+16=0
t=2
3) Reseni dosadime do rovnic primky a dostavame:

Prusecikem primky a roviny je bod [2, 1, 3].
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V zéavislosti na poctu feseni mizeme urcit vzajemnou polohu zadané primky a roviny.
Jaka je vzajemna poloha, pokud bude fesenim t7:= t7 A jakd bude poloha pfi
feSeni t1:=  (tj. prazdnd mnozina, v Maplu NULL)?

Odpovédi na tyto otdzky ndm daji nasledujici aplikace procedury.

Aplikace procedury na zadani z prikladu 4.4.3

Zkusme do procedury pouzit primky a roviny z predchoziho prikladu. Tam jsme urco-
vali vzajemnou polohu. Tato procedura obecné hleda prisecik, ale na zakladé poctu
prusecikl mizeme odvodit vzajemnou polohu. Pokud pifimka a rovina nejsou rtzno-
bézné, je vystupem procedury proto i poznamka o vzajemné poloze. Jednotliva volani
procedury jsou na nasledujicich dvou stranach.
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a)
> PrusPrimkaRovina([1,2,3],[1,-2,4],[2,3,1,-3],5);

Prusecik neexistuje
(primka a rovina jsou rovnobezne).

b)
> PrusPrimkaRovina([1,2,3],[1,-2,4],[1,0,3,2],4);
Zadani ulohy:

Urcete prusecik primky p urcene bodem P[1, 2, 3] a vektorem u = (1,-2,4)
a roviny rho: x+3*z+2 = 0.

Postup reseni:
Parametricke vyjadreni primky p je:
r=14+t,y=2-2t, z2=3+4t
1) Vyjadreni bodu primky p dosadime do rovnice roviny rho:
r+3z+2=0
1#(1+t)+0%(2-2%t)+3%(3+4%t)+2=0
2) Rovnici vyresime

12+13t=0

= _12
t=—-3

3) Reseni dosadime do rovnic primky a dostavame:
Prusecikem primky a roviny je bod [1/13, 50/13, -9/13].
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c)
> PrusPrimkaRovina([1,2,3],[1,-2,4],[0,2,1,-7]1,4);
Zadani ulohy:

Urcete prusecik primky p urcene bodem P[1, 2, 3] a vektorem u = (1,-2,4)
a roviny rho: 2*¥y+z-7 = 0.

Postup reseni:
Parametricke vyjadreni primky p je:
r=14+t,y=2-2t, 2=3+4t
1) Vyjadreni bodu primky p dosadime do rovnice roviny rho:
2y+2—7=0
0*(1+1)+2%(2-2%t)+1%(3+47t)+-7=0
2) Rouvnici vyresime
0=0
2) Resenim rovnice jsou vsechna t. Z toho plyne reseni ulohy:

Prusecikem je kazdy bod primky (primka lezi v rovine).
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Priklad 4.4.5

Urcete vzajemnou polohu rovin p: 2 —y + 3y +2 =0 a o, kde
a) o: 4 —2y+6z—1=0,
b)o: —2x4+y+2=0,
c)o: —x+3y—32—-1=0.

Postup feseni je analogicky ur¢ovani vzajemné polohy dvou pfimek danych obecnymi
rovnicemi v roviné:

1. Roviny jsou totozné, jestlize rovnice jedné z nich je nasobkem rovnice druhé
z nich.

2. Roviny jsou rovnobézné, jestlize normalovy vektor jedné z nich je nasobkem
normalového vektoru druhé roviny. V opac¢ném pripadé jsou riiznobézné.

Postupné feseni
a)o:dr—2y+62—1=0

Zadani:
> rho:=[2,-1,3,2]: sort(rho[1]*’x’+rho[2]*’y’+rho[3]*’z’+rho[4]=0,
[x,y,z]); sigma:=[4,-2,6,-1]:
sort(sigmal[1]*’x’+sigma[2]*’y’+sigma[3]*’z’+sigmal4]=0, [x,y,2]);
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20 —y+32+2=0
4r—-2y+62—1=0
Resent:
Zjistime, zda roviny nejsou totozné (zda rovnice roviny o neni k-nasobkem rovnice
roviny p):
> k:=sigmal[1]/rho[1]: totozne:=evalb(sigma=k#*rho);
totozne = false
Roviny nejsou totozné. Urcime tedy normaéalové vektory:
> mn:=rho[1l..3];m:=sigmall..3];
n = [2,-1,3]
m = [4,—2,6]
Zjistime, zda vektor m neni k-nasobkem vektoru 7:
> rovnobezne:=evalb(m=k*n) ;
rovnobezne = true
Roviny jsou tedy rovnobézné rtizné.

b)o: —2x+y+2=0

Zadani:
> rho:=[2,-1,3,2]: sort(rho[1]*’x’+rho[2]*’y’+rho[3]*’z’+rho[4]=0,
[x,y,z]); sigma:=[-2,1,1,0]:
sort(sigmal[l]*’x’+sigma[2]*’y’+sigmal[3]*’z’+sigma[4]=0, [x,y,z]);

20 —y+32+2=0
—2rx+y+2=0
Reseni:
Zjistime, zda roviny nejsou totozné (zda rovnice roviny o neni k-ndsobkem rovnice
roviny p):
> k:=sigma[1]/rho[1]: totozne:=evalb(sigma=k#*rho);
totozne = false
Roviny nejsou totozné. Urcime tedy normaéalové vektory:
> mn:=rho[l..3];m:=sigmall..3];
n = [2,-1,3]
m = [—2,1,1]
Zjistime, zda vektor m neni k-nasobkem vektoru 7:
> rovnobezne:=evalb(m=k*n) ;
rovnobezne = false
Roviny jsou tedy rtiznobézné.
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c)o: —zx+iy—2:-1=0

Zadani:
> rho:=[2,-1,3,2]: sort(rho[1]*’x’+rho[2]*’y’+rho[3]*’z’+rho[4]=0,
[x,y,z]); sigma:=[-1,1/2,-3/2,-1]:
sort(sigmal[1]*’x’+sigma[2]*’y’+sigmal[3]*’z’+sigmal[4]=0, [x,y,2]);

20 —y+32+2=0
—x+1/2y—3/22—1=0
Reseni:
Zjistime, zda roviny nejsou totozné (zda rovnice roviny o neni k-nasobkem rovnice
roviny p):
> k:=sigma[1]/rho[1]: totozne:=evalb(sigma=k*rho);
totozne = true
Roviny jsou totozné.

Reseni pomoci procedury

Pro feSeni prikladi tohoto typu muzeme pouzit proceduru RovinaRovina:
a)
> RovinaRovina(rho, [4,-2,6,-1],4);
Zadane roviny jsou rovnobezne.
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b)
> RovinaRovina(rho, [-2,1,1,0],5);

Zadane roviny jsou ruznobezne.

c)
> RovinaRovina([2,-1,3,2],[-1,1/2,-3/2,-1]1);
Zadane roviny jsou totozne.

Priklad 4.4.6
Urcete priisecnici rtiznobéznych rovin p: v +2y+2—1=0ao0: 2xr+3y—22+2 = 0.

Zformulujeme-li priklad 4.4.6 algebraicky, dostaneme: Naleznéte mnozinu vSech feseni
soustavy dvou rovnic o tfech neznamgych.

Mnozinu vSech Teseni nalezneme tak, Ze jednu neznamou zvolime za parametr a
zbyvajici dvé nezndmé vypocitame (viz. ucebnice Rovnice a nerovnice [1]). Po prove-
deném vypoctu zjistime, Ze jsme nalezli parametrické vyjadieni priisecnice obou rovin.

Nazorny vyznam pravé uvedeného postupu je ziejmy z obr. 4.6 na nasledujici strané
- za parametr ¢ volime soufradnici z.

MizZeme za parametr zvolit libovolnou neznamou?

Ne. Musime ho volit tak, abychom zbylé souradnice mohli dopocitat.
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Obrazek 4.6: Prusecnice dvou rovin

Postupné reseni

Rovnice rovin jsou:
> rho:=[1,2,1,-1]: sigma:=[2,3,-2,2]: x:="x: y:="y’:z:="z":
r:=rho [1] *x+rho [2] *y+rho [3] *z+rho [4]=0;
s:=sigma[1]*x+sigma[2] *y+sigma [3]*z+sigma[4]=0;

r=x+2y+z2z—-1=0
s =2x+3y—2z2+2=0
Polozime z = t a od trojnasobku prvni rovnice odec¢teme dvojnasobek druhé:
> z:=t; r;s;
z =1
r+2y+t—1=0
20+3y—2t+2=0
> 3*%r—-2%*s;
—x+T7t—-7=0
Dostavame z:
> x:=solve(%,x);
T i=Tt—7
Dosazenim = do prvni (nebo druhé) rovnice dostaneme y:
> y:=solve(s,y);
y = —4t+4
Parametrické vyjadieni priisecnice obou rovin je:
> x’=x;’y’=y;’z’=z; x:="x’y:="y’:z:="z":
r=T7t—17
y=—-4t+4
z=1
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Prisecnice je tedy uréena napf. bodem P[—7,4,0] a vektorem o = (7, —4,1).

Jiny zpusob FesSeni

Rovnice rovin jsou:
> rho:=[1,2,1,-1]: sigma:=[2,3,-2,2]: x:="x’: y:=’y’:z:="z":
r:=rho [1] *x+rho [2] *y+rho [3] *z+rho [4]=0;
s:=sigma[1]*x+sigma[2] *y+sigma [3] *z+sigma[4]=0;

r=z+2y+z2z—1=0
s:=2x+3y—2z2+2=0
Zvolime-li z = 1, dostaneme soustavu rovnic:

> z:=1; r;s;

z:=1
r+2y=20
20+3y =0

Vytesime-li ji, dostaneme:
> solve({r,s}, [x,y]);x:=0p([1,2],%[1]);y:=0p([2,2],%k[1]);
[z =0,y = 0]
z =0
y =0
Nalezli jsme bod priisecnice:
> Q:=[x,y,z];x:="x"1y:="y’:z:="2":
Q :=10,0,1]
Smérovy vektor hledané priisecnice je kolmy na normalové vektory obou rovin

(hleddme vektorovy soucin):

> u:=[rho[2]*sigma[3]-rho[3]*sigma[2],

rho[3]*sigma[1]-rho[1]*sigmal[3],

rho[1]*sigma[2]-rho[2]*sigma[1]];

u = [=7,4,-1]

Dostavame parametrické vyjadieni priisecnice:

> t:i=’t’ :p:=Q+t*u;

p :=10,0,1] + ¢[-7,4, —1]

Jinak zapsano:

> t:="t’:print(‘p: x‘=Q[1]+ul1]*t); print(y=Q[2]+ul2]*t);
print (z=Q[3]+ul[3]*t);

prx=-—Tt
y =4t
z=1—-t

Také jsme mohli ziskat dalsi bod prilisecnice stejnym zplisobem, jakym jsme ziskali
bod ), a napsat parametrické rovnice pfimky urcené dvéma body.
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Reseni pomoci procedury

Pro teseni prikladi tohoto typu mtzeme pouzit proceduru PrusRovinaRovina:
> PrusRovinaRovina([1,2,1,-1],[2,3,-2,2],4);
Zadani ulohy:

Urcete prusecnici roviny rho: x+2*y+z-1 = 0 a roviny sigma: 2*x+3%y-2%z+2 = 0.

Postup reseni:
1) Resime soustavu 2 rovnic o 3 neznamych:
r+2y+2—-—1=0
20 +3y—22+2=0
2) Zvolime z=1 a dostavame:
r+2y=0,2x+3y=0

3) Po vyreseni dostavame bod prusecnice:

P =10,0,1]
4) Urcime vektorovy soucin normalovych vektoru:
u=[-7,4,—1]

Reseni tedy je:

Prusecnice zadanych rovin je primka p:
r=—-Tt,y=4t, z=1—1
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Prisecnice také nemusi existovat:
> PrusRovinaRovina([2,-1,3,2],[4,-2,6,10],5);

Zadane roviny nemaji prusecnici.
(Jsou rovnobezne.)

Priklad 4.4.7
Zjistéte vzajemnou polohu piimek p(P,u) a ¢(Q,v), kde P[1,1,3], u = (2,3,—1),

a) v =(1,1,-2),
b) U= (_§7 _17 é)?
¢) 7=(2,1,0).

Postup reseni:

1. Zjistime, zda vektor u je nasobkem vektoru v. Jestlize ano, jsou primky p, ¢
rovnobézné a pokracujeme bodem 2. Jestlize ne, nejsou primky p, ¢ rovnobézné
a pokracujeme postupem v bodé 2’

2. Je-li p || g, zjistime, zda P € ¢ (viz. pfiklad 4.1.1). Jestlize ano, jsou pfimky p, ¢
totozné. Jestlize ne, jsou primky p, ¢ rovnobézné rtizné.

2. JestliZe p }f g, budeme hledat jejich spoleény bod - prusecik. Jestlize pfimky maji
prisecik, jsou riznobézné. Jestlize ho nemaji, jsou mimobézky.
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Postupné feseni
a) 7= (1,1,-2)

Zadani:
> P:=[1,1,3]: u:=[2,3,-1]: Q:=[2,1,-2]: v:=[1,1,-2]: t:=’t’:s:="8":
X[1]:=P[1]+t*ul1]: Y[1]:=Q[1]+s*v[1]: X[2]:=P[2]+t*ul[2]:
Y[2] :=Q[2]+s*v[2]: X[3]:=P[3]+t*ul3]: Y[3]:=Q[3]+s*v[3]:
print (‘p: x‘=X[1],y=X[2],z=X[3]);print(‘q: x‘=Y[1],y=Y[2],z=Y[3]);

prx=14+2t,y=14+3t,2=3—1
q:rx=24+s,y=1+s,2=-2-2s
Resent:
1. Zjistime, zda jsou rovnobézné (zda vektor u neni k-nésobkem vektoru v):
> k:=v[1]/ull]; rovnobezne:=evalb(v=k*u) ;
k=1/2
rovnobezne = false
2. P¥imky nejsou rovnobézné. Hledame tedy jejich spoleény bod X[z, vy, z]. Musi
splnovat rovnice obou primek:
> X[11=Y[1]; X[2]=Y[2]; X[3]=Y[3];
1+2t=2+s
14+3t=1+s
3—t=-2—-12s
Rovnice vyresime:
> solve({%,%h,hht}); assign(%);
{t=-1,s=-3}
Soustava ma feSeni, tedy primky jsou riznobézné.
Prisecik dostaneme po dosazeni do rovnic pro bod primky p. Stejny vysledek do-
staneme i po dosazeni do rovnic pro bod piimky gq.
> X:=[X[1],X[2],X[3]]:X;
[—1,—2,4]

Zadani:
> P:=[1,1,3]: u:=[2,3,-11: Q:=[2,1,-2]: v:=[-2/3,-1,1/3]: t:="t’:
s:="s’: X[1]:=P[1]+t*ul[1]: Y[1]:=Q[1]+s*v[1]: X[2] :=P[2]+t*ul[2]:
Y[2] :=Q[2]+s*v[2]: X[3]:=P[3]+t*ul3]: Y[3]:=Q[3]+s*v[3]:
print(‘p: x‘=X[1],y=X[2],2z=X[3]); print(‘q: x‘=Y[1],y=Y[2],z=Y[3]);
prx=14+2t,y=1+3t,2=3—-1

qg:x=2-2/3s,y=1—s,2=-2+1/3s
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Reseni:
1. Zjistime, zda jsou rovnobézné (zda vektor u neni k-nasobkem vektoru v):
> k:=v[1]/ull]; rovnobezne:=evalb(v=k*u);
k.= —1/3
rovnobezne = true
2. Piimky jsou rovnobézné. Zjistime, zda bod P lezi na piimce ¢ (zda spliuje jeji
rovnice).
> P[1]=Y[1]; P[2]=Y[2]; P[3]=Y[3];
1=2-2/3s
1=1-s
3=-2+1/3s
Z druhé rovnice vidime, ze s = 0. Zkusime dosadit do dalsich rovnic:
> solve({%%});assign(%); P[1]1=Y[1]; testeq(P[11=Y[1]); P[3]1=Y[3];
testeq(P[3]=Y[3]);
{s =0}
1=2
false
3=-2
false
Vidime, ze po dosazeni neni rovnice splnéna. Bod P proto nelezi na pfimce ¢ a primky
jsou tedy rovnobézné riizné.

c) 7=(2,1,0)

Zadani:
> P:=[1,1,3]: u:=[2,3,-1]: Q:=[2,1,-2]: v:=[2,1,0]: t:=’t’:s:="8’:
X[1]:=P[1]+t*ul1]: Y[1]:=Q[1]+s*v[1]: X[2]:=P[2]+t*ul[2]:
Y[2] :=Q[2]+s*v[2]: X[3]:=P[3]+t*ul3]: Y[3]:=Q[3]+s*v[3]:
print (‘p: x‘=X[1],y=X[2],z=X[3]); print(‘q: x‘=Y[1],y=Y[2],2z=Y[3]);

p:x=1+2t,y=1+3t,2=3—1
q:x=24+2s,y=1+4+s,2= -2

Resent:
1. Zjistime, zda jsou rovnobézné (zda vektor u neni k-nasobkem vektoru v):

> k:=v[1]/ull]; rovnobezne:=evalb(v=k*u) ;

k=1
rovnobezne = false

2’. Pfimky nejsou rovnobé&zné. Hledame tedy jejich spoleény bod X|[z, vy, z]. Musi
spliiovat rovnice obou primek:

> X[1]1=Y[1]; X[2]=Y[2]; X[3]=Y[3];

1+2t=2+412s
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14+3t=1+s
3—t=-2
Rovnice vyresime:
> res:=solve({%, W%, hih}) ;
res ;=

To vypada, Ze se nic neptiradilo. Ale ona to asi bude ona prazdna mnozina - NULL.
Tak to ovéiime:

> evalb(res=NULL);
true
Soustava nemé feseni, tedy primky jsou mimobézné.

Pozndmka: Postup v bodé 2’ miizeme obménit. Je-li p }f ¢, zjistime, zda lezi v jedné
roviné - napt. ur¢ime rovinu bodem P a vektory @ a v a zjistime, zda v této roviné lezi
i bod Q. Lezi-li pfimky p a ¢ v jedné roving, pak jsou rtznobézné (jejich rovnobéznost
jsme vyloud¢ili), nelezi-li v jedné roving, pak jsou mimobézné.

Reseni pomoci procedury

Pro teseni prikladi tohoto typu mtzeme pouzit proceduru PrimkaPrimka:
a)
> PrimkaPrimka([1,1,3],[2,3,-11,[2,1,-2]1,[1,1,-21,4);
Zadani ulohy:

Zjistete vzajemnou polohu primek p(P,u) a q(Q,v), kde
P1, 1,3, u=(23-1), Q2 1,-2 av = (1,1,-2).

Postup reseni:
1) Zjistime, zda primky nejsou rovnobezne:
Vektor v neni nasobkem vektoru u. Takze primky nejsou rovnobezne.
2) Zjistime, zda primky maji prusecik:
Primky magi spolecny bod [-1, -2, 4]. Z toho plyne:

Primky jsou ruznobezne.
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—10

N24] [° 7

b)

> PrimkaPrimka([1,1,3],[2,3,-1]1,[2,1,-2],[-2/3,-1,1/3]1,5);

Primky jsou rovnhobezne ruzne.
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c)
> PrimkaPrimka([1,1,3],[2,3,-11,[2,1,-2],[2,1,0],4);
Zadani ulohy:

Zjistete vzajemnou polohu primek p(P,u) a q(Q,v), kde
P, 1,3, u=(23-1), Q2 1,-2] av = (2,1,0).

Postup reseni:
1) Zjistime, zda primky nejsou rovnobezne:
Vektor v neni nasobkem vektoru u. Takze primky nejsou rovnobezne.
2) Zjistime, zda primky maji prusecik:
Primky nemagi spolecny bod. Z toho plyne:

Primky jsou mimobezne.
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4.5 Metrické Glohy

V této podkapitole budeme urcovat vzdalenost bodu od primky, odchylku dvou primek,
odchylku primky a roviny, odchylku dvou rovin apod.

Priklad 4.5.1
Bodem P[1, 3, —2] vedte kolmici p k dané roviné p: 3z + 5y — 2z + 1 = 0.

Obrazek 4.7: Pfimka kolm4é k roviné

Postupné feseni
Zadani:
> P:=[1,3,-2]; rho:=[3,5,-1,1] :rho[1]*x+rho[2]*y+rho[3]*z+rho[4]=0;
P :=11,3,-2]
3z +dby—z+1=0
Jedna se o pfimku urc¢enou bodem P a normélovym vektorem roviny p. Mame tedy
hned rovnice:

> t:="t’: X[1]:=P[1]+t*rho[1]: X[2]:=P[2]+t*rho[2]:
X[3]:=P[3]+t*rho[3]: print(‘p: x‘=X[1]); print(y=X[2]); print(z=X[3]);

prx=14+31
y=3+5t
z=-2—1

Priklad 4.5.2
Bodem Q[1, 3, 2] vedte rovinu p, které je kolma k piimce p:

r=3—t,
y=—1+21,
z =—2-5t teR.
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Postupné feseni

Zadani:
> Q:=[1,3,2]; t:="t’:p:= [3,-1,-2] + [-1,2,-5]*t:
print(‘p: x‘=op([1,1],p)+op([2,1,1],p)*t);
print (y=op([1,2],p)+op([2,1,2],p)*t);
print(z=op([1,3],p)+op([2,1,3],p)*t);

Q = 1[1,3,2]
p:x=3—1t
y=—1+2t
z=—2->5¢t

Smérovy vektor piimky bude norméalovym vektorem roviny:
> n:=op([2,1],p);
n = [—1,2, -5
Rovnice roviny tedy bude tvaru:
> d:=’d’: rho:=n[1]*x + n[2]*y + n[3]*z + d = 0;
p=—-xr+2y—5z2+d=0
Bod @ lezi v roviné. Jeho soutadnice tedy musi spliiovat rovnici roviny:
> d:=solve(subs({x=Q[1],y=Q[2],2z=Q[3]},%));
d:=5
Rovnice roviny p tedy je:
> rho;
—r4+2y—52z+5=0

Vzdalenost bodu od primky

Nez pristoupime k feSeni dalsi tilohy, pripomenme si, ze vzdalenost bodu od pfimky
meéfime na kolmici. Chceeme-li tedy zjistit vzdalenost daného bodu ) od piimky p,
hleddme na piimce p bod R, ktery je patou kolmice vedené bodem @ k pfimce p (obr.
4.8).

Jak vyjadiime, ze bod X lezi na piimce p? Jak vyjadiime, ze primka X (@) je kolma
k primce p?

Odpovédi na tyto otazky obsahuje Feseni nasledujiho prikladu.
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Priklad 4.5.3
Urcete vzdélenost d bodu Q[7,1,9] od pfimky p(P, @); P[1,3,—1], & = (4,1, 3).

Q

P

Obrazek 4.8: Vzdélenost bodu od piimky

Postupné feseni

Zadani:
> Q:=[7,1,9]1;P:=[1,3,-1];u:=[4,1,3];
Q = [7,1,9]
P = [1,3,—1]
u = [4,1,3]

Ur¢ime parametrické vyjadieni bodi X primky p:
> t:=’t’: X:=[P[1]+t*ul1],P[2]+t*u[2] ,P[3]+t*ul3]];
X = [L4+4t,3 4+t —1+34]
Z podminky, Ze soucin (X — Q) - @ = 0, uréime hodnotu parametru ¢, pro kterou
X=R:
> soucin:=(X[1]1-Q[11)*ul[1]1+(X[2]1-Q[2])*u[2]+(X[3]1-Q[3])*u[3];

soucin = —52 + 26t
> t:=solve(soucin,t);
t =2
Dosazenim ziskdme souradnice bodu R:
> R:=X;
R :=19,5,5]

Vzdalenost bodu ) od primky p je rovna vzdalenosti () od bodu R:
> vzdalenost:=sqrt ((R[1]1-Q[1])~2+(R[2]-Q[2])"2+(R[3]-Q[3]1)"2);
vzdalenost := 6
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Jiny postup pro nalezeni bodu R (kolmého prumétu ) na primku p)

Urcujeme vzdalenost bodu @) od ptimky p(P,u). Zadani:
> Q;Pju;
[7,1,9]
1,3, —1]
4,1, 3]
Ur¢ime parametrické vyjadieni primky p:
> t:=’t’: p:=[P[1]+t*ul1] ,P[2]+t*u[2],P[3]+t*ul3]];
p:=[1+4t,3+t -1+ 3t
Bodem @ vedeme rovinu p kolmou k pfimce p:
> d:=’d’: rho:=ul[l]*x+u[2]*y+u[3]*z+d=0;
p =4r+y+32+d=0
> subs(x=Q[1],y=Q[2],z=Q[3],rho);
56 +d=0
> d:=solve(subs(x=Q[1],y=Q[2],2z=Q[3],rho) ,d);
d = —56
> rho;
dr4+y+32—56=0
Sestrojime prisecik R roviny p a pfimky p:
> t:=solve(subs(x=p[1],y=p[2],z=p[3],rho),t);
t =2
> R:=P+tx*u;
R :=19,5,5]
Dostavame stejny bod R a vzdalenost () od p je rovna vzdélenosti bodi @ a R:
> vzdal:=sqrt((R[11-Q[1])~2+(R[2]-Q[2])~2+(R[3]1-Q[3]1)"2);
vzdal == 6

Reseni pomoci procedury

Pro feseni ptikladti tohoto typu mtzeme pouzit proceduru VzdalenostO0dPrimky.
Pouzijme vystup = 4 pro postup feseni i s obrazkem:
> Vzdalenost0dPrimky(Q,P,u,4);
Zadani ulohy:

Urcete vzdalenost d bodu Q[7, 1, 9] od primky p(P,u); P[1, 3, -1], u = (4, 1, 3).

Postup reseni:

1) Nejdrive urcime parametricke vyjadreni primky p: X = P + t*u:
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X =[1,3,—1] +t[4,1,3]
2) Z podminky kolmosti (X-Q).u=0 urcime hodnotu t tak, ze X=R:
t=2
3) Urcime vzdalenost d = |RQ)|:
Vzdalenost d bodu Q od primky p(P,u) je 6

Pokud chceme jen vysledek, zvolime jako ¢tvrty parametr 1.
> VzdalenostOdPrimky([7,1,9],[1,3,-1],[4,1,3],1);
6
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Pro vyfeSeni pouze do obrazku zvolime vystup=>H
> VzdalenostOdPrimky([-1,-4,2],[1,3,-1]1,[4,1,3],5);
Vzdalenost bodu Q od primky p(P,u) je 2/13*2561/™N(1/2)

Vzdalenost bodu od roviny

Vyfesme nejprve obecnou tlohu (bez konkrétniho numerického zadani) - uréit vzdéle-
nost v daného bodu P od dané roviny p.

Postup reseni se sklada ze tii aloh, které umime resit:
1. Bodem P vedeme pfimku p kolmou k roviné p (obr. 4.7 na strané 45).
2. Urc¢ime prisecik R piimky p a roviny p.

3. Ur¢ime vzdalenost v = |PR).

Predpokladejme, ze p: ax + by + cz + d = 0 a bod je dén soufadnicemi - P[py, ps, p3]:
> a:=’a’:b:=’b’:c:=’c’:d:=’d’:rho:=[a,b,c,d]:
rho [1]*x+rho [2] *y+rho [3] *z+rho [4]=0;p:="p’ :P:=[p[1],p[2],p[3]1];
ar +by +cz+d=0

P = [p1, p2, ps]
Vektor (a, b, c) bude smérovym vektorem kolmice p, ktera je tedy tvaru:

> t:="t’: X[1]:=P[1]+rho[1]*t: X[2]:=P[2]+rho[2]*t: X[3]:=P[3]+
+rho[3]*t: print(‘p: x‘=X[1]); print(y=X[2]); print(z=X[3]);
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p:x=p +ta
y=po+1tb
z = p3+tc

Priisecik ur¢ime dosazenim bodu ptfimky p do rovnice roviny p:
> rho[1]*X[1]+rho[2]*X[2]+rho[3]*X[3]+rho[4]=0;
a(pr+ta)+b(pa+1th)+c(ps+tc)+d=0
> t:=solve(%,t);

Lo _apr +bpy +cps+d

a? + b + c?
Bod R je bodem ptimky p. Proto R = P + tu. Po upravé dostavame R — P =t - 1.
Hledané vzdalenost je vzdalenosti bodt R a P. Takze dostavame v = |Pp| =

= |R— P| = |tu] = |t|.|d]. Velikost vektoru (a, b, ¢) je Va? + b> + ¢? a dostavame:
> v:= abs(t)*sqrt(rho[1]"2+rho[2] "2+rho[3]"2);

b d
_ | @p1+ bpa + cps + IR rE

a2+b2+62

Coz muzeme psat ve tvaru:
> v:=RealDomain[simplify] (v);
v — lapy + bpa + cps + d|

Va2 + b2+ 2

Vysledek zformulujeme jako vétu:

Véta. Vzdalenost bodu P[py, ps, ps3| od roviny p: ax + by + cz + d = 0 je vyjadiena

vzorcem
v — lap1 + bpa + cps + d|

vaz+ b2+ 2

Priklad 4.5.4
Urcete vzdélenost d bodu P[3, -2, —1] od roviny p: 2x — 6y + 32— 1 = 0.

Postupné reseni

Zadani:
> P:=[3,-2,-1]; rho:=[2,-6,3,-1]:
rho [1]*x+rho [2] *y+rho [3] *z+rho [4]=0;

P = [3,-2,—1]
20—-6y+32z—1=0
Vzdéalenost vypocitame dosazenim do vzorce, ktery jsme pravé odvodili:
> d=v;
_ lapy + bpy + cps + d|

d
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> d=abs(rho[1]*P[1]+rho[2]*P[2]+rho[3]*P[3]+rho[4])/sqrt(rho[1] "2+
+rho[2] "2+rho[3]°2);

d=2
Dostavame vysledek:
Vzdéalenost bodu P od roviny p je 2.

Reseni pomoci procedury

Pro feSeni prikladt tohoto typu mutzeme pouzit proceduru VzdalenostOdRoviny:
> VzdalenostOdRoviny(P,rho,4) ;
Zadani ulohy:

Urcete vzdalenost d bodu P[3, -2, -1] od roviny rho: 2*x-6*y+3%z-1 = 0.

Postup reseni:
1) Pouze dosadime do vzorce:

v — lapy + bpa + cps + d|

Vzdalenost bodu od roviny je
2
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> VzdalenostOdRoviny([2,-1,2],[4,-2,6,-1],4);
Zadant ulohy:

Urcete vzdalenost d bodu P|[2, -1, 2] od roviny rho: 4*x-2*y+6%*z-1 = 0.

Postup reseni:

1) Pouze dosadime do vzorce:

o lapy + bpe + cps + d|

Va2 + b2+ c?

Vzdalenost bodu od roviny je

v

Odchylka dvou primek

Vzpomenme si, jak je definovana odchylka dvou pfimek p, ¢ v prostoru. Na primce
p zvolime libovolny bod a vedeme jim pfimku ¢’ rovnobéZnou s pfimkou ¢. Odchylka
pfimek p, ¢ je rovna odchylce pfimek p, ¢’ (tyto pfimky jiz lezi v roviné). Protoze
rovnobézné primky maji stejné smérové vektory, plati:

Véta. Odchylka ptimek p(P, i) a ¢(Q, ) je ¢islo ¢ € <0, %>, pro které plati

£l
=

cos p =

=
<=
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Priklad 4.5.5

Urcete odchylku ¢ ptimek p(A, @) a ¢(B,7), je-li dano: A[1,0,3], 4 = (1,1,—2),
B[3,1,—1], 7= [~1,0, 1].

Postupné reseni

Zadani:
> A:=[1,0,3];u:=[1,1,-2];B:=[3,1,-1]; v:=[-1,0,1];phi:="phi’:
A = 11,0,3]
u = [1,1, 2]
B = [3,1,—1]
v = [-1,0,1]

Dosadime do vzorce:
> cos(phi):= abs(ul[1]*v[1]+u[2]*v[2]+u[3]*v[3])/sqrt((sqrt(ul1] -2+
+u[2] "2+u[3]"2)*sqrt(v[1] ~2+v[2] "2+v[3]"2))"2);

cos () = % V3

Odtud jiz dostavame odchylku:
> phi:=arccos(cos(phi));

Odchylka ve stupnich je tedy:
> phi[stupne] :=phi*360/2/Pi;
Pstupne -— 30

Reseni pomoci procedury

Protoze pii urcovani odchylky piimek nehraje roli jejich umisténi v prostoru, ale
pouze jejich smér, mizeme pro hledani odchylky dvou primek pouzit proceduru
OdchylkaVektoru. Do procedury potom zadavame jen smérové vektory zadanych
primek:
> 0OdchylkaVektoru(u,v) ;
Zadani ulohy:

Urcete odchylku vektoru u a v, u = (1,1,-2), v = (-1,0,1).

Postup reseni:
1) Pouze dosadime do vzorce:

B lu vl

s (0) = 1o |
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2) Z toho dostavame:
1

cos (p) = 5 V3

Odchylka vektoru (v radianech) je 1/6*Pi.
Odchylka vektoru je 30 stupnu.
> 0OdchylkaVektoru([1,1,3],[-1,0,1],1);

1
arccos (ﬁ vV 22)
Zadame-li dva kolmé vektory, dostaneme o jejich kolmosti na zavér poznamku:
> 0OdchylkaVektoru([0,1,0],[-1,0,1]);
Zadani ulohy:

Urcete odchylku vektoru u a v, u = (0,1,0), v = (-1,0,1).

Postup reseni:
1) Pouze dosadime do vzorce:
lu vl
=TT
2) Z toho dostavame:
cos (p) =0
Odchylka vektoru (v radianech) je 1/2*Pi.
Odchylka vektoru je 90 stupnu.
Poznamka: vektory jsou kolme.
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Odchylka pFfimky a roviny

Je-li pfimka p k roviné p kolma, je odchylka ptimky p a roviny p rovna 3.
Neni-li pfimka p kolmé k roviné p, vedeme ji rovinu o kolmou k roviné p (obr. 4.9).

Rovina o protne rovinu p v piimce p’. Odchylka ¢ pfimky p a roviny p je pak odchylka
piimek p, p’. Vidime, Ze je pro nas vyhodné&jsi sestrojit pfimku ¢ kolmou k roviné p (na
obr. 4.9 je vedena prusecikem roviny p a ptimky p). Ozna¢ime-li ¢ odchylku piimek
P, 4, je potom ¢ = 7 — 1.

Obrazek 4.9: Odchylka primky a roviny

Priklad 4.5.6

Vypoditejte odchylku ¢ pfimky AB a roviny p, je-li: A[1,0,7], B[3,—3,6], p: 20 —3y+
+2z4+4=0.

Postupné feseni

Zadani:
> A:=[1,0,7]1;B:=[3,-3,6];rho:=[2,-3,1,4]: sort(rho[1]l*’x’+rho[2]*
*x’y’+rho [3]*’z’+rho [4]=0, [x,y,z]) ;psi:="psi’: phi:=’phi’:
A = 1,0,7]
B := [3,-3,6]
20 —-3y+z2+4=0
Smérovy vektor primky AB je vektor B — A:
> u:=B-A;
u = [2,-3,—1]
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Urc¢ime norméalovy vektor roviny p:
> v:=[rho[1],rho[2],rho[3]];
v o= [2,-3,1]
Vypocitame velikost thlu ¢ dosazenim do vzorce:

> cos(psi):= abs(ul[1l*v[1]+u[2]*v[2]+u[3]*v[3])/sqrt((sqrt(ul1] 2+
+u[2] "2+u[3]"2)*sqrt(v[1] ~2+v[2] "2+v[3]"2))"2);

cos (¢) = g
Po uprave:
> psi:=arccos(cos(psi));
6
1 1= arccos (?)
To je priblizné:
> psi:=evalf(psi,5);
Y = 0.54111

Hledana odchylka je ¢ = 5 — -
> phi:=Pi/2-psi;
0 = g— 0.54111
Odtud dostavame pfibliznou velikost ¢:
> phi:=evalf (%,5);
p = 1.0297
Tu mtzeme prevést na stupneé:
> phi[stupne] :=evalf (phi*360/2/Pi,5);
Pstupne = 98.999
Odchylka je tedy priblizné 59 stupnii.

Reseni pomoci procedury

Pro feseni prikladd tohoto typu mutzeme pouzit proceduru 0dchylkaPrimkyRoviny:
> 0OdchylkaPrimkyRoviny(A,B-A,rho);
Zadani ulohy:

Urcete odchylku primky p urcene bodem P[1, 0, 7] a vektorem
u = (2,-3,-1) a roviny rho: 2*x-3*y+z+4 = 0.

Postup reseni:
1) Urcime normalovy vektor n roviny rho:
n=[2,-3,1]

2) Urcime odchylku psi vektoru u a n ze vzorce:
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B |u * n|

s (0) = [Tl

1) = arccos (g)

To je priblizne
0.54111
3) Hledana odchylka phi je doplnkem psi:
1
¥ = 2 T =1
Odchylka primky a roviny je priblizne 1.0297.

Odchylka primky a roviny je priblizne 59.0 stupnu.

Odchylka dvou rovin

Odchylku dvou rovin p, o dostaneme tak, ze obé roviny protneme tfeti rovinou 7,
kterd je k obéma rovindm kolma (to znamen4, Ze je kolma k jejich priisecnici). Rovina
T protne rovinu p, resp. o v piimce r, resp. s (obr. 4.10). Odchylka ¢ rovin p a o je
odchylka primek r a s.

Priseéikem A rovin p, 7 a o vedme kolmici p, resp. ¢ k roviné p, resp. o. VSechny
primky p, ¢, r, s lezi v roviné 7. Primky p, ¢ maji stejnou odchylku ¢ jako ptimky r,
s. Odchylku ¢ rovin p a o tedy snadno uré¢ime pomoci normélovych vektort téchto

rovin.
q p
o
P
©
S T
. @
A T

Obrazek 4.10: Odchylka dvou rovin
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Priklad 4.5.7
Urcete odchylku rovin p: —2x+2y+z2+5=0ao0c:x+y+22+7=0.

Postupné reseni

Zadani:
> rho:=[-1,2,1,5]: sort(rho[1]*’x’+rho[2]*’y’+rho[3]*’z’+rho[4]=0,
[x,y,z]); sigma:=[1,1,2,7]: sort(sigmal[l]l*’x’+sigma[2]*’y’+sigma[3]*
*x’z’+sigma[4]=0, [x,y,2z]); phi:=’phi’:

—r+2y+2+5=0
r4+y+2247=0
Normalové vektory rovin jsou:
> a:=[rho[1],rho[2],rho[3]]; b:=[sigma[1],sigma[2],sigmal[3]1];
a = [-1,2,1]
b:=1[1,1,2]
Podle vzorce pro odchylku plati:

> cos(phi) :=abs(al[1]*b[1]+a[2]*b[2]+a[3]*b[3])/sqrt(al[l] "2+a[2] "2+
+a[3]7°2)/sqrt(b[1]°2+b[2] "2+b[3]"2);

1
cos (p) := 3
Po tpravé dostavame odchylku v radianech:

> phi:=arccos(cos(phi));

Mizeme prevést na stupné:
> phi[stupne] :=phi/2/Pi*360;
Pstupne ~— 60

Reseni pomoci procedury

Pro feseni prikladt tohoto typu mtzeme pouzit proceduru 0OdchylkaRovin:
> 0OdchylkaRovin(rho,sigma);
Zadani ulohy:

Urcete odchylku rovin rho: -x+2*y+z+5 = 0
a sigma: x+y+2%z+47 = 0.

Postup reseni:
1) Odchylka rovin je rovna odchylce normalovych vektoru. Ty jsou:
—1,2,1], [1, 1, 2]

2) Odchylku normalovych vektoru vypocitame ze vzorce:



4.5. METRICKE ULOHY 60

cos (¢) = 5

Odchylka rovin (v radianech) je 1/3*Pi.
Odchylka rovin je 60 stupnu.
Zkusme vypocitat odchylku dvou rovnobéznych rovin:
> 0OdchylkaRovin(rho,rho+[0,0,0,2]);
Zadani ulohy:

Urcete odchylku rovin rho: -x+2*y+z+5 = 0
a sigma: -x+2*y+z+47 = 0.

Postup reseni:

1) Odchylka rovin je rovna odchylce normalovych vektoru. Ty jsou:

—1,2,1], [-1,2,1]
2) Odchylku normalovych vektoru vypocitame ze vzorce:
cos (p) =1

Odchylka rovin (v radianech) je 0.
Odchylka rovin je 0 stupnu.
Poznamka: Roviny jsou rovnobezne ruzne.
Jiné zadani s vystupem pouze jako hodnota:
> 0OdchylkaRovin([0,0,1,4],rho,1);

1
arccos (6 \/6)

Alternativni procedura

Protoze vlastné hledame odchylku norméalovych vektord, mizeme pouzit ptimo norma-
lové vektory rovin do procedury 0dchylkaVektoru (na rozdil od pfedchozi procedury
ale neni mozné na vystupu ziskat pripadnou poznadmku o specialni vzajemné poloze
rovin):
> 0OdchylkaVektoru(a,b,2);
Odchylka vektoru je 60 stupnu.
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Kapitola 5

Generovani zadani

Pro potteby zadani pisemnych praci a také rozsifeni sbirek piikladd je nékdy potieba
vytvaret nova zadani iloh nebo alesponi obménit souradnice v zadani. Tyto souradnice
bychom mohli ndhodné vybrat. Libovolné zvolena ¢isla ale u vétsiny prikladti nevedou
k vytvoreni piikladu, ktery by mél vysledek v ptijatelném tvaru a tim by byl pro vyuku
pouzitelny. Z didaktického i praktického hlediska by totiz méli studenti na stiedni skole
priklad bez komplikaci nesouvisejicich s analytickou geometrii vytesit, zejména pokud
maji priklad Tesit bez pouziti kalkulacky nebo pocitace. Jde také o mezivysledky, které
by nemély vychézet jako slozité vyrazy, ale spiSe jednodussi, napt. zlomek s omezenym
jmenovatelem, odmocnina z celého ¢isla apod.

Proto jsem vytvoril v programu Maple proceduru GenerujVzdalenostOdPrimky,
kterda vytvari obménéna zadani k prikladu 4.5.3 na strané 47 - ,,Urcete vzdalenost d
bodu Q[7,1,9] od piimky p(P,u); P[1,3,—1], © = (4,1, 3)*.

Procedura méa dva povinné parametry. Prvni urcuje rozsah absolutnich hodnot
soufadnic utvara ve vytvoreném zadani tlohy. Druhy parametr omezuje jmenovatele
parametru ¢ pii vypoctu. Tfetim (nepovinnym) parametrem lze uréit soubor, do kte-
rého se budou zadani ukladat (jinak ZadaniVzdalenostOdPrimky.txt). Vystupem pro-
cedury jsou texty zadani ulozené (s feSenimi) do souboru a posledni zadani v proménné
ZadaniVzdalenostOdPrimky tvaru (Q, P, u, vzdal), kde vzdal je vysledek tulohy.

Nové generované priklady jsou pfipsany na konec souboru a lze si tedy udélat
péeknou ,,sbirku“ rtiznych zadani stejné tlohy. Protoze se nové vytvorena zadani mohou
hodit zejména pro vytvoreni pisemné prace, ponechal jsem moznost vygenerovat pfii
jednom volani procedury zadani lisici se pouze jednou souradnici, a to soufadnici
p3. Tato ,podobna“ zadani pak mohou byt pri pisemné praci zradna pro opisujici
studenty. Zadéani totiz mohou vzbudit klamné zdani, ze se jedna o tentyz priklad.
A pokud student opiSe feSeni u souseda, nejenze bude mit Spatny vysledek, ale usvédci
ho to také z opisovani (pokud tedy vylou¢ime moznost omylu pfi ¢teni zadani).

Pokud k vytvoreni témér shodnych zadani dojde, je na to uzivatel upozornén
jak na vystupu v Maple, tak také v souboru se zadanimi. Pokud by chtél uzivatel
vytvareni ,,podobnych® zadani zamezit, staci odstranit # v misté, které je oznaceno
v zapisniku balikandy.mw a nechat balik andy nové vytvofit. Pro ucely nasledného
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pouziti jsou zadani zapisovana tak, aby na lichych fadcich bylo zadani a na sudych
vysledek. Pokud se vyskytnou ,,podobnéd* zadani, tak lichy fadek za nimi zacin4 jejich
poctem a nasledujici fadek je prazdny. To umoznuje automatické nacitani jednotlivych
zadani napf. pii vytvareni jiz zminovaného zadani pisemné prace.

A nyni jiz k vlastnimu volani procedury. Chceme-li soutadnice v rozsahu (—4, 4)
a aby parametr ¢ vychazel jako celociselny nasobek %, zvolime prvni parametr 4 a
druhy 2:

> GenerujVzdalenostOdPrimky(4,2);

Urcete vzdalenost d bodu QJ-3, -1, -3] od primky p(P, u); P[2, 4, 4], u = (1, 1, -3).

Resena, 2 V22
Zapsano do souboru ZadaniVzdalenostOdPrimky.txt
Pro dalsi vypocty pfimo v zapisniku mame k dispozici posledni zadani v proménné
ZadaniVzdalenostOdPrimky:
> ZadaniVzdalenostOdPrimky;
[-3,—1,-3], [2,4,4], [1,1,-3], 2+/22
Zda vytvotrené zadani spliuje danou podminku na to, aby parametr ¢ pii vypoctu

vychézel jako celoc¢iselny nasobek jedné poloviny, mtzeme lehce ovérit procedurou
Vzdalenost0dPrimky. Staci ji volat tak, aby Maple vypsal i postup feseni:

> Vzdalenost0dPrimky(ZadaniVzdalenostOdPrimky[1..3]);
Zadani ulohy:

Urcete vzdalenost d bodu QJ[-3, -1, -3] od primky p(P,u);
P2, 4, 4], u= (1, 1, -3).

Postup reseni:

*’U .

1) Nejdrive urcime parametricke vyjadreni primky p: X = P + t
X =1[2,4,4] +t[1,1, 3]
2) Z podminky kolmosti (X-Q).u=0 urcime hodnotu t tak, ze X=R:
t=1
3) Urcime vzdalenost d = |RQ)|:
Vzdalenost d bodu Q od primky p(P,u) je 2*22" (1/2)
Vidime, ze t je 1 a tedy spliiuje nase pozadavky.
Nasledujici volani procedury je ukazkou vytvoreni ,,podobnych® zadani:
> GenerujVzdalenostOdPrimky(4,2);
Urcete vzdalenost d bodu QJ-1, 3, -2] od primky p(P, u); P[4, -3, -2], u = (0, -3, -3).
Reseni, v/43
Urcete vzdalenost d bodu Q/-1, 3, -2] od primky p(P, u); P[4, -3, 1], u = (0, -3, -3).

Reseni, 1/2 /262
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Urcete vzdalenost d bodu Q/-1, 3, -2] od primky p(P, u); P[4, -3, 4], u = (0, -3, -3).
Reseni, v/97

FAdAAAAIAR, Zadani 3 predchozich prikladu se lisi pouze v souradnici p3. **FFsAkxA*

Zapsano do souboru ZadaniVzdalenostOdPrimky.txt

Textovy soubor ZadaniVzdalenostOdPrimky.txt, kam se zadani ulozila, pak vypada
tieba takto (pro ilustraci celého souboru jsou zde vypsany také tlohy vygenerované
pfedtim a potom):

Urcete vzdalenost d bodu Q[-1, 1, 0] od primky p(P, u); P[-4, 3,
Reseni: 1/2%42°(1/2)

Urcete vzdalenost d bodu Q[-1, 3, -2] od primky p(P, uw); P[4, -3,
Reseni: 437°(1/2)

Urcete vzdalenost d bodu Q[-1, 3, -2] od primky p(P, uw); P[4, -3,
Reseni: 1/2%x262°(1/2)

Urcete vzdalenost d bodu Q[-1, 3, -2] od primky p(P, uw); P[4, -3,
Reseni: 97°(1/2)

3**x* Zadani 3 predchozich prikladu se lisi pouze v souradnici p3. **x

Urcete vzdalenost d bodu Q[-4, 1, 2] od primky p(P, u); P[2, -2,
Reseni: 3/2%2°(1/2)

Dilezity je prazdny radek. Ten nam udrzuje pozici zadani na lichjch fadcich a feseni
na sudych. Zaroven lze pouzit pro vyhledani ,,podobnych* zadani pfi zpétném nacitani
jednotlivych fadkd. Pti nacitani pak staci hledat podle prvniho znaku a presné vime,
co Tadek obsahuje, prip. co obsahuji radky predchézejici. Tak si miizeme podle prani
ze souboru vytahnout automatizované treba tii podobna zadani nebo zase zadani
teoreticky nepodobné (nevytvorend pfi jednom volani procedury).
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Z.aver

V predchozich kapitolach jsem popsal, jak lze se zapisnikem Analyticka_geometrie.mw
pracovat. Doufam, Ze to pro ¢tenafe bude motivaci k jeho otevieni a vyzkouseni jed-
notlivych procedur.

Nyni bych jesté chtél naznacit, jak by se na tuto praci dalo navazat. V kapitole 5
popisuji proceduru na generovani obmeénénych zadani jednoho ptikladu. Dvé takové
procedury vytvorila ve své diplomové préci [3] Jana Kotackova. Otevira se zde prostor
pro vytvoreni celé sady téchto procedur a automatizovanému vytvareni zadani celych
pisemnych praci.

Pokud bychom cht€li jiz nyni obménit zadani jiného prikladu, pro jehoz reSeni
je zde uvedena procedura, mame také urcitou moznost. A to kombinaci ru¢niho a
automatizovaného postupu. Mtzeme totiz proceduru na feseni volat s nahodné zvole-
nymi souradnicemi. A pokud se nam bude libit vysledek, resp. mezivysledky, zadani
si ulozime nebo opiseme.

Na nékterych skolach se jiz pfi vyuce matematiky pocitac vyuziva. Proto by mohla
byt tato prace pomtickou nebo inspiraci pro vyuziti progamu Maple pii vyuce nebo
procvicovani latky z analytické geometrie.

Moznosti pro vyuziti programu Maple pfi vyuce jsou obrovské a jeho pofizeni
do skoly muze byt velmi pfinosné. Lze ho totiz vyuzit nejen pro vyuku analytické
geometrie, ale také v diferencialnim a integralnim poctu, ve vyuce posloupnosti a fad,
algebry a v dalsich ¢astech matematiky.
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