MASARYKOVA UNIVERZITA Fakulta informatiky

Nekoneèné øady s programem Maple

Brno 2001 Petr Kubìna

Prohlaźuji, ¿e jsem tuto práci vypracoval samostatnì a podle pokynù vedoucího diplomové práce a pou¿il jsem pouze materiály, které jsou uvedeny v seznamu literatury.

Dìkuji vedoucímu diplomové práce RNDr. Romanu Plchovi Ph.D. za odborné vedení, cenné rady a pøipomínky, které mi poskytl pøi zpracování tohoto tématu.

Obsah

Úvod 5

1 Pøíkazy systému Maple 7

2 Nekoneèné èíselné øady 12 2.1 Základní pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.2 Pøíklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 Èíselné øady s nezápornými èleny 35 3.1 Základní pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 3.1.1 Srovnávací kriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 3.1.2 Limitní srovnávací kriterium . . . . . . . . . . . . . . . 38 3.1.3 Odmocninové kriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 3.1.4 Podílové kriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3.1.5 Limitní Raabeovo kriterium . . . . . . . . . . . . . . . 42 3.1.6 Integrální kriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 3.1.7 Kummerovo kriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 3.2 Pøíklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4 Absolutní a neabsolutní konvergence 53 4.1 Alternující øady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 4.2 Absolutní konvergence èíselných øad . . . . . . . . . . . . . . . 55 4.3 Pøíklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5 Numerická sumace 63 5.1 Základní pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 5.2 Pøíklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

6 Souèin øad 73 6.1 Základní pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

7 Zdrojové texty vlastních procedur 78

OBSAH 4 8 Internetové zdroje 93 Závìr 95 Literatura 96

Úvod

V souèasné dobì stále více pronikají do naźich ¿ivotù informaèní technologie. Zejména výpoèetní technika expanduje prakticky do vźech odvìtví lidské èinnosti. Znalost práce s poèítaèem se dnes stává nedílnou souèástí vźeobecného vzdìlání moderního èlovìka.

Ve své diplomové práci se zabývám mo¿nostmi vyu¿ití systému pro symbolické výpoèty Maple pøi výuce tématu nekoneèné èíselné øady. Výhody vyu¿ití tohoto systému ve výuce matematiky spoèívají pøedevźím v urychlení rutinních výpoètù (studenti uźetøí èas, který pak mohou vìnovat napøíklad rozsáhlejźímu procvièení probírané látky) a v bohatých mo¿nostech vizualizace, která mù¿e pomoci lepźímu pochopení probíraného pojmu.

Práce je urèena jak uèitelùm, tak i studentùm. Uèitelé mohou vyu¿ít ilustrace a pøíklady k o¿ivení výuky. Práce mù¿e také poslou¿it jako inspirace jak Maple vyu¿ít pøi výuce dalźích partií matematiky. Studenti pak mohou práci vyu¿ít jako doplòková skripta a zároveò sbírku øeźených pøíkladù, týkajících se nekoneèných èíselných øad.

Èasto pou¿ívané postupy jsem automatizoval pomocí Maplovského programovacího jazyka ve formì procedur. Maplovský programovací jazyk je jednoduchý a snadno nauèitelný. K jeho ovádnutí staèí základní znalosti algoritmizace. Ètenáø si doprogramováním dalźích procedur mù¿e ovìøit nakolik pochopil probírané téma a zároveò si procvièit své programátorské dovednosti.

Diplomová práce je rozdìlena do osmi kapitol. V první kapitole popisuji jednotlivé pøíkazy systému Maple, které budeme pou¿ívat v dalźím textu pøi øeźení pøíkladù. Pøedpokládám základní znalost práce se systémem Maple. V práci vyu¿ívám také vlastní procedury, které se nacházejí na pøilo- ¿ené disketì v souboru moproc.m. Kdykoli se v textu zmíním, ¿e nìjaká procedura je doprogramovaná, je tøeba pøed jejím pou¿itím provést pøíkaz

read(‘moproc.m‘);, pokud tak ji¿ nebylo uèinìno od poèátku sezení nebo od posledního pou¿ití pøíkazu restart;.

Dalźí ètyøi kapitoly jsou rozdìleny v¿dy na dvì èásti. V první èásti je struènì shrnuta teorie. Vìty jsou uvádìny bez dùkazù, které lze nalézt napø. v [1]. Kromì teorie jsou v první èásti uvedeny té¿ ilustraèní pøíklady, které ukazují postupy, jimi¿ lze øeźit pøíklady týkající se pøísluźné kapitoly. Druhou èást tvoøí øeźené pøíklady, které mohou poslou¿it k procvièení látky probírané v první èásti kapitoly. Vyjímku tvoøí ètvrtá kapitola, která má teoretické èásti dvì.

ľestá kapitola je ponìkud struènìjźí a obsahuje pouze teoretickou èást, neboż téma souèin øad se v uèitelském studiu zcela vynechává.

Sedmá kapitola obsahuje zdrojové texty doprogramovaných procedur, je¿ jsou v práci vyu¿ívány.

Osmá kapitola se vìnuje internetovým zdrojùm, které se týkají zpracovávaného tématu. V ¿ádném pøípadì se nejedná o úplný seznam, popisuji pouze malou èást z nepøeberného mno¿ství zdrojù, které lze té¿ vyu¿ít pro výuku nekoneèných èíselných øad s vyu¿itím systému Maple.

Kapitola 1

Pøíkazy systému Maple

V této kapitole uvádím seznam pøíkazù Maplu (vèetnì jejich parametrù), s nimi¿ budeme v dalźím textu pracovat.

Pøíkaz abs

Význam: absolutní hodnota výrazu. Syntaxe:

abs(expr)

Parametry:

expr - výraz, jeho¿ absolutní hodnotu poèítáme.

Pøíkaz limit

Význam: výpoèet limity. Syntaxe:

limit(expr,x=a,dir)

Parametry:

expr - výraz, jeho¿ limitu pøíkaz poèítá,
x - jméno promìnné ve výrazu expr,
a - bod, v nìm¿ se limita poèítá, (tedy reálné èíslo, popø. slovo infinity,

resp. -infinity pro ∞, resp. pro − ∞) a

dir - nepovinný parametr, který mù¿e nabývat hodnot left, resp. right

pro výpoèet levostranné, resp. pravostranné limity. Je-li parametr vynechán, poèítá se limita oboustranná.

Pøíkaz simplify

Význam: zjednoduźení výrazu. Syntaxe:

simplify(expr)

Parametr :

expr - výraz, který chceme zjednoduźit.

Pøíkaz ceil

Význam: zaokrouhlení èísla nahoru. Syntaxe:

ceil(x)

Parametr :

x - èíselný výraz, který chceme zaokrouhlit.

Pøíkaz convert

Význam: pøevod na daný tvar. My jej budeme pou¿ívat k rozkladu výrazu na parciální zlomky. Syntaxe:

convert(expr,tvar,x)

Parametry:

expr - výraz, který pøevádíme,
tvar - tvar, do nìj¿ chceme daný výraz pøevést. V naźem pøípadì budeme

pou¿ívat parametr ‘parfrac‘, který øíká, ¿e chceme výraz rozlo¿it na parciální zlomky. Je lepźí uvést tento parametr v pravých apostrofech pro pøípad, ¿e by v pamìti byla naètena promìnná stejného jména,

x - jméno promìnné ve výrazu expr.

Pøíkaz subs

Význam: substituce ve výrazu. Syntaxe:

subs(x=a,expr)

Parametry:

x - jméno promìnné ve výrazu expr,
a - promìnná, resp. konstanta, kterou substituujeme za promìnnou x,
expr - výraz, v nìm¿ substituci provádíme.

Pøíkaz evalf

Význam: vyèíslení výrazu v pohyblivé desetinné èárce. Syntaxe:

evalf(expr,n)

Parametry:

expr - výraz, jeho¿ hodnotu chceme vyèíslit,
n - nepovinný parametr, udávající poèet platných cifer.

Pøíkaz sum

Význam: výpoèet souètu øady. Syntaxe:

sum(expr,n=a..b)

Parametry:

expr - výraz a_n zadané øady

∑ a_n,

n - jméno promìnné ve výrazu expr,
a - dolní mez a
b - horní mez dané øady.

Pøíkaz int

Význam: výpoèet integrálu. Syntaxe:

int(expr,x=a..b)

Parametry:

expr - výraz, který integrujeme,
x - jméno promìnné ve výrazu expr,
a - dolní mez a
b - horní mez daného integrálu.

Zapíźeme-li pøíkaz bez mezí, tedy ve tvaru int(expr,x), Maple spoèítá neurèitý intergrál výrazu expr.

Pøíkaz di¸

Význam: výpoèet derivace. Syntaxe:

diff(expr,x)

Parametry:

expr - výraz, kterou derivujeme,
x - jméno promìnné, podle ní¿ derivujeme.

Pøíkaz solve

Význam: øeźení rovnice, resp. nerovnice, pøíp. soustavy rovnic, resp. nerovnic. Syntaxe:

solve(rovnice,x)

Parametry:

rovnice - rovnice, resp. nerovnice, kterou øeźíme. Øeźíme-li soustavu rovnic,

resp. nerovnic, pak tento parametr musíme zapsat jako mno¿inu, tj. uzavøít jej do slo¿ených závorek,

x - jméno neznámé, pøíp. neznámých. Tento parametr je nepovinný, Maple

sám doká¿e rozpoznat jména vźech neznámých.

Pøíkaz fsolve

Význam: stejný jako pøedchozí pøíkaz solve, pro øeźení vźak pou¿ívá aritmetiku pohyblivé desetinné èárky. Syntaxe:

solve(rovnice,x,options)

Parametry:

rovnice - rovnice, resp. nerovnice, kterou øeźíme. Øeźíme-li soustavu rovnic,

resp. nerovnic, pak tento parametr musíme zapsat jako mno¿inu, tj. uzavøít jej do slo¿ených závorek,

x - jméno neznámé, pøíp. neznámých. Tento parametr je nepovinný, Maple

sám doká¿e rozpoznat jména vźech neznámých,

options - nepovinný parametr, nastavující rùzné doplòující volby, napø. na

jakém intervalu se má øeźení vyźetøovat (podrobnìji viz Help v Maplu).

Pøíkaz plot

Význam: vykreslení grafu funkce. Syntaxe:

plot(expr,x=a..b,y=c..d,options)

Parametry:

expr - výraz, jeho¿ graf pøíkaz vykreslí,
x=a..b - x udává jméno nezávislé promìnné ve výrazu expr; a, b jsou èísla,

udávající rozsah na ose x,

y=c..d - nepovinný parametr, y je jméno závislé promìnné a c, d èísla, udá-

vající rozsah na ose y. Není-li parametr uveden, je závislá promìnná oznaèena jako y a její rozsah dopoèítán v závislosti na rozsahu pro x a výrazu expr,

options - nepovinný parametr, udávající rùzné doplòující volby, napø. barvu

a sílu køivky, zpùsob zobrazení os atd. (Podrobnìjźí informace lze nalézt v Helpu systému Maple).

Pøíkaz display

Význam: zobrazení více grafù do jednoho obrázku. Syntaxe:

display(L,insequence=true,options)

Parametry:

L - seznam, mno¿ina, nebo pole grafových struktur,
insequence=true - nepovinný parametr, pou¿ívá se pro animace, kdy je

v ka¿dém kroku animace vykreslena jedna polo¿ka parametru L. Implicitnì je parametr insequence nastaven na hodnotu false, která udává, ¿e se vźechny polo¿ky z L vykreslí najednou do jednoho obrázku,

options - nepovinný parametr urèující dalźí volby obrázku, jako napø. orá-

mování obrázku, legendu apod. (Podrobnìji viz Help v Maplu).

Kapitola 2

Nekoneèné èíselné øady

2.1 Základní pojmy

De˛nice 2.1 Nechż {a_n}^∞_{n=1} je posloupnost reálných èísel. Symbol ∞∑ n=1 a_n nebo a_1 + a_2 + a_3 + . . . + a_n + . . .

nazýváme nekoneènou èíselnou øadou. Posloupnost {s_n}^∞_{n=1}, kde

s_1 = a_1, s_2 = a_1 + a_2, . . . , s_n = a_1 + a_2 + . . . + a_n, . . . ,

nazýváme posloupnost èásteèných souètù této øady. Existuje-li vlastní limita lim_{n→∞} s_n = s, øekneme, ¿e øada ∑_∞ n=1 a_n konverguje a má souèet s. Neexistuje-li vlastní limita lim_{n→∞} s_n = s, øekneme, ¿e øada ∑_∞ n=1 a_n diverguje.

Poznámka 2.1 Pro urèení souètu øady ∑ a_n se pou¿ívá ve vìtźinì pøípadù následující standardní postup: výraz a_n rozlo¿íme na souèet parciálních zlomkù, urèíme n-tý èásteèný souèet s_n dané øady a limitním pøechodem lim_{n→∞} s_n urèíme její souèet.

Vìta 2.1

Jestli¿e øada ∑_∞ n=1 a_n konverguje, pak lim_{n→∞} a_n = 0.

Poznámka 2.2 Tato vìta je vhodná pro rozhodování, zda øada diverguje a pou¿ívá se ve tvaru tzv. logické obmìny: Je-li lim_{n→∞} a_n ≠ 0, pak øada ∑_∞ n=1 a_n diverguje.

Vìta 2.2

Nechż ∑ a_n, ∑ b_n jsou konvergentní øady takové, ¿e ∑ a_n = s, ∑ b_n = t, nechż k ∈ R. Pak platí: a) Øada ∑ (a_n + b_n) je konvergentní, pøièem¿ ∑ (a_n + b_n) = ∑ a_n + ∑ b_n = s + t b) Øada k · ∑ a_n je konvergentní, pøièem¿ ∑ ka_n = k · ∑ a_n = k · s c) Øada (a_1 + a_2 + . . . + a_l) + (a_{l+1} + . . . + a_m) + . . . + (a_{p+1} + . . . + a_q) + . . . je konvergentní a má souèet s.

Poznámka 2.3 Opaèná implikace platí pouze u tvrzení b) pro k ≠ 0, u ostatních dvou vźak obecnì ne.

Pøipomenutí 2.1 Zopakujme si jeźtì pojem geometrické øady a vzorec pro její souèet. Geometrická øada je øada tvaru ∑_∞ n=1 aq^{n−1}, kde a ≠ 0, q ≠ 0. Tato øada je pro |q| < 1 konvergentní a má souèet s = ∑_∞ n=1 aq^{n−1} =^a_{1−q} .

Ilustrace 2.1 Urèete souèet øady_∞ ∑ n=1 1 n(n + 3) . Postupujeme podle Pozn 2.1. Rozlo¿íme výraz^1_{n(n+3)} na souèet parciálních zlomkù:

> rada:=1/(n*(n+3));

rada := 1 n (n + 3)

> convert(rada,’parfrac’,n); 1 3 1 n − 1 3 1 n + 3

Pak tedy

s_1 = 1 3 (1 − 1 4 ) s_2 = 1 3 (1 − 1 4 + 1 2 − 1 5 ) s_3 = 1 3 (1 − 1 4 + 1 2 − 1 5 + 1 3 − 1 6 ) s_4 = 1 3 (1 − 1 4 + 1 2 − 1 5 + 1 3 − 1 6 + 1 4 − 1 7 ) . . s_n = 1 3 (1 − 1 4 + 1 2 − 1 5 + 1 3 − 1 6 + 1 4 − 1 7 + 1 5 − . . . . . . + 1 n − 3 − 1 n + 1 n − 2 − 1 n + 1 + 1 n − 1 − 1 n + 2 + 1 n − 1 n + 3 )

Vidíme, ¿e vìtźina èlenù se vyruźí a dostaneme

s = lim_{n→∞} s_n = lim_{n→∞} 1 3 (1 + 1 2 + 1 3 − 1 n + 1 − 1 n + 2 − 1 n + 3 ) Pro výpoèet limity pou¿ijeme pøíkazu limit:

> s[n]:=1/3*(1+1/2+1/3-1/(n-1)-1/(n-2)-1/(n-3)); s_n := 11 18 − 1 3 1 n − 1 − 1 3 1 n − 2 − 1 3 1 n − 3 > Limit(s[n],n=infinity)=limit(s[n],n=infinity); lim_{n→∞} 11 18 − 1 3 1 n − 1 − 1 3 1 n − 2 − 1 3 1 n − 3 = 11 18 Výsledek: ∞∑ n=1 1 n(n + 3) = 11 18 . Je zøejmé, ¿e tento zpùsob výpoètu je ponìkud zdlouhavý. Uvedený postup proto automatizujeme pomocí Maplovského programovacího jazyku doprogramovanou procedurou

poslcass(expr,down,k),

kde

expr je n−tý èlen a_n dané øady

∑ a_n, down je dolní mez øady a
k je pøirozené èíslo, udávající kolik prvních èlenù posloupnosti èásteèných

souètù si pøejeme vypsat.

Jeliko¿ se bavíme o nekoneèných øadách, je horní mez implicitnì nastavena na ∞. Procedura vypíźe prvních k èlenù posloupnosti èásteèných souètù, její obecný n−tý èlen a vrátí souèet zadané øady:

> read(‘moproc.m‘); > poslcass(rada,1,3);

s[1] = 1/4

s[2] = 7/20

s[3] = 73/180

s[n] = -1/3*(8+6*n+3*(n+1)^2)/(n+3)/(n+2)/(n+1)+11/18

∞∑ n=1 1 n (n + 3) = 11 18 Pro kontrolu souètu øady ∑ a_n mù¿eme vyu¿ít Maplovský pøíkaz sum. V naźem pøípadì tedy dostaneme:

> Sum(rada,n=1..infinity)=sum(rada,n=1..infinity); ∞∑ n=1 1 n (n + 3) = 11 18 Pro vìtźí názornost si také mù¿eme nechat vykreslit graf posloupnosti èásteèných souètù zadané øady. Èárkovanì budeme v tomto a dalźích grafech oznaèovat konstantní funkci s = ∑_∞ n=1 a_n, tedy limitu posloupnosti èásteèných souètù (pokud existuje). Z tìchto grafù bude také dobøe patrná tzv. rychlost konvergence. Tento pojem je intuitivnì zøejmý - udává jak rychle se posloupnost èásteèných souètù blí¿í ke své limitì, tedy k souètu dané øady. Pro zájemce o pøesnìjźí vymezení pojmu rychlost konvergence odkazuji napø. na [4].

Pro vykreslení grafu posloupnosti èásteèných souètù mù¿eme vyu¿ít doprogramovanou proceduru

sumplots(Sum(rada,n=a..b),c),

jejím¿ parametrem je pøíkaz Sum, psaný s velkým S, neboż pro správnou funkci procedury nesmí být vyhodnocen. Parametr c je nepovinný a vyjadøuje konstantu, k ní¿ pøièítáme danou øadu (viz Pøíklad 2.2). Pøed pou¿itím procedury sumplots je tøeba naèíst knihovnu plots pøíkazem with(plots).

> read(‘moproc.m‘); > with(plots):

> sumplots(Sum(rada,n=1..60));

PSfrag replacements

Obr. 2.1. Graf posloupnosti èásteèných souètù s_n øady ∑_∞ n=1 1 n(n+3) . Ilustrace 2.2 Vyjádøete ve tvaru zlomku v základním tvaru èíslo −0,12.

Rozepiźme si èíslo −0,12 do nekoneèné øady:

−0,12 = −12 10^2 + −12 10^4 + −12 10^6 + . . . + −12 10^{2n} + . . . . Odtud je zøejmé, ¿e se jedná o geometrickou øadu ∑_∞ n=1 aq^{n−1}, kde a = −12 102 , q =^1_{102} . Pak podle vzorce pro souèet geometrické øady dostáváme:

−0,12 = −12 102 1 −^1_{102}

Tento zlomek vyèíslíme pomocí Maplu:

> (-12/10^2)/(1-1/10^2); −4 33

Výsledek: −0,12 = −4 33 . K urèování kvocientu q a èlenu a geometrické øady ∑_∞ n=1 aq^{n−1} v Maplu slou¿í doprogramovaná procedura

kvocgoem(expr),

kde

expr je n−tý èlen a_n dané øady

∑ a_n.

Pro urèení souètu geometrické øady slou¿í procedura

geom(kvoc,a),

kde parametry kvoc a a jsou globální promìnné, nastavené pøedchozí procedurou kvocgeom, avźak mohou za nì být samozøejmì dosazeny i konkrétní hodnoty.

V naźem pøípadì tedy:

> rada:=-12/10^(2*n); rada := −12 1 10^{(2 n)} > kvocgeom(rada);

kvoc = 1/100

a = -3/25

> geom(kvoc,a); −4 33 Pro kontrolu opìt mù¿eme pou¿ít pøíkaz sum:

> Sum(rada,n=1..infinity)=sum(rada,n=1..infinity); ∞∑ n=1 (−12 1 10^{(2 n)} ) = −4 33

Ilustrace 2.3 Urèete souèet øady ∞∑ n=1 ( √ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n) (2.1)

Vyjádøeme si nìkolik èlenù:

a_1 = √ 3 − 2 √ 2 + 1

a_2 = √ 4 − 2 √ 3 + √ 2 a_3 = √ 5 − 2 √ 4 + √ 3 . . a_{n−2} = √ n − 2 √ n − 1 + √ n − 2 a_{n−1} = √ n + 1 − 2 √ n + √ n − 1 a_n = √ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n Dostáváme pak

s_1 = √ 3 − 2 √ 2 + 1

s_2 = √ 4 − √ 3 − √ 2 + 1

s_3 = √ 5 − √ 4 − √ 2 + 1 . . s_n = √ n + 2 − √ n + 1 − √ 2 + 1

a tedy

s = lim_{n→∞} s_n = lim_{n→∞}(1 − √ 2 − √ n + 1 + √ n + 2)

K výpoètu této limity mù¿eme vyu¿ít systému Maple:

> s[n]:=sqrt(n+2)-sqrt(n+1)-sqrt(2)+1;

s_n := √ n + 2 − √ n + 1 − √ 2 + 1

> Limit(s[n],n=infinity)=limit(s[n],n=infinity); lim_{n→∞} √ n + 2 − √ n + 1 − √ 2 + 1 = − √ 2 + 1

Podívejme se, jak si s øadou (2.1) poradí pøíkaz sum:

> rada:=sqrt(n+2)-2*sqrt(n+1)+sqrt(n); rada := √ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n > Sum(rada,n=1..infinity)=sum(rada,n=1..infinity); ∞∑ n=1 ( √ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n) = ∞∑ n=1 ( √ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n) Vidíme, ¿e pøíkaz sum vrátil pouze zadání øady. To je zpùsobeno tím, ¿e pro urèení souètu øady (2.1) byly pou¿ity nestandardní úpravy. Obecnì urèení souètu øady není v¿dy mo¿né (podrobnìji viz Kap. 3, str. 35). Pou¿ití procedury poslcass by dopadlo stejnì, neboż implementace procedury v sobì obsahuje i pøíkaz sum. V pøípadech, kdy souèet øady nelze urèit pøíkazem sum, mù¿e nìkdy pomoci numerické vyhodnocení pøíkazem evalf, jím¿ urèíme pøibli¿ný souèet øady. Pro porovnání pak mù¿eme pøíkazem evalf vyjádøit pøibli¿nou hodnotu limity posloupnosti èásteèných souètù s_n:

> Sum(rada,n=1..infinity)=evalf(sum(rada,n=1..infinity)); ∞∑ n=1 ( √ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n) = −.4142135624

> evalf(limit(s[n],n=infinity)); −.414213562

Pro názornost si opìt mù¿eme vykreslit graf:

> sumplots(Sum(rada,n=1..50));

PSfrag replacements

Obr. 2.2. Graf posloupnosti èásteèných souètù s_n øady ∑_∞ n=1( √ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n). 2.2 Pøíklady

PØÍKLAD 2.1 Urèete souèet øady: a) ∞∑ n=1 1 4n^2 − 1 b) ∞∑ n=1 3^n + 2^n 6^n . Øeźení:

Postupujeme standardním zpùsobem. a) Rozklad na parciální zlomky:

> rada := 1/(4*n^2-1):

> rada = convert(rada,’parfrac’,n); 1 4 n^2 − 1 = 1 2 1 2 n − 1 − 1 2 1 2 n + 1 Tedy

s_1 = 1 2 (1 − 1 3 ) s_2 = 1 2 (1 − 1 3 + 1 3 − 1 5 ) s_3 = 1 2 (1 − 1 3 + 1 3 − 1 5 + 1 5 − 1 7 ) . . s_n = 1 2 (1 − 1 3 + 1 3 − 1 5 + 1 5 − . . . − 1 2n − 1 + 1 2n − 1 − 1 2n + 1 ) Odtud dostáváme

s = lim_{n→∞} s_n = lim_{n→∞} 1 2 (1 − 1 2n + 1 ) a výpoèet limity mù¿eme opìt svìøit Maplu:

> s[n]:=1/2*(1-1/(2*n+1)); s_n := 1 2 − 1 2 1 2 n + 1 > Limit(s[n],n=infinity)=limit(s[n],n=infinity); lim_{n→∞} 1 2 − 1 2 1 2 n + 1 = 1 2 Výsledek:_∞ ∑ n=1 1 4n^2 − 1 = 1 2 . V Maplu:

> poslcass(rada,1,3);

s[1] = 1/3

s[2] = 2/5

s[3] = 3/7

s[n] = -1/2/(2*n+1)+1/2_∞

∑ n=1 1 4 n^2 − 1 = 1 2 Kontrola:

> Sum(rada,n=1..infinity)=sum(rada,n=1..infinity); ∞∑ n=1 1 4 n^2 − 1 = 1 2

Vizualizace:

> sumplots(Sum(rada,n=1..40));

PSfrag replacements

Obr. 2.3. Graf posloupnosti èásteèných souètù s_n øady ∑_∞ n=1 1 4n2−1 b) Je vidìt, ¿e se jedná o souèet dvou geometrických øad, z nich¿ ka¿dá má kvocient v absolutní hodnotì menźí ne¿ jedna. Konkrétnì q_1 =^1_2 , a_1 =^1_2 , q_2 = 1 3 , a_2 =^1_3 . K vyøeźení tohoto pøíkladu tedy vyu¿ijeme Vìtu 2.2b) a vzorec pro souèet geometrické øady (viz Pøipomenutí 2.1). Dostáváme ∞∑ n=1 3^n + 2^n 6^n = ∞∑ n=1 ( 3^n 6^n + 2^n 6^n ) = ∞∑ n=1 3^n 6^n + ∞∑ n=1 2^n 6^n = 1 2 1 −^1_2 + 1 3 1 −^1_3

Vyèíslení posledního výrazu ji¿ pøenecháme systému Maple:

> 1/2/(1-1/2)+1/3/(1-1/3); 3 2 Výsledek:_∞ ∑ n=1 3^n + 2^n 6^n = 3 2 . V Maplu:

K automatizaci urèení kvocientù a èlenù a vyu¿ijeme proceduru kvocgeom a pro souèet geometrické øady proceduru geom:

> rada := (3^n+2^n)/6^n; rada :=

3^n + 2^n 6^n > kvocgeom(rada);

kvoc[1] = 1/2

a[1] = 1/2

kvoc[2] = 1/3

a[2] = 1/3

> geom(kvoc,a); 3 2 Kontrola:

> Sum(rada,n=1..infinity)=sum(rada,n=1..infinity); ∞∑ n=1 3^n + 2^n 6^n = 3 2 Vizualizace:

> sumplots(Sum(rada,n=1..15));

PSfrag replacements

Obr. 2.4. Graf posloupnosti èásteèných souètù s_n øady ∑_∞ n=1 3n+2n 6n

Z grafu je dobøe vidìt, ¿e rychlost konvergence dané øady ke svému souètu je velmi rychlá. Graf v takových pøípadech troźku ztrácí na své názornosti v tom smyslu, ¿e by mohl ètenáøe zmást. Ji¿ pro n = 11 se toti¿ zdá, ¿e èásteèný souèet s_{11} je roven souètu øady ∑_∞ n=1 3n+2n

6n = s. To je vźak omyl, neboż platí tvrzení:

Nechż ∑ a_n je øada, s_n posloupnost jejích èásteèných souètù a s souèet øady ∑ a_n. Pak pro libovolné pøirozené n koneèné platí: s − s_n ≠ 0. Toto tvrzení platí pro vźechny øady s vyjímkou tìch, v nich¿ od jistého indexu poèínaje jsou vźechny èleny nulové.

Vrátíme-li se tedy k naźemu pøíkladu, je zøejmé, ¿e pro n ≥ 11 je rozdíl s −s_n sice tak malý, ¿e Maple jej v daném mìøítku v grafu ji¿ zanedbává, v ¿ádném pøípadì vźak není nulový.

PØÍKLAD 2.2 Zapiźte ve tvaru zlomku v základním tvaru 0,539.

Øeźení: 0,539 = 53 10^2 + 9 10^3 + 9 10^4 + . . . = 53 10^2 + ∞∑ n=1 9 10^{n+2} . Daná suma je geometrickou øadou, pou¿ijeme tedy opìt procedury kvocgeom a geom.

> kvocgeom(9/10^(n+2));

kvoc = 1/10

a = 9/1000

> geom(kvoc,a); 1 100 Tedy a =^9_{103} , q =^1_{10} a ∑_∞ n=1 9 10n+2 = 1 100 a celkovì dostáváme:

> 53/100+1/100; 27 50

Výsledek: 0,539 = 27 50 . Vizualizace:

> sumplots(Sum(rada,n=1..5),53/100);

PSfrag replacements

Obr. 2.5. Graf posloupnosti èásteèných souètù s_n øady^{53}_{100} + ∑_∞ n=1 9 10n+2

PØÍKLAD 2.3 Rozhodnìte, zda konverguje øada ∞∑ n=1 1 arctan n .

Øeźení:

Pro øeźení tohoto pøíkladu vyu¿ijeme Pozn. 2.2. Potøebujeme tedy spoèítat lim_{n→∞} 1 arctan n . S vyu¿itím Maplu dostáváme:

> rada:=1/arctan(n); rada := 1 arctan(n)

> limit(rada, n=infinity); 2 1 π Vidíme, ¿e lim_{n→∞} a_n ≠ 0, tak¿e daná øada diverguje.

Výsledek: Øada ∑_∞ n=1 1 arctan n diverguje.

Pozor! Podmínka lim_{n→∞} a_n = 0, je pouze nutná pro konvergenci øady ∑ a_n, tedy pokud by byla splnìna, neznamenalo by to jeźtì, ¿e daná øada konverguje.

Pokusme se jeźtì urèit souèet øady pomocí pøíkazu sum, pøípadnì jeho numerickým vyhodnocením:

> sum(rada,n=1..infinity);_∞ ∑ n=1 1 arctan(n)

> evalf(%);_∞ ∑ n=1 1 arctan(n)

Vizualizace:

V pøípadech, kdy nelze souèet øady urèit pøíkazem sum ani numericky pomocí pøíkazu evalf, musíme pro vykreslení grafu posloupnosti èásteèných souètù pou¿ít doprogramovanou proceduru

sumplot(Sum(rada,n=a..b),c),

která je stejná jako procedura sumplots s jediným rozdílem, ¿e nevykresluje limitu posloupnosti èásteèných souètù.

> sumplot(Sum(rada,n=1..100));

PSfrag replacements

Obr. 2.6. Graf posloupnosti èásteèných souètù s_n øady ∑_∞ n=1 1 arctan n

PØÍKLAD 2.4 Vypoètìte obsah Sierpinského koberce, který se konstruuje takto: jednotkový ètverec rozdìlíme na devìt shodných ètvercù a odstraníme vnitøek prostøedního ètverce. Ka¿dý ze zbývajících osmi ètvercù rozdìlíme opìt na devìt shodných ètvercù a znovu odstraníme vnitøek prostøedního ètverce. Kdy¿ tuto operaci prodlou¿íme do nekoneèna, dostaneme útvar, který se nazývá Sierpinského koberec. Na Obr. 2.7.a)-d) jsou vykresleny první ètyøi iterace Sierpinského koberce.

a) b) c) d) Obr. 2.7. První ètyøi iterace Sierpinského koberce.

Tyto obrazce i dalźí iterace Sierpinského koberce si lze vykreslit v Maplu pomocí doprogramované procedury

sierpkob(n),

kde parametr n udává, kolikátá iterace se má vykreslit.

Øeźení:

Obsah jednotkového ètverce je roven jedné a od tohoto obsahu budeme odeèítat obsah odstranìných ètvercù. Oznaème a_n obsah odstranìných ètvercù v n−té iteraci a P hledaný obsah Sierpinského koberce.

V n−té iteraci odstraòujeme ètverce o stranì (^1_3 )^n, tedy obsah takového ètverce je

(_1 9 )_n a jejich poèet v n−té iteraci je 8^{n−1}. Pak tedy

a_n = 8^{n−1} · ( 1 9 )_n = 8^{n−1} 9^n Celkový obsah Sierpinského koberce pak spoèteme jako:

P = 1 − ∞∑ n=1 a_n = 1 − ∞∑ n=1 8^{n−1} 9^n

Øada ∑_∞ n=1 a_n je geometrickou øadou, proto pro urèení jejího souètu pou¿ijeme procedury kvocgeom a geom:

> rada:=8^(n-1)/9^n;

rada :=

8^{(n−1)}

9^n

> kvocgeom(rada);

kvoc = 8/9

a = 1/9

> geom(kvoc,a); 1 Dostali jsme, ¿e ∑_∞ n=1 8n�1 9n = 1 a tedy

P = 1 − 1 = 0

Výsledek:

Obsah Sierpinského koberce je roven nule.

PØÍKLAD 2.5 Vypoètìte délku tzv. Kochovy køivky. Kochova køivka vznikne tímto postupem:

V první iteraci si nakreslíme úseèku jednotkové délky. Ve druhé iteraci si úseèku rozdìlíme na tøi shodné díly, k prostøednímu dílu dokreslíme rovnostranný trojúhelník tak, ¿e tento díl bude jednou z jeho stran a pak uvedený prostøední díl vyma¿eme. Dostaneme tak lomenou èáru skládající se ze ètyø shodných úseèek. Ve tøetí iteraci aplikujeme uvedený postup na vźechny ètyøi úseèky z pøedchozí iterace. Prodlou¿íme-li tento postup do nekoneèna, dostaneme útvar, který se nazývá Kochova køivka. Postup konstrukce Kochovy køivky je zcela zøejmý z Obr. 2.8.a)-d), kde jsou znázornìny její první ètyøi iterace.

a) b)

c) d) Obr. 2.8. První ètyøi iterace Kochovy køivky

Tyto køivky i dalźí iterace Kochovy køivky si lze v Maplu vykreslit pomocí doprogramované procedury kochkriv(n),

kde parametr n udává, kolikátá iterace se má vykreslit. Navíc si mù¿eme Kochovu køivku znázornit v animaci pomocí doprogramované procedury

kochkranim(n),

kde parametr n udává, kolik krokù bude animace mít a zároveò na kolikáté iteraci se zastaví.

Øeźení:

Oznaèíme L délku Kochovy køivky. Dále lze postupovat dvìma zpùsoby.

1.zpùsob:

Oznaèíme a_n pøírùstek délky Kochovy køivky v n−té iteraci oproti délce v (n − 1)ní iteraci, p_n rozdíl poètu úseèek v n−té a (n − 1)ní iteraci a d_n délku úseèek v n−té iteraci (jak víme, v libovolné pevnì zvolené iteraci jsou si délky vźech úseèek rovny). Pak platí: p_1 = 1 p_n = 3 · 4^{n−2} pro n = 2, 3, . . .

d_n = ( 1 3 )_{n−1}

a dohromady a_n = p_n · d_n Dostáváme pak: a_1 = 1 · ( 1 3 )_{1−1} = 1 a_n = 3 · 4^{n−2} · ( 1 3 )_{n−1} pro n = 2, 3, . . .

Tedy L = ∞∑ n=1 a_n Výpoèet délky L mù¿eme provést napø. pomocí pøíkazu sum, 1. èlen a_1 vźak musíme pøièíst zvláźż:

> a[1]:=1; a_1 := 1

> a[n]:=3*4^(n-2)/3^(n-1);

a_n := 3

4^{(n−2)} 3^{(n−1)} > L:=1+sum(a[n],n=2..infinity); L := ∞ 2.zpùsob:

Oznaème s_n délku Kochovy køivky v n−té iteraci a r_n poèet úseèek v n−té iteraci. Pak délka Kochovy køivky

L = lim_{n→∞} s_n,

kde s_n je souèinem délky úseèek v n−té iteraci d_n a poètu úseèek r_n. Platí:

r_n = 4^{n−1} a d_n = ( 1 3 )_{n−1}

Tedy

s_n = ( 4 3 )_{n−1}

a limitní pøechod ji¿ mù¿eme provést pomocí Maplu:

> s[n]:=(4/3)^(n-1); s_n := ( 4 3 )^{(n−1)}

> L:=limit(s[n],n=infinity); L := ∞ Výsledek:

Délka Kochovy køivky L = ∞. Vźimnìme si jeźtì vztahu mezi 1. a 2. zpùsobem výpoètu. V 1. zpùsobu jsme seèítali øadu ∑ a_n, její¿ èleny vyjadøovali pøírùstky délky køivky v pøísluźných iteracích, ve 2. zpùsobu jsme pak hledali limitu posloupnosti s_n, její¿ èleny vyjadøovali délku køivky v pøísluźné iteraci a posloupnost s_n tedy byla vlastnì posloupností èásteèných souètù øady ∑ a_n. Provedením 2. zpùsobu jsme tedy urèili souèet øady ∑ a_n pøesnì podle De˛nice 2.1.

PØÍKLAD 2.6 Vypoètìte obvod a obsah tzv. Kochovy vloèky. Kochova vloèka se konstruuje stejným zpùsobem jako Kochova køivka s tím rozdílem, ¿e první iterace není úseèka jednotkové délky, nýbr¿ rovnostranný trojúhelník o stranì opìt délky jedna. Postup konstrukce je zøejmý z Obr. 2.9.a)-d), kde jsou znázornìny opìt první ètyøi iterace Kochovy vloèky.

a) b)

c) d) Obr. 2.9. První ètyøi iterace Kochovy vloèky

Tyto obrazce, stejnì jako dalźí iterace Kochovy vloèky lze v Maplu dostat pomocí doprogramované procedury kochvloc(n),

kde parametr n udává, kolikátá iterace se má vykreslit. Stejnì jako u Kochovy køivky si také mù¿eme prohlédnout animaci Kochovy vloèky. Animaci zajistí doprogramovaná procedura

kochvlocanim(n),

kde parametr n má stejný význam jako v proceduøe kochkranim(n), tj. udává, kolik krokù bude animace mít a zároveò na kolikáté iteraci se zastaví.

Øeźení:

Oznaème O obvod Kochovy vloèky, S její obsah.

Pro obvod Kochovy vloèky platí: Ka¿dá ze stran rovnostranného trojúhelníka, který tvoøí první iteraci, je zároveò první iterací Kochovy køivky. Odtud tedy plyne, ¿e obvod Kochovy vloèky bude trojnásobkem délky Kochovy køivky, tedy O = 3 · L, kde L znaèí délku Kochovy køivky z pøedchozího pøíkladu, odkud máme L = ∞. Pak tedy O = 3 · ∞ = ∞

Podívejme se nyní na obsah Kochovy vloèky S. Oznaèíme a_n obsah trojúhelníkù, které pøikreslíme v n−té iteraci, p_n poèet trojúhelníkù, které pøikreslíme v n−té iteraci a s_n obsah jednoho trojúhelníku pøikresleného v n−té iteraci (je zøejmé, ¿e obsahy vźech pøikreslených trojúhelníkù v libovolné pevnì zvolené iteraci si budou rovny). Pak platí: S = ∞∑ n=1 a_n, kde a_n = p_n · s_n,

pøièem¿ p_1 = 1, p_n = 3 · 4^{n−2} pro n = 2, 3, . . . a s_n = √ 3 4 · 1 9^{n−1} , neboż obsah první iterace s_1 =^{√3}_4 a z podobnosti trojúhelníkù a vztahù pro obsah plyne, ¿e s_n se bude pro ka¿dou iteraci devìtkrát zmenźovat oproti s_{n−1}. Dostáváme tedy:

a_1 = √ 3 4 , a_n = 3 · 4^{n−2} · √ 3 4 · 1 9^{n−1} pro n = 2, 3, . . . Pak > a[1]:=sqrt(3)/4; a_1 := 1 4 √ 3 > a[n]:=a[1]/9^(n-1)*3*4^(n-2);

a_n := 3 4 √ 3 4^{(n−2)} 9^{(n−1)} > S:=a[1]+sum(a[n],n=2..infinity); S := 2 5 √ 3 Výsledek: L = ∞, S = 2 √ 3 5 Opìt jsme pøi výpoètu obsahu mohli postupovat i druhým zpùsobem, tedy poèítat pøímo obsah n−té iterace. Postup je vźak zcela analogický jako v pøedchozím pøíkladu, proto jej ji¿ pøenechám ètenáøi k samostatnému provedení.

Z výsledku plyne zajímavý paradox. Kochova vloèka je obrazec, který má nekoneèný obvod, ale koneèný obsah. Tento a podobné paradoxy (napø. nekoneèný obvod a nulový obsah, atd.) jsou jednou z vlastností obrazcù, které se nazývají fraktály. Mezi fraktály patøí mimo jiné i Sierpinského koberec, Kochova køivka a Kochova vloèka. Bli¿źím zkoumáním fraktálù se zabývá velice dynamicky se rozvíjející tzv. Teorie chaosu.

Kapitola 3

Èíselné øady s nezápornými èleny

3.1 Základní pojmy

V této kapitole se budeme zabývat èíselnými øadami s nezápornými èleny, tj. øadami typu ∑ a_n, kde a_n ≥ 0 pro ∀n ∈ N. U tìchto øad se budeme sna¿it nauèit se pou¿ívat vhodná kriteria konvergence èíselných øad. Urèení souètu øady je toti¿ v drtivé vìtźinì pøípadù velmi obtí¿ný úkol, proto se èasto spokojíme se zjiźtìním, zda daná øada konverguje èi diverguje. Maple sám o sobì nemá implementována ¿ádná kriteria konvergence, proto budeme pou¿ívat doprogramované procedury. Syntaxi jednotlivých procedur si popíźeme v¿dy u pøísluźného kriteria, zde pouze uveïme, ¿e vźechny procedury mají stejný první parametr rada, jeho¿ popis ji¿ tedy u jednotlivých procedur vynecháme a za který se dosazuje n−tý èlen a_n vyźetøované øady ∑ a_n.

Poznámka 3.1 Èíselné øady s nezápornými èleny mají jednu dùle¿itou vlastnost. Posloupnosti jejich èásteèných souètù jsou v¿dy neklesající a tedy tyto øady buï konvergují, nebo urèitì divergují k ∞.

Pro rozhodování o konvergenci, resp. divergenci øady je dùle¿itý výbìr správného kriteria. Jediným univerzálním kriteriem konvergence je toti¿ Cauchy- Bolzanovo (viz [1, str. 8]), které je vźak k praktickým výpoètùm zcela nevhodné. Nyní si tedy uvedeme jednotlivá kriteria a nìkolik zásad, kdy které kriterium pou¿ít.

3.1.1 Srovnávací kriterium Vìta 3.1

Nechż ∑ a_n, ∑ b_n jsou øady s nezápornými èleny a a_n ≤ b_n pro skoro vźechna^1 n ∈ N. Pak platí: konverguje-li øada ∑ b_n, konverguje i øada ∑ a_n;

diverguje-li øada ∑ a_n, diverguje i øada ∑ b_n. Toto kriterium má nevýhodu v tom, ¿e potøebujeme dopøedu znát jednu konvergentní a jednu divergentní øadu, s nimi¿ budeme zkoumanou øadu porovnávat. Najdeme-li tedy vhodnou porovnávací øadu, lze toto kriterium pou¿ít bez dalźího omezení.

Syntaxe:

srovk(rada,por,konv)

Parametr por je nepovinný a udává s jakou øadou budeme porovnávat vyźetøovanou øadu ∑ a_n. Porovnáváme-li ji tedy s øadou ∑ b_n, dosadíme za parametr por èlen b_n. Pou¿ijeme-li parametr por, musíme také pou¿ít parametr konv, který urèuje, zda parametr por reprezentuje konvergentní, èi divergentní øadu. Za parametr konv se dosazuje d pro divergentní, nebo k pro konvergentní øadu. V pøípadì, ¿e je v pamìti naètena promìnná stejného jména, je tento parametr nutno uzavøít do pravých apostrofù. Jestli¿e pou¿ijeme proceduru ve tvaru bez nepovinných parametrù, porovnává se implicitnì s divergentní øadou

∑_1

n a konvergentní øadou

∑_1 n2 . Ilustrace 3.1 Rozhodnìte o konvergenci, resp. divergenci øady ∞∑ n=1 1 n(n + 1)(n + 2)

. (3.1)

Danou øadu budeme porovnávat s konvergentní øadou ∑_∞ n=1 1 n3 . Je ihned vidìt, ¿e pro ∀n ∈ N platí 1 n^3 > 1 n(n + 1)(n + 2)

(3.2)

1skoro vźechna znamená vźechna s vyjímkou koneèného poètu, tj. od jistého indexu poèínaje.

a tedy øada (3.1) konverguje.

Vyu¿ijeme-li procedury srovk, musíme v ní uvést volitelné parametry, neboż implicitnì má procedura nastavenu konvergentní porovnávací øadu ∑_∞ n=1 1 n2 . Výpoèet bude tedy vypadat takto:

> rada:=1/(n*(n+1)*(n+2)); rada := 1 n (n + 1) (n + 2) > srovk(rada,1/n^3,’k’);_∞ ∑ n=1 1 n (n + 1) (n + 2) konverguje Platnost vztahu (3.2) si mù¿eme ovìøit napøíklad vykreslením grafù pøísluźných funkcí:

> p1:=plot(1/x^3,x=1..infinity,linestyle=2): > p2:=plot(subs(n=x,rada),x=1..infinity): > display({p1,p2});

PSfrag replacements

Obr. 3.1. Porovnání funkcí^1_{x3} a^1_{x(x+1)(x+2)} Pro kontrolu mù¿eme pou¿ít univerzální proceduru

kritkonverg(rada)

Kontrola se provádí naprosto stejnì u vźech pøíkladù, v nich¿ rozhodujeme o konvergenci, resp. divergenci øady. Proto kontrolu provedeme pouze zde, v ostatních pøíkladech ji¿ pøenechám ètenáøi rozhodnutí, zda si kontrolu provede, èi nikoliv.

Kontrola:

> kritkonverg(rada); ∞∑ n=1 1 n (n + 1) (n + 2)

konverguje

3.1.2 Limitní srovnávací kriterium Vìta 3.2

Nechż ∑ a_n, ∑ b_n jsou øady s nezápornými èleny a nechż existuje lim_{n→∞} a_n b_n = L. Je-li L < ∞ a konverguje-li øada ∑ b_n, pak konverguje i øada ∑ a_n. Je-li L > 0 a diverguje-li øada ∑ b_n, pak diverguje i øada ∑ a_n. Zde platí stejná zásada jako pro pøedchozí kriterium, tedy potøeba znalosti vhodné konvergentní a divergentní øady. V porovnání se Srovnávacím kriteriem je vźak Limitní srovnávací pro praktické výpoèty vhodnìjźí.

Syntaxe:

limsrovk(rada,por,konv)

Význam parametrù, stejnì jako implicitní nastavení porovnávacích øad, je naprosto shodný jako u procedury srovk.

Ilustrace 3.2 Rozhodnìte o konvergenci, resp. divergenci øady ∞∑ n=1 n^2 + n + 1 n^3 + 1

(3.3)

Zadanou øadu budeme porovnávat s divergentní øadou ∑_∞ n=1 1 n . Potøebujeme tedy vypoèítat L = lim_{n→∞} n2+n+1 n3+1 1 n K tomu mù¿eme vyu¿ít Maple:

> rada:=(n^2+n+1)/(n^3+1);

rada := n^2 + n + 1

n^3 + 1

> Limit(rada/(1/n),n=infinity)= limit(rada/(1/n),n=infinity); lim_{n→∞} (n^2 + n + 1) n

n^3 + 1 = 1 Odtud tedy dostáváme L > 0, co¿ podle Vìty 3.2 znamená, ¿e øada (3.3) diverguje.

Nyní si uká¿eme pou¿ití procedury limsrovk. Proto¿e danou øadu porovnáváme s øadou, která je implicitnì nastavena, nemusíme uvádìt nepovinné parametry:

> limsrovk(rada);_∞ ∑ n=1 n^2 + n + 1 n^3 + 1

diverguje

3.1.3 Odmocninové kriterium Vìta 3.3

Nechż ∑ a_n je øada s nezápornými èleny.

(i) Platí-li pro ∀n ∈ N nerovnost n √ a_n ≤ q < 1, pak øada konverguje. Platí-li pro nekoneènì mnoho n ∈ N nerovnost n √ a_n ≥ 1, øada diverguje.

(ii) Existuje-li lim_{n→∞}^n √ a_n = q, kde q ∈ R^∗,

pak v pøípadì q < 1 øada ∑ a_n konverguje a v pøípadì q > 1 øada ∑ a_n diverguje.

Poznámka 3.2 Jestli¿e q = 1, nelze tímto kriteriem rozhodnout. To platí také pro následující Podílové a Limitní Raabeovo kriterium.

Odmocninové kriterium je nejvhodnìjźí pro øady, v jejich¿ èlenu a_n se vyskytuje n-tá mocnina.

Syntaxe:

odmock(rada)

Ilustrace 3.3 Vyźetøete konvergenci øady ∞∑ n=1 arctan^n 1 n (3.4)

Pøi ruèním výpoètu musíme spoèítat

q = lim_{n→∞}^n √ arctan^n 1 n Tento úkol je opìt vhodné svìøit Maplu:

> rada:=(arctan(1/n))^n; rada := arctan( 1 n )^n > Q:=rada^(1/n); Q := (arctan( 1 n )^n)^{( 1n )} > Limit(Q,n=infinity)=limit(Q,n=infinity); lim_{n→∞} (arctan( 1 n )^n)^{( 1n )} = 0 Dostali jsme, ¿e q < 1 a tedy podle Vìty 3.3 øada (3.4) konverguje.

Pomocí procedury odmock musí samozøejmì výsledek dopadnout stejnì:

> odmock(rada);_∞ ∑ n=1 arctan( 1 n )^n

konverguje

3.1.4 Podílové kriterium Vìta 3.4

Nechż ∑ a_n je øada s kladnými èleny.

(i) Platí-li pro ∀n ∈ N nerovnost^an^{+1}_an ≤ q < 1, pak øada konverguje. Platí-li pro ∀n ∈ N nerovnost^an^{+1}_an ≥ 1, øada diverguje. (ii) Existuje-li lim_{n→∞} a_{n+1} a_n = q, kde q ∈ R^∗,

pak v pøípadì q < 1 øada ∑ a_n konverguje a v pøípadì q > 1 øada ∑ a_n diverguje.

Toto kriterium je vhodné pro øady, u nich¿ lze oèekávat krácení v podílu

an+1

an . Takové krácení lze pøedpokládat pøedevźím u výrazù s faktoriály.

Syntaxe:

podilk(rada)

Ilustrace 3.4 Rozhodnìte o konvergenci øady ∞∑ n=1 n^2 n! (3.5)

Ve výrazu se vyskytuje faktoriál, pou¿ijeme tedy Podílového kriteria. Chceme tedy spoèítat q = lim_{n→∞} (n+1)2 (n+1)! n2 n! Opìt pøichází ke slovu Maple:

> rada:=n^2/n!; rada := n^2 n!

> podil:=subs(n=n+1,rada)/rada;

podil :=

(n + 1)^2 n! (n + 1)! n^2 > Limit(podil,n=infinity)=limit(podil,n=infinity); lim_{n→∞} (n + 1)^2 n! (n + 1)! n^2 = 0 Odtud q < 1, co¿ podle Vìty 3.4 znaèí, ¿e øada (3.5) konverguje.

Výpoèet pomocí procedury podilk:

> podilk(rada);_∞ ∑ n=1 n^2 n! konverguje

3.1.5 Limitní Raabeovo kriterium Vìta 3.5

Nechż ∑ a_n je øada s kladnými èleny a nechż existuje lim_{n→∞} n ( 1 − a_{n+1} a_n ) = q, kde q ∈ R^∗.

Je-li q > 1, pak øada ∑ a_n konverguje, je-li q < 1, pak øada ∑ a_n diverguje.

Toto kriterium nám mù¿e pomoci z nesnází v pøípadech, kdy nelze rozhodnout Podílovým a Odmocninovým kriteriem. Je univerzálnìjźí ne¿ Podílové a Odmocninové, ale také výpoèetnì nároènìjźí, proto se u¿ívá pouze v pøípadech, kdy uvedená dvì kriteria nelze pou¿ít.

Syntaxe:

limraabk(rada)

Ilustrace 3.5 Vyźetøete konvergenci øady_∞ ∑ n=1 n n + 3

(3.6)

Je to pøípad øady, o ní¿ nelze rozhodnout Podílovým ani Odmocninovým kriteriem. Ruèním výpoètem tento závìr ovìøovat nebudeme, ale pøesvìdèíme se napø. pou¿itím procedury podilk:

> rada:=n/(n+3); rada := n n + 3 > podilk(rada);

timto kriteriem nelze rozhodnout

Nabízí se tedy Limitní Raabeovo kriterium. Pro jeho pou¿ití potøebujeme znát hodnotu q = lim_{n→∞} n ( 1 − a_{n+1} a_n )

Pomocí Maplu spoèítáme:

> podil:=subs(n=n+1,rada)/rada; podil :=

(n + 1) (n + 3) (n + 4) n > Limit(n*(1-podil),n=infinity)=limit(n*(1-podil),% n=infinity); lim_{n→∞} n (1 −

(n + 1) (n + 3) (n + 4) n

) = 0

Dostáváme tedy q < 1, co¿ podle Vìty 3.5 znamená, ¿e øada (3.6) diverguje (vźimnìte si obrácených nerovností u Limitního Raabova kriteria!)

Výpoèet s pou¿itím procedury limraabk:

> limraabk(rada);_∞ ∑ n=1 n n + 3 diverguje

3.1.6 Integrální kriterium Vìta 3.6

Nechż f je funkce de˛novaná na intervalu [1, ∞), která je na tomto intervalu nezáporná a nerostoucí. Nechż f(n) = a_n pro ∀n ∈ N. Pak øada ∑_∞ n=1 a_n konverguje právì tehdy, kdy¿ konverguje nevlastní integrál ∫_∞ 1 f(x)dx. Toto kriterium ukazuje souvislost mezi nekoneènými øadami a nevlastními integrály. Lze jej pou¿ít v¿dy, kdy¿ umíme spoèítat odpovídající nevlastní integrál ∫_∞ 1 f(x)dx. Syntaxe:

intk(rada,down)

Parametr down je nepovinný a udává dolní index dané øady (implicitnì nastaven na 1).

Ilustrace 3.6 Vyźetøete konvergenci øady_∞ ∑ n=2 1 n ln n (3.7)

Uva¿me tedy pøísluźnou funkci f(x) =^1_{x ln x} . Musíme ovìøit, ¿e funkce f je de˛novaná, nezáporná a nerostoucí na intervalu [2, ∞) (neboż poèáteèní index øady (3.7) je roven 2). őe je f na tomto intervalu de˛novaná je zøejmé na první pohled, zbylé dvì podmínky ovìøíme pomocí Maplu. Nezápornost ovìøíme pøíkazem solve, jím¿ zjistíme na jakém intervalu je f nezáporná. Pro zjiźtìní na jakém intervalu je f nerostoucí vyu¿ijeme naźich znalostí z diferenciálního poètu, odkud víme, ¿e funkce f je nerostoucí právì tehdy, kdy¿ pro její derivaci platí f^′ ≤ 0:

> rada:=1/(x*ln(x)); rada := 1 x ln(x)

> solve(rada>=0,x); RealRange(Open(1), ∞)

> simplify(diff(rada,x)); − ln(x) + 1 x^2 ln(x)^2

> solve(%<=0);

RealRange(e^{(−1)}, Open(1)), RealRange(Open(1), ∞)

Podmínky Integrálního kriteria jsou tedy splnìny a proto tohoto kriteria mù¿eme pou¿ít. Zbývá tedy jeźtì spoèítat nevlastní integrál ∫_∞ 2 1 x ln x dx S tímto úkolem nám opìt mù¿e pomoci systém Maple:

> Int(rada,x=2..infinity)=int(rada,x=2..infinity); ∫_∞ 2 1 x ln(x) dx = ∞ Vidíme, ¿e nevlastní integrál diverguje, podle Integrálního kriteria tedy diverguje i øada (3.7). Pou¿ití procedury intk:

> intk(subs(x=n,rada));_∞ ∑ n=2 1 n ln(n)

diverguje

Pro názornost si mù¿eme vykreslit graf. Èlen øady nyní zadáme jako Maplovskou funkci:

> f:=n->1/(n*ln(n)); f := n → 1 n ln(n) > plot([f(n),f(floor(n)),f(floor(n+1))], n=2..12, > color=[red,green,black]);

Obr. 3.2. Ilustrace Integrálního kriteria pro øadu ∑_∞ n=2 1 n ln n Obr. 3.2 velice názornì ilustruje vztah mezi nevlastními integrály a nekoneènými øadami a také myźlenku dùkazu Integrálního kriteria (dùkaz lze najít napø v [1]). Vìtźí z obou lomených èar reprezentuje èleny øady a_n =^1_{n ln n} , menźí reprezentuje èleny øady a_{n+1} =^1_{(n+1)·ln(n+1)} a køivka zobrazuje funkci f(x) =^1_{x ln x} . Je zøejmé, ¿e

a_{n+1} =

∫_{n+1} n a_{n+1}dx ≤ ∫_{n+1} n f(x)dx ≤ ∫_{n+1} n a_ndx = a_n Seètením nerovností tedy dostáváme ∞∑ n=2 a_{n+1} ≤ ∫_∞ 2 f(n)dn ≤ ∞∑ n=2 a_n, pøièem¿ platí:_∞ ∑ n=2 a_{n+1} = ∞∑ n=3 a_n Víme, ¿e na konvergenci, resp. divergenci øady nemá vliv to, od kterého indexu øadu sèítáme a odtud ji¿ plyne tvrzení Integrálního kriteria.

3.1.7 Kummerovo kriterium Vìta 3.7

Nechż {c_1, c_2, . . . , c_n, . . .} je posloupnost reálných èísel taková, ¿e øada ∑_∞ n=1 1 cn

je divergentní. Nechż

K_n = c_n · a_n a_{n+1} − c_{n+1} a nechż existuje lim_{n→∞} K_n = K.

Je-li K > 0, øada ∑ a_n konverguje, je-li K < 0, øada ∑ a_n diverguje.

Kummerovo kriterium je zobecnìním Limitního Raabeova kriteria. Jeho nevýhodami jsou jednak opìt potøeba znalosti jedné divergentní øady a jednak opìt nároènìjźí výpoèet. Z toho plyne i jeho pou¿ití pouze v pøípadech, kdy nelze rozhodnout ani Limitním Raabeovým kriteriem.

Syntaxe:

kummerk(rada,c)

Parametr c je nepovinný a dosazuje se za nìj n−tý èlen posloupnosti {c_n} z Kummerova kriteria.

Poznámka 3.3 Dalźí kriteria lze najít napø. v [7].

3.2 Pøíklady

V tomto odstavci si spoèítáme nìkolik pøíkladù. Zadání bude v¿dy stejné: rozhodnìte o konvergenci, resp. divergenci øady. Ruèní výpoèet ponechám na samostatné iniciativì ètenáøe. V ka¿dém pøíkladu tedy odhadneme, která kriteria mù¿eme pou¿ít a vyøeźíme úkol pomocí odpovídající doprogramované procedury (pùjde-li pou¿ít více kriterií, vybereme jedno a jemu pøísluźnou proceduru).

PØÍKLAD 3.1 ∞∑ n=1 1 n^n Øeźení:

Pro tuto øadu by se dala pou¿ít vźechna uvedená kriteria, ale proto¿e se ve výrazu vyskytuje n-tá mocnina, pøímo nás to vybízí pou¿ít Odmocninové kriterium, které také bude výpoèetnì nejjednoduźźí:

> rada:=1/n^n; rada := 1 n^n > odmock(rada);_∞ ∑ n=1 1 n^n konverguje

Výsledek: Øada ∑_∞ n=1 1 nn konverguje.

PØÍKLAD 3.2 ∞∑ n=1 1 n^2 Øeźení:

Ji¿ víme, ¿e tato øada konverguje, doka¿me si to vźak pomocí Integrálního kriteria. Ovìøení pøedpokladù:

> rada:=1/x^2; rada := 1 x^2 > solve(rada>=0,x); x > simplify(diff(rada,x)); −2 1 x^3 > solve(%<=0); RealRange(0, ∞) Podmínky jsou tedy splnìny, tak¿e mù¿eme pou¿ít Integrálního kriteria:

> intk(subs(x=n,rada));_∞ ∑ n=1 1 n^2 konverguje

O konvergenci dané øady se té¿ mù¿eme pøesvìdèit pøímým výpoètem nevlastního integrálu. Dostáváme pak:

> Int(rada,x=1..infinity)=int(rada,x=1..infinity); ∫_∞ 1 1 x^2 dx = 1 Výsledek: Øada ∑_∞ n=1 1 n2 konverguje.

Vizualizace:

> f:=n->1/n^2; f := n → 1 n^2 > plot([f(n),f(floor(n)),f(floor(n+1))], n=1..12, > color=[red,green,black]);

Obr. 3.3. Integrální kriterium u øady ∑_∞ n=1 1 n2 PØÍKLAD 3.3 ∞∑ n=1 (n!)^2 (2n)!

Øeźení:

Ve výrazu se vyskytují faktoriály, co¿ pro nás signalizuje pou¿ít Podílové kriterium. S vyjímkou Srovnávacího by se také dalo pou¿ít vźeh ostatních, ovźem výpoèet by byl èasovì nároènìjźí i výpoèetnì slo¿itìjźí (tab. 3.1 prezentuje èas výpoètu pro jednotlivá kriteria u øady ∑_∞ n=1 (n!)2 (2n)! ). 2 Procedura Èas [s] limsrovk 63.542 odmock 41.263 podilk 24.336 limraabk 56.057 intk 690.288 kummerk 60.062

Tabulka 3.1: Èasová nároènost

Pou¿ijeme tedy Podílového kriteria:

> rada:=(n!)^2/(2*n)!;

rada :=

(n!)^2 (2 n)!

> podilk(rada);_∞ ∑ n=1 (n!)^2 (2 n)!

konverguje

Výsledek: Øada ∑_∞ n=1 (n!)2 (2n)! konverguje.

PØÍKLAD 3.4 ∞∑ n=1 1 ln(n + 1)

Øeźení:

Zde jsou k dispozici kriteria Integrální, Limitní srovnávací a Limitní Raabeovo. My provedeme výpoèet pomocí Limitního srovnávacího kriteria. Demonstrujme si na tomto pøíkladu pou¿ití nepovinných parametrù. Nejprve zkusíme pou¿ít pro srovnání konvergentní øadu

∑_1 n3 , neuspìjeme-li, zkusíme divergentní øadu

∑_1 n : 2Mìøeno na poèítaèi s procesorem 80486DX2 a pamìtí 8 MB RAM.

> rada:=1/ln(n+1); rada := 1 ln(n + 1) > limsrovk(rada,1/n^3,’k’); timto kriteriem nelze rozhodnout

> limsrovk(rada,1/n,’d’);_∞ ∑ n=1 1 ln(n + 1) diverguje

Výsledek: Øada ∑_∞ n=1 1 ln(n+1) diverguje.

PØÍKLAD 3.5 ∞∑ n=1 n^2 + 1

n^3

Øeźení:

O této øadì lze rozhodnout Srovnávacím, Limitním srovnávacím a Integrálním kriteriem. Zvolme si tedy napø. Srovnávací. Danou øadu budeme porovnávat s divergentní øadou

∑_1

n . Musíme tedy ovìøit platnost vztahu 1 n ≤ n^2 + 1

n^3

(3.8)

pro skoro vźechna n ∈ N. Nejnázornìjźí bude ovìøit platnost vztahu (3.8) vykreslením grafù pøísluźných funkcí:

> rada:=(n^2+1)/n^3; rada := n^2 + 1

n^3 > p1:=plot(1/x,x=1..infinity,linestyle=2): > p2:=plot(subs(n=x,rada),x=1..infinity): > display({p1,p2});

PSfrag replacements

Obr. 3.4. Porovnání funkcí^{x2+1}_{x3} a^1_x

Vidíme, ¿e vztah (3.8) je splnìn na intervalu (0, ∞) a tedy i pro vźechna n ∈ N, tak¿e daná øada podle Srovnávacího kriteria diverguje. Výpoèet pomocí procedury srovk:

> srovk(rada);_∞ ∑ n=1 n^2 + 1 n^3

diverguje

Výsledek: Øada ∑_∞ n=1 n2+1

n3 diverguje.

Poznámka 3.4 Pøíkladem øady, u ní¿ nelze rozhodnout ¿ádným z uvedených kriterií mù¿e být napø. øada_∞ ∑ n=1 1 n ln ln ln n .

Kapitola 4

Absolutní a neabsolutní konvergence

4.1 Alternující øady

De˛nice 4.1 Øekneme, ¿e øada ∑_∞ n=1 a_n je alternující, pokud

sgn a_{n+1} = −sgn a_n pro ∀n ∈ N.

Alternující øadu budeme zapisovat ve tvaru ∑_∞ n=1(−1)^{n−1}a_n nebo ∑_∞ n=1(−1)^na_n pro ∀n ∈ N.

Vìta 4.1 (Leibnizovo kriterium)

Nechż a_n je nerostoucí posloupnost kladných èísel. Pak alternující øada ∑_∞ n=1(−1)^{n−1}a_n konverguje právì kdy¿ lim_{n→∞} a_n = 0.

Poznámka 4.1 Vidíme tedy, ¿e pro rozhodnutí o konvergenci alternující øady nám staèí ovìøit uvedené dvì podmínky. Pøi ovìøování nám mù¿e pomoci Maple.

Ilustrace 4.1 Rozhodnìte, zda konverguje alternující øada ∞∑ n=1 (−1)^{n−1} 1 n − ln n (4.1)

Ovìøení, zda je lim_{n→∞} a_n = 0 u¿ zvládneme bez potí¿í, pro ovìøení, zda je posloupnost {a_n} nerostoucí vyu¿ijeme obdobný postup jako v Ilustraci 3.6. Uva¿me tedy funkci f(x) =^1_{x−ln x} .

Pomocí Maplu tedy øeźíme:

> f:=1/(x-ln(x)); f := 1 x − ln(x) > limit(f,x=infinity); 0 > solve(diff(f,x)<=0); RealRange(1, ∞)

Funkce f (a tudí¿ i její pøísluźná posloupnost) je tedy nerostoucí na intervalu [1, ∞). őe je výraz^1_{n−ln n} kladný pro ∀n ∈ N plyne z platnosti vztahu n > ln n pro ∀n ∈ N a je to zøejmé i z Obr. 4.1, odkud je té¿ zøejmé, ¿e posloupnost {_1 n−ln n } je nerostoucí:

> plot(rada,x=1..50);

PSfrag replacements

Obr. 4.1. Graf funkce^1_{x−ln x}

Ovìøili jsme platnost podmínek Leibnizova kriteria a tedy podle tohoto kriteria øada (4.1) konverguje.

4.2 Absolutní konvergence èíselných øad

De˛nice 4.2 Nechż øada ∑ a_n konverguje. Jestli¿e konverguje i øada ∑ |a_n|, øekneme, ¿e øada ∑ a_n konverguje absolutnì. Jestli¿e øada ∑ |a_n| diverguje, øíkáme, ¿e øada ∑ a_n konverguje neabsolutnì.

Poznámka 4.2 Øada ∑ |a_n| je øada s nezápornými èleny. Máme-li tedy rozhodnout o absolutní, resp. neabsolutní konvergenci øady ∑ a_n, pøevedeme problém na rozhodování o konvergenci øady s nezápornými èleny ∑ |a_n|. Mù¿eme tudí¿ pou¿ívat vźechna kriteria uvedená ve tøetí kapitole.

Ilustrace 4.2 Rozhodnìte o absolutní, resp. neabsolutní konvergenci øady ∞∑ n=1 (−1)^{n−1} 1 ln^n(n + 1)

(4.2)

Vidíme, ¿e jde o alternující øadu. Budeme tedy vyźetøovat konvergenci øady ∞∑ n=1 | | | |(−1)^{n−1} 1 ln^n(n + 1) | | | | = ∞∑ n=1 1 ln^n(n + 1) . Tento úkol ji¿ dobøe známe. Vidíme, ¿e ve výrazu se vyskytuje n-tá mocnina, co¿ indikuje pou¿ití Odmocninového kriteria (procedury odmock):

> rada:=1/(ln(n+1))^n;

rada := 1 ln(n + 1)^n

> odmock(rada);_∞ ∑ n=1 1 ln(n + 1)^n

konverguje

Øada ∑_∞ n=1 | | |(−1)^{n−1 1}_{ln}n_{(n+1)} | | | konverguje, co¿ podle De˛nice 4.2 znamená, ¿e øada (4.2) konverguje absolutnì.

Poznámka 4.3 Na závìr tohoto odstavce si jeźtì øeknìme, jaký význam má vlastnost absolutní konvergence. Význam spoèívá v platnosti komutativního zákona. Zatímco pro platnost asociativního a distributivních zákonù staèí, aby daná øada konvergovala (je jedno, jestli absolutnì èi neabsolutnì), komutativní zákon platí pouze pro øady absolutnì konvergentní. Pro øady neabsolutnì konvergentní platí Riemannova vìta (viz [1, str. 30]), která øíká, ¿e neabsolutnì konvergentní øadu lze pøeskládat tak, ¿e mù¿e konvergovat k libovolnému pøedem danému souètu, urèitì divergovat nebo i oscilovat. Tento problém pøerovnávání øad je velmi zdaøile zpracován s pomocí Maplu v [8].

4.3 Pøíklady

PØÍKLAD 4.1 Rozhodnìte o konvergenci, resp. divergenci øady ∞∑ n=1 (−1)^nn 5n − 2 .

Øeźení:

Jde o alternující øadu ∑ (−1)^na_n, kde a_n =^n_{5n−2} . Pou¿ijeme tedy Leibnizovo kriterium:

> rada:=n/(5*n-2); rada := n 5 n − 2 > Limit(rada,n=infinity)=limit(rada,n=infinity); lim_{n→∞} n 5 n − 2 = 1 5 > plot(subs(n=x,rada),x=1..50);

PSfrag replacements

Obr. 4.2. Graf funkce^x_{5x−2}

Z výpoètu limity je vidìt, ¿e není splnìna podmínka lim_{n→∞} a_n = 0 a tudí¿ podle Leibnizova kriteria daná øada diverguje.

Výsledek: Øada ∑_∞ n=1 (−1)nn 5n−2 diverguje.

PØÍKLAD 4.2 Vyźetøete, zda diverguje, nebo konverguje absolutnì èi neabsolutnì øada ∞∑ n=3 (−1)^n ln n n . Øeźení:

V pøíkladech, kde máme rozhodnout o divergenci, resp. absolutní, èi neabsolutní konvergenci, rozhodujeme nejprve o absolutní, resp. neabsolutní konvergenci. Vyjde-li toti¿, ¿e øada ∑ |a_n| konverguje (tj. zadaná øada ∑ a_n konverguje absolutnì), pak odtud ji¿ plyne konvergence zadané øady ∑ a_n a odpadá tedy rozhodování mezi konvergencí a divergencí øady ∑ a_n.

Nejprve tedy rozhodneme o konvergenci, resp. divergenci øady ∞∑ n=3 | | | |(−1)^n ln n n | | | | = ∞∑ n=3 ln n n Vyu¿ijeme Srovnávacího kriteria a budeme porovnávat s divergentní øadou ∑_1

n . Pro názornost porovnání si opìt mù¿eme vykreslit grafy pøísluźných funkcí (viz Obr. 4.3.):

> rada:=ln(n)/n;

rada := ln(n) n > srovk(rada);_∞ ∑ n=1 ln(n) n diverguje

> f:=subs(n=x,rada);

f := ln(x) x > p1:=plot(1/x,x=3..infinity,linestyle=2): > p2:=plot(f,x=3..infinity): > display({p1,p2});

PSfrag replacements

Obr. 4.3. Porovnání funkcí^1_x a^{ln x}_x

Dostali jsme, ¿e øada

∑_{ln n}

n diverguje a zbývá tedy rozhodnout o konvergenci, resp. divergenci øady ∑ (−1)^{n ln n}_n . K tomu vyu¿ijeme Leibnizova kriteria:

> solve(f > 0); RealRange(Open(1), ∞)

> diff(f,x); 1 x^2 − ln(x) x^2 > simplify(%); − −1 + ln(x) x^2 > solve(%<=0); RealRange(e, ∞)

> Limit(rada,n=infinity)=limit(rada,n=infinity); lim_{n→∞} ln(n) n = 0 Vźechny podmínky Leibnizova kriteria jsou tedy splnìny a proto daná øada konverguje.

Výsledek: Øada ∑_∞ n=3(−1)^{n ln n}_n konverguje neabsolutnì.

PØÍKLAD 4.3 Rozhodnìte, zda diverguje, nebo konverguje absolutnì èi neabsolutnì øada ∞∑ n=1 (−1)^n n^3 2^n .

Øeźení:

Opìt musíme nejprve rozhodnout o absolutní, resp. neabsolutní konvergenci øady. Problém tedy pøevedeme na rozhodnutí o konvergenci, resp. divergenci øady_∞ ∑ n=1 | | | |(−1)^n n^3 2^n | | | | = ∞∑ n=1 n^3 2^n . Pro rozhodnutí pou¿ijeme Odmocninového kriteria a s pomocí Maplu tedy dostáváme:

> rada:=n^3/2^n;

rada := n^3 2^n

> odmock(rada);_∞ ∑ n=1 n^3 2^n konverguje

Dostáváme, ¿e øada ∑_∞ n=1 n3 2n konverguje, co¿ podle De˛nice 4.2 znaèí absolutní konvergenci zadané øady. Vidíme, ¿e v tomto pøípadì ji¿ nemusíme ovìøovat Leibnizovým kriteriem konvergenci zadané øady, neboż ta ji¿ plyne z konvergence absolutní.

Výsledek: Øada ∑_∞ n=1(−1)^{n n3}_{2n} konverguje absolutnì.

PØÍKLAD 4.4 Rozhodnìte o divergenci, resp. absolutní èi neabsolutní konvergenci øady ∞∑ n=1 (−1)^{n−1} 2^{n2} n! .

Øeźení:

Jde opìt o alternující øadu, tedy zaèneme znovu rozhodnutím o absolutní, resp. neabsolutní konvergenci øady. Platí: ∞∑ n=1 | | | |(−1)^{n−1} 2^{n2} n! | | | | = ∞∑ n=1 2^{n2} n! a pro rozhodnutí o konvergenci, resp. divergenci této øady pou¿ijeme podílové kriterium, tedy proceduru podilk:

> rada:=2^(n^2)/n!;

rada :=

2^{(n2)} n! > podilk(rada);_∞ ∑ n=1 2^{(n2)} n! diverguje

Zbývá tedy jeźtì vyźetøit konvergenci, resp. divergenci øady ∑_∞ n=1(−1)^{n−1 2n2}_{n!} pomocí Leibnizova kriteria. Musíme tedy ovìøit, ¿e posloupnost

{_{2n2} n! } je nerostoucí posloupností kladných èísel a lim_{n→∞}^{2n2}_{n!} = 0. V tomto pøípadì ovìøíme podmínky vykreslením grafu pøísluźné funkce f =^{2x2}_{x!} :

> plot(subs(n=x,rada),x=1..5);

PSfrag replacements

Obr. 4.4. Graf funkce^{2x2}_{x!} Jeźtì názornìjźí bude vykreslit si nekoneèný graf:

> plot(subs(n=x,rada),x=1..infinity);

PSfrag replacements

Obr. 4.5. Nekoneèný graf funkce^{2x2}_{x!}

Z obrázkù je zøejmé, ¿e je sice splnìna podmínka^{2n2}_{n!} > 0 pro ∀n ∈ N avźak posloupnost

{_{2n2} n! } je rostoucí a neplatí ani lim_{n→∞}^{2n2}_{n!} = 0, tedy podle Leibnizova kriteria zadaná øada diverguje. Hodnotu limity si pomocí Maplu mù¿eme spoèítat:

> Limit(rada,n=infinity)=limit(rada,n=infinity); lim_{n→∞} 2^{(n2)} n! = ∞ Výsledek: Øada ∑_∞ n=1(−1)^{n−1 2n2}_{n!} diverguje.

Kapitola 5

Numerická sumace

5.1 Základní pojmy

V této kapitole se budeme zabývat konvergentními øadami a pøedevźím odhady jejich zbytkù pøi numerické sumaci. Souèet s ka¿dé konvergentní øady ∑_∞ n=1 a_n mù¿eme napsat ve tvaru

s = s_n + R_n,

kde s_n = a_1 + a_2 + . . . + a_n je n-tý èásteèný souèet øady a

R_n = a_{n+1} + a_{n+2} + . . .

se nazývá zbytek po n-tém èlenu. Tento zbytek vyjadøuje velikost chyby, které se dopustíme, jestli¿e aproximujeme souèet øady jejím n-tým èásteèným souètem.

Vìta 5.1

Nechż ∑ a_n je øada a r_n = ∑_∞ k=n+1 ak je její zbytek po n-tém èlenu. Nechż ∑ b_n je konvergentní øada s nezápornými èleny taková, ¿e pro ∀n ∈ N platí |a_n| ≤ b_n. Je-li R_n = ∑_∞ k=n+1 bk zbytek po n-tém èlenu øady ∑ b_n, pak platí |r_n| ≤ R_n.

Vìta 5.2

Nechż {a_n}^∞_{n=0} je nerostoucí posloupnost kladných èísel taková, ¿e lim a_n = 0. Pak pro zbytek po n-tém èlenu R_n alternující øady ∑ (−1)^{n−1}a_n platí |R_n| < a_{n+1}.

Vìta 5.3

Nechż ∑ a_n je èíselná øada, pro kterou platí | | | | a_{n+1} a_n | | | | ≤ q < 1 pro vźechna n ∈ N.

Pak pro zbytek R_n této øady platí |R_n| ≤ |a_n| q 1 − q .

Vìta 5.4

Nechż ∑ a_n je konvergentní øada s nezápornými èleny. Nechż a_n = f(n), kde f je nezáporná a nerostoucí funkce na intervalu [1, ∞). Pak pro zbytek R_n øady ∑ a_n platí R_n ≤ ∫_∞ n f(x)dx.

Ilustrace 5.1 Kolik èlenù øady_∞ ∑ n=1 1 n^4

(5.1)

je tøeba seèíst, aby byla chyba souètu menźí ne¿ 0.01?

Musíme tedy nalézt odhad zbytku R_n øady (5.1) a vypoèítat nejmenźí pøirozené n pro nì¿ platí: R_n < 0.01. Pro odhad zbytku vyu¿ijeme Vìtu 5.4. Musíme tedy nejprve ovìøit její pøedpoklady, tzn. ovìøit, ¿e funkce f(x) =^1_{x4} je nezáporná a nerostoucí na intervalu [1, ∞). Vizuálnì mù¿eme pøedpoklady ovìøit vykreslením grafu:

> rada:=1/x^4;

rada := 1 x^4 > plot(rada,x=1..infinity);

PSfrag replacements

Obr. 5.1. Graf funkce f(x) =^1_{x4} .

Nyní ovìøíme pøedpoklady výpoètem. Nejprve nezápornost:

> solve(rada>0);

RealRange(−∞, Open(0)), RealRange(Open(0), ∞) nezáporná je tedy funkce f(x) i na intervalu [1, ∞). Nyní jeźtì urèíme interval, na nìm¿ je f(x) nerostoucí:

> diff(rada,x); −4 1 x^5 > solve(%<=0); RealRange(0, ∞) Na intervalu [1, ∞) je tedy f(x) i nerostoucí, jsou tedy splnìny pøedpoklady Vìty 5.4 a mù¿eme tedy odhadnout zbytek dané øady: R_n ≤ ∫_∞ n 1 x^4 dx Výpoèet pøísluźného integrálu provedeme pomocí Maplu:

> Int(1/x^4,x=n..infinity)=int(1/x^4,x=n..infinity); ∫_∞ n 1 x^4 dx = 1 3 1 n^3

Tedy podle Vìty 5.4 platí R_n ≤ 1 3n^3 Nyní zbývá nalézt nejmenźí n ∈ N splòující nerovnost 1 3n^3 < 0.01 Výpoèet provedeme vyøeźením rovnice^1_{3n3} = 0.01 a zaokrouhlením výsledku na nejbli¿źí vyźźí pøirozené èíslo, resp. pøiètením jednièky v pøípadì, ¿e výsledek bude pøirozené èíslo:

> fsolve(1/(3*n^3)=0.01); 3.218297949

> ceil(%); 4 Výsledek:

Je tøeba seèíst aspoò 4 èleny øady ∑_∞ n=1 1 n4 aby chyba souètu byla menźí ne¿ 0.01. Ilustrace 5.2 Najdìte odhad zbytku pro Leibnizovu øadu ∞∑ n=1 (−1)^{n−1} 1 n = ln 2 (5.2)

Oznaème R_n zbytek øady (5.2). Øada (5.2) je alternující øadou, pro øeźení proto pou¿ijeme Vìtu 5.2. Musíme tedy nejprve ovìøit, zda posloupnost {_1 n }_∞ n=0 je nerostoucí posloupností kladných èísel takovou, ¿e lim_{n→∞}^1_n = 0.

Výpoèet budeme opìt provádìt s pøísluźnou funkcí, v tomto pøípadì jde tedy o funkci f(x) =^1_x . Pro vizuální ovìøení si opìt mù¿eme vykreslit graf:

> rada:=1/x; rada := 1 x

> plot(rada,x=0..infinity);

PSfrag replacements

Obr. 5.2. Graf funkce f(x) =^1_x .

Výpoèetnì ovìøujeme s pomocí Maplu následujícím zpùsobem:

> solve(rada>0); RealRange(Open(0), ∞)

> simplify(diff(rada,x)); − 1 x^2 > solve(%<=0); n > limit(rada,x=infinity); 0 Vidíme, ¿e pøedpoklady Vìty 5.2 jsou splnìny a podle této vìty pak platí |R_n| < 1 n + 1 Z odhadu zbytku je vidìt, ¿e rychlost konvergence øady (5.2) je malá a proto tato øada není pøíliź vhodná pro výpoèty logaritmù. Obecnì platí, ¿e èím je rychlost konvergence dané øady vìtźí, tím je vhodnìjźí pro aproximaci svého souètu.

5.2 Pøíklady

PØÍKLAD 5.1 Kolik èlenù øady_∞ ∑ n=1 1 n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

je tøeba seèíst, aby byl zbytek menźí ne¿ 0.0001?

Øeźení:

Vyu¿ijeme Vìtu 5.1. Oznaème r_n zbytek øady ∑_∞ n=1 1 n(n+1)(n+2)(n+3) . Za øadu ∑ b_n z Vìty 5.1 vezmeme v tomto pøípadì øadu (5.1) z Ilustrace 5.1, odkud ji¿ také známe její zbytek R_n =^1_{3n3} a máme ovìøeno, ¿e jde o øadu s nezápornými èleny. Staèí tedy ovìøit, ¿e je konvergentní a pro ∀n ∈ N platí: | | | | 1 n(n + 1)(n + 2)(n + 3) | | | | < 1 n^4

(5.3)

K ovìøení konvergence øady (5.1) pou¿ijeme Limitního srovnávacího kriteria, platnost vztahu (5.3) je zøejmá, proto její ovìøení ponechávám pouze na dobrovolné iniciativì ètenáøe:

> rada:=1/n^4;

rada := 1 n^4

> limsrovk(rada);_∞ ∑ n=1 1 n^4

konverguje

Podle Vìty 5.1 pak platí |r_n| ≤ 1 3n^3 a hledáme tedy nejmenźí n ∈ N, pro nì¿ platí^1_{3n3} < 0.0001. Tuto nerovnost vyøeźíme za pomoci Maplu stejnì jako v Ilustraci 5.1:

> fsolve(1/(3*n^3)=0.0001); 14.93801582

> ceil(%); 15

Výsledek:

Aby byl zbytek øady ∑_∞ n=1 1 n(n+1)(n+2)(n+3) menźí ne¿ 0.0001, musíme seèíst

nejménì 15 èlenù této øady.

PØÍKLAD 5.2 Kolik èlenù øady_∞ ∑ n=2 1 n ln^2 n je tøeba seèíst, aby byl zbytek menźí ne¿ 0.0001?

Øeźení:

Pro odhad zbytku vyu¿ijeme Vìtu 5.4. Musíme tedy ovìøit, ¿e øada ∑_∞ n=2 1 n ln2 n

je konvergentní øadou s nezápornými èleny. Konvergenci ovìøíme Integrálním kriteriem pomocí procedury intk:

> rada:=1/(n*(ln(n))^2); rada := 1 n ln(n)^2 > intk(rada,2);_∞ ∑ n=2 1 n ln(n)^2

konverguje

> solve(subs(n=x,rada)>=0);

RealRange(Open(0), Open(1)), RealRange(Open(1), ∞)

Dále musíme ovìøit, ¿e funkce f(x) =^1_{x ln2 x} je nezáporná a nerostoucí. Nezápornost funkce f je vźak ji¿ ovìøena posledním pøíkazem. Nyní tedy jeźtì ovìøíme, ¿e funkce f je nerostoucí. Proto¿e danou øadu sèítáme od indexu n = 2, staèí aby f byla nerostoucí na intervalu [2, ∞):

> simplify(diff(subs(n=x,rada),x)); − ln(x) + 2 x^2 ln(x)^3 > solve(%<=0);

RealRange(Open(0), e^{(−2)}), RealRange(Open(1), ∞)

Vizuální ovìøení vlastností funkce f:

> plot(subs(n=x,rada),x=2..infinity);

PSfrag replacements

Obr. 5.3. Graf funkce f(x) =^1_{x ln x2} .

Pro odhad zbytku urèíme hodnotu nevlastního integrálu ∫_∞ n f(x)dx. Dostáváme:

> 1/(x*(ln(x))^2); 1 x ln(x)^2 > Int(%,x=n..infinity)=int(%,x=n..infinity); ∫_∞ n 1 x ln(x)^2 dx = 1 ln(n) Podle Vìty 5.4 tedy platí R_n ≤^1_{ln n} a hledáme nejmenźí n ∈ N splòující 1 ln n < 1 10000

(= 0.0001).

Tuto nerovnost vyøeźíme v Maplu tak, ¿e z nerovnosti udìláme rovnost (na co¿ ji¿ jsme zvyklí), ale jeźtì ji navíc kvùli názornìjźímu výsledku umocníme na −1 a teprve pak ji vyøeźíme.

Platí toti¿^1_{ln n} =^1_{10000} právì kdy¿ ln n = 10000. Vyøeźme tedy tuto rovnici:

> solve(ln(n)=10000); e^{10000}

Abychom si byli jisti, ¿e nerovnost^1_{ln n} <^1_{10000} bude ostrá, museli bychom výsledné èíslo jeźtì zaokrouhlit nahoru, popø. zvìtźit o jednièku Toto èíslo je vźak obrovské, proto si pomocí Maplu pouze uká¿eme jeho aproximaci v pohyblivé desetinné èárce:

> evalf(%); .8806818226 10^{4343}

Výsledek:

Abychom se dopustili chyby menźí ne¿ 0.0001 u øady ∑_∞ n= 1 n ln2 n , museli

bychom seèíst alespoò k èlenù, kde k > e^{10000}.

PØÍKLAD 5.3 Kolik èlenù øady_∞ ∑ n=1 1 n2^n je tøeba seèíst, abychom její souèet aproximovali s chybou menźí ne¿ 0.01?

Øeźení:

K urèení odhadu zbytku pou¿ijeme Vìtu 5.3. Musíme nejprve urèit konstantu q < 1 takovou, ¿e pro ∀n ∈ N platí | | | | 1 (n+1)2n+1 1 n2n | | | | ≤ q (5.4) Konstantu q urèíme s pomocí Maplu:

> rada:=1/(n*2^n); rada := 1 n 2^n > pod:=simplify(subs(n=n+1,rada)/rada); pod := 1 2 n n + 1 > q:=limit(pod,n=infinity); q := 1 2 > solve(abs(pod)<=q); RealRange( −1 2 , ∞)

Pro q =^1_2 je tedy splnìn vztah (5.4) a podle Vìty 5.3 pak pro zbytek R_n øady

∑_1

n2n platí |R_n| ≤ | | | 1 n2^n | | |^{12} 1 −^1_2

Nyní zbývá urèit nejmenźí n ∈ N takové, ¿e |R_n| ≤ 0.01 Tento úkol øeźíme analogicky jako v Ilustraci 5.1:

> R[n]:=abs(rada)*((1/2)/(1-1/2));

R_n := | | | 1 n 2^n | | | > ceil(fsolve(R[n]=0.01)); 5 Výsledek:

Abychom aproximovali souèet øady ∑_∞ n=1 1 n2n s chybou menźí ne¿ 0.01, musíme seèíst nejménì 5 jejích èlenù.

Kapitola 6

Souèin øad

6.1 Základní pojmy

V této kapitole se budeme zabývat souèinem dvou nekoneèných øad.

De˛nice 6.1

Nechż ∑ a_n, ∑ b_n jsou øady, posloupnost {c_n} je permutací mno¿iny {a_ib_k; i, k ∈

N}. Øadu ∑ c_n nazýváme souèinem øad ∑ a_n, ∑ b_n.

Poznámka 6.1

Obecnì existuje nekoneènì mnoho rùzných souèinù øad ∑ a_n, ∑ b_n, pøièem¿

jeden z druhého vznikne pøeøazením.

Vìta 6.1

Nechż øady ∑ a_n = a, ∑ b_n = b konvergují absolutnì. Je-li {c_n} libovolná

posloupnost, je¿ je permutací mno¿iny {a_ib_k; i, k ∈ N}, pak øada ∑ c_n kon-

verguje absolutnì a platí ∑ c_n = a · b.

De˛nice 6.2

Dirichletovým souèinem øad ∑ a_n, ∑ b_n rozumíme øadu ∑ c_n, kde

c_n = a_1b_n + a_2b_n + . . . + a_nb_n + a_nb_{n−1} + . . . + a_nb_1.

De˛nice 6.3

Cauchyovým souèinem øad ∑ a_n, ∑ b_n rozumíme øadu ∑ c_n, kde

c_n = a_1b_n + a_2b_{n−1} + . . . + a_{n−1}b_2 + a_nb_1.

Vìta 6.2

Nechż ∑ a_n = a, ∑ b_n = b jsou konvergentní øady a nechż ∑ c_n je jejich Dirichletùv souèin. Pak ∑ c_n je konvergentní a platí ∑ c_n = a · b.

Vìta 6.3 (Mertensova)

Nechż øady ∑ a_n = a, ∑ b_n = b konvergují a alespoò jedna z nich absolutnì.

Nechż ∑ c_n je Cauchyùv souèin tìchto øad. Pak ∑ c_n konverguje a platí ∑ c_n = a · b.

Ilustrace 6.1 Nechż q ∈ R, q > 1. Urèete Cauchyùv souèin øady ∑_∞ n=1 1 qn se sebou samou.

Pomocí získaného výsledku urèete souèet øady ∞∑ n=1 n q^n (6.1)

Øeźení:

Oznaème tedy ∑_∞ n=1 c_n Cauchyùv souèin øady ∑_∞ n=1 1 qn se sebou samou. Pak podle De˛nice 6.3 dostáváme:

c_1 = 1 q · 1 q = 1 q^2

c_2 = 1 q^2 · 1 q + 1 q · 1 q^2 = 2 q^3

c_3 = 1 q · 1 q^3 + 1 q^2 · 1 q^2 + 1 q^3 · 1 q = 3 q^4 . . c_n = 1 q · 1 q^n + 1 q^2 · 1 q^{n−1} + . . . + 1 q^n · 1 q = n q^{n+1} tedy_∞ ∑ n=1 c_n = ∞∑ n=1 n q^{n+1} a k urèení souètu této øady ji¿ mù¿eme vyu¿ít Maplovský pøíkaz sum:

> Sum(n/q^(n+1),n=1..infinity)=sum(n/q^(n+1),n=1..infinity); ∞∑ n=1 n q^{(n+1)} = 1 (−1 + q)^2

Pro automatizaci tohoto postupu lze pou¿ít doprogramovanou proceduru

cauchys(an,bn,d,poc),

kde

an je n−tý èlen a_n øady

∑ a_n,

bn je n−tý èlen b_n øady

∑ b_n a

d je pøirozené èíslo, udávající kolik prvních èlenù Cauchyova souèinu si pøe-

jeme vypsat,

poc je nepovinný parametr (implicitnì nastavený na 1), který udává poèá-

teèní index obou øad (z de˛nice Cauchyova soucinu plyne, ¿e pro obì øady musí být stejný).

Procedura vypíźe prvních d èlenù Cauchyova souèinu øad ∑ a_n a ∑ b_n, jeho obecný n−tý èlen a vrátí hodnotu Cauchyova souèinu øad ∑ a_n a ∑ b_n:

> cauchys(1/q^n,1/q^n,3);

c[1] = 1/q^2

c[2] = 2/q^3

c[3] = 3/q^4

c[n] = q^(-n-1)*n

1 (−1 + q)^2 Zbývá tedy jeźtì urèit souèet øady ∑_∞ n=1 n qn . Tuto øadu mù¿eme rozepsat jako ∞∑ n=1 n q^n = ∞∑ n=1 q · n q^{n+1} = ∞∑ n=1 q · c_n = q · ∞∑ n=1 c_n a dosazením výsledku Cauchyova souèinu dostáváme: ∞∑ n=1 n q^n = q · 1 (q − 1)^2 = q (q − 1)^2 .

Vźimnìme si, ¿e pro urèení Cauchyova souèinu by se v tomto pøíkladì té¿ mohla pou¿ít Vìta 6.3. Øada ∑_∞ n=1 1 qn je toti¿ pro q > 1 konvergentní geometrickou øadou (viz Pøipomenutí 2.1) a proto¿e platí ∞∑ n=1 | | | 1 q^n | | | = ∞∑ n=1 1 q^n je dokonce absolutnì konvergentní, jsou tedy splnìny pøedpoklady Vìty 6.3 a Cauchyùv souèin jsme mohli spoèítat také takto: ∞∑ n=1 c_n = ∞∑ n=1 1 q^n · ∞∑ n=1 1 q^n = 1 q − 1 · 1 q − 1 = 1 (q − 1)^2

Poznámka 6.2 Analogií procedury cauchys pro Dirichletùv souèin øad ∑ a_n a ∑ b_n je doprogramovaná procedura

dirichs(an,bn,d),

její¿ parametry jsou shodné s procedurou cauchys. Jediný rozdíl spoèívá v tom, ¿e procedura dirichs vypisuje a vrací Dirichletùv souèin namísto Cauchyova.

Ilustrace 6.2 Urèete Cauchyùv souèin øad ∞∑ n=0 x^n n a ∞∑ n=0 y^n n (6.2)

Øeźení:

Cauchyùv souèin tìchto dvou øad urèíme pomocí procedury cauchys. Proto¿e zadané øady mají poèáteèní index nula, musíme pou¿ít nepovinný parametr:

> r1:=x^n/n!; r1 := x^n n! > r2:=y^n/n!; r2 := y^n n! > cauchys(r1,r2,3,0);

c[0] = 1
c[1] = y+x
c[2] = 1/2*y^2+x*y+1/2*x^2
c[n] = y^n/GAMMA(n+1)*((y+x)/y)^n

e^{(y+x)} Cauchyùv souèin øad (6.2) je tedy e^{(x+y)}.

Kapitola 7

Zdrojové texty vlastních procedur

V této kapitole uvádím zdrojové texty procedur, které jsem vytvoøil s pomocí Maplovského programovacího jazyka. U ka¿dé procedury si té¿ pøipomeneme její význam, avźak jen velmi struènì, neboż podrobnì ji¿ byla ka¿dá popsána v pøedchozím textu v¿dy pøi jejím prvním pou¿ití.

Procedura poslcass:

Vypisuje zadaný poèet prvních èlenù posloupnosti èásteèných souètù, její n−tý èlen a vrací souèet zadané øady.

> poslcass:=proc(a,b,d) > local i,j,s,e; > s:=0; j:=0;

> for i from b to d+b-1 do > j:=j+1;

> s:=s+eval(subs(n=i,a)); > lprint(evaln(s[j])=s); > od; e:=sum(a,n=b..n); > lprint(evaln(s[n])=e);

> Sum(a,n=b..infinity)=limit(e,n=infinity); > end;

Procedura sumplots:

Vykresluje graf posloupnosti èásteèných souètù a její limitu v pøípadì, ¿e existuje a je vlastní. Procedura je (stejnì jako následující procedura sumplot) naprogramována s vyu¿itím zdrojového textu z [5].

> sumplots:=proc(rada) > local term,n,a,b,psum,m,points,i,c,sn,p1,p2; > if nargs=2 then c:=args[2] else c:=0; fi; > if typematch(rada,’Sum’(term::algebraic, > n::name=a::integer..b::integer)) > then psum:=evalf@unapply(Sum(term, n=a..(a+m-1)),m); > points:=[seq([[i,psum(i)+c],[i+1,psum(i)+c]], > i=1..(b-a+1))];

> points:=map(op,points);

> p1:=PLOT(CURVES(points),AXESLABELS(n,"s[n]")); > sn:=evalf(sum(term,n=a..infinity));

> else ERROR("expecting a Sum structure as input"); > fi;

> if sn<infinity then p2:=plot(sn,n=a..b,linestyle=4); > display({p1,p2}); > else p1; fi; > end;

Procedura sumplot:

Vykresluje graf posloupnosti èásteèných souètù. Pou¿ívá se v pøípadech, kdy danou øadu pomocí Maplu nelze seèíst a pøedchozí procedura sumplots se tudí¿ nedá pou¿ít.

> sumplot:=proc(rada) > local term,n,a,b,psum,m,points,i,c,sn,p1,p2; > if nargs=2 then c:=args[2] else c:=0; fi; > if typematch(rada,’Sum’(term::algebraic, > n::name=a::integer..b::integer)) > then psum:=evalf@unapply(Sum(term, n=a..(a+m-1)),m); > points:=[seq([[i,psum(i)+c],[i+1,psum(i)+c]], > i=1..(b-a+1))];

> points:=map(op,points);

> PLOT(CURVES(points),AXESLABELS(n,"s[n]")); > else ERROR("expecting a Sum structure as input"); > fi; > end;

Procedura kvocgeom:

Urèuje kvocient q a èlen a geometrické øady ∑_∞ n=1 aq^{n−1}. > kvocgeom:=proc(rada)

> local i;

> global operat, kvoc, b, a; > b:=expand(rada);

> if type(b,‘+‘) then operat:=nops(b); > for i from 1 to operat do > kvoc[i]:=simplify(subs(n=n+1,op(i,b))/op(i,b)); > a[i]:=simplify(op(i,b)/(kvoc[i])^(n-1));

> lprint(evaln(kvoc[i])=kvoc[i]); lprint(evaln(a[i])=a[i]); > od > else operat:=1;

> kvoc:=simplify(subs(n=n+1,b)/b); > a:=simplify(b/kvoc^(n-1)); > lprint(’kvoc’=kvoc); lprint(’a’=a); > fi; > end;

Procedura geom:

Poèítá souèet geometrické øady.

> geom:=proc(k,fclen) > local s,i; > s:=0;

> if operat>1 then for i from 1 to operat do > s:=s+fclen[i]/(1-k[i]); > od else s:=fclen/(1-k); > fi; > end;

Procedura cauchys:

Vypíźe zadaný poèet prvních èlenù Cauchyova souèinu dvou zadaných øad, n−tý èlen a vrátí hodnotu Cauchyova souèinu.

> cauchys:=proc(a,b,d) > local j, poc; > global c;

> if nargs=4 then poc:=args[4] else poc:=1; fi; > for j from poc to d+poc-1 do > c[j]:=simplify(sum(subs(n=i,a)*(subs(n=j-i+poc,b)), > i=poc..j));

> lprint(evaln(c[j])=c[j]); > od;

> c[n]:=simplify(sum(subs(n=i,a)*(subs(n=n-i+poc,b)), > i=poc..n));

> lprint(evaln(c[n])=c[n]); > sum(c[n],n=poc..infinity); > end;

Procedura dirichs:

Vypíźe zadaný poèet prvních èlenù Dirichletova souèinu dvou zadaných øad, n−tý èlen a vrátí hodnotu Dirichletova souèinu.

> dirichs:=proc(a,b,d) > local j, poc; > global c;

> if nargs=4 then poc:=args[4] else poc:=1; fi; > c[poc]:=(subs(n=poc,a))*(subs(n=poc,b)); > lprint(evaln(c[poc])=c[poc]); > for j from poc+1 to d+poc-1 do > c[j]:=simplify(sum((subs(n=i,a))*(subs(n=j,b)) > +(subs(n=j,a))*(subs(n=i,b)), > i=poc..j-1)+((subs(n=j,a))*(subs(n=j,b)))); > lprint(evaln(c[j])=c[j]); > od;

> c[n]:=simplify(sum((subs(n=i,a))*b+a*(subs(n=i,b)), > i=poc..n-1)+a*b); > lprint(evaln(c[n])=c[n]); > sum(c[n],n=poc..infinity); > end;

Procedura kochkriv:

Vykresluje n−tou iteraci Kochovy køivky.

> kochkriv:=proc(n) > local i,j,x,y,dx,dy,uy; > global kres,s,pomsez; > uy:=evalhf(sqrt(1/12));

> s:=[x,y],[x+dx/3,y+dy/3],[x+dx/2-uy*dy, > y+dy/2+uy*dx],[x+(2/3)*dx,y+(2/3)*dy]; > kres[1]:=[0,0],[1,0]; > pomsez:=[0,0],[1,0];

> for i from 2 to n do dx:=pomsez[2,1]-pomsez[1,1]; > dy:=pomsez[2,2]-pomsez[1,2];

> x:=pomsez[1,1]; y:=pomsez[1,2]; > kres[i]:=s;

> for j from 2 to nops([pomsez])-1 do > x:=pomsez[j,1]; y:=pomsez[j,2]; > dx:=pomsez[j+1,1]-x; dy:=pomsez[j+1,2]-y; > kres[i]:=kres[i],s; > od;

> pomsez:=kres[i],[1,0]; kres[i]:=pomsez; > od;

> PLOT(CURVES([kres[n]]),SCALING(CONSTRAINED), > AXESSTYLE(NONE)); > end;

Procedura kochkranim:

Ukazuje animaci Kochovy køivky od první do n−té iterace.

> kochkranim:=proc(n) > local x,y,dx,dy,uy,i,j; > global kres,pl,pomsez,s,kresl; > uy:=evalhf(sqrt(1/12));

> s:=[x,y], [x+dx/3,y+dy/3], [x+dx/2-uy*dy,y+dy/2+uy*dx], > [x+(2/3)*dx,y+(2/3)*dy]; > kres[1]:=[0,0],[1,0];

> pl[1]:=PLOT(CURVES([kres[1]])); > pomsez:=[0,0],[1,0]; > for i from 2 to n do > dx:=pomsez[2,1]-pomsez[1,1]; > dy:=pomsez[2,2]-pomsez[1,2]; > x:=pomsez[1,1]; y:=pomsez[1,2]; > kres[i]:=s;

> for j from 2 to nops([pomsez])-1 do > x:=pomsez[j,1]; y:=pomsez[j,2]; > dx:=pomsez[j+1,1]-x; dy:=pomsez[j+1,2]-y; > kres[i]:=kres[i],s; > od;

> pomsez:=kres[i],[1,0];

> kres[i]:=PLOT(CURVES([pomsez])); > pl[i]:=kres[i]; > od;

> for i to n do kresl[i]:=plots[display]([pl[i]]) od;

> i:=’i’;

> plots[display]([kresl[i]$i=1..n],axes=none, > insequence=true, scaling=constrained); > end;

Procedura kochvloc:

Je naprogramována s vyu¿itím zdrojového textu, jeho¿ autorem je Greg Fee ze Simon Fraser University. Procedura vykresluje n−tou iteraci Kochovy vlocky. Ve svém tìle volá podproceduru next Koch, její¿ zdrojový text je uveden ihned za procedurou kochvloc.

> kochvloc := proc(n) > local k,e,d,ox,oy,i,j; > global sez,konsez,x,y; > e:=4; d:=e;

> x:=hfarray(1..e); y:=hfarray(1..e); > x[1]:=0; x[2]:=.5; x[3]:=1; x[4]:=x[1]; > y[1]:=0; y[2]:=evalhf(sqrt(.75)); > y[3]:=y[1]; y[4]:=y[1]; > sez:=[x[1],y[1]];

> for k~from 2 to d do sez:=sez,[x[k],y[k]] od; > if n=1 then konsez:=[sez]; > else for i from 2 to n do > d:=e; ox:=hfarray(1..d); oy:=hfarray(1..d); > for j to d do ox[j]:=x[j]; oy[j]:=y[j]; od; > e:=4*d-3; x:=hfarray(1..e); y:=hfarray(1..e); > evalhf(next_Koch(d,ox,oy,e,x,y)); > sez:=seq([x[j],y[j]],j=1..e); > od;

> konsez:=[sez]; > fi;

> PLOT(CURVES(konsez),SCALING(CONSTRAINED), > AXESSTYLE(NONE)); > end;

> next_Koch := proc(d,ox,oy,e,x,y) > local j,tr,ux,uy,i,px,py,qx,qy,dx,dy; > j := 0; tr := evalhf(1/3); > ux := .5; uy := evalhf(sqrt(.75)); > qx := ox[1]; qy := oy[1]; > for i from 2 to d do

> px := qx; qx := ox[i]; py := qy; qy := oy[i]; > j := j+1; x[j] := px; y[j] := py; j := j+1; > dx := qx-px; dy := qy-py; dx := tr*dx; > dy := tr*dy; x[j] := px+dx; y[j] := py+dy; > x[j+1] := x[j]+ux*dx-uy*dy; x[j+2] := x[j]+dx; > y[j+1] := y[j]+ux*dy+uy*dx; y[j+2] := y[j]+dy; > j := j+2; > od;

> j := j+1; x[j] := qx; y[j] := qy; > end;

Procedura kochvlanim:

Ukazuje animaci Kochovy vloèky od první do n−té iterace. Procedura je pøevzata z CD-ROM, pøilo¿eného k [6], pouze s malými úpravami.

> kochvlocanim:=proc(n) > local i,c,eliste,dliste,schritt,rekplot; > eliste:=[[0,0],[1,0],[1/2,1/2*sqrt(3)],[0,0]]: > dliste:=[[[0,0],[1,0],[1/2,1/2*sqrt(3)]]]: > schritt:=proc(eliste,dliste) > local ne,i,tp,s,satz,teilpunkte, > spitze,neliste,ndliste,nd;

> teilpunkte:=proc(anfangspunkt,endpunkt) > local t1,t2;

> t1:=[op(1,anfangspunkt)+1/3*(op(1,endpunkt)- > op(1,anfangspunkt)), op(2,anfangspunkt)+ > 1/3*(op(2,endpunkt)-op(2,anfangspunkt))]; > t2:=[op(1,anfangspunkt)+2/3*(op(1,endpunkt)- > op(1,anfangspunkt)), op(2,anfangspunkt)+ > 2/3*(op(2,endpunkt) -op(2,anfangspunkt))]; > [t1,t2] > end:

> spitze:=proc(t1,t2) > local betrag;

> betrag:=sqrt((op(1,t2)-op(1,t1))^2+ > (op(2,t2)-op(2,t1))^2);

> [(op(1,t1)+1/2*(op(1,t2)-op(1,t1)))+ > 1/2*sqrt(3)*(op(2,t2)-op(2,t1)), > (op(2,t1)+1/2*(op(2,t2)-op(2,t1)))- > 1/2*sqrt(3)*(op(1,t2)-op(1,t1))];

> end:

> neliste:=[]: > ndliste:=[]:

> for i from 1 to nops(eliste)-1 do > tp:=teilpunkte(op(i,eliste),op(i+1,eliste)): > s:=spitze(op(1,tp),op(2,tp)):

> satz:=[op(i,eliste),op(1,tp),s,op(2,tp)]; > neliste:=[op(neliste),op(satz)]; > nd:=[op(1,tp),s,op(2,tp)]; > ndliste:=[op(ndliste),nd] > od;

> neliste:=[op(neliste),op(1,neliste)]; > [neliste,ndliste] > end:

> rekplot:=proc(el,dl,ebene,tiefe) > option remember; > global a,b,d; > if ebene>0 then > b[tiefe-ebene+1]:=plots[polygonplot] > (el,style=PATCH);

> a[tiefe-ebene+1]:=plots[polygonplot] > (dl,style=PATCH);

> d[tiefe-ebene+1]:=plots[polygonplot] > (dl,style=PATCH);

> rekplot(op(1,schritt(el,dl)),op(2,schritt(el,dl)), > ebene-1,tiefe); > fi > end:

> rekplot(eliste,dliste,n,n);

> for i from 1 to n do c[i]:=plots[display]([b[i]]) > od:

> i:=’i’:

> plots[display]([c[i]$i=1..n], insequence=true, > axes=none, scaling=constrained): > end;

Procedura sierpkob:

Vykresluje n−tou iteraci Sierpinského koberce.

> sierpkob:=proc(n)

> local x,y,d,i,j;

> global s,kr,sez,poms,kre,sq;

> s:=[x,y],[x+d,y],[x+2*d,y],[x,y+d],[x+2*d,y+d], > [x,y+2*d],[x+d,y+2*d],[x+2*d,y+2*d]; > kr:=POLYGONS([s[5],s[8],s[7],[x+d,y+d]]); > x:=0; y:=0; d:=1/3;

> kre:=kr; sez:=s; poms:=sez;

> sq:=POLYGONS([[0,0],[1,0],[1,1],[0,1]], > COLOR(RGB,0,1,0)); > for i to n-1 do > d:=d/3;

> for j to nops([sez]) do > x:=sez[j,1]; y:=sez[j,2]; > poms:=poms,s; kre:=kre,kr; > od;

> sez:=poms; > od;

> PLOT(kre,sq,AXESSTYLE(NONE),SCALING(CONSTRAINED)); > end;

Procedura srovk:

Implementuje Srovnávací kriterium konvergence èíselných øad s nezápornými èleny. Implicitnì je nastavena divergentní porovnávací øada na ∑_∞ n=1 1 n a konvergentní na ∑_∞ n=1 1 n2 , avźak pou¿itím nepovinných parametrù lze zadanou øadu porovnávat s libovolnou øadou.

> srovk:=proc(a) > local b,c,kor,f; > if nargs=3 then > if args[3]=’k’ then b:=args[2]; > f:=simplify(b-a);

> kor:=ceil(max(fsolve(f=0,n),1)); > if evalf(subs(n=kor+1,f))>0 then > print(Sum(a,n=1..infinity)); print(konverguje) > else print(‘porovnanim s touto > radou nelze rozhodnout‘); > fi;

> elif args[3]=’d’ then c:=args[2]; > f:=simplify(a-c);

> kor:=ceil(max(fsolve(f=0,n),1));

> if evalf(subs(n=kor+1,f))>0 then > print(Sum(a,n=1..infinity)); print(diverguje) > else print(‘porovnanim s touto > radou nelze rozhodnout‘); > fi;

> else ERROR("treti parametr musi > byt ’k’ nebo ’d’"); > fi;

> elif nargs<>1 then > ERROR("chybny pocet parametru"); > else > b:=1/n^2; c:=1/n; f:=simplify(b-a); > kor:=ceil(max(fsolve(f=0,n),1)); > if evalf(subs(n=kor+1,f))>0 then > print(Sum(a,n=1..infinity)); print(konverguje) > else f:=simplify(a-c);

> kor:=ceil(max(fsolve(f=0,n),1)); > if evalf(subs(n=kor+1,f))>0 then > print(Sum(a,n=1..infinity)); print(diverguje) > else > print(‘timto kriteriem nelze rozhodnout‘); > fi; fi; fi; > end;

Procedura limsrovk:

Implementuje Limitní srovnávací kriterium konvergence. Implicitní nastavení i pou¿ití nepovinných parametrù je shodné s pøedchozí procedurou srovk.

> limsrovk:=proc(a) > local b,L;

> if nargs=1 then > b:=1/n^2; L:=limit(a/b,n=infinity); > if L<infinity then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje); > else b:=1/n;

> L:=limit(a/b,n=infinity);

> if L>0 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje);

> else print(‘timto kriteriem nelze rozhodnout‘); > fi; fi;

> elif nargs<>3 then > ERROR("chybny pocet parametru"); > elif args[3]=’k’ then b:=args[2]; > L:=limit(a/b,n=infinity);

> if L<infinity then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje);

> else print(‘timto kriteriem nelze rozhodnout‘); > fi;

> elif args[3]=’d’ then b:=args[2]; > L:=limit(a/b,n=infinity);

> if L>0 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje);

> else print(‘timto kriteriem nelze rozhodnout‘); > fi;

> else ERROR("treti parametr musi > byt ’k’ nebo ’d’"); > fi; > end;

Procedura odmock:

Implementuje Odmocninové kriterium konvergence.

> odmock:=proc(a) > local q;

> q:=evalf(limit(convert(surd(a,n),power), > n=infinity));

> if q<1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje) > elif q>1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje) > else print(‘timto kriteriem nelze rozhodnout‘); > fi; > end;

Procedura podilk:

Implementuje Podílové kriterium konvergence.

> podilk:=proc(a) > local q;

> q:=evalf(limit(subs(n=n+1,a)/a,n=infinity)); > if q<1 then print(Sum(a,n=1..infinity));

> print(konverguje) > elif q>1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje) > else print(‘timto kriteriem nelze rozhodnout‘); > fi; > end;

Procedura limraabk:

Implementuje Limitní Raabeovo kriterium konvergence.

> limraabk:=proc(a) > local q;

> q:=evalf(limit(n*(1-subs(n=n+1,a)/a),n=infinity)); > if q>1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje) > elif q<1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje) > else print(‘timto kriteriem nelze rozhodnout‘); > fi; > end;

Procedura intk:

Implementuje Integrální kriterium konvergence.

> intk:=proc(a) > local r,b;

> if nargs=2 then b:=args[2]; > else b:=1; > fi;

> r:=int(a,n=b..infinity);

> if r=infinity then print(Sum(a,n=b..infinity)); > print(diverguje) > elif evalf(r)<infinity then > print(Sum(a,n=b..infinity)); print(konverguje) > else print(‘timto kriteriem nelze rozhodnout‘); > fi; > end;

Procedura kummerk:

Implementuje Kummerovo kriterium konvergence.

> kummerk:=proc(rada)

> local a,b,pod,k,kn; > if nargs=1 then b:=n > elif nargs<>2 then > ERROR("chybny pocet parametru"); > else b:=args[2]; > fi;

> a:=rada;

> pod:=simplify(a/subs(n=n+1,a)); > kn:=simplify(b*(pod)-subs(n=n+1,b)); > k:=limit(kn,n=infinity);

> if k>0 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje) > elif k<0 then > print(Sum(a,n=1..infinity)); print(diverguje) > else > print(‘timto kriteriem nelze rozhodnout‘); > fi; > end;

Procedura kritkonverg:

Procedura implementuje vźechna výźe uvedená kriteria konvergence. Je tedy z uvedených procedur implementujících kriteria konvergence nejuniverzálnìjźí, proto je vhodná napø. ke kontrole øeźení.

> kritkonverg:=proc(a) > local t,b,c,q,r,kor,f,pod,kn,k; > t:=false;

> b:=1/n^2; c:=1/n;

> q:=limit(a/b,n=infinity);

> if q<infinity then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje); t:=true > else q:=limit(a/c,n=infinity); > if q>0 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje); t:=true; > fi; fi;

> if not t then > q:=evalf(limit(convert(surd(a,n),power), > n=infinity));

> if q<1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje); t:=true

> elif q>1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje); t:=true; > fi; fi;

> if not t then > q:=evalf(limit(subs(n=n+1,a)/a,n=infinity)); > if q<1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje); t:=true > elif q>1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje); t:=true; > fi; fi;

> if not t then > q:=evalf(limit(n*(1-subs(n=n+1,a)/a),n=infinity)); > if q>1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje); t:=true > elif q<1 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje); t:=true; > fi; fi;

> if not t then > r:=int(a,n=1..infinity);

> if r=infinity then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(diverguje); t:=true > elif evalf(r)<infinity then > print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje); t:=true > fi; fi;

> if not t then f:=simplify(b-a); > kor:=ceil(max(fsolve(f=0,n),1)); > if evalf(subs(n=kor+1,f))>0 then > print(Sum(a,n=1..infinity)); print(konverguje); > t:=true > else f:=a-c; kor:=ceil(max(fsolve(f=0,n),1)); > if evalf(subs(n=kor+1,f))>0 then > print(Sum(a,n=1..infinity)); print(diverguje); > t:=true > fi; fi;

> if not t then b:=n;

> pod:=simplify(a/subs(n=n+1,a)); > kn:=simplify(b*(pod)-subs(n=n+1,b)); > k:=limit(kn,n=infinity);

> if k>0 then print(Sum(a,n=1..infinity)); > print(konverguje) > elif k<0 then > print(Sum(a,n=1..infinity)); print(diverguje) > else print(‘ Nelze rozhodnout o konvergenci resp. > divergenci teto rady nami pouzivanymi kriterii‘); > fi; fi; fi; > end;

Kapitola 8

Internetové zdroje

V poslední dobì se stává obrovským fenoménem svìtová poèítaèová síż Internet. Mimo jiné proniká také do výuky v èím dál vìtźím poètu vzdìlávacích institucí. Ty prostøednictvím Internetu zveøejòují nejrùznìjźí výukové texty, domácí úkoly, testovací a demostraèní programy a spoustu dalźích informací. Internet je tedy vhodným prostøedkem k doplnìní a o¿ivení výuky.

V této kapitole uvádím seznam nìkolika zajímavých zdrojù, které lze vyu¿ít pøi výuce nekoneèných øad se systémem Maple. Internet je velice dynamický, rychle se rozrùstá, ale nìkteré zdroje také zanikají. Je proto mo¿né, ¿e v dobì, kdy ètenáø studuje tuto práci, nìkteré uvedené zdroje u¿ neexistují. Sna¿il jsem se vźak vybrat ty, které vypadaly pomìrnì stabilnì (zpracováno ke dni 15.4.2001).

Domovská stránka systému Maple se nachází na adrese

http://www.maplesoft.com/

Bohaté mo¿nosti vyu¿ití Maplu pro rùzné partie matematiky demonstruje Aplikaèní centrum systému Maple, které lze najít na

http://www.mapleapps.com/

Domovskou stránku skupiny Symbolic Computation Group z University Waterloo, která Maple vyvinula najdeme na

http://daisy.uwaterloo.ca/home.html

Dále existuje spousta stránek, které seznamují se systémem Maple a se základy práce s ním. Uveïme pouze nìkolik z nich:

http://www.variercollege.qc.ca/Auxiliary/Mathematics/comp/
     getstart.htm

KAPITOLA 8. INTERNETOVÉ ZDROJE 94

http://www.fz-rossendorf.de/FVTK/NUTZESEMINARE/sem73.html
http://www.math.muni.cz/^∼ plch/vyuka/vyuka.html
http://web.mit.edu/maple/www/maple.html

Úvod do numerické analýzy vyu¿ívající Maple poskytuje adresa

http://www.cs.laurentian.ca/badams/numeric/intro/intro.html

Na Internetu lze také nalézt spoustu matematických serverù a skupin:

http://www.kfa-juelich.de/zam/zam/html - Central Institut for Applied

Mathematics,

http://www.joma.org/articles/xiao/xiao4.html - interaktivní matema-

tický server,

http://www.research.att.com/^∼ njas/sequences/eisonline.html - on-

line encyklopedie èíselných posloupností

http://www.math.tamu.edu/^∼ harold.boas/
     courses.math696/index.html - Mathematical Communication and

Technology. Na této stránce lze nalézt také nejrùznìjźí kursy, napø. Maple, L^ATEX, Internet, Unix atd.

Nyní si uvedeme nìkolik adres, týkajících se speciálnì nekoneèných øad s vyu¿itím systému Maple.

http://academics.smcvt.edu/gashline/111/111lab4.htm - zde lze na-

lézt cvièení na nekoneèné øady,

http://www.mscs.uwstout.edu/^∼ ellisconm/Webpage2.htm - na této stránce

se nacházejí výukové texty a pøíklady na kriteria konvergence, podobnì jako na stránce

http://www.uwec.edu/Academic/Math/Calculus/215-Fall2000/labs/
     lab10/lab10.htm
http://www.wfu.edu/^∼ ekh/mth112v4.html - nabízí maplovské zápisníky

týkající se nekoneèných øad a integrálù.

Výukové texty a testy z nekoneèných øad, pøíp. dalźích oblastí matematické analýzy lze nalézt napø. na tìchto stránkách:

http://www.mapps.com/powertools/postsecondary/html/06051.html
http://www.sosmath.com/calculus/calculus.html
http://archives.math.utk.edu/visual/calculus/6/index.html
http://www.simpson.edu/^∼ math.labs/calcii.html
http://www.Ellerbruch.nmu.edu/Maple/Calculus.html
http://www.math.utah.edu/lab/ms/maple/examples.html
http://www.archives.math.utk.edu/utk.calculus/142toc.html

Závìr

V této diplomové práci jsem se sna¿il ukázat, jakým zpùsobem lze vyu¿ít systém Maple pøi výuce tématu nekoneèné øady.

Pro øeźení pøíkladù jsem pou¿íval verzi Maple 6. Kromì standardních pøíkazù, které jsou uvedeny v první kapitole jsem vyu¿il i doprogramované procedury, které jsou ulo¿eny v souboru moproc.m na pøilo¿ené disketì. Pøi programování jsem vycházel pøedevźím z [5] a z nápovìdy systému Maple.

Práci jsem vysázel v systému L^ATEX. Pøi tvorbì práce jsem vyu¿il mo¿nosti exportu maplovského zápisníku do L^ATEXu a ulo¿ení grafù do PostScriptu, co¿ mi umo¿nilo pozdìjźí zpracování. Vyu¿il jsem také mo¿nosti exportu maplovských zápisníkù do formátu HTML.

Souèástí této práce je také struèná webovská prezentace, zámìrnì vźak neuvádím její adresu, neboż s ukonèením mého studia se stránka pøesune. S nejvìtźí pravdìpodobností na stránky mého vedoucího diplomové práce RNDr. Romana Plcha Ph.D., nebo na stránky Fakulty informatiky, které se týkají diplomových prací.

Jsem rád, ¿e jsem se díky této práci alespoò èásteènì nauèil pracovat jak se systémem Maple, tak i se systémem L^ATEX, co¿ mù¿e být velkým pøínosem pro mé budoucí uplatnìní.

Zároveò jsem také rád, ¿e jsem spolu s [8], [9] a dalźími diplomovými pracemi napomohl rozźíøení výpoèetní techniky do výuky matematiky.

Literatura

[1] Doźlá Z., Novák V.: Nekoneèné øady. MU, Brno, 1998. [2] Fuchsová L.: Matematická analýza I. MU, Brno, 1992. [3] Rybièka J.: L^ATEX pro zaèáteèníky. Konvoj, Brno, 1999. [4] Horová I.: Numerické metody. MU, Brno, 1999.

[5] Monagan M.B., Geddes K.O., Heal K.M., Labahn G., Vorkoetter S.M.:

Programming guide Maple V Release 5. Springer Verlag, 1998. [6] Westermann T., Buhmann W., Diemer L., Endres E., Laule M., Wilke G.: Mathematische Begri¸e visualisiert mit Maple V für Lehrer und Dozenter. Springer, 1999.

[7] Fichtengolyc G.M.: Kurs di¸erencialnogo i integralnogo isèislenija II.

Nauka, Moskva, 1951.

[8] Kroutil P.: Diplomová práce Absolutní konvergence èíselných øad a øady funkcí. MU, Brno, 1998.

[9] Chybová K.: Diplomová práce Diferenciální poèet funkcí jedné promìnné s programem Maple V. MU, Brno, 1998.