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Uvod

Cilem prace bylo vytvorit databazi testovych otazek pro podporu vyuky Integralniho po-
¢tu funkei vice proménnych v Informacénim systému Masarykovy univerzity (dale jen IS).

Prace je rozdélena na dvé ¢asti. V prvni je vyloZzena motivace k vybéru tématu diplo-
mové prace, struéné popsan postup tvorby testd v IS MU a nakonec jsou okomentovany
vytvorené sady testii. Druhd c¢ast diplomové prace se zabyva vykladem teorie integral
ve vicerozmérnych prostorech. Obé ¢asti jsou rozdéleny do tii kapitol. Ptilohou je kom-
paktni disk, na kterém jsou ulozeny vytvorené sady otazek.

Text nema za cil byt vyferpavajicim navodem k tvorbé testl a skripty k dané partii
matematiky. SpiSe uvadi zajemce (zejména vyucujiciho ¢ jeho pomocnika) do proble-
matiky tvorby sady otazek, ptficemz k hlubsimu vhledu je ¢tenar odkazan na konkrétni
zdroje, resp. druhd ¢ast prace miize slouzit studenttim jako shrnuti potfebné latky.

Tato prace byla vysazena systémem IXTEX2c. Grafika byla vytvorena systémem
METAPOST pomoci baliku mfpic.
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Tvorba testu



Kapitola 1

Co predchazelo tvorbé testu

Povazuji za dulezité sdélit, pro¢ jsem si pro svou diplomovou praci vybral toto téma a
jak jsem se rozhodl jej zpracovat. To jest obsahem této kapitoly.

1.1 Motivace k vybéru tématu

Pro budouci ucitelskou praxi je nemalo dulezité zaobirat se problémem, jak provérovat
nabyté znalosti studenti. Jsou dvé hlavni formy — pisemna a tistni. Jako pedagog zacatec-
nik nepreferuji jednu pred druhou, obé formy maji své pro i proti, a obé formy vyzaduji
precizni realizaci. Spise nez o exaktni vyklad celé problematiky, jedna se zde o formulaci
subjektivnich postoji k véci. O tématu existuje celd fada struénych i rozsahlych text,
napr. (8], [12].

Uz témér od zakladni skoly zna kazdy zak resp. student rozdéleni na pisemku a test
(slangové Feceno). A témér kazdy zak mé vyhranény postoj k oboum formam, zpravi-
dla jednu upfednostiiuje mnohem vice nez druhou. Bez ohledu na to, setkd se béhem
svého (nejen) studijniho Zivota s obéma typy. Jednozna¢né se (jakozto student) Fadim
ke skupiné, ktera uprednostnuje pisemku — tedy nékolik mélo oteviené formulovanych
otazek. Napf. ,FeSte rovnici 22 + 22 + 1 = 0%, nebo ,graficky zdfivodnéte, %e rovnice
2?2 — x4+ 1 = 0 nemé realné kofeny“, naproti testové formulaci otdzky: ,kofenem rovnice
1242241 = 0 je ¢islo a)0 b)—1 ¢)+1 d)2“. Totiz drtiva vétsina testt, které jsem skladal
mé odstrasila — kvuli tomu, jak byly vytvoreny. At Slo o testy v dil¢ich pfedmétech na
zékladni a stfedni Skole, ¢i napf. testy v ramci zavéreéné zkousky v autoskole. A pravé
tyto (dle mého nazoru) nekvalitné vytvorené testy, se kterymi jsem se setkal, mi byly mo-
tivaci k vybéru tématu diplomové prace. To je mozné zdanlivy paradox, ale neodsuzuji
test jako formu zjistovani znalosti, jen opovrhuji nekvalitné vytvofenymi testy. A prave
proto jsem se rozhodl vzit si jako cil diplomové prace vytvoreni databaze testt, které by
z mého pohledu splinovaly vSechny atributy kvalitniho testu. Motivaci k vybéru tématu
byl i pozitivni vztahu k programu Maple. Nakolik se mi povedlo vyloZeny cil splnit, necht
posoudi ¢tenarl po precteni této diplomové prace.
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1.2 Priprava pred tvorbou testu

Databaze testovych otazek méla byt vytvorena na téma integralni pocet funkci vice
proménnych. Tato partie matematiky je nyni na UMS P¥F MU vyucovéna (v piipadé
ucitelského studia matematiky) v rdmci pfedmétu Matematicka analyza 4, ktery je vo-
litelny a obsahem navazuje na (povinny) ¢tyfsemestralni kurz matematické analyzy. Cil
pfedmétu Matematickd analyza 4 (semestr Podzim 2009) tak, jak je uveden v [7] je zde
pro uplnost doslovné opsan:

Hlavnim cilem kurzu je porozumeéni zakladnim pojmim, vysledkim a
osvojeni nejjednodussich vypocetnich a aplikac¢nich postupi ,,pokroci-
lych® oblasti matematické analyzy, zastoupenych integraly ve viceroz-
mérnych prostorech, Fourierovymi radami a diferen¢nimi rovnicemi.
Po absolvovani kurzu bude student schopen: definovat a interpretovat
zékladni pojmy uzivané ve vyse uvedenych oblastech; formulovat pri-
slusné matematické véty a tvrzeni a vysvétlit metody jejich dikaz;
ovladat efektivni techniky vypoctu pouzivané v téchto oblastech; apli-
kovat ziskané poznatky pii feseni konkrétnich prikladi.

Tyto informace z IS MU byly hlavnim vychodiskem pfi tvorbé diplomové prace.
Bylo tedy nutné zopakovat si a ucelit védomosti ziskané v ramci péti semestri vyuky
matematické analyzy. Teorie integralii ve vicerozmérnych prostorech potfebnéa ke slozeni
vytvorenych testd je uvedena v ¢asti II.

Dalsi neméné dtilezitou ¢asti pripravy bylo diikkladné promyslet a formulovat atributy,
které musi mnou vytvorené testy spliovat, abych je mohl povazovat za dobré. Jinymi
slovy: musel jsem si vybavit vSechny vice i méné zasadni chyby, kterych se dle mého
tvirci testli se kterymi jsem se setkal dopustili, a téchto se snazit vyvarovat. Povazuji za
dilezité zde tyto atributy explicitné zminit. Jsou sefazeny sestupné podle vyznamnosti.

1. Aby clovék priméfené ovladajici danou latku tspésné slozil test ovérujici znalost
této latky.

Test ktery dle mého tuto podminku naprosto nesplioval, byl zavérecny test v au-
toskole.

2. Testy museji mit vysokou miru validity, nebo-li musi testovat to, co deklaruji ze
testuji.

3. Otéazky v testech museji byt jednoznacné a korektné formulované, nesmi obsahovat
rozsahla a ,Sroubovana“ souvéti.

To neznamend, ze by konkrétni otazka nemohla mit relativné dlouhé zadani. Ale
musi byt vzdy dbano na jazykovou i matematicko-logickou spravnost.

4. Testové otazky museji byt formulovany tak, aby student musel pouzit postup, jehoz
ovladnuti otazka ovétuje.

Napr. ovéfujeme v néjakém testu to, zda student umi tesit kvadratickou rovnici.
Otézku formulujeme takto: ,kofenem rovnice z%+2x+1 = 0 je ¢islo a)0 b)—1 ¢)+1
d)—2“. Tim je u¢inén krok vedle, nebot tato otdzka jen ovéfuje, zda student umi



KapriToLA 1. CO PREDCHAZELO TVORBE TESTU 10

dosadit ¢islo do vyrazu. Mirnou obménou otazky, napt takto: ,kofenem rovnice
2?2 + 2z +1 = 0 je ¢islo a)0 b)—1 ¢)+1 d)jiné nez 0, —1,+1%, v tomto piipadé
situaci nezménime, opét staci dosadit nabidnutéa c¢isla. Postatna obména mtize byt
napi.: ,kofenem rovnice 2 + 2z + 1 = 0 je ¢islo a)0 b)—1 c)+1 d)jiné nez 0, —
—1,+1, doplnéte jaké:........ “, piipadné jen: ,kofenem rovnice 2% + 2z +1 =0 je
¢islo x; = ... axy = ..., doplite ¢isla“. Studentovi potom nezbyde nic jiného,
nez rovnici vyftesit, a to pravé chceme.

5. Otéazky budou bodovéany tak, Ze za spravnou odpovéd se body pric¢itaji a za Spatnou
odecitaji, ponechani otazky bez odpovédi bude hodnoceno nula body.

Odecitat body za Spatné odpovédi je kontroverzni téma tvirct testi. Dle mého
presvédceni by se body za Spatnou odpovéd mély odecitat. A to bez ohledu na to,
zda je spravné jedna z nabidnutych odpovédi nebo vice, zkratka odpovi-li student
jinak nez spravné, odecitaji se body. Pri¢emz za ponechani otazky bez odpovédi je
hodnocena nula body — ani se nepfi¢ita ani neodecita.

Dtivodem je predevsim eliminace moznosti test otipovat — tato ,metoda“ je po-
mérné u¢inna v otazkach, kde je spravné pravé jedna nabidnutd odpovéd. Dalsim
divodem je Sirsi aspekt: je-li ¢lovék v zivoté postaven pred néjaky problém, pak
bud najde jeho TeSeni, je si jim jisty a stoji si za nim, a nebo FeSeni nenalezne a
pak zistane problém nevyfeSen. Nebo-li: bud jisté vim, pak odpovim, nebo nevim,
pak netipuji a neodpovim.

6. Test by celkové nemél byt prilis snadny. Zcela bez chyby s plnym poctem bodt by
jej slozilo nejvyse 5% az 10 % student.

Skladat tézky test je velmi frustrujici a svym zptisobem demotivujici, avsak na
rozdil od zakladni a stfedni skoly mtze byt dle mého nazoru na vysoké skole tento
fakt ignorovan. Samoziejmeé se tomu musi podridit vysledné hodnoceni — vysledné
rozskalovani znamek podle bodii.
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Kapitola 2

Tvorba testu v IS MU

V této kapitole je rozebrano a ilustrovano, jak vytvorit sadu otazek a jaké moznosti dava
IS MU tviirci testi.

2.1 Zalozeni sady otazek

Clovék majici tcet v IS MU mtize tvoiit sady testovych otazek. Aviak pouze uzivatel
majici v IS status ucitele ma pristup do slozky testbank, kam studenti pfistup nemaji.
Projdéme ale postup od zacatku, jak zacit tvorit sady testovych otazek.

Testové otazky na dané téma se seskupuji do jednotlivych sad testovych otazek,
zpravidla podle jednotlivych podtémat. Divodem je prehlednost a dale moznost nasledné
z téchto sad nechat vybirat otazky pro ,ostry“ test.

Sada testovych otazek je textovy soubor s pfiponou .qdef, ve kterém jsou zadany
otazky i odpovédi. Zalozime jej vstupem do sekce ,,Uc¢itel* — ,Odpovédniky* — , Sady
otazek — vytvareni, iprava“ a klikneme na ,,Zalozit novou sadu otazek®. Vyplnime nazev
a slozku, do které se sada ulozi (zpravidla slozka testbank). Ma-li dany pfedmét v IS vice
ucitelt, méa do slozky testbank pristup kazdy z nich a je tedy tfeba postupovat opatrné,
abychom omylem needitovali ¢i dokonce nesmazali sadu otazek vytvorenou nékterym
z kolegii.

Sady testovych otazek muze vytvaret i uzivatel bez statusu ucitele, postup je na-
sledujici: prejdeme do sekce , Elportal“, dale zvolime ,Vstup do nepfedmétovych e-
learningovych aplikaci“ — ,,Sady otazek — vytvafeni tprava“ — ,Zalozit novou sadu
otazek“. Sadu otazek pojmenujeme a ulozime do vhodné slozky. Pokud bude ulozena
do slozky testbank, uzivatel ,neucitel“ uz k ni nebude mit pfistup, tomuto uzivateli je
tedy doporuceno zalozit si napt. v sekci ,,M1j web® k tomuto tacelu slozku a ulozit novou
sadu do ni. U této nové slozky si uzivatel mize nastavit prislusna ptistupova prava.

Sada otazek je timto zalozend a muzeme se pustit do tvorby jednotlivych otazek.
Klikneme na ,,Plnit sadu testovych otazek“ a vstoupime tim na stranku, kde se vytva-
feji jednotlivé otazky. Otazky mizeme vkladat bud formuldfem nebo textovym editorem.
Vkladat otazky pres formulaf je jednoduché a znacné intuitivni, nevyzaduje hlubsi zna-
lost struktury otazky. Timto zptsobem ale nemtzeme vyuzit vSechny moznosti, které IS
dava. Vhodnéjsi je vkladat otazky pomoci textového editoru — pii tvorbé testtt z ma-
tematiky je tento zpisob v podstaté nezbytny. Primérné zdatnému uzivateli vkladat
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otazky pomoci textového editoru nebude ¢init vétsi problémy.

Pravidla pro zadavani otazek a typy otazek jsou velmi dobfe shrnuty a okomentovany
v souboru vzorove_testy.qdef, ktery je ke stazeni v Napovéde IS. Vse je také dobfe a
velmi podrobné vysvétleno v samotné Napovédé IS. S jakymkoliv dotazem je mozné se
obratit na e-techniky Informac¢niho systému, adresa isna@fi.muni.cz.

2.2 Typy otazek

Nyni k samotné tvorbé otazek pomoci textového editoru. Strucéné lze zakladni pravidla
shrnout takto:

e Znak ,#“ uvozuje tadek, ktery se cely nezpracovava a studenttim nezobrazuje.
Vhodné napf. pro interni poznamky autora testu.

e Definice jedné testové otazky se oddéluje od dalsi definice dvéma pomlckami ,--,

pricemz tento radek jiz nesmi obsahovat dalsi znaky.

e Testova otazka se sklada ze zadavaci c¢asti s pripadnou poznamkou a hodnotici
casti. Zadavaci ¢ast zacina se zacatkem definice testové otazky:

# otazka z"ulebnice pro gymnazia, str. 23 nahofe, je dost lehka
Kdo byl prvnim prezidentem Ceské republiky?

:rl Vaclav Klaus

:r2 Vaclav Havel

:r3 Jan Zizka

V zadavaci ¢asti nesmi byt dvojtecka, ¢arka, otaznik ¢i pomlcka na zacatku radku.
Hodnotici ¢ast zac¢ind dvojteckou (nebo otaznikem, ¢arkou, poml¢kou) na zacatku
radku:

:rl To je druhy prezident CR.
:r2 ok Vyborné&, jen tak dal! :-)
:r3 Nikoliv, to byl vojevidce Zijici pfred pé&ti sty lety. :-(

e V textu otazky lze sdzet matematicky text. Provadi se standardné jazykem I¥TEX
a je tieba jej ,obalit* tagy <M> a </M>. Napi. vétu ,,Jaké m4 kofeny rovnice z2 +
+ 22+ 1 = 07" zadame takto:

Jaké ma kofeny rovnice <M>x"2+2x+1=0</M>7

e Jak jednotlivym variantam prifadit bodové hodnoceni bude vylozeno déale.

IS umoznuje tvirci sady otazek fomulovat riizné typy otazek, rozlisuji se tzv. mani-
pula¢nim prvkem, ktery se v nich vyskytuje. Lze pouzit tyto typy otazek:

e :r vybér pravé jedné z nabidnutych moznosti
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e :c vybér jedné nebo vice z nabidnutych moznosti

e :v vybér z nabidky

:t doplileni textu (je ovéfovana piima shoda textu), tedy 1/2 a 2/4 je rozdilna
odpoveéd

:n doplnéni ¢isla

e :m prifazeni do dvojice

e :s spravny slovosled

e :a odpovéd textem, student vlozi souvisly text, ktery musi byt ru¢né zkontrolovan

e :1 doplnéni matematického textu (vyraz, ¢islo), 1/2 je zde totéz co 2/4, shoda je
ovéfovana programem Maple, vyraz se zadava jazykem programu Maple — viz dale

e lze vlozit i obrazek, video a odkaz na zvukovy soubor — viz dale

Pti tvorbé matematickych texti se prakticky vyuzivaji jen nékteré z moznych typu
otazek. Ty, které jsem ve vytvorenych testech pouzil, zde ilustruji na konkrétnich piikla-
dech, vétsina prikladi bude pouzita ze souboru vzorove_testy.qdef, abych zde zby-
tecné nezvetejnoval zadani vytvorenych testi.

Otazka typu :r

Tento typ otazky je v podstaté nejzakladnéjsi. Vybira se pravé jedna spravna odpoveéd.
Zadame-li otazku takto:

Je Brno hlavni m&sto Ceské republiky?
:rl Ano
:r2 Ne
:rl Kéz by bylo.
:r2 ok 1 Ano to je pravda, ale jisté je to velmi vyznamné mésto.
- -1
? -1

Spravna odpovéd je ,Ne“, za jeji volbu obdrzi student +1 bod, ponechali otdzku bez od-
povédi, bude mu udélen —1 bod. Do hodnotici ¢asti lze zadat komentar zvolené odpoveédi,
ktery se zobrazi po opraveni testu, viz obr. 2.1. Pii zobrazeni této otazky IS nahodné
zamicha nabidnuté odpovédi. Zadame-li otazku nasledovné, odpovédi se nezamichaji:

Masarykova univerzita se nachdzi v~Brné.
:rl To je pravdivy vyrok. :r2 To je nepravdivy vyrok.
:rl ok 1 Spravné!
:r2 0
-0
Spravna odpovéd je prvni, za jeji volbu obdrzi student +1 bod, zvoli-li odpovéd druhou,

ktera je chybna, obdrzi 0 bodii, ponechali otazku bez odpovédi, bude mu udéleno taktéz
0 bodt.
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Je Brno hlavni mésto Ceské republiky?
& ¥ Ano
" *Ne
= upravit textovym editorem (zrusit otazku)
Melze upravovat formuldfem, protoZe: Nalezen poéet bodd za nevyplnénou odpovéd.

Kéz by bylo.
body = -1

Obr. 2.1. Otazka typu :r

Otazka typu :c

Tento manipula¢ni prvek, také hojné vyuzivany, umoznuje studentovi vybrat jednu nebo
vice z nabidnutych odpovédi. Piiklad pouziti a obodovani:

Z”Ceho je sloZena voda?
:cl vodik
:c2 hlinik
:c3 kyslik
:c4 Zelezo
:cl:c3 ex ok 2
? -1
- -1

Oznadi-li student pravé dvé spravné odpovédi (vodik, kyslik), obdrzi +2 body, v kterém-
koliv jiném ptipadé obdrzi —1 bod. Jiny zptisob bodovani mutze vypadat napt. takto:

Z”Ceho je sloZena voda?

:cl vodik
:c2 hlinik
:c3 kyslik
:c4 Zelezo

:cl ok 1

:c2 -1

:c3 ok 1

:c4 -1

Za oznaceni kterékoliv ze spravnych odpovédi dostane student +1 bod (tedy 2 body
maximélné). Za vyznaceni kterékoliv ze $patnych odpovédi obdrzi student —1 bod. Body
za odpovédi se séitaji.

Otazka typu :v

Tento typ otazky umoziiuje studentovi doplnit jednu z nabidnutych moznosti. Ptiklad
pouziti a obodovani:

Dopliite velikost pismen: :vla eskd :v1lb epublika
:via="C" ok 1
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:v2a="¢" -1
:vlb="r" ok 1
:v2b="R" -1

Jak vypada takto zadana otézka v IS je na obr. 2.2. Do hodnotici ¢asti je treba zadat

Daoplrite velikost pismen: I ¢ vleské

= upravit textovym editorem (zruSit ot:
Melze upravovat formulafem, protoZe: R ¢ zpusob bodovani jednotlivych podotazek.

body = null null

i~ |epublika

Obr. 2.2. Otazka typu :v

nabizené moznosti, které maji byt v roleté. Obodovani je analogické jako u predeslych
typt otazek.

Otazka typu :t
Tento typ otazky jsem ve vytvorenych testech nepouzil, jeji pouziti je snadné, napt.:

Dopliite odpovidajici slovo:
jaro, léto, podzim, :t
:t=zima ok 1

Nekolika podtrzitky se vymezi velikost policka, kam se vpisuje text. IS ovéfi primou
shodu textu, ¢ili pokud student vpiSe cokoliv jiného nez ,zima“ bude to hodnoceno jako
Spatna odpovéd.

Otazka typu :n

Tento typ otazky jsem ve vytvorenych testech taktéz nepouzil, pouziti je snadné, napft.:

Uvedte ¢islo <M>\pi</M> s”pfesnosti na 3 desetinnd mista :nl
:n1=3.141..3.142 ok 1
:n1=3.11..3.16 Spravné je 3.1415926...

Je ovérovano, zda studentem zapsané ¢islo lezi v zadaném intervalu. Pozor — desetinna
carka se zadava jako tecka.

Otazka typu :1

Otazka tohoto typu je v matematickych testech hojné vyuzivana. Student zapise odpo-
véd (matematicky text) a IS pomoci programu Maple ovéfi jeho matematickou shodu.
Odpovéd je nutné zadat syntaxi programu Maple. Otézka typu :1 mé obrovskou vyhodu,
7e nezélezi na tom, zda student zapise 22, nebo 4, nebo /16, vie je brano jako ekviva-
lentni odpovéd. Je-li pouzito tohoto typu otézky, méli by byt studenti pfed otevienim
testu diikkladné obeznameni se syntaxi programu Maple. To ale neni véc nikterak obtizna
a zdrzujici. Otazka tohoto typu se pouzije napt. takto:
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M&jme funkci <M>f(x)=x</M>.

Potom <M>\displaystyle\int\limits_071 f(x)\,\mathrm{d}x</M>=:11
Dopliite prislusSné cislo.

:11="1/2" ok 1

? -1

Jak vypada takto zadana otazka v IS je na obr. 2.3. Student miize doplnit jakékoliv ¢islo,

M&jme funkei f(z) = .
1

Potom / f[i) d.l‘=|| Zkonfrolovat syntax
0

Daplfite pfisluné Eislo.

Obr. 2.3. Otazka typu :1

je-li rovno cislu %, obdrzi +1 bod za spravnou odpovéd. Tlac¢itko ,,Zkontrolovat syntax®
slouzi k ovéreni, zda bylo spravné zadano chténé ¢islo ¢i vyraz — IS vpravo vedle tohoto
tlacitka vysadi zapsané cislo ¢i vyraz, pripadnou chybu ohlasi. Timto je vysoce omezena
moznost dopustit se chyby vlivem Spatné zadaného ¢isla ¢i vyrazu.

Vzhledem k tomu, Ze je odpovéd ovéfovana programem Maple, nic nebrani studentovi
zadat do policka pro odpovéd piikaz syntaxi programu Maple, kterym bude dany priklad
piimo vypocitan. V piikladu vysSe to znamena, ze student by mohl do policka pro odpoved
napsat prikaz int(x,x=0..1);, ktery po zpracovani programem Maple da vysledek %,
coz je spravna odpovéd a tedy student by dostal (nepravem) body za spravnou odpovéd.
Analogicky by tohoto §lo zneuzit pii vypoc¢tu dalsich typu prikladd. Tvirce testh muze
tomuto jednoduse zabranit. Totiz do zadani otazky se specifikuje, které funkce programu
Maple se nesmi v odpovédi objevit. Déje se tak pomoci tzv. blacklistu: do hodnotici ¢asti
se vlozi text b [seznam_funkci], kde seznam_funkci je seznam nazvu zakazanych funkci.
V prikladu vyse by bylo pouziti nasledujici:

M&jme funkci <M>f(x)=x</M>.

Potom <M>\displaystyle\int\limits_0"1 f(x)\,\mathrm{d}x</M>=:11
Dopliite prislusSné cislo.

:11="1/2 blint]" ok 1

? -1

Naopak, chce-li tviirce testt specifikovat, které funkce lze pouzit, pouzije se zcela analo-
gicky tzv. whitelistu. Do hodnotici ¢asti otazky se potom vlozi text: w[seznam_funkci].

Otazky typu :m, :s, :a

Pouziti téchto typt otazek v matematickych testech je velmi mélo pravdépodobné. Ne-
povazuji za dilezité jej zde tedy ilustrovat. Pouziti je podobné popsano mj. napt. v Na-
povedé IS.
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Vkladani obrazku

Vlozeni obrazku je véc velmi uzitecna a zpestiujici. Pouziti je snadné: nejprve je vhodné
vytvorit si ve slozce testbank podslozku, kam budeme vkladat soubory s obrazky, napf.
slozku pictures. Pfedpokladejme, Ze mame obrazek (tfeba exportovany z programu
Maple) s ndzvem graf.gif. Vstoupime do slozky pictures a nahrajeme do ni soubor
graf.gif. Nyni jiz zbyva jen do zadani otazky vlozit odkaz na obrazek. Napi. chceme,
aby student vybral jeden z nabidnutych obrazki:

Na kterém obrazku je graf funkce sinus?
Obr &. 1<IMG SRC="https://is.muni.cz/auth/el/1431/
podzim2007/M5521/0dp/tb/10431225/sinusl.gif?
fakulta=1431;0bdobi=3843;studium=310988;kod=M5521">
Obr &. 2<IMG SRC="https://is.muni.cz/auth/el/1431/
podzim2007/M5521/0dp/tb/10431225/sinus2.gif?
fakulta=1431;0bdobi=3843;studium=310988;kod=M5521">
:rl Na obr. ¢. 1
:r2 Na obr. &. 2
:rl ok

Odkaz na obrazek, ktery se vlozi do zadani otazky ziskame napt. tak, Ze vstoupime
do slozky pictures a pravym tlacitkem mysi klikneme na nazev obrazku a vybereme
,Kopirovat adresu obrazku“, adresa se tak ulozi do schranky a pak uz ji jen vlozime
do zadani otazky. Samoziejmé je mozné vkladat do jedné otazky vice obrazkt. Takto
zadand otazka potom vypada jako na obr. 2.4

Ma kterém obrazku je graf funkce sinus?

1 14]
124
0.5 1
0.8
0 1 3 0.6
0.4
.5 o
4 L 1 2 3 4 5 5
Obr &. 1 Obdr &. 2 x
" Na obr. & 1
" Naobr. & 2

* Nechci odpovédét. Chei vymarzat, co jsem zaSkrtl u této otazky.

= upravit formuldfem | | textowm editorem (zrudit otazku)
body = null

Obr. 2.4. Priklad pouziti obrazki

Zcela anologicky se do otazky vklada zvukovy soubor, video, ¢i odkaz na jiny soubor
(napf. na dokument formatu PDF).
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Vkladani dynamickych obrazku

Vyse bylo vylozeno, jak vlozit obrazek, ¢i jiny multimedialni soubor. Jednalo o sta-
tické obrazky. IS ale také umoznuje vlozit obrazek z programu Maple tak, ze se za-
chova jeho ,dynamicnost®. Je-li na obrazku napi. graf néjaké funkce dvou promeén-
nych, je mozné s grafem otacet, priblizovat jej, ménit jeho barvu a mnoho dalsich
véci, které jsou velmi podobné moznostem, které skyta program Maple. Vse se déje
pomoci programu JavaView. JavaView 3D je prohlize¢ geometrickych utvard a vypo-
¢etni program napsany v jazyce Java. Pro zobrazeni 3D objekti na webovych strankach
potiebujeme jednak program JavaView, ktery si lze volné stdhnout ze stranek autort
http://www-sfb288.math.tuberlin.de/vgp/javaview/download/ a dale to, aby in-
ternetovy prohlize¢ podporoval prostiedi Java.

Vlozit dynamicky obrazek do otazky neni zcela tak snadné jako v pripadé statického
obrazku napt. ve formatu .gif. Pfedné je potfeba obrazek z Maplu vhodnym zptisobem
exportovat — tak, aby s nim dokazal pracovat program JavaView. Tento postup je po-
drobné popsan v [2, str. 2]. Nyni pifedpokladejme, Ze jsme né&jaky 3D obrazek tspésné
exportovali do kyzeného formatu, mame tedy soubor paraboloid.mpl. Zkopirujeme jej
nékam do slozky testbank. Déle do téze slozky piip. do jeji podslozky je tfeba zkopi-
rovat knihovnu javaview. jar, coz je zakladni Java archiv obsahujici aplikaci JavaView
a vSechny prislusné Java tridy, nalezneme ji v instalaci programu JavaView. Do zadani
otazky potom vlozime nasledujici text:

<APPLET CODEBASE="odkaz1"
CODE="javaview.class" ARCHIVE="odkaz2"
WIDTH="250" HEIGHT="250">

<PARAM NAME="model" VALUE="odkaz3">
</APPLET>

Kde
e odkazl je odkaz na knihovnu javaview. jar

e odkaz2 je odkaz na slozku, ve které se nachazi jak knihovna javaview.jar, tak
soubor paraboloid.mpl, tedy pravdépodobné slozka testbank

e odkaz3 je odkaz na soubor paraboloid.mpl

Postup je podrobné vyloZen a mnoho dalSich informaci lze nalézt v [9, str. 8 a dale].
Vzorova otazka s pouzitim dynamického 3D obrazku je ve slozce testbank v sadé
otazek s ndzvem ukazka3D.qgedf.

2.3 Zalozeni odpovédniku

Mame-li vytvorenou sadu pfip. sady otazek zbyva jiz jen vytvorit z nich samotny test —
tzv. odpovédnik. V IS klikneme na ,Uc¢itel“, v sekci ,,Odpovédniky“ vybereme ,sprava
odpovédniku® a klikneme na ,,Zalozit novy popis odpovédniku®. IS nas jiz dale navede
a provede nas nastavenim rtiznych vlastnosti odpovédniku.
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Kapitola 3

Komentar vytvorenych testu

3.1 Zakladni informace

Téma integralni pocet funkci vice proménnych jsem rozdélil do nize uvedenych casti. Ke
kazdé casti byla vytvorena sada otazek.

e Prvni sada: Teorie, 10 otazek

e Druhd sada: Dvojny integral feseny pomoci Fub. véty, 15 otazek

e Tteti sada: Dvojny integral feseny pomoci transformace soutadnic, 16 otazek
e Ctvrta sada: Trojny integral feSeny pomoci Fub. véty, 19 otazek

e Pata sada: Trojny integral feseny pomoci transformace soutfadnic, 20 otazek

e Sesta sada: Aplikace dvojného a trojného integralu, 20 otazek

Celkem tedy bylo vytvoreno 100 otézek (1040 Fadki zdrojového kédu). Déle bylo pomoci
programu Maple vytvoreno 56 doprovodnych obrazki.

Priklady pouzité v sadach otazek nejsou piimo prevzaty z zadné literatury. V nékte-
rych pfipadech jsem se pouze inspiroval nékterou literaturou, nékteré priklady jsou zcela
vymysleny (s pomoci programu Maple). Inspiroval jsem se zejména z (3], [6], [5] a ze
zapiskl ze cviceni predmétu Matematickd analyza 4, ktery jsem absolvoval v semestru
Podzim 2007, vyucujicim byl RNDr. Jifi Glozar. Nicméné zadny piiklad by nemél mit
zcela identické zadani s prikladem uvedenym v literature. Tim byla situace ponékud na-
ro¢na. Ale povazoval bych za bezpfedmétné prosté jen opsat zadani prikladi z néjaké
knihy ¢i skript.

Jak jiz bylo feceno, velkym pomocnikem mi byl program Maple, ve kterém jsem nejen
kontroloval vymyslené priklady, ale i kreslil pro svoji potfebu obrazky a také generoval
obrazky pouzité v sadach otazek — vice viz dale. Velmi jednoduché priklady jsem ,rucné“
nepocital, ale ty obtiznéjsi jsem musel nejprve spocitat ruéné a pak teprve ovérit vysledek
v programu Maple, abych védél, zda je ptiklad viibec ,rozumné resitelny*.

K tématu byl také vytvoren odpovédnik, umoziujici otestovani si vytvorenych otazek.

Vytvorené sady otézek (véetné odpovédniku) jsou uloZeny ve sloZce testbank pied-
métu M5521 Matematickd analyza 4 s programem MAPLE (podzim 2007). Tyto soubory
(vEetné pouzitych obrazku) jsou pfiloZzeny na CD jako pfiloha diplomové prace.
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3.2 Typy vytvorenych otazek

V této ¢asti budou postupné okomentovany vytvoiené otazky. Ctenaf necht posoudi,

nakolik jsou v nich splnény podminky podrobné popsané v podkapitole 1.2 na str. 9.

Prvni sada otazek

Obsahuje otazky ovéfujici orientaci v teorii integralniho poctu funkci vice proménnych.
U zadné z otazek neni nutné nic zlouhaveé pocitat, vétsina lze vyftesit tzv. z hlavy. Pro

ilustraci je jedna otazka z této sady uvedena na obr. 3.1.

Necht mnoZina M ma miru nula. Pak libovalna mnoZina A, pro kterou plati M 1 A = () ma miru nula. Je toto twzeni pravdivé?
" Ana 1

" Obecné ne

" Nelze rozhodnout

* Nechci odpovédét. Chei wyymazat, co jsem zaskrtl u této otazky.

Obr. 3.1. Priklad otazky z prvni sady

Druha sada otazek

Tato sada obsahuje tii typy otazek:

e Vypocet dvojného integralu pomoci Fub. véty. Doplituje se nejen vysledek, ale i

integracni meze ve dvojnasobném integralu. (3 otazky)

Tyto priklady povazuji za pomérné snadné, ale i tak dle mého dobfte ovéri orientaci
v latce. V téchto prikladech je pouzita otazka typu :1, a to i pfesto, ze mnohdy
je odpovédi jen cislo sestavajici z jedné ¢islice. Bylo by tedy mozné pouzit otazku
typu :t, to jsem ale neudélal z toho divodu, ze by tak bylo nepfimo napovézeno,
ze odpovédi je ,nejvyse“ racionalni ¢islo, tedy ne napi. v/3. Navic, pokud by byla
spravna odpovéd napt. 1/2 a student by zadal 2/4, pfi pouziti otazky typu :t by
tato odpovéd byla hodnocena jako chybné.

Priklad otazky tohoto typu je na obr. 3.2.

Urceni, pro kterou integracni oblast da uvedeny integral dany vysledek. (7 otézek)

Nabidnuté integracni oblasti jsou zadany obrazkem, student se tedy musi nejprve
zorientovat v obrazku a vycist si v ném potiebné integracni meze. Rovinné oblasti
jsou vice ¢i méné slozité, pricemz otazka je formulovana tak, Ze nestaci zkusit dvé
nabidnuté oblasti, pokud to nejyjde, tak automaticky zaskrtnout, ze vysledkem je
tfeti oblast, ale musi integral spocitat i pro oblast tfeti.

Nékteré otazky tohoto typu se zdaji byt na prvni pohled obtizné, a to tvarem
integracni oblasti. V nabidnutém integralu je ale integrandem pouze konstanta,
¢ehoz kdyz si student vsimne a zna souvislost mezi dvojnym integralem a obsahem
rovinné mnoziny, vyresi priklad prakticky z hlavy a v mnohem kratsim case, nez
ten, kdo integral ,tvrdé“ pocita. Zvazoval jsem pouziti takové formulace otazky,
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Necht M je oblast ohrani¢ena kiivkami zadanymi romicemiz = 0,z =2,y = 1.y = 2.

Aby platilo
by p s
2 2 .
/frr. ydmdy:/ f:r.ydrr. dy=r,
M a ©
musi byt
a — Zkontrolovat syntax
= Zkontrolovat syntax
v = Zkontrolovat syntax
o= Zkontrolovat syntax
T = Zkontrolovat syntax

Doplite pfislugné Eislo pfipadné wyraz.
Obr. 3.2. Priklad otazky z druhé sady

mohla by byt nékym oznacena jako ,chytak“. Nakonec jsem se rohodl ji zatfadit,
za ,chytak“ ji nepovazuji — totiz nez clovek zacne fesit néjaky problém, mél by se
nejprve rozhodnout, jak jej bude fesit a zvolit ten nejvhodnéjsi postup.

Priklad otazky tohoto typu je na obr. 3.3.

Na obrazcich jsou nakresleny rizné rovinné mnoZiny.

1A

2 1 ]

Pro kterou z nabizenych mnoZin je spinéna nasledujici rovnost?

{](&" —y)dady = —;.

" Rownost je spinéna, jestlize M = A
" Rovnost je spinéna, jestlize M = B.
" Rownost je spinéna, jestlize M = C'.
" Pro 24dnou z nabizenych mnoZin A, B, C neni dana rovnost splnéna.

* Mechci odpovédét. Chei vymazat, co jsem zaskrtl u této otazky.

Obr. 3.3. Priklad otazky z druhé sady

e Urceni miry rovinné mnoziny. (5 otazek)
Tento typ otazek by, pravda, mohl byt zarazen spise do sady Aplikace.
Priklad otazky tohoto typu je na obr. 3.4.

Tretl sada otazek

Tato sada obsahuje dva typy otazek:
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Necht M je rovinna oblast dana nerovnostmi 3 = zt—2r 41, y<=1-— z2. Vyberte spravnou odpovéd.
(mg( M) znaéi miru mnoziny M )

Cmg(M) =1
Cmy(M) =1
Cmo(M) = i
Cmg( M) & f% % %}

* Mechci odpovédét. Chei vymazat, co jsem zaSkrtl u této otazky.

Obr. 3.4. Priklad otazky z druhé sady

o Urcit jakobidn dané transformace. (4 otézky)

Povazuji za dulezité aktivné ovladat vypocet jakobianu, proto jsem tyto otazky
zatadil.

Priklad otazky tohoto typu je na obr. 3.5.

Predstavme si, Ze fedime pfiklad, ve kterém miZeme s tspdchem pouZit transformaci, pfi které od kartézskych soufadnic T, y prejdeme k novym soufadnicim w, v,
pricemsz tato transformace je dana rovnicemi:
u=zy v=y/z

Pro jakobian .J této transformace plati: .J =| Zkontrolovat syntax |

Dopliite pfislusné Eislo pfipadné vyraz.

Obr. 3.5. Priklad otazky z tieti sady

e Vypocet dvojného integralu transformaci do kfivocarych soutradnic.

Otéazky maji rizny charakter — nékdy je vice obtizné stanovit meze integrald, nékdy
je zase vice obtizné vypocitat potom upraveny integral.

Priklad otazky tohoto typu je na obr. 3.6.

Mecht M je rovinna oblast dana nerovnostmi 1 < 2+ yz <9,y = |z|
Potom

/.1‘2 = y2 d.l‘dy =| Zkontrolovat syntax |
bl

Obr. 3.6. Priklad otazky z treti sady

Ctvrta sada otazek

Tato sada obsahuje vlastné jen jeden typ otazky: vypocitat trojny integral, pricemz
u nekterych prikladi je prilozen jeden ¢i vice obrazki a méa se rozhodnout, zda ttvar na
obrazku je oblast M.

Dikladné jsem zvazoval, zda pouZit statické obrazky (vlozené obycejné ve formétu
.gif), ¢ vyuzit moznosti vlozit dynamické obrazky zobrazené pomoci programu Java-
View. Rozhodl jsem se pro obycejné statické obrazky. Dtivodt je nékolik: pfedevsim chci,
aby FeSeni ptikladii na toto téma rozvijelo (pfesnéji nutilo rozvijet) studentovu predstavi-
vost v prostoru a orientaci v kartézské soustavé souradnic. Také aby student fesil ptriklad
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standardné — nikoliv ,jodzadu”, testove, ¢ili aby si nejprve nakreslil a hlavné predstavil
prostorovou oblast, pres kterou se bude integrovat a pak ji teprve srovnal s témi na ob-
razku a vybral shodnou, prip. fesil dalsi tkoly. Pficemz mnoziny nabidnuté na obrazku
jsou kresleny rtiznou barvou a s z riiznou orientaci jednotlivych os kartézské soustavy
soufadnic. Dynamické obrazky zobrazované pomoci programu JavaView jsou velice hezké
a je fascinujici, Ze si objekt mtize ¢lovek prohlédnout z libovolného sméru, muze si jej
priblizit, ménit prihlednost, atd. Jist€ je mozné tohoto vyborné vyuzit béhem vyuky
tématu, ale v mnou vytvorenych testech by pravé tato vlastnost naopak hrala ostie ne-
gativni roli. Tedy rozhodnuti pro statické obrazky neni jen z mého spise konzervativniho
zalozeni v otazkach didaktiky:.
Priklad otazky z této sady je na obr. 3.7.

Necht M je oblast ohraniéena plochami z = 0,0 = 1,y = 0,y = 27,2 = —1, 2z = cos(zy).
Potom

[f[’y dazdydz =| Zkonfrolovat syntax |
AT

Vyberte spravné tvrzeni:
" Oblast M je na nasledujicim obrazku.
" Dblast A neni na nasledujicim obrazku.

(Poznamka: Ma obrazku nejsou pouzita stejna méfitka soufadnicowych os.)

Obr.

Obr. 3.7. Priklad otazky z ¢tvrté sady

Pata sada otazek

Tato sada, obdobné jako ¢tvrta, obsahuje vlastné jen jeden typ otazky: vypocitat trojny
integral pomoci vhodné transformace souradnic, pricemz u nékterych prikladi je ptilozen
jeden ¢ vice obrazkl a mé se bud rozhodnout, zda na obrazku je oblast M, a nebo zda
bychom vidéli totéz, pokud bychom se na oblast M podivali danym zpiisobem.

Pro pouziti obrazk plati stejny komentar jako vyse.

Priklad otazky z této sady je na obr. 3.8.
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Necht A je oblast dana nerovnostmi /= + 4= < z, 22 + y2 + 22 <1
Potom

/// y dedyd= =| Zkontrolovat syntax |
s

Pokud bychom se na oblast M podivali rovnobé&Zné s osou 2, ve sméru riistu jejich hodnot, widéli bychom to samé, jako na nasledujicim obrazku?
 Ano.
" Ne.

08
06
04
02

Obr.

Obr. 3.8. Priklad otazky z paté sady

Sesta sada otazek

Posledni, sesta sada otazek, obsahuje otazky ovérujici porozumeéni dvojnému a trojnému
integralu ve smyslu jeho aplikaci. Ve vSech 20 otazkach je tkolem urcit miru rovinné ¢i
prostorové mnoziny.

Priklady otazek z této sady jsou na obr. 3.9.

Mecht M je oblast v prostoru chraniéena plochami o rovnicich 4+ y2 =da’, T — y + 2 = 3a,z = 0, kde a je kladny redlny parametr.
Potom

mg( M) =| Zkontrolovat syntax

Dopliite pfislugné &islo pfip. wraz. mg( M ) znaéi miru mnoziny M

= upravit textovym editorem (zru3it otazku)
MNelze upravovat formulafem, protoZe: Malezena poznamka. Odpovédni prvek musi byt na zagatku fadku. Mezi moZnymi odpovédmi nalezen jeden fadek bez
odpovédniho prvku. Malezen pofet bodd za jinou odpovéd.

body = null

18. = kliknéte: ukaZ/skryj zdrojovou formu
Necht M je oblast v prostaru ohraniéena plachami o rawnicich 2> + y° = 1,2 = 1 —xy, 2 = oy — 1.
Potom

mg( M) =| Zkontrolovat syntax

Dopliite piislusné &islo. ma( M ) znaéi miru mnoziny M

= upravit textovym editorem (zru3it otazku)
MNelze upravovat formulafem, protoZe: Malezena poznamka. Odpovédni prvek musi byt na zagatku fadku. Mezi moZnymi odpovédmi nalezen jeden fadek bez
odpovédniho prvku. Malezen pofet bodd za jinou odpovéd.

Obr. 3.9. Priklady otazek z Sesté sady
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Teorie integralti ve vicerozmeérnych
prostorech



26

Kapitola 1

Riemanntv integral

Dvojny a trojny integral je zobecnénim urcitého integralu funkce jedné proménné. Ten
funkci jedné proménné pritazuje ¢islo, které vyjadiuje napt. obsah rovinné mnoziny ohra-
nicené grafem nezaporné funkce a vodorovnou osou, objem rotacniho télesa ¢i obsah jeho
plasté nebo fyzikalni vlastnosti, jako je hmotnost nebo moment setrvac¢nosti. To podle
toho, co vyjadiuje dana funkce definovana na néjakém ohrani¢eném uzavieném inter-
valu. Analogicky dvojny (resp. trojny) integral bude pfifazovat funkci dvou (resp. tii)
proménnych definované na vhodné rovinné (resp. prostorové) mnoziné urcité ¢islo. Toto
¢islo bude mit rizny vyznam, v zavislosti na tom, co bude vyjadiovat dana funkce. Opét
to bude napt. obsah ¢i objem.

Pti konstrukci dvojného a trojného integralu se budeme muset vypotradat s pro-
blémem, na ktery jsme pfi studiu integralu funkci jedné proménné nenarazili. Tim je
defini¢ni obor integrované funkce. U funkci jedné proménné to byl vzdy interval, avsak
u funkci dvou a t¥1 proménnych pujde o vice ¢i méné slozité atvary.

1.1 Dvojny integral

Budeme postupovat podobné jako pii konstrukci urcitého integralu funkce jedné pro-
ménné (viz napi. [3]).

Zavedme oznaceni: je-li A néjakd mnozina, ozna¢me ji piislusejici miru m;(A), i €
€ {1,2,3}, kde index i vyjadiuje, v jakych jednotkach (délkovych, plosnych, objemovych)
se dand mira méti. Tedy my(A) bude znacit obsah mnoziny A. Dale budeme potiebovat
nékteré topologické pojmy v roviné a v prostoru, zejména pojmy ohranicend a uzavrend
mnozina: mnozina A se nazyva ohranicend, jestlize pro jeji pramér d(A) plati d(A) < oc;

mnozina A se nazyva uzaviend, pokud A = A. Vice viz napf. [1].
Zac¢néme nasledujici tlohou.

Priklad 1.1. Mame danu rovinnou desku A o zndmé plosné hustoté o, ktera je spojitou
funkci polohy: o = o(x,y). Oznaéme celkovou hmotnost desky M (A). Ukolem je najit
hodnotu M (A). Nésledujicim postupem bychom mohli najit pfibliznou hodnotu M (A):

1. Desku A rozdélime na n (n € N) mensich ¢asti Ay, ..., A,. Tyto ¢asti se prekryvaji
jen hrani¢nimi c¢arami. Celkova hmotnost bude rovna souc¢tu hmotnosti jednotli-
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vych casti:

2. V kazdé casti A; vyberme jako zastupce libovolné jeden bod B;, ¢ = 1,...,n.
Jestlize budou ¢asti A; velmi malé, bude na nich plosna hustota ptiblizné konstantni
a priblizné rovna hustoté v bodé B;. Hustota je veli¢ina, ktera nam tika, jaka je
hmotnost jednotkového objemu — pro homogenni téleso. Proto bude (pro Vi €
€ {1,...,n}) platit
M(A;) = ma(A;) - o(B;).

3. Pro celkovou hmotnost pak dostaneme vztah
M(A) =Y my(Ay) - o(By). (1.1)
i=1

4. Je zfejmé, ze ¢im vétsi n zvolime, tim presnéjsi bude vztah (1.1) davat vysledek.

Postup priblizného feseni prikladu 1.1 je jisté elegantni a v bezném zivoté pouzitelny,
avsak abychom mohli pocitat priblizné hmotnosti jednotlivych casti, jejichz tvar muze
byt velice slozity, musime umét urcit jejich obsah. A to zatim zvladneme pouze, jedné-li se
o velmi specidlni mnoziny (¢tverec, trojihelnik). Vlastné zatim ani neméme definovéno,
co znamena pojem ,,obsah mnoziny“. Budeme tedy postupovat takto:

e Nejprve zavedeme integral na specialnich obdélnicich, které budeme délit opét jen
na takové specialni obdélniky. Problém s urcenim jejich obsahu tedy v tu chvili
nenastane.

e Pomoci takového integralu zavedeme obsah rovinné mnoziny a soucasné urc¢ime,
které mnoziny viibec maji obsah.

e Konecné zavedeme integral pro obecnou mnozinu majici obsah, a to prevedenim
na pripad, kdy je definicnim oborem specialni obdélnik zminény vyse.

Definice 1.2. Necht Ji,.J; jsou intervaly takové, ze J;,Jo C R a J; i Jy obsahuji
alespon dva prvky. Intervalem v roviné€ nebo-li dvojrozmérnym intervalem J budeme
rozumeét kartézsky soucin intervald Jp, Jo, tedy J = J; X Js.

Intervaly v definici 1.2 mohou byt rtizného typu. Pro nas budou mit klicovy vyznam
pripady, kdy oba intervaly .J1, Jo budou ohrani¢ené a uzaviené. Odpovidajici dvojroz-
mérny interval J pak bude ohraniceny a uzavieny obdélnik, jehoz strany budou rovno-
bézné se souradnicovymi osami.

Nyni mizeme ptistoupit k definici Riemannova integralu.
Uvazujme funkci f, kterd je definovana na dvojrozmérném ohraniceném a uzavieném
intervalu J = (a,b) X {(¢,d) a je na tomto intervalu ohranicena.

Provedme déleni intervalu (a,b) takto (viz obr. 1.1): a = 29 < 21 < -+ < T, =
= b, m € N a podobné i déleni intervalu (c,d) takto: ¢ = yo < y3 < -+ < Yy, =
= d, n € N. Rovnobézky se soufadnicovymi osami které prochazeji body xzo,...,x, a
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Yo, - - -, Yn rozdé€ll interval J na mensi intervaly. Oznacme tyto intervaly Ji, ..., Ji, kde
k =m-n. MnoZinu D = {Jy,..., i} nazvéme délenim intervalu J a jeji prvky délicimi
intervaly. Déle zavedme normu v(D) déleni D takto: v(D) = max{dy,...,dy}, kde d;
je délka uhlopticky intervalu J;, + = 1,... k. V kazdém délicim intervalu J; vyberme
jeden bod (tzv. reprezentanta) T; = [&,m], @ = 1,...,k, a oznaéme = = {1,...,T}}
mnozinu k téchto bodi, kterou budeme nazyvat vyber reprezentantu déleni D. Méjme

’ J
d—= sl
Yq \0\
y Jiz | VT Vis | Jie
3 4
Jy Jio |J11 12
21 Js Jo |7 | Js
Yt
J1 Jo | J3 | Ju
€= Y01
O ' a= .I:'(] 3:':1 132 .1'2 92’4 =b =z

Obr. 1.1. Déleni dvojrozmérného intervalu J s vyzna¢enou normou déleni v(D)

tedy néjaké déleni D = {Ji,...,Ji} intervalu J a vybér reprezentanti tohoto déleni
=={T1,...,T}. Soucet

k

S(f,D,E) =Y f(T;) - my(J;)

=1

nazyvame integrdalnim souctem prislusnym funkci f, déleni D a vybéru reprezentanti =.

Definice 1.3. Necht je déana funkce f proménnych x,y, kterd je definovana na uza-
vieném a ohrani¢eném dvojrozmérném intervalu J a je na tomto intervalu ohranicena.
Predpokladejme, Ze existuje redlné cislo I s nasledujici vlastnosti: Ve > 0 30 > 0 ta-
kové, ze VD intervalu J, jehoz norma v(D) < §, a pro libovolny vybér reprezentanti
= tohoto déleni plati |[I — S(f, D, Z)| < e. Pak fekneme, Ze funkce f je na J integrova-
telnd, nebo-li ze ma dvojny nebo téz dvojrozmeérny integral. Hodnota tohoto integralu

je I. Piseme
//f(w,y)dxdyz I
J

Funkci f pak nazyvame integrandem a interval J integracnim oborem.

Poznamka 1.4. Definici 1.3 lze volné slovy vyjadrit tak, Ze pozadujeme, aby se inte-
gralni soucty pii zmensovani normy déleni defini¢niho intervalu pfiblizovaly k jisté pevné
hodndoté I, pricemz nezalezi na volbé reprezentantti. Matematicky zapsano pomoci li-
mity:

lgm S(f,D,=)=1.

v(D)—0
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Definice 1.5. Necht M C R? je libovolnd mnozina. Funkci y,: R? — {0, 1} nazveme
charakteristickou funkci a definujeme ji takto:

1 pro [z,y] € M,

(@) = {O pro [z,y] € R*\ M.

Definice 1.6. Necht M C R? je ohrani¢end mnoZzina a .J je ohranideny uzavieny
dvojrozmérny interval takovy, ze M C .J. Rekneme, Ze mnozina M je méFitelnd (v jor-
danové smyslu), jestlize jeji charakteristickd funkce y,, je integrovatelna na J. Jeji
Jordanovu dvojrozmérnou miru nebo-li obsah pak definujeme vztahem

my(M) = / / () dady.

Véta 1.7. Necht rovinné mnoZiny M, ..., M,, kde n € N, jsou méritelné v jordanové
smyslu. Pak jsou jordanovsky méritelné také mnoZiny My U ---U M, a My N ---N M,.

Necht rovinné mnoziny M, a My jsou jordanovsky méritelné. Pak je jordanouvsky
méritelny také jejich mnozinovy rozdil My \ M.

Véta 1.8. Oznacme OM hranici mnoZiny M. Ohranicend mnoZina M C R? je jorda-
novsky méritelnd pravé tehdy, kdyz plati mgo(OM) = 0.

Véta 1.9. Mnozina M C R?> md Jordanovu miru nula prdvét tehdy, kdyZ k libovol-
nému ¢ > 0 existuje konecny systém dvojrozmérnych ohranicenych uzavrenych intervald
Ji, .., Jy, kde k € N, takovych, Ze plati M C JyU---U Jx ama(Jp) + -+ +my(Jy) < €.

Véta 1.10. Necht mnoZiny My, ..., M, v R?, kde k € N, magi miru nula. Pak také
mnozina My U ---U M, md miru nula.

Véta 1.11. Podmnozina mnoZiny miry nula md miru nula.

Véta 1.12. Necht funkce f proménné x je spojitd na intervalu (a, b). Pak jeji graf Gry =
={[z, f(z)] : ® € (a,b)} C R? md jordanovu miru nula.

7 predchozich vét plyne nasledujici véta.

Véta 1.13. Nechf hranice ohranicené mnoZiny M C R? je sjednocenim konecné mnoha
grafi spojitych funkci jedné proménné definovanych na ohranicenych uzavienych inter-
valech. Pak je mnozina M jordanovsky méritelna.

Definice 1.14. M&me funkci f definovanou na mnoziné A C R? a necht B je takova
mnozina, ze A C B. Definujme soucin f - x4 na celé mnoziné B:

f(X) pro X € A,
0 pro X € B\ A.

f(X)'XA(X):{
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Definice 1.15. Necht funkce f dvou proménnych x,y je definovand a ohranicend na
méfitelné mnozing M C R2. Necht J je dvojrozmérny ohrani¢eny uzavieny interval
takovy, ze M C J. Rekneme, Ze funkce f je integrovatelnd na M, jestlize existuje
dvojny integral [[ ; f(z,y)- xm(x,y) dzdy. Integral funkce f pres mnozinu M znacime
[ v f(,y) dzdy a nazyvame jej dvojny nebo dvojrozmeérny. Jeho hodnotu definujeme

vztahem
4/f(x,y) drdy = [/ F(a,y) - xar(, y) dady.

Funkci f budeme nazyvat integrandem a mnozinu M integracnim oborem.

1.2 Trojny integral

Integral funkce tii proménnych budeme konstruovat zcela analogicky. Postupujme tedy
rychleji bez vyraznych komentai.

Definice 1.16. Necht J;, J5,J3 C R jsou intervaly obsahujici alesponn dva prvky.
Intervalem v prostoru nebo-li trojrozmérnym intervalem budeme rozumét mnozinu J,
ktera je jejich kartézskym soucinem: J = J; X Jy X J3.

Uvazujme funkci g, kterd je definovand na trojrozmérném ohrani¢eném uzavieném in-
tervalu J = (a,b) x (c¢,d) x (e, f) a je na tomto intervalu ohrani¢end. Zvolme déleni
intervalu (a,b) takto: a = xg < 27 < -+ < z,, = b,m € N, déleni intervalu (c,d) takto:
c=yo <y < - <y, =d,n €N, a déleni intervalu (e, f) takto: e = 29 < 21 <
< .-+ <z, = f,p € N. Rovinami rovnobéZnymi se soufadnicovymi rovinami prochazejici
témito body, rozdélme interval J na mensi intervaly, oznac¢me je Jy,...,Jp, k = m -
-n - p. Mnozinu D = {Jy,...,Ji} téchto trojrozmérnych intervald nazvéme délenim
intervalu J a jeji prvky délicimi intervaly. Zavedme normu v(D) déleni D takto: v(D) =
= max{d; ..., dy}, kde d; je délka télesové tihlopficky intervalu J;, i = 1,..., k. V kazdém
délicim intervalu J; vyberme jeden bod (tzv. reprezentanta) T; = [&,m:, G, 1 =1,...,k
a oznacme = = {T},...,T;} mnozinu k téchto bodu, kterou budeme nazyvat vybérem
reprezentanti déleni D. Soucet

k

S(9,D,E) =Y g(Ti) - my(J;)

=1

budeme nazyvat integrdlnim souctem prislusnym funkci g, déleni D a vybéru reprezen-
tantl =.
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Definice 1.17. Necht funkce g proménnych x, v, z je definované na uzavieném ohrani-
¢eném trojrozmérném intervalu J a je na tomto intervalu ohranic¢ena. Pfedpokladejme,
ze existuje realné ¢islo I s nasledujici vlastnosti: Ve > 0 30 > 0 takové, ze VD intervalu
J, jehoz norma v(D) < 4, a pro libovolny vybér reprezentantii = tohoto déleni plati
|I —S8(g,D,Z)| < e. Pak fekneme, ze funkce g je na intervalu J integrovatelnd, nebo-li
ze ma trojny nebo téz trojrozmerny integral. Hodnota tohoto integralu je I. PiSeme

///g(x,y,z) daxdydz = 1.

Funkci g nazyvame integrandem a interval J integracnim oborem.

Definice 1.18. Necht M C R? je libovolnad mnoZina. Funkci x,: R® — {0, 1} nazveme
charakteristickou funkci a definujeme ji takto:

1 pro [z,y,2] € M,

Ty, z) =
xu(7,9:2) {0 pro [z,y,z] € R®\ M.

Definice 1.19. Necht M C R3 je ohrani¢end mnoZina a .J je ohraniceny uzavieny
trojrozmérny interval obsahujici M, tj. M C J. Rekneme, 7e mnozina M je jordanovsky
meritelnd, jestlize jeji charakteristicka funkce y,, je integrovatelna na J. Jeji Jordanovu
trojrozmeéernou miru nebo-li objem pak definujeme vztahem

mg(M) = / / / vt (g, 2) dadydz.

Véta 1.20. Necht prostorové mnoziny My, ..., M,, kde n € N, jsou méritelné v jorda-
nove smyslu. Pak jsou jordanovsky meéritelné také mnoziny MyU- - -UM, a MiN---NM,.

Necht prostorové mnoziny My a My jsou jordanovsky méritelné. Pak je jordanovsky
méritelny také jejich mnozinovy rozdil My \ Ms.

Véta 1.21. Oznaéme OM hranici mnoZiny M. Ohranicend mnoZina M C R? je jorda-
novsky meéritelnd pravé tehdy, kdyz plati mo(OM) = 0.

Véta 1.22. Mnozina M C R® md Jordanovu miru nula prdvét tehdy, kdyz k libovol-
nému € > 0 existuje konecny systém trojrozmernych ohranicenych uzavrenych intervali
Ji, ..., Jk, kde k € N, takovych, Ze plati M C JyU---UJ, amg(Jy) + -+ +m3z(Jy) < e.

Véta 1.23. Necht mnoZiny My, ..., M, v R3, kde k € N, magi miru nula. Pak také
mnozina My U --- U M, md miru nula.

Véta 1.24. Podmnozina mnoZiny miry nula md miru nula.

Véta 1.25. Necht funkce g proménnich x,y je spojitd na uzaviené méritelné mnoZiné
M C R®. Pak jeji graf Gry, = {[z,y,9(z,y)| : [x,y] € M} md jordanovu miru nula, tedy
plati ms(Gry) = 0.
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7 predchozich vét plyne nasledujici véta.

Véta 1.26. Necht hranice ohranicené mnoZiny M C R® je sjednocenim koneéné mnoha
grafi spojitych funkci dvou proménnych definovanych na uzaviengych méritelnych mno-
zZinach. Pak je mnozina M jordanovsky méritelna.

Véta 1.27. Necht mnoZina M C R? md Jordanovu miru rovnu nule. Necht funkce f a
g jsou definované a ohranicené na M, pricem?Z plati f(x,y) < g(x,y) V|x,y| € M. Pak
pro mnoZinu W = {[x,y,2] € R®: [z,y] € M, f(x,y) < 2z < g(z,y)} plati mz(W) = 0.

Definice 1.28. Mé&jme funkci f definovanou na mnoziné A C R? a necht B je takova
mnozina, ze A C B. Definujme soucin f - x4 na celé mnoziné B:

f(X) pro X € A,

) - xalX) = {0 pro X € B\ A.

Definice 1.29. Necht funkce f tfi proménnych x,y, z je definovana a ohrani¢ena na
méfitelné mnozingé M C R3. Necht J je trojrozmérny ohranic¢eny uzavieny interval
takovy, ze M C J. Rekneme, ze funkce f je integrovatelnd na M, jestlize existuje
trojny integral [[[, f(z,y,2) - xm(z,y, z) dzdydz. Integrél funkce f pres mnozinu
M znacime [[[,, f(z,y,z)dzdydz a nazgvéme jej trojny nebo trojrozmérny. Jeho
hodnotu definujeme vztahem

///f(:c,y,z) dedydz = ///f(x,%z) (e, y, 2) dedyde.

Funkci f budeme nazyvat integrandem a mnozinu M integracnim oborem.

1.3 Zakladni vlastnosti a existence dvojnych a troj-
nych integralt

Véta 1.30. Necht funkce [ a g jsou integrovatelné na méritelné mnozina M. Pak také
funkce f g, af, kde a je libovolnd konstanta, f-g, |f|, max(f,g) a min(f, g) jsou opét
itegrovatelné na mnoziné M.

Je-li funkce f integrovatelnd na meéritelné mnoziné M, je integrovatelnd také na kazdé
jeji meritelné podmnozZine My, C M.
Véta 1.31. Necht funkce f a g jsou integrovatelné na méritelné mnoZiné M a necht
a € R je libovolna konstanta. Pak pro dvojny integral plati

[ e £ gtw) doty = [[ @) doty = [ [ gt.y)doay,

(aditivita vzhledem k integrandu)

[ arpasay=a [ #.y) dsay
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(homogenita vzhledem k integrandu)
A zcela analogicky pro trojny integral.

Véta 1.32. Necht My, My C R? jsou méritelné mnoZiny a M = M; U My, pricemz plati
mg(Ml N MQ) = 0. Pak

[ sty = [[ segasy+ [[ 5.0 ay

M,

(aditivita vzhledem k integracnimu oboru,).
To za predpokladu, Ze existuje integrdl [, f(x,y)dxdy nebo integrdly ffMl f(z,y) dzdy
a [[,, f(z,y)dedy.

Celé tvrzeni plati zcela analogicky pro trojny integral.

Poznamka 1.33. Véta 1.32 1ikd, Ze je mozné integrac¢ni obor rozdélit na dvé métitelné
casti, které se prekryvaji ,zanedbatelné malo“ — mira priniku musi byt rovna nule, a
prevést vypocet piivodniho integralu na soucet dvou novych integrali pres tyto casti.
Tvrzeni lze indukci rozsitit i na vétsi pocet casti My, ..., M,, kde n > 2. Prinik kazdé
dvojice ¢asti M; N M;, 7 # j, musi mit miru nula.

Definice 1.34. Nechf V' je urcita bodova vlastnost, kterou dana funkce f muze, ale
nemusi v jednotlivych bodech jisté mnoziny M mit. Rekneme, Ze funkce f méa vlastnost
V' skoro vsude v mnoziné M, jestlize mnozina M; téch bodt z M, v nichz funkce f
vlasnost V' nemé, ma miru nula.

Véta 1.35. Necht M je méritelnda mnozZina. Je-li ohranicend funkce f spojitd skoro
vsude v M, je integrovatelna v M.

Je-li funkce f integrovatelnd v M a plati-li pro ohranicenou funkci g, Ze f = g skoro
vsude v M, je funkce g také integrovatelnd v M a integrdly maji stejnou hodnotu.

Véta 1.36. Necht funkce f a g jsou integrovatelné na mévitelné mnoZiné M a plati
f(X) < g(X) skoro vsude v M. Pak plati

[ 1wy < [[ gte.vasay

a zcela analogicky pro trojny integrdl.
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Kapitola 2

Fubiniova véta a vypocet dvojnych a
trojnych integrali

V kapitole 1 jsme definovali Riemanntiv dvojny a trojny integral a uvedli jejich zakladni
vlastnosti. Dosud ale nebylo popsano, jak vypocitat hodnotu takovych integrali. U funkci
jedné proménné existuje pro pro vypocet ur¢itého integralu Newtonova—Leibnizova for-
mule: pro integrovatelnou funkci f plati fab f(z)dx = F(b) — F(a), kde F' je primitivni
funkce k funkci f, tj. plati F/ = f. Pro vypocet dvojnych a trojnych integralt takovy
relativné snadny néstroj neni. Fubiniova véta nam vSak umoznuje prevést vicerozmérné
integraly na vicenasobné — tzn. napt. dvojny integral tak lze vypocitat pomoci dvou po
sobé jdoucich jednorozmérnych integraci.

2.1 Fubiniova véta pro dvojny integral

Méjme funkci f proménnych x,y, kterd je definovana na dvojrozmérném intervalu J =
= (a,b) x {(c,d). Pro kazdé pevné = € (a,b) je vyraz f(z,y) funkci proménné y, kterd
je definovand na intervalu (c,d). Predpokladejme, ze pro kazdé = € (a,b) existuje
fcd f(z,y)dy. Dostavame funkci (oznacme ji g) proménné x definovanou na intervalu
(a,b) a danou vztahem

d
o(z) = / £z, ) dy. (2.1)

Definice 2.1. Necht je funkce g dané vztahem (2.1) integrovatelnd, pak ¢islo

b b

[owa= [ / f(y)dy | do

a a

nazyvame dvojndsobnym integralem funkce f pres interval J. Integrél fcd f(z,y)dy se

7 ’ Qv 7/ . 7 b Vv /
nazyva vnitrni a integral fa g(x) dz vnejsi.

Poznamka 2.2. Potadi integrace mizeme zaménit. Pak dostaneme (existuji-li prislusné
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integraly) dvojndsobny integral

d /b
/ /f(x,y) dz | dy.

Véta 2.3 (Fubini). Necht funkce f proménnych x,y je spojita na dvojrozmérném inter-
valu J = {(a,b) x (c,d). Pak funkce g(z) = fcdf(x,y) dy je integrovatelnd na intervalu
{a,b) a plati:

b b

d
[/f(fﬁ’y) dxdy:/g(m)dxz/ C/f(x,y)dy dz. (2.2)

a a

Tedy dvojny integrdl je roven dvojndsobnému integrdlu, integrujeme-li nejprve podle y a
pak podle x.

Poznamka 2.4. Zaménou proménnych ve vztahu (2.2) dostaneme, Ze bude rovnéz platit

J[ sty - /d /b f(e.y)dz | dy.

Oba dvojnéasobné integraly budou tedy davat stejnou hodnotu. Pro vypocet si mtizeme
vybrat kterykoliv z nich, to vSak neznamena, ze oba ptijdou vypocitat stejné snadno.

Ptiklad 2.5. Vypoditejte dvojny integral [ (42 —2xy+y—3) dady, kde J = (0,1) x
x (5,7).

Reseni:

Integrand 422 — 22y + v — 3 je funkce spojitd. Postupujme podle Fubiniovy véty.

7 1

//(4x2—2wy+y—3)dxdy:/ /(4x2—2xy+y—3)dm dy =
J

5 0

7
4 ' 1
:/{§x3—x2y+xy—3x}ody:/—gdy:—go.
5

Snadno lze ovéfit, ze obdrzime stejny vysledek, integrujeme-li nejprve podle y a pak
podle x.
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Definice 2.6. Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu (a,b), pfi¢emz na tomto
intervalu plati f(z) < g(x). Méfitelnou mnozinu M; tvaru

My ={[z,y] eR*: a <z <, f(z) <y<g2)}

nazveme zobecnény obdélnik nebo elementdrni oblast vzhledem k z (obr. 2.1(a)).
A podobné nazveme zobecnénym obdélnikem nebo elementarni oblasti vzhledem k y
méfitelnou mnozinu M,y tvaru

My ={[z,y] eR*: c <y < d,h(y) <z < k(y)},

kde h a k jsou spojité funkce na intervalu (c,d), pfiemz na tomto intervalu plati
h(y) < k(y) (obr. 2.1(b)).

Y y = g(x) Y

y = f(v)

(a) Vzhledem k x (b) Vzhledem k y

Obr. 2.1. Elementéarni oblasti v roviné

Véta 2.7 (Fubini). Necht funkce f promeénnych x,y je spojitd na elementdrni oblasti
M C R? tvaru M = {[z,y] e R?*: a < x < b,p(x) <y <(x)}, kde ¢ a ¢ jsou spojité
funkce na intervalu (a,b), pricemz pro libovolné x € (a,b) plati p(z) < p(x). Pak plati

b [ Y=

[ sean-= [ [ )f(x,y)dy dr.
M a  \p(z)

Poznamka 2.8. Tvrzeni véty 2.7 lze slovné popsat takto: Nejprve se integruje podle y
v promeénnych mezich a pak podle x v konstantnich mezich.

Je-li M elementarni oblasti vzhledem k y, vyméni se ve vété 2.7 role proménnych, tj.
nejprve se integruje podle x v proménnych mezich a pak podle y v konstantnich mezich.

Piiklad 2.9. Vypocitejte [[,, f(z,y) dedy, kde f(z,y) = 2®y® a mnoZina M je ohra-
nicend ptimkami x =0,z =2,y =z a y = 2x.

Resen:

Mnozinu M si lze snadno predstavit, jde o elementarni oblast vzhledem k x. Funkce
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(x ) 23y3 je spojita. V korespondenci s Fubiniovou vétou 2.7 miiZzeme napsat: a =
=2, go( ) =2z, ¥(x) = 2x. A dosadit:
2

2 /2 2 4n 22 5
/ /x3y3 dy | do = / (x?’ [%1 > dx :/ijdx = 120.
0 x

T 0 0

2.2 Fubiniova véta pro trojny integral

Méjme funkci g proménnych x, y, z, ktera je definovana na trojrozmérném intervalu J =
= (a,b) x (c,d) x (e, f). Pro kazdé pevné = € (a,b) je vyraz g(x,y,z) funkci dvou
proménnych y, z, kterd je definovand na dvojrozmérném intervalu J; = (¢, d) X (e, f).
Predpokladejme, ze pro kazdé = € (a,b) existuje fle g(x,y, z) dydz. Dostavame funkci
(oznacme ji h) proménné x definovanou na intervalu (a, b) a danou vztahem

_ //g(q:, y, 2) dydz. (2.3)

Definice 2.10. Necht je funkce h dana vztahem (2.3) integrovatelné, pak ¢islo

b

/h d:B—/ // g(z,y,z)dydz | dx

a

nazyvame dvojndsobnym integrdalem funkce g pres interval J, integrujeme-li nejprve
podle yz a pak podle z. Integrdl [[, g(z,y,2)dydz se nazyvd vnitini a integral

ff h(zx) dx se nazjva vnéjsi.

Véta 2.11 (Fubini). Necht funkce g je spojitd na trojrozmérném intervalu J = {(a,b) X
X (¢, d) x (e, f> Oznacme J; = (c,d) x (e, f). Pak plati

1. Funkce h(x fffJ x,y, z) dydz je integrovatelnd na intervalu {(a,b) a

b
///g(m,y,z)dxdydz:/h dx—/ // z,y,z)dydz | dz.
J a

a

2. Funkce k(y, z) = fbg (x,y,z)dz je integrovatelnd na J; a

/// g(x,y, z dxdydz—// Y,z dydz—// / g(x,y,2z)dzr | dydz.

3. Funkce l(x,y) = fef g(x,y,2z)dz je pro kaZdé pevné x € (a,b) integrovatelnd na
intervalu (c,dy, funkce m(x) = fcdl(x, y) dy je integrovatelnd na intervalu {(a,b) a
d

b s
/J//g(%%Z) dxdydz:a/ / /g(x,y, 2)de | dy b de.

Cc €
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Véta 2.12 (Fubini). Necht funkce g je spojitd na elementdrni oblasti vzhledem k xy
V= A{lz,y.2] €R®: [w,y] € M,u(z,y) <z <v(z,y)},

kde M C R? je uzaviend mé¥itelnd mnoZina a u a v jsou spojité funkce na M, p¥i-
cemz plati u(z,y) < v(x,y) pro [z,y] € M. Pak funkce h(x,y) = f;(f;jy))g(x,y, z)dz je
integrovatelna na mnoziné M a plati

v(z,y)
///g(a:,y,z) dzdydz = // h(z,y)dxdy = // / g(x,y,z)dz | dzdy.
Vv M M u(xvy)

7 této véty vyplyva nasledujici tvrzeni.

Véta 2.13. Necht jsou splnény predpoklady véty 2.12 a navic M je elementdrni oblast
vzhledem k x tvaru M = {[z,y] € R*: a <x < b,p(x) <y <(z)}, kde p a ¢ jsou
spojité funkce na intervalu {a,b), pricemz p(x) < ¥ (x) pro x € {(a,b). Pak plati:

b [ () [ v(zy)

///g(x,yw)dxdydz:/ / / g(x,y,2)dz | dy p da.

a  |\e(@) \u(zy)



39

Kapitola 3

Transformace integralu

Metody vypoctu formulované v zavéru predchozi kapitoly jsou pouzitelné tehdy, kdyz
je integracnim oborem interval nebo elementarni oblast. Vypocet vsak mtize byt znacné
komplikovany. Zménou soutadnicového systému lze tyto vypocty zjednodusit, resp. je
nam umoznéno tesit nékteré jinak nefesitelné priklady. Zmeénou souradnicového systému
nam pujde o to, zménit integracni obor do podoby, ktera bude vhodnéjsi pro pouziti
Fubiniovy véty, pficemz mnohdy se nam integrand zkomplikuje.

3.1 Transformace dvojného integralu

Poloha bodu A v roviné se obvykle urcuje dvojici ¢isel [z,y] — tzv. kartézskymi sou-
fadnicemi. Lze pfejit i k jinym soufadnicim — transformaci ®: R? — R2, pro niz plati
® ([u,v]) = [x,y], ptifadime bodu [u, v] bod [z, y] o kartézskych soufadnicich (viz obr. 3.1).
Cislo x i &islo y je tedy funkei u a v: z = ¢(u,v), y = ¥(u, v). Dvojice funkci ¢ a 1 tudiz
popisuje vztah mezi ptivodnimi soufadnicemi [u,v] a novymi soufadnicemi [z, y].

Y v
A B

O x 04 U

Obr. 3.1. Transformace soufadnic
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Definice 3.1. Necht B C R? a ®: B — R? je zobrazeni ur¢ené rovnostmi = = ¢(u, v),
y = ¥ (u,v). Rekneme, 7e zobrazeni ® je spojité diferencovatelné v B, jestlize existuje
oteviena mnozina 2, B C (), takova, ze ® lze rozsirit na (), pficemz funkce ¢ a 1) maji
v ) spojité parcialni derivace prvniho fadu podle vSech svych proménnych.

Definice 3.2. Je-li ® spojité diferencovatelné zobrazeni, determinant

9 9
J — %—uSO %90‘
7 ¥

se nazyva jakobian zobrazeni ®.

Definice 3.3. Je-li ® spojité diferencovatelné zobrazeni v B, pak pii oznaceni z defi-
nice 3.1 se zobrazeni ® nazyva requldrni, je-li jakobian J v 2 nenulovy.

Véta 3.4. Necht B C R? je uzaviend mévitelnd mnoZina a Q C R? je oteviend mnoZina,
B C Q. Necht ®: Q — R? je prosté regquldrni zobrazeni zadané rovnostmi v = o(u,v),
y = ¥ (u,v). Necht funkce f proménnijch x ay je spojitd v mnoziné A = ®(B). Pak plati

J[ sy = [ fetw.vw0) 17w 0] dude

Véta 3.5. Necht B, C B C R?, kde B; je oteviend mnoZina, B je méritelnd mnoZina
a plati my(B \ By) = 0. Necht ®: B — R? je spojité diferencovatelné zobrazend, které je
reguldrni a prosté v By. Oznacme A = ®(B), A1 = ®(By). Necht je mnozina A méritelnd
a plati my(A\ A1) = 0. Necht je funkce [ ohranicend na mnoziné A a spojitd na mnoziné
Ai. Necht je funkce f(go(u,v),w(u,v)) - |J(u,v)| ohranic¢end na mnoZiné B. Pak plati

J[ £t v ) 1) dude,

Definice 3.6. Mé&jme bod T v roviné s kartézskymi soufadnicemi [z, y]. Oznacme r
vzdalenost bodu T' od pocatku O kartézské soustavy souradnic a ¢ thel, ktery svira
poloptimka ﬁ s kladnou ¢asti osy x. Je-li T' = O, thel ¢ neni uré¢en — mizeme za
néj zvolit libovolné ¢islo. Je-li T'# O, odecteme od tthlu ¢ nejvyssi mozny celociselny
nasobek 27 tak, aby vyslednd hodnota lezela v intervalu (0,27). Dvojici [r, ¢]| pak
nazyvame poldrnimi souradnicemi bodu T.

Véta 3.7. Necht bod T € R* md kartézské souradnice [x,y] a poldrni soutadnice [r, p].
Vztah mezi kartézskymi a polarnimi soutadnicems bodu T’ je pak dan rovnicemsi

T = 1TCOoSp,

y = rsinp.

Takto dané zobrazend je spojité diferencovatelné a pro jeho jakobidn plati |J| = r.
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Poznamka 3.8. Existuji i dalsi typy transformaci, které lze s ispéchem pouzit:

e Afinni transformace.
Ta méni méfitka na souradnicovych osach a pripadné posouva pocatek. Oznacime-
li [z,y] kartézské souradnice bodu T a [u,v] nové soufadnice téhoz bodu, bude
vztah mezi nimi dan rovincemi

T =au—+m,

y=bv+n,
kde a,b,m,n € R a a,b > 0. Jakobidn transformace je |J| = ab.

e Transformace do zobecnénych polarnich souradnic.
Oznacime-li [z, y] kartézské soufadnice bodu T a [r, ¢] nové souradnice téhoz bodu,
bude vztah mezi nimi dan rovnicemi

T =arcosy+m,

y = brsinp + n,
kde a,b,m,n € R a a,b > 0. Jakobian transformace je |J| = ab - r.

Priklad 3.9. Ukazte, Ze pro jakobian transformace do zobecnénych polarnich soufadnic
v poznamce 3.8 plati |J| = abr.

Reseni:
Postupujme podle definice 3.2:

2 (arcos +m) %(arcosgoij)

2 (brsing +n) %(brsingo—i-n)

acosp —arsinp|
bsinp brcosp |

J =

= abr cos® p + abrsin® p = abr(cos® ¢ + sin® ) = abr.
Volbou a = b =1am = n = 0 dostaneme polarni soutadnice a jejich jakobian z véty 3.7.

Priklad 3.10. Vypocitejte dany integral pomoci vhodné transformace souradnic:

//2xydxdy, Q:2>0,y>0,2%+19° <4
Q

Reseni:

Mnozinu {2 si lze snadno predstavit: jedna se o ¢tvrtinu kruhu, které lezi v prvnim kvad-
rantu — kruhu, ktery ma stired v pocatku a polomér 2. Tvar mnoziny {2 nam prozrazuje,
ze dany integral budeme transformovat do polarnich soutadnic. Pro integrac¢ni proménné
bude platit 0 < r < 2,0 < ¢ < 7. Piedpoklady véty 3.5 jsou splnény, mizeme tedy
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napsat (dany integral ozna¢me [):

2 2

/ 2r3 cos g sin g drdyp =
0

o\wlﬂ

2

3
]://2:L‘ydl’dy://2'TCOS(,D'TSiIlQD'TdT’d(p=
Q 0 0
2 472
/ /2T3cos<psing0d7" dp = (2(:osgosing0- [Z} > dp =
r=0
0 \o

> x
: IR 1
8cosysinpdy =8 [=sin” ¢ =8-(=-—-0]| =4
2 0 2
0

P

O\Mlﬂ

3.2 Transformace trojného integralu

Poznamka 3.11. Stanovme néasledujici oznadeni. Prostor R3, v némZ budeme souiadnice
bodt popisovat kartézskymi souradnicemi [z, y, z], budeme znacit R3(x, y, z). Prostor R3,

v némz budeme soufadnice bodi popisovat jinymi soufadnicemi [u, v, w], budeme znacit
R3(u, v, w).

Definice 3.12. Necht B C R3 a ®: B — R? je zobrazeni urcené rovnostmi z =
= p(u,v,w), y = ¥Y(u,v,w), 2 = w(u,v,w). Rekneme, 7ze zobrazeni ® je spojité dife-
rencovatelné v B, jestlize existuje oteviend mnozina (), B C €, takova, ze ® lze rozsifit
na (), pricemz funkce ¢, ¥ a w maji v {2 spojité parcialni derivace prvniho fadu podle
vSech svych proménnych.

Definice 3.13. Je-li ® spojité diferencovatelné zobrazeni, determinant

a;%so %s@ %tp
I g
EC A

se nazyva jakobian zobrazeni ®.

Definice 3.14. Je-li ® spojité diferencovatelné zobrazeni v B, pak pri oznaceni z de-
finice 3.12 se zobrazeni ® nazyva reguldarni, je-li jakobian J v {2 nenulovy.

Vé&ta 3.15. Necht B C R3(u,v,w) je uzaviend méritelnd mnoZina a Q C R3(u,v,w) je
oteviend mnoZina, B C . Nechf ®: Q — R3(z,y, ) je prosté requldrni zobrazeni zadané
rovnostmi x = p(u,v,w), y = Y(u,v,w), z = w(u,v,w). Necht funkce f proménnich
x,y a z je spojitd v mnoziné A = ®(B). Pak plati

///ﬂ“/’ 2 dxdde:///f(@(uvv>w),¢(u>v,w),w(u,v,w))-\J(u,v,w)y dudvduw.
A B
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Véta 3.16. Necht By C B C R3(u,v,w), kde By je oteviend mnoZina, B je méritelnd
mnozina a plati mg(B \ By) = 0. Necht ®: B — R*(z,y, 2) je spojité diferencovatelné
zobrazend, které je requldrni a prosté v By. Oznacme A = ®(B), Ay = ®(By). Necht je
mnozina A méritelnd a plati ms(A\ A;) = 0. Necht je funkce f ohranicend na mnoziné A

a spojitda na mnoZiné Ay. Necht je funkce f(go(u, v, w), Y(u, v, w),w(u,v, w)) I (u, v, w)|
ohranicend na mnoziné B. Pak plati

///f((p(u,U,w),w(u,v,w),w(u,v,w)) NI (u, v, w)| dudvduw.

Definice 3.17. Mé&jme bod T v prostoru s kartézskymi souradnicemi [z, y, z|. Ozna¢me
T’ jeho kolmy pramét do souradnicové roviny zy, tedy 7" ma soutadnice 77 = [z, y, 0].

Bod 7" vyjadiime v polarnich soufadnicich [r, ¢] v roviné xy. Polohu bodu T' v prostoru

pak uréime trojici ¢isel [r, ¢, 2], kterou budeme nazyvat cylindrické (pfip. vdlcové)
soutadnice bodu T'.

Vé&ta 3.18. Nechf bod T € R3 md kartézské souradnice [z,vy, 2] a cylindrické sourad-

nice [r, p, z]. Vztah mezi kartézskymi a cylindrickymi soutadnicemi bodu T je pak ddn
rovnicems

T =1TCOoSsp,
y =rsinp,

Z=2Zz.

Takto dané€ zobrazeni je diferencovatelné a pro jeho jakobian plati |J| = r.

Definice 3.19. Necht bod 7" mé v prostoru kartézské soutfadnice [z,y, z]. Oznacme
T’ jeho kolmy prtimét do soufadnicové roviny zy. Tedy 7’ mé soufadnice [z,y,0].
Oznac¢me r vzdalenost bodu T’ ﬂ) pocatku O kartézské soustavy souradnic. Oznacme
© uhel, kter}'f_sx)firé polopiimka OT" s kladnou ¢asti osy x. Oznacme ¥ thel, ktery svira
polopfimka OT' s kladnou ¢asti osy z. Poloha bodu T v prostoru je pak urcena trojici
Cisel [r, ¢, 9], kterou budeme nazyvat sférické (ptip. kulové) souradnice bodu T.

Véta 3.20. Necht bod T € R3 md kartézské soutadnice [x,vy, z| a sférické souradnice
[r, ¢, ]. Vztah mezi kartézskymi a sférickymi soutadnicemi bodu T je pak ddn rovnicemi
T = 1 Cos psin v,

y = rsinysin v,

z = rcos.

Takto dané zobrazeni je diferencovatelné a pro jeho jakobidn plati |J| = r? sind.
Poznamka 3.21. Dalsi typy transformaci:

e Afinni transformace.

Ta méni méfitka na souradnicovych osach a pripadné posouva pocatek. Oznacime-
li [x,y, z] kartézské soutadnice bodu T a [u, v, w] nové soutadnice téhoz bodu, bude
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vztah mezi nimi dédn rovincemi

T =au—+m,
y=bv+n,

zZ=cw+Dp,
kde a,b,c,m,n,p € R a a,b,c > 0. Jakobian transformace je |J| = abe.

e Transformace do zobecnénych cylindrickych soufadnic.
Oznacime-li [z, y, 2] kartézské soufadnice bodu T a [r, ¢, w] nové souradnice téhoz
bodu, bude vztah mezi nimi dan rovincemi

T =arcosy+m,
y = brsinp +n,
Z = cw + p,

kde a,b,c,m,n,p € R a a,b,c > 0. Jakobian transformace je |J| = abc - .

e Transformace do zobecnénych sférickych soutadnic.
Oznacime-li [x,y, z| kartézské soufadnice bodu T" a [r, ¢, J] nové soutadnice téhoz
bodu, bude vztah mezi nimi dan rovincemi

x = arcos psind + m,
y = brsin psind + n,
2z = crcost + p,
kde a,b,c,m,n,p € R a a,b,c > 0. Jakobian transformace je |J| = abc - r?sin 9.

Priklad 3.22.

1. Ukazte, ze pro jakobian transformace do cylindrickych souradnic ve vété 3.18 plati
|J| =r.

2. Ukazte, ze pro jakobian transformace do sférickych soutradnic ve vété 3.20 plati
|J| = r?sin .
Reseni:
Postupujme podle definice 3.13 na str. 42:

1.
o (rcos ) %(TCOSSO) Z(rcos@)|  |cosp —rsing 0
J = %(rsingp) %(rsingo) %(rsimp) =|sinp rcosyp 0=
agz gz BQZ 0 0 1
r 2 z

= rcos? o+ rsin®p =7
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2.
2 (rcospsind) 2 (rcospsind) % (r cos psin 1)
J = %(r sin ¢ sin 9) %(T sin @ sin 9) a%(r sin psind) | =
2 (rcos ) % (rcos?) 2 (r cos )

cospsiny —rsinpsinf rcospcos

= |sinpsind rcosesind rsingcos| =

cos v 0 —rsin

= —r?cos® psin® ¥ — r?sin’ p cos® ¥ sin ) — 72 cos? ¢ cos? U sin ¥ —

— r2sin? psin® ¥ = —r?sin® ¥ — r2 cos? ¥ sin ¥ = —r?sin ¥,

|| = ‘—r2sin?9’ = r?sin .

Priklad 3.23. Vypocitejte dané integraly pomoci vhodné transformace:

///z‘\/:ﬁ—i—y?dxdydz, Q:x2+y2§2y,0§z§%,
Q

///myzdxdydz, Q:x2+y2+22§1,x20,y20,220.
0

Reseni:

1. Zkoumejme mnozinu {2, podle jejiho tvaru zvolime vhodnou transformaci. Prvni
nerovnost, kterou je dana mnoZina €, lze upravit do tvaru z? + (y — 1)? < 1,
coZ je ziejmé rovnice kruhu v roviné z = 0 se stfedem v bodé [0, 1,0] a polomé-
rem 1. Mnozina €2 je tedy vélec o poloméru 1 se stifedem dolni podstavy v bodé
[0,1,0] a stfedem horni podstavy v bodé [0, 1, %] Integral proto transformujeme
do cylindrickych soufadnic. Pro integra¢ni proménné ¢ a z odtud plati 0 < ¢ < 7,
0 < z < 1. Pro integra¢ni proménnou r plati 0 < r < h(y), kde h(y) je funkce pro-
ménné o, jejiz predpis ziskame ,transformovanim® rovnice horni podstavy valce do
cylindrickych soufadnic: r < 2sin ¢ = h(p) = 2sin ¢. Mizeme dosadit a vypocitat
integral:

1
2 m 2sing

///z \/x2+y2dxdydz://

—

1
s [ [
zr? drdpdz = 5//zsin390dgodz =
0 0

I
ol oo
ol

O\MI»—‘ o
N
(oW
N
Il
| oo
|~
| =
I
| W~

2. Prvni nerovnost, kterou je ddna mnozina €2, zadava kouli o poloméru 1 se stfedem
v pocatku. Dalsi nerovnosti z této koule vybiraji jen jeji ¢ast, a sice osminu lezici
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v prvnim oktantu. Integral proto transformujeme do sférickych soutradnic. Pro in-
tegracni proménné bude platit 0 <r < 1,0 < ¢ < 7,0 <9 < 7. Mizeme dosadit
a vypocitat integral (oznacme jej I):

TR

||
\wla

/rcosgpsinﬁ-Tsingosinﬁ-Tcosﬁ-rzsinﬁdrdgodﬂ =

N3

I
\wa

/ 75 cos ¢ sin  sin® ¥ cos ¥ drdpdy =

o

00
3 3
:é//cosgpsingpsingﬁcosﬁdgodﬁ:
00
3
:1—12/sin31900819d19:%-i:%
0

3.3 Aplikace

Véta 3.24. Necht A je rovinnd (resp. prostorovd) mévitelnd mnoZina. Z definic 1.6
a 1.15 (resp. z definic 1.19 a 1.29) vyplyvd, Ze pro obsah my(A) (resp. objem mz(A))

této mnoziny plati
= / / 1 dxdy,
A

= ///1dxdydz7
A

Véta 3.25. Necht Q C R? je ohranicend oblast, jejiZ hranice je sjednocenim konecné
mnoha requldrnich krivek. Predpokladejme, Ze funkce f(x,y) md spojit€ a ohranicené
prond parcidlni derivace na Q0 a je spojitd na uzdvéru Q.

Oznacme S = {[z,y, f(z,y)] € R®: (z,y) € Q} jeji graf. Pak pro obsah tohoto grafu

lati:
| T o

Priklad 3.26. Odvodte:

resp.

1. Vzorec pro obsah obdélnika o délkach stran a, b.
2. Vzorec pro obsah kruhu o poloméru R.

3. Vzorec pro obsah mnoziny, ktera je sjednocenim elipsy o délkach poloos a, b a jeji
vnitini oblasti.
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Reseni:

1. Obdélnik je rovinna méfitelnd mnozina. Umistime jej do prvniho kvadrantu kar-
tézské soustavy soutadnic tak, Ze jeden z jeho vrcholt lezi v pocatku a strany jsou
rovnobézné se souradnicovymi osami. Pro obsah S obdélnika potom plati:

a

b
S—//1dxdy—//1dxdy—a/1dy—ab.
0

obdélnik

Vysledek: S = ab.

2. Kruh je rovinna méritelna mnozina. Umistime jej do kartézské soustavy souradnic
tak, Ze bude mit stied v podatku. Jeho analytické vyjadieni potom bude K : 2% +
+ y* < R?. Integral [[  1dzdy vypocitame transformaci do polarnich soutradnic.
Pro integrac¢ni proménné ziejmé plati 0 < r < R, 0 < ¢ < 27. Mlzeme dosadit a
vypocitat integral:

27 R 2w
2
S://ldxdy://rdrdgo— /1dg0:R7~27r:7rR2.
K 0 0 0

Vysledek: S = mR2.

3. Jedna se o rovinnou méfitelnou mnozinu, ozna¢me si ji E. Elipsu umistime do
kartézské soustavy souradnic tak, ze jeji stfed bude lezet v pocatku, hlavni poloosa
a na ose x a vedlejsi poloosa b na ose y. Analytické vyjadfeni mnoziny E potom
bude i—z + Z’b’—j < 1. Integral [[ 5 Ldady vypocitdme transformaci do zobecnénych
polarnich soutadnic. Pro integra¢ni proménné plati 0 < ¢ < 27, 0 < r < 1, kde
horni mez proménné r se ziskala ,transformaci“ rovnice mnoziny £ do zobecnénych
polarnich soutadnic. Mizeme dosadit a vypocitat integral:

2 1 2
1 1
S://1dxdy://abrdrdgpzabé/ldgp:abé-27T:ab7r.
E 0 0 0

Vysledek: S = abr.
Priklad 3.27. Odvodte:
1. Vzorec pro objem koule o poloméru R.
2. Vzorec pro objem rotacniho kuzele o poloméru podstavy R a vysce H.
3. Vzorec pro obsah kulové plochy o poloméru R.

Reseni:
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1. Koule je prostorova méritelnd mnozina. Oznac¢me si ji U. Kouli umistime do kartéz-
ské soustavy souradnic tak, ze jeji stfed bude lezet v po¢atku. Analytické vyjadreni
mnoziny U potom bude z*+y?+2* < R?. Integrél [[[, 1dzdydz vypocitame trans-
formaci do sférickych souradnic. Pro integra¢ni proménné ziejmé plati 0 < r < R,
0 < <2m, 0 <9 < 7. Mizeme dosadit a vypocitat integral:

T 27 T 2w

R
3
V:///1dxdydz:///TZSim}‘drdgodﬁ:R?//sim?dgodﬁ:
U 000 00

s

3

3
4
:27T-£/Sin19d19:27T-R—~2:—7TR3.
3 3 3
0

Vysledek: V = 2w R,

2. Rotacni kuzel je prostorova méfitelna mnozina. Oznacme si ji L. Kuzel umistime
do kartézské soustavy soutadnic tak, ze bude mit vrchol v pocatku a stied pod-
stavy bude lezet na kladné c¢asti osy z. Analytické vyjadfeni mnoziny L potom
bude (%)2 2+ (%)2 y? < 2°. Integrél [[[, 1dazdydz vypocitdme transformaci do
cylindrickych soufadnic. Pro integra¢ni proménné bude platit 0 < ¢ < 27,0 < 2z <
<H 0LZr< z%, kde horni mez proménné r se ziskala ,transformaci“ rovnice
mnoziny L do cylindrickych souradnic. Mtizeme dosadit a vypocitat integral:

QFHZ% 2w H
U 2dzd
V—///ldxdde—///rdrdzng—ﬁ//z zdp =
L 0 0 0 00
2
R* H3 RrR? H3 1,
S AU i S

0
Vysledek: V = smR*H.

3. Postupujme podle véty 3.25. Kulovou plochu umistime do kartézské soustavy sou-
fadnic tak, ze bude mit stied v pocatku. Jeji analytické vyjadieni potom bude
2% + y? + 22 = R?. Hledejme obsah poloviny kulové plochy, ktera se nachézi v po-
loprostoru z > 0. Oblasti © potom bude kruznice o rovnici 22 + y?> = R?, a funkce
f(z,y) bude mit predpis f(x,y) = v/ R? — 22 — y2. Oblast Qi funkce f(z,y) spliuji
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predpoklady véty 3.25. Pro hledany obsah kulové plochy bude platit:

QS4/\/1+{af(aﬂgy)rJr[&fg;y)rdxdy

(V-2 )] [o(VR-2p) .
zdy =

-l | R

ymE=

. \ i R? _ 12 _ 42

:// al dudy.
. RE _ 22 _ 2

Tento integral vypocitame transformaci do polarnich soutadnic:

+

27 R

R T
25 = dzdy = R ———drdp = 27 R?.
é/ RZ — 22 — 2 Y 0/0/,/]:{2_772 i

Vysledek: S = 47 R2.
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