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Abstrakt

Tato prace se zaméfuje na vyuziti programu Maple pfi vyuce nekonec¢nych posloupnosti
a fad readlnych funkci. V préaci uvadime konkrétni praktické priklady vyuzivajici program
Maple, pricemz se soustiedime na ¢tyfi hlavni témata — samotné reseni probléemu, kdy je
program Maple prostfedkem usnadnujicim rutinni a zdlouhavé vypocty, automatizaci vypo-
¢tu pomoci novych procedur, kritické hodnoceni spravnosti vysledki ziskanych prostiednic-
tvim programu Maple a vytvareni grafickych vystupi, na kterych mimojiné demonstrujeme
nékteré zakladni pojmy z tématu nekonecnych fad.

Prvni kapitola se vénuje posloupnostem funkci, zejména limité posloupnosti funkeci a
stejnomérné konvergenci. Na nékolika prikladech ilustrujeme vyznam téchto pojmt pro-
stfednictvim série grafii a animaci. Dale se vénujeme vypoctu téchto limit a ovérovani stej-
nomeérné konvergence s vyuzitim standardnich prostfedkt programu Maple. Piedstavime
také dvé nové procedury, které tyto vypocty automatizuji. Na zavér se struc¢né zminime
o vlastnostech stejnomérné konvergentnich posloupnosti.

Druhé kapitola je vénovana nekone¢nym fadam funkci. Zabyva se vypoc¢tem oboru
konvergence funkénich fad a to s vyuzitim limitniho podilového a odmocninového kritéria.
Vyhodou téchto kritérii je, ze vypocet lze pomérné snadno automatizovat. Zavérem se
vénujeme vytvareni animaci ilustrujicich chovani konvergentnich funkénich fad uvnitt a
vné oboru konvergence.

Treti kapitola je vénovana fadam mocninnym. Pomoci prostfedkt programu Maple hle-
dédme soucty mocninnych fad. Nasledné se zaméfime na problém opacny a hledame Taylo-
rovy a Maclaurinovy rozvoje danych funkci. Zminime také standardni knihovnu powseries,
ktera obsahuje procedury pro operace s mocninnymi fadami a tyto procedury pouzijeme
pri feseni nekolika prikladi. Déle se vénujeme vytvareni animaci ilustrujicich konvergenci
Taylorovych a Maclaurinovych rozvoji. Zaveérecna cast kapitoly obsahuje nékolik prikladt
demonstrujicich vyuziti mocninnych fad pii feseni diferencidlnich rovnic.

Tématem ctvrté kapitoly jsou Fourierovy rady. Vénujeme se vypoctiim rozvoji readlnych
funkci do Fourierovych trigonometrickych fad a zabyvame se otazkou konvergence Fourie-
rovy Tady a tzv. Gibbsovym jevem. Podrobné predstavime novou programovou knihovnu
FourierTrigSeries, kterd slouzi k vypoctim Fourierovych fad a manipulaci s nimi. Pro-
cedury z této nové knihovny vyuzijeme pii vypoctech Fourierovych fad nékolika funkci a
predvedeme si vyuziti Fourierovych fad pfi feseni diferencialnich rovnic. Predstavime také
internetovou prezentaci této knihovny s webovou aplikaci pro vypocet Fourierovych tad.
ZavereCna cast kapitoly se zabyva vypocty Fourierovych fad vzhledem k vybranym typtm
ortogonalnich polynom.

Na prilozeném CD-ROM disku jsou k dispozici elektronické verze zapisnikt s fesenymi
priklady a zdrojové kédy novych procedur a knihovny FourierTrigSeries.



Abstract

The thesis is concerned with the use of Maple in teaching infinite sequences and series
of real functions. It contains concrete practical examples in Maple focussing on four main
topics — the problem solving with Maple being used to facilitate the routine and tedious cal-
culation, computing automation with new procedures, critical evaluation of the correctness
of the results obtained by Maple, and generating output graphics used, among others, to
demonstrate some basic concepts of infinite series.

Chapter one is concerned with function sequences, particularly with the limit and uni-
form convergence of a sequence. In several examples, these notions are demonstrated using
a number of plots and animations. Calculating these limits and testing the uniform con-
vergence by standard Maple tools are the next topics. Also two new procedures are intro-
duced to automate such calculation. Finally, the properties of the uniform convergence of
a sequence are mentioned.

Chapter two deals with infinite function series. This includes the determination of the
domain of convergence of functional series using limit, ratio, and root tests. An advantage
of such tests is that the calculation can easily be programmed. At the end, animations
are generated demonstrating the behaviour of convergent functional series both inside and
outside the convergence domain.

Chapter three is devoted to power series. Using Maple programming tools, the sums of
power series are determined. Next the opposite problem is analysed, that is, finding the
Taylor and Maclaurin expansions of given functions. Here also the standard powseries
library is described offering procedures for operations with power series used to solve se-
veral particular problems. The next focus is on animations illustrating the convergence of
Taylor and Maclaurin expansions. The final part of the chapter uses several examples to
demonstrate the use of power series in finding solutions of differential equations.

The subject of chapter four is Fourier series. It deals with the calculation of expansions
of real functions into Fourier trigonometric series including the question of the conver-
gence of a Fourier series, and the Gibbs phenomenon. Special attention is paid to the new
FourierTrigSeries program library used to calculate and manipulate Fourier series. The
procedures contained in this library are used to determine the Fourier series of several
functions and to demonstrate the application of Fourier series to finding solutions of diffe-
rential equations. Also a web presentation of this library is included with a web application
to calculate Fourier series. The final part of the chapter is concerned with the calculation
of Fourier series with respect to selected types of orthogonal polynomials.

The attached CD contains electronic versions of worksheets with examples solved and
the source codes of the new procedures and the FourierTrigSeries library.
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Uvod

Pocitace se jiz staly samoziejmou soucasti naseho zivota a nachazi uplatnéni v Siroké skale
oborti a lidskych c¢innosti, vysoké skolstvi nevyjimaje. Nezbytnym pfedpokladem jejich
uspésného vyuziti je existence vhodného programového vybaveni. Z pohledu matematické
analyzy se jedna zejména o tzv. systémy pocitacové algebry', jez umoziuji symbolickou
manipulaci se zadanymi vyrazy v explicitnim analytickém tvaru a provadéni vypocti bez
nutnosti numerické aproximace.

Na vysokych skolach se tyto systémy jiz prosadily a bézné jsou pouzivany napriklad
pii vytvafeni riznych typi grafickych vystupt, at uz se jedna o ilustrace do klasickych
skript, ¢i digitalni vystup vyuzitelny v materidlech pro matematicky e-learning. Studenti
se s nimi vsak casto setkavaji pouze zprostfedkované, méné casté je jejich vyuziti ,inter-
aktivni formou“ primo béhem vyjuky. Ale i tento pristup se jiz prosazuje. Konkrétné na
Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné jsou v poslednich letech nabizeny
posluchactim zékladnich kurzi matematické analyzy volitelné, dopliujici kurzy. Ty maji
formu pocitacového seminéfe a vyuzivaji feseni prikladt v systému Maple jako prostiedek
k hlubsimu pochopeni latky probirané v kurzu zakladnim.

Tato prace se zaméfuje na vyuziti programu Maple pii vyuce nekoneénych posloupnosti
a fad realnych funkei. Program Maple byl zvolen pravé proto, Ze je jiz p¥i vyuce na Ustavu
matematiky a statistiky PfF MU vyuzivan. Kromé jiz zminovanych kurzii zde vznikly
napiiklad vyukové CD-ROMy [5] a [6], pficemz druhy uvedeny je vénovan také tématu
nekonecnych funkénich posloupnosti a fad. Tato prace si klade za cil na tuto publikaci
v jistém smyslu navazat, rozsitit spektrum fesenych problémi a vytvorit nové procedury
automatizujici nékteré z vypocti.

Cilem prace neni zpracovat téma po teoretické strance. Predpokladame, Ze nezbytny te-
oreticky zdklad student ¢erpa z jinych publikaci, napiiklad [4], [7], [9] nebo [14], ¢ pfimo ze
zékladnich kurzii matematické analyzy. Naopak se zaméfujeme na vyuziti programu Maple.
Definice ¢i tvrzeni jsou v praci zminény pouze z divodu nazornosti, zejména v situacich,

!Computer Algebra systems, neboli CAS. Mezi nejznaméjsi patii komeréni programy Ma-
ple,2Mathematica,?Derive,*& volné dostupné programy Axiom®a Maxima.®

2Program Maple vznikl na University of Waterloo a je vyvijen spolecnosti Maplesoft, http://www.
maplesoft.com.

3Program Mathematica je vyvyjen spole¢nosti Wolfram Research, http://www.wolfram.com.

4Program Derive byl vyvyjen spolecnosti Soft Warehouse, http://www.derive-europe.com/.

Shttp://axiom-developer.org

Shttp://maxima.sourceforge.net
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kdy uvedené tvrzeni tvoii podstatnou ¢ast nasledujicich vypocti.

V prace uvadime konkrétni praktické priklady vyuzivajici program Maple, pficemz se
soustfedime na nasledujici témata.

Prvnim je samotny postup pfi feseni problému. Program Maple je zde prostiredkem
usnadnujicim rutinni a zdlouhavé vypocty. Takto fesené priklady jsou vedeny metodou
»krok za krokem“ a ¢asto kopiruji postup uzivany pii ru¢nim vypoctu. Umoznuji nam tak
nezdrzovat se ¢asové narocnymi mezivypocty, jez jsou studentovi jiz dostatecné znamé, ale
naopak se vice zaméfit na problém samotny. Timto pfistupem mtze vyucujici probrat vice
prikladi rozlicnych typi a také prikladii s vyssi obtiznosti, jez by jinak byly pro studenty
samostatné obtizné fesitelné.

Nésledujicim tématem je automatizace vypoctu. V nékolika pripadech jsme feseni pro-
blému automatizovali pomoci novych procedur. Ackoliv ve velké mife kopiruji dfive zmi-
nény piistup, nemusi byt tyto procedury beznému c¢tenaii srozumitelné a proto nejsou
v praci rozebirany.” Smyslem téchto procedur je predev$im usnadnit provedeni piislusného
vypoctu, at jiz je vysledek pouzit pro kontrolu spravnosti vlastniho feseni nebo se jedna
o soucast TeSeni slozit€jsiho problému. Dalsim divodem je také rozsiteni programu Maple
o chybéjici funkcionalitu. To je zejména pripad knihovny FourierTrigSeries, jez tvori
podstatnou ¢ast prace.

Se zminénymi tématy tzce souvisi téma kritického mysleni. Ma-li student problémy
s vyuzitim pocitace nejen tesit, ale i ispésné vytesit, je nutné, aby k ziskanym vysledkim
pristupoval kriticky a nepovazoval je automaticky za spravné. V celé fadé byt i pomérné
jednoduchych tloh ziskame z programu Maple nespravny vysledek. To mutze byt zpiiso-
beno samotnymi algoritmy programu Maple, ptiliSnou abstrakci problému, ale i omezenymi
moznostmi prezentace téchto vysledkt (zejména v pfipadé grafickych vystupi). V praci se
snazime na tyto situace upozornovat. Student je tak veden ke kritickému zhodnoceni obdr-
zenych vysledki a k ovéreni jejich spravnosti prostrednictvim jiz nabytych znalosti. Ziskana
zkuSenost se samoziejmé uplatni, at jiz posuzuje spravnost vysledk vlastnich, tak vysledku
obdrzenych prostiednictvim pocitace.

Poslednim tématem, na nejz se v praci zaméfujeme, je vytvareni grafickych vystupi.
Pocitacova grafika pomaha u studentt rozvijet geometrickou predstavivost. Formou grafi
a animaci lze napiiklad velmi nazorné ilustrovat rtizné typy konvergence.® Dalsim vyuzitim
miize byt vizualni kontrola spravnosti ziskanych vysledki - konfrontovani ziskaného feseni
s obrazovym vystupem nas mize upozornit na chybu v provedeném vypoctu.

Ze zdroji dostupnych v ceském jazyce se tématu prace vénuje jiz zminény CD-ROM
[6]. Mocninnym fadam a programu Maple je vénovana také prace [12]. Zabyva se zejména
vypoctem Taylorovych rozvoji, poloméru konvergence a ilustraci konvergence rozvoje pro-
stfednictvim obrazové animace. Na Fourierovy trigonometrické fady je zaméfena i autorova
ptedchozi prace [18].

"Dtvodem je také skutecnost, Ze prace neni koncipovana jako uéebnice programovani v prostfedi pro-
gramu Maple.

8 A¢koliv i tato forma ma4 své limity. Vhodn4 je zejména zabyvame-li se spojitymi & po ¢astech spojitymi
funkcemi.
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Z anglicky psané literatury je t¥eba zminit publikaci [1]. Obsahuje velké mnozstvi pfi-
kladu fesenych pomoci programu Maple. Velmi popularni jsou také knihy [11] a [15]. Vénuji
se sirokému spektru témat z mnoha oblasti matematiky, bohuzel ptiklad opravdu fesenych
pomoci programu Maple obsahuji poskromnu.

Nejrozsahlejsi kolekci zdrojti pro program Maple je portal Maple Application Center.”
Dostupné zapisniky se vSak velmi casto tématicky prekryvaji ¢i jsou prakticky totozné.
Originalni, ¢i alespon ty obsahové nejbohatsi prace jsou uvedeny v seznamu literatury
v Casti Elektronické zdroje z kolekce MapleApps.

Velmi oblibené jsou v soucasné dobé také rtizné webové kalkulacky, umoznujici provadét
i pomérné komplikované vypocty v prostiedi internetového prohlizece. Mocninnym radam
je vénovana webova stranka vytvorend v ramci préace [12], jez slouzi k pocitani a animovani
grafti Taylorovych rozvoji. Kalkulacka na vypocet Fourierovych fad je soucasti internetové
prezentace knihovny FourierTrigSeries vzniklé v ramci této disertacni prace.

Nyni kratce predstavime obsah jednotlivych kapitol disertacni prace.

Kapitola 1 — Posloupnosti funkci

Prvni kapitola se vénuje posloupnostem funkci. Ackoliv je prace vénovana nekonec¢nym
fadam funkci, na posloupnostech se 1épe ilustruji nékteré zakladni pojmy. Také nékteré
provadéné vypocty by byly v pripadé funkcénich fad hiife proveditelné.

Nejdrive uvedeme nékolik moznych zpiisobt reprezentace nekonecnych posloupnosti
funkci v programu Maple. Nésledné se vénujeme limité posloupnosti funkci. Na nékolika
prikladech ilustrujeme vyznam tohoto pojmu prostfednictvim série grafii a animaci, dale
se vénujeme vypoctu téchto limit s vyuzitim standardnich prostfedkii programu Maple,
pri¢emz pozornost je vénovana i situacim, kdy takovy vypocet selhava. Tyto se pokousime
automaticky fesit prostfednictvim nové vytvorené procedury FindSequenceLimit.

Posledni c¢ast kapitoly je vénovana stejnomérné konvergenci posloupnosti funkei. Jeji
podstatu opét ilustrujeme prostiednictvim graft a animaci. Déale se vénujeme ovérovani
stejnomérné konvergence. Nejdfive pristupem ,krok za krokem* a nasledné automatizova-
nému vypoctu s vyuzitim nové procedury TestSequenceUniformConvergence. Na zaveér
se stru¢né zminime i o vlastnostech stejnomérné konvergentnich posloupnosti, konkrétné
derivovani a integrovani téchto posloupnosti ¢len po ¢lenu.

Kapitola 2 — Rady funkci

Druhé kapitola je vénovana nekonecnym fadam funkci. Podobné jako v kapitole prvni,
nejdiive vysvétlime zptisob reprezentace funkcénich fad v programu Maple, pouzivany v na-
sledujicim textu.

Déle se vénujeme vypoctu oboru konvergence funkénich fad. Vypocet opét provadime
,krok za krokem“ a to s vyuzitim limitniho podilového a odmocninového kritéria. Vyho-

Yhttp://www.maplesoft.com/Applications/
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dou téchto kritérii je, ze postup vypoctu lze lehce automatizovat, coz také provadi nova
procedura TestSeriesConvergence.

Na zavér se vénujeme vytvareni animaci ilustrujicich chovani konvergentnich funkénich
fad uvnitt a vné oboru konvergence.

Kapitola 3 — Mocninné rady

Treti kapitola je vénovana fadam mocninnym. Nejdfive se vratime k vypoctu oboru kon-
vergence, dale pomoci prostfedkti programu Maple hleddme také soucet mocninné rady.

Nésledné se zamérime na problém opac¢ny a hledame Taylorovy a Maclaurinovy rozvoje
danych funkci a to jak v tzv. zkrdceném tvaru,'® tak v uzavieném tvaru. Zminime také
standardni knihovnu powseries, kterd obsahuje procedury pro manipulaci s mocninnymi
rfadami a tyto procedury pouzijeme pii feseni nékolika prikladi.

V dalsi casti se vénujeme vytvareni animaci ilustrujicich konvergenci Taylorovych a
Maclaurinovych rozvoji. Zavérecna cast obsahuje nékolik prikladi ilustrujicich vyuziti
mocninnych fad pfi aproximaci funkci, pfiblizného vypoctu funkénich hodnot a pii te-
seni diferencialnich rovnic metodou fad. Ackoliv Ize v téchto prikladech ziskat v programu
Maple vysledek ptimo, bylo nasim cilem naopak ozfejmit podstatu téchto vypocti.

Kapitola 4 — Fourierovy trigonometrické rady

Tématem posledni kapitoly jsou Fourierovy tady. Nejdfive se vénujeme vypoctim rozvoju
realnych funkci do Fourierovych trigonometrickych fad metodou ,krok za krokem®. Dale
se zabyvame otazkou konvergence Fourierovy fady a tzv. Gibbsova jevu.

Podrobné prestavime novou programovou knihovnu FourierTrigSeries, ktera slouzi
k pocitani Fourierovych fad a manipulaci s nimi. Na jednoduchych prikladech predvedeme
pouziti vSech 17 procedur této knihovny. Zminime také webovou aplikaci pro vypocet
Fourierovych fad primo prostfednictvim webového prohlizece.

Nasleduje ¢ast s feSenymi priklady, ve které procedury knihovny FourierTrigSeries
vyuzijeme pii vypoctech Fourierovych fad zadanych funkci, vénujeme se opét Gibbsoveé
efektu a jeho eliminaci metodou o-aproximace a predvedeme vyuziti Fourierovych fad pii
feseni diferencialnich rovnic.

Zaverecna cast kapitoly se zabyva Fourierovymi radami vzhledem k ostatnim ortogonal-
nim systémtim, konkrétné vzhledem k vybranym typiim ortogonalnich polynomi. Predve-
deme vyuziti programu Maple pti hledani téchto polynomi a samoziejmé také pii pocitani
Fourierovych fad vzhledem k systémim téchto ortogonalnich polynomi.

107kracenym tvarem rozumime ¢asteény soudet mocninné fady plus vyraz reprezentujici piislusny zby-
tek.
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Poznamky k pouzitym proceduram

V praci se casto odvolavame na procedury, které nejsou soucasti standardni instalace pro-
gramu Maple. Vetsina z nich byla vytvorena v ramci prace samotné, konkrétné se jedna
o nasledujici procedury.

FindSequencelimit — Procedura pocita limitu posloupnosti funkci, pricemz ovéruje hod-
notu limity v bodech, kde standardni procedura 1limit selhava.

TestSequenceUniformConvergence — Procedura testuje stejnomérnou konvergenci po-
sloupnosti funkei.

plotStripAroundFunction — Procedura s grafickym vystupem kreslici barevny pas dané
sitky okolo zadané funkce. Procedura se pouziva pfi ilustraci stejnomérné konvergence
posloupnosti funkei.

barplot — Procedura pro kresleni jednoduchého sloupcového grafu.

TestSeriesConvergence — Procedura pocita obor konvergence zadané funkéni fady po-
moci limitniho podilového ¢i odmocninového kritéria.

plotVerticalStrip — Procedura s grafickym vystupem kreslici vertikalni barevny pas.
Procedura se pouziva pii ilustraci konvergence fuk¢nich rad.

Déle v textu nejsou zminény pomocné procedury.

convertToPiecewise — Slouzi k vytvoreni definice po ¢astech spojité funkce ze seznamu
hrani¢nich bodd a funkénich hodnot, jez tato funkce nabyva na intervalech mezi
hrani¢nimi body.

RealRangeUnion — Procedura provede sjednoceni predanych realnych intervali.

TestIfInRealRange — Procedura ovéruje, zda dany bod patii do zadaného realného inter-
valu ¢i nikoliv.

Vsechny uvedené procedury jsou dostupné v souboru posl_a_rady_fci_proc.mpl. Pied
jejich pouzitim v programu Maple je nutné nacist zdrojové kody procedur pomoci prikazu
read.!!

Pro spravnou funkénost vyse zminénych procedur jsou nezbytné procedury csum a
inequalities, které jsou soucasti kolekce Maple Advisor Database [24], jejimZ autorem je
Robert Israel. Procedury jsou ulozeny v souborech csumd.tat a inequald.txt a tyto soubory
musi byt ulozeny spolu se souborem posl_a_rady_fci_proc.mpl ve stejném adresari.

11V zapisnicich je pro tento tcel pouzivana sekvence piikazii
currentdir ("/home/karel/devel/maple/PhD/mws"): read "posl_a rady fci proc.mpl":
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Kone¢né samotna knihovna FourierTrigSeries a v ni obsazené procedury byly vytvo-
feny jako soucast disertacni prace. Knihovna slouzi k pocitani Fourierovych fad realnych
funkci a k manipulaci s nimi. Podrobné je popsana v samostatné sekci na strané 80.

Zbyvajici procedury zminované v textu jsou, ¢asto pro svoji jednoduchost, definovany
primo v misté pouziti. V opacném pripadeé se jedna o procedury, jez jsou soucasti standardni
instalace programu Maple.

Zapisniky s feSenymi piiklady a zdrojové koédy pouzitych procedur jsou k dispozici
na internetové strance http://www.math.muni.cz/"xsrot/nrspm a také na prilozeném

CD-ROM disku.



Kapitola 1

Posloupnosti funkeci

V této kapitole se budeme vénovat posloupnostem funkci. Pfedvedeme si vytvareni ani-
maci ilustrujicich jejich konvergenci. Zminime nastoje, které Maple nabizi pro vypocet
limity posloupnosti funkci a také novou proceduru, kterd odstranuje nékteré nedostatky
standardni procedury 1imit. Podstatna cast kapitoly je vénovana stejnomérné konvergent-
nim posloupnostem funkci a jejich vlastnostem.

1.1 Reprezentace posloupnosti funkci

Pro snadnou manipulaci s posloupnostmi funkci v programu Maple, a také s funkénimi
rfadami, kterym se budeme vénovat v nasledujicich kapitolach, je dulezité zvolit vhodny
zpusob jejich reprezentace. V tomto vybéru mame jistou volnost, ve velké mite zavisi na
vkusu a preferencich uzivatele. Zvolena reprezentace by méla byt prehledna a ptritom by
nam meéla umoznit manipulaci jak se samotnou posloupnosti, tak i snadny pristup k jednot-
livym ¢lentim posloupnosti. Nize uvadime nejbéznéjsi moznosti reprezentace posloupnosti
funkei.

a) Posloupnost reprezentujeme algebraickym vyrazem.

> fn:=exp(n*x)/n!;
e(nx)

fn .=

K jednotlivym ¢lentim posloupnosti pak pristupujeme pomoci ptikazli subs nebo eval.

n!

> subs(n=3,fn);

e(?’w)
3!
pripadné
> eval(fn,n=3); .
(3z)
—e
6
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Vzhledem ke zptisobu, jakym pristupujeme k jednotlivym c¢leniim posloupnosti, neni
reprezentace posloupnosti funkci algebraickym vyrazem piilis vhodna. Casto se vsak
pouziva pri volani procedur, které vyzaduji jako parametr algebraicky vyraz. Vyznam
neznamych vystupujicich ve vyrazu je pak upfesnén dalsimi parametry, jez se procedure
predavaji.

Posloupnost reprezentujeme funkci' jedné proménné vracejici algebraicky vyraz.
> fn:=n->exp(n*x)/n!;
e(nx)
fn=n—
n!

K ¢lentim posloupnosti pristupujeme specifikovanim argumentu této funkce.

> fn(3); .
ge

(3z)

Posloupnost reprezentujeme funkci jedné proménné vracejici funkci.

> fn:=n->x->exp(n*x)/n!;

e(nx)

fni=n—ozx—
n!

Cleny posloupnosti jsou reprezentovany funkcemi a pfistupujeme k nim opét specifiko-
vanim argumentu funkce.

> fn(3); o)
e T

3!

€Xr —

Posloupnost reprezentujeme funkci dvou respektive vice proménnych, pficemz prvni
argument reprezentuje index posloupnosti a zbyvajici argument respektive argumenty
predstavuji proménné jednotlivych funkei (¢lenil) v posloupnosti.

> fn:=(n,x)->exp(n*x)/n!;

o(n)

fn:=(n,z)— -

Cleny posloupnosti jsou reprezentovany algebraickym vyrazem a piistupujeme k nim
specifikaci zminénych argument.
> fn(3,x);

1

el
6

3x)

L Abychom v textu odligili ,matematické“ funkce od jinych funkci definovanjch v programu Maple,

budeme druhé jmenované nazyvat procedury. Vyjimkou budou pouze procedury definované pomoci funk-
cionalniho operatoru ->, které jsou casto pouzivany pravé pro reprezentaci funkci.
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V tomto textu budeme pouzivat témér vyhradné posledni uvedeny zptisob, ktery umoz-
nuje jednoduse pristupovat nejen k jednotlivym ¢lentim posloupnosti, ale zaroven také k ¢i-
selné posloupnosti uréené pevné zvolenym bodem x ¢i pfimo k funkéni hodnoté konkrétni
funkce. Ackoliv v nékterych piipadech miize byt vyhodnéjsi zvolit jiny zptisob reprezen-
tace posloupnosti, v zajmu jednotnosti a srozumitelnosti se v dalsim textu budeme tohoto
zpusobu i nadale drzet.

1.2 Bodova konvergence posloupnosti funkci

Diive nez se zaCneme zabyvat hledanim limity posloupnosti funkci, uvedme definici bodové
konvergence pro posloupnost funkeci.

Definice. Necht {f,(x)} ~, je posloupnost funkci definovanych na intervalu I a xzy € I
je libovolné. Je-li ¢iselnd posloupnost {f,(zo)},—, konvergentni, fikdme, ze posloupnost
{ful(x)}.2 je konvergentni v bodé x.

Rekneme, 7e posloupnost funkci bodové konverguje k funkei f(x) na intervalu I, jestlize
konverguje v kazdém bodé x € I, tj. ke kazdému x € [ a kazdému ¢ > 0 existuje ng € N

tak, ze pro vSechna n € N, n > ny, plati

() = fz)] <e.
Pigeme lim f,(z) = f(x) pro « € I nebo f, — f na I.

Bodova konvergence posloupnosti funkci zavisi na intervalu, na kterém konvergenci
vySetfujeme. Nejvétsi mnozinu (vzhledem k mnozinové inkluzi), na niz posloupnost funkci
bodové konverguje, nazyvame oborem konvergence posloupnosti funkei {f,(x)}.

V nasledujici podkapitole se budeme vénovat také stejnomérné konvergentnim posloup-
nostem funkci a pokusime se ilustrovat rozdily mezi konvergenci bodovou a stejnomérnou.

1.2.1 Znazornéni posloupnosti funkci grafem

Neprilis sofistikované, ale dozajista prinosné, je vyuziti programu Maple k ilustraci po-
sloupnosti funkci pomoci grafti nebo animace. To je vyhodné napiiklad pti hledani limity
posloupnosti, zejména posloupnosti spojitych, ¢i po ¢astech spojitych, funkeci (pokud tato
limita existuje). Jak si ukdzeme v nasledujici ¢asti, rutinnim vypoctem casto neziskame
presnou odpovéd. K vyfeSeni tlohy nam miize pomoci pravé vizudlni kontrola, pii které
srovnanim ziskaného vysledku s grafy nékolika ¢lent posloupnosti snadno zjistime, zda (a
proc) je ziskany vysledek nespravny.

Priklad 1.1. Nakreslete grafy vybrangch cleni posloupnosti funkci {e‘””"2 }2%,-

Reseni. Pii kresleni vice graffi je vyhodné definovat funkci pro jejich vykresleni.
> fn:=(n,x)->exp(-n*x"2):
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Obr. 1.1: Vybrané nahledy z animace (grafy funkei fo, fo, fi2, fis, foa, f20)-

> graf:=n->plot(fn(n,x), x=-2..2, scaling=constrained):
Graf funkce f3 pak vykreslime prikazem
> graf(3);
Vice funkci mtizeme zobrazit v jednom grafu napriklad prikazem
> plots[display] (seq(graf(i),i=0..10));
Uvedenim parametru insequence=true v procedufe plots[display] ziskdme animaci
postupné zobrazujici jednotlivé grafy.
> plots[display] (seq(graf(i), i=0..29), insequence=true);
Vybrané nahledy z animace jsou na obrazku 1.1.

P1i kresleni vice funkci do jednoho grafu je vhodné jednotlivé funkce barevné rozlisit.
To lze provést napriklad nésledujici sérii ptrikazi:
> MAXCOLORS:=10: # nastaveni maximalniho poctu pouzitych barev
> graf:=n->plot(fn(n,x),x=-2..2,color=COLOR(HUE,min(0.7*n/MAXCOLORS,0.7))):
> plots[display] (seq(graf(i),i=0..10));
Jednotlivé funkce budou vykresleny spektrem barev, od ¢ervené po modrou. Ziskany graf
je na obrazku 1.2. 0
Animace mtzeme vyuzit také v pripadé posloupnosti funkci dvou proménnych.

Priklad 1.2. Pomoci animace najdéte limitu posloupnosti funket {|z|" + |y|" }22, na mno-
Zine M = [—1,1] x [-1,1].

Reseni.

> f:=(n,x,y)->abs(x) "n+abs(y) "n;
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Obr. 1.2: Graf funkci posloupnosti {e_mz} pron=20,1,...,10.

Obr. 1.3: Graf funkce z posloupnosti pii n = 29.

> plots[animate] (plot3d, [f(n,x,y),x=-1..1,y=-1..1], n=0..29,frames=30,
scaling=constrained, axes=framed) ;

Posledni snimek z animace je na obrazku 1.3. Na vnittku mnoziny M je limita rovna 0, na

hranici mnoziny rovna 1 s vyjimkou bodi v ,rozich“, kde je limita rovna 2. O

1.2.2 Vypocet limity posloupnosti funkci

Program Maple miizeme samoziejmé pouzit pro vypocet limity posloupnosti funkci. K to-
muto ucelu vyuzijeme proceduru limit, kterd pro nalezeni limity pouziva sofistikované
algoritmy. V pfipadé posloupnosti funkei vSak dalsi proménna navic (respektive proménné
u funkei vice proménnych) vypocet podstatné komplikuje. Proto je ¢asto nezbytné speci-
fikovat, Ze se jedna o funkci redlné proménné, pripadné i omezit jeji defini¢ni obor. Ani
to ale nemusi zajistit spravnost vysledku. K tomu je tak vzdy nutné pristupovat kriticky.
Néektera tuskali pii vypoctu limit pfedstavime na nékolika piikladech.

Priklad 1.3. Najdéte limitu posloupnosti funkci {arctgna}o° , pro x € R.
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Resend.
> fn:=(n,x)—>arctan(n*x) :
> limit(fn(n,x) ,n=infinity);

1
Ecsgn(x)ﬂ
Odpovéd je spravna, funkce csgn je rozsifenim funkce signum na komplexni ¢isla. Jelikoz
se zabyvame funkcemi redlné proménné, je vhodné toto specifikovat.?

> assume(x::real):
> limit(fn(n,x) ,n=infinity);

L.
§szgnum(x)7r

Limitou posloupnosti je tedy funkce y = Fsgnz. VSimnéme si, Ze ackoliv je posloupnost
tvorena spojitymi funkcemi, jeji limitou je funkce nespojita v bodé x = 0. U

Priklad 1.4. Najdéte limitu posloupnosti funkci {e_m’z oo prox € R.
Reseni. Budeme postupovat jako u piedchoziho piikladu:

> fn:=(n,x)->exp(-n*x"2):

> assume(x::real):

> limit(fn(n,x) ,n=infinity);

0

Ziskana odpovéd vsak tentokrat neni spravna. Z predpisu posloupnosti nebo obrazkt 1.1 a
1.2 je patrné, ze v bodé x = 0 nabyvaji vSechny funkce hodnoty 1. Mtzeme to také ovérit
vypoctem:
> limit(fn(n,0) ,n=infinity);

1

Ukazuje se, jak miize graf nékolika ¢lentt posloupnosti pomoci* pii ovéfeni spravnosti
ziskaného vysledku a naopak, jak je dilezité se na Maple slepé nespoléhat. [l

Priklad 1.5. Najdéte limitu posloupnosti funkci {x™}5°, pro x € [0, 1].

Resent.
> fn:=(n,x)->x"n:

2Maple vklada za nazev proménné symbol ~, pokud je blize uréen rozsah hodnot,? které miize tato
proménnd nabyvat. Z divodu prehlednosti nebudeme v textu tento symbol uvadét. V prostfedi programu
Maple toho lze docilit prikazem interface (showassumed=0):.

3Mitzeme napiiklad specifikovat, Ze neznadma nabyva hodnot pouze z mnoziny piirozenjch ¢isel. Tuto
informaci pak Maple vyuzije tfeba pfi tpravé algebraickych vyrazt, v nichz tato neznamaé vystupuje. Vice
se 1ze dozvédét z napovédy zadanim piikazti 7assume ¢i Pproperty.

4Samoziejmé je to piinosem az u podstatné slozitéjsich posloupnosti, kdy limita v bodé neni patrna na
prvni pohled.
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> assume(x::RealRange(0,1)):
> limit(fn(n,x) ,n=infinity);

0

Odpovéd opét neni spravna. V bodé x = 1 je limita posloupnosti rovna jedné.

Zde je vhodné zminit jesté jedno prekvapeni, kterym nas mize Maple zaskocit. Tim je
neschopnost® uré¢it limitu, pokud vysetfovany interval obsahuje kladné i zaporné hodnoty.
Zkoumana posloupnost funkci mé limitu rovnu nule pro x z intervalu (—1,1), v bodé z = 1
je limita rovna jedné. AvSak Maple neni schopen limitu uré¢it ani na intervalu [—%, %]
> assume(x::RealRange(-1/2,1/2)):
> limit(fn(n,x) ,n=infinity);

lim x™

n—oo
Pokud se omezime na kladnou resp. zapornou c¢ast intervalu, jsou jiz limity urceny spravné.
> assume(x::RealRange(-1/2,0)):
> limit(fn(n,x) ,n=infinity);

> assume(x::RealRange(0,1/2)):
> limit(fn(n,x) ,n=infinity);

Vypocet limity procedurou FindSequencelLimit

Procedura FindSequenceLimit slouzi k vypoctu limity posloupnosti funkci jedné pro-
ménné. Nejdiive pouzije standardni proceduru limit k urceni limity a nasledné ziskany
vysledek ovéfuje v bodech, kde by procedura limit mohla selhat, tj. v krajnich bodech
intervalu, v bodech lokalnich extrému ¢i v bodech nespojitosti.

Procedura ocekava tii parametry. Prvnim je algebraicky vyraz reprezentujici posloup-
nost, druhym je proménna reprezentujici index a tfetim proménna vystupujici jako ne-
znama jednotlivych funkci v posloupnosti. Pouziti této procedury pii feseni prikladu 1.4
by mohlo vypadat nasledovné:
> fn:=(n,x)->exp(-n*x"2) .6
> FindSequencelLimit (fn(n,x),n,x);

1 r=1
0 otherwise

5Toto chovéani pietrvava az do aktualné nejnovéjsi verze Maple 11.

6Vzhledem ke struktufe parametrfi funkce FindSequenceLimit a jednoduchosti feseného piikladu je
reprezentace posloupnosti pomoci funkce mirné kontraproduktivni. Ale v zajmu zachovani jednotného stylu
pii feSeni uloh se ji budeme drzet i nadale.
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Limitou posloupnosti je tedy funkce identicky rovna nule na celém R s vyjimkou bodu
x = 0, kde nabyva hodnotu 1.

Obcas miize byt vyhodné zobrazit podrobnéjsi informace o pribéhu vypoctu. Toho lze
docilit tipravou hodnoty proménné prostiedi infolevel.”

Priklad 1.6. Najdéte limitu posloupnosti funkei {-=}°2, pro x € R\ {0}.
Regend.
> infolevel [FindSequencelLimit] :=2:

> fn:=(n,x)->1/(n*x) ;
1
fn:=nz) — —
nx
> FindSequencelLimit(fn(n,x),n,x);
FindSequencelLimit: Limit function found by Maple O
FindSequenceLimit: Derivative of the function -1/n/x"2

FindSequencelLimit: Undefined points x = 0

FindSequencelimit: We will explore points x = -infinity, infinity
unde fined x=0
0 otherwise
Hledanou limitou je funkce y = 0. U

U tretiho predavaného parametru lze pomoci struktury RealRange blize specifikovat
interval, na kterém limitu posloupnosti funkci hledame. NizZe je uvedeno feseni prikladu
1.5 s vyuzitim procedury FindSequencelLimit.
> fn:=(n,x)->x"n:
> FindSequencelLimit (f(n,x) ,n,x=RealRange(0,1));

FindSequencelLimit: Limit function found by Maple O
FindSequenceLimit: Derivative of the function x~(n-1)*n

FindSequencelimit: We will explore points x = 0, 1

1 r=1
0 otherwise
Chceme-li ve struktufe RealRange vyjmout z intevalu krajni bod (v ptfipadé otevienych
nebo polootevienych intervali), pouZijeme rezervované slovo Open.®

> FindSequencelLimit (f(n,x) ,n,x=RealRange (0,0pen(1));
FindSequencelimit: Limit function found by Maple O
FindSequencelLimit: Derivative of the function x"(n-1)*n

FindSequencelimit: We will explore points x = 0

0

"Vice informaci ziskdme zadanim piikazu ?userinfo
8Blizsi informace o specifikaci intervalii lze ziskat z napovédy zadanim piikazu Prealrange.
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Procedura si dokéaze poradit také s posloupnostmi nékterych po ¢astech spojitych funkei.

Piiklad 1.7. Najdéte limitu posloupnosti funkei { f,(z)}>2, zadangch predpisem

% <0

" r <1
falz) = x T <2

% otherwise

Resent.

> fn:=(n,x)->piecewise(x<0,1/n,x<=1,x"n,x<2, x,1/(2*n)):

> FindSequencelLimit (fn(n,x),n,x);
FindSequenceLimit: Limit function found by Maple piecewise(x<1, 0, x<2, x, 2<=x, 0)
FindSequenceLimit: Derivative of the function piecewise(x<0, 0, x<1, x"(n-1)#*n, x<2,
1, 2<=x, 0)

FindSequencelimit: We will explore points x = -infinity, 0, 1, 2, infinity
0 r<l1
1 =1
x r <2
0 2<zx

1.3 Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci

Stejnomérna konvergence hraje v teorii nekoneénych posloupnosti a fad funkei velmi diilezi-
tou roli, protoze ndm umoziiuje’ napiiklad zaménit pofadi sumace a integrace a integrovat
tak fadu clen po ¢lenu (nebo naopak).

Definice. Rekneme, ze posloupnost funkei {f,(z)} ", konverguje stejnomérné k funkci
f(z) na intervalu I, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze pro vSechna n € N,
n > ng, a vSechna x € I plati

|[fu(z) — fz)] <e

Piseme f, = f na I.

Nésledné si predvedeme vyuziti programu Maple pii ilustrovani stejnomérné konver-
gence pomoci animaci a také pri ovérovani stejnomérné konvergence piimym vypoctem.

9Stejnomérna konvergence je samoziejmné ¢asto jen jednou z nutnych podminek.
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1.3.1 TIlustrovani stejnomérné konvergence animaci

Pomoci animaci 1ze u spojitych funkei (resp. u funkei spojitych po ¢astech) stejnomérnou
konvergenci velmi srozumitelné demonstrovat. To ale neni jediny jejich prinos. Podobné
jako u hledani limity posloupnosti funkci, také pii vySettovani stejnomérné konvergence
nam mohou grafy respektive animace posloupnosti mnohé napovédeét.

V odstavci 1.2.1 jsme zminili snadny zptisob vytvareni animaci. V nasledujicim ptikladu
si predstavime nazorny zptsob ilustrace stejnomérné konvergence posloupnosti. Nasim ci-
lem bude pomoci animace predvést, ze pocinaje jistou hodnotou indexu ng lezi vSechny
funkce f,,(z), n > ng v libovolné malém okoli limity posloupnosti, funkce f(x). Nebudeme
zde ovérovat stejnomérnou konvergenci posloupnosti, tomuto tématu se budeme vénovat
v nasledujici casti.

Priklad 1.8. Pomoci animace ilustrujte stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci
{z™ — 2"} | na intervalu [0, 1].

Reseni. Nejdiive je vhodné zjistit limitu zadané posloupnosti. K tomu mitizeme vyuzit
néktery ze zptisobt uvedenych v predchozich odstavcich.

> fn:=(n,x)->x"n-x" (n+1):

> FindSequencelLimit (fn(n,x) ,n,x=RealRange(0,1));

0

Limitou posloupnosti je!? tedy funkce y = 0. Pro vykresleni pasu v okoli limitni funkce
pouzijeme proceduru plotStripAroundFunction. Tato proceduru ocekava tii parametry.
Prvnim je pozadovana funkce, druhym je neznama s uvedenym rozsahem hodnot a tietim
sitka pasu. Pomoci volby color lze nastavit barvu pasu, implicitné je touto barvou zelena.
Nasledujici ptikaz ulozi do proménné graf pasu graf zlutého pasu o polomeéru 0,1.
> graf pasu:=plotStripAroundFunction(0,x=0..1,0.1,color=yellow):
Funkci pro kresleni jednotlivych grafii definujeme podobné jako v prikladu 1.1. Pouze jej
doplnime o graf limitni funkce obklopené barevnym péasem.
> graf limity:=plot(0,x=0..1,color=green):
> graf:=n->plots[display] (plot(fn(n,x),x=0..1),graf limity,graf pasu):
> plots[display] (seq(graf(i),i=1..10),insequence=true,scaling=constrained) ;
Vybrané nahledy!! z animace jsou na obrazku 1.4.

Nésledné mizeme Sitku pasu a pocet grafti v animaci ménit a demonstrovat tak princip
stejnomérné konvergence. O

Piiklad 1.9. llustrujte animact stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci { T 1,
na intervalu [0, 1].

10Samoziejmé se nezapomeneme nad spravnosti vysledku zamyslet.
11V nékterym verzich programu Maple mohou byt grafy funkci barevnym pasem piekryty. V tomto
pfipadé pomtze zménit poradi vykreslovanych grafi v definici funkce graf.
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Obr. 1.4: Vybrané nahledy z animace (grafy funkei fi, f3, f5, fo)-

Resenid. Postupujeme jako v predchozim piikladé. Nejdiive tedy uréime limitu posloupnosti
a poté sestrojime animaci.

> fn:=(n,x)—>(@m*x)/(14+n+x) :

> FindSequencelLimit (fn(n,x),n,x=RealRange(0,1));

Xz

> graf pasu:=plotStripAroundFunction(x,x=0..1,0.1,color=yellow):

> graf limity:=plot(x,x=0..1,color=green):

> graf:=n->plots[display] (plot(fn(n,x),x=0..1),graf limity,graf pasu):

> plots[display] (seq(graf(i),i=1..50),insequence=true,
scaling=constrained) ;

Vybrané nahledy z animace jsou na obrazku 1.5. O

1.3.2 Oveérovani stejnomérné konvergence

V nasledujicim textu si predstavime kritérium stejnomérné konvergence pro posloupnost
funkci. Jedna se prakticky o prepis definice s vyuzitim tzv. suprémové metriky. Vyhodou
tohoto kritéria je jeho jednoduchost, ktera umoznuje snadnou automatizaci vypoctu pro-
gramem Maple.

Véta. Necht {f,(x)}22, je konvergentni posloupnost funkei na intervalu I, f(z) jeji limita.
Oznacme

ay = sup{|fu(z) = f(z)[;z € I}
Pak posloupnost { f,, ()}, konverguje stejnomérné k f(z) pravé tehdy, kdyz lima,, = 0.

Pro nase tcely toto kritérium lehce upravime a to tak, Ze namisto supréma budeme
zkoumat lokalni extrémy rozdilu f,(z) — f(x). Pokud pfi n — oo budou limity funkénich
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Obr. 1.5: Vybrané nahledy z animace (grafy funkei fi, fio, f20, f30, fa0, f50)-
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hodnot téchto extrémt (na intervalu ) rovny nule, bude i lima, = 0 a tedy posloupnost
konverguje stejnomérné. Naopak, pokud je néktera z téchto limit nenulova, o stejnomérnou
konvergenci se nejedna.

Priklad 1.10. Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci {z" — "1} na
intervalu [0, 1].

Resend.
> fn:=(n,x)->x"n-x"(n+1):

Jedna se o posloupnost z prikladu 1.8, jeji limitou je funkce y = 0. Posloupnost tak
zéroven predstavuje posloupnost rozdila f,(x) — f(x).
> lim fn:=x->0:
> rozdil'?:=(n,x)->fn(n,x)-lim fn(x):

Nyni budeme hledat body, ve kterych tyto rozdily nabyvaji lokélnich extrémi. Urcime
prvni derivaci uvazovanych rozdilti a najdeme body, kdy je prvni derivace rovna nule nebo
neexistuje.
> diff(rozdil(n,x),x);

2"n Y (n 4 1)
r x
> extr:=solve(%=0,x);
extr = n
n+1
Lokélnich extrémi tedy rozdily mohou nabyvat v bodé¢ = = 25, dale v krajnich bodech

intervalu, tj. bodech x = 0 a z = 1. Ur¢ime limity v téchto bodech pro n — oo. Aby byla
zkoumané posloupnost stejnomérné konvergentni, musi byt tyto limity rovny nule. Naopak,
pokud nékterd z téchto limit bude nenulova, posloupnost stejnomérné konvergentni neni.
> limit(rozdil(n,extr),n=infinity);

0
> limit(rozdil(n,0) ,n=infinity);
0
> limit(rozdil(n,1) ,n=infinity);
0
Vysettovana posloupnost funkci tedy stejnomérné konverguje k funkei y = 0. Il
Priklad 1.11. Vysetiete stejnomérnou konvergenci posloupnosti {x"—x*"}°° | na intervalu

0, 1].

12Zavedeni proménnych lim_fn a rozdil se miiZze zdat v tomto piipadé zbytecné, avsak mé vyznam
v pfipadé, kdy limita neni identicky rovna nule. Zaroven lépe ilustruji postup vypoctu.
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Resend.
> fn:=(n,x)->x"n-x"(2*n) :

Jedna se o posloupnost podobnou posloupnosti z predchoziho ptikladu, také v tomto
pripadé je limitou posloupnosti funkce y = 0. Pfi vypoc¢tu budeme postupovat jako v pred-
chozim prikladeé.
> 1lim fn:=x->0:
> rozdil:=(n,x)->fn(n,x)-lim fn(x):
> diff(rozdil(n,x) ,x);

z"n 2z

€T X

> extr:=solve(%=0,x);
(-+82)
extr :==e\ n
Prozkoumame body podezielé na vyskyt lokalniho extrému.

> limit(rozdil(n,extr),n=infinity);

1

4
> limit(rozdil(n,0) ,n=infinity);

0
> limit(rozdil(n,1) ,n=infinity);

0

Jelikoz v bodé z = e~ ' je hodnota limity pro n — oo rizna od nuly, neni vysetfovana
posloupnost stejnomérné konvergentni.

Uvedena posloupnost je tedy pfikladem bodové, avsak ne stejnomérné, konvergentni
posloupnosti funkci. V takovém pripadé se casto jedna o posloupnost spojitych funkci, jejiz
limitou je funkce nespojita. Tato posloupnost funkci je ale zajimava tim, Ze stejné jako
jeji ¢leny, také limita je funkce spojita. Zustanme proto jesté chvili u této posloupnosti a
sestrojme animaci postupem uvedenym v ptredchozi ¢asti.
> graf pasu:=plotStripAroundFunction(0,x=0..1,0.1,color=yellow):
> graf limity:=plot(0,x=0..1,color=green):
> graf:=n->plots[display] (plot(fn(n,x),x=0..1),graf limity,graf pasu):
> plots[display] (seq(graf(i),i=1..40),insequence=true,

scaling=constrained) ;

Vybrané nahledy z animace jsou na obrazku 1.6. Il

xn
14+n+zx

Priklad 1.12. Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti }oo . na intervalu

0, 1].

Resent.



1. POSLOUPNOSTI FUNKCI

22

0.25 4 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15 1
0.1 01
0.05 0.057
_0_0597 0.2 0.4 0.6 0.8 1_0.0507 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.1- X —-0.1- X
0.25 4 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15 1
0.1 01
0.05 1 0.05 1
_0_0597 0.2 0.4 0.6 0.8 1_0.0507 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.1- X 0.1 X

Obr. 1.6: Vybrané nahledy z animace (grafy funkei fi, f5, fi5 a fao)-

> fn:=(n,x)->x*n/(1+n+x) :
Urc¢ime limitu posloupnosti.
> limit(fn(n,x) ,n=infinity);

x
Limitou posloupnosti je funkce y = z.
> 1lim fn:=x->x:
> rozdil:=(n,x)->fn(n,x)-lim fn(x):
> diff(rozdil(n,x),x);
n xn
l+n+z (I+n+xz)?

> extr:=solve(%=0,x);
extr .= —n—1+vn2+n,—n—1-vn2+n

Tentokrat jsme ziskali dva body, ve kterych je prvni derivace rovna nule. Na prvni pohled
neni patrné, zda limity pro n — oo patii do vySetfovaného intervalu [0,1]. Proto tyto
limity urc¢ime.

> limit(extr[1]) ,n=infinity);

> limit(extr[2] ,n=infinity);
—00

Obé limity lezi vné intervalu [0, 1]. Skoro vechny!® funkce v posloupnosti tak nemaji lokalni
extrém uvnitf intervalu [0, 1]. Proto dale ovéfujeme jiz jen krajni body intervalu.
> limit(rozdil(n,0) ,n=infinity);

0

13Tedy pouze pro koneény pocet funkci v posloupnosti toto tvrzeni neplati.
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> limit(rozdil(n,1) ,n=infinity);
0

Obé limity jsou rovny nule, vySetfovana posloupnost tedy stejnomérné konverguje k funkci
Yy = . U

Procedura TestSequenceUniformConvergence

Metodu strucné prezentovanou v predchozich tfech prikladech 1ze pomérné tispésné auto-
matizovat. Procedura TestSequenceUniformConvergence ovéfuje stejnomérnou konver-
genci posloupnosti funkci jedné proménné vyse uvedenou metodou.

Procedura ma tfi povinné argumenty. Prvnim je vysetfovana posloupnost, druhym pro-
ménna reprezentujici v posloupnosti index, tfetim proménna jednotlivych funkei (pfipadné
se specifikovanym definiénim oborem). Ctvrtym, nepovinnym, argumentem je limita po-
sloupnosti. Pokud neni parametr uveden, pokusi se procedura limitu posloupnosti zjistit
pomoci procedury limit.

Pouziti procedury si predvedeme na nékolika ptikladech. Také v tomto pripadé je vy-
hodné povolit zobrazeni podrobnych informaci o probihajicich vypoctech nastavenim pro-
ménné prostiedi infolevel piikazem

> infolevel [TestSequenceUniformConvergence] :=2:

Piiklad 1.13. Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti {/x? + %};’;1 na inter-
valu [0, 1].

Reseni.

> fn:=(n,x)->sqrt(x"2+(1/n)):

> TestSequenceUniformConvergence(fn(n,x), n, x=0..1);
TestSequenceUniformConvergence: Using the limit function: x
TestSequenceUniformConvergence: Error function: (x72+1/n)~(1/2)-x
TestSequenceUniformConvergence: Extrema points: [0, 1]
TestSequenceUniformConvergence: Error value at extrema points: [(1/n)~(1/2),

(1+1/n)~(1/2)-1]

TestSequenceUniformConvergence: Maximum limit value at extrema points: 0O
true

Rozeberme si blize vyznam jednotlivych tadkd. Protoze jsme explicitné neuvedli limitu
posloupnosti funkci, byla limita urc¢ena pomoci procedury limit. Z vypisu je patrné, ze
ziskanou limitou je funkce y = . Na druhem fadku je uveden rozdil f,(x) — f(z), rozdil
funkce z posloupnosti a uvazované limity. Na tfetim seznam bodt, které budou testovany
na vyskyt lokalnich extrémi (v seznamu jiz nejsou obsazeny body, ve kterych funkce muze
nabyvat lokdlnich extrému, ale samy lezi mimo vySetfovany interval), na ¢tvrtém hod-
noty rozdilu v téchto bodech. Posledni fadek informac¢niho vypisu uvadi maximum z limit
absolutnich hodnot rozdild pro n — oo.



1. POSLOUPNOSTI FUNKCI 24

Procedura vratila hodnotu true, posloupnost tedy na intervalu [0, 1] stejnomérné kon-

verguje k funkci y = z. O
Piiklad 1.14. Vysetiete stejnomérnou konvergenci posloupnosti {e"®=D}>  na intervalu
[_007 1%)] :

Reseni. Budeme postupovat jako u pfedchoziho prikladu.
> fn:=(n,x)->exp(n*(x-1)):
> TestSequenceUniformConvergence(fn(n,x), n, x=-infinity..0.9);

TestSequenceUniformConvergence: Could not find the limit function
FAIL

Procedurou 1imit se nepodarilo urcit limitu posloupnosti. Naptiklad pomoci grafii nékolika

funkeci z posloupnosti miizeme nabyt podezieni, ze limitou je funkce y = 0. Proto tuto limitu

v procedure explicitné uvedeme na pozici ¢tvrtého parametru.

> TestSequenceUniformConvergence(fn(n,x), n, x=-infinity..0.9, 0);
TestSequenceUniformConvergence: Using the limit function: O
TestSequenceUniformConvergence: Error function: exp(n*(x-1))
TestSequenceUniformConvergence: Extrema points: [-infinity, .9]
TestSequenceUniformConvergence: Error value at extrema points: [exp(-n*infinity),
exp(-.1x*n)]

TestSequenceUniformConvergence: Maximum limit value at extrema points: 0O
true

Posloupnost funkci tedy konverguje stejnomérné k funkci y = 0. Prozkoumejme dale inter-

val [—o0, 1]:

> TestSequenceUniformConvergence(fn(n,x), n, x=-infinity..1, 0);
TestSequenceUniformConvergence: Using the limit function: O
TestSequenceUniformConvergence: Error function: exp(n*(x-1))
TestSequenceUniformConvergence: Extrema points: [-infinity, 1]
TestSequenceUniformConvergence: Error value at extrema points: [exp(-n*infinity),
1]

TestSequenceUniformConvergence: Maximum limit value at extrema points: 1
false

Na intervalu [—o0, 1] jiz posloupnost nekonverguje stejnomérné. To je zpiisobeno tim, Ze
ackoliv jsou jednotlivé funkce z posloupnosti na tomto intervalu spojité, limitou je funkce
nespojita v bodé x = 1. O

V poslednim piikladu jsme si ukazali, ze pokud posloupnost spojitych funkci konverguje
k funkci nespojité, nemiize byt tato konvergence stejnomérna. Naopak plati, Ze posloupnost
nespojitych funkci miize konvergovat stejnomérné k funkei spojité. V nésledujicim prikladu
je jedna takova trivialni posloupnost uvedena.
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Piiklad 1.15. Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti { f,(x)}>2, pro z € R,
pricemz funkce f,(x) jsou ddny predpisem

x <0

x>0

jh($)=:

S S

Reseni. Pokud ovéfujeme stejnomérnou konvergenci na celém R, neni nutné u tietiho

parametru uvadét defini¢ni obor.

> fn:=(n,x)—>(@*x)/(1+n"2%x"2) :

> TestSequenceUniformConvergence(fn(n,x), n, x);
TestSequenceUniformConvergence: Using the limit function: O
TestSequenceUniformConvergence: Error function: piecewise(x < 0,1/n,0 <= x,2/n)
TestSequenceUniformConvergence: Derivative not defined at points: [0]
TestSequenceUniformConvergence: Extrema points: [-infinity, infinity, O]
TestSequenceUniformConvergence: Error value at extrema points: [1/n, 2/n, 2/n]

TestSequenceUniformConvergence: Maximum limit value at extrema points: 0O
true
Posloupnost funkci tedy konverguje stejnomérné k funkci y = 0 na celém R. U

K vysSetrovani stejnomérné konvergence se jesté vratime v nasledujici kapitole vénované
nekone¢nym fadam funkei.

1.3.3 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti
Integrovani posloupnosti ¢len po ¢lenu

Jak jiz bylo fec¢eno v ivodu, stejnomérna konvergence posloupnosti ndm umozinuje zameénit
poradi vypoctu limity posloupnosti a integrace. Pfesnéji to vyjadiuje nasledujici véta:

Véta. Necht posloupnost funkci { f,,(z)} stejnomérné konverguje na intervalu [a, b] k funkci
f. Jsou-li vSechny funkce f,(z) integrovatelné na [a, b, je i f,,(x) integrovatelna na |a, b a

plati fabf(x) dz = lim ff fn(z) dz, t.

/ab <lim fn(x)> dz = lim bfn(x) dz.

n—oo n—oo
a
Tvrzeni véty budeme ilustrovat na jednoduchém priklade.

Piiklad 1.16. Vysetrete konvergenci pousloupnosti funkci { f,,(x)}22, zadanych predpisem

i x € [—n,0)
falz) = ¢ 55F x € [0,n]
0 Jinak

o

na oboru R a najdéte limitu posloupnosti {f; fn(2) dx} , kde a,b € R.
1

n=
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-6 4

Obr. 1.7: Grafy funkei {f,}, n=1,2,...,5.

Resend.
> fn:=(n,x)->piecewise(x<-n,0,x<0, (x+n)/n~2,x<n, (n-x)/n~2,0):

Abychom ziskali predstavu o podobé funkci v posloupnosti, vykreslime grafy nékolika
z nich. Grafy jednotlivych funkci barevné rozlisime (pfechodem od ¢ervené po modrou)
zpusobem pouzitym v prikladu 1.1.

> MAXCOLORS:=5:

> graf:=n->plot(fn(n,x),x=-6..6,thickness=2,color=COLOR(HUE,
min(0.7*(n-1)/MAXCOLORS,0.7))):

> plots[display] (seq(graf(i),i=1..5));

Vystup posledniho piikazu je na obrazku 1.7. Na intervalu [—n,n] tvofi graf funkce
odvésny rovnoramenného trojihelnika s vrcholy [—n, 0], [0, %] a [n, 0], vné tohoto intervalu
je funkéni hodnota rovna nule. Z toho je patrné, ze posloupnosti konverguje stejnomérné
k funkci y = 0. .

Nyni se zabyvejme c¢iselnou posloupnosti { fi) fu(2) d:v} . Tato posloupnost spliuje
podminky piedchozi véty, proto je limita této posloupnostinljolvna nule. S tim bychom se
mohli spokojit, ale presto toto ovéfme, napiiklad pomoci grafu zachycujiciho prvnich sto
¢lent, tedy sto hodnot urcitého integralu.
> barplot:=proc(values::1list) local i, line;
line:=(n,x)->([n-0.5,x], [n+0.5,x]);
plot([seq(line(i,values[i]), i=1..nops(values))], args[2..-1]);
end:
barplot([seq(evalf (int(fn(i,x),x=-5..5)),i=1..50)], color=blue);

vV V V V
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Obr. 1.8: Graf zachycujici prvnich padesat ¢lentt posloupnosti { f; fn(2) dx}
n=1

Vysledny graf je na obrazku 1.8.
Nyni pristupme k vypocttim. Hledejme limitu ¢iselné posloupnosti:

> limit (int(fn(n,x),x=-5..5) ,n=infinity) assuming n::posint;
0

Podle diskutované véty je rovna nule i limita posloupnosti { f; fol(2) d:v} , kde a,b € R.
n=1

> limit(int(fn(n,x) ,x=a..b) ,n=infinity) assuming n::posint, a::realcons,
b::realcons;

0
Na zavér jesté urceme limitu posloupnosti { ffooo fn(2) daz}

> limit(int(fn(n,x) ,x=-infinity..infinity) ,n=infinity) assuming n::posint;
1

Vysledek byl ocekavatelny, vsechny ¢leny posloupnosti jsou totiz rovny 1.
> int(fn(n,x) ,x=-infinity..infinity) assuming n::posint;

1

Tento priklad ukazuje, ze pozadavek na omezenost intervalu je nezbytny a pfi integro-
vani pfes neomezeny interval, zde interval (—oo,00), jiz nelze pofadi limity a integralu
zameénit. U
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Obr. 1.9: Vybrané nahledy z animace, grafy funkci fi, f3, f5.

Derivovani posloupnosti ¢len po ¢lenu

Po zkusenostech s urcitym integralem vyvstava otazka, za jakjch podminek mizeme za-
ménit poradi derivace a limity, tj.

!/
(hm fn(:l?)> = lim f(x),

Jak ukazuje nasledujici piiklad, stejnomérnd konvergence posloupnosti { f,(z)} neni
postacujici podminkou.

Piiklad 1.17. Méjme posloupnost { f,,(x)}22, zadanou predpisem

sin(n’r)
n\r)=—"",
falw) =
kde x € R. Vysetrete steyjnomernou konvergenci této posloupnosti a ddle takée konvergenci

posloupnosti { f! (z)}22 ;.

Resend.

> fn:=(n,x)->sin(n"2*x)/n:

> plots[animate] (fn(i,x),x=-5..5, i=1..10,frames=10,scaling=constrained,
numpoints=300) ;

Vybrané ndhledy z animace jsou na obrazku 1.9. Z animace je patrné, ze posloupnost
konverguje stejnomérné k funkci y = 0. Nyni se zaméfme na posloupnost prvnich derivaci.
> diff (fn(n,x) ,x);

cos(nx)n

> dfn:=(n,x)->cos(n”~2*x)*n:
> plots[animate] (dfn(i,x),x=-5..5,i=1..10,frames=10,scaling=constrained,
numpoints=300) ;
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2

Obr. 1.10: Vybrané nahledy z animace, grafy derivaci funkei f1, f3, f5.

V tomto pripadé nelze o konvergenci vibec mluvit. V bodé z = 0 ma posloupnost
nevlastni limitu a v ostatnich bodech limita neexistuje viibec. Vybrané nahledy z animace
jsou na obrazku 1.10. U

Ptedchozi priklad demonstroval, Ze derivace stejnomérné konvergentni posloupnosti
konvergovat nemusi. Postacujici podminku nam déava az nasledujici véta:

Véta. Bud {f,(z)} posloupnost funkci, které maji na otevieném intervalu I derivaci.
Necht {f,(x)} konverguje na I a {f/(z)} konverguje stejnomérné na I. Pak funkce f(x) =
lim f,,(z) ma na [ derivaci a plati f'(x) = lim f/ (), tj.

(Jim fu(e)) = Jim (2.

n—0oo
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Kapitola 2
Rady funkci

V této kapitole se budeme vénovat nekoneénym radam funkci, zejména jejich konvergenci
a vypoctu oboru konvergence pomoci limitniho podilového a limitnitho odmocninového kri-
téria. Obor konvergence je dalsim pojmem, ktery lze nazorné prezentovat pomoci animace.
Kratce se proto budeme vénovat také tomuto tématu. Na zavér se zminime o pouziti dalsich
kritérii konvergence pro funkéni fady v programu Maple.

Uvedme pro tplnost definici nekoneéné fady funkei spolu s definici bodové konvergence
fad funkci.

Definice. Necht {f,(x)} ~, je posloupnost funkci definovanych na intervalu /. Symbol

> ful) mebo fi(z)+ fa(x) + -+ fulz) + - (2.1)

nazyvame nekonecnou fadou funkci. Posloupnost {s,(z)} ~,, kde s,(z) = fi(z) + -+ +
[n(2), nazgvame posloupnosti castecnych soucti fady y | fn(z).

Jestlize posloupnost ¢astecnych soucti {s,(z)}, -, konverguje pro vSechna = € I, fek-
neme, ze fada (2.1) bodové konverguje na intervalu I a funkci s(x) = lim s, () nazyvame

souctem tady >, fn(x).

2.1 Reprezentace rad funkci

Pti vypoctech Casto nepracujeme s fadou samotnou, ale s posloupnosti ¢lenti funkéni rady.
Radu pak miiZeme reprezentovat posloupnosti ¢asteénych soucti, tedy nékterou z jiz difve
zminénych moznosti. S vyhodou vyuzijeme procedury sum. Stejnou proceduru muzeme
vyuzit pro vypocet souctu funkéni rady, proceduru Sum naopak k jejimu formalnimu zapisu.

Uvazme funkéni fadu >~ In"(x). Jiz zndmym zpiisobem reprezentujeme posloupnost
jejich ¢lent. Posloupnost ¢astecnych souctt definujeme bud pomoci posloupnosti ¢lent
funkéni fady:
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> fn:=(n,x)->1n(x) "n;
fn:=(n,z) — In(z)"

> sn:=(n,x)->sum(fn(k,x), k=0..n);

A nebo primo:
> sn:=(n,x)>sum(1ln(x) "k, k=0..n);

K jednotlivym c¢astecnym soucttim pak pristupujeme znamym zpisobem.
> sn(3,x);
1+ In(z) + In(z)? + In(z)?
Soucet fady pak ur¢ime volanim
> sn(infinity,x);

In(x) —1
nebo explicitné prikazem
> sum(1n(x) "k, k=0..infinity);

Casto vsak Maple nedovede soucet uréit. V takovém piipadé je vysledkem procedury
forméalni zapis funkéni fady. Piimo tento formalni zapis ziskdme pomoci procedury Sum.
> Sum(1ln(x) "n, n=0..infinity);

Z In(z)"

Takto zapsanou funkéni fadu opét muzeme secist, je-li toho Maple schopen, pomoci pro-
cedury value.

> value (%) ;

1
In(x) —1

2.2 Vypocet oboru konvergence

Podobné jako v ptipadé posloupnosti funkei, nejvétsi mnozinu bodi (vzhledem k mnozinové
inkluzi), na niz dana nekonecna fada funkci konverguje, nazyvame oborem konvergence

fady funkei > f,(2).
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V prikladech z predchozi kapitoly jsme hledali limity posloupnosti funkei, ale obor kon-
vergence byl jiz specifikovan v zadani. V této ¢asti si na feseni nékolika prikladi predve-
deme pouziti programu Maple pfi urcovani oboru konvergence funkénich fad. Opét budeme
nejdrive postupovat ,krok za krokem®, podobné jako pfi ru¢nim vypoctu, a poté pouzijeme
proceduru, kterd tento postup automatizuje.

P1i vypoctech budeme vyuzivat limitniho podilového a limitniho odmocninového kri-
téria konvergence pro ¢iselné rady a to v nasledujici podobé.

Véta (Limitni podilové kritérium). Bud » a,, ¢iselné fada s nenulovymi ¢leny. Existuje-li
limita lim ‘a("l—f‘ = ¢, kde ¢ € R*, pak v ptipadé ¢ < 1 fada ) a, konverguje absolutné a
v pripadé ¢ > 1 tato fada diverguje.

Véta (Limitni odmocninové kritérium). Bud ) a,, ¢iselna fada. Existuje-li limita {/|a,| =
q, kde ¢ € R*, pak v pfipadé ¢ < 1 fada ) a,, konverguje absolutné a v ptipadé ¢ > 1 tato

rada diverguje.

Priklad 2.1. Urcete obor konvergence funkéni tady

[ee]
E e T,
n=0

Reseni. Definujeme funkci reprezentujici jednotlivé ¢leny rady.
> an:=(n,x)->exp(-n"2#x) :
P1i feseni tlohy vyuzijeme limitnitho odmocninového kritéria. Nejdrive tedy uréime limitu

L= lim {/|ay|.
n—oo

Spocitame n-tou odmocninu a vyraz zjednodusime.
> assume(x::realcons,n::posint);
> abs(an(n,x)) " (1/n);

e(—nzx)(%)
> simplify (%) ;
e —nx)
Nasledné urc¢ime limitu pro n — oo.
> L:=limit (%,n=infinity);
L := lim et
n—oo

Limitu se nepodarilo urcit. Pijdeme proto s limitou do exponentu. Je dulezité si uve-
domit, proc¢ si to miizeme pravé v tomto pripadé dovolit.

> L:=exp(limit (-n*x,n=infinity));

L= e(—signum(m)oo)
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Vyftesime, pro kterd = je splnéna podminka konvergence z limitntho odmocninového
kritéria, tedy pro kterd x je L < 1.

> solve(L<1,x);
Real Range(Open(0), 0o)

Tedy pro = € (0,00) je nekonecna rada konvergentni. Zbyva jesté vyresit otdzku kon-
vergence v krajnim bodé x = 0. Divergence fady v tomto bodé je patrna na prvni pohled.
7, dtivodu ilustrace postupu vypocet presto provedeme.

Vyuzijeme proceduru csum z Maple Advisor Database, ktera slouzi k ovérovani kon-
vergence Ciselnych fad. Procedura implementuje nékolik kritérii konvergence pro c¢iselné
fady a proto je k tomuto ucelu vhodnéjsi, nez standardni procedura sum. Blizsi informace
o prubéhu vypoctu ziskdme pomoci prikazu infolevel [csum] :=2:.

> infolevel [csum] :=2:

> csum(subs (x=0, an(n)), n);
csum: Checking sum of exp(0) over n
csum/limitzero: Checking limit of terms
csum/limitzero: Diverges, limit of terms is exp(0)

csum: Series diverges

false

V bodé z = 0 tedy rada diverguje. Oborem konvergence zkoumané funkéni fady je tedy
interval (0, c0). O

Priklad 2.2. Urcete obor konvergence funkcni rady
> o (5)
&\on)-
n=0

Resend.
> an:=(n,x)->x"n*tan(x/2°n):
Pti feseni uzijeme limitniho podilového kritéria. Nejdfive tedy urc¢ime limitu
. An+1
L= lim |22,

n—0o0

Qn
> simplify(abs(an(n+1,x)/an(n,x)));

sin (22017 cos (z20-)) ||
cos (x2(=1=")) gin (22(="))

> L:=1limit (%, n=infinity);
1
L:=-|x
51l

Vytesime, pro kterd x je splnéna podminka konvergence z limitniho odmocninového
kritéria, tedy pro kterd x je L < 1.
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> solve(L<1,x);
Real Range(Open(—2), Open(2))

Limitnim odmocninovym kritériem nelze o konvergenci fady rozhodnout v krajnich
bodech z = —2 a x = 2, v nichz je limita L = 1. Konvergenci ovéfime opét pomoci
procedury csum.

> subs(x=-2, an(n,x));

> csum(’%, n); csum: Checking sum of -(-2) nxtan(2/(2°n)) over n
csum: Alternate terms -4 k*tan(2*4~(-k)) and 2*4"kxtan(4"(-k))
csum/limitzero: Checking limit of terms
csum/limitzero: Diverges, limit of terms is -2

csum/alternate: Series diverges

false

2
2"t —
an (2)

2" tan (2(1_”))

> subs(x=2, an(n,x));

> simplify (%) ;

> csum(%, n); csum: Checking sum of 2 n*tan(2"(1-n)) over n
csum/limitzero: Checking limit of terms
csum/limitzero: Diverges, limit of terms is 2

csum: Series diverges

false

V krajnich bodech intervalu zkoumana funkc¢ni fada diverguje, jeji obor konvergence tak
tvori interval (—2,2). O

Procedura TestSeriesConvergence

V tomto odstavci si predstavime proceduru TestSeriesConvergence, kterd automatizuje
postup pouzity v predchazejicich prikladech.

Procedura ocekava tii parametry. Prvnim je algebraicky vyraz popisujici ¢leny funkéni
fady. Druhym je proménna reprezentujici index a tfetim neznamé uvedenych funkci. Pouziti
procedury si predvedeme na nékolika prikladech, pficemz opét nechdme zobrazovat blizsi
informace o vypoc¢tu pomoci pifikazu infolevel [TestSeriesConvergence] :=2:. Piikaz
samotny jiz v feseni uvadét nebudeme.

Priklad 2.3. Urcete obor konvergence funkcéni rady

Z (n+1)(322 + 4z + 2)»

n=0
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Resend.
> an:=(n,x)->n/((n+1) *(3*x"2+4*x+2) "n) :
> TestSeriesConvergence(an(n,x),n,x);
TestSeriesConvergence: Trying ration test
TestSeriesConvergence: Limit: 1/abs(3*x"2+4xx+2)
TestSeriesConvergence: Range solved: RealRange(-infinity,Open(-1)),
RealRange (Open(-1/3),infinity)
TestSeriesConvergence: Checking isolated points
TestSeriesConvergence: Diverges at point x = -1

TestSeriesConvergence: Diverges at point x = -1/3

1
Real Range (—oo, Open(—1)) , Real Range (Open (_5) 7oo)

Z vypisu je patrné, ze pro vypocet bylo zvoleno limitni podilové kritérium a vypocitana
limita
1
Dale byl urcen interval, na kterém je splnéna podminka konvergence L < 1 a konec¢né také
(pomoci procedury csum) ovéfena konvergence v bodech, u nichz nelze timto kritériem
1

rozhodnout (zde krajni body intervalt r = —1 a v = —3).

Oborem konvergence zkoumané fady je sjednoceni intervali (—oo, —1) U (—%, oo). U

Priklad 2.4. Urcete obor konvergence funkcni rady

> ().

Resend.

> an:=(n,x)—>1ln(x) "n:

> TestSeriesConvergence(an(n,x),n,x);
TestSeriesConvergence: Series identical zero when x =1
TestSeriesConvergence: Trying ration test
TestSeriesConvergence: Limit: abs(1ln(x))
TestSeriesConvergence: Range solved: RealRange(Open(1/exp(1)),0pen(exp(1)))
TestSeriesConvergence: Checking isolated points
TestSeriesConvergence: Test failed at point x = 1/exp(1)

TestSeriesConvergence: Diverges at point x = exp(1)

Real Range <Open <%> ,Open(e)>

7 vypisu je patrné, ze v bodé x = % test selhal, proto tento pripad blize prozkouméame.
Dosazenim bodu z = % ziskdme alternujici ¢iselnou fadu Y 7 (—1)". Jedna se o tzv.
Grandiho tadu, kterd je divergentni (posloupnost ¢asteénych souctii této fady nema limitu).

Oborem konvergence zkoumané fady je interval (%, e). O
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Priklad 2.5. Urcete obor konvergence funkcni rady
i (_1)n71x2n
= /n(2n—1)

Resend.
> an:=(n,x)->(-1) " (n-1)*x~ (2*n) /sqrt (n) / (2*n-1) :
> TestSeriesConvergence(an(n,x),n,x);
TestSeriesConvergence: Series identical zero when x = 0
TestSeriesConvergence: Trying ration test
TestSeriesConvergence: Limit: x72
TestSeriesConvergence: Range solved: RealRange(Open(-1),0pen(1))
TestSeriesConvergence: Checking isolated points
TestSeriesConvergence: Converges at point x = 1

TestSeriesConvergence: Converges at point x = -1
Real Range(—1,1)

V tomto pripadé vysetfovana rfada konverguje i v krajnich bodech intervalu, jejim obo-
rem konvergence je tedy interval [—1,1]. O

2.3 Dalsi metody ovérovani konvergence funkénich rad

Drive predstavena procedura TestSeriesConvergence automatizuje vypocet oboru kon-
vergence funkéni fady, pricemz vyuziva limitniho podilového a limitniho odmocninového
kritéria. K ovéreni konvergence funkéni fady lze vyuzit i jina kritéria. Jistou jejich nevyho-
dou je, zZe je velmi obtizné tyto testy automatizovat. Program Maple tak lze vyuzit pouze
k mezivypoctiim, postup vedouci k feseni tlohy urcujeme sami.

Casto vyuzivané kritérium je tzv. Weierstrassovo kritérium.

Véta. Necht {f,(x)} je posloupnost funkci na I. Necht existuje posloupnost nezépornych
¢isel {a,} takovd, ze fada ) a, konverguje a plati

|fu(z)| < a, provsechnax €l aneN.
Pak fada Y f,(z) konverguje stejnomérné na intervalu I.

Aplikaci tohoto kritéria a zaroven i uskali vznikla pt¥i vypoctu provadéném v programu
Maple si pfedvedeme v nasledujicim ptikladu.

Priklad 2.6. Rozhodnéte o konvergenci funkcni rady

Z sin(nx) cos(nx) .

n2
n=1
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Reseni. Vime, ze fada > % je pro pevneé zvolené K absolutné konvergentni. Dokazeme-
li, Ze funkce sin(nz) cos(nz) je ohranicend, tj. Ze existuje K € R™ takové, ze pro vSechna
r € Ran e N plati

—K < sin(nz) cos(nz) < K,

dokazeme i stejnomérnou (a absolutni) konvergenci fesené rady.
Program Maple bohuZzel nenabizi spolehlivy néastroj, jak zjistit, zda je konkrétni funkce
ohranicena. Prvni moznosti jsou funkce maximize a minimize.
> expr:=sin(n*x)*cos(n*x):
> maximize (expr,x=0..2%Pi,n=1..infinity) ;!
Error, (in maximize) sort: 2nd argument must be a function that always returns true
or false
Zde vypocet zhavaroval z dtivodu chyby v proceduie maximize.?
Druhou moznosti je pomoci procedury evalr vyhodnotit vyraz s vyuzitim intervalové
aritmetiky:.
> evalr(subs(x=INTERVAL(O..2%Pi),expr));

INTERVAL(—1..1)

Ziskany vysledek nemusi byt na prvni pohled podeziely. Zkusme ale vyraz upravit.
> convert (expr,sin);

= sin(2
5 sin(2nx)

> evalr (subs(x=INTERVAL(O..2%Pi),%));

11
INTERVAL | —=..—
rvaz (~5.)

Ziskany vysledek, tentokrat spravny, se od predchoziho lisi. Oba vysledky sice ukazuji, ze
funkce sin(nz) cos(nzx) je na R ohranicend a tedy zkoumand rada konverguje absolutné a
stejnomérné, ale rozdilné vysledky by nas mély varovat.

Timto pomérné snadnym piikladem jsme chtéli demonstrovat, zZe procedury maximize
a evalr nejsou pro nase ucely pfilis vhodné. Nam tak opét nezbyva nic jiného, nez se pfi
feSeni spolehnout na vlastni znalosti a tsudek. O

2.4 Tlustrovani konvergence funkénich fad animaci

Pti vytvareni animaci je vhodné obor konvergence fady barevné vyznacit, naptiklad pomoci
barevného pasu. K tomu vyuzijeme proceduru plotVerticalStrip.

Funkce sinnz a cos nx jsou 2m-periodické, proto se staci omezit napifklad na interval [0, 27].

2Chyba neni zptisobena nespravnym pouzitim funkce maximize, v piipadé méné komplikované vari-
anty maximize (sin(n#*x) ,x=0..2*Pi,n=1..infinity); vraci Maple spravny vysledek. Problém pravdé-
podobné zptsobuje nekonec¢ny rozsah hodnot proménné n, pri kterém Maple dokaze fesit tlohu pouze
v trividlnich pfipadech.
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Procedura oc¢ekava dva parametry. Prvni urcuje sitku pasu a jeho tvar odpovida vystupu
procedury TestSeriesConvergence.® Druhy parametr urcuje vertikdlni rozsah grafu. Vy-
stupem procedury je graf barevného pasu, jehoz okraje jsou ohrani¢eny plnou nebo pre-
rusovanou carou, v zavislosti na otevienosti resp. uzavienosti intervalu. Barvu vyplné a
hrani¢ni ¢ary lze nastavit pomoci parametrii color a bordercolor.

Pouziti procedury a vytvareni animace si budeme ilustrovat na nasledujicim piikladeé.

Priklad 2.7. llustrujte pomoci animace konvergenci funkéni tady

= Y (x 4+ 2)"
Y

uvniti a vne oboru konvergence.

Reseni. Rozdil v chovani konvergence fady uvniti a vné jejtho oboru konvergence je vice
patrny na grafech posloupnosti ¢lent fady nez na posloupnosti ¢astecnych souc¢ti. Diivodem
je, ze souctem Fady nemusi byt funkce ohrani¢ena (na oboru konvergence) zatimco ¢leny
konvergentni funkéni fady se na oboru konvergence limitné blizi nule. Sestrojime proto
animace dvé, jednu znazornujici grafy jednotlivych ¢lenti funkéni fady a druhou znazornujici
posloupnost ¢astecnych soucti.

V druhé animaci nebudeme vyznacovat soucet funkéni fady. Ikdyz se ndm pro nékteré
funkéni fady podaii jejich soudet uréit, ¢asto jej nemé smysl v animaci vyznacovat?* z du-
vodu prilis pomalé konvergence.
> fn:=(n,x)->(-1) "n*(x+2) "n/(n+sqrt(n)) :
> TestSeriesConvergence(fn(n,x),n,x);

Real Range(Open(—3), 1)

Oborem konvergence fady je interval (—3,1]. Nyni si pfipravime graf barevného pasu
a sestojime animaci.

> pruh:=plotVerticalStrip(RealRange(Open(-3),-1),-2..2):

> graf:=n->plots[display] (pruh, plot(fn(n,x),x=-4..0,y=-2..2,
thickness=2)):

> plots[display] (seq(graf(i),i=1..15), insequence=true,
scaling=constrained) ;

Vybrané nahledy z animace jsou na obrazku 2.1. Je na nich patrné, jak se jednotlivé
funkce na oboru konvergence blizi nule, naopak vné oboru konvergene funkce velmi rychle
rostou nebo klesaji.

Podobné postupujeme pii vytvareni animace s grafy caste¢nych soucti.
> sn:=(n,x)->sum(fn(k,x) ,k=1..n):
> pruh:=plotVerticalStrip(RealRange(Open(-3),-1),-1.5..4):

3Tedy naptiklad RealRange (Open(-1),1).
4Jako jsme naptiklad vyznacovali limitu pii ilustrovani stejnomérné konvergence posloupnosti funkci.
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Obr. 2.1: Vybrané néhledy z animace (grafy funkci fi, fo, fs5, fs, fi1 & fi4)-

> graf:=n->plots[display] (pruh, plot(sn(n,x),x=-4..0,y=-1.5..4,
thickness=2)):

> plots[display] (seq(graf(i),i=1..15), insequence=true,
scaling=constrained) ;
Néhledy z animace jsou na obrazku 2.2. U
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-1

Obr. 2.2: Vybrané nahledy z animace (grafy ¢astecnych soucti s, So, Ss, Ss, S11 & S14)-
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Kapitola 3

Mocninné rady

V této kapitole se budeme vénovat specialnimu typu nekonec¢nych rad funkci a to radam
mocninnym.

Definice. Bud {a,} -, posloupnost realnych ¢isel, z, libovolné realné ¢islo. Mocninnou
radou se sttedem v bodé x( a koeficienty a,, rozumime fadu funkci tvaru

ag + a1(z — xo) + ag(x — 20)* + -+ + an(x — 20)" + - = Zan(x — x0)"
n=0

Poznamka. Pro zy # 0 lze pomoci substituce x — zy prevést mocninnou fadu se stte-
dem v bodé zy na mocninnou fadu se stfedem v bodé 0. Bez ijmy na obecnosti lze tedy
predpokladat, ze stfedem mocninné fady je ¢islo xy = 0.

3.1 Obor konvergence mocninné rady

V predchozi kapitole jsme ilustrovali vypocet oboru konvergence funkéni fady pomoci li-
mitniho podilového respektive limitniho odmocninového kritéria. Stejny postup lze samo-
ziejmeé pouzit také v piipadé fad mocninnych. Diky jejich specidlnimu tvaru lze vsak tento
vypocet mirné zjednodusit. Pfesnéji obor konvergence mocninnych fad popisuje nasledujici
véta.

Véta. Necht > a,2" je mocninné fada a necht

a = limsup {/|a,|.

Je-li a = 0, pak fada absolutné konverguje pro vSsechna x € R, rikame, Ze fada vzdy
konverguje.

Je-li a = 0o, pak fada diverguje pro vSechna z # 0, fikame, ze fada vzdy diverguje.

Je-li 0 < a < o0, pak fada absolutné konverguje pro |z| < é a diverguje pro |z| > %

Je-li 0 < a < oo, pak se ¢islo r = % nazyva polomér konvergence a interval (—r,r)
se nazyva konvergencni interval. Chovani fady v krajnich bodech konvergenc¢niho inter-

valu je tfeba vySetfit zvlast, protoZze zavisi na tvaru mocninné rady. Oborem konvergence
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mocninné fady, kterda vzdy nediverguje, je proto konvergencni interval s pripadnymi jeho
krajnimi body, pokud v nich fada konverguje.

Jestlize fada ) a,x™ vzdy konverguje, tj. a = 0, definujeme jeji polomér konvergence
jako r = oo a jeji konvergencni interval jako (—oo, 00).

Jestlize fada Y a,x™ vzdy diverguje, tj. a = oo, definujeme jeji polomér konvergence
jako r = 0.

Pro nase vypocty je dilezita nasledujici poznamka.

Poznamka. Existuje-li lim {/|a,| = a, pak ma mocninna fada ) a,z" polomér konver-

gence
1

 limy oo /Jan]

(pfitom klademe r = oo, je-lia =0, a r =0, je-li a = 00).

Existuje-li lim |-%2—|, Ize polomér konvergence urcit jako
An+41

Qn

r = lim

n—0o0

(p+1

Ptedchozi poznamka poskytuje navod na vypocet poloméru konvergence. Postup bu-
deme ilustrovat v nasledujicim prikladé.

Priklad 3.1. Urcete obor konvergence mocninné tady
i (x+2)"
n=1 n + \/_ '

Reseni. Tato fada ma stfed v bodé xy = —2. Uréime polomér konvergence. Abychom
vypocet usnadnili, nejdiive spocitame a upravime podil a“—il Teprve poté urc¢ime limitu
n

Qn

lim

n—oo

Ap+1

> an:=n->(-1) "n/(n+sqrt(n)):
> simplify(an(n)/an(n+1));

n+1++vn+1
n++n

> r:=limit(abs(%), n=infinity);
r.=1

Konvergenéni interval je tedy (—3, —1). Zbyva vysetfit konvergenci fady v krajnich bodech
tohoto intervalu. To provedeme s vyuzitim jiz zndmé procedury csum z Maple Advisor
Database.
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> csum(subs(x=-3, an(n)), n);

false
> csum(subs(x=-1, an(n)), n);
true
Oborem konvergence je tedy interval (—3, —1]. O

Priklad 3.2. Urcete obor konvergence mocninné rady

oo n?
1

3 (1 " _) o
n

n=1

Reseni. Tato mocninna fada mé stied v bodé x; = 0. Tentokrat pii vypoctu poloméru

konvergence vyuzijeme limitni odmocninnové kritérium. Vypocet opét rozdélime do dvou

krokti, pficemz nejdiive urc¢ime hodnotu vyrazu ’{/T_I
Qn

> an:=n->(1+1/n) " (n~2):
> simplify(1/abs(an(n))~(1/n));

‘(n:1)<n2>‘

r=el7Y

(=%)

3=

> r:=limit (%, n=infinity);

1

Polomér konvergence je roven i a konvergencéni interval je tedy (——, 1). Vysettime
e e’ e

konvergenci mocninné fady v krajnich bodech tohoto intervalu.

> csum(subs(x=-r, an(n)), n);

false
> csum(subs(x=-r, an(n)), n);
false
V obou krajnich bodech konvergenc¢niho intervalu mocninné rada diverguje a oborem
konvergence je tedy interval (—%, %) O

Jak jsme jiz zminili, pfedchozi priklady by bylo mozné vyrtesit také obecnéjsim pristu-
pem z predchozi kapitoly. Podobné lze vyuzit i proceduru TestSeriesConvergence.

Priklad 3.3. Urcete obor konvergence mocninné rady
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Resent.
>
>

an:=(n,x)->2"n*x"n/n"2:
TestSeriesConvergence(an(n,x),n,x);

TestSeriesConvergence:
TestSeriesConvergence:
TestSeriesConvergence:
TestSeriesConvergence:
TestSeriesConvergence:
TestSeriesConvergence:

TestSeriesConvergence:

Series identical zero when x = 0

Trying ration test

Limit: 2xabs(x)

Range solved: RealRange(Open(-1/2),0pen(1/2))
Checking isolated points

1/2

-1/2

Converges at point x =

Converges at point x =

11
RealR —_—, =
ea ange( 2,2>

Vysetfovana fada ma stfed v bodé xy = 0. Oborem konvergence je interval [

lze urcit polomér konvergence r = 1.

2
mocninna fada konverguje.

1 1 v v
T 5}, z ¢ehoz

V obou krajnich bodech konvergenc¢niho intervalu
O

Priklad 3.4. Urcete obor konvergence mocninné rady

(0,
(2n)!

o

2.

n=1

Resend.
> an:=(n,x)—>(@!) " 2*%x"n/(2*n) ! :
> TestSeriesConvergence(an(n,x),n,x);

TestSeriesConvergence: Series identical zero when x = 0

TestSeriesConvergence:
TestSeriesConvergence:
TestSeriesConvergence:

TestSeriesConvergence:

Trying ration test
1/4*abs (x)
Range solved: RealRange(Open(-4),0pen(4))

Limit:

Checking isolated points

4
-4

TestSeriesConvergence: Diverges at point x

TestSeriesConvergence: Diverges at point x

Real Range (Open(—4), Open(4))

Vysetfovana fada ma stfed v bodé xy = 0. Oborem konvergence je interval (—4, 4), polomér
konvergence r = 4. V obou krajnich bodech konvergen¢niho intervalu mocninnéa fada
diverguje. U

3.2 Soucet a vlastnosti mocninnych rad
Pro nalezeni souc¢tu mocninné rady lze vyuzit proceduru sum. Tato procedura pouziva k na-

lezeni souctu zadané rady nékolik slozitych algoritmi, blizsi informace o pribéhu vypoctu
ziskdame opét pomoci proménné prostiedi infolevel, tj. piikazem infolevel [sum] :=2:
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Priklad 3.5. Urcete obor konvergence a soucet mocninné tady

[eS)
E 2nl,2n
n=0

Resend.
> an:=(n,x)->2"n*xx"~ (2*n) :
> TestSeriesConvergence(an(n,x),n,x);
TestSeriesConvergence: Series identical zero when x = 0
TestSeriesConvergence: Trying ration test
TestSeriesConvergence: Limit: 2*x72
TestSeriesConvergence: Range solved: RealRange(Open(-1/2%27(1/2)),0pen(1/2%27(1/2)))
TestSeriesConvergence: Checking isolated points

TestSeriesConvergence: Diverges at point x = 1/2%27(1/2)

TestSeriesConvergence: Diverges at point x = -1/2%x27(1/2)
2 2
Real Range | Open —g , Open g

> sum(an,n=0..infinity);
sum/infinite: infinite summation
sum/indefnew: indefinite summation
sum/indefnew: indefinite summation finished
sum/def2: definite summation using hypergeometric fcns

convert/hypergeom/from[sum] Function 2°n*x~(2*n) satisfies the criteria

1
202 — 1

Vysetfovana rfada ma stied v bodé xqg = 0. Oborem konvergence je interval <—\/7§, ‘/7§>,

z ¢ehoz lze urcit polomér konvergence r = \/75 V krajnich bodech konvergenc¢niho intervalu

mocninné Fada diverguje. Souctem mocninné fady je funkce y = —53—. O

Priklad 3.6. Urcete obor konvergence a soucet mocninné rady

o n+1

2y

n=1

Resend.

> an:=(n,x)->(-1)"(+1)*(x"(n+1)) /(n*x(n+1)):

> TestSeriesConvergence(an(n,x),n,x);
TestSeriesConvergence: Series identical zero when x = 0

TestSeriesConvergence: Trying ration test
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TestSeriesConvergence: Limit: abs(x)

TestSeriesConvergence: Range solved: RealRange(Open(-1),0pen(1))
TestSeriesConvergence: Checking isolated points
TestSeriesConvergence: Converges at point x = 1

TestSeriesConvergence: Converges at point x = -1
Real Range(—1,1)

> sum(an(n,x),n=1..infinity);
convert/hypergeom/from: Function -(-1)~ (x+1)*x~(x+2)/((x+1)*(x+2)) satisfies the criteria
In(z+1)z+In(z+1)—2

Mocninna fada ma stfed v bodé xg = 0, polomér konvergence » = 1. Oborem konver-
gence zkoumané tady je interval [—1, 1], souftem této fady je funkce y = In(z + 1)z +
In(x +1) — x. O

Pokud se nepodaii proceduie sum nalézt soucet mocninné fady a nebo nejsme s obdrze-
nou odpovédi spokojeni, nezbyva, nez se vratit k ru¢nimu vypoctu. Pritom lze s vyhodou
vyuzit vlastnosti mocninnych fad, z nichz nékteré jsou shrnuty v nésledujicich tvrzenich.

Véta. Necht r > 0 je polomér konvergence mocninné fady »  a,x"™. Pak tato fada stejno-
mérné konverguje na kazdém uzavieném podintervalu [—p, p| intervalu (—r,r).

Dusledek. Nechf mocninna fada ) a,2" ma polomér konvergence r > 0. Pak soucet této
fady je funkce spojitd na intervalu (—r,r).

Dusledek. Nechf mocninna fada » | a,z™ mé polomér konvergence r > 0. Pak pro vSechna
x € (—r,r) plati

T 00 00 z 00 .Z‘n+1
/ E a,t" | dt = E / a,t" dt = E an—l,
n
pri¢emz mocninna fada na pravé strané ma stejny polomeér konvergence r.

Dusledek. Nechf mocninna fada ) a,2" ma polomér konvergence r > 0. Pak soucet této
fady je funkce spojitd na intervalu (—r,r).

Dusledek. Necht mocninna fada ) a,z2" mé polomér konvergence r > 0. Pak pro libo-
volny interval [a, b] C (—r,r) plati

b [ > © b o bl @ n+1
n n a
E apx” | de = E apx” dx = E an i E an ]
a n=0 n=0"%e n=0 n+ n=0 n+

pri¢emz mocninna fada na pravé strané ma opét polomér konvergence 7.
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Dusledek. Nechf mocninna fada ) a,z™ ma polomér konvergence r > 0. Pak pro v8echna

x € (—r,r) plati
oo ! [ee] o0
(Z an$"> = Z(anxn)’ = Z na,z"
n=1 n=1

n=1

pri¢emz mocninna fada na pravé strané ma opé€t polomér konvergence 7.
Uvedenych tvrzeni vyuzijeme v nasledujicim piikladu.

Priklad 3.7. Urcete polomér konvergence a soucet mocninné tady

4n—3)

algylt

x
g 3.1
—~dn—3 (3.1)

Resend.
> an:=(n,x)->x" (4*n-3)/(4*n-3) :
> TestSeriesConvergence(an(n,x),n,x);

Real Range (Open(—1), Open(1))

Oborem konvergence mocninné fady je tedy interval (—1,1).

> assume(x: :RealRange (Open(-1),0pen(1))):
> sum(an(n,x), n=1..infinity);

1 1
—x LerchPhi | 2%, 1, =
4 4

Vyhledame-li v napovédé programu Maple funkci LerchPhi, zjistime, ze je definovana
predpisem

o Zn
LerchPhi(z,a,v) = Z —,
“—~ (v+n)

coz nas jako Teseni sotva uspokoji. Budeme proto postupovat podobné jako pii ru¢nim
vypoctu.

> Sum(an, n=1..infinity);
4n—3)

z:4n—3

n=1

Radu derivujeme ¢len po ¢lenu a uréime soucet nové vzniklé fady.
> diff(%,x);

0 $(4n—3)

X
n=1
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> simplify (%) ;

- (4n—4)
; x

1
|

> sl:=value(%);

sl = —

Soucet fady (3.1) nyni uré¢ime jako

o0

(4n—3) x 1
e el A
4dn — 3 o tt—1

=1

1
tt—1

r 1
[t
o ti—1

Vidime, ze Maple tento urcity integral nevyhodnoti. Spocitame tedy neurcity integral
a dosadime meze sami.

> s2:=subs(x=t,sl);
§2 1= —

> int(s2,t=0..x%);

> r:=int(s2,t); ) )
r= §arctanh(t) + Earctan(t)

Hyperbolicky tangens miizeme vyjadrit pomoci prirozeného logaritmu a vyraz tak upra-
vit do nasledujiciho tvaru:!

> r:=convert(op(l,r),1ln)+op(2,r);
= Y1) = L1 = #) + Larctan(r)
roi= 1 n 1 n 2arc an

Dosadime meze urcitého integralu a ur¢ime hodnotu rozdilu.

> eval(r,t=x)-eval(r,t=0);
—1n — —1n —_ —ar 1
1 T+ 1 x) + parctan(z

Oborem konvergence vySetfované fady (3.1) je otevieny interval (—1,1), jejim souc¢tem
je funkce y = 1 In(z 4+ 1) — $In(1 — z) + arctan(z).

lozime na parcialni zlomky.

'Pomoci p¥irozeného logaritmu miZzeme vyjadfit také funkei tangens. V tomto vyjadieni viak vystupuji
komplexni ¢isla, coz v nasem piipadé neni prili§ zadouci.
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> convert(s2,parfrac);

1 1 1
At -1) Ty 2(12 4+ 1)

> int (%,t); ) ) .
2 In(t —1) + 1 In(t+1)+ §arctan(t)

> r: =eva1 (% ) t=X) _eval (% ) t:O) ;

1 1 1 1
r:=——In(r—1)+ - In(z + 1) + —arctan(t) + -7/
{10z = 1)+ 3 In(e +1) + Jarctan(t) +
Na predchozim vysledku nas muze zarazit, ze v ném vystupuje komplexni ¢islo. My
vsak vime, ze souctem fady musi byt funkce redlna. Zdanlivy rozpor se vyjasni, kdyz si
uvédomime, ze Maple pracuje v komplexnim oboru a Ze ani vyraz In(z — 1) nenabyvé na
nami vySetfovaném intervalu (—1, 1) realnych hodnot. Ve vysledku se tak imagindrni ¢asti
téchto dvou vyrazi odectou a vysledkem je pro x € (—1,1) opravdu realna funkce.
Nejsme-li presto s vyrazem spokojeni, miizeme jej upravit pomoci ,triku“, kdy pouzi-
jeme pouze jeho realnou cast.
> evalc(Re(r));

1 1 1
2 In(l—x)+ 1 In(x 4+ 1)+ §arctan(x)

Naopak imaginarni ¢ast vyrazu je vskutku rovna nule.

> evalc(Im(r));
0

Po dosazeni mezi bychom obdrzeli jiz znamou hodnotu souc¢tu mocninné rady, funkci
y=1iIn(zx+1)— iIn(l — z) + Jarctan(z). O

3.3 Taylorovy a Maclaurinovy rady

V predchozi ¢asti jsme hledali soucet mocninné fady. V této ¢asti se budeme zabyvat ilohou
opacnou, tj. hledanim rozvoje dané funkce do mocninné rady. Pouziti Taylorova rozvoje je
snadny zptsob, jak tuto tlohu fesit pro nékteré typy funkci.

Véta (Taylorova véta). Necht f je funkce, kterd ma derivace az do fadu n+1 v uzavieném
intervalu I, jehoz krajni body jsou ¢isla x a xy. Pak plati

(o) . f" (o)

f@) = fao) + T @ —w0) + o+ T — ) + Rula), (32)

kde R,(x) je tzv. Tayloriv zbytek, pro ktery plati

frD )

g N7 _ n+1 k I
(n+1)!(x x9)"", kded eI, ¥ #x 1z

Ry () =
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Na zakladé Taylorovy véty je prirozené zavést nasledujici definici.

Definice. Necht funkce f méa v bodé z( derivace v8ech Fadi. Mocninnou fadu

£ (5,
Z Sz n(! )(:c — xo)" (3.3)

nazyvame Taylorovou tadou funkce f v bodé xy. Je-li 2y = 0, mluvime o Maclaurinove
rade.

Obecné nemusi platit, ze soucet Taylorovy rady funkce f je roven samotné funkci f.
Nasledujici véta uvadi jednu z dostacujicich podminek, kdy tato rovnost plati.

Véta. Nechf funkce f ma v néjakém bodé xy derivace vSech Fada. Pak plati
— S (o) "
f(z) = ZT(I — o)
n=0

na intervalu I obsahujicim bod xy pravé tehdy, kdyz pro posloupnost {R,,(x)} Taylorovych
zbytku plati R,(z) = 0 pro vSechna z € I.

Poznamka. D4 se ukazat, Ze lze-li funkci f na néjakém intervalu I, jehoZ vnitinim bodem
je xg, rozvést do mocninné fady o stfedu zg, pak je takovy rozvoj pouze jediny a je soucasné
Taylorovym rozvojem funkce f.

Pro vypocet Taylorova rozvoje mame v programu Maple k dispozici proceduru taylor,
ktera je jednodussi variantou obecnéjsi procedury series.? Vystup této procedury je v na-
povédé programu Maple oznacovan jako Taylorova fada ve zkraceném tvaru a prakticky
odpovida zapisu (3.2) z Taylorovy véty. Stupeni Taylorova polynomu v tomto rozvoji lze
explicitné urcit,® implicitni hodnotou je hodnota proménné prostiedi Order.

Piiklad 3.8. Urcete Taylorovy polynomy stupriii 1, 3, 5 funkce y = e2 se stiedem v bodé
o = 1.

Resend.

> f:=exp(x/2):

> x0:=1:

> taylor(f,x=x0,2);

N[

e(%) + 1e( )(a: - 1)+ 0((x — 1)2)

2

Pomoci procedury convert odrizneme zbytek.

2Proceduru series lze pouzit také napiiklad k vypoétim fad Laurentovych, respektive ¢aste¢nych
souctt téchto fad.
3V piipadé procedury taylor musime zadat hodnotu o 1 vys$i, nez je pozadovany stuper.
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> convert (%, polynom);
Stejnym zptsobem spocitame Taylorovy polynomy stupnu 3 a 5.

> convert (taylor (f,x=x0,4), polynom);

el

[NIES

) + %e(é)(x - 1)+ %e(é)(x —1)%+ %e(é)(x —1)3

> convert (taylor (f,x=x0,6), polynom) ;

el

NI
NI

)(x—1)5

)(9‘3—1)2+ie(5)(x—1)3+—e(%> ($_1)4_|_

e@)—i-le(;)(x—l)—i-ée( 5

2 3840

O
Pro ziskani konkrétniho koeficientu v Taylorové rozvoji slouzi procedura coeftayl.
> coeftayl(f,x=1,3);

LINEY

—e
48

Priklad 3.9. Urcete Tayloriv polynom stupné deset funkce y = e se stiedem v bodé¢

Ty = 0.

Resend.

> f:=exp(-x72):
> convert (taylor(f,x,11), polynom);
1 1 1 1
1—a?+ ot — —ab + =28 — — 21
* 2 6 i 24 120
0

Pomoci procedury taylor vsak neziskdme Taylorovu fadu v uzavieném tvaru (3.3).
Tato tloha je automaticky obtizné reSitelna. Presto v programu Maple existuje nékolik
zpusobi, jak rozvinout danou funkci do mocninné fady v uzavieném tvaru alespon pro
nékteré typy funkci. Mozné ptistupy budeme ilustrovat v néasledujicich prikladech.

Piiklad 3.10. Rozvinte funkciy = €** do mocninné vady se stredem v bodé x = 0.

Resend. Jednou z moznosti, jak tuto tillohu fesit, je vyuzit proceduru convert s parametrem
Sum. Tento piikaz vraci reprezentaci funkce pomoci nekone¢né funkéni rady.*
> convert (exp(2*x),Sum) ;

Pomoci substituce provedeme jiz jen kosmetickou tpravu.

4Vice informaci nalezneme v napovédé programu Maple pod heslem convert/Sum.
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> subs(ki1=k,%);

(22)"
2
k=0
Radu v tomto tvaru jiz mtizeme vyuzit v dalsich v§poctech, napfiklad pii vypoétu oboru
konvergence.
> an:=(n,x)—>(2*x) "n/n!:

n
an = (n,x) — (2;;)
> TestSeriesConvergence(an(n,x),n,x);
real
Ziskany rozvoj tedy konverguje v celém R. O

Piiklad 3.11. Rozvinite funkci y = In(1 + x) do mocninné tady se stiedem v bodé x = 0.

Reseni. Budeme postupovat jako v predchozim piipadé.
> convert(1n(1+x), Sum);
In(1+ x)
Tentokrat jsme nedostali hledanou odpovéd. V tomto piipadé je divodem fakt, Ze
hledand mocninna fada nekonverguje na celém definiénim oboru funkce In(1 + x) a proto
provedeni konverze selhalo.

Dalsi moznosti k ziskani hledaného rozvoje je vyuziti procedury FunctionAdvisor s pa-
rametrem sum_form.’

> FunctionAdvisor(sum_form, 1n(x+1));

In(z+1) ==z ( > Yﬁ;) , And(|z| < 1)]

_k1=0

Ve vystupu procedury nalezneme hledanou mocninnou fadu i s podminkou omezujici
platnost uvedené rovnosti na = z intervalu (—1,1). Omezime-li se na tento interval, obdr-
Zime mocninnou fadu také pomoci procedury convert.

> assume(x::RealRange (Open(-1),0pen(1)));

> convert (ln(x+1),Sum);
$= (0
v 1+ k1

_k1=0

Ve verzi Maple 11 je v proceduie convert k dispozici novy parametr FormalPowerSeries.
Jeho uvedenim ziskdme rozvoj i v pripadé, kdy mocninna fada nekonverguje na celém de-
finicnim oboru zadané funkce.

5Vice informaci o procedufe je k dispozici v ndpovédé po zadani piikazu ?FunctionAdvisor.
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> convert(1n(1+x), FormalPowerSeries, x);
y
— k +1

Uvedena mocninnd fada je ve skutecnosti konvergentni na intervalu (—1, 1], presvédéit
se o tom muzeme naptiklad pomoci procedury TestSeriesConvergence.

> an:=(n,x)->x*(-x) "n/(1+n);

> TestSeriesConvergence(an(n,x) ,n,x);
Real Range(Open(—1),1)

O

Ve verzi Maple 11 jsou v procedure convert k dispozici i dalsi nastroje, které mi-
zeme pri vypoctu vyuzit. Naptiklad lze pevné zvolit stfed hledaného rozvoje. Nepovinny
parametr dummy zase uréuje neznamou, ktera bude pouzita pro index nekoneéného souctu.’

Piiklad 3.12. Rozvinte funkciy = €** do mocninné vady se stredem v bodé x = 1.
Resent.
> convert (exp(2*x), Sum, x=1, dummy=k);

k=0

2ka—l

3.4 Knihovna powseries

Konverze ¢astecného souc¢tu mocninné fady na polynom nadm na jednu stranu umozni jeho
vyuziti v dalsich vypoctech, na strané druhé se musime omezit na polynomy konkrétniho
stupné a rezignovat tak na manipulaci s nekonec¢nou rfadou jako celkem. Zaroven tim jiz
predem limitujeme pfesnost vypoctu.

V této casti si predstavime standardni knihovnu powseries, ktera obsahuje nékolik
procedur pro manipulaci s mocninnymi fadami.

> with(powseries);
[compose, evalpow, inverse, multconst, multiply, negative, powadd,
powcos, powcreate, powdiff, powexzp, powint, powlog, powpoly, powsin,
powsolve, powsqrt, quotient, reversion, subtract, template, tpsform]

6Obejdeme se tak bez kosmetické tipravy provedené v jednom z piedchozich piikladii.
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Procedura powcreate

Procedura powcreate slouzi k sestrojeni mocninné fady. Ty jsou v knihovné powseries
reprezentovany prostiednictvim procedur. Parametrem procedury powcreate je formule
popisujici hodnoty koeficienttt mocninné fady (tato formule mize byt i rekurentni) a déle
pak pocateéni podminky, respektive hodnoty konkrétnich koeficientti.”

Nésledujici ptikaz zavadi proceduru S1, jez je reprezentaci mocninné fady

2 1.3 n

4ot b b g
2 6 n! ’
tj. rozvoje funkce y = e*.
> powcreate(S1(n)=1/n'!,S1(0)=1);
Prostiednictvim procedury S1 muzeme pristupovat k jednotlivym koeficienttiim moc-
ninné rady.

> S1(3); .

6
Obecny predpis pro koeficienty mocninné fady je dostupny pomoci specialniho para-
metru _k.

> S1(_k);
_k!

Procedura tpsform

Procedura tpsform slouzi k vypisu ¢astecného souc¢tu mocninné rady.

> tpsform(S1,x) ;8

1 1 1 1
l+ao+4 -2+ -2+ —a*+ —2° +0(a°
2 6 24 120 («)
Délku rozvoje lze urcit pomoci tretiho parametru. Neni-li parametr uveden, je pocet
¢lentd v rozvoji ur¢en hodnotou proménné prostiedi Order.

> tpsform(S1,x,10);

1, 1. 1 1 1 1 1 1
1 1o, s b a5 1 6 7 8 9 O(210
Frt et et o o0 0 T50a0” t 20320 3628807 T O )

"Tyto konkrétni hodnoty pak maji pfednost pied obecnou formuli.
8Vystup piikazu je totozny s vystupem piikazu taylor (exp(x),x);.
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Dalsi moZnosti vytvoreni rozvoje

Kromé procedury powcreate lze k sestrojeni rozvoje pouzit i procedury powcos, powsin,
powexp, powlog, powpoly a powsqrt. Napiiklad procedura powcos (arg) sestroji reprezen-
taci mocninného rozvoje funkce y = cos(arg). Funkce ostatnich procedur je analogické.

Priklad 3.13. Rozvirite funkci y = cos2x do mocninné rady se stredem v bodé xg = 0.

Resent.
> S2:=powcos (2*x) ;

S2:= proc(powparm)...end proc;

> tpsform(S2,x,10);

2 4 2
1— 2{132 + 5.%4 — 4—5$6 + ﬁlﬁ + O(xlo)

Manipulace s mocninnymi radami

Témeér vSechny zbylé procedury z knihovny powseries slouzi k manipulaci s mocninnymi
fadami. Na néasledujicich fadcich si stru¢né predstavime pouze nékteré z nich.

Procedury powadd a subtract slouzi k souc¢tu respektive rozdilu dvou mocninnych fad.
Podobné procedury multiply a quotient pocitaji soucin respektive podil dvou mocnin-
nych tad.

Priklad 3.14. Pomoci rozvoji funkci y = sinx a y = cosx urcete rozvoj do mocninné
rady funkce y = tgx.

Reseni. Pii vypoctu vyuzijeme jiz zminénych procedur powcos, powsin.
> Order:=8:
> S1:=powsin(x):

> tpsform(S1,x);
1 3 1 5 1 7 g
_ = P - O
X x° + 12 T 5 OZL‘ + (IL‘ )

> S2:=powcos(x):
> tpsform(S2,x);

> S3:=quotient(S1, S2):
> tpsform(S3,x);



3. MOCNINNE RADY 56

O
Vystupem procedur powdiff respektive powint je fada, kterda vznikne derivaci respek-
tive integraci zadané mocninné tady. Je diilezité si uvédomit, ze uvedené operace jsou
provadény pouze formalné bez ohledu na konvergeci pouZitych mocninnych fad.’
Zéavérem zminme jesté proceduru powsolve, kterd slouzi k feseni linearnich diferenci-
alnich rovnic, piicem? ziskané feseni je vraceno ve formé nekoneéné mocninné fady.'®

Priklad 3.15. Pomoci procedury powsolve naleznéte feseni homogenni linedarni diferen-
cialni rovnice
y' —ay —y=0
ve tvaru mocninné rady.
Resend.
> diff(y(x),x,x) - xxdiff(y(x),x) - y(x) = 0;

(5500)) = o (0(a)) — o) = 0

S := proc(powparm)...end proc;

> S:=powsolve (%) ;

> tspform(S,x);
1Cl z® + 1CO z* + iCl 2° + O(2%)
3 8 15
Mnozina feseni linearni diferencialni rovnice tvoti vektorovy prostor dimenze 2, pficemz
jednotliva feseni ziskdme dosazenim konkrétnich hodnot za parametry C'0 a C1.

Pomoci jiz zminéného specialniho parametru _k se mtizeme pokusit nalézt obecny pred-
pis pro hodnoty koeficient mocninné fady.

1
00—1—0156—1—500:1:2—1—

> S(0);
Co
> S(1); .
1
> S(_k); ok — 2)
i

Reseni diferencialni rovnice tak miizeme zapsat ve tvaru

o0
S = g apx”,
k=0

kde hodnota koeficienti a; je dana rekurentni formuli
Af—2
k
s pocatecnimi podminkami ag = C0 a a; = C'1. Il

ajp =

9Nékteré z pozadovanych vlastnosti mocninnych fad jsme zminili v ¢asti 3.2
10B]iz&1 informace o procedufe jsou dostupné prostfednictvim napovédy po zadani piikazu ?powsolve.
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3.5 Animovani rozvoji do mocninnych rad

V predchozi kapitole jsme vénovali pozornost také ilustrovani konvergence funkénich fad
vytvarenim grafii a animaci. Prezentované postupy lze samoziejmé vyuzit pro fady moc-
ninné.

Priklad 3.16. Vytvorte animaci zndzornugjici konvergenci Taylorovy tady se stredem v bodé
xg = 0 funkce y = sinx.

Resent.

> f:=x->sin(x):

Jednotlivé Taylorovy polynomy ziskdme pomoci procedur taylor a convert.
> sn:=(n,x)->convert (taylor(f(x),x,n+1), polynom):

> sn(5,x);

]‘3 1 5

Animaci vytvofime jiz zndmym zptisobem. Pro lepsi ilustraci konvergence zahrneme do
animace i graf funkce sin x.
> graf fce:=plot(f,-10..10,thickness=2,color=green):
> graf:=n->plots[displayl] (graf fce, plot(sn(n,x),x=-10..10,y=-5..5,
thickness=2)):
> plots[display] (seq(graf(i),i=0..19),insequence=true,
scaling=constrained) ;

Obr. 3.1: Tlustrace konvergence Taylorova rozvoje funkce sin z (grafy ¢asteénych souctii ss,
512, 515, 519)-

Vybrané néhledy z animace jsou na obrazku 3.1.

Taylortv rozvoj funkce sin x konverguje na celém R. Ovétit bychom to mohli nalezenim
obecného predpisu pro hodnoty koeficientii a pouzitim procedury TestSeriesConvergence. [



3. MOCNINNE RADY 58

Priklad 3.17. Vytvorte animaci zndzornugict konvergenci Taylorovy tady se stiedem v bodé

xozlfunkcey:\/l%—%.

eseni. Postupovat budeme jako u predchoziho prikladu.
f:=x->sqrt(1+1/x);

sn:=(n,x)->convert (taylor(f(x),x=1,n+1), polynom):

graf fce:=plot(f,-2..4,thickness=2, color=green):
graf:=n->plots[display] (graf fce,plot(sn(n,x),x=-2..4,y=0..5,
thickness=2)):

plots[display] (seq(graf(i),i=0..19), insequence=true,
scaling=constrained) ;

V V V VvV =

\

51 51
44 4

37 31 A

y y y
\ N ,

[
=
-

Obr. 3.2: Ilustrace konvergence Taylorova rozvoje funkce y = /1 —1—% (grafy Caste¢nych

souctil sy, $3, S6, S9, S12; S15)-
Vybrané nahledy z animace jsou na obrazku 3.2.
7 animace je patrné, ze mocninna rada ma omezeny obor konvergence. O

Priklad 3.18. Vytvorte animaci zndzornujici konvergenci mocninné rady

(_1>n+1xn+1

nz:l n(n+1)
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Reseni. Touto mocninnou fadou jsme se jiz zabyvali v piikladu 3.6. Jejim oborem konver-
gence je interval (—1,1) a souc¢tem funkce y = In(z + 1)z + In(x + 1) — z.

> fn:=(n,x)->(-1)"(@+D)*x(x"(n+1))/(ax(n+1)):

> TestSeriesConvergence(fn(n,x),n,x);

Real Range(—1,1)
> s:=sum(fn(n,x),n=1..infinity);
si=In(r+1)z+nz+1) -z

> sn:=(n,x)>sum(fn(k,x) ,k=1..n):

Obor konvergence zvyraznime barevnym pasem.

> graf s:=plot(s,x=-1..1,color=green,thickness=2):

> pruh:=plotVerticalStrip(RealRange(-1,1),-0.5..1.5):

> graf:=n->plots[display] (pruh, plot(sn(n,x),x=-2..2, y=-0.5..1.5,
thickness=2),graf_s):

> plots[display] (seq(graf(i),i=1..15),insequence=true,
scaling=constrained) ;

149 149 1.4+

1.2+ 1.24 1.2+

0.8+ 0.87 0.87
0.67 0.6 0.6
0.4+ 0.4+ 0.4+

0.2+ 0.2+ 0.2+

-2 J1 0 L 2 -2 J1 0 L 2 -2 J 0 1 2

Obr. 3.3: Tlustrace konvergence mocninné fady (grafy ¢asteénych soucti sq, s7, s12).

Vybrané nahledy z animace jsou na obrazku 3.3. U

3.6 Uziti mocninnych rad

S jednou aplikaci mocninnych fad se v textu neustale setkavame a to s vyuzitim ¢astec¢ného
sou¢tu mocninné fady pro aproximaci funkce (samoziejmé v ramci oboru konvergence této
fady). V programu Maple pravdépodobné vyuzijeme spiSe proceduru evalf, pfesto uvedme
dva kratké priklady vénované pribliznému vypoctu funkénich hodnot a urcitého integralu
transcendentni funkce.
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Priklad 3.19. Pomoci Maclaurinova rozvoje funkce y = arctgx urcete priblizné hodnoty
arctg % a arctg 1%.

Reseni. Maclaurinova fada funkce y = arctgx m4 velmi jednoduchy tvar, ktery mtizeme
odvodit ze zkraceného tvaru ziskaného procedurou taylor. Déle jiz snadno ur¢ime obor
konvergence [—1,1].

> p:=convert(taylor(arctan(x),x=0,11), polynom);

Lg 15 1, 15,
i Al plo Al Hl il
b 37 T 7T Ty
Vezmeme-li v tivahu pouze nenulové ¢leny, tak se pro pevné zvolené x € [—1,1] jedné
o alternujici fadu, jejiz ¢leny v absolutni hodnoté tvoii klesajici posloupnost. Chyba, jiz
se pri aproximaci dopustime, je tedy shora ohranicena dalsim nenulovym c¢lenem v této
posloupnosti.
> r:=abs(coeftayl(arctan(x),x=0,11)*x"11);
1
ro=—|z|"
11

1

Vyhodnotime oba vyrazy pro z = 3.

> evalf (subs(x=1/2, [p, rl));
0.4636842758, 0.00004438920455

Tedy arctg % ~ 0,4636842758, pficemz chyba je mensi jak 5-107°. Vysledek mtizeme ovetit
pomoci procedury evalf.
> evalf(arctan(1/2));

0.4636476090

Stejné postupujeme pro r = 1%.

> evalf (subs(x=9/10, [p, rl));
0.7498165924, 0.02852823601

> evalf (arctan(9/10));
0.7328151018

Z prvnich péti nenulovych ¢lenti Taylorova rozvoje jsme ziskali priblizny vysledek arctg 1% ~
0, 7498165924, piicemz chyba je mensi jak 3-1072. Z vysledku je patrné, Ze dosazend pies-
nost se od predchoziho pripadu rapidné lisi. To proto, ze bod =z = % je blize k hranici
oboru konvergence. Tento faktor velmi vyrazné ovliviiuje rychlost konvergence ziskané ¢i-
selné fady. Vratme se k obrazku 3.1, ktery zachycuje grafy nékolika ¢asteénych soucti
Taylorova rozvoje funkce y = sinx. Rozvoj konverguje na celém R, pfitom je ziejmé, zZe
bude-li x nabyvat velkych hodnot, bude tifeba k dosazeni rozumné presnosti pouzit ¢astecny
soucet velmi vysokého stupné. U
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(¥

x

Priklad 3.20. Pomoci Maclaurinova rozvoje funkce y = e~ = wurcete pribliznou hodnotu

integralu
L
/ e 2 dz.
1

2

Reseni. Tentokrat vyuzijeme procedury knihovny powseries. Nejdiive spoc¢itame Mac-
lauriniiv rozvoj funkce y = e_é.
> S:=powexp(-x~2/2):
Néasledné integrujeme fadu ¢len po clenu.
> S2:=powint(S):
Pomoci ¢astecného souctu urcime pribliznou hodnotu integralu.
> p:=convert (tpsform(S2,x,12), polynom);
1 1 1 I

R ST .
Pi=T =T 0" T 336" T 356"

> evalf (subs(x=1,p)-subs(x=1/2,p));
3757212644

Rozsah chyby omezime shora podobné jako u predchoziho prikladu.

> r:=abs(S2(11)*x"~11); 1

"7 49240
> evalf (subs(x=1,r)+subs(x=1/2,r));

|$’11

.00002368580211

Celkem tedy
L
/ e 2z dr =~ 0,3757212644,
1

2
pfi¢em? chyba je mensi nez 3-107°. Vysledek miizeme opét ovéiit pomoci procedury evalf.
> evalf (int(exp(-x~2/2),x=1/2..1));

3756991727

ResSeni diferencialnich rovnic

Nekonecné rady miizeme pouzit v pripadech, kdy nelze danou diferencidlni rovnici fesit
jinymi standardnimi metodami. Pouzivaji se zejména Fourierovy fady, mocninné (Taylo-
rovy) fady nebo zobecnéné Frobeniovy fady. Reseni rovnice pak ziskdme ve tvaru nekonecné
fady nebo jej alespon miizeme aproximovat ¢astecnymi soucty.
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K teseni diferencialnich rovnic poskytuje Maple standardni proceduru dsolve. Pro zis-
kani feseni ve tvaru mocninné rady slouzi parametr formal series. Tento parametr ale l1ze
pouzit pouze u homogennich linearnich obyc¢ejnych diferencialnich rovnic s polynomialnimi
koeficienty.

Priklad 3.21. Najdéte reseni diferencialni rovnice
(327 — 62+ 3)y" + (122 — 12)y + 6y =0
ve tvaru mocninné rady.
Resent.
> ode := (3*x"2-6*%x+3)*diff (y(x),x$2) + (12%xx-12)*diff (y(x),x)+6*y(x)=0;
2

ode = (32° — 62 + 3) (%y(m)) (120 — 12) (%y(x)) + Gy(a) = 0

> dsolve(ode,y(x),formal series);

[e.9]

n n!

> convert (%,factorial);

i C1+nC2x
n=0

g
U ostatnich typt rovnic mizeme ziskat pouze aproximaci feSeni pomoci c¢aste¢ného
souctu. K tomu slouzi parametr series respektive volba type=series.

Priklad 3.22. V okoli bodu x¢y = 0 aprozimujte reseni pocatecni ulohy
y —sin(z)y =0, y(0)=1

polynomem osmého stupne.

Resend.

> ode:=Diff (y(x),x)-sin(x)*y(x)=0;

ode = (%;,(@) ~sin(z)y(z) = 0

> cond:=y(0)=1:
> dsolve(ode, cond, y(x), series);

1 1
y(x) =1+ 5952 + Ex4 +0(2%)
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Stupen rozvoje muzeme ovliviiovat proménnou prostiedi Order.
> Order:=10:
> dsolve(ode, cond, y(x), series);

1 1 1 43
y(z) =14 z2° + —a* + —2% +

8 10
2 % te” taose® O

Ziskané Teseni prevedeme na polynom piikazem convert.
> convert (%, polynom);

1 1 1 43
iyt 16y %0 8
y(@) =14 527+ a4 ona + oo ?

O

V nasledujicich odstavcich struc¢né ilustrujeme nékteré postupy pouzivané pfi reseni di-

ferencialnich rovnic s pouzitim mocninnych fad. Tyto postupy jsou pouzivané také v pro-

cedufe dsolve, ale jsou pred o¢ima uzivatele skryty. Aplikace téchto metod je podminéna

splnénim podminek tykajicich se tvaru diferencialni rovnice, existence ¢i jednoznacnosti

jejiho Teseni a existence rozvoje feseni do mocninné fady. Zde se vSak jimi nebudeme blize
zabyvat.

Metoda neurcitych koeficientu

P¥iklad 3.23. Reste diferencidlni rovnici
Yy —2y=0
v okoli bodu xy = 0.

Resent.
> ode:=diff (y(x),x)-2*y(x)=0;

ode = (%mm) — 2(z) =0

Reseni oc¢ekavame ve tvaru
> form:=y(x)=Sum(a(k)*x"k,k=0..infinity);

form :=y(x) = Za(k’)xk

k=0

[e.9]
Dosadime tento vyraz do fesené diferencialni rovnice a upravime.

(Z @) -2 (Z a(k:)mk> =0

k=0 k=0

> eval(ode, form);
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> combine (%) ;
o0

Z (a(k)k - 2a(k)z*) =0

k=0
Jelikoz Maple nedovede manipulovat s nekonecnymi fadami do té miry, aby nasel obecny
vztah mezi koeficienty, je nutné prejit k souctim konecnym. Jelikoz fesime diferencialni
rovnici prvniho fadu, ve vyse uvedeném vztahu se vyskytuji pouze dva sousedni koeficienty.
To znamena, ze tii ¢leny v konecném souctu budou dostatecné pro odvozeni rekurentni
formule.
> tform:=y(x)=Sum(a(n)*x"n,n=k-1..k+1);

tform :=y(x) = Z a(n)x™

Tento vyraz opét dosadime do rovnice a upravime.
> eval(ode, tform):
> q:=simplify(combine(value(%)));

q =% Da(k — 1)k — 2% Da(k — 1) + a(k)kx® Y + 2Fa(k + Dk + 2*a(k + 1) —
—2a(k — 1)a®Y — 2a(k)2* — 2a(k 4+ 1)z*+) = 0

Rekurentni vztah ziskdme z koeficientu u mocniny z*.
> req:=map(coeff,q,x"k);

req:=a(k+ 1)k+a(k+1)—2a(k)=0

Prosttednictvim procedury rsolve se mizeme pokusit najit obecné reseni této rekurentni
formule.
> rsol:=rsolve(req,{a});

rsol := {a(k) - %}

Hodnotu funkce I'" vyjadiime pomoci faktorialu a dosadime do tvaru hledaného feseni.
> rsol2:=convert(rsol, factorial):
> sol:=subs(rsol2,form);

2. 2ka(0)z*
sol :=y(x) = Z —I(c')
k=0 ’

Z dtuvodu jednoduchosti diferencialni rovnice mizeme dokonce urcit funkci reprezentovanou
touto mocninnou rfadou.

> value(sol);
y(z) = a(0)e®
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Toto teseni je ekvivalentni feseni ziskanému procedurou dsolve.
> dsolve(ode,y(x));
y(z) = _C1e*)
Casto vSak neni mozné ziskat obecné feseni rekurentni formule. V tom piipadé je mozné
zkonstruovat konecnou soustavu rovnic a z jejiho feseni sestrojit aproximaci feseni ptivodni
diferencialni rovnice.
> N:=b:
> egset:={req$k=0..(N-1)};

eqset :=={a(l) —2a(0) =0, 2a(2) —2a(l) =0, 3a(3) —2a(2) =0,
4a(4) — 2a(3) =0, 5a(5) —2a(4) =0}
> solve(egset,{a(k)$k=1..N}):

> eval(value(subs(infinity=N,form)),%);
> collect(%,a(0));
4 2 4
y(x) = (1 + 22 + 227 + §x3 + §x4 + B:f’) a(0)

Pro tplnost poznamenejme, ze ziskana feseni obdrzime také pii pouziti procedury dsolve.
> dsolve(ode,y(x),formal series):

>, ongn
CEETES
> dsolve(ode,y(x),series):
> convert (%, polynom);
5 4 3, 2 4, 4 5
y(@) = y(0) + 2y(0)x + 2y(0)a” + 2y(0)2” + Sy (0)a” + 7y (0)x

Metoda derivovani
Priklad 3.24. Aprozimujte Teseni pocdtecni ulohy

y =sin(z+y), y(0)=0
v okoli bodu xy = 0 Taylorovym polynomem pdtého stupne.
Resend.

> ode:=Diff (y(x),x)=sin(x+y(x));

ode := %y(m) = sin(z + y(x))
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> x0:=0:

> cond:=y(x0)=0:

> N:=b:

Reseni budeme hledat v nasledujicim tvaru

> form:=y(x)=convert(series(y(x),x=x0,N+1),polynom);

form = y(z) = y(0) + D(y) (O)z + L(DD))(0)2? + LDO)(y)(0)s? +
+57(DW)(y)(0)z* + 135(DD)) (y)(0)2

Funkéni hodnotu v bodé 0 zndme z pocateéni podminky. Pro sestrojeni polynomu potie-
bujeme dale znat hodnoty derivaci do fadu 5 v bodé 0. Tyto hodnoty budeme ukladat do
proménnych Dy [n].
> Dy [0] :=cond;

Dyo :=y(0) =0
Do proménnych Dode [n] budeme ukladat diferencialni rovnice fadu n ziskané derivovanim
rovnice puvodni. Hodnotu prvni derivace ziskdme dosazenim pocatecni podminky do fesené
diferencialni rovnice.
> Dode[1] :=convert(ode,D):
> Dy[1] :=isolate(eval(subs(x=x0, cond, Dode[1])), D(y) (x0));

Dy, := D(y)(0) = 0

Hodnotu druhé derivace ziskame derivovanim resené rovnice a dosazenim hodnot derivaci
nizsich radu.
> Dode[2] :=convert(diff (ode,x),D):

Dodey := (D®)(y)(x) = cos(z + y(x))(1 + D(y)(z))
> Dy[2] :=isolate(eval(subs(x=x0, Dy[i]$i=0..1, Dode[2])), (D@Q2) (y)(x0));
Dy, == (D?)(y)(0) = 1

Opakovanim tohoto procesu ziskame hodnoty derivaci vyssich fadi. My jej automatizujeme

s vyuzitim cyklu.

> for n from 3 to N do

> Dode[n] :=simplify(convert(diff (Dode[n-1],x),D));

> Dy[n] :=isolate(eval (subs(x=x0, Dy[i]$i=0..(n-1), Dode[nl)),
(Dee(n)) (y) (x0)) ;

> end do:

Ziskali jsme nasledujici hodnoty derivaci.

> print (Dy[i]$i=0..N);

y(0) =0,D(y)(0) = 0,(D®)(y)(0) = 1,(DP)(y)(0) = 1,
(DW)()(0) =0, (D) (y)(0) = —6
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Nyni jiz mtzeme sestrojit hledany polynom.
> sol:=eval(form, {Dy[i]$i=0..N});
Ly 15

1
sol :=y(x) = §ag-+-617-— 20"

Nami uvadény priklad byl modelovy, stejny vysledek ziskame procedurou dsolve néasle-
dovné.

> Order:=6:
> convert(dsolve({ode, cond}, y(x), type=series), polynom);
1 1 1

y(zr) = 513«+-6134— 50"
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Kapitola 4

Fourierovy trigonometrické rady

V nésledujicich dvou kapitolach se budeme vénovat Fourierovych fadam. Podobné jako
Taylorovy fady z predchozi kapitoly, také Fourierovy fady predstavuji rozvoj dané funkce
do funké¢ni fady. V pripadé Fourierovych trigonometrickych rfad hledame vyjadfeni pomoci
linedrni kombinace funkci

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2z, cos 3z, sin 3x, . . ., (4.1)

tedy v piipadé koneéného rozvoje tzv. trigonometricky polynom® ve tvaru

T,(x) =aog+ Z(ak coskx + by sinkx), ag,ar, by € R, (4.2)
k=1

nebo jako nekonecnou trigonometrickou radu

ap + Z(an cosnx + b, sin nzx). (4.3)

n=1

Jedn4 se o 27-periodické funkce, jsou proto vhodné prave pro aproximaci 2w-periodickych
funkci.

V pripadé Fourierovych fad hraje dtlezitou roli skaldarni soucin a ortogonalita zvoleného
systému funkci.

Definice. Budte f, g integrovatelné funkce na intervalu [a, b]. Cislo

b
(f. 9) = / F(2)g(x) do

nazyvame skaldrnim soucinem funkci f, g. Funkce f, g se nazyvaji ortogondlni (na inter-
valu [a, b]), pravé kdyz (f, g) = 0.

IN4zev polynom je odfivodnén tim, 7ze uzitim elementérnich vztahti z trigonometrie lze T}, (z) vyjadiit
jako polynom v proménnych cosx,sin x.
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Definice. Bud f funkce integrovatelnd na intervalu [a,b]. Normou funkce f rozumime

¢islo || f|| = v/(f, f). Funkce f se nazyva normovand, pravé kdyz || f|| = 1.

Definice. Bud {, } konecna nebo spocetna posloupnost integrovatelnych funkei na inter-
valu [a, b]. Tato posloupnost se nazyva ortogondlni, pravé kdyz kazdé dvé funkce ¢, .
(m # n) jsou ortogonalni a kazdé funkce ¢,, ma kladnou normu.

Posloupnost {¢,} se nazyva ortonormdini, pravé kdyz je ortogonalni a kazda funkce ¢, je
normovana.

Posloupnost funkei (4.1) tvoii ortogonalni systém na intervalu [0, 27, respektive na
kazdém intervalu tvaru [c, ¢ + 27, kde ¢ € R. V této kapitole se budeme vénovat Fourie-
rovym fadam pravé vzhledem k systému (4.1). Existuji i dalsi systémy funkci, nékterym
z nich je vénovana nasledujici kapitola.

K vypoctu Fourierovych rad budeme vyuzivat nasledujici vétu.

Véta. Fourierova fada libovolné integrovatelné funkce f na intervalu [—7, 7] mé& vzhledem
k systému (4.1) tvar

% + Z(an cosnx + by, sinnx), (4.4)

n=1

kde a,, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f, pro néz plati
1 ™
a, = —/ f(z)cosnz de, n e NU{0},
™) _x
1 [7 )
b, = —/ f(z)sinnx de, neN.
™ —Tr

S ohledem na periodicitu funkei v systému (4.1) lze vySe uvedené tivahy beze zbytku
prevést z intervalu [—7, 7] na libovolny interval [c, ¢ + 27|, ¢ € R.

Poznamka. Fourierovu fadu (4.4) lze vyjadiit v oboru C uzitim vztaht

eir + e—im ) eiz _ e—iz
COSr = ————, Sy = —————
2 21
takto
@ + 1 i (a (einx Te mz) b Z-(einz e—z’mc)) _
2 2 " "

= ap — an inT an + an —inx S nx
co—I—nZ::l(—Q e —I——2 e >:che ,

n=—oo

kde Fourierovy koeficienty ¢,, jsou tvaru

1 [" ,
= —ine g, —0,41,42,- - .
c 27T/_7rf(:£)e x n
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4.1 Vypocet metodou ,krok za krokem*

V této a nasledujicich kapitolach se budeme vénovat tématu Fourierovych rad s vyuzitim
programu Maple. Nejdiive budeme postupovat ,krok za krokem®, jako bychom vypocet
provadeéli rucné. Tento postup je sice pomalejsi, avSsak nazornéjsi a umoznuje nam, je-li to
vhodné, Maplu pti vypoctu asistovat.

Priklad 4.1. Spocitejte Fourierovu fadu funkce f(x) = x* definované na intervalu [—m, 7|
a pomoct animace zndzornéte konvergenci jejich castecnyjch soucti.

Reseni. Pro pocitani koeficientu a,, a b, budeme potiebovat celoc¢iselnou proménnou n.

> restart;
> assume(n,integer);

Nyni spoctéme koeficienty ag, a,, a b,. Vyuzijeme dfive uvedenych vztah.
> a0:=1/Pi*int(x"2, x=-Pi..Pi);

B 272

3

a0 :

> aN:=1/Pixint (x"2*cos(n*x), x=-Pi..Pi);

ProtoZe je % funkce suda, bude koeficient b, roven nule a Fourierova fada tak nebude
obsahovat sinové ¢leny. Presto tuto skutecnost ovérime vypoctem.

> bN:=1/Pi*int(x"2*sin(n*x), x=-Pi..Pi);

bN =0

2

Fourierova fada funkce f(x) = z* ma tedy tvar

> a0/2+Sum(aN*cos (n*x)+bN*sin(n*x), n=1..infinity);

%2+ (i (4(_1)7;2%(%)))

n=1

Pti vypoctu Fourierovy fady jsme k zapisu vysledku pouzili proceduru Sum. Nesmime ji
zde zaménit s procedurou sum, ktera slouzi k vypoctu souctu fady. Maple by se snazil najit
soucet této rady, coz by se mu sice nepodarilo a vysledek by byl stejny, zaplatili bychom
za to vsak casovou prodlevou, kterd miize u nékterych funkci trvat i nékolik minut.

Nyni si znazornime grafem jednotlivé castecné soucty. Nejdiive vytvorime funkci four,
ktera pro zadané m vraci trigonometricky polynom 7,,(z). V tomto piipadé jiz pouzijeme
proceduru sum.

> four:=(m,x)->a0/2+sum(aN*cos (n*x)+bN*sin(n*x), n=1..m):
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Napfiiklad trigonometricky polynom 7T3(z) méa tvar:
> T[3] (x)=four(3,x);

7T2

4
T3(x) = o 4 cos(z) + cos(2z) — 9 cos(3x)
Nacteme knihovnu plots obsahujici procedury pro kresleni graft.
> with(plots):
Do proménné grafi ulozime graf funkce z? na intervalu [—m, 7|, do proménné graf2
graf trigonometrického polynomu 73(z). Poté je spolecné zobrazime pomoci ptikazu display.

> grafl:=plot(x~2,x=-Pi..Pi,color=aquamarine,thickness=2):
> graf2:=plot (four(3,x),x=-Pi..Pi,color=red):
> display(grafl,graf2);

Vysledny graf je na obrazku 4.1.

104

-3 -2 -1 1 2 3

X

Obr. 4.1: Funkece f(x) = z? a trigonometricky polynom T(z).

Nyni vytvoiime animaci znazornujici priblizovani Fourierovy fady k ptivodni funkci.
Pti animaci pouzijeme prvnich 10 ¢lent.

> clenu:=10:
Do proménné anim ulozime animaci trigonometrického polynomu T, (x) pii rostouci
hodnoté& m. Pro spole¢né zobrazeni spolu s grafem funkce 22 pouZijeme opé&t piikaz display.

> anim:=animate(four(m,x),x=-3%Pi..3*Pi,m=0..clenu,color=red,
frames=clenu+1,numpoints=300) :
> display(grafl,anim);

Vybrané nahledy jsou na obrazku 4.2. Z animace je dobfe patrna konvergence Fourie-
rovy fady k 27-periodickému rozsifeni funkce 2.

Detail okoli bodu nula zobrazime naptiklad nasledujicim piikazem.

> display([grafl,anim],view=[-1.2..1.2,-0.8..1.6]);
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104 104

104 104

Obr. 4.2: Vybrané nahledy z animace (pro m=0, 2, 4 a 10)

Jisté nas bude zajimat, jak moc se lisi funk¢éni hodnoty jednotlivych ¢astecnych souctt
fady od funkénich hodnot funkce, jejiz Fourierovu fadu jsme pocitali. Zakladni predstavu
jsme si jiz udélali z animace. Zabyvejme se nyni chybou aproximace, tedy rozdilem g, (x) =
f(z) — s,(z) na zdkladnim intervalu. Pomoci animace ukdzeme, jak se méni pribéh funkce
gn(2) v zavislosti na rostouci hodnoté n.

> animate(x~2-four(m,x), x=-Pi..Pi, m=1..clenu, frames=clenu,
numpoints=300, view=[-Pi..Pi,-1..1], scaling=constrained, thickness=2);

Vybrané néhledy z animace jsou na obrazku 4.3. Také z této animace je patrné pribli-
zovani funkce g, (x) k ose y, zpétné tedy i konvergence Fourierovy fady k ptvodni funkci
(stale se pohybujeme pouze na intervalu [—m, 7).

0

Jako kritérium presnosti aproximace funkce c¢aste¢nym souctem Fourierovy fady lze
pouzit kvadratickou odchylku. Kvadratickou odchylku dvou integrovatelnych funkci f a g
na intervalu [a, b] uréime vztahem

ir-al={f ) - g(m)Jde}l/z. (45)

Priklad 4.2. Urcete kvadratickou odchylku prunich deseti c¢astecnijch soucti Fourierovy
rady funkce z predchdzejicitho prikladu.
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Obr. 4.3: Vybrané néhledy z animace (pro n=1, 3, 5 a 9)

Reseni. Definujeme funkci na vypocet kvadratické odchylky dvou funkci pomoci vztahu
(4.5).
> qdev:= (f, g, var) -> evalf(sqrt(int((f-g)~2, var))):
Funkci qdev pfedavame tri parametry. Prvnimi dvéma parametry jsou pozadované funkce,
tfetim parametrem je neznama spolu s vySetfovanym intervalem.
Nyni uréime hodnotu kvadratické odchylky pro ¢astecné soucty so(x) az so(z).
> for i from 0 to 9 do
> gqdev(x~2, four(i,x), x=-Pi..Pi);
> end do;
7.375872795
2.034211661
.9982106214
.6130765968
.4236902112
.3147834451
.2455677473
.1984145125
.1646099789
.1394101696

O O O O O O o o

V ptipadé castecnych souctt vyssich radi se jiz vypocet stava casové naroénym. Pro
sso(x) je kvadratickd odchylka rovna 0.01140528237, pro sigo(z) 0.004065598145 a pro
Sa00() pak 0.001441114406. O

Vztah (4.5) neni z hlediska efektivity vypoc¢tu pfilis vhodny pii praci s ¢astecnymi
soucty vyssich radi. V pripadé kvadratické odchylky funkce a ¢astecného souctu jeji Fou-
rierovy fady je vhodnéjsi pouzit Besselovy identity, viz nasledujici poznamka.

Poznamka. Pro funkci f a jeji Fourierovu fadu plati tzv. Besselova identita

n 2 n
Hf N P o TN
k=1 k=1
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Hodnoty vyraz uvniti tohoto vzorce (norma funkce f, hodnoty Fourierovych koefici-
entd a normy funkei tvoricich ortogonalni systém) lze v nasem piipadé vycislit pfedem a
jsou prakticky nezavislé na stupni ¢astecného souctu. K této tloze se jesté vratime v casti
s TeSenymi priklady:.

Piiklad 4.3. Spocitejme Fourierovu tadu funkce f(x) = |sinx| na intervalu [—m,x|.

Reseni. Budeme postupovat stejné jako v pfedchozim textu.
> f:=x->abs(sin(x)):
> a0:=1/Pi*int (f(x), x=-Pi..Pi);

4
a0 = —
s

> aN:=1/Pixint (f (x)*cos(n*x), x=-Pi..Pi);

2"+ 1)
alN = —7T(—1 )

> bN:=1/Pi*int (f(x)*sin(n*x), x=-Pi..Pi);
bN =0
Fourierova fada by tedy méla mit tvar:
> a0/2+Sum(aN*cos (n*x) +bN*sin(n*x) ,n=1..infinity);
=2 2((=1)" + 1) cos(nx)
m(—1+n?)

2
— + —
g n=1
Vsimnéme si viak, Ze pro n = 1 neni koeficient a; definovan.? Musime tedy tento p¥ipad
vySetfit zvlast.
> al:=1/Pixint (f(x)*cos(x), x=-Pi..Pi);
al :=0
> bl:=1/Pi*int (f (x)*sin(x), x=-Pi..Pi);
bl:=0

Oba koeficienty jsou rovny nule, hledané Fourierova fada mé tvar
> a0/2+Sum(aN*cos (n*x) +bN*sin(n*x) ,n=2..infinity);

2 = 2((=1)"+1)cos(nx)
T * Z B (=14 n?)

n=2

2Totéz plati i pro koeficient by, v nasledujicim piikladu uvidime, jak je v takovém piipadé dilezité
overit také hodnotu druhého z koeficienttl.
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Priklad 4.4. Urcete Fourierovu tadu funkce definované predpisem

0 proxel[-m0)
f(x) = { sin(x) pro x € [0, 7]

na intervalu [—m, ).
Resend.

> f:=x->piecewise(x<0,0,sin(x)):
> a0:=1/Pi*int(f(x), x=-Pi..Pi);

2
a0 = —
m

> aN:=1/Pi*int (f (x)*cos(n*x), x=-Pi..Pi);

alN = —(_1) 1
m(—1+ n?)
> bN:=1/Pi*xint (f(x)*sin(n*x), x=-Pi..Pi);

bN =0

Opét budeme vysetiovat pripad n = 1.
> al:=1/Pi*int (f(x)*cos(x), x=-Pi..Pi);

al ;=0

> bl:=1/Pi*int (f (x)*sin(x), x=-Pi..Pi);
1
bl := —
2
Vsimnéme si, ze koeficient b; je jako jedinny koeficient u sinovych ¢lend nenulovy.
Fourierova fada ma tvar

> a0/2+bl*sin(x)+Sum(aN*cos (n*x)+bN*sin(n*x) ,n=2..infinity);

1 > + 1) cos(nx)
— + —sin(x) +
" > -

Pokud se zamyslime nad ,blizkosti“ funkce f k funkci z pfedchazejiciho prikladu, jisté
nas neprekvapi podobnost jejich Fourierovych fad. Ze znalosti tvaru jedné z rad je snadné
urcit také tvar rady druhé. Il
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Fourierova rada funkce f na intervalu |a, 0]

Opét provedeme vypocet Fourierovy fady funkce f, neomezime se vSak na interval [—7, 7],
ale pfedvedeme si FeSeni pouzitelné pro obecné zadany interval I = [a, b].
Oznacme L délku tohoto intervalu. Pro vypocet koeficienti pouzijeme nasledujici vztahy:

ag = — [ f(z)dx
2 [P 2mnx
@ = 7 (x) cos ( 7 ) dz

2 [ 2
b, = — (m)sin( an) dz

Fourierova fada pak bude mit tvar

- 2 2
%4—;(%(:05( W£x> —i—bnsin( ﬂ;x))

Priklad 4.5. Spocitejte hodnoty koeficienti, Fourierovy tady funkce zadané predpisem
fl@) =1—=2%+z, o € [—3,1] a pomoci grafi vybranych ¢dstecngch souctis ilustrujte
konvergenci Fourierovy rady.

Resent.
> restart:
> assume(n, integer):

Nejdiive zaddme pfedpis funkce, krajni body a délku intervalu. Jejich ulozenim do
proménnych ziskdme moznost v budoucnu snadno modifikovat zadani.
> fi=x->1-x"2+x:
> a:=-1/2:
> b:=1:
> L:=abs(a-b):

S vyuzitim vyse uvedenych vztahi spocitame koeficienty ag, a, a b,.
> a0:=2/L*int (f(x), x=a..b);

al =2

> aN:=2/Lxint (f (x)*cos (2*%Pi/L*n*x), x=a..b);

1 4 4 4 2
alN :=— [ —67n cos m + 9sin 2 + 872n?sin 2 + 272n?sin L
8 3 3 3 3
2 2
— 127n cos (%) + 9sin (%)) /(7r3n3)
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> bN:=2/L*int (f (x) *sin(2*Pi/L*n*x), x=a..b);

1 4 4 4 2
bN := — 3 <67msin <%) + 9 cos (%) + 872n? cos (%) — 272n? cos (%) —
2 2
— 127nsin <%) —9cos (%)) /(Wgn?’)

Jelikoz vysledné vyrazy jsou velice dlouhé, nebudeme zde uvadét celou Fourierovu radu.
Lze ji ziskat nasledujicim ptikazem
> a0/2+Sum(aN*cos (2%Pi/L*n*x) +bN*sin (2*Pi/L*n*x) ,n=1..infinity) ;

Funkci vracejici ¢astecné soucty Fourierovy rady zadefinujeme prikazem
> four:=(m,x)->a0/2+sum(aN*cos (2*Pi/L*n*x)+bN*sin (2*Pi/L*n*x), n=1..m):

Obr. 4.4: Vybrané nahledy z animace (pro m=2, 3, 5 a 10)

Pii vytvareni grafti a animaci postupujeme jiz zndmym zptisobem. Uvedeme pouze
prikazy pro vytvoreni nékolika néhledi z animace.
> with(plots):

> grafl:=plot(f(x), x=a..b, color=aquamarine, thickness=2):

> for i in [2,3,5,10] do

> display(grafl, plot(four(i,x), x=-2..2, color=red, numpoints=300),
scaling=constrained) ;

> end do;

Vysledné grafy jsou na obrazku 4.4. O

4.2 Konvergence Fourierovy rady

Pfifazeni Fourierovy fady k dané funkci f je ovSem zatim pouze forméalni, nebot nevime, zda
tato fada viubec konverguje, a v ptripadé jeji konvergence, zda jeji soucet je f. Dostatecnou
podminku bodové konvergence zminuje Dirichletova véta.

Nazvéme funkci f po cdstech spojitou na intervalu [a, b], pravé kdyz ma na tomto in-
tervalu pouze konecny pocet bod nespojitosti, pficemz tyto body jsou body nespojitosti
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prvniho druhu (tj. v téchto bodech existuji obé jednostranné limity a jsou vlastni). Na-
zvéme funkci f po édstech monotonni na intervalu [a, b], pravé kdyz existuje déleni tohoto
intervalu (s koneénym poctem bodu) tak, ze uvnitt kazdého déliciho intervalu je dana
funkce monoténni.

Véta (Dirichletova). Necht funkce f je po ¢astech spojita a po ¢astech monoténni na
intervalu [—m, 7]. Pak jeji Fourierova fada konverguje na [—m, 7] a jeji soucet je roven:

(1) f(zo) v kazdém bodé xy € (—m, ), v némz je f spojita,

(2) 2[f(zo—) + f(zo+)] v kazdém bod& zo € (—m, 7), v némz je f nespojité,

(3) L[f(=m+) + f(m—)] v krajnich bodech intervalu [, 7],
pficemz symbolem f(zo+) se rozumi ¢islo lim, ...+ f(z), pokud tato jednostranna limita
existuje. Analogicky je f(xo—) = lim, ., f(x).

Tvrzeni predchozi véty je dobie patrné naptiklad na obréazcich 4.2 a 4.4.

Gibbstv jev

V této casti se budeme kratce vénovat problému souvisejicim s konvergenci Fourierovych
fad nespojitych funkci, tzv. Gibbsove jevu. Okolo bodi nespojitosti dochazi u ¢astecnych
soucti Fourierovy fady k ,prekmitim®, dobfe je tento jev patrny na mnoha obrazcich
v dal$im textu, naptiklad na Obr. 4.11 nebo 4.12.

Zajimavé je, ze s vysSimi castecnymi soucty zustava tento prekmit prakticky stéle stejny,
dochazi k nému vsak na stale mensich intervalech. O konvergenci Fourierovy fady stéle plati
tvrzeni uvadéna v Dirichletové véte.

Oznac¢me g(z) liché 2m-periodické rozsiteni funkce f(z) = z z intervalu [0, 7]. Pro funkci

g plati
n+1

=2 Z sin(nz).

Necht s, je n-ty castecny soucet uvedené fady. Pro hodnotu souctu s, v bodé v = 71—~

dostavame .
Sn (7r— —) Z—sm( ) :2;z (%Sin <k§>) .

Blizsim pohledem zjistime, Ze vyraz ve vnéjsi zavorce predstavuje hodnotu funkce
v bodé z = 7 vyraz pred zavorkou znaci délku déleni intervalu. Tedy

n Lk T -
22%(%&1&(%))%2/0 Slzxdx pro n — oo.

sm T
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Hodnota vyrazu na pravé strané je priblizné rovna 3.703874104. Funkce g zde s rostou-
cim n nabyva priblizné hodnoty m, prekmit tedy ¢ini asi 17 procent. Analogicka situace
plati i pro bod z = —7 + 7.

.....

¢astecnych souctl k aproximaci funkce. Z tohoto diivodu se pouziva fada metod na jeho
eliminaci. Uvedme alespon metodu tzv. o-aprozimace, kdy se pouzivaji soucty tvaru

n—1
k
204 Z sinc (—ﬂ) lay, cos(kx) + by sin(kx)]

kde funkce sinc x je zadédna predpisem
' L pro z # 0

sincx =
1 prox=0

K této metodé jesté vratime v ¢asti s fesenymi priklady.

4.3 Pouziti Fourierovych rad

Fourierovy fady maji mnoho aplikaci v matematice ¢i fyzice. Namatkou jmenujme napii-
klad feseni parcialnich diferencialnich rovnic, vysetfovani kmitavého pohybu, sifeni vlnéni,
intenzity a napéti stiidavého proudu atd.

V této casti si predvedeme vyuziti Fourierovych rad pfi vysSetfovani netlumeného harmo-
nického kmitani struny upevnéné na obou koncich. Vyjdeme z tzv. vinové rovnice, pomoci
které se popisuje napriklad sifeni zvuku, sifeni elektromagnetickych signalt a fada dalsich
jevi. V jednorozmérném pripadé ma tato rovnice tvar

Uyt = AUy (4.6)

kde a je konstanta (pro danou strunu a silu napinajici strunu).

u(z,t)

| N\

0] ~— ] T

Obr. 4.5: Tvar struny v Case t.

Ozna¢me u(x,t) vychylku bodu struny o tsecce x v ¢ase t, viz. Obr. 4.5. Necht v dobé
t = 0 je struna vychylena z rovnovazné polohy, takze ma tvar kiivky ¢(z). Ptisobenim sily
napinajici strunu se struna rozkmita. Pro jednoduchost predpokladejme, ze v case t = 0
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maji vSechny body struny rychlost rovnu nule. Z matematického hlediska se tiloha redukuje
na nalezeni funkce u(x,t), ktera vyhovuje rovnici (4.6) a spliiuje poc¢ateéni podminky

u(z,0) = ¢(x) u(z,0) = 0. (4.7)

Tyto podminky vyjadiuji, ze v dobé ¢ = 0 méa struna dany tvar a poc¢atec¢ni rychlost bodi
struny je rovna nule. Dale musi byt splnény hrani¢ni podminky

u(0,t) =0 u(l,t) =0, (4.8)

které vyjadruji, ze konce struny zistavaji v klidu.
Hledejme partikularni feseni tlohy (4.6), (4.7), (4.8) ve tvaru soucinu dvou funkei X ()
a T(t). PFimym dosazenim se snadno presvéd¢ime, Ze funkce

k k
u(x,t) = Cj cos (% t) sin (TW x)

splituje rovnici (4.6) pro libovolné Cy. Funkce také spliiuje obé hrani¢ni podminky a druhou
pocateéni podminku u(x,0) = 0. Aby byla splnéna i prvni poc¢ateéni podminka, polozme

k=1,2,3,... a sestavme nekonecnou fadu z ptislusnych partikularnich reseni:
- - akm km
u(z,t) = ug(x,t) = Crpcos| —t]sin| —=x 4.9
() = 3 el ) = 3 Cucos (77 ) sin () (49)

Je zfejmé, Ze tato fada také vyhovuje rovnici (4.6). Abychom uréily koeficienty Cj, poloZzme

t = 0. Ziskdvame
- k
u(z,0) = ¢(x) = E Cl sin (Tw x) :

C}, jsou tedy Fourierovy koeficienty patfici k trigonometrické fadé, ktera je rozvojem funkce
¢(x) v sinovou fadu na intervalu [0,1]. Z ¢asti 1.2. jiz vime, Ze se jedna o Fourierovu fadu
lichého rozsifeni funkce () na interval [—[, (], tedy

9 [l
Cy = —/ sin (@> o(x)de.
A l

Také k této tloze se jesté vratime v ¢asti s fesenymi priklady, kde ji budeme ilustrovat
na konkrétnim tvaru funkce ().

4.4 Modul FourierTrigSeries

Maple samotny nenabizi procedury pro pocitani Fourierovych fad a manipulaci s nimi.
Z tohoto divodu vzniklo nékolik externich procedur ¢i rovnou celych knihoven s cilem
automatizovat provadéni vypocti Fourierovych fad. Tyto knihovny jsou c¢asto dostupné



4. FOURIEROVY TRIGONOMETRICKE RADY 81

prostfednictvim stranek Maple Application Center,® coZ je databize zapisnikti, knihoven,
navodi a dalsich zdroji souvisejicich s programem Maple.

Jmenujme napiiklad knihovnu FourierSeries, jejimz autorem je Amir Hussein Khan-
shan [32], stejnojmennou knihovnu Wilhelma Wernera [31], ¢ autoriv vlastni modul Fourier
[18]. VSechny tyto knihovny poskytuji nové procedury pro pocitani Fourierovych fad, ¢és-
tecnych souctt, kresleni grafii a také provadéni nékterych dalsich vypoct. Neresi vsak
manipulaci s fadami samotnymi.

Zminéné tii knihovny blize popsal Robert J. Lopez v kratkém seridlu [30] vénovaném
vypoctim Fourierovych fad v programu Maple, publikovaném téz prostirednictvim Maple
Application Center.

V této casti se blize seznamime s novou knihovnou FourierTrigSeries, ktera takrka
plné pokryva funkce zminénych tii knihoven. Prekonava je vsak v moznostech manipulace
s Fourierovymi radami.

Vzorem pro tuto knihovnu byla knihovna OrthogonalSeries, jez je standardni soucasti
programu Maple a ktera slouzi k provadéni vypocti s nekoneénymi radami ortogonalnich
polynom.

Knihovna FourierTrigSeries zavadi nové datové typy pro reprezentaci trigonomet-
rické fady a obsahuje fadu procedur, které se s témito datovymi typy operuji. Vétsina
procedur je blizka procedurdm ze zminéné knihovny OrthogonalSeries, ¢asto s nimi sdili
nazev, funkénost i podobny zptisob pouziti.

Jedné se o néasledujici procedury:

e Add

e Coefficients

e ConvertToSum
e Copy

e Create

e Degree

e Derivate

e Evaluate

e ChangeBasis
e ScalarMultiply
e SimplifyCoefficients

e Truncate

3http:/ /www.maplesoft.com/applications/index.aspx
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‘800 Maple 9.5 Help - [FourierTrigSeries]
File Edit Y¥iew Help

G & BB «=3 F T

0

Contents | Topic | Search [ [ <|» . . .
Topic [FourierTrigseries || FourierTrigSeries package
[ FourierTrigSeries E
3 FourierTrigseries
D FourierTrigSeries, Add
D FourierTrigSeries, ChangeBasis
D FourierTrigSeries, Coefficients ; jDescription
D FourierTrigSeries, ConvertTosum E
[ FourierTrigseries, Copy

by Karel Svor, Facuty of Science, Masayk Unbversty, Czech Repuablic,

RS ONEMARNRIN.CE, WWW INARNUDU.CE [ ~rer Ot ffourier series

» The FourierTrigSeries package contains cormmands to manipulate series of trigonometric polynorials &
& Each command in the FourierTrigSeries package ¢an be accessed by uging either the long form or the short form of |2

D FourierTrigieries, Create : the command name in the command calling sequence,

D FourierTrigSeries, Degree . As the underlving implementation of the FourierTrigSeries package is a module, it is also possible to use the form 7
D FourierTrigseries, Derivate g FourierTrigSeries:-command to access a cormand from the package

[ FourierTrigseries, Drawparmiasum || | Hyjgr of OrthogonalSeries Package Commands

D FourierTrigseries, DrawPeriodicExte| -

The following 15 a list of available commands
D FourierTrigseries, Evaluate

D g Add Create ChangeBasis
F Trigss ExploreF: o
ouriertrigaeries, bplorerouriere E Coefficients ConvertTosum Copy
DFuurlErTrlgSer\es,CetFuunerSenes B R
Create Deqree Derivate
D FourierTrigseries, CetPartialsum
: : DrawPartialsun DrawPeriodicExtension Evaluate
D FourierTrigSeries, ScalarMultiply
" ; " " ExploreFourierseriesCoefficients GetFourierseries GetPartialsum
D FourierTrigseries, SimplifyCoefficient| - :
DFDur’ler’Tr’lgSer’\es,Tr’uncale Scalardultipl SimplifyCoefficients Truncate
: jExamp]es
> FourierTrigSeries[Create]{1/n*2,5inTrigP(n,x)) ;
- sinin x
i=1 Rt

= wi th{FourierTrigSeries);
[Add ChamgeBasis Coefficients CorvertToSum, Copy, Creae, Degree, Devivars, DyawParraium,

[4]

4] [*]

Obr. 4.6: Napovéda ke knihovné FourierTrigSeries.

Déle je v knihovné FourierTrigSeries nékolik procedur, ktéré sviij ekvivalent v knihovné
OrthogonalSeries nemaji, ale jejichz funkce tzce souvisi s tématem Fourierovych rad.

e DrawPeriodicExtension

e DrawPartialSum

e ExploreFourierSeriesCoeflicients
e GetFourierSeries
o GetPartialSum

Pokud je knihovna korektné nainstalovana, je mozné ji nacist prikazem
> with(FourierTrigSeries);
Add, ChangeBasts, Coefficients, ConvertToSum, Copy, Create, Degree,
Derivate, DrawPartialSum, DrawPertodicExtension, Evaluate,
EzploreFourierSeriesCoefficients, FOURIERSERIES, GetFourierSeries,
GetPartialSum, SERIESORTHOGONALSYSTEM, ScalarMultiply,
SimplifyCoefficients, Truncate
Dostupna je také napovéda s blizsim popisem vsech procedur, ktera je plné integrovana
do prostiedi napovédy programu Maple (viz obrazek 4.6).
V nésledujicim textu si jednotlivé procedury blize predstavime a predvedeme zptisob
jejich pouziti. Méjme prosim na pameéti, ze dale uvedené priklady jsou ilustrativni. Jako pa-
rametry procedur jsou zamérné voleny velmi jednoduché vyrazy, na nichz je pak funkcénost
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procedur samotnych dobfe patrna. Z tohoto diivodu neni naprosta vétsina trigonometric-
kych tad, vystupujicich v této kapitole, konvergentni.

Reprezentace trigonometrické fady v knihovné FourierTrigSeries

Nekonec¢na trigonometricka fada je reprezentovana novym datovym typem FOURIERSERIES.
Ten obsahuje charakteristiky této fady, napiiklad hodnoty koeficientti trigonometrické rady
a pouzity ortogonalni systém.

Samotny ortogonalni systém je reprezentovan novym typem SERIESORTHOGONALSYSTEM,
ktery predstavuji nasledujici ¢tyfi definované konstanty: CosSinTrigP v piipadé obecné
trigonometrické fady,* CosTrigP respektive SinTrigP v pfipadé kosinové respektive sinové
fady a kone¢né ExpTrigP2 v pfipadé fady v komplexnim (nebo téz exponencidlnim) tvaru.

Nebude-li feceno jinak, budeme v nasledujicim popisu procedur predpokladat, ze tri-
gonometricka fada je reprezentovana pravé typem FOURIERSERIES.

Procedura Create

Procedura Create slouzi k vytvoreni trigonometrické rady, ktera je reprezentovana ty-
pem FOURIERSERIES. V parametrech procedury je nutné ve specialni formé zadat zakladni
charakteristiky trigonometrické fady, konkrétné hodnoty koeficientti, zvoleny ortogonalni
systém a samoziejmé také proménné reprezentujici index a neznamou. Procedute Create je
mozné predavat parametry nekolika riiznymi zptisoby, které se mimo jiné lisi i v zavislosti
na pouzitém ortogonalnim systému. Jednotlivé zpiisoby jsou blize popsany v napovéde.
Konkrétni pouziti procedury Create pak mize vypadat nasledovné:

> S:=Create({[1,[1,-1]1,[1/2,-1/2]], ’general’=[n,-nl}, CosSinTrigP(n,x));

S =1+ cos(z) — sin(z) + %COS(Q:L’) - %sin(Qx) + (Z(n cos(nzx) — nsin(nx)))

n=3

V tomto piipadé jsme uvedli konkrétni hodnoty koeficientti ag, a1, by, as a by a dale
zadali obecny pfedpis pro hodnoty koeficienti zbyvajicich. Koeficienty jsou zadavany po
dvojicich, jedna dvojice se vztahuje k prislusnym kosinovym a sinovym clentim. Vyjimku
tvofi absolutni ¢len fady, jez je uveden jako prvni.

Ackoliv to z predchoziho vystupu neni patrné,® ziskana fada neni standardni fadou
vzniklou pomoci procedury Sum. Jeji vnitini struktura je od této fady odlisna, zobrazit ji
miizeme pomoci piikazu lprint.

> lprint(S);
‘FourierTrigSeries:-FOURIERSERIES‘ (S)

4Pod timto pojmem se rozumi trigonometricka fada, ve které vystupuji sinové i kosinové ¢leny.
57 divodu vétsi prehlednosti a lepsi Citelnosti je pied vystupem vizualni reprezentace typu
FOURIERSERIES konvertovana procedurou ConvertToSum na ,béznou* nekonecnou radu.
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= [3, infinity],

> print(op(1,S));
1], [(0) = TABLE(sparse, ["bounds" =

ARRAY([O ..
TABLE(sparse, [0 = [1, 0], 1 = [1, -1], 2 = [1/2, (-1)/2]]1),
= TABLE(["period" = 2+*P1,

"table" =
"dim" = 1, "general” = [n, -n]]), (1)
"genre" = CosSinTrigP, "indexz" = n, "variable" = z])])

Overit typ funkéni fady je také mozné pomoci standardni procedury type.

> type(S, FOURIERSERIES);
true
V ptipadé sinové a kosinové fady je pouziti procedury lehce odlisné, jelikoz koeficienty
trigonometrické fady jiz nezadavame po dvojicich.
> Create({[1,2,3], n}, CosTrigP(n,x));
1 + cos(z) 4+ 2 cos(2x) + 3 cos(3z) + (Z n cos(nx))
n=3

Pokud si pfejeme explicitné specifikovat pouze nékteré koeficienty, neni nezbytné uvadet
vsechny koeficienty predchozi.
> Create({[4=[1/2,-1/2], 8=[2,-2]], ’general’=[0,0]}, CosSinTrigP(n,x));

1 1
—cos(4x) — — sin(4x) + 2 cos(8x) — 2sin(8z)

2
Predchozi priklad také ilustroval zpuisob, jak definovat koneény rozvoj. Druhou moz-

nosti je explicitni omezeni poc¢tu ¢lend funkéni rady.
> Create({k, k=1..5}, SinTrigP(k,t));

5
Z nsin(kt)
k=1

Pomoci volitelného parametru je také mozné explicitné zadat periodu rozvoje (impli-
citné je perioda rovna 27). To ndm umozni omezit se pouze na rozvoje, jejichz ¢leny jsou

tvaru
a,cos | —nx | +b,sin [ —nzx |,
p p

kde p € R je uvazovand perioda.

V nésledujicim pfipadé je zadana perioda rovna m, ve vysledném rozvoji tak budou
vystupovat pouze trigonometrické polynomy sudého stupné.
> Create({[1,2,3], n}, SinTrigP(n,x), Pi);

sin(2x) + 2sin(4x) + 3sin(6z) + (i n sin(an))

P1i vypoctech samotnych Fourierovych fad nebudeme proceduru Create pouzivat primo
Vyuzijeme ji ale naptiklad pfi feSeni diferencidlnich rovnic metodou Fourierovych rad.
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Procedury k manipulaci s typem FOURIERSERIES
Procedura Add

Procedura Add vraci soucet dvou trigonometrickych fad. Tyto trigonometrické fady musi
mit stejnou periodu a musi byt kompatibilnich typi. Zatimco rfady s ortogonalnimi systémy
CosSinTrigP, CosTrigP a CosTrigP lze s¢itat mezi sebou libovolné, fadu s ortogonalnim
systémem ExpTrigP2 je moZné secist pouze s fadou s tym# ortogonalnim systémem.°
Kromé dvou povinnych parametri, kterymi jsou sc¢itané trigonometrické rady, je mozné
specifikovat az dva dal$i nepovinné parametry (implicitné jsou rovny jedné). Vystupem
procedury je pak linearni kombinace obou fad pricemz v roli koeficientii této linearni kom-
binace vystupuji pravé tyto nepovinné parametry.
> S:=Create({[1],n}, CosTrigP(n,x));

S:=1+ (incos(nx))

n=1

> 52:=Create({n}, SinTrigP(n,x));

S2 = Z nsin(nz)

n=1

> Add(S, S52);

1+ (Z(n cos(nx) + nsin(nl‘)))

n=1

> Add(S, S2, a, b);

a+ (Z(an cos(nz) + bn sin(nl’))>

n=1

Procedura Copy

Procedura Copy vytvaii kopii zadané trigonometrické fady.” Ackoliv momentalné neni
mozné procedurami z knihovny FourierTrigSeries piimo meénit charakteristiky trigo-
nometrické fady,® situace se mize zménit v nékteré z nasledujicich verzi.

> S:=Create({[1,[1,-1],[1/2,-1/2]], ’general’=[n,-nl}, CosSinTrigP(n,x));

S =1+ cos(z) — sin(z) + %COS(QZU) - %sin(Zx) + (Z(n cos(nz) — nsin(nx)))

n=3

6Samoziejmé je mozné fady nekompatibilnich typt secist po konverzi jedné z nich procedurou
ChangeBasis.

TV ptipadé pfifazeni T:=S; ukazuji obé proménné na stejnou interni strukturu definovanou v programu
Maple. Proto je procedura Copy nezbytna pro vytvoreni ,nezavislého“ duplikatu ptvodni rady.

8Stejné je tomu i v pfipadé knihovny OrthogonalSeries
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> 52:=Copy(S);
. 1 1. S .
S2:=1+ cos(z) —sin(z) + 5 cos(2x) — 5 sin(2zx) + (Z(n cos(nzx) — nsm(mc)))
n=3

Procedura Derivate

Procedura Derivate slouzi k derivovani trigonometrické fady podle zadané neznamé.
> S:=Create({[t], t*n}, CosTrigP(n,x));

S:=t+ (i tncos(nm))

> Derivate(S, x);
oo

Z(—n2t sin(nz))

n=1

1+ (Z n cos(nx))

> Derivate(S, t);

Procedura ChangeBasis

Procedura ChangeBasis slouzi k pfevodu trigonometrické fady obsahujici sinové a kosi-
nové ¢leny na fadu v komplexnim (exponencialnim) tvaru (a naopak). Konkrétné se jedné
o prevod mezi definovanymi systémy CosSinTrigP (respektive CosTrigP a SinTrigP) a
systémem ExpTrigP2.

> S:=Create({ [1’ [1’_1] s [1/2,_1/2]] s ’general,=[n’_n]}’ COSSIHTrlgP(n’X));

S =1+ cos(z) — sin(z) + %COS(Z:L’) - %sin(Qx) + (Z(n cos(nzx) — nsin(nm)))

n=3

> S2:=ChangeBasis(S, ExpTrigP2(n,x));

1 1 1 1 1 1 1 1
S2 .= 1 - s (Iz) S (—1Izx) - iy (2Iz) B (—2Ix)
=+ <2 + 5 )e + 5 73 e =+ 1 =+ 1 e + 171 e +

= 1 1 1 1
+ (Z <<§n + 5]71) elne) 4 (gn — 5]71) e(_lm)))
n=3

> ChangeBasis(S2, SinTrigP(n,x));
‘Cannot convert to SinTrigP, converting to CosSinTrigP°

1 + cos(z) — sin(z) + %cos(2x) — %sin(2a:) + (Z(n cos(nzx) — nsin(nx)))

n=3
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V poslednim pfipadé nebylo mozné fadu s ortogonalnim systémem ExpTrigP2 pievést
na pozadovany ortogonalni systém SinTrigP, proto byla automaticky prevedena na orto-
gonalni systém CosSinTrigP.

Procedura ScalarMultiply

Pomoci procedury ScalarMultiply je mozné vynasobit koeficienty trigonometrické fady
konstantou ¢i algebraickym vyrazem. Tento vSak nesmi zaviset na neznamé a indexu, které
v této trigonometrické radé vystupuji.

> S:=Create({[1,[1,-1],[1/2,-1/2]], ’general’=[n,-nl}, CosSinTrigP(n,x));

S :=1+ cos(z) — sin(z) + %cos(Zx) — %sin(2x) + (Z(n cos(nzx) — nsin(nx)))

n=3

> ScalarMultiply(S, 1-alpha);

1—a+(1—a)cos(x)+ (—1+ «a)sin(x) + <% — %a) cos(2z) +
-+(—%+%a>%sm@xy+(g;«1—ayumamm—41—aymm@m»>

Procedura SimplifyCoefficients

Tato procedura slouzi k tpravam koeficientti trigonometrické rady. Jejim prostiednictvim
je mozné na koeficienty trigonometrické rady napiiklad aplikovat proceduru simplify a
tak tyto koeficienty zjednodusit.

> S:=Create(-1/(n-1), SinTrigP(n,x));

=3 (-7

n=1

> 82:=Create(n/(n-1), SinTrigP(n,x));

n=1

> Add(S, S2);

§;<nﬁl_nil>ﬂmmﬂ

> SimplifyCoefficients(’, simplify);

Z sin(nx)
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Procedura Truncate

Vystupem procedury Truncate je castecny soucet zadané trigonometrické fady. Tento
castecny soucet je stale reprezentovan typem FOURIERSERIES.

> S:=Create({[1,[1,-1]1,[1/2,-1/2]], ’general’=[n,-nl}, CosSinTrigP(n,x));

S =1+ cos(z) — sin(z) + %cos(2m) - %Sin(Zx) + (Z(n cos(nx) — nsin(mc)))

> S2:=Truncate(S, 5);

S2:=1+ cos(x) — sin(z) + %cos(Qx) — %sin(?x) + (Z(n cos(nz) — nsin(nm)))

n=3

> lprint(S2);
‘FourierTrigSeries:-FOURIERSERIES‘ (S2)

Dalsi procedury pracujici s typem FOURIERSERIES
Procedura Coefficients

Tato procedura slouzi k vypisu hodnot koeficientti nekonecné rady. V piipadeé, ze je tato
fada jedinnym parametrem procedury, je vysledkem obecny predpis pro hodnoty koefici-
enti.

> S:=Create({[1,[1,-1]1,[1/2,-1/2]], ’general’=[n,-nl}, CosSinTrigP(n,x));

n=3

S :=1+ cos(z) — sin(z) + %COS(Q:L‘) - %sin(Qm) + (Z(n cos(nzx) — nsin(mc)))
> Coefficients(S);
[n7 _n]

Pomoci druhého parametru se odkazujeme na konkrétni clen rady.
> Coefficients(S, 0);

> Coefficients(S, 2);

> Coefficients(S, 5);
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Procedura Degree

Vystupem procedury Degree je stupen trigonometrické rady. V pfipadé konec¢ného roz-
voje je roven stupni tohoto trigonometrického polynomu. V ptipadé nekonecné tady je jeji
stupen roven nekonecnu.

> S:=Create({[1,[1,-1],[1/2,-1/2]1, ’general’=[n,-n]}, CosSinTrigP(n,x));

S =1+ cos(z) — sin(z) + %COS(QZE) - %sin(Qx) + (Z(n cos(nz) — nsin(nx)))

n=3

> Degree(S);

> S2:=Truncate(S, 5);

S2:=1+ cos(x) — sin(z) + %COS(Z%‘) — %sin(Qx) + (Z(n cos(nz) — nsin(nm)))

n=3

> Degree(S2);

Procedura ConvertToSum

Procedura ConvertToSum slouzi ke konverzi funkéni fady reprezentované pomoci typu
FOURIERSERIES na ,obycejnou” fadu vzniklou pouzitim procedury Sum. Jedinnym para-
metrem procedury je fada typu FOURIERSERIES.

> S:=Create({[1,[1,-1]1,[1/2,-1/2]], ’general’=[n,-nl}, CosSinTrigP(n,x));

S =1+ cos(z) —sin(z) + %COS(QQ:) — %Sin(Zx) + (Z(n cos(nzx) — nsin(nx)))

n=3

> lprint(S);
‘FourierTrigSeries:-FOURIERSERIES‘ (S)
> §2:=ConvertToSum(S) ;

n=3

S2:=1+ cos(x) — sin(z) + %cos(Zx) — %sin(?a:) + (Z(n cos(nz) — nsin(nm)))

> lprint(S2);
1+cos(x)-sin(x)+1/2*xcos (2*xx)-1/2*sin(2*x) +(Sum(n*cos (n*x) -n*sin(n*x), n = 3
. infinity))
Takto reprezentovanou fadu vyuzijeme v ptipadech, kdy je reprezentace fady pomoci
datového typu FourierTrigSeries pro dalsi vypocty nevhodné.
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Procedura Evaluate

Pomoci procedury Evaluate muzeme do trigonometrické rady za neznamou dosadit kon-
krétni vyraz.

> S:=Create({n}, CosTrigP(n,x));

S = Z n cos(nx)
n=1

> Evaluate(S, x=Pi);
o0
S = chos(mr)
n=1

Pomoci procedury Evaluate s parametrem trunc lze také ziskat castecny soucet trigo-
nometrické rady.

> Evaluate(S, trunc=5);
cos(x) + 2 cos(2z) + 3cos(3x) + 4 cos(4x) + 5 cos(bx)

Predchozi dvé moznosti lze také vzajemné kombinovat.
> Evaluate(s, x=Pi/4, trunc=5);

—4—;\/5

Procedura GetPartialSum

Podobné jako u procedury Truncate, také vystupem procedury GetPartialSum je ¢astecny
soucet zadané trigonometrické rady. V jejim pripadé je ale tento ¢aste¢ny soucet automa-
ticky konvertovan procedurou ConvertToSum na bézné pouzivanou reprezentaci, ziskanou
pomoci procedury Sum.

> s:=Create({[1, [1,-11,[1/2,-1/2]], ’general’=[n,-n]}, CosSinTrigP(n,x));

S =1+ cos(z) — sin(z) + %COS(Q:L’) - %sin(Qx) + (Z(n cos(nzx) — nsin(nx)))

n=3

> S2:=GetPartialSum(S, 5);

S2:=1+ cos(z) — sin(z) + %cos(Zx) - %sin(Zm) + (Z(n cos(nx) — nsin(nx)))

n=3

> lprint(S2);
1+cos(x)-sin(x)+1/2*cos(2*x)-1/2*sin(2*x)+(Sum(n*cos (n*x) -n*sin(n*x), n = 3

. B))
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Procedury pro vypocty Fourierovych rad
Procedura GetFourierSeries

Procedura GetFourierSeries pocita Fourierovu fadu zadané funkce na daném intervalu.
Vysledné Fourierova fada je reprezentovana typem FOURIERSERIES.

Prvnim parametrem této procedury musi byt realna funkce, druhym pak proménna a
interval, na kterém Fourierovu fadu pocitame.

> GetFourierSeries(cos(x)"4, x=-Pi..Pi);

3 1 1
3 + 5 cos(2z) + 3 cos(4x)

> GetFourierSeries(x~2, x=-Pi..Pi);

1, . 4(—1)" cos(nx)
3" * <Z n? >

n=1

Tuto fadu mizeme pomoci procedury ChangeBasis prevést do komplexniho (exponen-
cialniho) tvaru. Téhoz ale docilime pfimo pouzitim volby exp.

> GetFourierSeries(x~2, x=-Pi..Pi, exp);

1 ) ° 2(_1)ne(1nx) 2(_1)ne(—1n1‘)
57’(’ + <Z ( n2 + n2

n=1

Procedurou GetFourierSeries lze pocitat také sinovy respektive kosinovy rozvoj dané
funkce (tedy Fourierovu fadu lichého respektive sudého periodického rozsifeni této funkce),
k tomu slouzi volby odd a even. V tomto pfipadé musi byt jeden z krajnich bodi intervalu
roven nule.

> GetFourierSeries(x,x=0..Pi, odd);

i (_2(—1)”nsin(nx)>

n=1

> GetFourierSeries(x,x=0..Pi, even);

1 = 2((—1)" — 1) cos(nzx)
2" - (Z n? >

n=1

Také volby odd a even miizeme kombinovat s volbou exp.

> GetFourierSeries(x,x=0..Pi, even, exp);

1 (1) = Delm)(—1)" = 1)el-Tm)
e (g e

n=1
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Procedura ExploreFourierSeriesCoefficients

Vystupem procedury GetFourierSeries je jiz cela Fourierova rada. Naopak proceduru
ExploreFourierSeriesCoefficients vyuzijeme v ptfipadé, kdy chceme znat pouze hod-
noty koeficienti Fourierovy rady. Kromé samotnych koeficientti je dale vystupem procedury
také formalni tvar Fourierovy rady.

> ExploreFourierSeriesCoefficients(signum(sin(2*x)), x=-Pi..Pi);

%ao + (Z(an cos(nz) + by, Sin(”@))

n=1
a, =0

2((=1)"+1—2cos (3nm))

b, =
Tyto informaci lze sice ziskat také nasledujicimi prikazy,

> GetFourierSeries(signum(sin(2#*x)), x=-Pi..Pi);

=2 ((=1)" + 1 —2cos (3n7)) sin(nz)

2 o

n=1

> Coefficients(%);

™

lo, 2((—1)" +1 - 2cos (%mr))]

ale procedura ExploreFourierSeriesCoefficients umoznuje tyto koeficienty prozkou-
mat detailnéji a to pomoci t¥etitho (nepovinného) parametru, jehoz hodnota uréuje poza-
dovanou ,urovern detailu® (implicitné je roven 1).

> ExploreFourierSeriesCoefficients(signum(sin(2*x)), x=-Pi..Pi, 2);

1 o0
500 + (;(an cos(nz) + by, sin(nm)))
a, =0
2(=1+(=1)%) _
bn _ I R n = 2k
0 n=2k+1

> ExploreFourierSeriesCoefficients(signum(sin(2*x)), x=-Pi..Pi, 4);

—ao + (Z a, cos(nx) + by, sm(nx)))

n=1

a, =0
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0 n = 4k
b 0 n =4k +1
no 4 n=4k + 2

7(2k+1)
0 n =4k + 3

Pomoci volby exp lze opét pracovat s fadou v komplexnim tvaru.
> ExploreFourierSeriesCoefficients(signum(sin(2*x)), x=-Pi..Pi, 4, exp);

o+ <Z (cpem) + c_ne(_lm))>

n=1
CQZO
0 n = 4k
0 n=4k+1
Cn = _
——W(ﬁil) n = 4k + 2
0 n=4k+3
0 n = 4k
0 n=4k+1
Cop = 21 _

0 n =4k +3
V piipadé kone¢ného rozvoje jsou explicitné uvedeny hodnoty vSech nenulovych koefi-
cienti.
> ExploreFourierSeriesCoefficients(cos(x)~4, x=-Pi..Pi);

lao + (Z(an cos(nz) + by, sin(nﬂﬁ))>

2
n=1

3 _
1 n=>0
1

Gy = 1 B
3 n=4
0 otherwise

b, =0

Procedury s grafickym vystupem
Procedura DrawPartialSum

Procedura DrawPartialSum usnadnuje kresleni grafii ¢astecnych soucttt Fourierovych fad
reprezentovanych typem FOURIERSERIES. Je ekvivalentni postupnému pouziti procedur
GetPartialSum a plot.’ Ocdekava dva povinné parametry. Prvnim je Fourierova fada a
druhym index ¢astecného souctu. Dale lze vyuzit sirokou paletu voleb, jez ovliviiuji podobu
visledného grafu a které jsou shodné s volbami pouzivanymi v procedufe plot.?

9Nebo také Truncate, ConvertToSum a plot.
10Popis téchto voleb je dostupny prostiednictvim napovédy, napiiklad zadanim piikazu ?plot/options.
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Obr. 4.7: Vystup procedury DrawPartialSum, graf ¢astecného souctu ss.

Obr. 4.8: Sudé periodické rozsifeni funkce f(x) =z, x € [0, 7].

> S:=GetFourierSeries(x,x=0..Pi,even):
> DrawPartialSum(S, 3, -8..8, scaling=constrained, color=blue);

Vysledny graf je na obrazku 4.7.

Procedura DrawPeriodicExtension

Procedura DrawPeriodicExtension kresli graf periodického rozsiteni zadané funkce. Vy-
uziti najde zejména pfi ilustraci konvergence Fourierovy fady prostfednictvim grafti a ani-
maci s ¢astecnymi soucty.

Prvnim parametrem je pozadovana funkce, druhym parametrem proménna a zakladni
interval a tfetim parametrem horizontalni rozsah vysledného grafu. Déle je mozné uvést
rizné volby ovliviujici podobu vysledného grafu, podobné jako tomu bylo u procedury
DrawPartialSum.

Navic jsou k dispozici dalsi tii volby. Volby odd a even slouzi pro kresleni lichého
respektive sudého periodického rozsireni.

> DrawPeriodicExtension(x, x=0..Pi, -8..8, even, scaling=constrained);

Volba drawlimits zvyrazni limity Fourierovy rady zadané funkce v bodech nespojitosti
této funkce.

> DrawPeriodicExtension(exp(x), x=-Pi..Pi, -12..12, drawlimits,
color=aquamarine) ;

Vystupy pfedchozich dvou piikazti jsou na obrazcich 4.8 a 4.9.
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Obr. 4.9: 27m-periodické rozsiteni funkce f(z) = e”.

Instalace knihovny FourierTrigSeries

Nejnové&jsi verze!! knihovny FourierTrigSeries lze ziskat na domovské strance projektu.'?
Jeji funkénost v programu Maple byla testovana ve verzich 8, 9, 9.5, 10 a 11.

Nasledujici postup instalace se tyka Maplu 8, 1ze jej vSak realizovat i v jinych verzich.

1. Modul se sklad4 ze souborti maple.lib, maple.ind a maple.hdb.!® Nejdiive je tfeba
vytvorit novy adresar a tyto soubory do tohoto adresare zkopirovat. Predpokladejme,
7e soubory knihovny se nachazi v adresafi c:/devel/maple/fouriertrigseries!?.

2. Jména adresait, ve kterych se moduly hledaji, jsou uloZzeny v proménné libname.
Pro pouziti modulu tedy staci zadat nasledujici piikaz.

> libname:=libname, "c:/devel/maple/fouriertrigseries":
3. Abychom tento ptikaz nemuseli zadavat pri kazdém spusténi programu Maple, vytvo-

fime tzv. inicializa¢ni soubor, do kterého piikaz vlozime. Na platformé Windows se
tento soubor jmenuje maple.ini'® a Maple jej hled4 v adresafich "Maple 8/Lib"'6,

1 Aktudlné se jedna o verzi 0.41.

2http://www.math.muni.cz/~xsrot/fourierseries

13Soubor maple.hdb obsahuje stranky napovédy ke knihovné FourierTrigSeries, k béhu samotnjch
procedur neni nezbytny.

14V Maplu lze misto zpétného lomitka pouzit v cesté lomitko bézné. Zpétné lomitko je specialni znak
a bylo by tedy nutné jej psat zdvojené, navic se tak snizuji rozdily mezi platformami Unix popf. Linux a
Windows.

15Pozor, nezaméiiovat se souborem maple8.ini ¢ souborem podobnym v jinych verzich.

16nMaple 8" zde oznacuje adresaf ve kterém je Maple nainstalovan.



4. FOURIEROVY TRIGONOMETRICKE RADY 96

v pracovnim adresafi, "Maple 8/Users" ¢i adresafi s uzivatelovym profilem. V Uni-
xovych systémech se inicializa¢ni soubor jmenuje .mapleinit a musime jej umistit
do svého domovského adresare.

4. Po spusténi programu Maple by jiz mélo byt mozné knihovnu nacist prikazem

> with(FourierTrigSeries);

On-line vypocty Fourierovych rad

Soucasti webovych stranek o knihovné FourierTrigSeries je i webova aplikace Fou-
rier trigonometric series calculator. Aplikace demonstruje moznosti nékterych procedur
knihovny FourierTrigSeries a s vyuzitim platformy MapleNet umoznuje provadét vypo-
¢ty Fourierovych fad on-line pouze prostiednictvim internetového prohlizece.

Rozhrani pro vypocty je slozeno ze ¢tyr formulait. Prvni formuldfr slouzi k zadéani
dat nezbytnych pro vsechny tii dostupné druhy vypoctd, konkrétné se jedna o predpis
vysSetfované funkce a interval pro vypocet rozvoje. Nezbytné je pfi zadavani dat pouzit
syntaxe programu Maple.

Prosttednictvim druhého formuléfe se provadi vypocet Fourierovy fady zadané funkce,
vysledna tfada je vracena v trigonometrickém a komplexnim tvaru. Pfi vypoctu je tedy
vyuzita procedura GetFourierSeries. Tato situace je zachycena na obrazku 4.10.

Prostfednictvim tfetiho formulafe se pocitaji ¢asteéné soucty Fourierovy tady (opét
v trigonometrickém i komplexnim tvaru). V tomto ptipadé je nezbytné konkretizovat po-
zadovany castecny soucet. Soucasti vysledku je i graf ziskaného castecného souctu. Pii
vypoctu jsou vyuzity procedury GetFourierSeries a GetPartialSum.

Posledni formular umoznuje blizsi pohled na hodnoty koeficientit Fourierovy rady ve
smyslu, jak to umoziuje procedura ExploreFourierSeriesCoefficients.

4.5 Resené priklady

V této kapitole vyuzijeme procedur modulu Fourier pfi feseni nékolika ptikladt. Presto
je v nékterych pripadech nutné pti vypoctu asistovat ,rucné“.

Piiklad 4.6. Vypocitejte Fourierovu fadu funkce y = 5 —5 na intervalu [0, 27] a vykreslete
grafy castecnych soucti si, Sg, S4 a Sg.

Reseni. Pro vypocet Fourierovy fady pouzijeme proceduru GetFourierSeries. Vyslednou
fadu ulozime do proménné a pouzijeme ji pii kresleni grafu.

> f:=x->Pi/2-x/2:

> FS:=GetFourierSeries(f(x) ,x=0..2%Pi);

oo

S Z sin(nx)

n

n=1
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Priklad 4.7. Urcete Fourierovu Tadu funkce
intervalu [—1,1].

Fourier trigonometric series calculator

Karel Srot, xsrot(at)ymath.muni.cz, http:/www.math.muni.cz/~xsrot
Faculty of Science, Masaryk University

This web page allows you to compute Fourier series expansion for the given
function. Java JRE is not required in your web browser. All calculations are done
on MapleNet server using FourierTrigSeries package for Maple.

Enter the function, it's variable and specify the interval for Fourier series
expansion. Use Maple syntax.

Function: Variable: Interval: N -- G

I want to know Fourier I want to know the | want to see Fourier
series expansion for partial sum of the series coefficients in
the given function. Fourier series. more detail.

Calculate Terms: Calculate Level: Calculate

Fourier trigonometric series:

n
1/3 TT2+E;O:14 —1) cgsmx}

n

Fourier series in the complex form:

1/372+3 2!

—1)"einz ) re—

2L

n? n?

since 11/02/2007

Obr. 4.10: Webové rozhrani aplikace Fourier trigonometric series calculator.

Pomoci grafu si znazornime periodické rozsiteni funkce f a vybrané ¢astecné soucty.

gb:=DrawPeriodicExtension(f(x),x=0..2%Pi,-Pi..3%Pi,drawlimits,

color=aquamarine,thickness=2):

gl:

:=DrawPartialSum(FS, 1, -Pi..3%Pi, color=green):
:=DrawPartialSum(FS, 2, -Pi..3*Pi, color=blue):
:=DrawPartialSum(FS, 4, -Pi..3%Pi, color=violet):
=DrawPartialSum(FS, 8, -Pi..3*Pi, color=red):

plots[display] (gb, g1, g2, g3, g4);
Vysledny graf je na obrazku 4.11.

0

y = cos(ax) s parametrem a € R — {0} na
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8
Obr. 4.11: Periodické rozsiteni funkce y = § — § a vybrané castecné soucty.
Resend.
> f:=x->cos(a*x):
> GetFourierSeries(f,x=-1..1);
(o]
sina 2a(—1)"sin a cos(mnx)
+ 2
— m2n
n=1
O

Priklad 4.8. Vypocitejte Fourierovu tadu funkce zadané predpisem

_J a prox <0
f(x)_{b pro x >0

na intervalu [—m, 7], kde a, b jsou pevné zvolené redlné parametry.
Resend.

> f:=x->piecewise(x<0,a,b):
> GetFourierSeries(f(x),x=-Pi..Pi);

a((=1)"-1) b((—l)”—l))

7rb+7ra+i( n

n=1

sin(nx)

™
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Tento vysledek miizeme zjednodusit naptiklad procedurou SimplifyCoefficients.
> SimplifyCoefficients(’,, simplify);

1 1 = ((=1)" = 1)(a — b) sin(nx
§a+§b+;(( ) )Em ) sin(nz)

0

Piiklad 4.9. Vypocitejte Fourierovu tadu funkce y = x cos x na intervalu [—m,w|. Pomoci
animace zndzornéte konvergenci tady k periodickému rozsireni funkce f.

Resend.
> f:=x->x*cos(x):
> FS:=GetFourierSeries(f(x),x=-Pi..Pi);

‘ 1. = 2n(—1)"sin(nx)
FS._—§s1na:+Z R
n=2
Vsimnéme si, ze pro n = 1 bychom dostali ve jmenovateli zlomku nulu. S tim jsme se jiz
setkali u prikladt 4.3 a 4.4. Zde vsak procedura GetFourierSeries tento piipad vyftesila
sama, nas zasah tedy neni nutny.
Nyni pristoupime k vytvoreni animace.
> gb:=DrawPeriodicExtension(f (x) ,x=-Pi..Pi,-6..6,drawlimits,
color=aquamarine,thickness=2):
> anim:=seq(plots[display] (gb, DrawPartialSum(FRada,i,-6..6,
numpoints=250)), i=0..20):
> plots[display] (anim, insequence=true,scaling=constrained);
Vybrané nahledy z animace jsou na obrazku 4.12. Il

Piiklad 4.10. Funkci y = arcsin(sinz) rozvirite v Fourierovu fadu.

Resend. Tentokrat zjistime, ze postup uzivany diive nevede k cili. Maple nedokéZe spocitat
pozadované integraly. Zde je tfeba Maplu asistovat a danou funkci nejdrive upravit. Staci
si uvédomit, ze na intervalu [—m, 7| mizeme funkci f nahradit funkei g s pfedpisem

7T E—
g(z) = T proz € [-5,7)
T—x prox € [g,m.

V oboru realnych ¢isel je pak funkce f periodickym rozsifenim funkce g. Lehce se o tom
miizeme presvedcit napriiklad z grafti obou funkci.

Nyni jiz Fourierovu fadu spocitdme znadmym postupem.
> g:=x->piecewise(x<-Pi/2,-x-Pi,x<Pi/2,x,Pi-x):
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s 2 0 ‘ 4 6 -6 4 2 : 4 S
—14 -1
-2 -2

-39
Obr. 4.12: Vybrané nahledy z animace (¢astecné soucty si, S4, S19 & S20)

> GetFourierSeries(g(x),x=-Pi..Pi);
1

%nw)j—l;os(%nﬂ)nw 4 2sin(2n7r);gos(én7r)n7r> sin(nx)

oo QSin(
= | w

> SimplifyCoefficients(%, simplify);

=, 4sin(37n) sin(nz)
2

mn?
n=1

Poznamenejme jesté, ze budeme-li se zabyvat funkci f pouze na intervalu [—7, 7],

muzeme ji nahradit funkei g(x) = x. Jeji Fourierova fada bude mit tvar

> —1)"sin(2nx
S~ (L sin(an)

n

n=1

g

Piiklad 4.11. Spocitejte Fourierovu fadu funkce y = sgnx pro x € [—m, 7| a urcete
funkcéni hodnoty castecnych soucti s, (7r — %) pro n = 10,50, 100, 500, 1000, 5000, 10000.
Ddle nakreslete graf castecneého souctu sog a graf prislusného souctu ziskaného metodou
o-aproximace.

Reseni. Pii vypocétu funkénich hodnot ¢asteénych souctit Fourierovy fady vyuZzijeme pro-
ceduru Evaluate z knihovny FourierTrigSeries.
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> f:=x->signum(x):
> FS:=GetFourierSeries(f(x), x=-Pi..Pi);
= 2((=1)" — 1) sin(nx
ps o 322D Dsin(u)
— ™
> for i in [10,50,100,500,1000, 5000, 10000] do
> evalf (Evaluate(FS, x=(Pi-Pi/i), trunc=i));
> end do;
1.182328208
1.179113102
1.179013079
1.178981076
1.178980077
1.178979754

1.178979737

Vsimnéme si, ze hodnota ,prekmitu“ se s rostoucim n vyznamné neméni a ¢ini témér
18procent.

Néasledné nadefinujeme funkci sincx, pomoci cyklu sestrojime aproximovany soucet a
vykreslime oba pozadované grafy.
sinc:=x->piecewise(x=0,1,sin(x)/x):
N:=20:
s:=Coefficients(FS, 0):
for i from 1 to (N-1) do
s:=s+sinc(i*Pi/N)*Coefficients(FS,i) [2] *sin(i*x):
end do:
plot(GetPartialSum(FS,20), x=-2%Pi..2*Pi, numpoints=200,
scaling=constrained) ;
> plot(s,x=-2%Pi..2%Pi,scaling=constrained,numpoints=200) ;

V V V V V V V

Grafy obou souctii jsou na obrazku 4.13 U
Piiklad 4.12. Spocitejte Fourierovu Tadu funkce y = x pro x € |[—m, 7| a s vyuZitim
Besselovy identity spocitejte kvadratickou odchylku castecnych souctd stupnd 100, 500 a
1000.

Resend.
> FS:=GetFourierSeries(f(x), x=-Pi..Pi);

FS = i 2(_1)(

1+n) sin(na)

n

Vipocet kvadratické odchylky pomoci diive uvedené funkce qdev, ktera vyuziva vztahu
(4.5), by byl ¢asové i pamétové naroény. Nize uvedend procedura qdevBE vyuziva pii vy-
poctu Besselovy identity.
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Obr. 4.13: Césteény soucet so a jeho o-aproximace.
> qdevBE:=proc(f, var, N) local FS, L, normf, tmpsum, res, ij;
> FS:=GetFourierSeries(f,var);
> normf:=int(f°2,var);
> L:=op(2, op(2,var)) - op(1l, op(2,var));
> tmpsum:=L*Coefficients(FS,0)"2;
> for i from 1 to N do
> tmpsum:=tmpsum + L/2*%(Coefficients(FS,i)[1]"2+Coefficients(FS,1i)[2]"2);
> end do:
> res:=evalf (sqrt(normf - tmpsum));
> return res;
> end proc:

Nyni jiz mtzeme pristoupit k pozadovanym vypoctim.
qdevBE(f (x) ,x=-Pi..Pi,100);

0.3536063890
qdevBE(f (x) ,x=-Pi..Pi,500);

0.1584538800
qdevBE(f (x) ,x=-Pi..Pi,1000);

0.1120718057

O
Nyni se vratime k tloze o kmitani struny z ¢asti 4.3.

Piiklad 4.13. Illustrujte pomoci animace kmitdani struny, jejiz krajni body jsou [0,0] a
[7,0] a jejiz vijchozi tvar pri napnuti popisuje funkce
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Resend. Vyjdeme ze zavért ucinénych v &asti 4.3. Nejdifve nadefinujeme funkci p(z) a jeji
liché rozsiteni.
> restart:
> with(FourierTrigSeries):
> phi:=x->piecewise(x<Pi/2 ,x/2,Pi/2-x/2):
Nakreslime graf zachycujici poc¢atecni tvar struny. Zaroven graf ulozime do proménné,
pozdéji jej vyuzijeme také pfi vytvareni animace.
> gl:=plot(phi,0..Pi, scaling=constrained, thickness=2,
color=aquamarine) :%;
Spoc¢itame Fourierovu fadu lichého rozsifeni funkce p(z).

> FS:=GetFourierSeries(phi(x), x=0..Pi, odd);

N (cos(éﬂn)n;rnt2sin(éﬂ'n) o 2sin(%7rnl:2cos(é7m)nﬂ'> sin(n:p)
FS .= Z
n=1 m

> FS:=SimplifyCoefficients(FS, simplify);

>, 2sin (37n) sin(nz)
FS = Z 2 —
n=1

Nyni z této fady vytvorime pomoci procedury Create novou fadu tak, ze koeficienty
fady rozsirime vyrazem cosnt.

> FS2:=Create(Coefficients(FS)*cos(n*t), SinTrigP(n,x));

Py i 2sin ($7n) cos(nt) sin(nz)

mn?

n=1

Pro aproximaci funkce ¢(x) pouzijeme prvnich 15 ¢lent fady.

> s:=GetPartialSum(FS2, 15);

::2Sin($) cos(t)  2sin(3x) cos(3t) n 2 sin(bx) cos(bt) 2 sin(7z) cos(7t)

T 9 T 25 T 49 T
2 sin(9x) cos(9t) 2 sin(11z) cos(11¢) N 2 sin(13x) cos(13t)
81 s 121 s 169 us
2 sin(15z) cos(15t)
225 T

Nyni jiz mtzeme prikrocit k sestrojeni animace.
> with(plots):
> g2:=animate(s,x=0..Pi,t=0..2%Pi,frames=50, scaling=constrained):
> display(gl,g2);
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Obr. 4.14: Vybrané néhledy z animace kmitajici struny

Vybrané nahledy z animace jsou obrazku 4.14. Cervenou barvou je zndzornéna kmitajici
struna, zelenou pak graf funkce ¢(x).

Animaci s ¢asovym pribéhem prvnich tfi nenulovych harmonickych slozek zobrazime
napiiklad nasledujici sérii prikazu.
> Hl:=GetPartialSum(FS2,1):
> H3:=GetPartialSum(FS2,3)-GetPartialSum(FS2,2):
> H5:=GetPartialSum(FS2,5)-GetPartialSum(FS2,4):
> animate(H1,H3,H5,x=0..Pi,t=0..2%Pi, frames=50);

Doporucujeme ¢tenari vyzkouset uvedeny postup také s funkcemi

r  prox€l0,F)
27

qﬁ(x):i:c(x—w) a P(r) = %ﬂ—x pro z € [§, %)

0 proze |3,
Priklad 4.14. Metodou Fourierovych tad veste diferencidlni rovnici

p B > sinna
y +29—Z nt

n=1

Reseni. Budeme postupovat podobné jako v pifipadé fad mocninnych. Vytvoiime tedy
obecnou reprezentaci Fourierovy fady a dosadime ji do fesené diferencialni rovnice. Hod-
noty koeficientt pak ziskame porovnanim s fadou na pravé strané.

Nejdriive vytvorime reprezentaci pravé strany rovnice. Vyuzijeme jiz zminéné procedury
Create.
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> RHS:=Create({[0], general=[0,1/n"4]}, CosSinTrigP(n,x));

RIS — i sinnz

n

n=1

Néasledné vytvorime obecnou reprezentaci Fourierovy rady.
> FS:=Create({[a0], ’general’=[aN,bN]}, CosSinTrigP(n,x));

FS:=a0+ Z (aN cos(nx) + bN sin(nz))

n=1

Nyni tuto fadu dvakrat derivujeme a k vysledku pricteme dvojnasobek rady samotné.
Ziskame tak levou stranu diferencialni rovnice po dosazeni obecné Fourierovy rady.
> tmp:=Derivate(Derivate(FS, ’x’), ’x’);

tmp := Z (—=n*aN cos(nz) — n*bN sin(nz))

n=1

> LHS:=Add (tmp,FS, 1, 2);

LHS :=2a0 + Z ((2aN — n*aN) cos(nx) + (2bN — n*bN) sin(nz))

n=1

Konec¢né odecteme pravou stranu rovnice od levé.
> S:=Add(LHS,RHS, 1, -1);

— 1
S = 2a0 + Z ((2aN —n?aN) cos(nx) + (_ﬁ + 2bN — nsz) sin(nx))
n=1

Ziskali jsme nekonec¢nou radu, jejiz vsechny koeficienty musi byt rovny nule. V nasem
pripadé stac¢i pouze sestrojit a vyfesit soustavu rovnic pro neznamé aN a bN.

> Coefficients(S);
2 1 2
{2@]\7 —n'aN,—— +2bN —n bN}
n
> {%[11=0, %[2]=0};
1
{2aN — naN =0, -——+ 2bN — n’bN = 0}
n

> solve(%, {al, bN});

1

N=ObN=——
{a ’ n*(—2 + n?)

}
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Konec¢né mizeme sestrojit hledané feseni.
> Y:=Create({subs(%, bN)}, SinTrigP(n,x));

5 ()

Nyni bychom méli overit, zda tato fada opravdu konverguje. Tento tikol pirenechame
¢tenari, aplikaci Weierstrassova kritéria lze dokazat stejnomérnou konvergenci uvedené
fady. Spravnost feseni muzeme ovérit jeho dosazenim do levé strany rovnice.

> Add(Derivate(Derivate(Y, ’x’), ’x’), Y, 1, 2);

i (_n4(—22+ ) " n2(—21+ n2)) sin(nz)

n=1

> SimplifyCoefficients(%, simplify);

oo .
Z S nx
77,4

n=1

4.6 Fourierovy rady a jiné ortogonalni systémy
Mimo ortogonalni systém (4.1), jez byl zminén na zac¢atku kapitoly, existuji i dalsi ortogo-
nalni systémy. Napiiklad systémy funkci

1,cosx, cos 2z, cos 3z, . ..

sin x, sin 2z, sin 3z, . . .

jsou ortogonélni na intervalu [0, 7]. Prakticky jsme se s nimi jiz setkali pfi hledani Fourie-
rovy Tady sudého respektive lichého periodického rozsiteni funkce definované na itervalu
0, 7].

Dalsi casto pouzivané ortogonalni systémy tvofti tzv. ortogonalni polynomy. Tyto poly-
nomy ziskdme ortogonalizaci, respektive ortonormalizaci systému polynomu

Lx,a? a3 2, . (4.10)

Nekteré typy ortogonalnich polynomt si nyni predstavime. Pro nase ivahy vSak potie-
bujeme obecnéjsi definici skalarniho sou¢inu dvou funkci.

Definice. Bud w, f a g integrovatelné funkce na intervalu I = [a,b], w je spojitd na I a
w(z) > 0 pro x € I. Cislo

b
(f.9) = / w() f(2)g(x) dz (4.11)

nazveme skalarnim soucinem funkci f a g.
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Funkci w(x) z predchozi definice nazyvame vahovou funkci. Je patrné, Ze v pripadé
w(z) = 1 pro x € R a integraci pfes interval [—m, 7] ziskdme skalarni soucin v podobé,
v jaké jsme jej zavedli v predchéazejici kapitole.

Pro vypocty Fourierovych fad funkci vzhledem k témto ortogonalnim systémim pou-

zijeme nasledujici tvrzeni.

Véta. Bud {p,} ortogonélni posloupnost funkei na intervalu [a, b], {¢,} posloupnost reél-
nych ¢isel. Necht Fada

Z Cnipn ()

n=1

stejnomérné konverguje k funkci f na intervalu [a, b]. Pak pro konstanty ¢, (n € N) plati:

o — o) _ (fron) (4.12)

(en>on)  llenll?

Definice. Bud {,} ortogonalni posloupnost funkci na intervalu [a,b], f integrovatelna
funkce na [a,b]. Pak ¢isla ¢, vyjadiena vzorcem (4.12) nazyvame Fourierovy koeficienty
funkce f vzhledem k ortogonélni posloupnosti {¢,} a fadu

o0

Z C’VZQDTM

n=1

kde ¢, jsou Fourierovy koeficienty, Fourierovou tadou funkce f vzhledem k ortogonalni
posloupnosti {¢,, }.

Poznamka. V pfipadé, kdy posloupnost {¢,} je ortonormalni, plati pro Fourierovy koefi-
cienty funkce f jednodussi vztah ¢, = (f, p,).

Také v tomto piripadé je prifazeni Fourierovy fady k dané funkci pouze formalni, nebot
nevime, zda tato fada viibec konverguje.

Odvozeni jednotlivych typt ortogonalnich polynomt lze provést nékolika zptisoby. My
vyuzijeme jiz zminény vypocet ortonormalizaci systému (4.10) pouzijeme nasledujici pro-
ceduru GramSchmidt. Procedura provadi ortonormalizaci konecného systému linedrné ne-
zavislych funkci Gram-Schmidtovym ortonormaliza¢nim procesem. Procedufe se predavaji
dva parametry. Prvnim je jiz zminény seznam linearné nezavislych funkci, druhym je funkce
predstavujici konkrétni podobu skalarniho soucinu.

> GramSchmidt:=proc(base, inner product) local ortonormbase, norm, i, proj,
new_vector;

ortonormbase:=[];

norm:=a->sqrt (inner product(a,a));

for i from 1 to nops(base) do

if i = 1 then

ortonormbase:=[op(ortonormbase), base[i] /norm(base[i])];

vV V V V V
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> else
> proj:=sum(inner product(base[i],
ortonormbase[j])/norm(ortonormbase[j])*ortonormbase[jl, j=1..(i-1));

> new_vector:=base[i]-proj;

> ortonormbase:=[op(ortonormbase), simplify(new_vector/norm(new_vector))];
> end if;

> end do;

> RETURN (ortonormbase) ;

> end:

Legendrovy polynomy

Ortonormalizaci systému (4.10) na intervalu [—1,1] s vAhovou funkei w(x) = 1 pro x € R
ziskame, az na nasobek konstantou, tzv. Legendrovy polynomy.

Priklad 4.15. S wyuZitim procedury GramSchmidt naleznéte prunich pét Legendrovych
polynomi a vykreslete jejich grafy. VyuZijte pritom skutecnosti, Ze funkcéni hodnota v bodé
x =1 je v pripadé Legendrovych polynomi rovna jedné.

Reseni. Definujeme funkci pfedstavujici skaldrni soucin.
> f:=(a,b)->int(axb,x=-1..1);

Ortonormalizujeme polynomy 1, x, 22, 23 a 2.

> GramSchmidt([1, x, x"2, x°3, x°4], f);

V2 2v6 (322 — 1)v10 x(52% — 3)v/14 3(352* — 302 + 3)V/2
27 2 4 ’ 4 ’ 16

3

Ziskali jsme normované Legendrovy polynomy. Nyni jednotlivé normované polynomy vy-
délime konstantou predstavujici funkéni hodnotu polynomu v bodé x = 1, abychom splnili
podminku P,(1) = 1.

> L:=map(pol->expand(pol/eval(pol,x=1)), %);

322 15 3 35 15 3
L= |10, — — = -2 -~ a2t — 2?4+ >
{’x’2 22" T2t " 4x‘+4
Miizeme ovérit ortogonalitu vybranych polynomt, napriklad:
> pol:=L[3];
; 322 1
ol := — — =
b 2 2

> for pol2 in L do
> ’f’(pol, pol2) = f(pol,pol2);
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> end do;

322 1 35,4 _ 15,2 3) _
f<2 20 8L 495"1'8)_

Na zévér vykreslime grafy nalezenych polynomt. Vysledny graf je na obrazku 4.15.

> plot(L, x=-1..1, scaling=constrained);
O

0.54

-1 198 06 —7‘4 0.2

—0.5+

—14

Obr. 4.15: Prvnich pét Legendrovych polynomi na intervalu [—1, 1].

Vypocet Legendrovych polynomii ortogonalizaci systému (4.10) je znacné neprakticky.
Existuje vsak cela fada indentit, které lze pro vypocet Legendrovych polynomut vyuzit.

Uvedme napiiklad tzv. Rodrigueziv vzorec

1 d» n
Pa@) = goigan 07 1)

a rekurentni formuli

2 1
_n+ p n

Pra(w) = ntl’ "(x)_n—i-l

Pn_l(ﬂj').

Navic Maple samotny nabizi procedury pro jejich vypocet Legendrovych polynomii.
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Priklad 4.16. Napisté procedury ¢i funkce pocitajici Legendrovy polynomy pomoci dvou
vyse wvedenych vztahi. Srovnejte ziskané vysledky z vystupy procedur nabizenych progra-
mem Maple.

Resend. V piipadé Rodriguezova vzorce je feseni pfimocaré.
> Legl:=proc(n::nonnegint,x);
> if n=0 then 1
> else expand(1/(27°n*n!)*diff((x"2-1)"n,x$n));
> end if;
> end proc:
Rekurentni formuli nejd¥ive upravime substituci £ = n + 1 na vhodnéjsi tvar.

> P(n+1,x)=(2%n+1)/(n+1)*x*P(n,x)-n/(n+1)*P(n-1,x);

P(n+1,2) (2n+DaP(n,z) nP(n—1x)
n+1 n+1

> algsubs(n+1=k,%) ;
eP(k—1,2)(2k —1) Pk—2)(k—1)
L k

Nyni jiz samotna definice procedury.

P(k,z) =

> Leg2:=proc(k::nonnegint,x) option remember;
> if k=0 then 1
> elif k=1 then x
> else expand((2xk-1)/k*x*Leg2(k-1,x)-(k-1)/k*Leg2(k-2,x));
> end if;
> end proc:
Pomoci procedur spocitame Legendrovy polynomy stupné 8 a 9.
> Legl(8,x);
6435 ¢ 3003 4 3465 , 315 , 35
x° — T+ —x = ——x" + ——
128 32 64 32 128
> Leg2(9,x);

12155 4 6435 , 9009 , 1155 , 315
T — T+ T°— — —
128 32 64 32 128
Pro primy vypocet Legendrovych polynomt mtzeme v programu Maple pouzit pro-
ceduru LegendreP nebo proceduru P, jez je soucasti knihovny orthopoly.!” Tyto dvé
procedury pouzijeme pro kontrolu spravnosti predchozich dvou vysledki.

128 32 64 327 108

1"Knihovna orthopoly je v ndpovédé oznacovana jako zastarald, v novéjsich vydanich programu Maple
proto nemusi byt dostupna. Misto knihovny orthopoly se doporucuje pouzivat prave proceduru LegendreP
a procedury podobné.
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> with(orthopoly) ;
|G,H,L,P,T,U]
> P(8,x);
12155 4 6435 , 9009 , 1155 , 315
xw — T+ - —— —
128 32 64 32 128

O

V nasledujicim prikladu budeme ilustrovat vypocet ¢astecného souctu Fourierovy rady

vzhledem k ortogonalnimu systému Legendrovych polynomi, tzv. Fourierovy-Legendrovy

rady. Narozdil od ortogonalniho systému tvoreného funkcemi sinnz a cos nz nedovedeme

ziskat predpis Fourierovy fady v uzavieném tvaru a jsme tak odkazani pouze na jeji ¢as-
tecné soucty.

Priklad 4.17. Spocitejte pruni tri nenulové koeficienty Fourierovy-Legendrovy tady funkce
sintx na intervalu [-1,1]. Ddle nakreslete graf ziskaného casteéného souctu spolu s grafem
vySetrované funkce.

Reseni. Definujeme vySetiovanou funkci a také funkei pro reprezentaci skaldrniho souc¢inu.
> f:=x->sin(Pi*x):
> g:=(a,b)->int(a*b,x=-1..1):
Déle definujeme funkci pro vypocet koeficienti Fourierovy fady podle vzorce (4.12).
> cn:=n->g(LegendreP(n,x) ,f(x))/g(LegendreP(n,x),LegendreP(n,x));

g(LegendreP(n,x), f(x))
g(LegendreP(n,x), LegendreP(n, x))

Ccn i =n —

Protoze funkce sin 7z je funkce liché, bude Fourierova fada tvorena pouze lichymi moc-
ninami. Spocitejme tedy prvnich 6 koeficientii Fourierovy rady.
> N:=6:
> for i from O to (N-1) do
> print(cl[il=cn(i));

> end do;
Co = 0
Cc1 = %
Cy = 0
3 = 7(—1:;-7#)
Cy = 0
cs = 11(7r4—1§)r§7r2+945)

Césteény soucet fady ma tedy nésledujici tvar.
> S:=sum(cn(k)*LegendreP (k,x) ,k=0..N-1);

3x N 7(—15 + %) Legendre P(3, x) N 11(7* — 10572 + 945) Legendre P (5, )
ra 3 o

S =
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> pol:=expand(S);

105z n 3937523 B 16065x _ 31523 n 6932° B 727652° n 6548851° B 3638253 n 155925
81 473 83 47 T 83 &b 475 8md
> evalf(pol);
3.10346042z — 4.81438833x> 4 1.7269051°
Konec¢né sestrojime grafy obou funkci.

> gl:=plot(f(x),x=-1..1,thickness=4,color=green,scaling=constrained):
> g2:=plot(pol,x=-1..1,thickness=2,color=red,scaling=constrained):
> plots[display] (g2,g1);

0.54

X 08 -06 -04 —02 02 04 06 08 1
X

0.5

—1-
Obr. 4.16: Funkce sin 7z a jeji aproximace Legendrovymi polynomy.

Vysledny graf je na obrazku 4.16. Piesnost aproximace je az zarazejici. Zajimavé je také

srovnani s grafem Maclaurinova polynomu odpovidajiciho stupné. Jeho graf je na obrazku
4.17.

> pol2:=convert(taylor(f(x),x=0,N), polynom);

1 1
pol == 1w — =ma® + —7°2°

6 120

> g3:=plot(tayl,x=-1..1,thickness=2,color=blue,scaling=constrained):
> plots[display] (g3,g1);

Cebysevovy polynomy prvniho a druhého druhu

V piipadé Cebysevovich polynomt prvniho a druhého druhu mé vadhova funkee tvar w(z) =
ﬁ respektive w(x) = /1 — 22.
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0.59

X o8 06 04 029/ 02 04 06 08 1
X

0.5 1

—14

Obr. 4.17: Funkce sin 7z a jeji aproximace Maclaurinovym polynomem patého stupné.

Piiklad 4.18. Naleznéte pronich pét Cebysevovych polynomii pruniho a druhého druhu a
nakreslete jejich grafy.

Reseni. Pro pfimy vypocet CebySevovych polynomi prvniho a druhého druhu méizeme vy-
uzit procedury ChebyshevT respektive ChebyshevU. Presto tilohu feSme opét ortogonalizaci
systému (4.10) pomoci procedury GramSchmidt.

Budeme tedy postupovat jako v pripadé Legendrovych polynomt. Pro normalizaci
ziskanych normovanych polynomt vyuzijeme v p¥ipadé CebySevov§ch polynomt prvniho
druhu opét identitu 7,,(1) = 1.

Nejdfive definujeme skalarni soucin.
> g:=(a,b)->int ((1-x72) " (-1/2)*a*xb,x=-1..1);

(a.D) /1 ab 4
=(a,0) — —(Fdax
J 1V 1-— 1’2

S vyuzitim procedury GramSchmidt spocitame prvnich 5 polynomt které normalizujeme a
vykreslime jejich grafy.

> N:=b:

> GramSchmidt ([seq(x"n, n=0..N-1)]1, g);

1oav2 (227 - 1)V2 x(4a® —3)v2 (82* — 822 +1)V2
VERRVE RV VI VT

> L:=map(pol->expand(pol/eval(pol,x=1)), %);

L:=[1,2,22° — 1,42° — 32, 82" — 82° + 1]

> plot(L,x=-1..1,thickness=2);
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V piipadé Cebysevovych polynomt druhého druhu postupujeme obdobné, polynomy
normalizujeme pomoci identity U, (1) = n + 1.

> h:=(a,b)->int ((1-x"2) " (1/2) *axb,x=-1..1);
1
h:= (a,b)—>/ V1 —2z2abdx
-1

> N:=b:
> GramSchmidt([seq(x"n, n=0..N-1)], h);

V2 2v2 (42° — 1)V2 4a(22” — 1)V2 (162 — 1227 + 1)V2
VERVE RV VT ’ VT

> L2:=expand ([seq(%[il/eval (%[i],x=1)*i,i=1..N)]);!®

L2 :=[1,2z,42% — 1,82% — 42, 162" + 1 — 1227

> plot(L2,x=-1..1,thickness=2);

i I _\ {o‘.e —d./ 0. 0.2 \3.‘4 06 {Z 1
Vi

-2

“1|[o8 =06 —ga 0.2 02 04 06 o0

N
Obr. 4.18: Prvnich pét Cebysevovych polynomt prvniho a druhého stupné.
Vysledné grafy Cebysevovych polynomi jsou na obrazku 4.18. Il

V piipadé Fourierovych fad vzhledem k systému Cebysevovych polynomt byvaji tyto
fady oznacovany jako Fourierovy-Cebysevovy.

Piiklad 4.19. Na intervalu [—1, 1] aprozimujte funkci y = € polynomem tretiho stupné,
jez je cdstecnym souctem Fourierovy-Cebysevovy Tady vzhledem k systému Cebysevovijch
polynomi pruntho druhu.

18Skutecnost, Ze prvky v seznamu jsou indexovany od jedné, miize ve vyrazu ptisobit matoucim dojmem.
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eseni. Budeme postupovat podobné jako v pfipadé Legendrovych polynomi.

f:=x->exp(x):
g:=(a,b)->int (a*b/sqrt(1-x"2) ,x=-1..1):
n:=n->g(ChebyshevT(n,x) ,f(x))/g(ChebyshevT(n,x),ChebyshevT(n,x));

g(ChebyshevT (n, x), f(x))
g(ChebyshevT (n, x), ChebyshevT (n, x)

cnoi=n —

> N:=4:
S:=sum(cn (k) *ChebyshevT(k,x) ,k=0..N-1):

A\

V tomto ptipadé Maple nedovede symbolicky vyhodnotit hodnoty integralii, jez se ob-
jevuji pii vipoctu hodnot koeficienttt Fourierovy-Cebysevovy fady.!® Pouzijeme proto pro-
ceduru evalf pro ziskani numerické aproximace.

> pol:=evalf (expand(S));
pol = 0.9945705384 + 0.99730765852 + 0.542990679222 + 0.177347399423

Nakreslime graf ziskaného polynomu a aproximované funkce. Vysledny graf je na ob-
razku 4.19.

> gl:=plot(f(x),x=-1..1,color=green,thickness=3):
> g2:=plot(pol,x=-1..1,color=red,thickness=2):
> plots[display] (g2,g1);

Zistanime jesté chvili u ziskaného vysledku. Aproximace Ceby$evovymi polynomy prv-
niho druhu souvisi s problémem hledani tzv. minimaz polynomu. Jedné se o polynom, jez
danou funkci aproximuje nejlépe mezi vSemi polynomy stejného stupné, pricemz hodno-
ticim kritériem je suprémova metrika, tj. sup{|f(z) — P(z)|;x € I}. Polynom minimax
se Spatné konstruuje. Pouziva se tzv. Remeziv algoritmus, ktery postupné iteruje polohu
bodt s extrémy f(z) — P(x) (soucasné se tedy méni polohy uzli, kde se P(z) = f(x))
tak, Ze interpolacni polynom konverguje k polynomu minimax. Jako poc¢atecni aproximace
v Remezové algoritmu se ¢asto pouziva pravé aproximace funkce f pomoci Cebysevovych
polynomt prvniho druhu.

V programu Maple je Remeziiv algoritmus implementovan procedurou minimax z knihovny
numapprox. Spoc¢itdme tedy aproximaci minimax polynomu tfetiho stupné.?®

> minmax f:=numapprox[minimax] (f, -1..1, N-1):
> minmaxpol:=expand (minmax f(x));

minmaxpol := 0.9945718793 + 0.9956674823x + 0.542987965422 + 0.17953371162°

Pro srovnani spocitejme maximum chyby aproximace funkce e* polynomem minimax
a CebySevovymi polynomy.

197 dtvodu piilisné délky neni vysledek predchoziho piikazu uveden.
20Vice informaci o procedufe minimax a jejim pouziti ziskdme zaddnim piikazu ?minimax.
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2.5+

1.59

0.5+

‘1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

X

Obr. 4.19: Aproximace funkce e* Cebysevovymi polynomy.

> evalf (maximize (abs(minmaxpol-f(x)),x=-1..1));
0.0055359407

> evalf (maximize (abs(pol-f(x)),x=-1..1));
0.006065553

Z vysledku je patrné, Ze jiz samotna aproximace CebySevovymi polynomy je velmi
dobrou aproximaci a v pripadé funkce e” je chyba aproximace pouze v fadu tisicin. O

Na zéavér se kratce zminme o standardni knihovné OrthogonalSeries, kterd obsa-
huje procedury pro manipulaci s fadami klasickych ortogonélnich polynomt, ¢i obecnéji
hypergeometrickych polynomi. Pouzivani knihovny je podobné jiz predstavené knihovné
FourierTrigSeries, proto jej zde nebudeme podrobné rozebirat a ¢tendre odkazeme na
integrovanou napovédu programu Maple.

3

Priklad 4.20. Vyjddrete polynom x* — 3 — 22 —x+1 jako linedrni kombinaci Cebysevovijch

polynomi druhého druhu.

Reseni. Ulohu je mozné fesit vice zpiisoby. Miizeme se napiiklad vydat cestou FeSeni sou-
stavy 5 rovnic o 5 neznamych a nebo miizeme spocitat Fourierovy radu daného polynom,
ktera bude mit v tomto pripadé konecny rozvoj. S vyuzitim knihovny OrthogonalSeries,
konkrétné procedury ChangeBasis je Teseni pfimocaré.
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> OrthogonalSeries[ChangeBasis] (x"4-x"3-x"2-x+1, ChebyshevU(n,x));
3 7 1
— ZChebyshevU(l, x)+ gC’hebyshevU(O, x)+ 1—6C’hebyshevU(47 x)—
1 1
- EChebyshevU(Q, x) — gChebyshevU(& x)

Zpétnym roznasobenim ovéiime spravnost vysledku.

> expand (OrthogonalSeries [ConvertToSum] (%)) ;
e e e |

Uvedeny postup nelze pouzit pro hledani Fourierovych koeficientti jinych funkci nez
polynom. O

Knihovna OrthogonalSeries nepracuje pfimo s Legendrovymi polynomy, jelikoz tyto
polynomy nema ve své databazi. Misto nich lze vSak pouzit Jacobiho polynomy, ptricemz
pii vypoctu vyuzijeme identitu LegendreP(n,x) = JacobiP(n,0,0,x).
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Z.aver

Cilem préce bylo demonstrovat moznosti programu Maple pii vyuce nekonecnych funkénich
fad a posloupnosti a naprogramovat nové procedury, které automatizuji, ¢i alespon vyrazné
usnadni, provadéni souvisejicich vypocti. Jeji prinos lze spatifovat ve tfech bodech.

Prvnim je ilustrace feseni vybranych typt tloh pomoci programu Maple. V tomto
ohledu navazuje zejména na jiz zminéné publikace [6], [12], [18] a pfinasi nékolik novych
témat.

Dale se jedné o automatizaci feseni iloh pomoci novych procedur. Tyto podstatné rozsi-
fuji spektrum fesitelnych tloh (jako pfiklad uvedme implementaci konvergenénich kritérii,
jeZ nejsou omezeny pouze na mocninné fady). Podstatnou ¢ast prace tvoii programova
knihovna FourierTrigSeries, jez slouzi k pocitani Fourierovych trigonometrickych fad
redlnych funkci. Oproti jinym knihovndm vénovanym Fourierovym faddm umoznuje ma-
nipulovat béhem vypoctu s Fourierovou fadou jako celkem. Tento pristup byl inspirovan
standardni knihovnou OrthogonalSeries pro operace s fadami ortogonalnich polynom.

Poslednim bodem je internetova prezentace knihovny FourierTrigSeries, kterd umoz-
nuje provadét vypocty Fourierovych fad a jejich koeficientti online prostfednictvim interne-
tového prohlizece. V soucasné dobé na strankach kazdy mésic registruji opakované pristupy
z vice nez dvaceti zemi svéta.

Na vysledky prace lze navazat zejména rozsifenim mnozstvi a spektra feSenych ¢i ne-
feSenych prikladi. A to jak prikladi fesenych standardnimi prostiedky programu Maple,
tak s pomoci nové naprogramovanych procedur ¢i knihovny FourierTrigSeries. Takto
fesené ulohy také prinasi zpétnou vazbu a poukazuji na mezery a chyby v navrhu procedur.
Jejich znalost je nezbytnym predpokladem pro dalsi vyvoj.

Prace pro mé byla pfinosem zejména v ziskani hlubsich zkuSenosti v praci s progra-
mem Maple. Knihovna FourierTrigSeries je bezpochyby nejrozsahlejsi kus programo-
vého kédu, ktery jsem v programu Maple napsal. Knihovnu se pokousim stale udrzovat a
rozvijet.
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