A New Category?

Domains, Spaces and Equivalence Relations

Jan Paseka zpracováno na základì èlánku Dany S. Scotta

School of Computer Science Carnegie Mellon University

13. bøezna 1997

Abstrakt

Motivaèními kategoriemi pro tuto pøednáźku jsou kategorie SET mno¿in a T OP topologických prostorù, které mají mnogé dobré uzávìrové vlastnosti - jsou úplné, resp. koúplné tj. mají vźechny limity resp. kolimity, jsou well-powered resp. co-well-powered tj. pro ka¿dý objekt B existuje mno¿ina monomor˛smù m_i : A_i → B (resp. epimor˛smù e_i : B → A_i), i ∈ I tak, ¿e ka¿dý monomor˛smus m : A → B (epimor˛smus m : B → A) je ekvivalentní nìjakému m_i (e_i) tj. systémy podobjektù a kvocientù lze reprezentovat pomocí mno¿in. Pøito SET lze pova¿ovat za úplnou podkategorii T OP a zapomínající funktor F : T OP → SET zachovává limity a kolimity, ale nere‚ektuje je. Kategorie SET je kartézsky uzavøená tj. máme adjunkci L × M → N L → N^M . Kategorie T OP pøitom kartézsky uzavøená není, je nutné se omezit na vhodné podkategorie nebo ji naopak vhodnì rozźíøit.

V pøedneseném referátu se budeme vìnovat zavedení nové kategorie EQU za úèelem navr¿ení vhodného modelu pro λ-kalkulus. To budou tzv. ekvilogické prostory (topologické prostory opatøené relací ekvivalence) spolu s ekvivariantními zobrazeními (tj. tøídami ekvivalence mno¿iny vźech spojitých zobrazení zachovávajích relaci ekvivalence na ekvilogickém prostoru). Pøitom kategorie T OP je úplná podkategorie EQU.

Nejprve se budeme detailnì vìnovat zkoumání T_0 topologických prostorù a algebraických svazù, pak budeme studovat nìkteré vlastnosti EQU a jejích podkategorií.

1 T_0-prostory a algebraické svazy

Topologický prostor je uspoøádaná dvojice T = (T, ˙_T ), kde T je mno¿ina bodù a ˙_T systém otevøených mno¿in T . Oznaèujeme pak T = |T |, pro x ∈ |T | de˛nujeme ˛ltr okolí bodu x jako¿to T (x) = {U ∈ ˙_T : x ∈ U}. Topologický prostor je T_0, jestli¿e T (x) = T (y) implikuje x = y pro vźechny body x, y ∈ |T |.

Specializaèní uspoøádání na T je de˛nováno jako¿to

x ≤_T y právì, kdy¿ T (x) ⊆ T (y)

vźechny body x, y ∈ |T |. Pøitom, je-li (T, ≤) uspoøádaná mno¿ina, lze na T de˛novat topologii horních mno¿in tj. mno¿in tvaru X = ↑X.

Uva¿me nyní úplný svaz L = (L, ≤_L). Píźeme opìt L = L a ⋁ , ⋀ , ∨, ∧ pro svazové operace suprema a in˛ma. Pøitom prvek c ∈ |L| se nazývá kompaktní, jestli¿e pro ka¿dou podmno¿inu S ⊆ |L|, c ≤ ⋁ S existuje koneèná podmno¿ina S_0 ⊆ S tak, ¿e c ≤ ⋁ S_0. Úplný svaz se nazývá algebraický, jestli¿e je ka¿dý prvek supremem kompaktních prvkù le¿ících pod ním. Platí tedy, ¿e pro x, y ∈ |L| a pro c ∈ K(L), c ≤ x právì tehdy, kdy¿ c ≤ y implikuje, ¿e x = y. Algebraický uzávìrový systém na mno¿inì A je podmno¿ina C ⊆ P(A) uzavøená na libovolné prùniky a usmìrnìná sjednocení.

Pøíkladem algebraických uzávìrových systémù je svaz podgrup grupy, svaz okruhových ideálù, svaz podprostorù lineárního vektorového prostoru. Pøitom uzavøené podmno¿iny topologického prostoru netvoøí algebraický uzávìrový systém - je poruźena podmínka uzavøenosti na usmìrnìná sjednocení. Ke ka¿dému algebraickému uzávìrovému systému C na mno¿inì A je pøidru¿en uzávìrový operátor C : P(A) → P(A) tak, ¿e C(B) = {D ∈ C : B ⊆ D}. Zároveò lze dokázat, ¿e ka¿dý algebraický svaz je izomorfní nìjakému algebraickému uzávìrovému systému.

Buï L úplný svaz. ˚-topologie (Scottova topologie) ˚_L na L je de˛nována jako¿to systém podmno¿in U ⊆ |L| tak, ¿e U = ↑U a pro S ⊆ |L|, ⋁ S ∈ U máme ⋁ S_0 ∈ U pro nìjakou koneènou podmno¿inu S_0 ⊆ S.

Platí pak jednoduchý vztah mezi Scottovou topologií a specializaèním uspoøádáním na úplném svazu.

Vìta 1.1 Buï L úplný svaz. Pak dvojice (|L|, ˚_L) je T_0 prostor, jeho¿ specializaèní

uspoøádání je právì ≤_L.

Dùkaz. Evidentnì, ˚_L je uzavøená na libovolné sjednocení a koneèné prùniky. Abychom ovìøili podmínku T_0, podívejme se na mno¿inu {y ∈ |L| : y ≰ x} ∈ ˚_L. Pøedpokládejme, ¿e y ≰ x. Pak x ∉ {z ∈ |L| : z ≰ x} ∈ ˚_L(y). tj. ˚_L(x) ≠ ˚_L(y). Proto¿e Scottovì otevøené mno¿iny jsou horní, je nutnì ≤_L obsa¿ené v specializaèním uspoøádání. Obrácenì, pokud x ≰_L y, je i x ≰ y tj. obì uspoøádání jsou toto¿ná.

Kategorie CLat úplných svazù má za objekty úplné svazy a za mor˛smy Scottovì spojité funkce tj. monotonní zobrazení zachovávající usmìrnìná suprema. Máme-li potenèní mno¿inu P(A), odpovídající ˚_{P(A)} se skládá z mno¿in mající þkoneèný charakterß tj. U ∈ ˚_{P(A)} ⇐⇒ pro vźechny podmno¿iny X ⊆ A platí:

X ∈ U ⇐⇒ X_0 ∈ U, X_0 je nìjaká koneèná podmno¿ina X.

To ale není nic jiného, ne¿ ¿e ˚_{P(A)} je souèinová topologie na 2^A, kde 2 = ({0, 1}, {∅, {1}, {0, 1}}). Vìta 1.2 Vìta o vlo¿ení Buï T T_0 prostor. Pak zobrazení ε_T : T → P(˙_T ) de˛-

nované pøedpisem ε_T (x) = T (x) je topologické vlo¿ení.

Dùkaz. Proto¿e je T T_0, jedná se o injekci. Ovìøme, ¿e tato injekce je spojitá. Staèí zøejmì provìøit, ¿e pro ka¿dou elementární otevøenou podmno¿inu V v P(˙_T ) je mno¿ina ε^{−1}_T (V) otevøená v T . Polo¿me U = {U_0, . . . , U_{n−1}} ⊆ ˙_T . To nám urèuje otevøenou podmno¿inu v P(˙_T ): V = {X ⊆ P(˙_T ) : U ⊆ X }. Pøitom ε^{−1}_T (V) = {x ∈ |T | : U ⊆ T (x)} = ⋂n−_1 i=0 U_i ∈ ˙_T . Pøitom vźechny otevøené mno¿iny jsou sjednoceními takovýchto elementárních otevøených mno¿in tj. ε_T je spojité.

Vìta 1.3 Vìta o rozźíøení Buï X podprostor topologického prostoru Y. Je-li zob-

razení f : X → P(A) spojité, má funkce f spojité rozźíøení f : Y → P(A).

Dùkaz. Je-li A jednoprvková mno¿ina, je tvrzení evidentní. Toti¿ pak P(A) ≃ 2 a spojitá funkce f : X → 2 nám urèuje otevøenou podmno¿inu X a naopak. Tedy máme dokázat, ¿e ka¿dá otevøená mno¿ina podprostoru X je zú¿ením nìjaké otevøené podmno¿iny prostoru Y, ale to je pøesnì de˛nice podprostoru. Evidentnì, tvrzení bude platit i pro souèin potenèních prostorù. Proto¿e je P(A) homeomorfní se souèinem prostorù P({a}), a ∈ A, platí vìta i pro P(A).

Poznamenejme, ¿e spojité rozźíøení f lze de˛novat jako¿to: f(y) = ⋃ { ⋂ {f(x) : x ∈ U ∩ |X |} : U ∈ Y(y)} pro vźechna y ∈ |Y|.

Poznamenejme, ¿e spojitá uzávìrová operace C : P(A) → P(A) je spojitá funkce taková, ¿e I_{P(A)} ⊆ C = C ∘ C.

Vìta 1.4 Buï C : P(A) → P(A) spojitá uzávìrová operace. Pak Fix(C) = Im(C) je

algebraický uzávìrový systém.

Vìta 1.5 Systém (L → M) vźech spojitých funkcí z jednoho úplného svazu L do

úplného svazu M je úplný svaz vzhledem k uspoøádání po bodech.

Dùkaz. Pro f, g ∈ (L → M) de˛nujme f ≤_{(L→M)} g ⇐⇒ ∀x ∈ |L|.f(x) ≤_M g(x). Buï F mno¿ina spojitých funkcí. Klademe, pro x ∈ |L|, ( ⋁ (L→M) F )(x) = ⋁ M {f(x) : f ∈ F }. Evidentnì, ⋁ (L→M) F je spojitá funkce, která je nejmenźí horní závora mno¿iny F .

Vìta 1.6 Kategorie CLat úplných svazù a spojitých funkcí je kartézsky uzavøená. Dùkaz. Buï L, M a N úplné svazy. Pak máme ukázat, ¿e máme vzájemnì jednoznaènou korespondenci L × M → N L → (M → N ) .

De˛nujme zobrazení ~ : (L × M → N ) → (L → (M → N )) pøedpisem ~(f)(x)(y) = f(⟨x, y⟩), pro f ∈ L × M → N , x ∈ |L| a y ∈ |N |. Pak ~(f) ∈ L → (M → N ). Podobnì de˛nujme zobrazení ` : (L → (M → N )) → (L × M → N ) pøedpisem `(g)(⟨x, y⟩) = g(x)(y) pro g ∈ L → (M → N ) ⟨x, y⟩ ∈ |L| × |N |. Pak `(g) ∈ L × M → N . Pro mno¿inu A oznaèíme A^∗ jako¿to disjunktní sjednocení vźech koneèných kartézských mocnin A; tj. A^∗ := ∞∐ n=0 A^n. Vìta 1.7 Funkèní prostor (P(A) → P(B)) je retrakt potenèní mno¿iny P(A^∗ × B).

Retrakce je pak spojitá uzávìrová operace.

Dùkaz. Nechż f ∈ (P(A) → P(B)). Polo¿me ˘(f) := {⟨⟨x_0, . . . , x_{n−1}⟩, y⟩ : y ∈ f({x_0, . . . , x_{n−1}})}. Snadno se ovìøí, ¿e ˘ : (P(A) → P(B)) → P(A^∗ × B) je spojité. Toti¿, je-li f_i, i ∈ I usmìrnìný systém prvkù z (P(A) → P(B)), máme ⟨⟨x_0, . . . , x_{n−1}⟩, y⟩ ∈˘ (⋁ ↑f_i ) ⇐⇒ y ∈ ⋃ ↑ i∈I f_i ({x_0, . . . , x_{n−1}}) ⇐⇒ existuje i_0 ∈ I tak, ¿e y ∈ f_{ii0} {x_0, . . . , x_{n−1}} ⇐⇒ existuje i_0 ∈ I tak, ¿e ⟨⟨x_0, . . . , x_{n−1}⟩, y⟩ ∈ ˘ (f_{i0} ) ⇐⇒ ⟨⟨x_0, . . . , x_{n−1}⟩, y⟩ ∈ ⋃ ↑ i∈I ˘ (f_i). Podobnì máme spojité zobrazení ¯ : P(A^∗ × B) → (P(A) → P(B)) de˛nované pøedpisem ¯(F )(X) = {y : ∃x ∈ X^∗.⟨s, y⟩ ∈ F }, pro F ⊆ A^∗ × B a X ⊆ A. Proto¿e mno¿ina je usmìrnìné sjednocení svých koneèných podmno¿in, je spojitá funkce f ∈ (P(A) → P(B)) zcela urèena funkèními hodnotami na koneèných podmno¿inách. Máme tedy ¯(˘(f)) = f.

Obrácenì, snadno se ovìøí, ¿e pro F ⊆ A^∗ × B máme F ⊆ ˘(¯(F )).

Nechż ⟨⟨x_0, . . . , x_{n−1}⟩, y⟩ ∈ F . Pak y ∈ ¯(F )({x_0, . . . , x_{n−1}}) tj. ⟨⟨x_0, . . . , x_{n−1}⟩, y⟩ ∈ ˘(¯(F )).

Celkem tedy je slo¿ené zobrazení ˘ ∘ ¯ spojitá uzávìrová operace, jeho¿ obraz je izomorfní úplnému svazu (P(A) → P(B)).

Buï nyní L, M úplné algebraické svazy, L ≃ FixC, C : P(A) → P(A), M ≃ FixD, D : P(B) → P(B). Pak je funkèní prostor (L → M) izomorfní oboru hodnot zobrazení E : (P(A) → P(B)) → (P(A) → P(B)), kde E(G) = D ∘ G ∘ C pro G : P(A) → P(B). Je tedy funkèní prostor algebraických svazù algebraický svaz.

Vìta 1.8 Kategorie ALat algebraických svazù a spojitých funkcí je kartézsky uza-

vøená kategorie.

Na závìr poznamenejme, ¿e kategorie ALat je velmi hezká kategorie, ale je témìø zcela disjunktní od kategorie mno¿in SET . Budeme se sna¿it zavést kartézsky uzavøenou kategorii, která bude obsahovat vźechny výźe zmínìné kategorie s mnoha dobrými vlastnostmi kategorie ALat.

2 Ekvilogické prostory

De˛nice. Kategorie EQU ekvilogických prostorù má za objekty struktury E = (|E|, ˙_E, ≡_E), kde (|E|, ˙_E ) je T_0-prostor, (|E|, ≡_E) je ekvivalence. Mor˛smy této kategorie jsou tøídy ekvivalencí spojitých zobrazení mezi ekvilogickými prostory E a F, které zachovávají ekvivalenci ≡. Pøitom dvì spojitá zobrazení f, g jsou ekvivalentní, jestli¿e ∀x, y ∈ |E|.x ≡_E y=⇒f(x) ≡_F g(y). Pak øíkáme, ¿e tøída [f] je ekvivariantní zobrazení a píźeme g ≡_{E→F} h. Snadno se ovìøí, ¿e se skuteènì jedná o relaci ekvivalence (re‚exivita plyne z toho, ¿e f je spojité zobrazení zachovávající relaci ≡, symetrie je zøejmá, tranzitivita plyne z tranzitivity ≡_F a re‚exivity ≡_E). Pøitom slo¿ení ekvivariantních zobrazení [f] a [g] je ekvivariantní zobrazení [f ∘ g].

Poznamenejme, ¿e relace ekvivalence ekvilogického prostoru má velmi málo spoleèného s topologií.

Vìta 2.1 Kategorie EQU je úplná a koúplná.

Dùkaz. Nejprve uká¿eme, jak vypadají souèiny^∏ E_α, α ∈ ~. Souèinem topologických prostorù (|E_α|, ˙_{Eα}) je jejich kartézský souèin opatøený souèinovou topologií. Zároveò je souèin relací ekvivalence ≡_α opìt relace ekvivalence ∏ ≡_α. Projekce jsou evidentnì spojité, zachovávají relaci ekvivalence a urèují nám tedy ekvivariantní zobrazení [π_β]. Mìjme nyní mno¿inu ekvivariantních zobrazení f_β : H → E_β, β ∈ ~. Pomocí axiomu výbìru existují spojitá zobrazení g_β : |H| → |E_β|, β ∈ ~, zachovávající relaci ekvivalence. De˛nujme zobrazení g : |H| → ∏ |E_β| pøedpisem π_β(g(h)) = g_β(h). Pak g je evidentnì spojité. Nechż x ≡_H y. Pak g_β(x) ≡_{Eβ} g_β(y). Tedy i g(x) ≡∏_{Eβ} g(y). Pak odpovídající ekvivariantní zobrazení f = [g] je jednoznaènì urèené.

Popiźme nyní ekvalizátory. Pøedpokládejme, ¿e [f], [g] : E → F jsou ekvivariantní zobrazení, f, g : |E| → |F| jejich reprezentanti. Polo¿me G = {x ∈ E : f(x) = g(x)}. De˛nujme topologii ˙_G = {U ∩ G : U ∈ ˙_E} a ekvivalenci ≡_G jako¿to restrikci ≡_E na G. Pak máme spojité zobrazení i : |G| → |E|, které evidentnì zachovává ekvivalenci. Zejména tedy [i] : G → E splòuje [i] ∘ [f] = [i] ∘ [g] a dává nám ekvalizátor. Toti¿, je-li [h] : H → E ekvivariantní zobrazení tak, ¿e [h] ∘ [f] = [h] ∘ [g], máme speciálnì f(h(x)) = g(h(x)) pro x ∈ |H| tj. existuje spojité zobrazení d : |H| → |G| tak,

¿e h = d ∘ i. Pøitom d zachovává ekvivalenci. Zejména tedy existuje právì jedno ekvivariantní zobrazení [d] : H → G tak, ¿e [h] = [d] ∘ [i].

Vìnujme se nyní souètùm. Souèet topologických prostorù je právì disjunktní sjednocení, pøièem¿ topologie je generována sjednocením pøísluźných topologií. Co se týèe relace ekvivalence, poznamenejme, ¿e sjednocení relací ekvivalence na disjunktních mno¿inách je opìt relace ekvivalence. Zbývající èást je podobná jako pro souèty.

Vìnujme se nyní koekvalizátorùm. Pøedpokládejme, ¿e [f], [g] : E → F jsou ekvivariantní zobrazení, f, g : |E| → |F| jejich reprezentanti. Polo¿me G = F . De˛- nujme topologii ˙_G = ˙_F a ekvivalenci ≡_G jako¿to ekvivalenci generovanou relací {⟨f(x), g(x)⟩ : x ∈ |E|} a ekvivalencí ≡_F . Pak máme spojité zobrazení id_G : |F| → |G|, které evidentnì zachovává ekvivalenci. Zejména tedy [id_G] : F → G splòuje [f] ∘ [id_G] = [g] ∘ [id_G] a dává nám koekvalizátor. Toti¿, je-li [h] : F → H ekvivariantní zobrazení tak, ¿e [f] ∘ [h] = [g] ∘ [h], máme speciálnì h(f(x)) = h(g(x)) pro x ∈ |E| tj. existuje spojité zobrazení d : |G| → |H| tak, ¿e h = [id_G] ∘ d. Pøitom d zachovává ekvivalenci. Zejména tedy existuje právì jedno ekvivariantní zobrazení [d] : G → H tak, ¿e [h] = [id_G] ∘ [d].

Celkem je tedy EQU úplná a koúplná kategorie.

Poznamenejme, ¿e EQU obsahuje kategorii relací ekvivalence EQRToti¿ ka¿dou relaci na mno¿inì mù¿eme chápat jako¿to jako¿to diskrétní topologický prostor s touto relací ekvivalence. Zároveò lze pomocí axiomu výbìru dokázat, ¿e kategorie SET mno¿in je ekvivalentní s kategorií EQR relací ekvivalence. Pøitom ale není EQU ekvivalentní s T OP .

De˛nice. Kategorie P EQU parciálních ekvilogických prostorù má za objekty struktury A = (|A|, ˙_A, ≡_A), kde (|A|, ˙_A) je Scottova topologie na algebraickém svazu A a kde (|A|, ≡_A) je parciální ekvivalence, re‚exivní pouze na mno¿inì {x ∈ |A| : (x, x) ∈≡_A. Mor˛smy mezi parciálními ekvilogickými prostory jsou tøídy ekvivalence spojitých zobrazení mezi algebraickými svazy, která zachovávají relaci parciální ekvivalence a pro které platí f ≡_{A→B} f. Pøitom f ≡_{A→B} g ⇐⇒ ∀x, y ∈ |A|x ≡_A y=⇒f(x) ≡_B g(y). Pak øíkáme, ¿e tøída [f] je ekvivariantní zobrazení. Slo¿ení ekvivariantních zobrazení [f] a [g] je ekvivariantní zobrazení [f ∘ g].

Vìta 2.2 Kategorie EQU a P EQU jsou ekvivalentní.

Dùkaz. Pøipomeòme, ¿e dvì kategorie X a Y jsou ekvivalentní, jestli¿e máme dva funktory S : X → Y a T : Y → X tak, ¿e funktory ST a id_X spolu s funktory T S a id_Y jsou pøirozenì izomorfní. To je ale ekvivalentní tomu, ¿e existuje funktor S : X → Y, který je plný a vìrný a ka¿dý objekt Y ∈ Y je izomorfní S(X) pro nìjaký objekt X ∈ X .

Pøitom funktor S : X → Y je plný, jestli¿e pro ka¿dou dvojici objektù X, X^′ ∈ X a pro ka¿dý mor˛smus g : S(X) → S(X^′) existuje mor˛smus f : X → X^′ tak, ¿e g = S(f). Podobnì, funktor S : X → Y je vìrný, jestli¿e pro ka¿dou dvojici objektù X, X^′ ∈ X a pro ka¿dou dvojici mor˛smù f_1, f_2 : X → X^′ tak, ¿e S(f_1) = S(f_2) máme f_1 = f_2.

De˛nujme proto funktor restrikce R : P EQU → EQU následovnì: R(A) = R (|A|, ˙_A, ≡_A) = E = (|E|, ˙_E , ≡_E), kde |E| = {x ∈ |A| : x ≡_A x}, ˙_E = {U ∈ |E| : U ∈ ˙_A}, ≡_E=≡_A ∩|E| × |E|. Poznamenejme, ¿e x ≡_A y implikuje (z tranzitivity a symetrie) x, y ∈ |E|. Dále klademe pro ekvivariantní zobrazení [f] : A → B v P EQU , R([f]) = [f_{/|R(A)|}], f_{/|R(A)|} : |R(A)| → |R(B)| je evidentnì korektnì de˛nováno, je spojité a zachovává relaci ekvivalence.

Doka¿me nejprve, ¿e R je vìrný. Nechż A, B ∈ P EQU, [f_1], [f_2] : A → B jsou ekvivariantní mor˛smy v P EQU tak, ¿e R([f_1]) = R([f_2]). Pak pøímo z de˛nice dostáváme, ¿e f_{1/|R(A)|} ≡_{R(A)→R(B)} f_{2/|R(A)|} a proto¿e se staèí omezit pouze na ekvivalentní prvky, které jsou implicitnì obsa¿eny v |R(A)|, dostáváme okam¿itì vìrnost tj. f_1 ≡_{A→B} f_2.

Nyní ovìøme, ¿e funktor R je plný. Nechż A, B ∈ P EQU, [g] : R(A) → R(B) je ekvivariantní mor˛smus v EQU. Máme pak sestrojit ekvivariantní mor˛smus [f] : A → B v P EQU . Uva¿me nejprve topologický prostor ( |R(A)|, ˙_{R(A)} ) . Pak máme dle vìty 1.2 a dle vìty 1.3 spojité zobrazení f_A : |A| → P(˙_{R(B)}). Evidentnì pak f_A(a) ∈ |B| pro a ∈ |A|, f_A : |A| → |B| je spojité. Na závìr, funktor R je surjektivní dle vìty o vlo¿ení 1.2. Toti¿, ka¿dý ekvilogický prostor E lze vlo¿it do algebraického svazu A = P(˙_E ). Na tomto svazu máme Scottovu topologii a relace ekvivalence se pøirozenì de˛nuje pouze na prvcích tvaru {x}, x ∈ |A|. Pak R(A) = E. Vìta 2.3 Kategorie EQU je kartézsky uzavøená.

Dùkaz. Staèí ovìøit, ¿e P EQU je kartézsky uzavøená. Nechż tedy A, B ∈ P EQU . De˛nujme (A → B) ∈ P EQU následovnì:

1. |(A → B)| je mno¿ina spojitých funkcí;

2. ˙_{(A→B)} je ˚-topologie na tomto algebraickém svazu;

3. ≡_{(A→B)} je parciální ekvivalence de˛novaná v pøedchozí de˛nici ekvivalence.

Máme ukázat, ¿e máme vzájemnì jednoznaènou korespondenci A × B → C A → (B → C) . Ale proto¿e kartézský souèin i funkèní prostor jsou algebraické svazy, staèí s vyu¿itím 1.6 ovìøit, ¿e izomor˛smus mezi (A × B → C) a (A → (B → C)) zachovává parciální ekvivalenci. Ale to je bezprostøední pøepis de˛nice.

3 Dalźí vlastnosti

Podobnì jako SET lze i T OP plnì a vìrnì vnoøit do EQU. Toti¿ ka¿dý T_0-prostor lze opatøit relací identity, co¿ je právì naźe vnoøení do EQU. Je tøeba si uvìdomit, ¿e jsou zachovávány souèiny a souèty, ale u¿ ne funkèní prostory (napø. T OP u¿ není kartézsky uzavøená). Platí vźak následující:

Vìta 3.1 Pro ka¿dou nekoneènou podmno¿inu A je prostor vźech spojitých funkcí (P(A) → P(A)) retraktem P(A) pomocí spojité uzávìrové operace. To stejné platí o souèinovém prostoru P(A) × P(A).

Dùkaz. Pøipomeòme, ¿e (P(A) → P(A)) je retrakt algebraického svazu (P(A^∗ × A)). Ale evidentnì existuje bijekce mezi A a A^∗ × A. Jsou tedy svazy P(A) a (P(A^∗ × A)) izomorfní. Zároveò je (P(A)×P(A)) izomorfní s (P(A + A)), co¿ je izomorfní s P(A).

Z výźe uvedeného jednoduchým propoètem plyne

Vìta 3.2 Pro ka¿dou nekoneènou podmno¿inu A je kategorie vźech relací ekvivalence

na podprostorech prostoru (P(A) → P(A)) subkartézsky uzavøená úplná podkategorie EQU.