5. BÁZE A DIMENZE

5.1. Steinitzova vìta a koneènì rozmìrné prostory Vìta 1. Steinitzova vìta Nechż u_1, . . . , un,

v_1, . . . , v_m ∈ V . Jsou-li vektory u_1, . . . , u_n jsou

lineárnì nezávislé a vźechny patøí do lineárního obalu [v_1, . . . , vm], pak n ≤ m.

Dùkaz Proto¿e u_j ∈ [v_1, . . . , vm] pro ka¿dé j ≤

n, existují c_j = (c_{1j}, . . . , c_{mj})^T ∈ K^m tak, ¿e u_j = c_{1j}v_1 + . . . + c_{mj}v_m = (v_1, . . . , v_m) · c_j.

Jinak øeèeno

(u_1, . . . , un) = (v_1, . . . , vm) · C,

kde C = (c_{ij})_m�_n je matice se sloupci c_1, . . . , cn.

Pøedpokládejme, ¿e m < n. Pak dle tvrzení 3.3 má homogénní soustava C·x = 0 alespoò jedno øeźení x = (x_1, . . . , xn)^T ≠ 0. Jednoduchým výpoètem dostáváme

x_1u_1 + . . . + xnun = (u_1, . . . , un) · x = (v_1, . . . , v_m) · C · x = (v_1, . . . , v_m) · 0 = 0,

co¿ je ve sporu s lineární nezávislostí vektorù

u_1, . . . , un.

Tvrzení 2. Pro libovolný vektorový prostor

V jsou nasledující podmínky ekvivalentní:

(i) existuje koneèná mno¿ina X ⊆ V tak, ¿e [X] = V ;

(ii) ka¿dá lineárnì nezávislá mno¿ina Y ⊆ V je koneèná.

Øíkáme, ¿e vektorový prostor V je koneènì rozmìrný, pokud splòuje nìkterou (tedy nutnì obì) z ekvivalentních podmínek (i), (ii) právì dokázaného tvrzení. V opaèném pøípadì øíkáme, ¿e V je nekoneènìrozmìrný vektorový prostor.

5.2. Báze a dimenze koneènì

rozmìrného prostoru

Nechż V je koneènì rozmìrný vektorový prostor. Bází prostoru V nazýváme ka¿dou lineárnì nezávislou uspoøádanou n-tici (u_1, . . . , un) vektorù z V , která generuje celý prostor V . Øíkáme pak, ¿e vektory u_1, . . . , un tvoøí bázi prostoru V .

Nasledující tvrzení je pøímým dùsledkem vìty 4.10, která øíká:

Nechż u_1, . . . , un, v_1, . . . , vm ∈ V , prièem¿ vektory u_1, . . . , un jsou lineárnì nezávislé. Potom z mno¿iny {1, . . . , m} mù¿eme vybrat indexy i_1 < . . . < i_k tak, ¿e vektory u_1, . . . , un, v_{i1}, . . . , v_ik jsou lineárnì nezávislé a generují stejný podprostor jako vektory u_1, . . . , un, v_1, . . . , vm..

Tvrzení 3. Nechż V je koneènì rozmìrný

vektorový prostor. Potom

(a) libovolnou lineárnì nezávislou uspoøádanou k-tici (u_1, . . . , u_k) vektorù z V mù¿eme doplnit do nìjaké báze (u_1, . . . , u_k, . . . , un) prostoru V ;

(b) z libovolné generující uspoøádané m-tice (v_1, . . . , vm) vektorù z V mù¿eme vybrat nìjakou bázi

(v_{i1}, . . . , v_in) prostoru V .

Vìta 4. Nechż V je koneènì rozmìrný vek-

torový prostor. Potom

(a) V má alespoò jednu bázi;

(b) libovolné dvì báze prostoru V mají stejný poèet prvkù.

Právì dokázaná vìta nám umo¿òuje korektnì de˛novat dimenzi nebo té¿ rozmìr koneènì rozmìrného vektorového prostoru V jako poèet prvkù jeho libovolné báze. Dimenzi vektorového prostoru V znaèíme dim V . Pokud dim V = n, øíkáme, ¿e V je n-rozmìrný vektorový prostor. Pokud V je nekoneènì rozmìrný prostor, klademe dim V = ∞. V pøípadì, ¿e bude potøebné zdùraznit úlohu èíselného tìlesa K, budeme pou¿ívat podrobnìjźí oznaèení

dimK V .

Tedy V je koneènì rozmìrný právì tehdy, kdy¿ dim V < ∞. 6

Tvrzení 5. Nechż dim V = n, v_1, . . . , vm ∈ V .

Potom libovolné dvì z následujících podmínek implikují tøetí:

(i) vektory v_1, . . . , vm jsou lineárnì nezávislé;

(ii) [v_1, . . . , vm] = V ;

(iii) m = n.

To kromì jiného znamená, ¿e na ovìøení, zda n vektorù v_1, . . . , vn tvoøí bázi n-rozmìrného vektorového prostoru V , staèí ovìrit jen jednu (a to libovolnou) z podmínek (i), (ii).

5.3. Souøadnice vektoru vzhledem na danou bázi

Následující vìta je speciálním pøípadem vìty 4.8.

Vìta 6. Vektory u_1, . . . , un tvoøí bázi vek-

torového prostoru V právì tehdy, kdy¿ ka¿dý vektor x ∈ V mù¿eme jednoznaènì vyjádøit ve tvaru lineární kombinace x = c_1u_1+. . .+cnun.

Uvìdomme si, ¿e existence aspoò jednoho vyjádøení x = c_1u_1+. . .+cnun je ekvivalentní s podmínkou, ¿e vektory u_1, . . . , un generují V . Jednoznaènost tohoto vyjádøení je zase ekvivalentní s lineární nezávislostí vektorù u_1, . . . , un.

Tedy α = (u_1, . . . , un) je bází V tehdy a jen tehdy, kdy¿ pro ka¿dé x ∈ V existuje právì jedno c = (c_1, . . . , cn)^T ∈ K^n tak, ¿e

x = c_1u_1 + . . . + cnun = α · c.

Tento jednoznaènì urèený sloupcový vektor c ∈ K^n budeme nazývat souøadnice vektoru x vzhledem na bázi α a oznaèovat

c = (x)_α.

Tedy ka¿dá báze α v n-rozmìrném vektorovém prostoru V de˛nuje souøadnicové zobrazení x →

(x)α z V do sloupcového vektorového prostoru K^n.

Tvrzení 7. Nechż α = (u_1, . . . , un) je báze

koneènì rozmìrného vektorového prostoru V . Potom pøísluźné souøadnicové zobrazení V → K^n je bijektívní a zachovává lineární kombinace, t. j. pro libovolná a, b ∈ K, x, y ∈ V platí (ax + by)α = a(x)α + b(y)α. K nìmu inverzní zobrazení K^n → V je dané pøedpisem c → α · c.

V oznaèení posledního tvrzení tedy pro libovolné x ∈ V , c ∈ K^n platí

x = α · (x)_α, (α · c)_α = c.

První rovnost ukazuje, jak je mo¿no vektor x rekonstruovat z dané báze α a jeho souøadnic

(x)α v této bázi; druhá, ¿e souøadnice lineární

kombinace P^n_{i=1} c_iu_i v báze u_1, . . . , un tvoøí vektor (c_1, . . . , cn)^T .

Právì zavedené souøadnice mù¿eme nazvat sloupcovými souøadnicemi vzhledem k dané bázi. Podobným zpùsobem mù¿eme zavést i øádkové souøadnice a dokázat pro nì analogická tvrzení jako pro sloupcové.

Pøíklad 8.

Oznaème e^{(n)}_i = s_i(In) ∈ K^n sloupcový vektor skládající ze samých nul, mimo i-té slo¿ky, která je 1. Potom ε^{(n)} = (e^{(n)}_1 , . . . , e^{(n)}_n ) je báze sloupcového vektorového prostoru K^n. Nazýváme ji kanonickou bází tohoto prostoru. Mù- ¿eme ji ztoto¿niż s jednotkovou maticí In. Obèas budeme horní index (n) vynechávat a pøísluźnou bázi oznaèovat struènì ε = (e_1, . . . , en). Pro libovolný vektor x = (x_1, . . . , xn)^T ∈ K^n platí

x = x_1e_1 + . . . + x_ne_n,

proto (x)ε = x, t. j. ka¿dý vektor x ∈ K^n splýva se svými vlastními souøadnicemi v kanonické bázi.

Kanonická báze øádkového vektorového prostoru K^n je tvoøená øádky jednotkové matice

I_n a znaèíme ju stejnì jako v pøedcházejícím

pøípadì ε^{(n)} = (e^{(n)}_1 , . . . , e^{(n)}_n )^T nebo struènì ε =

(e1, . . . , en)T, jen s tím rozdílem, ¿e ε^(n^) = ε

sloupec vektorù a ka¿dé e_i je øádek skládající se ze samých nul, mimo i-té pozice, na které je 1.

Vìta 9. Pro libovolné n ∈ N platí dim K^n = n.

5.4. Dimenze souètu a souèinu vektorových prostorù

Vìta 10. Nechż S, T ⊆ V jsou koneènì roz-

mìrné lineární podprostory vektorového priestoru V . Potom

dim(S + T ) = dim S + dim T − dim(S ∩ T ).

Dùsledek 11. Nechż S, T jsou lineární

podprostory vektorového priestoru V . Potom S ∩ T = {0}, t. j. souèet S + T je direktní právì tehdy, kdy¿

dim(S + T ) = dim S + dim T.

Tvrzení 12. Nechż V , W jsou koneènì roz-

mìrné vektorové prostory nad èíselným tìlesem K. Potom pro dimenzi jejich pøímého spuèinu platí

dim(V × W ) = dim V + dim W.