KvantoveÂ svazy a jejich aplikace v informatice

Jan Paseka Masarykova Univerzita Brno

Kvantové svazy – p.1/25

Abstrakt prÏednaÂsÏky

V prÏednaÂsÏce uvedeme zaÂkladnõÂ prÏõÂklady kvantovyÂch svazuÊ a nastõÂnõÂme metody pro jejich pouzÏitõÂ v teoretickeÂ informatice.

JednõÂm z teÏchto prÏõÂkladuÊ budou tzv. relacÏnõÂ kvantoveÂ svazy, ktereÂ tvorÏõÂ bezespornou a uÂplnou trÏõÂdu modeluÊ pro nekomutativnõÂ intucionistickou lineaÂrnõÂ logiku. DalsÏõÂm pak budou ideaÂly Kleeneho algeber, ktereÂ jsou studovaÂny v raÂmci teorie jazykuÊ.

Kvantové svazy – p.2/25

Obsah prÏednaÂsÏky Obsah

1 UÂ vod 4 2 LineaÂrnõÂ logika 14 3 DynamickaÂ logika 17

Kvantové svazy – p.3/25

Motivace I 1 UÂ vod a motivace, zaÂkladnõÂ pojmy

Bud’ X mnozÏina (abeceda). SysteÂm konecÏnyÂch posloupnostõÂ nad X znacÏõÂme X^∗ (volnyÂ monoid nad X vzhledem k operaci zrÏeteÏzenõÂ ·). SysteÂm vsÏech podmnozÏin (jazykuÊ) v X^∗ znacÏõÂme P(X^∗) a evidentneÏ platõÂ ⋁ i∈I A_i · B = ( ⋁ i∈I A_i) · B (1) ⋁ i∈I B · A_i = B · ( ⋁ i∈I A_i) (2) A_i, B ⊆ X^∗. Zde A · B = {a · b : a ∈ A, b ∈ B}.

Kvantové svazy – p.4/25

Motivace II

UÂ plnyÂm polosvazem budeme rozumeÏt usporÏaÂdanou mnozÏinu S tak, zÏe pro kazÏdou jejõÂ podmnozÏinu T bude existovat jejõÂ supremum ⋁ T . Homomorősmem mezi uÂplnyÂmi polosvazy bude zobrazenõÂ zachovaÂvajõÂcõÂ suprema, zejmeÂna bude tedy zachovaÂvaÂn nejmensÏõÂ prvek 0. NejveÏtsÏõÂ prvek S budeme znacÏit 1.

Kvantové svazy – p.5/25

Motivace III

OznacÏme Q(S_1, S_2) uÂplnyÂ polosvaz homomorősmuÊ uÂplnyÂch polosvazuÊ z S_1 do S_2 resp. Q(S) = Q(S, S), zde S, S_1, S_2 jsou uÂplneÂ polosvazy. VsÏimneÏme si, zÏe Q(S) je asociativnõÂ pologrupa vuÊcÏi operaci sklaÂdaÂnõÂ, ve ktereÂ platõÂ naÂsledujõÂcõÂ distributivnõÂ zaÂkony ⋁ i∈I f_i ∘ g = ( ⋁ i∈I f_i) ∘ g (3) ⋁ i∈I g ∘ f_i = g ∘ ( ⋁ i∈I f_i) (4) pro vsÏechna f_i, g ∈ Q(S).

Kvantové svazy – p.6/25

Motivace IV

KvantovyÂm svazem (kvantaÂlem) pak budeme rozumeÏt uÂplnyÂ polosvaz Q opatrÏenyÂ asociativnõÂ operacõÂ naÂsobenõÂ · splnÏujõÂcõÂ naÂsledujõÂcõÂ distributivnõÂ zaÂkony ⋁ i∈I a_i · b = ( ⋁ i∈I a_i) · b (5) ⋁ i∈I b · a_i = b · ( ⋁ i∈I a_i) (6) pro vsÏechna a_i, b ∈ Q. Homomorősmem mezi kvantovyÂmi svazy bude homomorősmus uÂplnyÂch polosvazuÊ zachovaÂvajõÂcõÂ naÂsobenõÂ.

Kvantové svazy – p.7/25

Motivace V

Svazy ideálů v okruzích

Pojem kvantoveÂho svazu muÊzÏeme vystopovat jizÏ v pracech M. Warda a R.P. Dilwortha z 30. let, kterÏõÂ si uveÏdomili, zÏe teorii ideaÂluÊ v okruzõÂch lze vhodneÏ formulovat pomocõÂ pojmu svazu ideaÂluÊ opatrÏeneÂho asociativnõÂ operacõÂ naÂsobenõÂ. Jsou to naprÏõÂklad praÂce

M. Ward, Residuations in structures over which a multiplication is deőned, Duke Mathematical Journal 3 (1937), 627-636.

M. Ward, Structure residuation, Annals of Mathematics 39 (1938), 558-568. M. Ward and R.P. Dilworth, Residuated lattices, Trans. Amer. Math. Soc. 45 (1939), 335ś354.

R.P. Dilworth, Non-commutative residuated lattices, Trans. Amer. Math. Soc. 46 (1939), 426ś444.

Kvantové svazy – p.8/25

Motivace VI

Operace reziduace →_r − : Q × Q → Q and →_l − : Q × Q → Q jsou deőnovaÂny v kvantovyÂch svazech prÏedpisem

a →_r x = ⋁ a·y≤x

y a a →_l x = ⋁ y·a≤x y. Pro komutativnõÂ kvantovyÂ svaz Q je a →_r x = a →_l x.

Kvantové svazy – p.9/25

Motivace VII

Svazy relací

DalsÏõÂ motivace ke studiu kvantovyÂch svazuÊ pochaÂzõÂ ze studia relacÏnõÂho kalkulu - viz. naprÏ. praÂce

A. AndreÂka, Representations of distributive lattice-ordered semigroups, Algebra Universalis, vol. 28 (1991), 12ś25.

A. AndreÂka and D.A. Bredikhin, The equational theory of union-free algebras of relations, Algebra Universalis, vol. 33 (1995), 516ś532. C. J. Mulvey, J. W. Pelletier, A Quantisation of the Calculus of Relations, Canadian Mathematical Society Conference Proceeding, vol. 13 (1992), 345ś360.

TotizÏ, pro danou mnozÏinu X, mnozÏina R(X) relacõÂ na X tvorÏõÂ kvantovyÂ svaz, ve ktereÂm je spojenõÂ deőnovaÂno jako sjednocenõÂ a naÂsobenõÂ je obvykleÂ sklaÂdaÂnõÂ relacõÂ.

Kvantové svazy – p.10/25

Motivace VIII

OznacÏme M = (X, Q, δ, q_0, F ) nedeterministickyÂ automat s prÏechodovou relacõÂ δ : Q × X → P(Q). To naÂm jednoznacÏneÏ urcÏuje zobrazenõÂ δ^∗ : P(Q) × P(X^∗) → P(Q) prÏedpisem δ^∗(B, λ) = B, δ^∗(B, {v · x}) = δ(δ^∗(B, {v}), x). δ^∗ maÂ pak naÂsledujõÂcõÂ vlastnosti: δ^∗( ⋃ i B_i, Y ) = ⋃ i δ^∗(B_i, Y ), δ^∗(B, ⋃ i Y_i) = ⋃ i δ^∗(B, Y_i), δ^∗(B, Y · Z) = δ^∗(δ^∗(B, Y ), Z).

Kvantové svazy – p.11/25

Motivace IX

P(Q) je pak pravyÂ P(X^∗)-modul. MluvõÂme o tzv. žklasickeÂmž systeÂmu, P(X^∗) je nahrazen libovolnyÂm kvantovyÂm svazem a chaÂpeme jej jakozÏto mnozÏinu konecÏnyÂch pozorovaÂnõÂ.

V prÏõÂpadeÏ, zÏe nahradõÂme P(Q) systeÂmem uzavrÏenyÂch lineaÂrnõÂch podprostoruÊ Hilbertova prostoru mluvõÂme o žkvantoveÂm systeÂmuž.

Kvantové svazy – p.12/25

Motivace X

Pro kvantovyÂ svaz Q nazveme pravyÂm modulem nad Q uÂplnyÂ polosvaz M spolecÏneÏ s akcõÂ ⊗ : M × Q → M splnÏujõÂcõÂ

(m ⊗ a) ⊗ b = m ⊗ (a · b) (7) ( ⋁ X) ⊗ a = ⋁ {x ⊗ a : x ∈ X} (8) m ⊗ ⋁ S = ⋁ {m ⊗ s : s ∈ S} (9) pro vsÏechna a, b ∈ Q, m ∈ M, S ⊆ Q, X ⊆ M.

Kvantové svazy – p.13/25

LineaÂrnõÂ logika I 2 LineaÂrnõÂ logika a kvantoveÂ svazy

Girard, 1987 logickyÂ operaÂtor ⊗ a !, zaÂklad pro studium paralelismu v computer science

Kvantové svazy – p.14/25

LineaÂrnõÂ logika II

FaÂzovaÂ seÂmantika

FaÂzovyÂ prostor je usporÏaÂdanaÂ dvojice (M, ⊥), kde M je komutativnõÂ monoid a ⊥ ⊆ M. Klademe X · Y = {x · y : x ∈ X, y ∈ Y }, X−∘Y = {z ∈ M : X · {z} ⊆ Y }, X^⊥ = X−∘⊥. Pokud X^{⊥⊥} = X, rÏõÂkaÂme, zÏe X je fakt.

ZejmeÂna X ⊆ X^{⊥⊥}, X^{⊥⊥} · Y^{⊥⊥} ⊆ (X · Y )^{⊥⊥} a X ⊆ Y =⇒ Y^⊥ ⊆ X^⊥.

⊥⊥ : P(M) → P(M) je uzaÂveÏrovyÂ operaÂtor, kteryÂ indukuje na F ix(^{⊥⊥}) strukturu kvantoveÂho svazu - faÂzovyÂ kvantovyÂ svaz.

Kvantové svazy – p.15/25

LineaÂrnõÂ logika III

FaÂzovaÂ seÂmantika - nekomutativnõÂ verze, D. Yetter, 1990 GirarduÊv kvantovyÂ svaz je kvantovyÂ svaz opatrÏenyÂ cyklickyÂm ((a →_r ⊥ = a →_l ⊥) dualizujõÂcõÂm (((a →_r ⊥) →_l ⊥ = ((a →_l ⊥) →_r ⊥) prvkem ⊥.

GirarduÊv kvantovyÂ svaz = faÂzovyÂ kvantovyÂ svaz soucÏasnyÂ stav - studium faÂzovyÂch prostoruÊ - Light Afőne Logic (TCS), ap.

Kvantové svazy – p.16/25

DynamickaÂ epistemic logika (DEL) I 3 DynamickaÂ epistemic logika a kvantoveÂ svazy

Baltag, Coecke, Sadrzadeh, 2004 - zameÏrÏeno na epistemic programy, tj. programy, kteryÂ meÏnõÂ informacÏnõÂ stav agentuÊ (modelovaÂnõÂ toku informacõÂ, vyÂmeÏna informacõÂ mezi agenty). BezpecÏnaÂ komunikace, umeÏlaÂ inteligence, e-obchod.

Kvantové svazy – p.17/25

DynamickaÂ epistemic logika (DEL) II

StavovyÂ model, trojice S = (S,^A−→, μ)_{A∈A} S mnozÏina stavuÊ, A konecÏnaÂ mnozÏina agentuÊ, A−→⊆ S × S relace dostupnosti kazÏdeÂho agenta A ∈ A, Φ mnozÏina mozÏnyÂch skutecÏnostõÂ, μ : S → P(Φ) ohodnocenõÂ tj. s |= ϕ praÂveÏ tehdy, kdyzÏ ϕ ∈ μ(s).

KazÏdeÂ relaci dostupnosti odpovõÂdaÂ zobrazenõÂ f_A : S → P(S); s → f_A(s) = {t ∈ S : s^A−→ t}, tj. agent A ve stavu s povazÏuje stav t za mozÏnyÂ sveÏt.

Kvantové svazy – p.18/25

DynamickaÂ epistemic logika (DEL) III

Epistemic tvrzenõÂ P pro stavovyÂ model je podmnozÏina P ⊆ S - stavy, ve ktereÂm je tvrzenõÂ pravdiveÂ

μ(P ) := ⋂ {μ(s) : s ∈ P } ∈ P(Φ),

f_A(P ) := ⋃ {f_A(s) : s ∈ P } ∈ P(S).

Kvantové svazy – p.19/25

DynamickaÂ epistemic logika (DEL) IV

Model akcõÂ, trojice Σ = (Σ,^A−→, μ)_{A∈A}

Σ mnozÏina akcõÂ,^A−→⊆ Σ × Σ relace dostupnosti kazÏdeÂho agenta A ∈ A, μ : Σ → P(S), akci se prÏirÏadõÂ prÏedpoklady pro jejõÂ uskutecÏneÏnõÂ. Epistemic program π pro model akcõÂ je podmnozÏina π ⊆ Σ

μ(π) := ⋃ {μ(σ) : σ ∈ π} ∈ P(S),

f_A(π) := ⋃ {f_A(σ) : σ ∈ π} ∈ P(Σ).

Kvantové svazy – p.20/25

DynamickaÂ epistemic logika (DEL) V

Update produkt S ⊗ Σ - stavovyÂ model S ⊗ Σ = ⋃ σ∈Σ μ(σ) × {σ} ⊆ S × Σ f_A(s, σ) := f_A(s) × f_A(σ), μ(s, σ) := μ(s). Update produkt tvrzenõÂ P a programu π P ⊗ π = ⋃ σ∈π(μ(σ) ∩ P ) × {σ} ⊆ P × π

Kvantové svazy – p.21/25

DynamickaÂ epistemic logika (DEL) VI

Modality �_AP := {s ∈ S : f_A(s) ⊆ P } - agent A võÂ, zÏe platõÂ P nebo tomu veÏrÏõÂ - epistemic modalita

[π]P := {s ∈ S : {s} ⊗ π ⊆ P } - pro kazÏdyÂ stav v [π]P bude tvrzenõÂ P pravdiveÂ po probeÏhnutõÂ programu π - dynamickaÂ modalita

Kvantové svazy – p.22/25

DynamickaÂ epistemic logika (DEL) VII

SekvencÏnõÂ sklaÂdaÂnõÂ modeluÊ akcõÂ - Σ_1 • Σ_2 Σ_1 • Σ_2 := Σ_1 × Σ_2, f_A(σ_1, σ_2) := f_A(σ_1) × f_a(σ_2), μ(σ_1, σ_2) := μ(σ_1) ∩ ⋃ {[σ_1]ψ : ψ ∈ μ(σ_2)}.

SekvencÏnõÂ sklaÂdaÂnõÂ programuÊ - π_1 • π_2 π_1 • π_2 := π_1 × π_2.

AkcÏnõÂ model se skipem - beze zmeÏny μ(skip) = S, f_A(skip) = {skip} S ⊗ skip = S, Σ • skip = Σ.

Kvantové svazy – p.23/25

DynamickaÂ epistemic logika (DEL) VIII

DEL model - dvojice (S, Σ), S stavovyÂ model, Σ model akcõÂ tak, zÏe skip ∈ Σ, S ⊗ Σ ⊆ S a Σ • Σ ⊆ Σ.

konkreÂtnõÂ epistemic systeÂm - viz prÏedchozõÂ popis - dvojice (P(S), P(Σ)).

SysteÂm (Abramsky, Vickers 1993) - dvojice (M, Q), Q kvantovyÂ svaz, M pravyÂ Q-modul.

Kvantové svazy – p.24/25

DynamickaÂ epistemic logika (DEL) IX

Endomorősmus systeÂmu f : (M, Q) → (M, Q) je dvojice

(f^M : M → M, f^Q : Q → Q),

kde f^M je morősmus sup-polosvazuÊ, f^Q je morősmus kvantovyÂch svazuÊ a platõÂ f^M (m ⊗ q) = f^M (m) ⊗ f^Q(q).

Epistemic systeÂm je tvaru (M, Q, {f_A}_{A∈A}), (M, Q) systeÂm, {f_A}_{A∈A} systeÂmoveÂ endomorősmy.

Kvantové svazy – p.25/25