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Abstrakt prednasky

V prednasce uvedeme zakladni priklady
kvantovych svazu a nastinime metody pro jejich
pouziti v teoretické informatice.

Jednim z téchto pfikladt budou tzv. relaéni
kvantove svazy, které tvori bezespornou a
uplnou tfidu modelu pro nekomutativni
Intucionistickou linearni logiku. DalSim pak
budou idealy Kleeneho algeber, které jsou
studovany v ramci teorie jazyku.
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Motivacel

1 Uvod a motivace, zakladni pojmy

Bud X mnozZina (abeceda). Systém konecnych posloupnosti nad X znacime X * (volny
monoid nad X vzhledem k operaci zfetézeni -). Systém vSech podmnozin (jazykl) v X *

znaCime P(X ™) a evidentné plati

(1) \/ 4;- B

(\/Ai)'B

=y =yl
(2) \VVB-4 = B-(\/4)
el 1€1

A;,BC X*.Zde A-B={a-b:a€ A,be B}.
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Motivacel |

UpInym polosvazem budeme rozumét
usporadanou mnozinu S tak, ze pro kazdou jeji
podmnozinu 7' bude existovat jeji supremum
VT.

Homomorfismem mezi Uplnymi polosvazy bude
Zobrazeni zachovavajici suprema, zejména bude
tedy zachovavan nejmensi prvek 0. Nejvetsi
prvek S budeme znacit 1.
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Motivacelll

Oznacme 9Q(S;,.5;) Uplny polosvaz homomorfismU Gplnych
polosvazu z S; do S, resp. 9(S) = Q(S,5), zde S, S, 5,
jsou uplné polosvazy. VSimnéme si, ze Q(S) je asociativni
pologrupa vuci operaci skladani, ve které plati nasledujici
distributivni zakony

(3) \V fiocg = (\V fi)og
(4) \/gsz'

|
QS

O
==

pro vSechna f;, g € 9(5).
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Motivace |V

Kvantovym svazem (kvantalem) pak budeme rozumeét
uplny polosvaz () opatreny asociativni operaci nasobent -
splnujici nasledujici distributivni zakony

el el
el el

pro vsechna a;, b € (). Homomorfismem mezi kvantovymi
svazy bude homomorfismus Uplnych polosvazl
zachovavajicl nasobeni.
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M otivace V

Svazy ideald v okruzich

Pojem kvantového svazu mliZeme vystopovat jiZz v pracech M. Warda a R.P. Dilwortha z
30. let, ktefi si uvédomili, Ze teorii ideall v okruzich Ize vhodné formulovat pomoci pojmu
svazu ideall opatieného asociativni operaci nasobeni. Jsou to napfiklad prace

M. Ward, Residuations in structures over which a multiplication is defined, Duke
Mathematical Journal 3 (1937), 627-636.

M. Ward, Structure residuation, Annals of Mathematics 39 (1938), 558-568.

M. Ward and R.P. Dilworth, Residuated lattices, Trans. Amer. Math. Soc. 45
(1939), 335-354.

R.P. Dilworth, Non-commutative residuated lattices, Trans. Amer. Math. Soc. 46
(1939), 426-444.
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M otivace VI

Operace reziduace —, —: () x Q — () and
— — : @ X Q — @ Jsou definovany v kvantovych
svazech predpisem

a —p T = \/ Yy a a—)px = \/ Y.

a-y<x Yy-asx
Pro komutativni kvantovy svaz () je

a—, T =a— .

Kvantové svazy — p.9/25



Motivace VI I

Svazy relaci

DalSi motivace ke studiu kvantovych svazli pochazi ze studia relac¢niho kalkulu - viz.
napf. prace

A. Andréka, Representations of distributive lattice-ordered semigroups, Algebra
Universalis, vol. 28 (1991), 12-25.

A. Andréka and D.A. Bredikhin, The equational theory of union-free algebras of
relations, Algebra Universalis, vol. 33 (1995), 516-532.

C. J. Mulvey, J. W. Pelletier, A Quantisation of the Calculus of Relations,

Canadian Mathematical Society Conference Proceeding, vol. 13 (1992),
345-360.

Totiz, pro danou mnozinu X, mnozina R(X) relaci na X tvofi kvantovy svaz, ve kterém

je spojeni definovano jako sjednoceni a nasobeni je obvyklé skladani relaci.
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Motivace VI

OznaCme M = (X, @, 9, qo, F') nedeterministicky automat s
prechodovou relaci § : Q x X — P(Q).

To nam jednoznacné urcuje zobrazeni

0% : P(Q) x P(X*) — P(Q) predpisem 6*(B,\) = B,

0 (B, {v-z}) =06(0"(B,{v}), ). 6* ma pak nasledujici
vlastnosti:

6*(U; B, Y) = U, 0°(B,Y), 6*(B,U, Y) = U, 8"(B.Yy),
0*(B,Y - Z) =6*(6*(B,Y), 2).
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Motivace | X

P(Q) je pak pravy P(X*)-modul. Mluvime o tzv.
"klasickém” systému, P(X*) je nahrazen libovolnym
kvantovym svazem a chapeme jej jakozto mnozinu
konecnych pozorovani.

V pripadé, ze nahradime P(Q) systémem uzavienych
linearnich podprostort Hilbertova prostoru mluvime o
"kvantovéem systému”.
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M otivace X

Pro kvantovy svaz () nazveme pravym modulem nad ()
uplny polosvaz M spolecné s akcl . ®_: M x () — M
splnujici

(7) (m®a)®b = m®& (a-b)
(8) (\/X)@a = \/{x@a:azeX}
(9) m®\/S = \/{m@s:sES}

provsechnaa,be Q, me M,S CQ, X C M.
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Linearni logika

2 Linearni logika a kvantove svazy

Girard, 1987 logicky operator ® a !, zaklad pro studium paralelismu v computer science

I'HA &ﬂkﬂm
I AFRB
Logkcal gromp

I'4 BAFC
T,A<B,AFC

» Fdrc " 'BFHC
T ALEFC T,AZBF C

v HF,A[BKX]I—C
Rl 7 | F'vXd+-C
(X not free in I

IF -4 rA-C
— bz dar ———
I - 14 T4-C
Structural Grounp
re¢ LY urc
rA+-cC FTdr-C
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Linearni logika ||

Fazova sémantika

Fazovy prostor je usporadana dvojice (M, 1), kde M je
komutativni monoid a 1. C M.

Klademe X - Y ={z-y:z € X,y e Y},

XY ={zeM: X -{z} CY}, X+ =X—-L1.Pokud
X++ = X, fikame, Ze X je fakt.

Zejména X C X+ X+ . yH C(X.V)H a
XCY=Y+tCXx

4+ P(M) — P(M) je uzavérovy operator, ktery indukuje
na Fixz(++) strukturu kvantového svazu - fazovy kvantovy
svaz.
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Linearni logika |l

Fazova semantika - nekomutativni verze, D.
Yetter, 1990

Girardtv kvantovy svaz je kvantovy svaz
opatreny cyklickym ((a —, L. =a —; 1)
dualizujicim (((¢ —, L) —; L = ((a —; L) —, 1)
prvkem _L.

Girarduv kvantovy svaz = fazovy kvantovy svaz
soucéasny stav - studium fazovych prostoru -
Light Affine Logic (TCS), ap.
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Dynamicka epistemic logika (DEL) |

o5 Dynamicka epistemic logika a
kvantove svazy

Baltag, Coecke, Sadrzadeh, 2004 - zaméreno na epistemic programy, tj. programy, ktery
méni informacni stav agentti (modelovani toku informaci, vyména informaci mezi

agenty). Bezpecna komunikace, uméla inteligence, e-obchod.
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Dynamicka epistemic logika (DEL) ||

Stavovy model, trojice S = (.S, ﬁ, L) AcA

S mnozina stavu, A kone¢na mnozina agentd,

i@ S x S relace dostupnosti kazdého agenta
A € A, ® mnozina moznych skutecnosti,

w: S — P(®) ohodnoceni tj. s = ¢ pravé tehdy,
kdyz ¢ € u(s).

Kazdé relaci dostupnosti odpovida zobrazeni
fA:S—>77(S);SI—>fA(s):{tES:s$t},tj.
agent A ve stavu s povazuje stav t za mozny
Svet.




Dynamicka epistemic logika (DEL) ||

Epistemic tvrzeni P pro stavovy model je
podmnozina P C S - stavy, ve kterém je tvrzeni
pravdive

u(P) = u(s) : s € P} € P(®),
fa(P) = J{fa(s) : s € P} € P(5).
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Dynamicka epistemic logika (DEL) |\

Model akcl, trojice > = (3, ﬁ, 1) Ac A

> mnozina akci, i@ >: X > relace dostupnosti
kazdého agenta A € A, u: X — P(S), akci se
prifadi predpoklady pro jeji uskutecneni.
Epistemic program = pro model akci je
podmnozina m C X



Dynamicka epistemic logika (DEL) V

Update produkt S ® ¥ - stavovy model
S® % =, (o) x {0} C S x %
fA(Sva) = fA(S) X fA(U)nu(Sa 0) = U(S)'
Update produkt tvrzeni P a programu 7
PR7 =Uper (o) N P) x {0} C P x 7



Dynamicka epistemic logika (DEL) V

Modality
O4P :={s € S: fa(s) C P} - agent A vi, Ze plati
P nebo tomu veri - epistemic modalita

P :={seS:{s}t®n C P} - pro kazdy stav v
]P bude tvrzeni P pravdivé po probehnuti
orogramu 7 - dynamicka modalita




Dynamicka epistemic logika (DEL) V

Sekvencni skladani modelu akci - X1 e X

Y1 @ Xy 1= Xy X Xy, fa(o1,02) := fa(o1) X fa(o2),
(o1, 02) = plo1) NU{lo|Y - ¥ € ploa)}.

Sekvencni skladani programu - 7; e
TT1 @79 = 71 X T9.

Akcni model se skipem - beze zmeény

n(skip) = S, fa(skip) = {skip}
S ®skip=.5,>Xeskip = 2.



Dynamicka epistemic logika (DEL) V

DEL model - dvojice (S, 32), S stavovy model, X
model akcl tak, zeskip e X, S®>X C S a
e C ),

konkrétni epistemic systém - viz predchozi popis
- dvojice (P(S),P(X)).

System (Abramsky, Vickers 1993) - dvojice
(M, Q), Q kvantovy svaz, M pravy Q-modul.



Dynamicka epistemic logika (DEL) |2

Endomorfismus systému f : (M, Q) — (M, Q) je
dvojice

(fY" M — M, f:Q— Q).

kde ™ je morfismus sup-polosvazl, ¢ je
morfismus kvantovych svazu a plati

M(m® q) = fM(m) ® f9(q).

Epistemic systém je tvaru (M, Q,{fa}aca),
(M, Q) system, { fa}aea Systemove
endomorfismy.
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