Vlastnosti Bernsteinovych polynomu

1. Rozklad jednotky: Soucet Bernsteinovych polynomi stupné n je 1:

ZB?(Q?) = 1.

2. Pozitwita: Bernsteinovy polynomy jsou v intervalu (0,1) nezdporné:

Bl'(z) >0,i=0,...,n,xz € (0,1).

8. Mazimum: B(z) nabjvd svého mazima v intervalu (0,1) v bodé £,i=0,..., n.

4. Sumace:
n

ZZBZ"(x) =n-x.

i=0
5. Symetrie:
BY(z)=B;_ ,(1—x),i=0,...,n.
6. Rekurze: Pro i = 0,...,n plati, Ze Bernsteinuv polynom stupné n + 1 je konvexni

kombinaci dvou Bernsteinovych polynomi stupné n:

Bii (@) = eBl(a) + (1 - 2) B (a).

7. Derivace: Proiv=1,...,n — 1 plati:
d

Bl (@) =n - [B5 (x) - B\ (2)].

8. Integrace:

1
/ B! (z)dx = :
0 n 4+ 1

Dukaz:

(1.) Rozepsanim podle definice Bernsteinovych polynomt stupné n a tpravou podle
binomické véty dostavame uvedeny vztah:

g&”(as) = Xn: (Zl)x(l —r)" = +l-a)" =1

=0

(2.) Podle definice Bernsteinovych polynomu stupné n:

]

B! (z) = (n)x’(l — )" i =0,...,n,



ale (") >0Az'>0A (1—x)"" >0 pro z € (0,1).Dohromady tedy:

B(z) = <’Z)x(1 )" >0,i=0,...,n.

(3.) Z analyzy vime, ze funkce f(x) mize mit v bodé xp maximum, je-li f(zo)" = 0 nebo,

je-li xp krajnim bodem intervalu na kterém extrém hledame. rozlisme tedy ptipady:

» proi=0:Bj(z) = (3)2°(1 —z)" = (1 — )"
nabyva maximum na (0,1) vae =0 =

» proi=n: BMz) = (")a"(1 —z)"" = 2"
nabyva maximum na (0,1) vz =1 = 2 (rostouci fce),

»proi=1,....,.n—Lvez=0ax=1je B'(z) =0, derivujeme na (0, 1):

By = [(1)ea—or] = (1) e = -,

(klesajici funkce),

]

ny , (1 n—1 T n—1 1 —nT l
i1yt [ 2 — =) — —— — =0 <— :—,‘:17..., -1,
(z)x( z) <a: 1—:1:) r 1—z z(1l—-2x) T "
Dohromady B?(x) nabyva svého maxima v intervalu (0,1) v bodé £, =0,...,n.

(4.) Podle definice Bernsteinovych polynomii stupné n, tipravou a substituci j =i — 1:

2o = D - = D

1=0

ale podle vlastnosti (1.) plati > (”j_.l)xj(l — z)" 177 =1, dohromady:

J=0

n n

S iBrz) =n-x- ;(” ; 1)951(1 B

1=0

(5.) Rozepsanim podle definice Bernsteinovych polynomt stupné n a ipravou obou stran
zvlast dostéavame:

B(x) = CL) (1 — )"

n

B =(," )o@ amay e = (o= (a0,

i
tedy, ze: Bl'(z) = B)'_,(x).

(6.) Podle definice Bernsteinovych polynomu stupné n a upravou (?:11 ) =)+ (Zﬁl)

it () e[+ (2] oo

o (M) ()t ap
= B + (1 - ) By (0).



(7.) Podle definice Bernsteinovych polynomu stupné n, derivovanim a upravami:
» pro: =0:

(By(2)) = [(g) 01— x)”}/ — n(l-z)"t = (" . 1) 01— 2)"t = —nBy Y (x)

vztah plati (n.B"]! nedefinované polozme rovno 0),
» pro ¢ = n:

(B"(2)) = [(”) 2" (1 — m)”—n}, = na"! = n<" N 1) 21— 2)" D) = prl(g)

n n—1

vztah plati (—n.B"~! nedefinované polozme rovno 0),
» pro 0 <7 < n:

(B} K ) 1—2)" ] = (?) i A=) = (=) -2 (1 — 2)"

- il(n — i)'Z (1 —z)" - m(n — Z)xl(l — x)"‘l_i
_ n(n — 1)! i—1 n—i n(n — 1)! i ne1—i
G ) T 7o )

= n(T.L a )xi—lu — )i — n<” B 1) 21— 2)" " =n. B (z) — BN (2)].

(8.) Nejprve dokazeme pro i = n:

1 1 n 1 xn-{-l 1
B" — n — 0 — n — — )
/0 "(x)dx /0 (n)x (1 —x)’dx /0 z"dx [n—i—l} o
0

Uvazme vlastnost (7.) a rovnost, kterd plati pro derivaci, zintegrujme:

%B;@“(x) = (n+1)-[B",(x) — B"(x)]
[Biniﬁﬂo = (B, ()] - (B @)L,

ale (B ()], = [("T)a' (1 — )] = (T [L(L - 1M - 0F(1 - 0) ] = 0

)

[ B - [(Bw=0 = [ Brw=[ B

Plati-li vztah fo B!(z)dz = +1 pro i, pak tedy plati i pro i — 1 (indukéni krok).
My ovSem vime, ze plati pro i = n. Celkove tedy plati proi =0,...,n.



